CAPITOLO II.

EQUAZIONI FONDAMENTALI DELL’EQUILIBRIO

E DEL MOTO DEI FLUIDL

§ 1. Equazione di equilibrio dei fluidi
— 1l principio sperimentale dell’eguaglianza d
pressione in tutti i sensi conduce ad ammetter
che in un fluido, in cui non si tenga conto dell
viscositd, ogni elemento subisca una pression
normale all’elemento stesso e quindi sempre 1
stessa qualunque sia la orientazione dell’elemento
cioé che la omografia di pressione si riduca
~ ad un numero p positivo, funzione del punto 2,

detta pressione specifica del fluido, per unitd
d’area. .

Quindi le equazioni fondamentali di equilibrio

del capitolo precedente, (16) e (14), diventano =

() #F—gradp,



Equazioni fondamentali dell’equilibrio, ecc. 367

valida in ogni punto del volume t occupato dal '

fluido; e
(2) : E,=7n,

valida in ogni punto del contorno .
La forma cartesiana della (1) é:

(1) ExX-ifPorey B0 Lo G0
81' oy =z

Se la pressione non dipende dalla densitd, cioé
se k (a temperatura costante) & funzione del solo
punto 7 si dice (ne vedremo la ragione) che il
fluido & zmcompressibile; ed ¢&, prossimamente, il
caso dei liquidi. Se in particolare £ & costante,
il fluido ¢ omogeneo.

In ogni altro caso dicesi compressibile o gas;

f,

L %

esiste allora una relazione fra p e k (equazione
caratteristica del gas; per es., la legge di BovLE

e MARIOTTE),
3) p=s(%).
Consideriamo il primo caso. Perché sussista la

(1), la forza deve soddisfare ad una relazione fa-
cile a stabilirsi. Infatti si deduce subito

rot (#F)=o
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(ce quindi per la (55) del Vol. I, pag. 31,

krotF 4 grad2 /A F=o, :
4
;
:

Questa ¢ la condizione necessaria (e che potrebbe
anche dimosirarsi sufficiente) perché le linee
forza ammettano un sistema di superficie orto%

ara

gonali. Poscia la (1) con una quadratura ci f:
~conoscere p a meno di una costante arbitraria:

e moltiplicando scalarmente per F si deduce

(4) F < rot F —=o.

f e T R

(5) p =% (P) + cost.

T

-

Le superficie ¢ = cost., sopra ognuna delle qual
& costante la pressione, diconsi zsobariche o dﬁ
livello, perche la superficie libera di un liquido
a pressione costante & certamente una di queste,

Poiche p ¢ funzione uniforme, nell’interno della
massa fluida, per ogni punto del fluido passa una
ed una sola superficie di livello; due superﬁci,g@
di livello corrispondenti a due diversi valori di 2
non possono mai incontrarsi nell’interno del ﬂuidof
né una stessa superficie pud intersecare se stessa4
infine in ogni punto la forza & normale alla 1so,
barica passante per quel punto: cio¢ le traiettorie
ortogonah delle isobariche sono le linee di fo,rza.



Nel caso che le forze derivano da un poten |{|
ziale; cioé

F=grad U,

Lol
la (4) & identicamente soddisfatta, riflettendo che |
rot grad {J=o0; poscia da (1) si trae |

dp—kd U;

dunque sara
=/f(U) e p=1 (U) + cost.

Le isobariche coincidono con le superficie di
equal densita e con le superficie equipotenziali. :
Se due fluidi a contatto sono in equilibrio per
lazione di forze derivabili da wuno stesso polen-
ziale U, la superficie di separazione é una su-
perficie equipotenziale.
Infatti per ogni punto di essa, pensato appa
tenente al primo o al secondo fluido, si ha

dp—kdU—=h,dU

quindi & U = 655

Nel caso particolare di un liquido omogeneo,
k= cost., da (1) si deduce che le forze derlvano 4

dal potenziale U= % —+ cost.; e nel caso di unjﬁ»

24 — MARCOLONGO. %
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Ciquido pesante si ha dunque, colle solite C(m
~ venzioni, :

if (6) /) :ﬁn + kg ('Zn b+ Z)‘

- Le superficie di livello sono piani orizzontali; la
superficie libera di un liquido pesante omogeneo
e convenientemente limitata, a contatto con un
gas a pressione costante, & un piano orizzontale:
se si hanno pil vasi comunicanti a contatto collo
stesso gas, p essendo sempre la stessa, anche z

. ricavata da (6), sara sempre la stessa; cio¢ si

.~ avra dovunque lo stesso livello (principio dei vasi

. comunicanti). -:
Se p,—o0, da (6) si deduce pure che la dif

ferenza di livello misura la pressione (principio

_del barometro); ecc. :

; Consideriamo il caso dei fluidi compressibili.

', Le leggi di BovLE e Gayv-Lussac stabiliscono
‘una relazione tra pressione e densita. La prima
(entro certi limiti) esprime la proporzionalitd tra

- pressione e densita (a temperatura costante); cio&

(7) p=ak

~dove a & un coefficiente costante per ogni fluido..
- Ed & a questo solo caso che intendiamo limitarci,
cioé¢ a quello della temperatura costante. La (I)
ci da

a grad p

£
?

= grad log p*;

R oy ¢



Le jforze esterne derivano da un potenziale

U = log p* + cost.
Di qui
U,-U

P=poz * ;

le superficie isobariche coincidono ancora con le:
equipotenziali.
Per un fluido pesante

p=p067((o-:);
quindi per qualunque valore di z & p + 0; cioé
'equilibrio non & possibile in un recipiente aperto
a contatto col vuoto.

La formula precedente, applicata ad uno strato
d’aria sufficientemente piccolo, & la base delle
formule barometriche.

§ 2. Principio d’Archimede.

Un corpo vigido immerso in un fluido sitbisce
un sistema di pressioni le cui coordinate sono
eguali e contrarie a quelle delle forze esterne agenti
sul fluido spostato. :

Intendiamo per fluido spostato la parte di fluido
che occupa un volume t identico a quello occu-
pato dal corpo.




Infatti le coordinate del sistema di pr
che sollecita la superficie g del corpo sono

R=§pna’c . M=5;5(P—— 0)/\11110,;;

- spostato sono

R.—(kFdz,6 M, _—jk(P—O)/\th :

Ma nell’interno del fluido spostato vale la ("
quindi applicando il teorema del gradiente e I
formula (68) del Vol. I, pag. 37 al caso di «
(numero) si deduce

R. ~§grad]> d= ———jpn.a’c;
M‘.=5(P— O)Ngradp.d=
——[p(P—0) j\n.ds;

che provano il teorema. _
Esso si estende subito al caso in cui il corpy
immerso in due liquidi o in un liquido e
un fluido in equilibrio e si pud allo stesso
provare che:

Una superficie rigida chiusa e piena di
fluido subisce un sistema di pressioni le cui coos
@n@te sono eguali a quelle delle forze agenti




r

SR L

Nel caso del fluido pesante: \
Le pressioni che un fluido pesante esercita |
su di un corpo immerso ammettono una visultante
eguale e contrarvia al peso del fluido spostato e
passante pel centro di massa (spinta idrostatica).
Cid costituisce il principio d’ARCHIMEDE. ()
Supposto il corpo immerso soggetto alla sola
forza di gravitd esso sard in equilibrio nel fluido,
quando:
1l peso del wvolume del fluido spostato & eguale
al peso del corpo; ;
1l centro di massa del corpo e del fluido spo-
stato (centro di spinta) sono sulla stessa verticale.
Cosi la ricerca delle posizioni di equilibrio &
ridotta ad una questione di geometria; ne diamo
qualche esempio negli esercizi.
Nel caso di un liquido a contatto con un gas,
per es. l'aria, si pud trascurare la spinta idrosta-
tica dovuta al gas, rispetto a quella del liquido;
quindi applicare il teorema precedente.
Se il corpo & omogeneo, il centro di spinta
coincide col centro di massa del corpo.

§ 3. Equazioni del moto di un fluido.
— Se v & la velocita di un punto del fluido in*

(*) ARCHIMEDE, De insidentibus aquae. Prop. 3-7. AR-
cumMepis Opera omnia; ediz. Heiberg. Mach, 1. c., Cap. 1%,

pag. 83.
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i cui ¢ applicata la forza di .vettore F; p e &
~ pressione e la densita nello stesso punto al temp,

(8) B(F—9%) —gradp
(9) p=/r(k
(10) %J;—f—div(kv):o

che“assume pure l'altra forma

dk

(11) dt—rkdlvv-—o

La (8) si deduce da (1) applicando il princip{
di d’ALEMBERT ed osservando che la forza di“

kAa’;

La (9) non & altro che la solita equazione ca-
ratteristica (3). :
- Ma le equazioni (8) e (9) non bastano (anch
- col concorso delle condizioni iniziali) a determi
. nare le tre funzioni incognite del tempo, v, 2, &.
La terza equazmne da ricercare, detta di con-»
tmuzta deve esprimere che la variazione della
massa di fluido contenuta entro una qua]unque%
- superficie chiusa o, per es. nell’unitd di tempo,




= Equ.a(fo.ni fomlamenmhd;l?:&u'ili;}ﬂo, e

ik

stesso tempo.
Sia dt un elemento di \olume entro o; kdzl

la sua massa al tempo Z; (k + - 77 dz‘) dt quella '

al tempo 7 - &£ La variazione totale della massa
nel tempo d# & quindi espressa da

dzj%—?d

i

¢ eguale al fluido che entra attraverso o nello\,‘

La quantitd di fluido che entra in T attraversod g -

nel tempo d# ¢ eguale a quella contenuta in un

cilindro di base 45 ed altezza v<xnd/; e quella
attraverso g ¢

dtjkvxna’c:—a’tjdiv(kv)a’t

in virth del teorema della divergenza [Vol. I,
pag. 35]. Dall’eguaglianza delle due diverse espres-
sioni, valida qualunque sia <, risulta la (10),
prima forma dell’equazione di continuita. :

Applicando la (55) del Vol. I, pag. 31, si ha

agl;+kdivv+gradk><v=0;

e poiche % & funzione del tempo e del punto 2,

&k ioR

Gk Gk d
it 0t dP +gra bact




[Vol. I, pag. 30, form. (50)] risulta la (1r) -
conda forma dell’equazione di continuita.

divv=o.

\

- Un caso particolare assai importante ¢ quando

terminare una funzione Il tale che

1

A grad p = grad 1.

atti questa equazione equivale, quando si mol-
plichi scalarmente per 4 /7, alla ;

——dp—all

¢ la ricerca di II, essendo p funzione di &,
otta alle quadrature. :
_infine poniamo

] O=U—T



F

Equagzioni fondamentali dell’equii

la (8) si trasforma nella seguente

d
(12) d—j:grad@;

& dicesi potenziale di accelerazione.

§ 4. Equazioni di Euler. — Per un deter-
minato istante vogliamo determinare lo stato ci-
netico del fluido; cio¢ la velocitA con cui le
varie molecole fluide passano per un determinato
punto fisso della massa fluida. Si riguarda quindi

=/ (P,{), P e t pensate come variabili indi-
pendenti. Notando quindi che

dv o0v dv

]
'equazione (8) diventa

, ov  dv 1

forma assoluta dell’equazione di EULER. (¥) De-

terminata v funzione di 2 e di #si dovra ancora

integrare la
dP

e

(*) EULER, Principes généraux du mouvement des fluides, o
Mém. Académie de Berlin, 1755, pag 274 (vedi in partl-

colare pagg. 284 e 286).
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E facile passare alle formole in coordinate car
tesiane. Considero la terna O (i, j, k); e dicans
x,7,z le coordinate di P; #,7, w le componen

della velocitd v di quel punto al tempo 7 funi
zioni delle quattro variabili indipendenti x, y, 2, 3:,

dv
Poiché 'omografia P ¢ caratterizzata dai nove

R R o, ria

coefficienti ~— , ~— , =—; ecc., da (8) ricaviame

X 0y 0% i

subito :

bu 0w O0um 0 u 108

(13) 2+ utt o IS 2
0% oy

oz koA

e due equazioni analoghe. Da (10) e (11) poi rica
viamo le due forme dell’equazione di continuitd,

ok 0ku) 0(kv) K 0 w)

0t+ 0x s 0y - 0z
dk du  0v 0w\
E+k(67+ﬁ+?;>—o

Poiché !’integrazione delle equazioni stabilite non
riesce che in casi particolari, dedurremo alcune
leggi generali colla diretta considerazione delle
equazioni fondamentali.

§ 5. Teorema della circuitazione. — Vo
gliamo ora supporre che le forze esterne derivine

=



da un potenziale uniforme e continuo; e che|
quindi in ogni punto del fluido valga la (12), con ®
funzione uniforme e continua di 2. In queste |
ipotesi si ha:

La circuitazione della velocita lungo una
qualunque curva chiusa, mobile col fluido, e co-
stante. (¥)

Cio¢ (Vol. I, pag. 39)

(14) C:jvde:cost.

Riguardiamo s costantemente come il luogo delle
stesse molecole fluide e siano s, e P, la posizione
di s e P al tempo £,; A l'unico parametro che
fissa la posizione di 2, su s, (per es. I'arco con-

el equilibrio, ecc. 3%“\

tato su s, da una certa origine); si pud quindi

riguardare 2 funzione.di # e X; e scrivere

= svx—dl.

Derivando rispetto al tempo e notando che s, &
fissa, si ha

A 9 a’v apr av
= Ze e+ v pad

So So

(*) W. THowmsoN, On vortex motion, Trans. of the Royal

Soc. Edinbourg, 25, pag. 217 (1867).
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g&o 5

‘e per la (12) essendo

a2 iadd
AR T
otteniamo
d C ad 1 cdv?
e Pl e e

So So

ma ® e v? e le loro derivate sono funzioni uni

formi, continue; gl’integrali, estesi ad una curv.
chiusa, di differenziali esatti sono nulli; quindi i

_ teorema & dimostrato.
Applicando la (72) del Vol. I, pag. 39 alla (14

: otteniamo

{15) C=jv><dP_—_§rotv><ndc———cost.

Il flusso del rofore della velocita, attraversc
un qualsiasi dzaframma avente per contorno wuna
curva chiusa, & costante per tutta la durata de
moto. : :

§ 6. Teorema di Lagrange. Potenzial
di velocita. — Una conseguenza importantissim
del teorema sulla circuitazione & questa:
- Se in un determinato istante, per una certa
parte della massa fluida, ¢ rot v—=— 0, sara sempr
ot v =0, per la stessa parte del fluido.




Infatti da (15) supposto s e o appartenenti alla
parte di fluido considerata risulta nulla, per #=¢,,
la circuitazione di v e quindi nulla sempre: e
perd (Vol. I, pag. 41) risulta

(16) v=grad g

e quindi ancora rotv=o.
¢ dicesi potenziale di wvelocita (uniforme o no);

il moto dicesi non wvorticoso o a polenziale.
Poiche

do=vVv<dP—=udx +vdy+wdz,

il teorema si pud enunciare sotto quest "altra forma .
di LAGRANGE: (%)
Se il trinomio udx +vdy +wdzéun a’zf
ferenziale esatto per un delerminato valore di t,
lo sara del pari per ogni valore di t, per zemax
parte di fluido. ,
Per es., se il fluido parte dal riposo, per =0

si ha #—=9=w—o0; il trinomio & un differen-
ziale esatto per #==o0: quindi lo sard sempre
L’equazioni fondamentali, in tal caso, si sem
plificano notevolmente. Osserviamo infatti che I’

(*) LAGRANGE, Mém. sur la théorie du mouvement de
fluides, Nouv. Mém. Acad. Berlin, 1781, pag. 151; Oeuvres
compl, 4, p. 716. La dimostrazione del tcsto e dovuta
THOMSON. i
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?V & una dilatazione, percheé

dv
2V —=rotv=o0;

dpP
quindi
dv 0v 0%
U Cl+ v—glad +—gradV‘

- per la (52) del Vol. I, pag. 31. Quindi la (12) :
ci da ‘

de , 1
2 e —v? 0n— — 0%
grad<m‘+ et e U) o

o
e

&

_? risulta dunque la quantiti entro parentesi funzione

del solo tempo: supponiamo conglobata questa
funzione in ¢ (incognita), con cid non varia v;
ed otterremo

5(’17) ~ %—f+3;v2+11— U=o.

[’equazione (11) di continuitd poi, per la (71)
~del Vol. I, pag. 38, diviene

onsideriamo un punto 2 e la sua velocita v al
empo #; su questa assumiamo un altro punto 2
nfinitamente prossimo a # e nuovamente la sua

Realti «
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velocita allo stesso istante e su questa un altro
punto 2, infinitamente vicino a 2, ecc. Otterremo
cosi la /linea di corrente uscente da P al tempo ¢
e le cui tangenti danno appunto la direzione della
velocita del punto di contatto. L.e linee di cor-
rente non sono naturalmente da confondersi, in
generale, colle traiettorie dei punti del fluido.
La definizione data & valida qualunque sia il
moto del fluido. Nel caso particolare che il moto
sia a potenziale si vede subito per la (16) che:
Le linee di corrente sono le traiettorie orto-
vonali delle superficie di livello @ — cost.

S

§ 7. Moto stazionario. — Quando la ve-
locita dei vari punti del fluido non varia col tempo,
cio¢ v=f(P), il moto dicesi slazionario:

Le linee di corrente coincidono colle traiettorie
delle molecole fluide.

Ferme le ipotesi del § 5, si ha il teorema di
BERNOULLI:

Lungo ogni linea di corrente risulta

(1) _;_v2+H_ U = cost., (¥)

in cui la costante & relativa ad una determinata
linea di corrente e varia con essa. 3

(*) DANIEL BERNOULLI, Hydrodynamica, Argentorati 1738,
pag. 19.
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E

Sia P un ‘punto di una linea di corrente, t =~

il vettore unitario parallelo alla tangente in |
L’accelerazione tangenziale &

dv ds 1 dv?

T il Ve T i :
Quindi moltiplicando scalarmente la (12) per tiﬁ
otteniamo ;]

1dv? d(U—T) |
K 1
3

2 ds ds :

integrando lungo la linea di corrente risulta la (ng
La (19) rappresenta il teorema dell’energia

fluidi. :
Nella ipotesi che il moto sia a potenziale

- stazionario, dalla (17) si deduce

(20) % v2 + Il — U= cost.

per tutta la massa fluida.

Nel caso di un fluido omogeneo pesante, ini
zialmente in riposo, e contenuto in un recipient
nel cui fondo & praticato un foro, il moto & ;
potenziale e stazionario e pud applicarsi la (20]
ponendo U= —gz, kIl =p; quindi

Iv‘~’—{—]5 = cost
3 ?—{—gz——cg.



Lquazioni fondamentali dell’equilibrio, ecc. . ;8\ 1
: by

Sulla superficie libera sia z=2z,, p—p5,, V=0;
allora risulta

(21)  p—potbglz—2)— —V \

Nel. caso della quiete ritroviamo la (6); e di piu
si vede che la pressione idrostatica & sempre
maggiore di quella idrodinamica.

Se l’altezza % del liquido nel vaso & sufficien-
temente piccola per modo che al foro di uscita
possa ancora ritenersi p = p,, dalla (21) risulta
il teorema di TorrICELLI (¥)

Vo—2c k.

§ 8. Moto vorticoso. — Abbiamo visto che
la deformazione di un intorno di 2 in un corpo
continuo consta di un moto di corpo rigido e di
una deformazione pura. Nel caso di un fluido, lo
spostamento di 2 essendo v d#, riferendoci al
§ 4 del Capitolo precedente, si conclude subito

; ; ST
che? rot v & il vettore della velocitd istantanea

di rotazione dell’intorno di 2 supposto rigido.
Noi supponiamo che esso per un determinato
istante ‘e per una certa parte del fluido sia di-

(*) TorrICELLY, Opera geometrica; De motu, Lib. II,
pag. 191. Florentiae 1644. ; A

25 — MARCOLONGO.
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verso da zero; pel teorema di LLAGRANGE, sa
sempre diverso da zero ed il moto di quella
determinata parte del fluido si dice worticoso.
Considero al tempo 7/ un punto 7 e per esso
una retta parallela a rot v; su questa un nuovoi’
punto 2, infinitamente vicino a # e una nuova
retta parallela a rot v, sempre al tempo #; ecc. Co-
struiremo cosi una linea uscente da 7 e pel tempo ¢
tale che le sue tangenti al tempo 7 sono pa-
rallele all’asse della rotazione istantanea della mo-
lecola fluida che trovasi al punto di contatto. Tale
linea, variabile col tempo, dicesi linea worticale.
La totalita delle linee vorticali

= uscenti dai punti di una superfi-

5’ cle ¢ costituisce un wvorticoide o

4 4 vortice; e se G €& infinitamente

v piccola si ha un worticoide o vor-
lice elementare.

|\ 5 4 5

a) La circuitazione della ve-

L locita lungo una curva chiusa trac-

it ciala su di un vorticoide & sempre
g

la stessa, qualunque sia la curva.
Siano (Fig. 20) ABC, A B’ C' due curve
chiuse tracciate sul vorticoide. Congiungiamo A
con A’ con una linea appartenente al vorticoide
e sia 4,4, una linea analoga infinitamente vicina
alla 4 4. Diciamo s la linea chiusa (percorsa
nel senso della freccia) 4 BCA, A", C' B' A’ A4;
o la superficie del vorticoide avente s per con-




il

i -Eéudﬁbfii"ﬁ)nriﬁ”' i ,L,._\_“a‘fq?uili'lﬁiit;,qf;i:t. b

torno. Poiché in ogni punto di ¢, rot v & normale
ad nm, da (15) si deduce

jvde:o.

Ma la circuitazione lungo 4 A" ¢ eguale e con-
traria di quella lungo A4, A4’ ; dunque la circuita-
zione lungo 4 B C ¢ eguale e dello stesso senso
di quella lungo 4" B C'; come avevamo enun-
ciato,

6) In qualunque vorticoide elementare, il
prodotlo della sezione retta in un punto per la

grandezza della velocita di rolazione ¢ costante

lungo tutto il -vorticoide.

Tale prodotto dicesi porfata o intensite del
vortice.

Infatti detto s il contorno della sezione retta ¢
del vortice elementare, per @) la circuitazione
lungo s & costante, qualunque sia s lungo il vor-
tice; ma essa, dalla (15), essendo G infinitamente
piccola e rot v parallelo ad n, ¢ data da

(22) rotv<Xn.c—2w.c—cost.

avendo rappresentato con  la grandezza della
velocitd di rotazione, cioé:

rotvxn=—modrotv=2w.
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Si deduce di qui una notevole conseguenza. In
tutta la parte di fluido in cui ha luogo moto
vorticoso, ® =+ o; quindi anche & + o; cioé:

¢) I vorticoidi elementari e quindi le linee
vorticali non possono terminare nell’interno della
massa fluida in cui ha lwogo moto verticoso; cioé
esse sono linee chiuse, o si continuano indefinita-
mente in tutta la massa, o terminano alla super-
ficie del fluido.

d) I wvortici si muovono nel fluido in modo
pero da essere sempre costituiti dalle stesse mole-
cole fluide. (Persistenza dei vortici).

Sia ¢ una superficie semplicemente connessa
costituita da linee vorticali; s una curva chiusa
tracciata su 6. Sempre in base al teorema di
Stokes (Vol. I, pag. 39) si deduce subito che
la circuitazione di v lungo s & nulla; sard dunque
sempre nulla, in qualunque modo venga tracciata
su g; dunque G & sempre costituita da linee
vorticali. E se consideriamo due siffatte super-
ficie o, la loro intersezione sard sempre una linea

- vorticale; e cid prova il teorema.

E del pari facile mostrare che :
¢) La portata di un vorticoide elementare
non varia col tempo. (¥)

(*) Heumsortz, Uber Integrale der hydrodynamischen

- Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen [Journ,



Equazioni fondamentali dell’equilibrio, ecc. 3§ |

§ 9. Seconda forma delle equazioni del |
moto di un fluido. — Riguardiamo la posi- |
zione P di una molecola fluida come funzione
della sua posizione iniziale 72, e del tempo. In
altre parole riguardiamo le coordinate x, y, z di 2P
funzioni di # e dei loro valori iniziali @, 4, ¢. In-

dicando con § I'omografia (:’{If’ individuata, se

Zo
ox x
ﬁ 5 E 5 B(l ..... >
le equazioni trasformate. di (12) e di (11) sono
rispettivamente:

;i ; g
si vuole, dai coefficienti ~— |,
Ca

, dv
(23) KﬁZY: gradp, ®
(24) L p=%"

fur Math. 55, pag. 25 (1858); Wissenschaft. Abhand.,
Leipzig 1882, 1, pag. 111].
Le dimostrazioni del testo sono dovute a THoMsON nella
memoria gia citata. ;
Per le esperienze sugli anelli di fumo, ecc., che con-
fermano i risultati teorici, vedi Tarr, Conférences sur quel- =
ques-uns des progrés, ecc. Paris 1887, pag. 347; BRILLOUIN,
Recherches récentes sur diverses questions d’Hydrodynamique,
I Partie, Tourbillons; Annal. de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 1 1887; e Paris 1897. ;



Ricordiamo infatti che nel secondo membl
di (12) il grad & calcolato in 2. Ora

E d®=gradp® < d P—=gradp, ® xd P,

= gradp ® xgg aPss "

2 4
e pel teorema di commutazione 3

gradp, ® < d P,— K 3(gradp ®) < d P,
. quindi, & P, essendo arbitrario, risulta per la

- (12), la (23). ; 9
Per trasformare la (11) osserviamo che

, dB _dv _dvdP
e dP, dPdP, i

3
.
P
A
:
:

in cui, per compendio si ¢ chiamata o 'omo-

: av : ;
- grafia 7P’ corrispondente alla omografia di de-
formazione del Capitolo precedente. Consideriamo
ora I, ; riferendoci alla terna di direzioni unite

e derivando rispetto al tempo, si ha
Le—=BiNpi=pk,
(I pl—p 1/\ﬁ_|><pk+ =aBiABj =<k T...

" E se poniamo 11——31,]1—-@3, ..... e divi-
dramo membro a membro otteniamo
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per la (11). Integrando, si ottiene la (24) perche
inizialmente =1, =1

La forma cartesiana ¢ immediata. Accennando
con x'” 3" 2" le componenti della accelerazione,
da (23) si otterranno tre equazioni analoghe alla
seguente

D] W

T oy
o = Hn
ol S

quanto poi alla (24) basta osservare che I,§ & il

. £ 0x 0y 0=
determinante le cui linee sono -—— , vy , = ; ecelEs
da’da’0a
§ 10. Integrali di Cauchy. — Ferme le

ipotesi dei §§ precedenti, si ha la relazione inte-
grale di CAUCHY:

(25) I; 8. rotp v = § (rotp, V) .

Osserviamo che si ha

d. dv dv :
E[va}:KpﬁJr(Km)v,

(*) Le equazioni (23), (24) sono pure dovute ad EULER |
[Novi Comm. Acad. Petrop., 14, pag. 376 ¢ 369 (1759)]
Esse diconsi anche equazioni di LAGRANGE, perché di pre-
ferenza adoperate nella Mécanique analytique. Oeuvres

compl. 11, pagg. 273, 287.
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- il secondo membro, per la (23) e per la (52)‘,
. Vol I, pag. 31 risulta eguale a ]

Se quindi prendiamo il rot dei due membri nel
punto P, e teniamo presente che 7/ e 2, sono
variabili indipendenti, si deduce

I

rotp, K3 vj—o.

A A d
rotpozi—{k‘jvf Tf;

Integrando, colla solita osservazione che inizial-
mente 3 =1, Kg=1, risulta

(26) rotp, K 3 v =rotp, v, .

- Questa equazione pud essere risoluta rispetto a
rotp v, col seguente artificio; i calcoli potrebbero
~ ancora essere semplificati tenendo presente !’eser-
cizio 8 del Vol. I, pag. 47.

Se i, j, k sono tre vettori qualunque si ha

Bix<BjiABk=Lp.ixjAk;
~ ossia
i<xKBRjABK)=LB.ixjAk

'_,’e per larbitrarieta di i,

KBiAsk) =1,8.jAk.
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Ora immaginiamo che j e Kk siano paralleli a due

diversi e arbitrari spostamenti 2P, e 3 P, di

P,; e notiamo che, per la definizione stessa di §, &
3dP,=dP; risulta
(@) KBE@PANEP)=L,3.d4P,A8P,.

Cid posto, per quanto si disse nel Vol. I, pag. 28,
si ha

2Va<xdPNSP—=0P<adP —dP=<adP

e se a e I’omografia abbiamo

ey

dpP’

1otp V<XAPANSP—8P<xdv—dPxov
—=d(Vv<3P)—d(v=<dP).

Se in questa formula mutiamo P in 2., v in
K B v, il secondo membro non muta, perché :

KBVv=<8P, =vxBEP,=VvxdP;
onde tenendo presente (z), risulta
I;8.rotpv<xd P \SP=rotp, KBv< KB (d#/'\SP);

e se al secondo membro applichiamo il teorema
di commutazione e si osserva che 4 2 e ¢ P sono
arbitrari, otteniamo finalmente per la (26), la (25).
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v

La forma cartesidna, dette p, ¢, 7, le componer
Gaey
di — rotpv, & la seguente
2
ox

0x ox
I?ﬁ'p=ﬁpo+ 55 7 + B (*)

Il teorema di LAGRANGE discende immediata-
mente: se infatti rotp, v, =0, sara pure rotp v—=
e cosi si deducono i teoremi di HELMHOLTZ sui
vortici. Cosl per es. per la linea vorticale uscen
da P,, avendosi

APy —pirotp: V, ,

con p fattore di proporzionalita, da (25) risulta
I I
Isﬁ.rotpv=;§dPo=?dP;

- che esprime la persistenza delle linee vorticali; ece,.

Esercizi.

: 1. Equilibrio di un liquido che ruota uni-
formemente intorno ad un asse verticale.

(*) Caucny, Sur la théorie de la propagation des ondes
(181 5); Oeuvres (1), 1 pag. 38. E appunto dovuta a Cauchy
~ la prima dimostrazione rigorosa [dedotta da (25)] del teo-
- rema di LAGRANGE. 4




r % Equazioni fo:iddm-é;ztaiif del equ

11 potenziale delle forze centrifughe composte, detta ®
la grandezza della velocita di rotazione, &

ot @+ 7).

Le forze esterne debbono pure derivare da un potenziale U:
I’equazione delle isobariche &

U+ % w? (x? + »?) = cost.
Se il liquido & omogeneo e pesante (k=1) si ha U=gz

I’asse di rotazione essendo verticale in basso: quindi Pequa-
zione della superficie libera & i

?
(=g (s

paraboloide rotondo ad asse verticale. La costante ¢ si de-
termina conoscendo il volume del liquido contenuto in un
vaso. Se questo ha la forma di un cilindro circolare di
raggio a e Paltezza del liquido in quiete & b si ha

a
na2b=2nl‘(rd7
o

donde
0?a®
b
e pero
?q? w?
1=b+ Y .

11 valor massimo di g, si ha per » =o0: il minimo.per
r=a.
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[VivaxTi, Nuovi esercizi, ecc. pag. 193]. Se le mole
del liquido si attraggono in ragion diretta della dista
ed il centro di massa cade sull’asse di rotazione, si
(1 = massa totale)

U=u(P—G);
quindi come prima

(’—}-(I - “’T') (A fal) =z

ellissoidi o iperboloidi di rotazione. Questo secondo cas
¢ solo possibile per liquidi di un vaso; mentre la ﬁgut
ellissoidale ¢ anche possibile per liquido libero. -

) @ o? o . s - 2 R

Posto B o e o quadrati dei semi-assi dello

$ %

ellissoide sono c¢e, ce, ¢. Dall’espressione del volume
—:- mecy/ ¢ si determina .

[PoissoN, Traité de Méc. 2, pag. 550].

; 2. Una sfera omogenea esercita un’attrazione .
~ secondo la legge di NEwWTON e ruota uniforme-
mente intorno ad un diametro: figura di equi-
librio di un sottile strato liquido deposto sull'
sfera. .

Se p & la massa, r la distanza di un punto dello stratﬁ;
dal centro della sfera si ha, pag. 296, U= %, quindi Te- .
quazione delle isobariche ¢ ;

73

R
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ilibrio, ecc.

Equagioni fondamentali dell’equ

superficie di rotazione intorno z; e dove a & la parte che
essa taglia sull’asse di rotazione.
Poniamo # = x? 4 y*; si ha

aw? \-2
12+(2::a2(1~———2p’ iz) 5

sviluppando in serie e trascurando le potenze seconde, ecc.
aw? |
risulta

2 :
{2 I a w?
B
equazione di uno sferoide schiacciato, Il raggio equato-
riale a, & dato da

1 I a® w2\ 1
=== il — =
a? a? @ ) 3

lo schiacciamento &

di

a,—a aw® g

.a 2w g

@

a2

dove g — ¢ la gravita al polo.’In un altro punto qua-

lunque la gravitd & la derivata negativa del potenziale
totale rispetto 7, cio¢ indicando con 8 la colatitudine:

0 %——u“rsenﬂi.

Posto 7= a (1 -} u), abbiamo

g :,.T::— (1 —2u) — w?asen?e.



- Draltra parte da («) si ricava subito

103

o
T sen? 0 ;

2p

/ 2 w?a®
g—-y'—([— ﬁsen’e)
!l-

[Tromson a. Tarr; L c, 2, pag. 372].

quindi

3. Lo stesso problema supponendo che ,
‘altro corpo di massa j,, a distanza 4 dal centro,
~ attragga lo strato liquido con la legge di NEwTo

~ la sfera essendo fissa.

~ Abbiamo

| By

—_— 7
+\/d*—2rdcosﬂ—|— g

e il rapporto r:d & molto piccolo. colle stesse posizio
dellesercizio precedente si ha

—E——(I—u)-{—%(l—l—;—tcosﬂ)z

a0 LG AR 5
a+d_.c,u__p'd2coso.

unto diametralmente opposto una eguale depressione.
- Nel caso della terra w e della luna w, avendosi circa

p,:% sed =60

. : 1
_S}le elevazione risulta eguale a

I
83.6o==3.105'
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~ o qe I . S
Se si hanno due corpi di massa —— g, simmetrici rispetto

al centro, risulta come prima

I a®
1 2
U= — - Ccos* 0 —1).
2 a? G )

La figura libera & uno sferoide coll’asse maggiore lungo
la congiungente i due corpi.
[TroMson A. Tarr, L c, 2, pagg. 373, 374}

4. Figura di equilibrio di un fluido omo-
geneo incompressibile di massa p che ruota uni-
formemente - intorno ad un asse; le molecole
fluide si attraggono secondo la legge di NEWTON;
in superficie si esercita una pressione costante e
la massa stessa si comporta come se fosse rigida.

Se V & il potenziale dell’attrazione, posto
=V + 0* (2 47)

sulla superficie libera si deve avere d =0 e questa deve
essere l’equazione differenziale della superficie libera; se
quindi essa ha per equazione & = cost; l’equazione pre-
cedente deve essere identica alla d ® =o0. Si deve dunque
avere proporzionalitd tra grady e grad ®. La @ deve sod-
disfare a queste equazioni: mentre occorre la conoscenza
di @ per formare p. Il problema & assai complicato e si
sa risolvere soltanto in pochi casi. Si cerca piuttosto di
vedere se alcune superficie possono essere di equilibrio.

Vediamo per es. se & possibile una figura di equilibrio




i 4E0 TSR el SGapHplos PR

ellissoidale In tal caso

precedenti si riducono alle

@ 4 R
(¢33 +or) = (423 o) =a3e

eguagliando i due valori di w? che si ricavano da queste
due equazioni si ha

®

Udu
T
G o) (@ + 0 (" +u)

.0

26 (b — a®) Udu
st ot LAY DS
o,

A questa pud soddisfarsi con a = b (ellissoide di rotazio‘
di MACLAURIN); oppure con E

I
Suus [azb’+ + — 7 ——Cr] du=o,

= § o

T W i

~ cui corrisponde Dellissoide a tre assi disuguali di ]Acon"
(1834) [Ges. Werke, 2, pag. 19]. Per questo notiamo che

I I 1
R e T

‘\ onde ¢ ¢ minore d1 a e b; Pellissoide ruota intorno all’a
mxnore



i
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Accenniamo la discussione del primo ellissoide (a = b).

Dal valore di ®?® risulta ¢ < a, Dellissoide & schiacciato.
~2

[ :
Posto 2* = ———, risulta facilmente
c
==
? udu
= shp=3 g e
27 (O F 2 2w u) e

Colla sostituzione 1 -+ u = v* I'integrale si trasforma in

{+4)

‘“’-——18

dv ) ’,3‘ dv
(1,2 )z)z s vz(.uz_*_)‘z)‘

1 arctg A S >
I1 secondo ha per valore — — £ poscia derivando
z? RELnc?
.
=
j‘ dv arctg »
Cians S GaE s
I

rispetto x, si ottiene il valore del primo; quindi definiti-
vamente

3 22%) arctg » — 3 %
?(1):()‘1‘ );8g I

.
Una tabella di valori di ¢ (X) trovasi in THomsoN, L c., 2
pag. 327:  (X) & sempre positiva e si annulla per A =0, 0.
La sua derivata prima ¢ della forma

g
A+ +9)
S ()

A2+ 1)* (A 4 9)?

' ()= h(l),con 21 (D) = — arctg A
Di qui

ey ()=

26 — MARCOLONGO.




quindi positiva per 0 << A< V3 ; v, si annulla per &
cresce con i sino a A = \/3 in cui e massima: poi

3 - ? SVl T
cresce continuamente fino a = ce in cui diventa — —
5 2

Perd p, ammette una sola radice reale ' > /3. Ritor
nando a g, nulla per A = 0, essa cresce con %; per A = A’ 3
sume il suo valor massimo; poi decresce e si annulla p
A =oe. Il valore di A’ radice della », () =0 si trova
metodi noti di approssimazione [vedi BEsaNT A. RaMSE
Hydromechanics, Parte 1°. London 1904, Sixt Edit. p. 227
si trova M’ =2,5293; e quindi ¢ (A") =0,22467.
2

. L’equazione ¢ (3) =) conb—i{e ok
B - 9 ¢ =i T 2q 2mkf

- fosse supposta eguale ad uno la densita e la costante di
gravitazione) ha due radici reali e distinte %, %, tali che

s€¢ non

TP A s B

se h <9 (\'); coincidono se h = ¢ (1’), sono immaginarie
se b > (7).

- Data la velocitd o si trova ) e quindi A: poscia le du&

equazioni

) a2 (NG 52

A
] cg

0, 22467 si ha nessuno, uno,

Nel caso della terra =0, 0023; quindi si han

kf

no due figure ellissondah, corrispondenti alle radici



r

F otk

9 (}) =0,0023; ma una di queste, che ¢ 681, darebbe
7117 =/1+ 2 = 681 circa; cid & impossibile. Si ha dunque
una sola figura di equilibrio per la quale

a—¢ I
= 3

7 232

. : - I
mentre le misure dirette danno circa T,’ .
b

Assai pit complicata & la discussione dellellissoide di

Eqdaziémi fondamentali éléilcqm?i'bﬁ%, ecc. 403

Jacosr Essa da i risultati che qui riassumiamo. Si con-

siderino i numeri 0,18709 e 0,22467. Per valori di h mi-
nori del piu piccolo, abbiamo un ellissoide di Jacopr e due
di MacLAauRIN; per h compreso tra questi due numeri,
due di MacrLauriN e finalmente per h maggiore del pii
grande, nessun ellissoide.

Non sono invece possibili configurazioni di equilibrio
per un ellissoide stratificato omogeneamente.

[VoLTERRA, Acta Mathem., 27, p. 105 (1904): PizzeTTl,
Principii della teoria meccanica della figura dei pianeti;
Pisa, Spoerri, 1913 ; pag. 187].

Si pud assegnare un limite superiore di h. Posto infatti

W’:fV—*—%mg(xz—}-y’)

e fatto nella (69) del Vol. I, p. 38, u=1, v =1 e quindi -

div grad W=AW=—4nfk+ 2e®
(per la (14) di pag. 313), risulta
2(...?_“fk)fd::—['gradWxnda.

Se h=1 lintegrale del secondo membro & negativo;

e
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quindi in qualche punto grad /77 < m < 0; ciot la forza
_ al contorno rivolta all’esterno e Tequilibrio umpossxbxle.
Dunque h <1.

Questo limite, assegnato dal POINCARE, pud -essere ri
dotto alla metd [CrupkLi, Rend. Acc. Lincei, (5) 19,7
(1° sem. 1910) pag. 666]. 8

I lavori piu completi sull’argomento si debbono al PoIx-.
CARE, il quale, generalizzando alcuni risultati di THOMSON,
ha scoperto che, oltre i detti ellissoidi, esiste una serie
infinita di figure di equilibrio, simmetriche rispetto ad un
piano normale all’asse di rotazione e aventi un certo nu
mero di piani di simmetria passanti per lasse; una di
queste & certamente stabile. [Acta Mathem., 7, pag. 259

. (1885); Figures d’équilibre d’une masse fluide, Paris (1903)].
" LiapunorF (1884) e Darwin hanno considerato special-
mente la questione della stabilitd ed il primo ha perfe-"
zionato sopratutto i procedimenti di PoiNcare. Vedasi an-
- cora TisseraND, Traité de Méc. cél., 2, pag. 98.

5. Condizioni di equlhbrlo di un prisma retto
‘trlangolare omogeneo e pesante immerso in un
liquido pure omogeneo e pesante, per modo che
: gh spigoli laterali siano orizzontali ed uno solo

1mmerso

3
Bastera considerare la sezione del prisma con un piano -

‘normale agli spigoli (Fig. 21). Sia b Daltezza del prisma,
k, la sua densitd, 5, Parea della base, o quella della se-
- zione immersa. Poiché gk o, h e gkoh rispettivamente
- rappresentano il peso del corpo e quello del fluido spo-
 stato, posto :

Blh— . AC—b , AB=x-, 4AC.=y, i

douid aiadia




risulta

kxy=rk,ab.
Siano G e G, i centri di massa delle aree 4 BC, 4 B, C;;
la G G,, verticale, ¢ normale alla superficie del liquido;
ma ¢ inoltre parallela a D D,, congiungente i punti medi
di BC e B, C,; dunque D D, ¢ normale a B, C;, e perd
D B, =D C;; e reciprocamente.

Fig. 2r1.

Posto ancora 4 D = m , e detti « e 8 gli angoli D A_B}
D A C risulta =

DB?=x*—2mxcosa— m?=y>—2mycos B4 m?
ciot si ha un’altra equazione tra x ed jy,

x% —y* = 2 m (x cos o — y cos B).

Si discute facilmente il caso di a =10, ecc.

6. Condizioni di stabilita di un corpo gal-
leggiante.

Consideriamo gli assi d’inerzia centrali x, y e per y un
piano che formi con xy un angolo assai piccolo 6, Un



punto P di un’area d o, del piano xy, si sard elevato dj
6x e il volume del prisma elementare cosi costruito &
6xdo;; e quello dell’'unghia solida distaccata, per es., a
destra nel corpo sara v, =9 I'xd o,; e il volume di quella

a sinistra & v, =—0 [xdo,; quindi
Vel =_0’,\‘(110 £ ()

ciot i due volumi v, e v, sono eguali. I centri di massa
di questi due volumi omogenei abbiano per ordinate 7,, 7,
Avremo .

90— Bl‘x_v Aoy, VN, =— Gfx ydo,
onde

i m—van==9fxyd°=0

~ ciot M, =1,: i centri di massa giacciono in uno stesso
§ 4 e

- piano normale ad y. Finalmente il momento del peso di

* ciascuno dei due volumi intorno y &

egfx.zriclzi)g 2do,.

Per la stabilita dell’equilibrio, dovremo considerare i
‘moti del galleggiante rispetto al liquido. Decomponendo
lo spostamento generale del corpo in tre traslazioni e tre
_rotazioni intorno a tre assi di cui uno verticale e trattan-
dosi di corpo pesante, non devremo occuparci né delle
‘traslazioni lungo assi orizzontali, né di rotazioni intorno
2 Ili?éisse verticale, per le quali si ha evidentemente sta-
 bilita. Per le traslazioni lungo la verticale, se esse sono
dirette verso il basso, mentre il peso del corpo resta lo
stesso, la spinta idrostatica cresce e viceversa: anche in
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tal caso vi ha la stabilitd. Restano dunque a considerare
le rotazioni intorno a due assi orizzontali, che potremo
sempre supporre sulla superficie del fluido (Vol. I, p. 97);
e siano essi precisamente i due assi principali d’inerzia
della sezione di affioramento. Facciamo effettuare al corpo
una piccola rotazione 6 intorno ad uno di questi. (Fig. 22).

Con cid i centri di gravita G’ ed E' del corpo e del
fluido spostato verranno in G ed E. Il peso Il del corpo &
applicato in G; la pressione del fluido in E & eguale e
contraria a II; ma va corretta della pressione dovuta al
volume 4 I A’ immerso (diretta
in alto) e di quella dovuta al
volume BIB' emerso (diretta
in basso); tali pressioni sono 4 B
eguali e costituiscono una cop-
pia di momento 9gka®c es-
sendo ¢ l'area d’affioramento,
a il raggio di inerzia intorno
P’asse di rotazione; coppia che giace in un piano normale
alPasse di rotazione ed ha senso contrario alla rotazione.
Posto GE="h, la coppia in G e D ha per momento
1156 ed ha senso concorde colla rotazione: il momento
totale delle due coppie ;

Fig. 22.

6(Mh —gka*c) =0 gk (Vh—a®o)

dove ¥ ¢& il volume del fluido spostato e quindi D=V gk.

Vi ha stabilita se tale coppia ha per effetto di opporsi .
alla rotazione; cioé se essendo 6 >0, si ha Vh<als;
ossia 2

a’c

/J<—
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Perché P'equilibrio sia stabile rispetto a rotazioni
Paltro asse d’inerzia deve essere
o

h<< 7

e se le due condizioni sono verificate contemporaneamente,
Pequilibrio ¢ assolutamente stabile. Se G ¢ al disotto di E,
h deve considerarsi come negativo e I'equilibrio ¢ semp:
stabile. i
Se il corpo ¢ simmetrico, (Fig. 23) e consideriamo spo-
“stamenti pei quali 7 non varia, anche G (teorema centro
di massa) non varia, E venga in E’ in cui
sard applicata la spinta verso lalto. Se
quindi M cade al disopra di G, tale spinta
tende a riportare il corpo nella primitiva
posizione di equilibrio, che quindi & stabile-
Se M cade al disotto di G, Pequilibrio &
instabile. Il primo caso accadra certamente
se G cade al disotto di E. La posizione
: limite di M dicesi metacentro; la sua di-
stanza da E & a*c:V; M & anche il centro di curvatura '_
‘della curva descritta da E. g
[THOMSON A. TarT, L c, 2, p. 322-4; APPELL, L. c., 3,
pag. 188; GREenHILL, 4 Treatise on Hydrostatics. London
1894, pag. 148. i
Per esempio, nel caso di un cilindro circolare retto im-
merso verticalmente di altezza | e raggio base r, posto
k=1, la distanza I' dalla base immersa della sezione 'di

Fig. 23.

2 k|
- affioramento eguaglia &, . Inoltre a* = TTe la condi-

~ zione di stabilitd &

(%)2> 2k, (1 = ky) .

'



- Equazioni fondamentali dell’equilibrio, ecc.

Nel caso di un cono rotondo il cui vertice ¢ in basso,
sia x la distanza, dal vertice, della sezione d’affioramento.
Poiche i raggi della base e della sezione stanno come
I ad #, si ha 2> =k, % Inoltre

‘1.‘2

3

2
e EM=2

o 2
I 4.°%

essendo y il raggio della sezione d’affioramento eguale ad

y tang a (« semiapertura del cono): onde E M = % x tang?a

la quale da subito una semplice costruzione del metacentro;
basta da E condurre, in un piano meridiano, la parallela
alla sezione fino ad incontrare il lato e dal punto d’in-
contro si conduce la normale al lato sino ad incontrare
in M Passe. Per la stabilita occorre che

xtang®a >1—x
cio¢

tang®a > (%) i B
1

[GreENHILL, L c., pag. 195].

7. Centro di pressione di una superficie
piana immersa in un fluido pesante. :

che il fluido esercita normalmente su ogni elemento di
area. Sia questa riferita ad un sistema # y: allora, dette E,
le coordinate del centro di pressione, si ha

E.‘/'pda=‘/’pxdﬁ;ecc. p:p.,-i-lfg{; ‘
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spostando convenientemente Porigine:

E.f;da:fxsz; 71.‘/'(110:fy(d0.

L’asse y sia intersezione del piano con superficie llbera,
le varie x sono proporzionali a 7: quindi

X d &
E.‘/‘.\‘{ia—_‘ x¥do ; E=—
&y

essendo @ il raggio d’inerzia secondo y, &, I’ascissa del
centro di massa dell’area; quindi il centro di pressione
- coincide con quello di percussione o oscillazione dell’area
- piana, Passe y essendo Iasse di sospensione. (Cap. 5°, § 5).

8. Un fluido indefinito incompressibile av-
~volge una sfera fissa; il moto non & vorticoso e
all’infinito la velocita ha un limite fisso. Deter-

minare il potenziale di velocita.

el |

i i

~ Da (18), % essendo costante risulta che il potenziale d
- moto ¢ soddista all’esterno della sfera alla A9 =o0. Se &
- indica la grandezza del limite della velocita all’infinito ed
- & inoltre parallela e di senso contrario al vettore unitario k, "
allinfinito dovremo avere grad ¢ X k = — «.
Inoltre la velocita del fluido sulla sfera deve essere.
 tutta tangenziale; se quindi p ¢ la distanza di un punto
% dal centro della sfera di raggio a, si deve avere ;
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Si pud provare che queste condizioni individuano il po-

tenziale ¢. La sua ricerca si fonda sulla osservazione che,
I

2 tg %—‘;soddisfano laA=oce

P
L |
Bpaq p=a— o 4

basterd quindi prendere

a? a® 0, ;
¢='“(‘+T%)=‘“<?—Tﬁ)' '

Il potenziale dipende da 7 e p oppure da z e da r distanza
del punto dall’asse z. Consideriamo il moto in un piano

meridiano condotto per z. Le corrispondenti componenti
della velocita sono

La loro integrazione pud farsi in due casi particolari. Se
p=o0 , r=7 e la seconda ¢ soddisfatta, la prima ci da

3
me(f ) oo

che con una quadratura ci da z mediante &
Se poi si riflette che

as
pp'=<<’+ff'=°=(PT—X)z



2
——a(‘, —I) z kS '—_LA—dl

at (2 —a 2 at.
e quindi

= B
_c.ost+aTh( S t)

la molecola impiegherebbe un tempo infinito a percorr
un mezzo cerchio.

1

9. In un moto vorticoso si ha

& i
p_kay . q=——k27;c o o —a

p2=— %} y* 4 2* | (k costante).
Studiare il moto.

k kEx s
—:' : q:F,r:o risulta

I asse z. Inoltre ©? = k2 (x4 y%):0° diventa infin
Qnglne la quale dovra qumdx essere esterna al fluid



si pud dunque assumere
x
e 3 iy na s o
7
e in conseguenza

: 2
u—:k—“;é—, fuzky—z, w:k(-{—v

finite da Ay
wiviw=dx:dy:dg
sono contenute in piani passanti per Passe z; |

cerca dipende dalle quadrature; ecc. Lo studioso
mettere la ricerca sotto forma assoluta. '
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