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PREFAZIONE

11 presente lavoro ha per oggetto principale lo studio del movimento
piano di wna figura piana di cui due punti sono guidati secondo circoli o
rette, studio di altissima importanza pella costruzione delle macchine, e pur
tuttavia limitato sinora ad incomplete investigazioni dei pochi meccanismi
ideati dal mero empirismo.

Ed infatti chiunque ha avuto agio di occuparsi della cinematica dei
meccanismi articolati elementari, non pud non esser rimasto colpito per un
verso del fatto che i pochi meccanismi noti non erano che soluzioni singole di
problemi dei quali si poteva facilmente dimostrare che me ammettono delle
semplici o multiple infinitd, e per altro verso da cio che lo studio di simili
meccanismi non ha fatto in realtd dai primordi del secolo alcun progresso
notevole anche lontanamente paragonabile p. e. a quello realizzato mella teoria
degli ingranaggs.

Ne ¢ causa principalmente U indirizzo della cinematica teorica, in cui
prevalsero metodi di geometria sintetica Y) mon atti a dar luce completa in-
torno alle proprieta metriche delle leggi del movimento, mentre si disdegnava
quast dai matematici la trattazione diretta dei problemi di cinematica dei
meccanismi , come poco suscettibili di generalizzazioni teoretiche.

La investigazione differenziale della legge del movimento piano, limitata
alla sola legge di curvatura dalle traiettorie (trasformazione quadratica ) ed
alla equazione di Savary che ne & la espressione analitica non poteva infatti
essere che di mediocre ausilio mello studio dei meccanismi articolati elementari,
studio che si tentava piuttosto in termini finiti con laboriose mdagini sulle
equazioni delle traiettorie dei punti della biella; e di cio wvalgano ad esempio
le mote investigazioni di diversi autori intorno alle-quide di Watt, di Evans
ed alle guide del movimento in generale.

1) Vedi in proposito. — ScHOENFLIES — Geometrie der Bewegung etfc. Teubner, 1886—
Opera che contiene anche una estesa bibliografia dell’ argomento.
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Da simili investigazioni si discosta interamente il metodo a cui si in-
forma il presente lavoro, mel quale spero di essere riuscito a fecondare lo
studio dei meccanismi elementari colla conoscenza delle leggi differenziali del
movimento piano, ottenuta mediante differenziazione successiva della equazione
di Savary rispetto all'arco delle polodie rotolanti assunto come variabile in-
dipendente.

Il Cap. I il quale tratta della legge di curvatura riassume principii
gia noti potendosi in esso designare come muovi soltanto ¢ due conmcetti di
derivare la trasformazione quadratica dalla prospettiva di un cilindro, e la
classificazione dei meccanismi elementari dalla trasformazione quadratica.

11 contenuto dei due successivi capitoli & invece interamente originale
salvo alcumi enunciati generali swi luoghi della curvatura stazionaria e sulle
coppie principali gia noti per considerazioni di geometria sintetica.

La trattazione generale é esaurita sui Cap. I, II, ITI, mentre i Cap.
IV, e V trattano due interessanti categorie di casi particolari di movimento
ed © Cap. VI e VII contengono U applicazione dei principii svolti mei Capitoli
precedenti alla costruzione razionale dei meccanismi guide del movimento cir-
colare o rettilineo.

Questo lavoro fu seritto in Roma dwramte Uanno 1892.

Napoli Gennaio 1895.

L’AvuTorr




INTRODUZIONE

I. GexerALITA — Immaginando il movimento della figura mobile X*
nel suo piano X come funzione di una variabile indipendente o,:diremo
movimento infinitesimo di 2*, il movimento che ha luogo quando & riceve
I’ aumento do e diventa ¢ - do; mentre diremo, movimento elementare di
Y* una serie finita di movimenti infinitesimi.

Faremo completamente astrazione dall’ipotesi che la variabile indi-
pendente ¢ sia in modo qualunque funzione del tempo, onde non si ha
luogo a introdurre concetti di velocita, accelerazione etc. se mon rispetto
alla variabile . Lo studio che andiamo a intraprendere & cioe di carattere
esclusivamente geometrico. ¢

Diremo legge generale di dualiti del movimento, la legge generale evi-
dente che deriva dalla considerazione del movimento relativo di X rispetto
a X* (e cioé del movimento di X quale esso appare ad un osservatore mo-
bile con X*) e che enunciamo:

Se mel movimento di Z¥ rispetto a X un luogo geometrico L¥* di Z* in-
viluppa un luogo L di 2, mello stesso movimento pensato come di 3 rispetto
a 2* 4l luogo L imviluppa 2l luogo L*.

Noi potremo dunque dall’ enunciato di una proprietd del movimento
di X* rispetto X ricavare un enunciato dualisticamente correlativo che
contempla una proprietd del movimento di X rispetto a Z¥ la quale sara
eziandio una proprietd del movimento di X* rispetto a X quando si tratti
di proprieta che compete in generale al movimento df una. figura plana.

Assumendo il punto e la retta come elementi- gemeratori ‘di luoghi
geometrici nel movimento, sono enunciati correlativi evidenti:

Un punto A% di ¥ descrive un | Esiste sempre un luogo L* di X*
luogo L del piano X. il quale ~,t')assé.'costantemente per un
| punto A4di 2.
Una retta g* di * inviluppa un = Esiste sempre un luogo L* di Z* _
luogo L di X. L il quale si appoggia costantemente

| a una retta g di 2.
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E se nel movimento di 2* consideriamo due sue posizioni distinte e
successive, le coppie di enunciati precedenti coincidono in uno solo:

Due posizioni successive di un | Due posizioni successive di una
punto di E* individuano una retta | retta di X* individuano un punto
di 3. | di =

Se“consideriamo invece tre posizioni successive di X*:

Tre posizioni successive di un | Esiste sempre un circolo di 2* di
punto A* di X* sono situate su un | cui tre posizioni successive passano
circolo di 2. | per un punto 4 di X,

Tre posizioni successive di una \ Esiste sempre un circolo di X* di
retta g* di X* sono tangenti ad un { cul tre posizioni successive sono tan-
circolo di Z. | genti a una retta g di 2.

E analogamente considerando 4, 5...n posizioni successive potremmo
stabilire enunciati analoghi fra il punto e le curve suscettibili di essere
individuate da 4. 5..n punti, ovvero fra la retta e le curve suscettibili
di essere individuate da 4, 5..n tangenti.

Noi ci limiteremo pero alle correlazioni dualistiche espresse negli enun-
ciati precedenti di punti e rette fra loro, e di entrambi col circolo con-
cepito sia come luogo di punti, che come inviluppo di rette. Ed infatti
se noi supponiamo che le posizioni successive considerate siano infinita-
mente vicine gli enunciati precedenti contemplano evidentemente :

la tangente ed il cerchio oscula- la posizione e il cerchio oscula-
tore della traiettoria elementare di | tore dell’arco elementare inviluppato
un punto mobile; da una retta mobile;

la cui conoscenza pelle diverse regioni della figura mobile ¥ costituisce
una adeguata illustrazione delle leggi geometriche del suo movimento.

Prenderemo bensi in considerazione anche pit di tre posizioni suc-
cessive infinitamente vicine (e cioé pitt di un movimento infinitesimo) ma
esclusivamente allo scopo di investigare le singolarita delle traiettorie di
punti e degli inviluppi di rette della figura mobile, e non gia allo scopo
di stabilire correlazioni dualistiche di ordine superiore a quelle dianzi
enunciate.

B dunque opportuno di ricordare quali possono essere le singolarita
notevoli

della traiettoria di un punto mo- dell’ inviluppo di una retta mo-
bile, bile,
rispetto alla tangente e al circolo osculatore.

Queste singolarita sono dualisticamente correlative fra loro nel senso
che si possono dedurre le une dalle altre scambiando nelle definizioni le
parole : punto e retta, e le espressioni:

< punti situati su una retta o su un circolo »

< rette passanti per unm punto o tangenti a un circolo »
fra loro rispettivamente.
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La descrizione delle singolarita delle curve forma pit specialmente
oggetto di questa INTRODUZIONE, la quale riassume principi noti, applicando
all’enunciato dei medesimi alcune nuove denominazioni.

IT. CurvaTurRA—Supposto il movimento dell’elemento generatore (punto
o retta) essere funzione di una variabile geometrica o (p. e. I'arco dell’ e-
voluta o in generale l'arco di profili rotolanti) e denominando:

R I’ arco della curva (traiettoria o inviluppo) contato a partire da
una origine fissa ;

..... Pangolo della tangente alla curva con una direzione fissa ;
(onde s e ¢ sono rispettivamente il cammino lineare o ango-
lare dell’elemento generatore (punto o retta) a partire dall’ori-
gine del movimento);

..... 1l raggio di curvatura della curva;

abbiamo la nota relazione:

_ds ay
" dodo
ed ¢ noto altresi che noi possiamo prendere in considerazione una serie
finita di movimenti infinitesimi — movimento elementare — dell’ elemento
generatore, e cioé una serie di archr infinitesimi della traiettoria o invi-
luppo, dando a ¢ una serie di successivi accrescimenti infinitesimi da.
Entro i limiti di un movimento elementare le proprieta geometriche
della curva (traiettoria o inviluppo) sono dunque definite dai valori dei
successivi coefficienti differenziali di s e ¢ rispetto a &, avendo presente
che il numero delle differenziazioni rappresenta il numero dei movimenti
infinitesimi considerati.
Coerentemente agli enunciati generali precedenti i movimenti elemen-
tari singolari sono quelli pei quali:

piu di due posizioni successive pit di due posizioni successive
del punto mobile si trovano in linea | della retta mobile passano per un
retta; punto;

pit di tre posizioni successive del pit di tre posizioni successive della
punto mobile si trovano su un cir- | retta mobile sono tangenti a un cir-
colo, colo,

1l raggio del quale pud essere qualunque, nullo o infinigor 2=~

TII. CuRVATURA sTAZIONARIA — La seconda dellé aceennate siﬁgolarité.
ha dunque luogo quando non essendo (in generale) nulh i coefficienti. dif-
ferenziali di s e ¢ rispetto a o, 1 loro valori smpo ba!h da soddisfare la:

ol

a5
la quale esprime che v & costante entro i limiti di due movimenti infi-
tesimi, e cioé che quattro posizioni successive dell’ elemento generatore

=10
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della curva appartengono a un circolo (il circolo osculatore) il quale ha
colla curva stessa un contatto del 3¢ ordine.

La condizione accennata implica stazionarieta (massimo o minimo) del
valore del raggio di curvatura g, purché il suo successivo coefficiente dif-
ferenziale rispetto a ¢ sia diverso da zero.

. A dv d’ . A

Ma se abbiamo invece: = ERane S =0 la curvatura della traiettoria
(od inviluppo ) non pud pitt dirsi stazionaria in senso metrico, non es-
sendo ¢ né massimo né minimo, ma ¢ stazionaria in senso cinematico,
perché il valore di ¥ non varia entro i limiti di due movimenti infinite-
simi, e cioé per due successivi aumenti do dati alla variabile indipendente.
Cinque posizioni successive dell’elemento generatore devono allora consi-
derarsi come appartenenti al circolo osculatore della curva, il quale ha colla
curva medesima un contatto del 4.© ordine. Indicheremo eventualmente
come pseudo-stazionaria una simile stazionarietd cinematica.

Analogamente pud definirsi » volte stazionaria (o pseudo-stazionaria
se n & pari) la curvatura di una traiettoria od inviluppo pella quale sia :

dv  d’ _dv

g Al

IV. SINGOLARITA DI MOVIMENTO STAZIONARIO — Diremo continuo un mo-
vimento elementare entro i limiti del quale

il senso delle successive traslazioni
infinitesime ds; dse... del punto mo-
bile non cambia di segno, e cioé sia:

ds ..
—— diverso da zero.
do

il senso delle successive rotazioni
infinitesime dd1, ds,.... della retta
mobile non cambia di segno, e
cioé sia:

dd

—* diverso da zero.
do

Considerando una medesima curva come luogo di un punto mobile

od inviluppo di una retta mobile é chiaro che nessuna singolarita (oltre
la precedente di curvatura stazionaria) pud aver luogo in essa finché i due
elementi generatori si muovono entrambi di movimento continuo, e cioé

dy

! ds .
finché le —— e — sono entrambe diverse da zero. .

de do

Diremo invece: movimento n wvolte stazionario.un movimento elemen-

tare entro i limiti del quale
le successive posizioni infinita-
mente vicine del punto mobile sod-
disfano le:
ds d?s

de

le successive posizioni infinita--
mente vicine della retta mobile sod-

disfano le:
dd d*

¥ 2o e

se m & dispari avendo luogo stazionarietda vera e propria mel movimento
dell’ elemento generatore il cui senso viene invertito, mentre se » & pari
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ha luogo soltanto una stazionarietd apparente senza inversione nel senso
del movimento, stazionarietda che in alcuni casi si manifesta nella legge di
curvatura, (ed in ogni caso si appaleserebbe nella welocitd dell’ elemento,
se ¢ fosse una funzione continua e finita del tempo).

In un punto singolare di una curva, considerata sia come luogo di
un punto mobile che come inviluppo di una retta mobile, deve dunque
aver lnogo stazionarieta, reale o apparente, nel movimento di uno almeno
degli elementi generatori, ci0 che giustifica la denominazione di singola-

rita di movimento stazionario o singolarita stazionarie.

Osservando inoltre che:
pella traiettoria elementare di un
punto, d) & dato dall’angolo infini-
tesimo individuato da tre posizioni
successive del punto,

per l'arco elementare inviluppato
da una retta ds é il segmento infi-
nitesimo individuato da tre posizioni
successive della retta,

possiamo conchiudere:

Per il punto singolare di una

curva, caratterizzato da

ds d"s

—=wnes—=0

do do
passano 7 tangenti successive infi-
nitamente vicine della curva mede-
sima.

Sulla tangente singolare di una
curva caratterizzata da
a
do
sono situati » punti successivi infi-
nitamente vicini della curva mede-
sima.

Le singolarita stazionarie si presentano dunque due a due, dualisti-

camente correlative.

V. DECOMPOSIZIONE DELLE SINGOLARITA STAZIONARIE IN FLESSI E CU-
sp1 — Diremo singolarita, elementari il flesso e la cuspide, le quali singo-
laritd hanno luogo quando si faccia n=1 nelle condizioni generali corre-

lative di singolarita.

Riguardando la curva come generata in doppio modo :

s A
——==0 esprime che

do

il movimento del punto mobile &
stazionario, e cioé la linea da esso
descritta presenta un regresso di
curvatura infinita essendo ¢ =0 in
corrispondenza del punto singolare
pel quale passano tre posizioni infi-
nitamente vicine della retta mobile
di cui il movimento & invece con-
tingo.

E questa la nota singolarita della
cuspide.

la condizione

la condizione % = 0 esprime che
il movimento della retta mobile &
stazionario , e cloe }a, h'gea da essa
inviluppata presenta, Tuna inflessione
di curvatura nulla, essendo- v = 00
in corrispondenza’ della tangente sin-
golale sulla quale si trovano tre po-
sizioni sqé,cess'IVe infinitamente vi-
cine del punto mobile, di cui il mo-
vimento & invece continuo.

1) questa la nota singolarita del
flesso.
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Denominiamo singolarita elementar: le due singolarita correlative del
flesso e della cuspide dipendentemente dall’enunciato:
La singolarita stazionaria caratterizzata dalle :

drs

~ do?

ds

o,

e S

d'lq; —0
do

" dg?

puo riguardarse come risultante da p cuspidi e q flessi coincidenti mel

pumto singolare.

Suppongansi infatti di avere una curva la quale presenti p cuspidi e

q flessi distinti, pella quale cioé :

ds
la equazione ——

dy — T
¢ soddisfatta da p valori
=T AT

della variabile indipendente; e sup-
pongasi che le differenze

g1 —02....G,; — G,
diventino infinitamente piccole ed al

limite eguali a do. K evidente che in
—— =0 conduce alle
do

rs
s

tale ipotesi la

ds

ds

! dy
l —_— =
a equazione -~
e soddisfatta da ¢ wvalori
o, 0 SRR, o,

della variabile indipendente, e sup-
pongasi che le differenze
01—02.....cq_l—cq
diventino infinitamente piccole ed al
limite eguali a da. E evidente che in

— 0O conduce alle

5 tale ipotesi la 75

i dg)
ds

du
" do?

le quali dimostrano il precedente enunciato.
Diremo p lordine e q il grado di una singolarita risultante da p cu-

spidi e ¢ flessi infinitamente vicini.

L’enunciato precedente non riposa soltanto su una astratta deduzione

di analisi ma ha la sua intrinseca ragione nel principio generale di con-
tinuita, che governa il movimento di una figura piana X* nel suo piano
X, per cui in un dato istante del movimento le proprieta di curvatura
variano in modo continuo lungo una linea qualunque di X* (ovvero di X).
Piti precisamente I’ enunciato in parola si riferisce a un caso limite del
principio di continuita che enunciamo :

In prossimila di wna retta di X*
la quale durante il movimento con-
tinuo nviluppa una curva dotata di
une singolarita di ordine p esiste una
regione finita di rette di ¥, ciascuna
delle quali mel movimento continuo
mviluppa una curva dotata di p cu-
spidi distinte e comsecutive.

In prossimita di um punto di Z*
il quale durante il movimento conti-
nuo descrive una traiettoria dotata di
una singolarita, di grado q, esiste una
regione finita di punti di 2% ciascuno
dei quali mel movimento continuo de-
serive una tradettoria dotata di q flessi
distinti e consecutivi.

Di questa legge-limite si pu(‘) dare una dimostrazione generale svilup-

0 dl i concepiti come funzioni di o, ed in-

dc
vestigandone la variazione in prossmté, della retta che inviluppa una

pando in serie i valori d1
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singolaritd di ordine p, rispettivamente del punto che descrive una sin-
golarita di grado ¢; ma preferiamo rimandare alle dimostrazioni esposte
nel testo pei singoli casi di movimenti elementari, come piu concrete e

persuasive.

VI. CURVATURA NEI PUNTI SINGOLARI—II raggio di curvatura ¢ in un
punto singolare di cui siano p 1’ ordine e ¢ il grado della singolarita &
nullo , finito, ovvero infinito secondo che p & maggiore eguale o mino-
re di q.
ds : !

7 de © presenta bensi della forma

0: 0, ma differenziandone il numeratore e il denominatore

Ed infatti I’espressione v = di’

q volte se p>q sl giunge. alla ¢ = O
d dn+ls : dn_‘_ltp
T de"+! T dor+t

p volte sep<q > > At

n volte sep = q=n » > > T

Per la determinazione di ¥ & dunque necessario prendere in consi-
derazione un numero di movimenti dell'elemento generatore eguale al mi-
nore dei due indici p e g.

Della variazione di ¢ e della sua stazionarietd metrica o cinematica
diremo piu oltre, dopo aver stabilito un elenco e una nomenclatura delle
singolarita.

VII. ELENCO ILLUSTRATIVO DELLE SINGOLARITA STAZIONARIE — In base
al principii esposti & dunque facile intraprendere un sistematico elenco
illustrativo delle singolarita stazionarie, perché mentre la definizione ana-
litica ci da immediata notizia della loro curvatura, la genesi cinematica
dalle due singolarita elementari del flesso e della cuspide ci da uno spe-
dito criterio della loro forma geometrica.

Le possibili combinazioni di: O, 1, 2, 3.. ... p cuspidi con 0, 1, 2
3.....q flessi sono in numero di pg -+ p + ¢, onde ponendo p —q = n
& chiaro che m (m 4 2) & il numero delle singolarita stazionarie di cui &
suscettibile I'arco (od inviluppo) elementare generato da » movimenti infi-
nitesimi successivi.

Di queste n (m + 2) singolarita n e cioe quelle di cui I’ ordine &
uguale al grado sono correlative a se medesime , mentre le rimanenti
n (n + 1) sono correlative due a due.

Per le singolaritd di cui l'ordine & eguale al grado il raggio di cur-
vatura & di grandezza finita, mentre pelle rimanenti esso ¢ nullo od in-
finito secondo che l'ordine ¢ maggiore o minore del grado.

Tutto cio risulta chiaramente dalle definizioni precedenti.

Graficamente le singolarita stazionarie possono assumere, oltre le note
forme del flesso e della cuspide le forme seguenti:



TABELLA DELLE SINGOLARITA STAZIONARIE

ds d% d"s o dd &y  add l
v=0 a0 e do = d a0 |
n Cuspidi GENESI | FORMA n Flessi GENESI | FORMA i

45 Singolarita - e | Singolarita f

n =1 8 g ‘
CUSPIDE elementare /\ Fresso elementare \ !
n = 2 n = 2 |
CUSPIDAZIONE >< ONDULAZIONE e L I
semplice o di 2° ordine /\ semph'cg, o di 2° grado it
n — 3 n =
CUSPIDAZIONE ONDULAZIONE .
d_i 30 ordine % /\ di43° gra,do ~—e e
n — 4 n —
CUSPIDAZIONE % ONDULAZIONE it S R
di 4o ordine /\ di 40 grado
Seguono Cuspidazioni di ordine n Seguono Ondulazioni di grado n
. d d
(1 Flesso + 1 Cuspzde) dTi Z—d%_ 0 GENESI FORMA
12 CUSPIDE FALCATA _ ds % \\> &
T de? do® .
ds d"s dp it ap  d ds
14 :O %Z. P E&;—— O %"—‘ Z—OO %—- .. dc" = %—O
n. Cusp.—+ 1. Flesso GENESI | FORMA n Flessi+ 1 Cusp. GENESI FORMA
N — 2 no— 2
1o IPER-FLESSO X — .| 1= Irer-cusrmE ><:>‘ >_
n = 3 ni—'3
1a IPER-FALCATA % \& 1a IPER-FALCATA AQ T

di curvat. infinita di curvatura nulla
2° IPER-FLESSO Ty 22 IPERCUSPIDE .

Seguono Iperfalcate e Iperflessi Seguono Iperfalcate e ipercuspidi.
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n = 4 we—=4

22 TPERCUSPIDAZIONE ; /\ 22 TPERONDULAZIONE | o> ~

| Seguono Ipercuspidazioni multiple. Seguono Iperondulazioni multiple.

: . o\ ds_ ds  dbs dy A d% &/
3 Fl d Lie ot s 48 GENESI FORMA

( essi + 3 Cuspi l) s = e e =0 =gl - g

22 CUSPIDE FALCATA o d_4 A d* i &

do* = dc*ecc.
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Non ¢ superfluo osservare infine che le Falcate in genere possono
anche presentarsi in forma di un tratto discontinuo di una curva qualun-
que cid che ha ovviamente luogo quando i due rami della Falcata sono
coincidenti.

E ovvio infatti che il movimento di un punto (di una retta) il quale
seguendo (inviluppando) una traiettoria qualunque si arresta per quindi
retrocedere lungo la traiettoria medesima, soddisfa alla condizione di fal-
cata, mentre geometricamente parlando la traiettoria medesima puo essere
un tratto di curva qualunque ?).

Ha poi lnogo ovviamente condizione di iperfalcata quando la curva-
tura della traiettoria mel punto di regresso sia nulla od infinita.

\

VIII. CURVATURA STAZIONARIA NEI PUNTI SINGOLARI.— K ora opportuno
di investigare le condizioni di stazionarietd del valore di ¢ nei punti sin-
golari. Abbiamo in generale denominato curvatura » volte stazionaria la

: : d dar .
curvatura di un elemento di curva pel quale _d% — %Z;l— =0, e abbiamo
osservato che tale stazionarietd pud dirsi metrica quando m & dispari, e

Ve : - ’ LT
quindi ¢ & massimo o minimo, dipendentemente dal segno di Joriis mmen-

tre pud dirsi cinematica od anche geometrica la stazionarieta che ha luogo
quando 7 & pari. Ed infatti in tale ipotesi la stazionarieta si appalesa:

cinematicamente — dall’ essere ¢ costante entro 1 limiti di % movi-
menti infinitissimi successivi dell’elemento generatore;

geometricamente — dall’ordine del contatto della curva col suo cerchio
osculatore.

Questi concetti sono identicamente applicabili anche alla curvatura
nei punti singolari quando v é finito ovvero nullo e cioé quando sia
Pp=¢q. Quando invece sia & = 00O per essere p < ¢ é facile constatare diffe-
renziando l'espressione di ¢ che si ha sempre %Z - %:—zoo e quindi
I’ investigazione delle condizioni di stazionarietd metrica di ¢, non puod
direttamente farsi per mezzo dei suoi coefficienti differenziali rispetto a a.
Noi possiamo pero in tal caso investigare la legge di variazione della fun-
zione L, e cio¢ prendere in esame i valori de]lei(i) L (—1—)

17 de\ v J'd® \ v
e precisamente il segno del primo di essi che non si annulla, ricerca nella
quale valgono identicamente i criteri generali di massimo e minimo.

La definizione cinematica delle singolarita come composte di flessi e
di cuspidi, ci dispensa perd da simili ricerche dandociimmediata e suffi-
ciente notizia della variazione di v in prossimita del punto singolare.

1) Un interessante esempio di traiettoria circolare che soddisfa alla condizione di
falcata si incontrera nel movimento del perno di un meccanismo elementare su cui
cade il centro istantaneo del movimento della biella (Vedi § 14 e § 15 Car. IV).
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Possiamo dunque in generale affermare che in un punto singolare la
curvatura & cinematicamente m-1 volte stazionaria se n & il numero dei mo-
vimenti infinitesimi che si devono prendere in considerazione per indi-
viduare la singolaritd mentre n-1 esprime I'ordine del contatto della sin-
golarita stessa col suo circolo osculatore. La curvatura puo poi essere me-
tricamente stazionaria o meno, e nel secondo caso si dira pseudo-sta-

zionaria.

Cuspide
La curvatura della cuspide non &
stazionaria né in senso cinematico,

: ! do | 4.
né in senso metrico, perché —— & di-

do
verso da zero, ed. v cambia di se-
gno passando attraverso il valore
Zero.

Cuspidazioni
Nella cuspidazione semplice si ha
de ' o AR
—— = 0 mentre ——-édiverso da ze-
do ds>

ro, onde la curvatura & metricamente
e geometricamente stazionaria ; ed
infatti ¢ passa pel valore zero senza
cambiare di segmo.

Per questa classe di singolarita pos-
siamo in generale enunciare:

Le cuspidazioni ed ipercuspidaziont
di ordine pari presentano curvatura
metricamente stazionaria;

Le cuspidazioni ed ipercuspidazioni
di ordine dispari presentano curva-
tura pseudo-stazionaria.

Iperflessi

Negli iperflessi la curvatura é pseu-
do—ma non metricamente staziona-
ria ed infatti il raggio di curvatura
v cambia di segno attraverso il va-
lore zero.

Flesso

La curvatura del flesso non & sta-
zionaria né in senso cinematico né
in senso metrico, ed infatti & cam-
bia di segno passando attraverso il
valore ©O.

Ondulazioni

Nella ondulazione semplice i due
rami rivolgono la loro concavita da
una medesima parte, onde v passa
pel valore infinito senza cambiare
di segno, e cioé la curvatura é me-
tricamente e geometricamente sta-
zionaria.

Per questa classe di singolarita
possiamo in generale enunciare:

Le ondulazioni ed iperondulazioni
di grado pari presentano curvatura
metricamente stazionaria;

Le ondulazioni ed iperondulazioni
di grado dispari presentano curva-
tura pseudo-stazionaria.

Ipercuspidi

Nelle ipercuspidi la curvatura &
pseudo — ma non I?ebxgeamente sta-
zionaria; ed infatti ih esse il raggio
di curvatura @cambia di segno at-
traverso il vglorga'"oo.

/ /

/ /
H x4

Falcate e punti pseudo-singdfari:

In queste singolarita, di qualunque grado ed ordine,il raggio di cur-
vatura & sempre di grandezza finita, e quindi non puod cambiare di segno

nel punto singolare.
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La curvatura ¢ in generale pseudo-stazionaria ma pud anche essere
metricamente stazionaria.

Iperfalcate

Nelle iperfalcate, siano esse di curvatura nulla o di curvatura infi-
nita, la curvatura é sempre metricamente stazionaria; ed infatti v passa
pel valore zero o pel valore 0O senza cambiare di segmo.



CAPITOLO L

MOVIMENTO INFINITESIMO

§ 1. LEGGE DI CURVATURA DELLE TRAIETTORIE

E noto che il movimento continuo di una figura piana X* nel suo
piano X pud concepirsi come definito dal rotolamento di un profilo con-
nesso a X* (polodia mobile) su un profilo fisso nel piano X (polodia fissa),
i quali si toccano in ogni istante, nel centro istantaneo del movimento @,
ove convergono le normali alle traiettorie dei punti di X* nell’ istante
considerato.

Un movimento infinitesimo di ¥* pud dunque concepirsi come defi-
nito dal rotolamento di un arco elementare di polodia dsc* connessa a X*
su un arco elementare di polodia fissa do essendo: do* = do.

Diremo assi del movimento infinitesimo la tangente e la normale co-
muni ai due elementi di polodia a contatto in @, designandoli coi sim-
boli (x) ed (y) rispettivamente. :

Dagli enunciati precedenti si deduce altresi che il movimento infini-
tesimo di X* pud concepirsi come risultante da una rotazione infinitesima
dw intorno ad Q, e da una traslazione d?v (infinitesimo di 2° ordine) nel
senso dell’asse (y), data dalla:

4 BT 2
iy, S

(1) 1 2 £
: dv = (1—*——— g S
P p i F 4

essendo p e p* 1 raggi di curvatura degli archi;j;'otéla.nti ds e ds*, con-
tati come positivi nel senso della traslazione infinitesima.

Nel rotolamento di do* su do (Fig. 1) un punto di ¥¥* che occupava
inizialmente la posizione A% descrive l'arco di traiettoria ds — A* A¥ de-
terminato dalla sua connessione con do*.



Le rette

Y

QA* Q'A* sono dunque rispettivamente le normali alla tra-

iettoria del punto mobile in due posizioni successive infinitamente vicine
onde il loro punto d’incontro A sara il centro di curvatura dell’ arco di

traiettoria ds.

Mantenute le precedenti notazioni e dicendo inoltre :

g, dit ... -

ay, d¥*...
O g

PSS

gli angoli di contingenza dei due archi elementari do do*;
gli angoli sotto cui do a do* sono visti da A ed A* rispet-
tivamente,

. le lunghezze dei raggi vettori da Q ad A ed A¥*, contate po-

sitivamente nello stesso senso;
I’ angolo che il raggio vettore QAA* forma colla direzione
positiva (arbitraria) dell’asse (x),

abbilamo evidentemente (Fig. 1):

dow = d¥* — d¥% = dt* — dz

nella quale sostituendo:

da e i e do ds*
Ay = — sin g, doe— —& sing, dr T dr¥ — ra

e tenuto conto che do = ds¥; posto inoltre :

@)

si ottiene :

®3)

dw_(l i in—l
v e (= Sy bl avaie

nota equazione fondamentale (equazione di Savary) che definisce la cur-
vatura delle traiettorie dei punti di X*.
Si ha inoltre per l'arco di traiettoria ds descritto da A¥*

L3
ds = r* dw = T de

o

e poiché il raggio di curvatura della traiettoria di A* risulta dalla (3)

@)

r* r¥ sing

C=r—1¥f= — =
ks R )
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Cosi ricordando la espressione generale del raggio di curvatura

e i: @ si ricava tenuto conto delle precedenti :
de do
- ds g dd sin @ sin ¢ 1
() el = el 13
ds oo do r r* o

La legge di curvatura delle traiettorie & dunque determinata non gia
dai valori assoluti di p e p* ma dal parametro p,; e poiché & ovvio della
(3) che il centro C dell’arco fisso ds & centro di curvatura della traietto-
ria descritta dal centro C* dell’ arco rotolante do* cosi si pud affermare
che, mei limiti di un solo movimento infinitesimo, due punti Y, ¥Y* situati
su () di cul il primo sia centro di curvatura della traiettoria del secondo
possono venire assunti come centri di curvatura degli archi rotolanti
do do*.

Vedremo pero che la considerazione di due movimenti infinitesimi
successivi determina univocamente p e p*.

La corrispondenza definita dalla (3) fra i punti di ¥* e i punti di X,
nella quale ad ogni punto corrisponde un punto, ed in generale a una
curva di grado n corrisponde una curva di grado 2n costituisce cio che
si chiama una #trasformazione quadratica del piano.

Definita dunque per mezzo della (3) la legge di curvatura, abbiamo
su ogni retta a passante per @ due punteggiate proiettive sovrapposte
A4;, A¥ tali che ciascun punto (fisso) della prima & centro di curvatura
della traiettoria del corrispondente punto (mobile) della seconda.

E molto facile desumere dalla (3) che le punteggiate 4,, 4,* altro non
sono che le proiezioni su a delle punteggiate Y;, ¥;* e che quindi :

Tutti © punti di * situati su un circolo di diametro Q Y;* hanno @
centri di cuwrvatura delle loro traiettorie su un circolo di diametro QY (Fi-
gura 2).

La legge di curvatura viene dunque ad essere definita da due fasci
di circoli corrispondenti che indicheremo coi simboli G; G, aventi i loro
centri sull’asse (y) e passanti per Q.

Ponendo nella (3) » = 00O si ottiene:

r*¥ = po sin ¢

e cioe py & 1l diametro di un circolo del fascio G.*, che indicheremo con
G,* di cui tutti i punti 4¢* descrivono traiettorie di curvatura nulla (in
generale flessi) secondo le direzioni fisse go passanti pel punto (fisso) ¥
m cui l'asse (y) taglia il circolo Go* (Fig. 3).
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la cuspide sia una Falcata od una Ipercuspide od wna Iperfalcata (Vedi
InTROD.) €10 che deve investigarsi prendendo in considerazione ulteriori
movimenti infinitesimi della X*.

Alla cuspide descritta da Q* non é perd correlativo un flesso invi-
luppato da una retta di X¥, perche la rette di X* inviluppano, come ab-
biamo veduto, curve di cui 1 centri di curvatura sono sul circolo delle cu-
spidi, e nessuna di queste curve puo essere un flesso.

: % S g S qdo's sdei 1, ;

Il movimento angolare infinitesimo dato dalla -~ —=—- = " & infatti

de do po
costante per tutte le rette di £* né puod essere nullo finche p, si mantiene
di grandezza finita. '

Quando invece fosse po = 0O si avrebbe :

per tutti i punti 1) di X*: i
do
per tutte le rette di X¥*: %cg =10

e cioé tutti i punti di X* descriverebbero cuspidi e tutte le rette di X¥
invilupperebbero flessi. X questo il caso di movimento stazionario che ha
luogo quando sia p = p* mnella quale ipotesi le polodie si osculano nel
centro istantaneo (V. ulteriormente § 16).

Nella correlazione dualistica di punti e circoli stabilita da un movi-
mento infinitesimo (Vedi InTrop.) il punto Q corrisponde dunque a se
medesimo , e deve concepirsi sia come un punto sia come un circolo di
raggio infinitamente piccolo.

Descrizione della legge di curvatura (Fig. 4)

L’asse (x) separa il piano in due regioni nelle quali la posizione re-
lativa delle coppie A A* (centri di curvatura e punti mobili) e in generale
degli elementi di ¥ e X* &, per cosi dire inversa e reciproca , e di cui
diremo positiva () quella che contiene la direzione positiva dell’asse (y)
e quindi il circolo dei flessi, mentre diremo negativa (—) la regione op-
posta che contiene il circolo delle cuspidi.

Regione positiva :

I punti mobili 4% situati nella regione positiva esternamente al cir-
colo dei flessi, hanno i loro centri di curvatura nella regione negativa e-
sternamente al circolo delle cuspidi 1 limiti di questa corrispondenza es-

1) Purche non sia Q a distanza infinita nella quale ipotesi sarebbe 7% —w , e quindi
la condizione di cuspide non sarebbe verificata per alcun punto di =* situato a distanza
finita. I questo il caso della stazionarieta di rotazione di cui tratteremo nel Cap. V.
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sendo cosi definiti che ai punti all'co di ¥ corrispondono punti di ¥ si-
tuati sul circolo delle cuspidi, e ai punti all’co di ¥ punti di ¥¥* situati
sul circolo dei flessi, mentre ai punti del circolo G* di raggio -+ p, cor-
rispondono i punti del circolo simmetrico di raggio — p, Y.

I punti mobili A* situati nella regione positiva internamente al cir-
colo dei flessi hanno i corrispondenti centri 4 mnella regione positiva e
precisamente :

@) 1 punti A* della regione compresa fra il circolo dei flessi e il cir-

colo G* di diametro —;—po hanno i loro centri A nella regione positiva ester-
na al circolo dei flessi;
b) 1 punti A* della regione interna al circolo G* di diametro % 2o

hanno i rispettivi centri A nell’ interno del circolo dei flessi, ed i relativi
raggl di curvatura diminuiscono sempre pil, avvicinandosi ad Q, dove il
raggio di curvatura e (in un certo senso) il movimento si annullano in-
sieme. 3

Una chiara rappresentazione della legge di curvatura nell’ interno del
circolo dei flessi si ha tracciando i cerchi decrescenti di diametri:

1

TPy &

1 1 1
=+ po, +?907 +?901 +_4'Po + n

ciascuno dei quali, considerato come appartenente a X contiene i centri
di curvatura delle traiettorie dei punti del successivo pensato come ap-
partenente a X%

Regione negativa.

Nella regione negativa la legge di curvatura &, percosi dire, inversa
di quella della regione positiva, e cioé le posizioni dei punti A* e dei cen-
tri A sono identicamente scambiate.

@) Se supponiamo tracciati i cerchi tangenti a (z) in Q dei diametri
successivamente crescenti:

1 1 1
— —p0o, — mpo ..... — ?90, Yeas Po, — Po

ciascuno di essi considerato come appartenente a X contiene 1 centri di
curvatura delle traiettorie dei punti del successivo considerato come ap-
partenente a X¥, cido che da una chiara idea della curvatura nell’ interno
del circolo delle cuspidi;

1) I1 movimento infinitesimo potendo pensarsi come generato dal rotolamento
del circolo G¥* di raggio p, sull’asse (x), & questa una nota proprietd della cicloide.
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b) Nella zona compresa fra i due ultimi circoli sono situati i centri
A corrispondenti ai punti A* della regione negativa esterna al circolo delle
cuspidi, ed in questa come dicemmo in principio, sono situati i centri A
corrispondenti ai punti A* della regione positiva esterna al circolo dei
flessi.

1 chiaro che se invece del rotolamento di do* su do si considera il
rotolamento di ds su do®* ritenuto fisso, la legge di curvatura viene iden-
ticamente invertita ed il circolo dei flessi diventa circolo delle cuspidi e
viceversa.

Possiamo infine riassumere le caratteristiche principali della legge di
curvatura nei seguenti enunciati:

I Tutti © punti di X* descrivono traiettorie concave verso Q salvo i
punti di un circolo (il circolo dei flessi) che descrivono traiettorie di curvatura
nulla, e 1 punti interni ad esso le cui traiettorie rivolgono verso Q la loro
conwvessita.

II. Pei punti estermi al circolo dei flessi e abbastanza lontani il mo-
vimento pud dunque. assomigliarsi ad una rotazione intorno ad Q, mentre
cid & assolutamente esatto (nei limiti del movimento infinitesimo) pei pumnti
dellasse (x) tangente comume alle polodie nmel centro istantanco.

Osserviamo infine che a questa legge generale di curvatura fa radi-
calmente eccezione il caso in cui il centro istantaneo Q sitrovi a distanza
infinita, caso di cui faremo separata trattazione nel Cae. V.

§ 2. coNicEE cormisponDeNTI I' T'.#*

Le proprieta di corrispondenza fra i circoli G, G,*, di cui 1 primi sono
i luoghi dei centri di curvatura delle traiettorie dei punti dei secondi pos-
sono estendersi identicamente alle coniche tangenti in Q all’asse (x) come
segue.

Assunti gli assi del movimento come assi di coordinate cartesiane e
distinguendo con (*) le coordinate dei punti pensati come mobili; I’ equa-
zione di una conica I' del piano X tangente in Q all’ asse (x) pud met-
tersi nella forma :

@ %2+y(§0+;//0——1)=0

essendo le p, x, %o tre costanti di cui ¢ facile vedere il significato.
Trasformando la (7) colle:

=17 cos ¢ 3 — risinic

Se me ricava una espressione di s la quale sostituita nella (3) c¢i da in 7¥
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e ¢ l'equazione del luogo I'* dei punti mobili, i centri di curvatura delle
cul tralettorie sono su I'.
Ritornando alle coordinate cartesiane colle:

¥ =r*cos ¢ Yy*—o* sin

e posto inoltre, in armonia colla (2) :

lequazione del luogo I'* pud scriversi :

@ A
R

della quale & chiara la perfetta correlazione colla (7) onde risulta il noto )
enunciato:

I centri di curvatura delle traicttorie dei punti di X* situati su una
conica I'* tangente a (x) in Q giacciono su analoga conica T parimenti tan-
gente a (x) in Q.

La sola condizione a cui devono soddisfare le (7) (7)* per essere le
equazioni di due coniche I' I'* si & dunque che p p* e o %* siano due
coppie di valori che soddisfano la (2) mentre z, & affatto arbitrario.

Rispetto al significato geometrico di queste quantita possiamo notare:

1.0 Le %o yo* sono le lunghezze dei segmenti che le I' e I'* tagliano
su (¥); £

2.0 Le tangenti alle coniche nei punti in cui esse tagliano (y) si n-
contrano su (z) in un punto di ascissa xo;

3.0 Infine le p e p* sono rispettivamente i diametri dei circoli oscula-
tori delle coniche nel punto di comune contatto Q, cio che pud consta-
tarsi differenziando due volte le (7) (7)%.

E poi senz’altro evidente che:

Se I'* taglia, tocca o non tocca, Se T' taglia, tocca o non tocca il
il circolo dei flessi sara I' una iper- | circolo delle cuspidi sara I'* una iper-
bole una parabola o una ellisse, bole una parabola o una ellisse,

e nella prima ipotesi le direzioni degli assintoti di I'* (rispett. I') sono de-
terminate dalle congiungenti di Q coi punti in cui I'* (rispett. I') taglia
il circolo dei flessi (rispett. delle cuspidi).

Coniche T, e T ®.

Fra le coniche tangenti a (x) in Q deve evidentemente compren-
dersi anche la figura costituita dall’asse (z) medesimo e da una retta qua-

1) Vedi p. e. Burmester Lehrbuch der Kinematik Vol. I. Pag. 17.
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lunque del piano. Ma poiche le traiettorie dei punti di (x) hanno I'unico
comune centro di curvatura Q cosi si deduce dagli enunciati precedenti: 1).

Le traiettorie dei punti di X¥ si- |
tuati su una retta g* hanno i loro |
centri di curvatura su una conica del
fascio I' che diremo T,.

Ed infatti ponendo: _
—pﬂ

nella (7) . el =
e corrispond.” nella (7)* p¥ = 00O
esse diventano:
x? x Y
i — — 0
Po y Zo + Yo )
* *®
S Bl gl gl §
xLo Y=o

I punti di ¥ situati su una retta
g sono centri di curvatura delle traiet-
torie di punti di X* situati su una
conica del fascio I'* che diremo T.*.

Ed infatti ponendo:

nelle (7) D =00
e corrispond.” nella (7)* ¥ = po
esse diventano:
Bl i 0
Xo Yo
.’E*Z . ( w* Y
] N ]
Po T 3 Lo i ?/*o )

coppie di relazioni le quali dimostrano i precedenti enunciati. Da queste

relazioni ricaviamo inoltre :

Tutte le coniche T, somo osculate
in Q dal circolo delle cuspidi, e quindi
© rami di dette coniche tangenti al-
U asse (x) somo situati mella regione
negativa e si osculano fra loro in Q.

11 circolo delle cuspidi appartiene
al fascio T, come luogo dei centri di
curvature delle traiettorie di punti si-

tuate sulla retta all Co.

Tutte le coniche I'.* sono osculate
m Q dal circolo dei flessi, e quindi
i rami di dette cowiche tangenti al-
U asse (x) sono situati mella regione
positiva e si osculano fra loro in Q.

11 circolo dei flessi appartiene al
fascio T'.* come luogo dei punti mobili
1 centri di curvatura delle cur traiet-
torie sono situati sulla retta all’oco.

Pella, costruzione grafica di queste coniche valgono i seguenti prin-
cipi, che per brevitd enunciamo pelle sole coniche T',:

1o La conica I', & una iperbole, una parabola o una ellisse secondo
che g* taglia, tocca o non tocca il circolo dei flessi.

2.0 La tangente alla conica T, nel punto in cui essa incontra I'asse
() passa pel punto di interseziome di g* coll’asse (x).

3.0 Il diametro della conica I', passante per Q & perpendicolare alla
retta che congiunge il centro del circolo dei flessi col punto in cui g*

taglia 'asse (x).
4.0 Se I', & una parabola questo

diametro coincide alla congiungente

di @ col punto in cui g* tocca il circolo dei flessi.

5.0 Se I', & una iperbole le direzioni degli assintoti sono date dalle
congiungenti di Q cui punti in cui g* taglia il circolo dei flessi.

E dunque facile costruire il centro, una coppia di diametri ed even-
. tualmente gli assintoti di una di queste comiche I'y (ovvero I'.*).

1) Enunciato dovuto a Rivals — Journal de I’Ecole Polytecnique).
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1) pol senz’altro evidente che ad un fascio di rette parallele g* (cor-
relat. g) corrisponde un fascio di coniche I, (correlat. I';*) passanti per
uno stesso punto del circolo delle cuspidi (correlat. dei flessi) il quale &
determinato dalla parallela alle rette per Q. I centri delle coniche appar-
tenenti ad uno di questi fasci sono situati su una iperbole.

Cinque coniche di un simile fascio I', corrispondenti a cinque posi-
zioni parallele di una retta g sono rappresentate nelle Fig. 5 A-B-c-p-E.

Vedremo in seguito come tutte le proprieta generali esposte in que-
sto e mel preced. § si sintetizzano considerando i sistemi geometrici corri-
spondenti X X* e cioe la legge di curvatura (trasformazione quadratica)
come la figura prospettica di un cilindro di 2° grado sul piano di una
sua sezione circolare.

§ 3. GENERAZIONE PROSPETTICA DELLA LEGGE DI CURVATURA
(trasformazione quadratica)

Indicando con a, le rette del fascio di centro Q concepite ciascuna come
luogo di' due punteggiate (proiettive) sovrapposte A, A4* appartenenti ri-
spettivamente ai sistemi ¥ e X¥ possiamo enunciare :

I. Le punteggiate A, AF situate su a; possono considerarsi come pro-
spettive a due punteggiate eguali sovrapposte.

Sia infatti b una retta (Fig. 7) sulla quale un segmento costante BB*
si muove generando due punteggiate uguali B; B/, e vengano queste pro-
lettate da un centro P su una retta a di cui diremo Q il punto limite
rispetto a b.

Sia inoltre .J il punto limite di b e fatto JB*—=BB* sia A* la ima-
gine di B)*.

Posto inoltre, in armonia colle notazioni gia adoperate:

Bl—y QA*=9" "QA> — 1"

e facile ricavare per proprietd di triangoli simili la relazione:

® # 7 JP.QP F

la quale & precisamente la relazione che definisce le punteggiate A, 4,*
nella legge di curvatura sul raggio a, individuato dall’angolo ¢, pel quale
70% = po sin Q.

II. La legge di curvatura puo concepirsi come la rappresentazione pro-
spettica di un cilindro di 20 grado sul piano di una sua sezione circolare,
fatta da un centro di prospettiva situato sulla superficie del cilindro me-
desimo.
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Sia infatti (V. la Fig. prospettiva 8) il circolo G la sezione circolare
di un cilindro di 2.0 grado, le cui generatrici immaginiamo percorse cia-
scuna da un segmento costante BB* che vi genera due punteggiate eguali.
Scelto inoltre ad arbitrio un centro di prospettiva P su una delle ge-
neratrici del cilindro si proiettino da esso le punteggiate B; B* delle di-
verse generatrici sul piano della sezione circolare G che diremo piano del
movimento indicandolo con .

Detto Q il punto in cui la generatrice che contiene P incontra il
piano p, & evidente che le gemeratrici del cilindro si proiettano nel fascio
delle rette a passanti per Q ciascuna delle quali & il luogo di due pun-
teggiate proiettive sovrapposte che soddisfano a una relazione analoga
alla (8).

Considerando ora la generatrice che incontra il circolo direttore in G
e si proietta sulla retta a formante un angolo ¢ colla tangente al circolo

direttore in Q, detto inoltre d il diametro del circolo medesimo, & evidente
che si ha: QG — PJ — d sin o

(=

onde posto: —d-J;—P:—plo— — Costante per tutte le generatrici
la relazione (8) per qualuque raggio a, del fascio immagine delle genera-
trici puod seriversi:

1 1 1

r*  r  pyseng

la quale coincide identicamente colla equazione generale (3) che definisce
la legge di curvatura nel movimento infinitesimo, e dimostra il precedente
enunciato.

Questa elegante sintesi delle leggi del movimento infinitesimo, ci da
una facile dimostrazione delle proprieta illustrate nel § precedente , ed
infatti:

Ai punti B situati su una sezione piana qualunque §* del cilindro
corrispondono sul cilintro medesimo i punti B, di una sezione piana B,
parallela a §*, e le due sezioni § e [§* si proiettano evidentemente sul
piano p del movimento in due coniche corrispondenti I' T'*.

Parimenti tutte le sezioni del cilindro fatte con piani passanti per
P, si proiettano da P nelle rette del piano p e ad esse corrispondono le
proiezioni di sezioni parallele passanti per uno stesso punto della gene-
ratrice PQ, le quali altro non sono che le coniche I', e I' ¥ etc. ete.

Infine questa genesi della legge di curvatura ci da modo di dimo-
strare in forma sintetica una proprieta fondamentale della legge mede-
sima la quale basta a risolvere (nei limiti di un movimento infinitesimo)
i diversi problemi che si presentano nelle applicazioni allo studio dei mec-
canismi, e cioé:
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1. Le due coppie di punteggiate proiettive Ay Ar* ed As As* esistenti
su due raggi a1 ed as godono della proprieta che le coppie di rette come Ay As
Ar® Ao® si incontrano in punti O situati su una retta o passante pel cen-
tro Q, la quale forma con (x) un angolo bisecato dalla bisettrice dell an-
golo a a.

Detti infatti (Vedi Fig. 8) Gy e G» i punti in cui le a; as tagliano

un cerchio G- che assumiamo come direttrice di un cilindro generatore
delle figure prospettiche XX* nel piano del movimento, & evidente che
essendo le a1 a» le immagini di due generatrici del cilindro saranno le
Ay As, Ar* 45* le immagini di due rette parallele situate nel piano delle
generatrici medesime.

Le A; As, 41* A>* devono dunque incontrarsi sulla retta 0 imagine della
retta all’ 00 del piano delle due generatrici la quale & ovviamente la pa-
rallela a G; Go per Q, e forma coll’asse (#) un angolo bisecato dalla biset-
trice dell’angolo ai as per mnote proprieta elementari del cerchio.

Cid equivale a dire che deve essere :

08: = @1 OVVero 0ai — 2

Diremo la retta o asse di collineazione, od asse prospettico dei due raggi
conjugati ai Q.

Se teniamo fissi 1 punti 4 A»* e variamo la posizione di O sulla o
(Fig. 9) possiamo costruire infinite coppie corrispondenti A; A:* sul rag-
gio a1, le due punteggiate A; A;* presentandosi come prospettive della o
rispetto ad 4s As* come centri di proiezione.

B poi senz’altro evidente che la parallela per As al raggio ai segna
su 0 un punto J* che da As* & proiettato sulla a; in un punto An* del
circolo dei flessi, e parimenti che la parallela per As* al raggio ai segna
su 0 un punto J il quale da As & proiettato sulla a; in un punto Ao del.
circolo delle cuspidi.

Concludendo :

Le punteggiate A; AF situate su a; possono riguardarsi come prospet-
tive di una retta qualunque o passante per Q, da una coppia qualunque di
centri di prospettiva A;Aff situati sul raggio a; coniugato di a; rispetto ad o
come asse di collineazione.

Lé proprietd enunciate ci permettono dunque di risolvere in ogni caso
e facilmente i due problemi principali che si presentano mnello studio del
movimento infinitesimo di una figura piana e cioé:

a) Data la legge di curvatura costruire il centro di curvatura A
della traiettoria di A* e viceversa il punto A¥ della cui traiettoria A & cen-
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tro di curvatura: od in generale i luoghi di punti 4 ed A* corrispondenti
a luoghi di punti A* ed 4. 1)

b) Date due coppie 4,4,%, 4,4* determinare la legge di curvatura, e
cioé gli assi del movimento ed i circoli dei flessi e delle cuspidi (e cioe il
parametro o).

Gli enunciati precedenti comprendono cioe tutte le diverse costruzioni
geometriche che si possono escogitare pella soluzione degli accennati pro-
blemi (costruzioni di Savary, di Bobillier ete.) le quali c¢i riserviamo di
esemplificare con applicazioni allo studio del movimento della biella dei
meccanismi elementari (v. § seguente).

§ 4. I MECCANISMI ELEMENTARI

Denominiamo quadrilatero articolato il meccanismo col quale si rea-
lizza il movimento della Figura piana X* nel suo piano X, obbligando
due suoi punti 4* A* (perni mobili) a descrivere due circoli rispettiva-
mente intorno a due centri A, A* (perni fissi) mediante manovelle A, A%,
A; A¥. Diremo biella il segmento mobile A* A4* ed estensivamente in
senso cinematico diremo biella la intera figura mobile X* connessa alla
AF Ar

Denominiamo Meccanismi derivati dal quadrilatero articolato, 1 mecca-
nismi che si ottengono supponendo che uno o due dei perni, sia fissi che
mobili siano situati a distanza infinita. E senz’altro evidente che se A; 8
situato all’ 0o il movimento di 4% si riduce a una traslazione rettilinea.

Poiché inoltre il movimento circolare di A4,;* intorno ad 4, pud pen-
sarsi ottenuto obligando il circolo mobile di centro A4* e raggio A4, 4*
a passare costantemente per A4, cosi & chiaro che se 4% e situato all’co,
la coppia di perni 4, 4* equivale alla condizione che una retta di X¥*
passi costantemente per un punto di X.

Diremo testacroce un perno mobile di cui il corrispondente fisso &
situato all’ co.

Diremo cursore o glifo mobile la retta di X* la quale passando co-
stantemente per un punto di ¥ (perno fisso del glifo) rappresenta il mo-
vimento di un perno mobile 4% situato a distanza infinita.

1) B p. e. facile dedurre una costruzione delle coniche T, e T';* per fasci proiettivi.

Ed infatti se 4 ¢ un punto di una retta g ed A4¥ il corrispondente punto di T.*
situati sul raggio a, & chiaro che il fascio dei raggi a, a, a; ... che proiettano da 2
ipunti 1, 2, 3 . .. della retta g ed il fascio degli assi di collineazione 0; 0, 05 . . . -
relativi alle coppie coniugate aa, aa, aa,.... sono fasci eguali rotati I’uno rispetto
all’altro di un angolo ¢. Per conseguenza il fascio che proietta da A¥* i punti O; O, O,
in cui le 0; 0y 03 .. .. tagliano g & proiettivo del fascio delle a, a5 a; ... e lo sega
secondo una conica che & appunto la richiesta T.%.
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E ben inteso che a queste denominazioni di manovelle, biella, testa-
croce, cursore, glifo, perni fissi e mobili, diamo un significato prettamente
cinematico, fatta astrazione da ogni idea di forme costruttive adombrata
nelle denominazioni medesime.

Indicheremo col nome generico di Meccanismi elementari, i quadrila-
teri articolati e meccanismi derivati.

-

Quadruplice infinitd dei meccanismi elementari

Data la legge del movimento infinitesimo e cioe dati gli assi () (y)
e il parametro go, ¢ evidente che esiste nel piano una quadruplice infinita
di meccanismi elementari le cui bielle realizzano il movimento infinitesi-
mo considerato, potendosi infatti sceglierne ad arbitrio i due perni fissi,
ovvero 1 mobili, e in generale assoggettarne la determinazione a quattro
condizioni indipendenti.

E anche evidente che se facciamo astrazione dalla scala delle gran-
dezze, e cioe dal valore assoluto di po, che si puod pensare assunto eguale
all’'unita lineare , questa quadruplice infinita comprende tutti i possibili
meccanismi elementari, pei quali il centro istantaneo Q (intersezione delle
manovelle) si trova a distanza finita 1).

Un dato meccanismo ha dunque una determinata posizione rispetto
agli assi (z) (y) ed una determinata grandezza (rispetto a po) e pud sem-
pre esser individuato sulla Fig. 4, rappresentazione generale della legge
di curvatura (trasformazione quadratica) e, per cid che si & detto innanzi,
rappresentazione generale di tutti i possibili meccanismi elementari, dalla
quale desumeremo i criteri della loro classificazione. ,

Resti intanto ben chiaro che colla espressione « un dato meccanismo
elementare » noi intendiamo un meccanismo di cul sono date non sol-
tanto le dimensioni dei pezzi che lo compongono, ma anche la sua con-
figurazione attuale, in modo che la stessa combinazione di pezzi articolati
e scorrevoli da luogo, rigorosamente parlando, a infiniti meccanismi. B
pero evidente che un dato meccanismo pud, inun certo senso, conservare
la sua ndividualita cinematica entro limiti pit o meno estesi di escur-
sione a partire da una certa configurazione media, concetto questo gia
da tempo adottato nella Cinematica applicata. Ed infatti p. e. i mecca-
nismi noti coi nomi di guida di Watt, guida di Evans etc., si riguardano
come tali solo in quanto il loro movimento abbia luogo entro certi li-
miti di escursione per cui alle traiettorie di certi punti di X* si possano
attribuire certe proprietd geometriche senza sensibile errore nelle appli-
cazioni costruttive.

1) A questa quadruplice infinitd si deve dunque aggiungere la triplice infinita di
meccanismi elementari pei quali  si trova all’ew, e di cui il tipo & il quadrilatero ar-
ticolato a manovelle parallele (V. Cap. V).
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Dualitd generale dei meccanismi elementari

La dualitd che governa le leggi del movimento si rispecchia identi-
camente nei meccanismi che lo realizzano. Ed infatti se noi consideriamo
(Fig. 4) 1 quattro punti simmetrici rispetto @ ai quattro perni di un dato
meccanismo elementare, ¢ evidente che essi possono venire assunti come
perni di un secondo meccanismo elementare e precisamente: 1 punti sim-
metrici al perni mobili come perni fissi, e 1 simmetrici al perni fissi come
perni mobili.

Il nuovo meccanismo che cosi si ottiene non & altro (salvo diversa
ubicazione per una rotazione di 180° intorno a &) che il meccanismo pri-
mitivo in cui le funzioni dei perni siano invertite, e cioé di cui si sup-
ponga fissa la biella 4,* A* e mobile la A4; A, inversione che equivale a
considerare il movimento di ¥ rispetto a X*.

Diremo dualisticamente correlativi, due simili meccanismi ; ed infatti
se consideriamo i movimenti elementari ed anche i movimenti continui
delle bielle dei due meccanismi ¢ chiaro che gli enunciati che definiscono
il movimento della biella dell’ uno, sono identicamente correlativi degli
enunciati che definiscono il movimento della biella dell’altro.

La quadruplice infinita dei meccanismi elementari deve dunque con-
cepirsi come doppia, e costituita cioé di due quadraplici infinita correla-
tive, le quali nello schema generale della Fig. 4 si presentano come sim-
metriche rispetto al centro Q.

Le sei famiglie di meeecanismi elementari

Un primo criterio di classificazione, avente carattere sia cinematico
che costruttivo, & quello che pud desumersi dall’essere uno o pit di uno
dei perni, sia fissi che mobili situati a distanza infinita.

Tale limitazione da luogo a triplici e duplici infinita di meccanismi
derivati, alle quali conserveremo, completandole, le denominazioni che la
pratica costruttiva, e i trattatisti di cinematica applicata hanno da tempo
sancito.

Indicando coi simboli :

A A* due perni, fisso e mobile, situati a distanza finita;

00, 00* due perni, fisso e mobile, situati a distanza infinita.

Agoo Aooo® due perni, fisso e mobile, situati rispettivamente sul circolo delle
cuspidi e sul circolo dei flessi, di cui i corrispondenti, mobile
e fisso, sono situati a distanza infinita ;

nol possiamo distinguere sei famiglie di meccanismi elementari, delle quali

quattro sono due a due fra loro correlative.
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1a (44%* AA¥*) (Fig. 10)
Quadrilatero articolato — quadrupla infinita di meccanismi di cui i
quattro perni sono situati a distanza finita.

2.2 (AA4%. 00 Aoee®) (Fig. 11)

Manovella di spinta—=triplainfinita
di meccanismi di cui uno dei perni
fissi ¢ situati a distanza infinita.

3.2 (AA* Aooo OO*) (Flg 12)

Glifomanovella =tripla infinita di
meccanismi di cui uno dei perni mo-
bili & situato a distanza infinita.

4a (OO Aooo*. Aooo OO*) (Flg 13)
Glifo-Testacroce 1) = doppia infinita di meccanismi di cui un perno
fisso e un perno mobile sono all’co, e di cui la biella & rappresentata da
un cursore imperniato a una testa a croce.

ba (00 Aoo® 00 Aone®) (Fig. 13) 6.2 (Aooo 00O%. Ao 00%) (Fig. 13)

Glifo a Croce—doppia infinita di Giunto di Oldham=doppia infinita
meccanismi di cui i perni fissi sono | di meccanismi di cui i due perni
situati all’co. | mobili sono situati all’co.

Configurazioni dei meccanismi elementari

I meccanismi di una stessa famiglia possono presentare diverse con-
figurazioni, dipendentemente dall’essere 1 perni A A* che si trovano a di-
stanza finita situati nella regione positiva o nella regione negativa del
piano ovvero sugli assi del movimento,

Diremo configurazioni normali o qualunque, quelle che hanno luogo
quando nessuna coppia di perni cade sugli assi e la posizione dei perni
non & vincolata ad alcuna condizione.

Queste configurazioni normali sono illustrate nelle Fig. 10-13, e se
ne possono distinguere sei pel quadrilatero articolato, tre pella manovella
di spinta e tre pel glifo manovella mentre i meccanismi delle rimanenti
famiglie non possono avere che una unica configurazione.

Diremo invece configurazioni singolari le configurazioni che hanno
luogo

@) quando 1 due perni fissi ovvero i due perni mobili si trovano su
un circolo tangente in Q ad uno degli assi del movimento (configurazioni
circolari).

b) quando una od entrambe le coppie di perni si trovano sugli assi
del movimento.

1) Proporremmo di adottare la denominazione: @lifo-testacroce come corrispondente
alla Schieberschleife dei tedeschi. .
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Una coppia di perni puo infatti essere situata sull’asse (y) cio che &
senz’altro evidente, ovvero sull’asse (x)
col perno mobile in © e i perno | col perno fisso in Q;e il perno mo-
fisso in un punto qualunque di (x); | bile in un punto qualunque di (x);
poiché, come abbiamo veduto mnel § 1°, qualunque punto di (x) pud con-
siderarsi come centro di curvatnra della traiettoria di Q¥ mentre Q & cen-
tro di curvatura della traiettoria di qualunque punto di (x)*.

Queste configurazioni singolari godono di molte importanti proprieta;
dalle quali deriveremo i criteri di una razionale classificazione che non &
il caso di intraprendere ora.

Fra le configurazioni singolari denomineremo:

Configurazioni ortogonali le configurazioni nelle quali una delle cop-
pie di perni é situato sull’asse (y) e l'altra sull’asse ()
col perno mobile in Q (ortogonale di- | col perno fisso in Q (orlogonale in-
retta). versa).

Configurazioni di punto morto 1), le configurazioni nelle quali i quat-
tro perni sono situati sull’asse (¥).

Diremo inoltre: Configurazioni parallele le configurazioni di meccani-
smi nelle quali essendo le manovelle parallele, @ & situato a distanza in-
finita. Queste configurazioni non rientrano dunque nello schema generale
della legge di curvatura (trasformazione quadratica) e di esse faremo se-
parata trattazione nel Car. V.

Determinazione della legge di curvatura pel movimento di una biella

Quando sia dato un meccanismo elementare & facile, mediante la pro-
prieta esposte mel § 3, determinare gli assi (x) (y) e il parametro p, re-
lativi al movimento infinitesimo della sua biella (e cioé determinare quale
grandezza e posizione compete al dato meccanismo nello schema della tra-
sformazione quadratica (Fig. 4).

Esporremo succintamente questa determinazione per ciascuna delle
sei famiglie di meccanismi.

1. Quadrilatero articolato (A; As*. 4> 45%) (Fig. 14).

Il punto di incontro delle manovelle individua il centro istantaneo Q,
e la congiungente Q col punto O diintersezione della biella 4:% As* colla
Ay Az ci da Dasse di collineazione o dei raggi delle manovelle a; as. Si
individuano quindi gli assi ricordando che (z) forma con a; un angolo
eguale a quello che o forma con as; ovvero osservando che la congiun-

1) Questa denominazione & spesso usata in modo improprio, e noi ne limiteremo 1’u-
so alla definizione qui datane , onde p. e. non diremo di punto morto ma ortogonale la
configurazione di una ordinaria manovella di spinta di cui la testacroce si trova all’e-
stremita della sua corsa.
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gente i piedi P P» delle perpendicolari abbassate da O (o da un punto
qualunque di o) sulle manovelle risulta parallela all’ asse (y).

Si pud anche determinare con una stessa operazione grafica il para-
metro g, e gli assi () (). Tirata infatti per 4y (per As) la parallela ad
a» (ad a;) a incontrare la o, si proietti il punto d’ incontro da 4;* (da
Ao¥) sulla a2 (sulla ai1) e si otterra il punto Aee* (il punto A¢:*) che ap-
partiene al circolo dei flessi. Questo & dunque il circolo passante per
Q Ap* Aoe*, di cul la tangente e il diametro per Q danno gli assi () ().

Queste costruzioni si semplificano ulteriormente pelle altre famiglie

di meccanismi.

2.0 Manovella dispinta (A1.41%*.00 Aooo®)
(Fig. 15)

Tirate per Ai e Aow* le per-
pendicolari alla. guida della testa-
croce, di cul la prima incontra la
biella in O, mentre la seconda in-
contra la manovella in Q@ e la pa-
rallela per O alla guida in P, si
cali da O la perpendicolare alla ma-
novella in Pj.

La parallela alla P; P> per Q de-
termina l'asse (y) edincontra la gui-
da mel polo dei flessi ¥j.

3.0 Glifomanovella (A1 A1* Ao 0O%)
(Fig. 16)

Tirate per 4:1% e Ao le perpen-
dicolari al cursere , delle quali la
prima incontra la linea dei perni
fissi in O, mentre la seconda incon-
tra la manovella in Q, ed in P la
parallela al cursore per O, si cali da
O la perpendicolare alla manovella
n _P1.

La parallela alla P; P: per Q de-
termina l’asse () ed incontra il cur-
sore nel polo delle cuspidi Y,*.

4.0 Glifo-testacroce (Fig. 13)

La intersezione delle perpendicolari all’asse del cursore in Agpo e alla
guida della testacroce in Agpe* da il centro istantaneo Q, mentre l'asse (y)
¢ la retta per Q che incontra la guida ed il cursore in punti. equidistanti da
Q, punti che sono rispettivamente i poli dei flessi e delle cuspidi.

5.0 Qlifo a croce (Fig. 13)

Il centro della croce di guide o
glifi fissi da il polo dei flessi, e la
intersezione delle perpendicolari ad
essi nei due perni mobili da il cen-
tro istantaneo.

6.0 Giunto di Oldham (Fig. 13)

Il centro della croce di cursori e
glifi mobili da il polo delle cuspidi -
e l'intersezione delle perpendicolari
ad essi nei perni fissi da il centro
istantaneo.

Meccanismi in configurazione di punto morto

Se il dato meccanismo & in configurazione di punto morto, la linea
dei perni deve essere asse di simmetria del movimento 1) e da l'asse (y)

1) A stretto rigore perd la direzione dell’asse (y) sarebbe indeterminata mei limiti
di un solo movimento infinitesimo, ed infatti un meccanismo a punto morto si pud pen-
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ma si ha ambiguita del movimento del meccanismo di cui le manovelle
possono ruotare sia nello stesso senso, sia in sensi contrari.

Ed infatti dicendo 21 21* 22 2* le distanze dei quattro perni da un
punto fisso qualunque della linea di punto morto e z la distanza di Q
dal punto medesimo, dovremo avere per la legge generale di curvatura
la relazione:

1 1 1 1

¥ izl lat gl gp

la quale ci da per determinare z una equazione di 2° di cui le radici
sono sempre reali e distinte (purché i quattro perni del meccanismo siano
distinti.

Esistono dunque in questo caso due rami delle polodie che nella con-
figurazione di punto morto sono reciprocamente a contatto e di cui la
linea di punto morto ¢ la mormale comune.

Scelta adunque una delle due posizioni di Q, e cioé scelta la coppia
di rami delle polodie che devono, rotolando ) determinare il movimento,
la legge di curvatura risulta ovviamente definita e rientra nel caso ge-
nerale.

sare situato su un raggio qualunque per 2 nello schema generale della trasformazione
quadratica Fig. 4. La considerazione della simmetria affatto legittima e d’ altronde in-
tuitiva , implica pero la considerazione non di uno ma di due movimenti infinitesimi
successivi. Queste ed altre anomalie della configurazione di punto morto saranno piu
ampiamente discusse in luogo opportuno.

1) E noto infatti che puod costruttivamente realizzarsi 1’ attraversamento della linea
di punto morto, senza ambiguita, armando di profili d’ingranaggio un tratto dei rami
delle polodie scelte a determinare il movimento.



CAPITOLO 1L

DUE MOVIMENTI INFINITESIMI

§ 5. VARIAZIONE DELLA CURVATURA

Prendiamo ora a consideraré due successivi movimenti infinitesimi
della figura mobile X¥, e cioé immaginiamo che al rotolamento di de* su
ds segua il rotolamento dell’arco elementare successivo a ds* ed avente
il raggio di curvatura ¢* + dp*, sull’ arco elementare successivo a do ed
avente il raggio di curvatura p - dp.

Il punto mobile A* il quale ha descritto mnel primo movimento un
arco elementare ds di cui erano 4 il centro e v =7 —r* il raggio di cur-
vatura, descriverd mel successivo movimento un arco elementare ds’, di cul
saranno A’ il centro e v -+ dg il raggio di curvatura, essendo 4’ un punto
infinitamente vicino ad 4 sulla evoluta della traiettoria di A*.

Ora & evidente che, se sono note le polodie la legge del movimento
continuo di ¥* & interamente determinata, e quindi la curvatura della
traiettoria di un suo punto A* pud in un dato istante riguardarsi come
funzione dell’arco c* della polodia mobile contato a partire da una origine
arbitraria fino al punto che si trova in contatto colla polodia fissa nell’i-
stante considerato.

Ma poiché pella definizione stessa del rotolamento, si ha in ogni istante :

do* = do e ¢* = ¢ -} cost.

cosl noi possiamo ritenere il raggio di curvatura funzione della variabile

indipendente ¢ e differenziarlo rispetto ad essa.

S s Gl 3 :
Il coefficiente differenziale % ha dunque un determinato valore in

ogni punto del piano, e meglio una coppia di valori secondo che il punto
stesso si consideri come fisso con X o mobile con X¥.
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E cioé consuierando% come funzione di 7* e v, essa ci da in ogni
punto A* di ¥ la variazione del raggio di curvatura della traiettoria di
A* mentre considerandola come funzione dir e p essa ci da in ogni punto
A di X la variazione del raggio di curvatura della traiettoria di cui A
¢ centro di curvatura.

: : l ey 2
Indicheremo con A e A* la funzione ;—Z concepita sia come funzione
di ¥ sia come funzione di X* rispettivamente.
o g
Abbiamo dalla (3): r — ¥ = #FD_S; dalla quale eliminando colla (3)
0
r* ovvero 7:
BRSO e I et
® b smg s
=7 —r*= 4

o sen o —7r*

nei secondi membri delle quali dobbiamo ritenere le 7 #* o p, come fun-
zioni della variabile a.
Differenziando i secondi membri delle (8) rispetto alla variabile & noi
! - 3 ¢ e O drT g gy 3t
incontreremo dunque i coefficienti differenziali — , — , -~ —del
ds’ ds ' do’ do
quali i tre primi si possono eliminare mediante le:

dr r*
%‘ = COs ¢ (—l; = COS ©

©) ) i
dp 1 sing bk o S
de e 7 p* r¥

le quali si ricavano dalle formole generali polari 1).

1) Alla seconda delle (9) si pud giungere come segue. Detta p la perpendicolare
abbassata dal punto fisso (punto di Z) A4 sulla tangente alla polodia fissa nel punto di
contatto (centro istantaneo)  abbiamo: p=rsen ¢
nella quale p » ¢ sono funzioni di o, onde differenziandola rispetto a o :

%—:% sin ¢ | r cos ¢ Z—:
e sostituendovi le note espressioni :
dpliidp - dy T

—CoS @

dr_ dr
P * L & AE BT

ds
si ottiene identicamente :
do 1 sing

ds p r
T del resto facile stabilire direttamente la :

P r
Si noti inoltre che in queste formole la direzione positiva di (x) (tangente alle po-
lodie) a partire dalla quale si contano gli angoli ¢ € presa in senso contrario al senso
del rotolamento. E bene aver presente questa osservazione in tutte le successive ricerche
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Eseguendo la differenziazione, tenuto conto delle (9) e ponendo inoltre:

1 _i(l_}_) ;
Bt B Ko™ o

,VL(L_l,)
3\e o

(10)
1 1 (2 1 ) 1 ( 1 1
e Qs (el Sy, Tete o SRR
BB €8 ol P CANT
G &) il
RV I o ds
le funzioni A e A* possono scriversi:
A, 1 1
M Y T e 2 _r___Rsincp—S cos
A T =3 12 p, sin © cos ©. T R
(11)
T 1 1
it - Tanps’ ™  R¥sing S cos g
Ll RiTe %2 - f
A _%_37 @, SIn © cos ©. o PP

fondamentali espressioni correlative le quali si trasformano 1'una nell’altra

mediante le:

1 1 §
sen P (-T—*'—T)

1 1 1

o A e

Fermiamo ora la nostra attenzione sui luoghi nei quali le funzioni
A e A* cambiano di segno per essere il loro valore nullo od infinito.

Luoghi della curvatura stazionaria.

Esiste un luogo di X* pei punti

del quale A* =0 e cioé il luogo :

1 1 1

r¥ — R¥seny +

® ' SCOS

di cui 1 punti descrivono traiettorie
a curvatura stazionaria, aventi cioé
contatto del 3° ordine coi rispettivi

circoli osculatori.

Esiste un luogo di X pei punti del
quale A =0 e cioé il luogo:
Tirigp vk 1
7 Rsing ' Scos o
di cui 1 punti sono centri di curvatura
delle trazettorie a cwrvatura staziona-
ria descritte da punti di X*.

Di questi luoghi della curvatura stazionaria tratteremo pit special-

mente nel § successivo.

Circoli dei flessi e delle cuspidi.

Esiste un luogo di ¥* per i punti
del quale A* = 00 e cioé il luogo :
r*¥ — p, sin ¢

.11 quale non & altro che il circolo dei

flessi.

Esiste un luogo di X per i punti
del quale A = 00 e cioé il luogo:
r = — p, Sin ¢

il quale non & altro che il circolo

delle cuspidi.
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Questi enunciati confermano quanto fu detto nella INTrROD. e cioe che

dg

pelle traiettorie dei punti pelle quali ¥ = 0O deve essere anche == E00)

Tl luogo dei punti mobili a cur-
vatura stazionaria e il circolo dei
flessi dividono la figura X* in re-
gioni tali che A* cambia di segno
passando da una di esse ad una adia-
cente.

e quindi in generale:

Due punti mobili A*4* descrivono
traiettorie per le quali A* ha lo stesso
segno o segni contrarii, secondo che
per andare dall’'uno all’altro & neces-
sario tagliare un numero pari o di-
spari di volte il circolo dei flessi e
il luogo mobile della curvatura sta-
zionaria complessivamente.

do
Il luogo dei centri fissi della cur-
vatura stazionaria e il circolo delle
cuspidi dividono il piano X in regioni
tali che A cambia disegno passando
da una di esse ad una adiacente.

Due punti 44 sono centri di cur-
vatura di traiettorie per le quali A
ha lo stesso segno o segni contrari
secondo che per andare da uno al-
I’ altro & necessario tagliare un nu-
mero pari o dispari di volte il cir-
colo delle cuspidi e il luogo fisso
della curvatura stazionaria comples-
sivamente.

B infine interessante osservare che pei punti di X* situati sull’ asse
(x) la funzione A* & costante ed infatti per ¢ =0 la (11) da:

4= en

— 3 po

Tl

R=

——— = Costante.

Possiamo anche formulare 'enunciato dualistico relativo al punti di
¥ situati su (#) ma esso non ha senso che pel movimento reciproco in
cui si supponga fisso X* e mobile X, e quindi coincide coll’ antecedente.

Ed infatti sull’asse (x) non si trova (in generale)alcun centro di cur-
vatura della traiettoria di un punto di ¥¥, o almeno che si possa consi-
derare tale entro i limiti di due movimenti infinitesimi.

Fra i punti mobili situati su (z) devesi specialmente notare il punto
mobile che cade in Q il quale descrive in generale una cuspide semplice
di curvatura infinita. Ora noi abbiamo veduto nella INTROD. che una si-

T idid : de .
mile singolaritd & caratterizzata dall’essere — diverso da zero mentre v—=o

de

cid che collima appunto coll’enunciato precedente.
La curvatura della traiettoria descritta dal punto mobile che cade in
Qnon é dunque in generale stazionaria, sebbene Q appartenga, come vedremo,

ar luoghs della curvatura stazionaria.
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§ 6. Luoaat AA* DELLA CURVATURA STAZIONARIA

Indicheremo coi simboli : ;
A il luogo fisso della curvatura stazionaria,
A% il luogo mobile della curvatura stazionaria,
i quali sono definiti dalle equazioni :

1 i 1
(12) > _ Rsing S cos %
o\% 2} ngbee !
e e R¥sin @ ' S cos ¢

ovvero, in coordinate cartesiane:

. g 1
)\bis 2 2 ——
(12) (x +y)-(By ¥ ) 1

S x

)\ #bis .. ]‘ 1
(12)-& (‘%*2 + ?/*2) (R* y* + W) S

I luoghi A e A* sono dunque due cubiche a cappio (focali a mnodo)
le quali presentano ciascuna un punto doppio nell’origine ove i due rami
sono tangenti agli assi 1).

Ciascuna di queste cubiche possiede un unico assintoto, e pud otte-
nersi come trasformata per raggi vettori reciproci di una iperbola equila-
tera, 2) ovvero come podaria di una parabola , genesi che merita per la
sua importanza una pil particolareggiata discussione.

Ed infatti se 4 & un punto della cubica A (Fig. 18) tirata la per-
pendicolare in A al raggio vettore a incontrare gli assi (z) (y) in X’ X
il luogo dei punti @' di cui le coordinate sono »' — QX', y' = QY e
una linea retta.

Si ha infatti evidentemente :

yz

= a2 2 " 2
; oo i TR il g i S
cos @ x sen ¢ Y

1) Cio equivale, come & noto, a cinque condizioni, e perché inoltre la cubica passa per
i punti ciclici, cosi bastano due ulteriori condizioni per determinare la cubica medesima
di cui I'equazione contiene infatti due sole costanti arbitrarie.
?) L’equazione di una iperbole equilatera riferita ad assi paralleli agli assintoti e
di cui lorigine sia sulla curva pud infatti scriversi:
1 1 1 1

=1, ed in coordinate polari: = e
Ry+sx P RSen @ ' R cOS @ g

in cui R ed s sono due costanti.
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le quali combinate colla (12)"* danno:

equazione di una linea retta che incontra gli assi () (y) in punti R, ed S,
tali che @Sy = 8, QRo = R.

Il tracciamento della cubica A pud quindi farsi (colla sola squadra)
calando da © le perpendicolari sulle congiungenti i piedi delle coordinate 1)
deil punti della retta Ry So e poiché queste congiungenti, per note pro-
prieta proiettive inviluppano una parabola tangente agli assi nei punti
Ro ed S cosi possiamo enunciare :

Le cubiche AA* luoghi della curvatura stazionaria sono le podarie rispetto
a Q di due parabole tangenti agli assi del movimento, e cioé :

tangenti all’asse (x) in uno stesso punto S, di ascissa S;

tangenti all’asse (y) rispettivamente in due punti R, ed Ry* di ordinate
R ed R*.

Questa proprietd ci fornisce anche una ovvia costruzione grafica della
cubica A (0o A¥) come luogo delle intersezioni di due fasci di circoli pas-
santi per Q, i cui centri sono i piedi delle coordinate dei punti della retta
h che congiunge i punti di mezzo X ¥ dei segmenti @S, e QF,, costru-
zione che & rappresentata nella Fig. 21.

Se ne ricava altresi una spedita determinazione dei parametri R (ov-
vero R¥) ed S di una cubica di cul siano noti due punti 4; As (ovvero
A1* A5%) come segue:

tirate infatti (Fig. 19), in 43 e As le perpendicolari ai raggi vettori a
incontrare gli assi in X; Yj, X5 Y5 rispettivamente, la retta h che con-
giunge i punti di mezzo H; Hs dei segmenti XjJYi, XsYo, taglia sugli
assi (x) e (y) due segmenti:

QX — f;f S Q¥ f;— R rispettivamente.

Riferendoci alla cubica A (pella A* bastando cambiare R in R¥) pos-
slamo riassumere come segue le proprieta geometriche ?) di queste curve:

L) B quindi evidente che se la retta ¢ parallela ad uno degli assi, (e cioé se uno
dei parametri & infinito) la parabola si riduce a un fascio di rette, e la cubica si scinde
in un circolo e nell’altro asse. Questi casi di degenerazione saranno trattati nel Care. IV.

2) Queste proprietd si dimostrano facilmente coi soliti metodi di investigazione

o G 1 :
differenziale per l'uso dei quali & qui opportuno porre u — = costruire le espres-

a2 u

sioni di i

e

d s (riguardando naturalmente R ed s come costanti).
P
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1. Le due costanti S ed R sono i diametri dei cerchi osculatori dej
due rami della curva tangenti agli assi (y) ed () nel punto doppio Q, e
quindi tracciati questi due circoli (V. Fig. 22) il cappio della curva cade
entro 'area comune ai circoli medesimi.

2. Abbandonando il punto doppio i due rami si allontanano in di-
rezioni opposte di un unico assintoto di cui la inclinazione & data da

tang. ¢ = — % onde detto g, 'angolo che la Q @ forma con () si ha

>

© = 180° — p,, mentre la distanza dell’assintoto da @ & data dalla inversa
1 1

' R cos ¥, S sen g’

rispetto Q alla congiungente i piedi delle coordinate di @, e parallela alla
medesima (V. fig. 22).

3. L/ assintoto taglia uno dei rami della curva nel punto in cui esso

& incontrato dal raggio vettore corrispondente a © — ¢, 4 90° ed oltre

quel punto il ramo della cubica presenta un flesso nel punto per cui

e per conseguenza l'assintoto ¢ la retta simmetrica

tang. ¢ = — \/tang ®o-

Se perd S = R il flesso e il punto di rincontro coll’assintoto vanno a
distanza infinita, e la cubica si presenta simmetrica rispetto al raggio
vettore che corsisponde a ¢ — 45e.

4. Tl raggio vettore del punto di flesso & simmetrico rispetto (z) al raggio

vettore massimo del cappio il quale corrisponde a tg. ¢ = -+ \/tg ®o, ed In

corrispondenza di questo massimo il raggio di curvatura ¢ la quarta parte
del raggio vettore.

Ricordando la genesi della trasformazione quadratica come figura pro-
spettica di un cilindro di 2. grado (V. § 3) e la genesi della cubica A
come luogo delle intersezioni di due sistemi di circoli si pud anche di-
mostrare :

Una cubica A ¢ la figura prospettica della cubica gobba intersezione
del cilindro gemeratore della rappresentazione prospettica con un cono di 20
grado di cui il vertice & sulla generatrice del cilindro che contiene il centro di
proiezione, il quale como & segato dal piano di proiezione secondo um circolo
tangente in Q all’asse (x).

Cubiche corrispondenti AA*

Quanto fu esposto pella cubica A vale identicamente pella A¥, onde
R¥ & il diametro di curvatura del ramo di A* tangente in Q all’asse (x),
mentre 1 rami di A e A* tangenti in Q all’asse () vi si osculano recipro-
camente avendo lo stesso diametro di curvatura s.

Se dunque R ed R* sono del medesimo segno e sia :
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4) R>R%
devono necessariamente le R ed R¥ essere dal segno di g, e cioe positive
onde i due cappil si trovano nella regione positiva, situati 1" uno dentro
I'altro (il cappio di A* entro il cappio di A) come é rappresentato nella
Fig. 23.

B) RisiRE
devono necessariamente le R ed R* essere di segno opposto a quello di g,
e cioé negative, onde i due cappii si trovano nella regione negativa (il
cappio di A entro il cappio di A¥) come é rappresentato nella Fig. 24.

() Ed infine se R ed R* sono di segni opposti i due cappi si tro-
vano da parti opposte dell’asse () e cioé: (Fig. 25.)

il cappio di A nella regione negativa,

< < A* « < positiva.

Tutto cid risulta molto chiaramente quando si osservi che le R ed R¥
devono , in grandezza e segno soddisfare la o —E=?in cul p, & per
dato una quantita positiva. ;

Quanto al segno di S esso non ha influenza che nel determinare la
ubicazione dei cappii delle cubiche da una parte o dall’altra dell’asse (y).
Secondo quanto fu osservato nella nota a pag. 30 la direzione positiva di (x)
secondo la quale S & contata positivamente deve intendersi presa in senso
contrario al rotolamento, e cioé in senso contrario a do.

I parametri R R* S.

Aggiungiamo alcune considerazioni intorno al significato cinematico
dei parametri della curvatura stazionaria (diametri di curvatura dei luoghi
dalla curvatura stazionaria in Q).

I parametri R ed R* sono simmetricamente funzioni di p e ¢* e la
differenza delle loro inverse da il valore della velocitda angolare (rispetto
a o) del movimento di ¥¥ e cioé il parametro della legge di curvatura :

e ik sl ol tuan VIR
48 o ipe o BR LB PE N
dois

le quali si ricavano facilmente dalle (10).
Il parametro s dipende dalla accelerazione angolare di X* (rispetto
a o) ed infatti differenziando la prima delle due precedenti.

d%w " 3 . Mk 3 do 1 1 i §
da® " W grailisE R gt 'ii?—s_(f —Tﬁ)
e quindi :
g & 1 Ao do de 1 dPo
T ?Z “g- d02 ZTG— ovvero : —_ T =— —3— - Wd;)—
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la quale osservando che ¢ ed § sono contati in senso contrario sull’asse
(x) ci da una elegante interpretazione cinematica dal parametro S.

E ovvio che la s pud anche esibirsi come una funzione simmetrica
delle R ed R¥ (ovvero delle p e p¥) e dei loro coefficienti differenziali
rispetto a . La determinazione delle R R* § relative al movimento di
una biella forma oggetto di speciale trattazione nel § 8.

§ 7. ONDULAZIONE E CUSPIDAZIONE

Fermiamo ora la nostra attenzione sulle intersezioni di A* col circolo
dei flessi, quanto per esse si espone valendo in senso dualisticamente cor-
relativo pelle intersezioni di A col circolo delle cuspidi.

Abbiamo enunciato che pei punti di A* si ha A¥ =0 e pei punti del
circolo dei flessi: A* = 00 onde pel punti di intersezione la funzione A¥*
si presenterebbe dalla forma O : 0 e cioé di valore apparentemente inde-
terminato.

Questi punti di intersezione non possono essere che due, e cio¢ il
punto mobile che cade in Q e che diremo Q¥ ed il punto A%, in cui la
parallela per @ all’assintoto di A incontra il circolo dei flessi (dovendo ov-
viamente questo punto corrispondere al punto all'co di A).

Ora noi abbiamo gia osservato (V. § 5), che nel punto Q% la funzione
A* non ¢ in realta indeterminata, perché questo punto appartiene all’asse
(x) lungo il quale A* ha un valore costante e finito; d’altronde Q¥ descrive,
come abbiamo osservato, una cuspide di curvatura in generale infinita,
singolarita per la quale 1’ acceunata condizione deve appunto verificarsi.
(V. InTrOD.).

Il punto Q* appartiene dunque bensi al luogo A¥, ma non descrive
in generale una traiettoria a curvatura stazionaria, e parimenti Q appar-
tiene bensi al luogo A ma non e, in generale, centro di curvatura sta-
zionaria.

Fermiamo ora la nostra attenzione sul punto A%, in cui A* taglia
ulteriormente il circolo dei flessi. La indeterminazione di A* non & in esso
che apparente, ed e facile concludere dalla (11) che in realtda A* — co,
cid che deve essere altresi pei principii generali esposti nella INTrROD. per
le traiettorie di curvatura nulla. D’ altronde differenziando la (5) (tenuto
conto delle (9)):

®) (EZZ% _smyp 1

si ottiene facilmente pei punti del circolo dei flessi:

ap 3/1 cot o
ﬁ—p—(,(?Jf 50)

r¥ Po

espressione che si annulla nel punto A% di intersezionc di A* col cir-
colo dei flessi, e dimostra che la traiettoria di 4%, presenta la singolarita

6
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di curvatura nulla e stazionaria che abbiamo denominato ondulazione (in
cul v raggiunge il valore 0O senza cambiare di segno). (V. INTrOD).

Per ovvie considerazioni dualistiche, o direttamente, possiamo dunque
concludere che nel punto A, in cui il luogo A taglia il circolo delle cu-
spidi, una retta goo® di X* inviluppa la singolaritd correlativa della ondu-
lazione e cioé una cuspidazione, la quale sipud concepire come risultante
da due cuspidi coincidenti ed & un tratto di curvatura infinita in cul €

passa pel valore zero senza cambiare di segno.
Possiamo dunque enunciare in forma dualistica; (V. le fig. 23, 24, 25).

11 lwogo A* incontra il circolo de:
flessi mel pumto A%, individuato dal
raggio vettore corrispondente all’ango-
lo ¢ dato dalla:

S

tg?z R

il quale gode la proprieta di descrivere

una traiettoria in ondulazione, secon-
) i

do la direzione g, passante per Y.

1l Tuogo A incontra il circolo delle
cuspidi in un punto A, ndividuato
dal raggio vettore corrispondente al-
Uangolo o dato dalla :

S
e
il quale gode la proprieta che la retta

g%, dal fascio Y* passante per esso vi
mviluppa una curva in cuspidazione.

Questi punti si possono dunque determinare anche senza tracciare le

cubiche A A*.
Osserviamo inoltre:
1l punto A%, di cui la traiettoria si
mamntiene di curvatura nulla per due
movimenti successivi, deve riguardarsi

come Uintersezione di due successivi |

circoli dei flessi mel movimento conti-
nuo di X¥.

11 punto A, nel quale una retta di
X* imwiluppa una curve la cwi curva-
tura si mantiene infinita per due mo-
vimenti successivi deve riguardarsi co-
me intersezione didue successivi circoli
delle cuspidi nel movimento continuo
di X*.

Questo modo di vedere puo analiticamente confermarsi differenziando

rispetto a o le equazioni dei circoli
Ed infatti differenziando :
7* — p, sen o = 0

tenuto conto delle (9) si giunge alla:

2 1 ) 1 dp,

———Jeos o + — -
<9 o RN
e cioé pelle (10):

sing=10

tgp=— R

dei flessi e delle cuspidi.
Ed infatti differenziando :
r+ p,sing =0
tenuto conto delle (9) si giunge alla:
(E WL cos © +—1— de, sin @ =
g 8 b
e cioé pelle (10):

S
tge = —x=

Da questo modo di considerare la genesi dei punti*di ondulazione e
di cuspidazione si deducono altresi gli importanti enunciati :

1l punto A* divide il circolo dei
flessi in due archi, a partire da Q, pei
quali i rami dei flessi si incurvano in
senst contrari rispetto a un osservatore
situato in Q.

11 punto Ay, divide il circolo delle
cuspidi . due archi, a partire da 2,
pei quali le cuspidi inviluppate si ri-
volgono in sensi contrari rispetto a un
osservatore situato in Q.
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Ed infatti (enunciato di sinistra) 1 punti dell'attuale circolo dei flessi
situati rispettivamente sui due archi in cui 4% lo divide a partire da 2,
si troveranno In seguito a un piccolo movimento di X¥, essere gli uniin-
terni e gli altri esterni al nuovo circolo dei flessi; ed in tale condizione,
se le traiettorie degli uni sono concave verso 2, le traiettorie degli altri
saranno convesse e, viceversa, ci0 che dimostra 'enunciato in parola.

Da questo enunciato e legittimo dedurre il correlativo, poiché nella
dualita di posizione che governa le leggi del movimento

delle rette g#, del fascio di centro
Y#, rispetto al punti Ao del circolo
delle cuspidi,

dei punti A%, del circolo dei flessi
rispetto alle rette g, del fascio di
centro Y,

sono fatti cinematici correlativi:

il trovarsi A%, da una parte o dall’al- | il trovarsi g¥#, da una parte o dall’al-
tra dalla retta g, sulla quale si tro- | tra del punto 4y pel quale passava
vava inizialmente. inizialmente.

I due enunciati precedenti relativi alla curvatura dei flessi ed al senso
delle cuspidi sono illustrati dalla fig. 27, la quale rappresenta un movimento
elementare caratterizzato dai parametri R* — — R = S = 200 mill.

I luoghi A* e A sono dunque cubiche eguali e simmetriche rispetto a (x) e tagliano
rispettivamente 1 circoli dei flessi e delle cuspidi in punti simmetrici.

Il movimento di ¥ & ottenuto assumendo due punti 4; 4; di A come perni fissi e
i corrispondenti 4;%4;% di A¥* come perni mobili di un quadrilatero articolato alla cui
biella la figura mobile =¥ si suppone connessa. Si sono in tal modo tracciate le traiet-
torie di un certo numero di punti del circolo dei flessi nonché la ondulazione di A%,
secondo go0, € parimenti le cuspidi inviluppate da rette del fascio di centro Y#*, non-

ché la cuspidazione di g¥. in Ago.

E chiaro che la curvatura dei rami dei flessi da una parte o dall’ altra di A¥*q,
parimenti il senso delle cuspidi prima e dopo 4o soddisfano agli enunciati precedenti.
Si osservi anche la cuspide descritta del punto mobile che cade sul centro istan-

taneo Q.

Estendendo al movimento continuo la genesi dei punti di ondulazione

e di cuspidazione possiamo enunciare :

11 luogo dei successivi punti di on-
dulazione ¢ il luogo delle successive in-
tersezioni dei circoli e dei flessi relativi
ai successivi istanti del movimento.

Questo luogo & dunque il secondo
inviluppo dei circoli dei flessi, 'altro
essendo dato dalla polodia mobile o
dalla fissa, secondo che il luogo delle
ondulazioni si consideri in X¥ ov-
vero in X.

11 luogo dei successivi punti di cu-
spidazione & il luogo delle successive
intersezioni dei circoli delle cuspidi,
relativi ai successivi istanti del movi-
mento.

Questo luogo é dunque il secondo
inviluppo dei circoli delle cuspidi,
Paltro essendo dato dalla polodia fis-
sa o dalla mobile, secondo che il luo-
go delle cuspidazioni si consideri in
¥ ovvero in X*.
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Nel movimento continuo della ¥* adunque :

1 due luoghi fisso e mobile delle on-
dulazioni si toccano tagliandosi nel-
Uattuale punto di ondulazione ove sono
tangenti all’attuale circolo dei flessi,
ed il Tuogo mobile rotola strisciando
sul fisso in modo che il punto attuale
di contatto descrive una ondulazione
secondo una direzione goo del piano
fisso X passante pel polo attuale dei
flessi.

Possiamo inoltre dimostrare :
le successive rette g, di X secondo le
qualy hanno luogo le successive ondu-
lazioni sono le tangenti al luogo dei
successivi poli dei flessi, che diremo
polodia dei flessi. '

I due luoghi fisso e mobile delle cu-
spidazioni st toccano tagliandosi nel-
U attuale punto di cuspidazione, ove
sono tangenti all’attuale circolo delle
cuspidi ed il luogo mobile rotola stri-
seiando sul fisso in modo che una retta
g% di X* passante pel punto di con-
tatto e pel polo attuale delle cuspidi,
mwiluppa nel punto di contatto una
cuspidazione.

le rette g*,, che successivamente si tro-
vamo in cuspidazione sono le tangenti
del luogo dei successivi poli delle cu-
spidi, che diremo polodia delle cuspidi.

Ed infatti (enunciato di sinistra) se noi diciamo Y, il nuovo polo dei
flessi dopo il rotolamento di ds* su ds (fig. 1), & facile vedere che la ¥y ¥,
forma coll’asse () un angolo ¢ il quale & dato dalla:

tge

_(p—podr

dpo

la quale poiché pdt = ds, puo scriversi:

it 1
t s=<———>:
4 o P

1 dp,

90.‘E_

‘édtm

e cosi dimostra che la retta goo ¢ appunto la tangente alla polodia dei
flessi nell’ attuale polo dei flessi 1). Analogamente o per dualita di posi-
zione si deduce l'enunciato correlativo.

Possiamo dunque riassumendo enunciare che nel movimento continuo

di X* (in generale):

esiste un luogo dv ¥ di cui in ogni
istante un punto descrive una ondula-
zione secondo la tangente alla polodia
dei flessi nel polo attuale dei flessi,

esiste un luogo di X¥, (la polodia delle
cuspidi) di cui in ogni istante una tan-
gente (la tangente mel polo attuale
delle cuspidi) nviluppa una cuspida-
zione in un punto di X (il punto di
cuspidazione).

1) Cio puod anche dimostrarsi in modo affatto elementare considerando due successi-
vi circoli dei flessi ed osservando che la retta che congiunge la estremita dei due dia-
metri passanti per uno dei loro punti di intersezione passa per I'altro punto d'intersezione.
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II movimento elementare costituito da due movimenti infinitesimi suc-
cessivi pud dunque sempre riguardarsi come determinato dalla condizione
che un punto di X¥ percorra una retta di ¥, mentre per un punto di X

passa una retta di X¥.

Osserviamo infine :
la mormale alla polodia delle cuspidi
da in ogni istante la direzione dell as-

sintoto del luogo A* della curvatura
stazionaria nella figura mobile X¥.

la normale alla polodia dei flessi da
in ogni istante la direzione dell assin-
toto del luogo A della curvatura stazio-
naria. nel piano fisso X.

Regioni delle traiettorie a due flessi e degli inviluppi a due cuspidi.

Supponiamo ora che i due rami della ondulazione di 4%, siano con-
vessi verso @ (come p. e.nella fig. 27) e prendiamo a considerare un tratto
finito della traiettoria di un punto A* esterno al circolo dei flessi e vicinis-
simo ad A%,. Questa traiettoria, per ovvia legge di continuita, differira po-
chissimo dalla forma della ondulazione, e dovra quindi ad una certa distanza
da A* presentarsi convessa verso Q; ma poiché in A¥ essa & concava verso
Q (V. § 3) cosl e evidente che essa deve essere costituita di due flessi di-
stinti e consecutivi. Parimente se la ondulazione fosse concava verso @ si
dimostra che un punto interno al circolo dei flessi e vicinissimo ad A%

deve godere 'accennata proprieta.

Questa proprieta ammette ovviamente la correlativa onde possiamo

enunciare :

In prossimita del punto di ondula-
zione esiste una regione di ¥* di cui
i punti descrivono traiettorie che
presentano due flessi distinti e con-
secutivi.

Diremo questa la Regione delle tra-
iettorie a due flessi.

In prossimita del punto di cuspi-
dazione esiste una regione di X entro
la quale le rette di ¥* perpendico-
lari al raggio vettore inviluppano
delle curve che presentano due cu-
spidi distinte e consecutive.

Diremo questa la Regione degli in-
viluppi a due cuspidi.

Questl enunciati risultano anche dal fatto che i punti A%, e 4, ap-
partengono agli inviluppi dei successivi circoli dei flessi e delle cuspidi
rispettivamente ed & quindi evidente che:

in vicinanza di A%y possiamo tro-

vare infiniti punti per ciascuno dei

quali passano due circoli dei flessi

in vicinanza di A possiamo trovare
infiniti punti per ciascuno dei quali
passano due circoli delle cuspidi

relativi a due istanti del movimento che differiscono di un intervallo

finito.
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La regione (regione di ¥¥) delle tra-
iettorie a due flessi non ¢ dunque
tutta interna o tutta esterna al cir-
colo attuale dei flessi, o comunque
limitata da esso, ma é invece limi-
tata da una parte, dal luogo (mobile)
delle ondulazioni.

Soltanto possiamo affermare che
lungo il raggio vettore da Q@ ad A%, 1
punti le cui traiettorie presentano
due flessi si trovano internamente ov-
vero esternamente al circolo deiflessi
secondo che 1 rami della ondulazione
di A* ;) sono concavi o convessi verso
Q dipendentemente dal segno della:
A3y

e e cioe della :

d /1  coto
E( S+T)

nel punto A ,* di X*.

La regione (regione di X) degli invi-
luppt a due cuspidi non & dunque
tutta interna o tutta esterna al cir-
colo attuale delle cuspidi, o comun-
que limitata da esso, ma & invece
limitata da una parte, dal luogo (fisso)
delle cuspidazioni.

Soltanto possiamo affermare che
lungo il raggio vettore da Q@ ad A, le
perpendicolari al raggio medesimo di
cui gli inviluppi presentano due cu-
spidi, lo incontrano internamente od
esternamente al circolo delle cuspidi
secondo che 1rami della cuspidazione
in A,, sono concavi o convessi verso

Q, dipendentemente dal segno della:
d’s' 2
—— e cloe della:

de?
d(1  coto
?ZE(F +—R*__)

nel punto A4,, di X.

Per l'enunciato di sinistra ¢ anche facile concludere che 1 rami della

ondulazione sono convessi verso Q se o5 ° positivo; ed infatti nelle for-
G
; 3 = . dd :
mole generali del § 1. il valore positivo di T caratterizza la curvatura

delle traiettorie dei punti situati internamente al circolo dei flessi, le quali

sono appunto convesse verso Q.

Onde chiarire il senso concreto dell’enunciato che lungo il circolo delle

cuspidi la direzione delle cuspidi inviluppate durante il movimento elementare
cambia di segno in 4, mentre i punti del circolo stesso in vicinanza di Ao
appartengono alla regione degli inviluppi a due cuspidi, abbiamo rappresen-
tato nella fig. 27" (in forma semplicemente dimostrativa) 1’ andamento
geometrico di un tratto finito degli inviluppi delle rette che attualmente
inviluppano una cuspide, prima e dopo il punto di cuspidazione. Questa
figura non abbisogna di ulteriori dilucidazioni.

NOTA SUL CENTRO DI ACCELERAZIONE

Il parametro S della curvatura stazionaria definisce altresi la posizione del centro
di accelerazione. Abbiamo veduto infatti (V. la nota a pag. 16) che il circolo dei flessi
¢ il Tuogo dei punti di X* di cui la accelerazione normale & nulla; possiamo ora dimo-
strare che nella ipotesi che si ritenga costante la wvelocitd di rotolamento , e cioé sia
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ds . i e ¢ G :
1# — costante , il luogo dei punti di cui & nulla la accelerazione tangenziale e pure
[

un circolo, il quale é individuato dal parametro S.
Ed infatti, in tale ipotesi, differenziando la espressione della velocita v di un punto
qualunque di Z¥:

s B9 5 %
7t o
tenuto conto della:
l dr# o ]
W — COS @

si ottiene pella accelerazione tangenziale:

dv IS AN 8 r¥  idp,
e G A )

espressione che ¢ nulla pei punti del luogo:

dpg 1
e TS Sud 5 [N Gl
r* = py COS P: i 8

S cos ¢

e cioé pei punti del circolo di diametro% S passante per Q e di cui il centro é sul-
I'asse (x).
Questo circolo taglia inoltre il circolo dei flessi nel punto individuato da

1
cot ¢ :(di:

punto di cui é nulla la accelerazione totale (centro di accelerazione).

Quattro punti singolari sono dunque da considerare sul circolo dei flessi e cioé:

10 il centro istantaneo di cui € nulla la velocitad e 'accelerazione;

20 il centro di accelerazione di cui € nulla la sola accelerazione;

30 il polo dei flessi;

40 il punto di ondulazione.

Il centro di accelerazione si determina dunque facilmente quando si ritenga co-
stante la velocita di rotolamento, e cioé siritenga il tempo contato uniformemente lungo
I'arco delle polodie rotolanti.

Il punto di ondulazione e il centro di accelerazione coincidono col polo dei flessi

d - L
quando siaTZ" =0 e cioé¢ il parametro S sia infinitamente grande.
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§ 8. CURVATURA STAZIONARIA NEL MOVIMENTO DI UNA BIELLA.

Se il movimento di X¥ & determinato dalla biella di un meccanismo
elementare A1 41* As A>® laricerca dei parametri R R* S, e dei luoghi AA*
puo farsi con grandissima semplicita mediante 1 principi esposti nel § 6.

Ed infatti le traiettorie dei perni mobili A;1* As*, essendo circolari de-
vono riguardarsi come aventi coi rispettivi circoli di curvatura di centri
Ay As, un contatto di ordine qualsivoglia, e quindi i perni mobili 4:* 4>* de-
vono essere situati sul luogo A¥, ed i perni fissi 41 A2 devono parimente
essere situati sul luogo A.

Sono dunque noti due punti di ciascuna delle cubiche A e A*.

Costruzioni grafiche.

Come fu dimostrato nel § 6 la determinazione grafica dei parametri
della curvatura stazionaria e il tracciamento dei luoghi A A* puo farsi col-
I'uso della sola squadra 1), quando siano noti gli assi del movimento () (¥).

Per maggiore chiarezza di esposizione ripeteremo in forma completa
la determinazione grafica dei parametri R R* § per un meccanismo elemen-
tare (quadrilatero articolato fig. 17).

Determinati gli assi (x) (y) si tirino in 4y e 4,* le perpendicolari alla
manovella [1] sulle quali gli assi tagliano 1 segmenti X; V3, Xi1* 7%, di cul
sieno H; e Hi* 1 punti di mezzo; parimente tirate in 4s e A»* le perpendi-
colari alla manovella [2] su cui gli assi tagliano i segmenti X, ¥, Xo¥ 12¥,
siano He e Hp* i punti di mezzo di detti segmenti.

Le rette HiHs, Hi*H>* devono incontrarsi in un medesimo punto X

dell’ asse (z) il quale dista da Q della lunghezza % S, ed incontrano

lasse (y) in punti ¥ e ¥* distanti da Q delle lunghezze % R e %R* ri-
spettivamente.

I punti ¥'e Y*sono i centri di curvatura dei rami delle cubiche A A*
tangenti in Q all’asse (), mentre X & il comune centro di curvatura dei
rami tangenti in Q all’asse (y) ete. ete. I rapporti — S:R e — 8 : R* indivi-
duano quindi i raggi vettori per i quali incontrano i circoli dei flessi
e delle cuspidi rispettivamente nel punto di ondulazione Ag* e di cuspida-
zione Aqo.

) Avendo presente che si pud bisecare un segmento rettilineo coll’uso della sola
squadra.

Poiché inoltre, dato un meccanismo elementare, la determinazione degli assi del mo-
vimento della biella si fa coll'uso della sola squadra (v. § 4) cosi non & senza interesse
il constatare che il tracciamento dei luoghi della curvatura stazionaria pel movimento
di una biella non esige il compasso.
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Se poi il dato meccanismo elementare ¢ una manovella di spinta, il
punto Ay, ¥ coincide colla testacroce !), dovendo evidentemente la testa-
croce trovarsi sul circolo dei flessi e sul luogo A*. Parimente se il dato
meccanismo & un glifo-manovella, il perno fisso del glifo o cursore coincide
con 4,,, ed infine se il dato meccanismo & un glifo-testacroce i1 perno
della testacroce e il perno del cursore coincidono rispettivamente con
Ago* ed Ago 2). In questi casi indicheremo detti punti coi simboli Age®
e Aooo.

Serie equivalenti

Se supponiamo dati i luoghi della curvatura stazionaria AA*, & evi-
dente che tirando due raggi per Q ad arbitrio noi possiamo individuare
una doppia infinitd di meccanismi elementari, di cui i perni fissi sono su
A e i mobili su A* i quali godono la proprietd di imprimere alla X* con-
nessa alla loro biella movimenti elementari caratterizzati dagli stessi pa-
rametri, e cio® movimenti elementari pei quali gli stessi punti di un luogo
A* descrivono traiettorie a curvatura stazionaria intorno ai punti di uno
stesso luogo A.

Diremo: Serie di meccanismi equivalenti o: Serie equivalente, e piu bre-
vemente: Serie una simile infinita di meccanismi, la quale comprende, in
generale:

1.0 Una doppia infinita di quadrilateri articolati;
2.0 Una semplice infinita di manovelle di spinta ;
3.0 Una semplice infinita di glifi-manovelle;
4.0 Un unico meccanismo del glifo-testacroce.

Una simile serie ¢ sinteticamente rappresentata nella Fig. 25 in cui
abbiamo indicato il cursore, la testacroce ed una coppia di manovelle, ap-
partenenti ai meccanismi elementari di una serie equivalente. Analoghe
rappresentazioni possono farsi sulle Fig. 23 e 24.

Determinazione analitica dei parametri R, R* S,

Se 71 @1, 72 ¢2, coordinate di Ay As sono due coppie di valori che sod-
disfano la (12), e parimente se 71* ¢1, 72* g2 coordinate di 4,* As* sono due
coppie di valori che soddisfano la (12)*, queste due equazioni possono scri-
versi in forma di determinanti:

1) La traiettoria di 4y* essendo in tal caso reftilinea non é propriamente una on-
dulazione ordinaria, ma puo riguardarsi come una ondulazione di grado « ; analogo enun-
ciato vale pella cuspidazione nel caso del Glifo-manovella.

2) I meccanismi delle famiglie 52 e 62 e cioé il Glifo a croce e il Giunto di Oldham,
rientrano fra i casi particolari pei quali ha luogo degenerazione dei luoghi della curva-
tura stazionaria in circoli e rette, dei quali faremo separata trattazione nel Car. IV.

7
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[ 1 1 1 = ' _1 1 ) 1 ==,
r sing cos ¢ | ¥* sing cos @
| g e e g 1
18) | L2 SETDL R st | s w . 2R
1 sy COS 91 | 17 SIn @1 COS @1
J ! !
! RENE N 0 TS
72 sings cOS g | | 72* sinos cos g2 |

riducibili anche alle notevoli forme simmetriche:

14 M(cot v1—cotb cpo)—{— <cot 02 —Ccot <p> -

-+ 9;ﬁ(cof; ® — cot go1> = 0
2

COos
(14 i

’1‘1*

(cot @1 — cotb gcz) —I—CO—S(‘DI—(cot ®y— cot (p) +

COS P2

- o (cot p—cob <p1> =)

le quali sono facili a ricordare grazie alla permutazione ciclica degli indici:
Dalle (18) e (13)* si ricavano altresi le espressioni dei parametri R R* 8.

COS g1 COS P2 COS 1 COS P2

it ca e GOk A5)* == S,

(15) R cot g1 — cot @2 R* " cot g1—cot s
sen g1 sen g, sen ¢  sen gp
L G R (R L RN 0 N
(16) S tgp—tge tg o1 —tg o2

I'eguaglianza delle due espressioni di %risulta,ndo ovviamente dalla equa-

zione generale della curvatura.

B anche facile verificare che queste formole altro non sono che la
espressione analitica delle costruzioni grafiche dei valori di R ed S (cor-
relativamente di R* ed §) precedentemente esibite ed illustrate nella Fig. 17.

Per mezzo della (16) possiamo inoltre stabilire una interessante re-
lazione la quale ci dimostrera che il parametro S dipende esclusivamente
dai valori di ¢1 e g2 e dalla distanza OQ (essendo O il punto di interse-
zione di A; As colla A41* As* situato sull’asse di collineazione delle aj e as

(v. § 3.
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Ed infatti, note le posizioni di A4 A:4.* (v. fig. 20) si hanno evi-
dentemente fra le aree dei triangoli di vertice @ le due relazioni :

QA14s = Q4 0 — Q4,0
QA% 4% = QA:*0 — QA4;:*0

e cios, posto Q0 = ¢ :

71 72 sin (1 — 2) = (r2 sin 1 — 71 sin g2) . @

71¥ r2¥ sin (p1 — g2) = (r2¥ sin g1 — ¥ sings) . ¢
dalle quali si ricava facilmente.

sen¢: sSings sen ¢  Sin g
COS 1 COS P2 1 e ri¥* ro¥*
q tgpn—tge tgom—tge
relazione che scriviamo :

== %’ pella (16),

(16)"= q = S COS %1. COS %2

e che dimostra appunto che il parametro § dipende soltanto dai valori
di P1 P2 q.

Allorquando siano noti questi valori la (16)" mostra che la costru-
zione grafica del valore del parametro s pud farsi, molto semplicemente
innalzando (v. fig. 20) da O una perpendicolare alla 0 ad incontrare a;
in @1 (ovvero as in @) e quindi da @i la perpendicolare ad ai (ovvero da
@2 la perpendicolare ad as) fino a incontrare 1'asse (z) in Sy, risultando
evidentemente : Q8, =s.

Determinati adunque, sia numericamente colle (15) e le (16), sia gra-
ficamente mediante le costruzioni dianzi indicate i valori dei parametri
R R* 8, le relazioni (10) ci danno pei raggi di curvatura delle polodie e
pella variazione di go le espressioni :

Bos. . Boath
P S L8
17 deo _ o 2
AT AR Pl
o RE TR see

Osserviamo infine che le formole (13) (14) (15) (16) e relative costru-
zioni grafiche fanno completamente difetto, né possono in alcun modo ap-
phicarsi per due ipotesi singolari e cioé :

a) quando 1 punti 4:* As* ed i centri Ay As si trovano su una
medesima retta (caso del meccanismi elementari in configurazione di punto
morto);

0) quando sia la 4;4;% parallela alla 4> 45* e quindi Q situato a
distanza infinita (caso di meccanismi elementare in configurazione parallela).
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Riservandoci di fare una speciale trattazione del caso contemplato in
questa seconda ipotesi il quale presenta sensibili anomalie (v. Car. V), ci
occuperemo ora di investigare in qual modo si possa, nella prima ipotesi
o ipotesi di punto morto, giungere alla determinazione dei valori dei pa-
rametri R R¥ S.

Indeterminazione di punto morto.

Se i due punti 4;1¥4:* e i due centri 414 si trovano su una mede-
sima retta, le direzioni degli assi del movimento risultano indeterminate
net limiti di un solo movimento infinitesimo. Ed infatti nella legge generale
di curvatura definita dalla (3) e rappresentata nella fig. 4, la quaderna
A1 A1* A345% si pud pensare come situata su un raggio qualunque per Q.
Se perd A; ed As debbano essere centri di curvatura delle traiettorie di A;*
ed A:* per due o pitt di due movimenti infinitesimi successivi (come & il
caso per un quadrilatero articolato) la retta che contiene A; ed 4> deve
essere asse di simmetria del movimento elementare di X* e come tale deve
coincidere coll’asse (7). In tale ipotesi la condizione: g; = g2 implica ne-
cessariamente la: g1 = g2 = 900.

Con questo valore di 1 e ¢ le espressioni (15) (15)* e (16) delle —;{— s
1

TR T si presentano di forma indeterminata, ma tale indeterminazione

almeno pelle R ed R*, non puo essere che apparente, essendo pelle (10) le
R ed R¥ funzioni delle p p* che devono pur avere determinati’valori.

Ed infatti se differenziamo rispetto a @, 1 numeratori e i denomina-
tori delle (15) e (15)* rignardando in esse le 71 72 r1¥ 72* ©1 2 come fun-
zione di o, tenuto conto delle (9), che generalizziamo nella forma :

oy e dp. 1 seng, 1 sen ¢;
©) e e S h @ Pl e r¥

e ponendo nei risultati g1 = g2 = 900, otteniamo :

: 1 1 1
Lim. e L S Ao
(18)
y 1 1 1 1
Lim. R* + ro* ¢*

mentre procedendo analogamente pella espressione (16) si ottiene :

By %:o.
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Combinando le (18) colle (10) :

1 1 3 il
o ~,:R+R*

(18)v
1 4! 3 1
e + ro* = R= +f

1
'8 71 )—* ri¥ + ro¥* )
1 3 1 | 1
Aﬁ:?(ﬁ 7‘2 )—— 8 ( 7‘1+ 7‘2)

espressioni radicalmente diverse dalle (15).

Il procedimento di ulteriore differenziazione dianzi impiegato non ha
in realta altro senso se non che nel caso dipunto morto per determinare
le leggi della curvatura stazionaria é mecessario prendere in considerazione
non gia due, ma tre movimenti infinitesimi successivi; precisamente come, se-
condo osservammo in principio, ¢ necessario prendere in considerazione
non gia un solo ma due movimenti infinitesimi per determinare, nel caso
di punto morto, la legge generale della curvatura.

Ed in realta la X* connessa alla biella di un quadrilatero articolato
a punto morto A; A1* As As2* gode di una liberta di movimento infinitesimo
maggiore di quella che compete alla biella di un quadrilatero articolato
qualunque.

Noi dobbiamo infatti ammettere che nel primo caso la distanza di
un punto qualunque dell’ arco infinitesimo ds; della traiettoria di 4:1¥ da
un punto qualunque dell’ arco infinitesimo dss della traiettoria di A»* o
sempre eguale alla lunghezza della biella 4:* A45*, la quale per conseguenza
puo prendere sugli archi ds; e dss infinite posizioni infinitamente vicine,
entro i limiti delle quali la posizione rispettiva delle manovelle e quindi il
rapporto delle loro velocitd angolari sono necessariamente indeterminati.

Da cid deriva la necessita, in questo caso, di prendere in considera-
zione un numero di movimenti infinitesimi che & di una unitd maggiore
del numero in generale necessario per determinare le proprieta e leggi
del movimento e constateremo (v. § 10) che lo stesso principio vale anche
‘pelle proprieta di curvatura pseudo-stazionaria.

dalle quali si rica,va,'

T_

(19)

mlr—&

1l senso che deve in questo caso attribuirsi all’annullamento di

forma oggetto di estese ricerche nel Cap. IV.
2

Ci limitiamo qui ad osservare che tale condizione equivale alla d—;;—) =0

la quale esprime che entro i limiti di due movimenti infinitesimi , la

il dow |
velocita angolare —— & costante.

de



CAPITOLO III.

TRE MOVIMENTI IMFINITESIMI

§ 9. LE COPPIE PRINCIPALI

Come la considerazione di due movimenti infinitesimi e cioé di quattro
posizioni di X* infinitamente vicine ci ha guidato alla determinazione dei
luoghi della curvatura stazionaria, cosi la considerazione di tre movimenti
infinitesimi, e cioé di cinque posizioni di ¥* infinitamente vicine, ci dimo-
strera che esistono in generale quattro suoi punti 4% 4»* As* A4* ciascuno
dei quali gode la proprieta che le cinque sue posizioni successive si tro-
vano su di un cerchio, il cerchio osculatore della rispettiva traiettoria.

Questa traiettoria ha dunque col suo cerchio osculatore un contatto
del 4° ordine.

Diremo questi punti: punti mobili principali ovvero, secondo le deno-
minazioni adottate nella INTROD.: punti a curvatura pseudo-stazionaria della
figura mobile X*.

Parimente diremo : centri fissi principali ovvero: centri di curvatura
pseudo-stazionaria i rispettivi centri di curvatura A4, As As As.

Una considerazione elementare puod persuaderci a priori della esistenza
di queste quattro coppie principali.

Designando infatti con Z° 2.0 3. i tre movimenti infinitesimi succes-
sivi ed inoltre con:

A*, 1l luogo A* relativo al movimenti 70-2o
A*,; il luogo A* relativo al movimenti Zo-3°

& chiaro che un punto comune a A*, A*,; gode della proprieta che cinque
sue posizioni successive si trovano sul circolo osculatore della sua traiettoria,
di cui il centro & il corrispondente punto di intersezione dei luoghi A,A,;

di X.
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Ora 1 punti di intersezione dei luoghi A*,A%,, fra loro (e cosi pure di
ApA,; fra loro) sono in generale quattro, e non mai piu di quattro ; ed
infatti due simili cubiche hanno tre punti comuni in Q (ci6 che & facile
constatare tracciando le cubiche relative a due istanti di un movimento
continuo, che differiscono di un intervallo finito) e comuni pure i due punti
ciclici, onde non possono ulteriormente tagliarsi che in quattro punti, 1)
come ci verra confermato dalla ricerca analitica che segue.

Secondo quanto fu esposto nella INTrROD. le coppie principali, o coppie
di curvatura pseudo-stazionaria 4,4* devono infatti soddisfare le

d LRI d? B iy
dc<r——r) —0 g <r—-7*> =0
e ciod le equazioni correlative (12) e (12)* dei luoghi AA* e le equazioni

correlative che si deducono da esse differenziandole rlspetto a .
Adoperiamo all'uopo la (12)

1 1 1
bl 7~ Rsen ',o+S cos ©

nella quale si devono riguardare le » ¢ R S come funzioni della variabile

indipendente s.
Differenziando dunque la (12) ed eliminando dal risultato » colla (12) e

dr dyp
i colle (9):

dr dp 1 senp 1 1 tgo
©) Wil S0 st Dt e B T

tenuto conto delle (10) e con alcune facili riduzioni si ottiene :

S S ds s? dr S
(20) tg* <.v—< =+ 5 )tg3 ‘H‘(—-‘ 1 )tg2av +<?-3;—3—R—>tg<? s

1) Considerando cinque posizioni di =* e intervalli finiti il Burmester (Civil. In-
genieur. Bd. XXII XXIIT) ha cosi dimostrato 1’esistenza di quattro punti, le cinque
posizioni di ciascuno dei quali si trovano su di un circolo; e lo Schonflies (Geom. der Bewe-
gung) estende la proprieta al movimento continuo.

Ma & soltanto col procedimento analitico di differenziazione della »—»* rispetto a
g, che si puo giungere alla determinazione delle coppie principali, ed esaurire lo stu-
dio delle loro proprietd geometriche, mentre la trattazione del problema in termini fi-
niti fatta dal Burmester nel suo pregevole lavoro, non pud condurre che a costruzioni
grafiche molto complicate e poco suscettibili di applicazioni alla Teoria dei meccanismi.



equazione di 4" grado in tg » di cui le radici ¢i danno i quattro valori
r1 2 3 1 che individuano su A e A* le quattro coppie principali inco-
gnite.‘

E dunque a priori evidente che la stessa equazione (20) deve otte-
nersi differenziando la equazione (12)* dal lnogo A¥; ed infatti la (20) &
una equazione di cui i coefficienti sono simmetrici rispetto agli elementi
di ¥ e X* Cio & ovvio pel primi tre termini e pel termine noto, mentre

~

pel quarto termine, ¢ facile dimostrare, differenziando le (10) che:

P 4R 4 8
*do

(=] l¢))
[S4))

SR e

g2 dR* S

@ Ow

Considerando il movimento continuo della X* possiamo anche enun-

clare:

Il Juogo dei punti mobili princi-
pali nella ¥* costituisce insieme alla
polodia mobile I’ inviluppo dei suc-
cessivi luoghi A* relativi ai successivi
istanti del movimento, e lo denomi-
neremo: Lauogo mobile della curvatura
pseudo-stazionaria, ovvero luogo W#.

\

Tl luogo dei centri principali in ¥
costituisce insieme alla polodia fissa
I’ inviluppo dei successivi luoghi A
relativi ai successivi istanti del mo-
vimento, e lo denomineremo: Luogo
fisso della curvatura pseudo-staziona-
ria, ovvero luogo W.

B ora interessante di investigare le eventuali intersezioni di W* e W

coi luoghi delle ondulazioni e cuspidazioni rispettivamente.

Pseudo-ondulazione

Quando la (20), fosse soddisfatta

da: tgp = —% uno dei punti mo-

bili principali cadrebbe nella inter-
sezione Ag® di A¥ col circolo dei
flessi. La traiettoria di A, * avrebbe
dunque colla sua tangente un con-
tatto del 4° ordine, e cioé presen-
terebbe la singolarita che pud con-
cepirsi come derivante da tre flessi
successivi infinitamente vicini, e che
abbiamo denominato: (INTrROD.) On-
dulazione di 3.0 grado.
‘Designeremo perod questa singola-
rita anche col nome di: pseudo-on-
dulazione il quale sta ad indicare che

Pseudo-cuspidazione

Quando la (20) fosse soddisfatto da:
tgp = — RST uno dei centri prin-

cipali cadrebbe nella intersezione Ago
di A col circolo delle cuspidi. I/in-
viluppo di goo* presenterebbe quindi
nel punto Ao la singolarita che puo
concepirsi come derivante da tre cu-
spidi successive infinitamente vicine,
e che abbiamo denominato: (INTROD.)
Cuspidazione di 3.0 ordine.

Designeremo perd questa singola-
rita anche col nome di pseudo-cuspi-
dazione 1l quale sta ad indicare che il

8
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il punto di ¥¥ la cul traiettoria pre-
senta la singolarita in parola deve
riguardarsi come un punto di inter-
sezione dal luogo mobile W* della
curvatura pseudo-stazionaria col luo-
go mobile delle ondulazioni.

punto di ¥ nel quale una retta di X*
invﬂup'pa lasingolarita in parola deve
rigunardarsi come un punto di inter-
sezione del luogo fisso W della cur-
vatura pseudo-stazionaria col luogo
fisso delle cuspidazioni.

Rispetto alla forma di queste singolarita ricordando quanto fu espo-
sto mnella INTROD. possiamo enunciare :

La pseudo-ondulazione simula la |

La pseudo-cuspidazione simula la

forma di un flesso molto allungato | forma di una cuspide molto breve la

il senso della curvatura dei suoi rami

At
essendo dipendente dal segno d.l—d(—;_}i.

| tore in ) dipende dal segno di i

| - - . S
cul direzione (rispetto a un osserva-

dis'
o

lo}

Designeremo con Ago* e Aooo 1 punti di pseudo-ondulazione, e pseudo-
cuspidazione. La genesi di queste singolarita da tre flessi o da tre cuspidi
coincidenti rispettivamente ci permette inoltre di enunciare:

Un punto di pseudo-ondulazione
pud riguardarsi come un punto di X¥
pel quale passano tre successivi cir-

coli dei flessi relativi a tre successivi |
| cessivi movimenti infinitesimi.

movimenti infinitesimi.

Alla condizione analitica di pseudo |

ondulazione che si ottiene ponendo
nella (20) tg ¢ = — *IST , sl
dunque identicamente giungere dif-
ferenziando due volte 'equazione del
circolo dei flessi.

Questa condizione deve dunque po-
tersi scrivere nella forma:

deve

s 4 S
tg ?+§:d—5(tg v+ R):o

cio che & facile verificare.

Un punto di pseudo cuspidazione
pud riguardarsi come un punto di ¥
pel quale passano tre successivi cir-
coli delle cuspidi, relativi a tre suc-

Alla condizione analitica di pseudo
cuspidazione che si ottiene ponendo

S
nella (20) tg ¢ = —xsi deve dun-

que identicamente giungere differen-
ziando due volte I'equazione del cir-
colo delle cuspidi.

Questa condizione deve dunque
potersi scrivere nella forma:

s d S
g e+ ﬁ=d7(tg I E;):o

Osserviamo infine che gli enunciati del § 6 relativi alla curvatura

dei flessi ed al senso delle cuspidi pei due archi in cui Ago®. e Ay di-
vidono rispett. i circoli dei flessi e delle cuspidi, non sono menomamente
infirmati dal fatto che abbia luogo pseudo-ondulazione o pseudo-cuspida-
zione.
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Regione delle traiettorie a tre flessi.

Quando si verifichi pseudo-ondulazione di Ago® possiamo dimostrare
che esiste in vicinanza di esso una regione di punti mobilile cui traiet-
torie nel movimento continuo che precede e segue il movimento elemen-
tare considerato presentano tre flessi distinti e consecutivi.

Ed infatti poiché la pseudo-ondulazione di Agp* simula una inflessione
avranno 1 due rami di essa curvature di segno eguale a quelle dei flessi
descritti da punti di G* situati da una parte di Aop¥, e di segno con-
trario a quelle dei flessi descritti da punti situati dalla parte opposta.

Consideriamo ora uno di questi ultimi supponendolo molto vicino ad
Aypo¥; Vandamento generale della sua traiettoria differira molto poco dalla
pseudo-ondulazione di Age®, ma poiché i rami di questa traiettoria hanmno
inizialmente curvature di segno opposto a quelle dei rami della pseudo-
ondulazione cosi dovranno essi nel movimento continuo precedente e sus-
seguente, presentare due flessi di cui I'uno precede e l'altro segue il flesso
che ha luogo nell’istante considerato.

Per ovvia legge di continuita deve inoltre la proprietd medesima
competere anche al punti di una regione finita adiacente, ¢id che dimostra
il precedente enunciato.

Questa regione si estende dunque lungo il circolo dei flessi ed in un
solo senso a partire da Agoo®.

Regione degli inviluppi a tre cuspidi.

Correlativamente all’ enunciato precedente se ha luogo pseudo-cuspi-
dazione di @ooo® In Aooo possiamo affermare che esiste una regione di X
entro la quale rette di X* nel movimento continuo precedente e susse-
guente 1’istante considerato inviluppano curve che presentano tre cuspidi
distinte e consecutive.

Questa regione si estende lungo il circolo delle cuspidi in un solo
senso a partire da Ao ed & illustrata nella Fig. 27 **, la quale mostra
in qual modo lungo il circolo Go il senso delle cuspidi inviluppate (in un
dato istante) cambi di segno in Ago attraverso una pseudo-cuspidazione.

E anche evidente che si puo verificare il caso di contemporanea pseudo-
ondulazione di Ag* e pseudo-cuspidazione in Aggo, € quindi dell’esistenza
contemporanea di una regione di traiettorie a tre flessi, e di una di in-
viluppi a tre cuspidi (Vedi § seguente).

Saranno oggetto di ulteriori ricerche i casi di movimenti singolari
nei quali tutti i punti di un circolo descrivono ondulazioni, ed uno fra



e
essi una pseudo-ondulazione, ed i casi di movimenti elementari simmetrici

rispetto a (y) pei quali il punto di ondulazione cade nel polo dei flessi e il
punto di cuspidazione nel polo delle cuspidi e quindi :

se in tale ipotesi un punto mobile | se in tale ipotesi un centro princi-
principale cade nel polo dei flessi, la | pale cade mel polo delle cuspidi, la
singolaritd che ivi ha luogo deve | singolarita che ivi ha luogo deve es-
essere una ondulazione di 4. grado, | sere una cuspidazione di 4.© ordine,
(quattro flessi coincidenti). (quattro cuspidi coincidenti).

§ 10. LE COPPIE PRINCIPALI PEL MOVIMENTO DI UNA BIELLA

La equazione generale (20) ci permette una facilissima determinazione
di due delle coppie principali quando le due rimanenti siano conosciute, cio
che ha luogo appunto quando il movimento di X* sia determinato dalla
biella di un meccanismo elementare A; A1* As As*.

In tale ipotesi infatti le coppie di perni A; 41* As A>* sono eviden-
temente due delle quattro coppie principali, e sono quindi noti due valori
¢1 e g2 che soddisfano la (20), la quale pud conseguentemente venir ab-
bassata al 2.0 grado.

Si ha cioe, per note proprieta delle equazioni algebriche:

S

S
g ttgpttgm Tig ="t 15

21)

Se s
tgp1 tg pa-tgps. tgpu =1 " o5

fondamentale sistema di relazioni la cui elegante semplicita risultera mag-
giormente osservando che i rapporti S: R e S : R* altro non sono che le
tangenti trigonometriche degli angoli che gli assintoti di A* e A formano
con (—x) ovvero degli angoli che le tangenti alle polodie dei flessi e delle
cuspidi nei poli attuali Yy e Yo* formano con (— ).

Note dunque le ¢, e ¢» saranno le g3 e ¢4 date dalle radici dell’equa-
zione:

< 9 S S S S
(22) tg*o—tg ?(_1{_+ﬁ_tg o1 — tg :Fg) +x - geootpicot v =0

le quali possono anche costruirsi coi noti metodi del calcolo grafico.
La determinazione delle due coppie principali incognite esige dunque
essenzialmente la conoscenza dei rapporti S : R e S : R¥ e cioé delle di-
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rezioni degli assintoti di A e A* ovvero dei punti di ondulazione e di
cuspidazione.
Pella calcolazione di questi rapporti, anche senza ricorrere alle espres-
sioni generali (15) e (16), si puo procedere molto semplicemente determi-
nando la § colla (16)"* nella forma

4 q

7 cos g1 cos e

onde le equazioni generali delle cubiche (12) e (12)* ci danno immediata-
mente :

sin ¢ sin o
‘_g_—-_«u_tomlzs 902__.1_',0"2
R ” = o 7o e )
S Ssing S sin o
(17 S el S ¢ Saaarsmatvad 4 L

relazioni che si prestano anche a ovvie costruzioni grafiche.

Calcolati dunque colla (22) i valori di g3 e 4, le (12) e (12)* ci danno
numericamente 1 valori di 73 13%, 71 74* che individuano le coppie princi-
pali incognite. .

I anche facile, mediante le relazioni precedenti discutere i casi nei
quali 1 valori di g3 e ¢ e quindi le coppie incognite sono coincidenti o
1maginarie.

I sei punti O,

Indicando con O il punto d’incontro delle 4, 4;, 4* A* e con ¢, la
sua distanza da @, la relazione (16)"™.

q;; = S COS @, COS @;

nonché la Fig. 20, dimostrano che, noto il parametro s, il punto O, e dato
dal piede della perpendicolare abbassata da Q sulla corda che i raggi a,a,
individuano sul circolo di diametro S (circolo osculatore di A e A* in Q).

Applicando questo enunciato alle quattro coppie principali [1] [2] [3] [4]
¢ dunque facile concludere (Fig.26) che se si costruiscano 1 quattro eircoli
di cuii diametri sono i quattro segmenti che il circolo di diametro S taglia
sul raggl a; as a3 a4, le sel ulteriori intersezioni di questi quattro circoli
ci danno i sei punti Oz O3 O Oz Oy Osy relativi alle combinazioni di
coppie [1] [2], [1] [3] ete.

Questo enunciato ci fornisce dunque una facile costruzione grafica delle
coppie principali quando siano noti g1 g2 ¢3 ¢4 e gli elementi di una delle



o B e

coppie p.e. A1 A%, costruzione grafica di ovvia applicazione nella ricerca
delle coppie principali nel movimento di una biella.

E chiaro inoltre dalla Fig. 26 che i sei punti O,; sono sei centri di
proiezione rispetto al quali le quattre coppie di punteggiate proiettive so-
vrapposte A, A;* situate sulle a1 @z as a4 possono riguardarsi come prospet-
tive fra loro, e quindi esistono su questi quattro raggi infinite quaderne
di coppie di punti e centri corrispondenti nella legge di curvatura le quali
sono allineate coi sei punti O, come lo sono le quattro coppie principali.

Fra queste infinite quaderne perd una soltanto puo considerarsi come
quaderna principale in una legge di movimento di cui sia nota la direzione
degli assi (x) (y) poiche date ¢1 w2 3 wa i parametri della curvatura sta-
zionaria risultano determinati. Ed infatti in tale ipotesi le (21) forniscono
una equazione di 2° grado per calcolare i rapporti S : R e S : R¥, e
quindi :

S S 2 R* R
ity ey e

Pseudo-ondulazione e Pseudo-cuspidazione

Come abbiamo veduto nel § precedente,

affinche la traiettoria di Age®
presenti la singolarita della pseudo-
ondulazione secondo o deve la
(22) essere soddisfatta dal valore:
tg ¢ = — 8 : R cid che conduce
alla equazione di condizione:

tg o1 +-tg gcz——i%(l +coteicot (pg):

et

2

(23)

Se dunque sono dati i luoghi A
e A* esiste una semplice infinita di
quadrilateri articolati, ed un unico
meccanismo del glifo-manovella , 1
quali sono capaci di imprimere alla
biella ¥* un movimento tale che il
punto Aoe* descriva una traiettoria
in pseudo-ondulazione, e 1 punti di
una regione adiacente descrivano
traiettorie che presentano tre flessi
distinti e consecutivi. :

affinche la singolarita inviluppa-
to da g’ooo* in Aopoo sia unapseudo-
cuspidazione, deve la (22) essere sod-
disfatta del valore: tgo = — s : R®
cio che conduce alla equazione di
condizione :

tg o1 4-tg ';2—%(1«{—00@1 cot yz) =

S
=2— e
R* (257

Se dunque sono dati 1 luoghi A
e A* esiste una semplice infinita di
quadrilateri articolati , ed un unico
meccanismo della manovella di spin-
ta, 1 quali sono capaci di impri-
mere alla biella X* un movimento
tale che la retta gooo® inviluppi una
pseudo-cuspidazione in Aggp, e rette
ad essa adiacenti inviluppino curve
che presentano tre cuspidi distinte
e consecutive.
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Se infine vogliamo che abbiano luogo contemporaneamente le due
singolarita, saranno 1 valori di ¢; e 2 univocamente determinati da:

= S S
tg“av—2(§+ R;) tge+1=0

ed & possibile di costruire un simile meccanismo quando le radici di que-
sta equazione siano reali e distinte, e cioé quando sia:

S S
f—|—ﬁ> 1.



CAPITOLO IV.

DEGENERAZIONI CIRCOLARI DEI LUOGHI A A*.

§ 11. OSSERVAZIONT GENERALI

I casi di degenerazione di uno o di entrambi i luoghi della curvatura
stazionaria in circoli e rette non presentano soltanto un notevole inte-
resse teoretico, ma sono di grandissima importanza nelle applicazioni alla
cinematica del meccanismi elementari.

Ed infatti poiché 1 luoghi A e A* sono, come abbiamo veduto, luoghi
dei perni di meccanismi che realizzano determinati movimenti elementari,
& chiaro che il problema costruttivo di individuare simili meccanismi in
modo da soddisfare a certe condizioni si riduce a quello di individuare
delle cubiche che soddisfino a certe condizioni; ma le soluzioni di simili
problemi sono in generale complicatissime e poco suscettibili di pratiche
applicazioni.

Queste soluzioni si rendono invece estremamente semplici tanto da ri-
dursi a un elementarissimo graficismo, quando, come vedremo, le cubiche
di cui si tratta siano degenerate in circoli e rette, ed analoga osserva-
zione vale pelle coppie principali, come sara dimostrato nel corso della
trattazione.

La degenerazione dei luoghi della curvatura stazionaria in circoli e
rette ha luogo quando uno o pitt di uno dei parametri R R* S sia di
grandezza infinita, e si annulli quindi uno o pit di uno dei coefficienti
(inverse dei parametri) delle equazioni generali (12) e (12)* dei luoghi me-
desimi e sia cioé :

i

»

1 1
=0 ovvero: o 0, OVVero: -z = 0
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intorno alle quali condizioni & opportuno premettere alcune considera-

zioni. y
: o 1
Tenuto conto delle (10) & facile constatare che la condizione —— = 0
puo verificarsi soltanto quando s1a-{—d{j_i = 0, la quale esprime che p, ¢ mas-

simo o minimo oppure costante.

1

E invece da escludere che cid possa verificarsi per

= 0 e cioé p,=00
po

la quale condizione esige che sia p = p* ed implica stazionarieta nel mo-
vimento di ¥, come abbiamo osservato nel § 1. Ed infatti si ha in
generale:

d: 13-4 cdpe A0 08 - Y @)
i gl e E—3<p*2 ds p?> do

e quindi nella ipotesi che sia: p = p* e cioé po = 00 la relazione prece-
dente mostra che si avrebbe B quindi § = 0 purché p e p* siano

di grandezza finita.

Riservandoci dunque di discutere ulteriormente questo caso, ed in ge-
nerale i casi di movimento stazionario nel Car.V, possiamo intanto con-
cludere che, se po non ¢ infinitamente grande e Q si trova a distanza fi-
nita la condizione% = 0 equivale alla [(Z%: 0 ed esprime soltanto che po
¢ massimo o minimo (oppure costante).

Cio puod verificarsi quando p e p* sono entrambi massimi 0 minimi
(ovvero costanti) e cioé¢ quando sia :

dp  dp*
ds ds
ovvero quando le variazioni di p e p* stanno fra loro come p? e p*2.

Il movimento elementare ¢ in tale ipotesi caratterizzato dalla condi-

zione (V. § 6):

0

Ao

la quale esprime che la velocita angolare di X* (riferita a s come
variabile) ¢ massima o minima (oppure costante) mentre la legge di va-
riazione della curvatura & simmetrica rispetto all'asse (y), e cioé per due

— {0

punti simmetrici rispetto a (y) la funzione%(r—r*) ha wvalori eguali e

di segno contrario, cid che risulta facilmente dalle (11) § 5.

Quanto all’ annullamento di uno degli altri due coefficienti, esso ha
un ovvio significato e cioé:
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la condizione -— == 0 esprime che deve essere: p = 2 p¥

R
> » »T:O > > » > (’sz‘
come si ricava facilmente dalle (17) (§ 5).

Le due polodie hanno dunque, in tale ipotesi, curvature rivolte nello
stesso senso, essendo il raggio di curvatura della polodia mobile la meta
ovvero il doppio del raggio di curvatura della polodia fissa (condizioni
ovviamente correlative).

Definito cosi il senso dell’annullamento di ciascuno del coefficienti o
parametri dei luoghi della curvatura stazionaria, procediamo ad investi-
garne 1 diversi modi di degenerazione i quali si verificano quando abbia
luogo annullamento di uno o pit di uno dei coefficienti medesimi. Questi
Modi di degenerazione non possono essere che 1 cinque elencati nella se-
guente Tabella:

I. Modo per %— =0

1 1 . 1 1
II. Modo porig=== - —1, I1.% Modo peri—e= gz =0
III. Modo per:féf =) IIT.® Modo per T:*_ =

dei quali 11 If e II® e cosi pure il Il e III® sono dualisticamente corre-
lativi.

Di ciascuno di essi faremo separata trattazione discutendo special-
mente la ubicazioue delle coppie principali, argomento di capitale impor-
tanza nelle applicazioni alla cinematica dei meccanismi.

In questa discussione seguiremo il metodo iniziato nel § 10, e ciod
investigate le relazioni fondamentali che legano le coppie principali in
ciascnn modo di degenerazione, supporremo che il movimento risulti de-
terminato dalla conoscenza di due delle coppie medesime, le quali si de-
vono pensare assunte come perni di un meccanismo elementare la cui
biella comanda il movimento della figura ¥¥*. Diremo anzi coppie di perni
le due coppie principali note che determinano il movimento.

Investigheremo adunque quali diversi casi si possono presentare quando,
scelte due delle coppie a funzionare da perni si vogliano determinare le
due rimanenti coppie incognite, e quali serie di meccanismi elementari
vengano cosi ad essere individuate dipendentemente sia dai Modi di de-
generazione sia dalla scelta delle coppie di perni.

Fermeremo specialmente I’ attenzione sulle condizioni di ubicazione
delle coppie di perni pelle quali il punto mobile di una delle coppie in-
cognite cade mel punto Aoo* ovvero il suo centro fisso nel punto A, in
modo che il movimento di X* realizza in detti punti le singolarita della
pseudo-ondulazione o della pseudo-cuspidazione rispettivamente.
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Fra le singolarita di curvatura stazionaria saranno altresi da notare
quelle che hanno la loro sede nel centro istantaneo @, e che si verificano
quando la equazione generale (20) (v. § 9) & soddisfatta da © = O onde
una delle coppie principali & situata su (z), ed uno dei suoi elementi cade
necessariamente in Q. Se questo dunque & I'elemento mobile avremo ne-
cessariamente singolarita di curvatura stazionaria nella traiettoria di Q%
ed & qui opportuno notare che questa singolarita ¢ sempre di ordine e-
guale all’ unita. Ed infatti si ha facilmente dalla (4) per la traiettoria di
un punto qualunque di X*:

ds pr* s il r*
== — — cosy — 3
ds po dss po 4

e quindi pella traiettoria di Q* posto * =0 ¢ = 0.

ds dbs | 1

ds ds® po \
la seconda delle quali, oltre darci una nuova rimarchevole interpretazione
del parametro p,, ci conferma il precedente enunciato.

Le singolaritd di curvatura stazionaria che pud presentare la traiet-
toria di * non possono dunque essere che quelle risultanti da una cu-
spide e da piu flessi coincidenti ( V. INTroD.) e cioe la Falcata, la Iper-
cuspide e la Iperfalcata.

§ 12. I Mopo DI DEGENERAZIONE.
SERIE DI MECCANISMI L) Lig) Ly

Quando sia S = 00 mentre R ed R¥ sono di grandezza finita, le

(12) e (12)* diventano:

r=Rsin 7 r* =R¥gsin ¢
equazioni di due circoli corrispondenti tangenti in @ all’asse (z) che di-
remo eventualmente G, e G.*. Poiché inoltre le (12) e (12)* sono in tale
ipotesi sempre soddisfatte da ¢ = 90° cosi possiamo enunciare: (V. Fig. 28).

Nel Modo I la cubica A si scinde mnel circolo G, e nell'asse (y) conce-
pito come luogo di centri fissi; e la cubica A* si scinde nel circolo G.* e
nell’asse (y) concepito come (y)* e cioé come luogo di pumti mobili.

Questo Modo di degenerazione di entrambi i luoghi A e A* si veri-
fica, oltre che pei massimi e minimi di po, anche quando p e p* sono
costanti nella quale ipotesi se ne possono dedurre le proprieta di curvatura
stazionaria delle curve cicliche 1).

1) Le quali possiamo riassumere: 5
Se il movimento di =¥ & definito dal rotolamento di un circolo di raggio p* su un
circolo fisso di raggio p esiste in ogni istante una semplice infinita di punti di ¥ i
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Il punto di ondulazione Ag* coincide col polo dei flessi, ed il punto
di cuspidazione A, col polo delle cuspidi.

Quanto alle coppie principali, possiamo dimostrare che due di esse
almeno, devono necessariamente essere situate sull’asse ().

Supponendo infatti scelte ad arbitrio le coppie di indici 1,2 che in-
dicheremo con [1], [2] sul cerchi della curvatura stazionaria G, G.*, e ciod
fissati per @1 e vo due valori diversi da 0° e da 90°, & facile concludere
dalle (21) (§ 10) che al crescere indefinito di S anche i valori di tg s e
tg w4 crescono- indefinitamente, onde al limite la (22) & soddisfatta dall’u-
nico valore :

tge =00 e ciod o= 90e.

Ma con cio & esaurito il suo significato, ed essa non pud ulterior-
mente dar luce intorno alla posizione delle coppie situate sull’asse (¥).

Per tale determinazione parrebbe quindi necessario ricorrere alla
equazione generale (20) e costruire le espressioni dei coefficienti differen-
ziali di R R¥ § rispetto a s differenziando le (15) e (16).

Con procedimento pitt semplice potrebbesi anche differenziare diret-
tamente una delle equazioni delle cubiche (14) o (14)¥, cio che pella sim-
metria ciclica degli indici non offre alcuna difficolta.

Ma tale investigazione, ad ogni modo prolissa, pud evitarsi con un
opportuno impiego dalle (21) mediante un artificio, di cui faremo anche
nei casi successivi estese applicazioni. :

Ed infatti dividendo la prima di esse per S, e la seconda per
S% tg ©1 tg 2, posto inoltre :

tg @3 = tg o1 = 0O S =00

e considerando 1 valori limiti dei termini che si presentano di forma in-
determinata, esse devono scriversi :

. tges o baiod s el 1
le'_S—_}_le'MS :E—*—ﬁ
. tges tgeps  cotypr cot g
Lim . e B RRF

Ma poiché ¢1 e g2 sono per dato diversi da 00 e da 90° si ha:

r1 ro

sing;  sings

b

quali descrivono traiettorie a curvatura stazionaria, e sono situati su un circolo di
diametro R* tangente ai circoli rotolanti, e sulla normale comune ai circoli medesimi.

I centri di curvatura di queste traiettorie sono rispettivamente situati su un cir-
colo di diametro R tangente ai circoli rotolanti e sulla normale comune ai circoli me-
desimi. Le B* e R sono date dalle (10) in funzione delle p e p*.
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onde applicando la (15) p. e. alle coppie [2] [3]:

Lim.

tg o3 <sin 3 sin (pg> i 1 1 1

73 Fe-/ =t R#

ed analogamente :

Lim. D S R T TR
S 7'4 R 7'47'. jR:-"v

colle quali le due precedenti diventano :
1 1 i 1 i .2 1 1 1 1
@ e (o w)t ()= G e+ e w)

3 cot o1 cot e 1 1 1 il il 1 1 dl
: s R 74 R r3®  R¥ re RF#

relazioni caratteristiche della ubicazione delle coppie principali in questo
modo di degenerazione. K altresi opportuno scrivere le (24) e 25) nella
forma :

S VT e STt Y T 1 -} cotwy cot ga
\m A e \T ot - i Sy O
(24)“5 (()'))bls
3 1 ( 1 1 1 4 cot 1 cot 2
75 + —® TR s — gt R

Supposti dunque noti i luoghi degenerati della curvatura stazionaria,
e cioe note le R R¥, veniamo ora a discutere i diversi casi di scelta ar-
bitraria delle due coppie principali che imaginiamo assunte come coppie
di perni del meccanismo elementare.

Rispetto a questa scelta arbitraria, osserviamo anzitutto che, se R
ed R* sono come abbiamo supposto, di grandezza finita, nessuna coppia
principale puo essere situata su () onde non sarebbe lecito scegliere ad
arbitrio ¢ = 0 cio che & palese considerando le (24)"* e (25)*. Se ne con-
clude altresi che in questo modo di degenerazione (e per le bielle dei
meccanismi elementari che lo realizzdno), la traiettoria di Q* é una cuspide
ordinaria come nel caso generale.

Tre diversi casi si possono dunque presentare nella scelta arbitraria
delle due coppie note o coppie di perni, e cioé¢ possono essere date :

1) le due coppie situate sui circoli [1] [2] cid che da luogo a una serie
di meccanismi due volte infinita che diremo ; Serie Igq (Fig. 31).

2) una coppia sui circoli ed unma sw (y), p. e. [1] [3] c¢id che da pari-
menti luogo a una serie di meccanismi due volte infinita che diremo :
Serie 1 g, (Fig. 32).
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3) le due coppie situate sull’ asse (y) [3] [4] cio che da luogo a una
serie di meccanismi semplicemente infinita che diremo: Serie I, (Fi-
gura 33).

I simboli che designano ciascuna serie saranno anche nei casi suc-
cessivi, scelti sempre in maniera da esprimere, od almeno accennare la

ubicazione delle coppie scelte a funzionare da perni.

SeRE L4 (Fig. 31).

T meccanismi di questa serie sono esclusivamente i quadrilateri artico-
lati di cui la biella A1* A5* & parallela alla linea dei perni fissi 4y A,
onde O si trova a distanza infinita, e possono avere le tre configurazioni
della Fig. 31:

a manovelle convergenti (Regione (-}))
a manovelle incrociate
a manovelle divergenti (Regione (—)).

Possiamo anche denominare queste le configurazioni circolari di 12
specie. e

Dato dunque un simile quadrilatero la determinazione degli assi e
dei Tuoghi della curvatura stazionaria si fa col semplice tracciamento di
un circolo di cul sono noti tre punti.

Note ¢1 e g2 le coppie principali [3] [4] situate su (y) e cioe le 3 74,
3% r4¥%, sono pelle (24)"* e (25)"* determinate dalle radici delle :

1 Iy il 2 1 4 cot ©1 cot w2
2 r <T+’ *) +Re T R(i{* £ _o
(26)
1 1 73 1 2 1 + cot 1 cot ¢
7-*_2— ,,.‘-}:-(7".{(_,— "R‘> _I- R*z_*— R ;—k (F —0

equazioni correlative che si trasformano facilmente 1'una nell’altra.

Secondo quanto fu detto innanzi si pud anche constatare che le (26)
si ottengono differenziando le (14) e (14)* tenuto conto delle (9) e ponendo
nel risultato ¢ = 90°. Ed infatti I’ investigare , come precedentemente , i
valori limiti di quantitda che si presentano di forma indeterminata nelle
(22) ¢ in realtd una operazione che equivale a differenziare le equazioni
dei luoghi della curvatura stazionaria rispetto a o, e cioé a considerare
ulteriori movimenti infinitesimi della X*.

Osserviamo in fine che le radici delle (26) sono reali e distinte, coin-
cidenti, o imaginarie secondo che :

(O7 2 > *»
(27) (R + R*> =4 R R¥. cot ¢1. cot g2
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(28)
1 1 o (il vl R iR 1
(7;* =nf T3 W3R T 7(F+ 'Re?)

e quindi effettivamente le coppie principali si ridurrebbero a tre soltanto
di cul due situate sui cerchi ed una su (¥).

(Vedremo pit innanzi che la riduzione a tre del numero delle coppie
principali puo anche verificarsi quando due di esse sono su (y) ed una
soltanto sui cerchi. La coppia isolata sui cerchi non pud perd mai con-
siderarsi come doppia).

Poiché inoltre il 1° membro della disuguaglianza (27) & sempre po-
sitivo, cosi saranno le radici delle (26) sempre reali e distinte se :

1. essendo R ed R* dello stesso segno gli angoli 1 e g2 siano I'uno
maggiore e 1’ altro minore di 909

2.0 essendo R ed R* di segno opposto gli angoli ¢ e 2 siano entrambi
maggiori o minori di 90e.

Pseudo-ondulazione I Pseudo-cuspidazione

Affinché il punto mobile che cade |  Affinché il polo delle cuspidi sia
nel polo dei flessi sia un punto prin- | un centro principale deve la 12 (26)
cipale deve la 12 (26) essere soddi- | essere soddisfatta da r — — po OV-
sfatta da 7 =00 ovvero la 22 da | vero la 22 da ¥ = 0O ci0 che con-
¥ = po, c10 che conduce alla condi- | duce alla condizione :
zione :

- 155 . e
(29) cotgplcot<p2+2~1—{ +1=0 | (29* cot',clcotcpg—l—?.%—}—lzo

verificandosi la quale ha luogo pseu-  verificandosi la quale ha luogo pseu-
do-ondulazione nel polo dei flessi. “ do-cuspidazione nel polo delle cuspidi

Queste due singolarita non possono verificarsi contemporaneamente
per uno stesso meccanismo.

Doppia-ondulazione ' Doppia-cuspidazione
Se inoltre poniamo nella (29) Se inoltre poniamo nella (29)*
¢1 = 1800 — o ‘ o1 = 1800 — o2

la traiettoria del punto mobile che | la inviluppata dalla perpendicolare
cade mnel polo dei flessi diventa sim—'\ a (y) nel polo delle cuspidi, diventa
metrica rispetto a (y), e deve quindi | simmetrica rispetto a (y) e presenta
avere colla sua tangente un contatto | la singolarita correlativa dalla on-
di ordine disparl superiore al 4°, e  dulazione di 4° grado, e cioé la cu-
cioé almeno del 5° ordine. | spidazione del 4° ordine (quattro cu-
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Questa traiettoria presenta quindi | spidi coincidenti, ovvero sei tan-
la singolaritd della ondulazione di | genti successive passanti per un
40 grado ( quattro flessi coincidenti, | punto), che diremo doppia-cuspida-
o sei punti successiviin linea retta) | ziome. Affinché cio abbia luogo, de-
che diremo doppia ondulazione. Af-| ve dunque essere:
finché cid abbia luogo deve dunque |
essere: ’

R | : R
(30) cot "51:\/2?{*_}-1 1 (30)* cot o z\/QF+1

Se quindi R ed R* sono del medesimo segno si possono sempre e
facilmente individuare dei quadrilateri articolati le cui bielle realizzino si-
mili movimenti.

Noi non possiamo perd dimostrare in modo elementare che mnell’ un
caso esistano nella figura X* regioni di puntile cui traiettorie presentano
quattro flessi distinti, e mell’ altro caso esistano nel piano X regioni di
inviluppi a quattro cuspidi; ma possiamo dimostrare che simili regioni
esistono quando si assumano per w1 valori leggermente diversi di quelli for-
niti dalla (30) o (30)* rispettivamente.

Considerando infatti il caso di doppia ondulazione ¢ noto (V. In-
tROD.) che la traiettoria del punto mobile che cade mel polo dei flessi
deve soddisfare le:

e i e AR, R
ds  ds® ds® dst

ed il senso dei suoi due rami simmetrici rispetto a (y) dipende dal se-
gno di
d>y
ds®
Se noi assumiamo invece per p; un valore un po’ diverso dal valore
fornito dalla (30), avra bensi luogo ondulazione nel polo dei flessi e
sard :

dy d*
&=
ady d% : . : ;
mentre 753 © g5t Saranno diverse da zero ed il loro segno dipendera dal

segno della variazione 37; data a ¢;. Ora noi possiamo evidentemente sce-
5

gliere 3y; abbastanza piccolo perché illc"’

mantenga il suo segno iniziale,

[

¢ : g T " 5
e sceglierlo di segno tale che d—j; sia di segno contrario a %
o]
La nuova traiettoria del punto mobile che cade nel polo dei flessi

dovra dunque in tale ipotesi presentare una ondulazione fiancheggiata da
10
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due flessi, ed ¢ allora facile di persuadersi che in prossimita del punto
mobile, dal lato della concavita dei rami della ondulazione, esiste una
regione di X¥ 1 cul punti descrivono traiettorie che presentano quattro
flessi distinti e consecutivi.

(Questo modo di scindere la ondulazione di 4° grado in quattro flessi
¢ illustrato nelle Fig. 78 e 79. — Vedi Cap. VII).

Serie I 4, (Fig. 32)

In questo caso sono scelte a funzionare da perni una delle coppie
situate sul circoli p. e. la [1] ed una delle coppie situate su (y) p. e. la
[3] , onde rientrano evidentemente in queste serie tutti i meccanismi di
cui una coppia di perni ¢ situata sw (y), U altra essendo comunque di-
sposta.

Condizione necessaria e sufficiente perché un dato meccanismo ap-
partenga ad una di queste serie si ¢ dunque (§ 4) che la OQ sia perpen-
dicolare a una delle manovelle (Fig. 32) nella quale ipotesi I'altra mano-
vella si trova su (¥).

I due perni della manovella perpendicolare a OQ determinano i cer-
chi corrispondenti che sono insieme a (y) luoghi della curvatura stazio-
naria.

Dati gli assi e i valori R ed R¥, la corrispondente serie I, com-
prende adunque:

@) una doppia infinitd di quadrilateri articolati che possono avere
le nove configurazioni della Fig. 32.

b) una semplice infinita di manovelle di spinta a tre configura-
zioni di cul una & rappresentata nella Fig. 32, (testa a croce nel polo
dei flessi).

¢) una semplice infinita di glifi-manovelle a tre configurazioni di
cui una & rappresentata sulla Fig. 32, (perno del glifo mnel polo delle
cuspidi).

Dato dunque uno di questi meccanismi e cioé note le coppie [1] [3]
le due coppie incognite [2] [4] sono sempre reali, ed infatti le (24)e (25)
danno sempre valori reali pelle 75 7:* w2 quando siano note le 73 75% o1.

Se inoltre la [3] & sceltain modo che sia: 13 = R %t -— RT
le (24) danno: ry—'p "
mentre dalla (25) si ricava: g2 = 90°

e ciod la coppia [2] coincide colla [3] nelle intersezioni dell’ asse (y) coi
circoli della curvatura stazionaria, le quali devono infatti riguardarsi come
punti doppi delle cubiche degenerate.
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Pseudo-ondulazione [ Pseudo-cuspidazione
Se la coppia [3] & scelta inmodo  Se la coppia [3] & scelta in modo
che sia che sia :
1 L g e | ey !
1 1 1 1 1
=2 (e ) = —2 (g+m)
la (24) ci da: ' 1a (24) ci da:
rs = OO i — Po T4 — 10D T4 = — po

e quindi il punto principale A.* ca-i e quindi il centro principale A4 ca-

de sul polo dei flessi, onde la sua de sul polo delle cuspidi, e quindi
traiettoria presenta la singolarita la perpendicolare all’asse () vi invi-
della pseudo-ondulazione secondo la luppa la singolarita della pseudo-cu-
perpendicolare all’asse (7), qualunque spidazione, qualunque sia il valore
sia il valore di ;. i o

Queste due singolarita non possono aver luogo contemporaneament®
per uno stesso meccanismo.

Serme I, (Fig. 33)

Ed infine se sono date le coppie [3] [4] situate su (y), siamo nel caso
della configurazione di punto morto, di cui gia abbiamo discorso nel § 8
trattando dei luoghi della curvatura stazionaria. K infatti a notare che
le (24) coincidono identicamente colle (18" del § 8 (salvo una ovvia
sostituzione di indici) ed & naturale che cid abbia luogo, perché qualun-
que metodo di investigazione deve condurre a queste medesime relazioni
fondamentali che legano le coppie di pumto morto coi parametri R R¥.

Se dunque sono date le R R¥, e cioé 1 circoli di curvatura stazio-
naria le coppie [3] e [4] non si possono scegliere ad arbitrio ma devono
essere tali da soddisfare le (24), onde (a differenza dei due casi precedenti)
una sola delle coppie di punto morto pud riguardarsi come arbitraria.

Considerando le coppie di punto morto come perni di un meccanismo
elementare la Serie di meccanismi corrispondente a dati valori di R e R®
¢ dunque semplicemente infinita, e comprende in generale:

a) Una semplice infinitdh di quadrilateri articolati che possono avere
alcune fra (ma non tutte) 1) le configurazioni rappresentate nella Fig. 33.

b) Un unico meccanismo della manovella di spinta, di cui la testa-
croce cade mnel polo dei flessi (V. p. e. Fig. 33,);

¢) Un unico meccanismo del glifo-manovella di cui il perno fisso del
glifo cade nel polo delle cuspidi (V. p. e. Fig. 33,);

") E chiaro p. e. che se le R e R¥ sono entrambe positive le r; ed r, non possono
essere entrambe positive etc. ete.
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mentre il meccanismo del glifo-testacroce in configurazione di punto morto
(Fig. 33;), non si incontra che mnella serie pella quale R*=—R = 2 po.

Dato dunque un meccanismo in configurazione di punto morto le (24)
individuano le R ed R* e cioé i circoli della curvatura stazionaria mentre
le (25) servono a individuare le coppie principali incognite [1] [2] situate
sui circoli medesimi.

Per questa determinazione osserviamo che le coppie [1] [2] devono, se
sono reali, essere simmetricamente disposte rispetto all’asse (y) perche il
movimento elementare determinato dalle coppie di punto morto [3] [4] &
affatto simmetrico rispetto all’ asse medesimo , e quindi deve essere

(fl == 1800 — ?2.
I valori di 1 e 2 sono dunque determinati dalla (25) nella forma:
esp = (E-1)- (=)
(32) is o

1 1 ik 1
— =\ (%) - ()

e risultano reali e distinti, coincidenti, o imaginari secondo che il termine
sotto il radicale & positivo nullo o negativo.

La coincidenza dei due valori di o1 e g2 forniti dalla (32) non puo
dunque aver luogo che per ©; = ©, = 900, e se, (come abbiamo supposto
in questo modo di degenerazione), le R ed R* sono entrambe di gran-
dezza finita, Pannullamento del termine sotto il radicale mella (32) si ve-
rifica soltanto per :

3 =R 3. —:R*
nella quale ipotesi le coppie [1] [2] devono riguardarsi come -coincidenti
colla coppia [3] nelle intersezioni dell’asse (y) coi circoli della curvatura
stazionaria, le quali sono punti doppi dalle cubiche degenerate.

La conseguenza cinematica & dunque la medesima sia che il termine
sotto il radicale nella (32) si annulli, sia che esso si presenti di valore
negativo , perché in ambo le ipotesi le coppie reali e distinte sono sol-
tanto le due situate su (y); ma mnel primo caso una di esse deve riguar-
darsi come tripla 1).

E anche evidente che la (32) non pud dare ¢ = O finché le R ed B*
sono di grandezza finita, cid che conferma 1’ enunciato generale relativo
alla ubicazione delle coppie principali in questo Modo di degenerazione.

1) Questo caso si verifica anche nel movimento ciclico, definito dal rotolamento di
un circolo di raggio p* su un circolo fisso di raggio p.

In tal caso infatti una delle coppie principali é evidentemente data dai centri dei
due circoli rotolanti e si ha cioé: s ok —n
e quindi dalle (24): rw—R r>*=R>*

Nel movimento ciclico adunque tre delle coppie principali devono riguardarsi come
coincidenti nelle intersezioni della normale comune ai circoli rotolanti coi circoli della
curvatura stazionaria.
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§ 13. OSSERVAZIONI SULLA GENESI DELLE FORMOLE DI PUNTO MORTO.

Ad ulteriore illustrazione della configurazione di punto morto, ed a
complemento di quanto fu esposto mel § 8 e nel § 12 intorno a questo
argomento vogliamo qui accennare come una Tigorosa ricerca analitica
confermi che per la configurazione di punto morto :

le leggi della curvatura stazionaria risultano dalla considerazione di
tre (e mon di due) movimenti infinitesimi successivi, e le leggi della cur-
vatura pseudo-stazionaria dalla considerazione di quattro (e mnon di tre)
movimenti infinitesimi successivi.
cid che non appare ben chiaro pel procedimento artificioso cui sono sta-
bilite le (24) e (25).

Curvatura stazionaria.

La considerazione di tre movimenti infinitesimi successivi si puo
introdurre differenziando due volte la equazione generale della curvatura
(3), cid che equivale a differenziare ulteriormente una volta le equazioni
generali dei luoghi AA*. Adopereremo all’ uopo le equazioni delle AA*
come determinate dalla conoscenza di due coppie [3] [4] nella forma (14)
e (14)* sostituendovi gli indici 3 e 4 in luogo di 1 e 2.

Eseguendo la differenziazione, tenuto conto delle (9)

dr, dr# deo; il sin o, 1 sin o,

o do  H %ZT*T"D:F* -5
e ponendo nelle equazioni risultanti g3 — s — 900, esse si scindono ri-
spettivamente nelle:

sin 1 1 1 1
cosp =0 7*(?=Tg* + "Wt TR pelle (24)™
sin 1 1 1 1l .
CoS 9 = 0 —-—’r ?=? 74" _T = o pelle (24)‘”'

di cui le due a sinistra, soddisfatte da ¢ = 90° rappresentano l'asse (y),
mentre le due a destra rappresentano i circoli corrispondenti di diame-
tri R ed R¥ 1 quali costituiscono insieme ad (y) i luoghi degenerati della
curvatura stazionaria.

Curvatura pseudo-stazionaria.

La considerazione di quattro movimenti infinitesimi successivi si pud
introdurre differenziando tre volte la equazione generale della curvatura
(3) ovvero differenziando ulteriormente due volte le equazioni dei luoghi

della curvatura stazionaria (14) e (14)*%, previa la solita sostituzione di
indici.
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Eseguendo questa doppia differenziazione, tenuto conto delle (9), no-

dp  dp*

tando che pella simmetria del movimento I P 0, si ottengono due
v

equazioni correlative, di cui quella relativa agli elementi di ¥ puod scri-
versi:

1
737

— i)

1 1 /sine 1 cot® o
o e 1 ks O oo S0 e TSt : ) e
(2) = ( cos*p) & ( A P R +
e deve rappresentare i quattro centri principali.
Ed infatti se poniamo in essa p = 90° tenuto conto di relazioni pre-

cedenti, essa pud scriversi :

1 1 1 1
T S e
e questa equazione soddisfatta da » = 73 ed » = 74, rappresenta le cop-
pie [3] [4].
Se invece dalla () eliminiamo 7 mediante la » — R sin o, il risultato
puod ridursi facilmente alla forma :

cot? p 1 1 1 1
2 - (b (-2
la quale coincide identicamente colla (32).

Vi & tuttavia nelle formole ed enunciati precedenti qualcosa di pa-
radossale che & necessario chiarire. Ed infatti se, dati R ed R* e sup-
poste le quattro coppie reali, noi concepiamo il movimento elementare
di ¥* come generato dalla biella di un meccanismo elementare di cui le
coppie di perni sono le coppie principali note, gli enunciati precedenti
significano :

@) Assumendo come perni le coppie [1] [2], le quali possono avere in-
finite posizioni diverse sui cerchi Gy Gy¥, colla sola condizione che il pro-
dotto cot 1 cot 2 abbia un determinato valore, sempre le traiettorie de-
gli stessi due punti As* A4* di (y) hanno coi rispettivi cerchi osculatori
di centri A3 ed As un contatto del 4° ordine;

b) Assumendo invece le coppie [3] [4] come perni di un meccanismo
clementare a punto morto, due soli punti di Gy¥, simmetrici rispetto ad
(y), godono della proprieta di descrivere traiettorie aventi coi rispettivi cer-
chi osculatori un contatto del 4 ordine.

In altri termini: Cinque posizioni successive infinitamente vicine della
biella Ay* As* determimamo cinque posizioni di X¥, pelle quali le cinque
posizioni di As* ed As* sono sui cerchi di centri As ed Ay; mentre invece
cinque posizioni successive infinitamente vicine della biells As® A deter-
minano cinque posizioni di X* pelle quali le cinque posizioni di A;* As* non
sono (in generale) sui cerchi di centri A; ed As.



Questo enunciato evidentemente paradossale non ha altro senso se
non che la considerazione di posizioni distinte infinitamente vicine, la
cui successione definisce il movimento di X* non & in questo caso appli-
cabile senza riserva, poiché, come osservammo nel § 8, alla biella di un
meccanismo elementare a punto morto compete una liberta di movimento
infinitesimo, maggiore di quella che compete alla biella di un meccanismo

qualunque.

II Mopo DI DEGENERAZIONE

SERIE DI MECCANISMI

H(“O(‘) H(l'“y) H( 1_I(!/‘)) II(Iy) II(y")

yy)

Se nel modo precedente di dege-
nerazione il circolo G;* viene a coin-
cidere col circolo dei flessi, deve es-
sere: R = 00 onde Gy, si scinde nel-
I’asse (x) e nella retta all’ 00, e ciod:

Se A* degenera mell’asse (y) e mel
circolo dei flessi, A degenera negli assi
e nella retta allco (Fig. 29).

I puntimobili della curvatura sta-
zionaria sono in questo caso i punti
di () e 1 punti di Go* i quali ulti-
mi descrivono ondulazioni secondo
direzioni passanti sul polo ¥.1Il cir-
colo stesso si dira quindi: Circolo
delle ondulazioni e si designera con
G~
I centri fissi della curvatura sta-
zionaria essendo situati sulla retta
all’co e sui due assi qualunque punto
di (z) pud (nei limiti di due movi-
menti infinitesimi) riguardarsi come
centro di curvatura della traiettoria
descritta dal punto mobile Q¥

Dimostreremo inoltre che:

Esiste un punto di (z) il quale
puod riguardarsi come centro di cur-
vatura dalla traiettoria di Q% nei
limiti di tre movimenti infinitesimi,

II Mopo DI DEGENERAZIONE

SERIE DI MECCANISMI

*) ) ™) ™) ™ *)
H(Oﬂf)) H(rﬂy) it} 1T H(r.l/) H@/\’)

y) wy)

Se nel modo precedente di dege-
nerazione il circolo Gy venne a coin-
cidere col circolo delle cuspidi deve
essere R¥ — 00 onde Gy* si scinde
nell’asse () e nella retta all’'co e cioé:

Se A degeneramell’ asse (y) e nel cir-
colo delle cuspidi, A* degenera megli
assi e nella retta allco (Fig. 29®).

I centri fissi della curvatura sta-
zionaria sono in questo caso 1 punti
di (y) ed i punti di G, nei qualile
rette del fascio ¥o* inviluppano cur-
ve che presentano la singolarita della
cuspidazione. Il circolo stesso si di-
va quindi: Circolo delle cuspidazioni
e si designera con Goo.

I punti mobili della curvatura sta-
zionaria essendo situati sulla retta
all’co e sui due assi, qualunque pun-
to di () descrive una tralettoria a
curvatora stazionaria di cui Q & il
centro di curvatura.

Esiste un punto di (z) dalla cui
traiettoria @ si pud riguardare cen-
tro di curvatura, nei limiti di tre
movimenti infinitesimi,
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i quali enunciati si possono riassumere:

Nei modi di degenerazione IL e 11V una delle coppie principali,

che

diremo [1], ¢ sempre situata sull'asse (x)

col punto mobile A1* mel centro
istantaneo e il centro Ay alla distan-
za r1, sull'asse (x).

Ed infatti quando sia al limite:
R =00R* =po le (24) e (25) relati-

ve a X devono scriversi:
1 1 1
33 - . =
e
ol e W0,
nET Po

e perché la (34) possa essere sod-
disfatta da valori finiti di 73 ed ry
cot o1

R
diverso da zero, ci0 che esige che
sia 1 =0.

dovra essere il valore di Lim

col centro fisso A1 mel centro istan-
taneo, e il pumto mobile A1* alla di-
stamza r1* sull’asse (x).

Ed infatti quando sia al limite :
R*¥ —= c0R = —po le (24) e (25) re-
lative a X* devono scriversi:

1
=t

73

(33" et

cot cp1

o =N

cot 2
- Po

e perché la (34)* possa essere sod-
disfatta da wvalori finiti di 73* ed 74¥
: : : t
dovra essere il valore di Lim 99}{:}
diverso da zero, cido che esige che

3o

sia @1 = 0.

La determinazione di questi valori limiti pud farsi con metodo ana-
logo a quello seguito nel § preced. Abbiamo in fatti dalla (15):

Lim

cot o1
R

ki b
cotpr—cotos

cos <pz>

71 72

¢ <OOS P1 X

nella quale ponendo g1 — O e notando che, poiché As* & sul circolo delle

ondulazioni, deve essere 7s — OO si ottiene: Lim

e analogamente pel Modo II*®: Lim

cobpr 1
= GRS
cotgr "

¥

Le equazioni precedenti possono dunque scriversi nella forma:

1 1 1
(33 —_— —10
(33) Fo ity T
(34) i Lol oba .
: & P i Po 71
le quali rappresentano la legge pi

generale di wbicazione delle coppie
principali nel Modo 1I.

1 1 1
33)* 8 kil ik
(83) R gt
: il 1 cot e
34— f— =
k ) ,rs* ,,-4* Po ,’-1*

le quali rappresentano la legge pi
generale di ubicazione delle coppie
principali nel Modo II®.

Ricordiamo che queste coppie sono situate:

[1] sull’asse (x)

col punto mobile in Q¥

| col centro fisso in Q.
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(2] sul raggio mdwiduato da s,

col punto mobile che diremo Ago* | col centro fisso che diremo Agg su

sul circolo delle ondulazioni.

circolo delle cuspidazioni.

[3] e [4] sull’asse (y)

in modo da soddisfare la (33).

| in modo da soddisfare la (33)*

Procediamo ora a investigare l'intrinseco significato delle (34) e (34)*
nelle quali sono involute molte importanti proprieta.
Secondo quanto fu esposto nella INTrROD:

per le traiettorie di punti di X¥ in
ondulazione si ha :

y_ @y
dg do*
e differenziando la (5) § 1.
o, ek ARER 2
ds Po

si ha, in generale, pei ‘punti del cir-
colo dei flessi:

(35) % 3 (cos [

ds®> p,sing

sin ¢
R S

espressione che & nulla in tutti i

punti di detto circolo quando, per
il

4 s LB
essere—g—= —p— = 0 1l circolo me-

desimo diventi circolo delle ondula-
zioni.

Il senso nel quale si incurvano 1
rami delle ondulazioni (rispetto a un
osservatore situato in Q) dipende
dunque dal segno della :

dy d /1
a5~y s g ( o ()T
: dyr it
g ?75(?))
e se esiste sul circolo delle ondula-

zioni un punto principale, la cui
traiettoria presenta la singolarita

(35)bis

per gli inviluppi di rette di X* in
cuspidazione si ha:

ds' d?s’
& a0
e differenziando la (6) § 1.
ds' r .
F oo P_o -+ sin ¢

si ha, in generale, nei punti- del cir-
colo delle cuspidi :

d_%?’: 3 <cps<p+sin go)

¥
39) p R 5

espressione che ¢ nulla in tutti 1
punti di detto circolo, quando, per

essere%: 5 = 01l circolo mede-
simo diventi circolo delle cuspida-
zioni.

Il senso nel quale si incurvano 1
rami delle cuspidazioni (rispetto a
un osservatore situato in Q) dipende

dunque dal segno della:

i d 1

s s i il 1
(35)i + sin %(T)
e se esiste sul circolo delle cuspida-
zioni un centro principale nel quale
ha luogo la singolarita della pseu-

11
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della pseudo-ondulazione si dovra

avere per esso:

a3y

do?

Dimostreremo che questa condi-
zione coincide colla (34).

Ed infatti costruendo le espres-

=0

1
S

sioni (15)

elementi di indici 1 e 3 (ovvero 1,4
o 1,2) differenziandole rispetto a o
e ponendo nel risultato ¢1 =0, e
3 = 900, tenuto conto delle (33) si
ottiene:

il N |
%(‘R—>:+_§’T

gpan gy
dc<?)__ rs 74

Le quali sostituite nella (35) bis
danno:

ap 3 <eosga_

da®  p, sing \ pyr1

(36)

37) sin ¢ )

737y

d3

onde risulta dimostrato che la— 7 ‘f 0

coincide identicamente colla (34).
@y,

La s
delle ondulazioni, una funzione fi-
nita !) e continua, che in un punto
si annulla, e quindi da parti oppo-
ste del punto medesimo presenta

é dunque, lungo il circolo

do-cuspidazione si dovra avere in
esso:
a3s'
ds®
Dimostreremo che questa condi-
zione coincide colla (34)*.
Ed infatti costruendo le espulsioni

(15)* e (16)* delle % e % con ele-

menti di indici 1, e 3, (ovvero 1,4,

ed 1, 2), differenziandole rispetto a s,

e ponendo nel risultato ¢1=0 ©3=90°

tenuto conto delle (33)* si ottiene :
oo 1%

Liichs 2
dc:r(ﬁ¥
1 e

%(%)Z ol o

Le quali sostituite nella (35)* bis

ookl

(36)*

danno :

- d‘”’j_’__ <coscp smgp)
(e ded por1® 3 r3*rg*
d3s
onde risulta dimostrato che la F—O
coincide identicamente colla (34)*.
L g d 1 il ci
25— ¢ dunque, lungo circolo
delle cuspidazioni una funzione fi-
nita e continua, che in un punto
si annulla e quindi da parti oppo-
ste del punto medesimo presenta va-

1) Non & inutile notare che la relazione (37) e le precedenti da cui fu dedotto non
sono applicabili al punto @ il quale sebbene appartenga al circolo delle ondulazioni
descrive una traiettoria di curvatura finita (in generale una Falcata).

Nel punto 2 la (37) si presenta di valore ® cid che non esprime altro se non che

a3 . 5 - :
in 2 la d—q; cambia di segno, ed infatti sui due archi del circolo delle ondulazioni

determinati da Q e da A%y, la funzione

ghe valgono per I’enunciato correlativo.

a3 . : . .
d_q:’ ¢ di segni contrari. Osservazioni analo-
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valori di segni contrarii; onde si
deriva 1’ enunciato :

1l punto principale A*, divide il
circolo delle ondulazioni G¥, in due
archi a partire da Q, pei quali i ra-
mi delle ondulaziont presentano verso
Q curvature di senst contrari, dipen-
d? o
. 7as ¢ cloe:
per un dato punto del circolo G¥oo 2
rami della ondulazione somo convessi
o concavi verso Q secondo che il se-
a3
das?

dato dalla (37) ¢ positivo o megativo.

dentemente del segno di

gno del corrispondente valore di

lori di segni contrarii onde si deri-
va l'enunciato :

1l centro principale A, divide il
circolo delle cuspidazioni in due ar-
chi a partire da Q, pei quali i rami
delle cuspidazioni inviluppate presen-
tano verso Q curvature di semsi con-
trari, dipendentemente dal segno di
ass’ Y ;
755 ¢ cioé: in un dato punto del cir-
colo Gy, la cuspidazione inviluppata
¢ convessa o concava verso Q, secondo

che il segno del corrispondente valo-
3o/
re di Z—:,a; dato dalla (37)* & positivo o

negativo.

Supponendo assunte due delle coppie principali a funzionare da perni

di un quadrilatero articolato che comanda il movimento di X* come con-
nessa alla sua biella, ed applicando in tale ipotesi al movimento conti-
nuo di X* precedente e susseguente al movimento elementare considerato
i metodi di investigazione adoperati cui § 6 e § 8 possiamo inoltre enun-

ciare :

A partire dal punmto principale
A%, e lungo il circolo delle ondula-
zioni si estendono due regioni di X*
di cui © punti descrivono traieltorie
finite che presentano tre flessi distinti
e comsecutivi.

Di queste due regioni quella si-
tuata lungo Uarco delle ondulazion:
convesse ¢ esterna al circolo G¥g, e
quella situata lungo TUarco delle on-
dulazioni concave éinterna al circolo

A partire dal centro principale
Ay € lungo il circolo delle cuspida-
ziont st estendono due regioni di X
nelle quali rette di X* inviluppano
curve finite che presentano tre cuspi-
di distinte e comsecutive.

Di queste due regioni quella situa-
ta lungo Uarco delle cuspidazioni con-
vesse e esterna al circolo Goo, e quella
situata lungo Uarco delle cuspidazio-
ni concave & interna al circolo me-

medesimo. desimo.

Questi enunciati sono ovviamente subordinati all’ipotesi che le cop-
pie note (e scelte a funzionare da perni) siano tali che il valore di 2
dato dalla (34) risulti determinato e diverso da zero cid che non ha luo-
go mnei casi di movimenti simmetrici come vedremo in seguito. Queste
regioni dei luoghi a tre singolarita, quando esistono, possono essere note-
volmente estese e abbracciare quasi l'intera periferia di G*p 0 Goo.

Procediamo ora a investigare i diversi casi di movimento che si pos-
sono presentare, assumendo come date due delle coppie principali, inco-
minciando dal caso speciale dei movimenti simmetrici.

__ S
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Movimenti simmetrici

I movimenti pei quali esiste un circolo delle ondulazioni ovvero del-
le cuspidazioni, non possono essere simmetrici che nella ipotesi che I'ele-
mento della coppia [1] che non cade in Q sia situato a distanza infinita,
la sua presenza a distanza finita sull’asse (() costituendo invece una in-

trinseca dissimetria del movimento 1).

Ponendo dunque 71 = 00O nelle '
| (35)"* e (37)* si ha:

(35)"* e (37) s1 ha:

. A 3 d/1 —3
G R P P 7&(@) S
espressione costante per tutti i punti
del circolo delle ondulazioni.
~ Non si possono dunque presentare
che due casi, e cioé: o che il secondo
membro della (38) sia nullo o che esso
sia di grandezza finita qualunque.

Ponendo dunque 7% = 00 nelle

ds e d /1y —3sing
de® ‘5%<?> ot
espressione di segno costante in tutti
1 punti del circolo delle cuspidazioni.

Non si possono dunque presentare
che due casi e cioé : o che il secondo
membro della (38)* sia nullo o che
esso sia di grandezza finita qualun-
que.

(38)*

1. Caso (Movimenti ciclici).

Questi come si vedrad notissimi casi di movimenti simmetrici sono

caratterizzati dalle condizioni.

Y

a9
(pei punti di un circolo di X¥) cio che
ha luogo per:

B GXO-B W =0y} ¥4 ==X
mentre ¢z & indeterminato come ri-
sulta dalla (34).

La indeterminazione di ¢z e I'an-
nullamento didi:;? mostrano dunque
che tutti 1 punti del circolo delle
traiettorie di curvatura nulla che
indicheremo in questo caso col sim-
bolo G¥y0 sono punti principali e
descrivono traiettorie elementari ret-
tilinee secondo direzioni passanti per

d3s'
765-' —_—
(nei punti di un circolo di ¥) ¢id che
ha luogo per:
rn*=00 n*=—p r¥=00
mentre ¢z & indeterminato come ri-
sulta dalla (34)%.

La indeterminazione di g2 e l'an-
S of

.d
nullamento dld_:?’ mostrano dunque

che tutti i punti del circolo luogo
degli inviluppi di curvatura infinita
che indicheremo in questo caso col
simbolo Gooo, sono centri principali,
e quindi nel movimento elementare
le rette del fascio Yo* passano co-

1) Deve invece escludersi I'ipotesi che i due elementi della coppia [1] coincidano
in 2 ci6 che non ¢ difficile concludere dall’'esame delle formole precedenti.
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Y, mentre il centro di G¥y descrive
una traiettoria circolare intorno a

! 1
Y, (essendo 73 = po, 1¥3 = % Po)-

'K questo dunque il noto movi-
mento ciclico determinato dal roto-

lamento di un circolo G¥yp entro un |

circolo di raggio doppio (ricordiamo
che per R = 00 si ha p = 2 p* = p)

stantemente pei punti di Gooo, men-
tre ¥o* descrive il circolo medesimo

(essendo 73% = — po, 13 — —q%)-

B questo dunque il noto movi-
mento ciclico determinato dal roto-
lamento di un circolo intorno a un
circolo interno Gogo di raggio meta
(ricordiamo che per R* —=coo si ha:
p*=2p = — po)

ed & noto che le leggi di simili movimenti si mantengono identicamente
anche per una amplitudine finita qualsiasi.
Questi movimenti possono dunque ottenersi:

a) colle coppie [1] [2] o due coppie [2]' [2]”

e cio® obligando due punti di G¥po a
muoversi secondo direzioni rettilinee
passanti per Y, (meccanismo del Glifo
a croce. Fig. 34),)

e cioe obligando due rette del fascio
Y*p a passare costantemente per due
punti del circolo Gogoo (meccanismo

del Giunto di Oldham. Fig. 40,)

b) colle-coppie [1] [3] ovvero [2] [3]

o ciod obligando il centro di G¥geo
a descrivere un circolo di centro ¥y,
ed un punto di G¥ e descrivere una
retta passante per Yo. (Manovella di
spinta isoscele. Fig. 34,)

| e cioé obligando il punto Y* a de-

scrivere il circolo Ggoo ed una retta

al fascio Y*o a passare costantemente
per un punto di Gogo. (Glifo-mano-
vella isoscele. Fig. 40,).

Diremo meccanismi ciclici questi quattro meccanismi elementari, de-

signando coi simboli:

Serie 11, la doppia infinita dei
glifi a croce e la semplice infinita
delle manovelle di spinta isoscels.

Serie 113}, la doppia infinita dei
Giunti di Oldham e la semplice in-
finita dei glifi-manovella isosceli.

2. Caso (Movimenti paraciclici)

Diremo paraciclici i movimenti simmetrici pei quali esiste un circolo
delle ondulazioni ovvero delle cuspidazioni senza che pe p* siano costanti
nei limiti di tre movimenti infinitesimi:

Questi movimenti sono caratterizzati dalle condizioni:

d3

o costante

dass'

e = costante

(pei punti di un circolo di X¥) cid | (nei punti di un circolo di X) cio

che ha luogo per:

7. = 0O p2 =0

| che ha luogo per :

N = o v =0
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essendo 73 ed ry di grandezza finita, | essendo r3* ed ri* di grandezza finita,

e tali da soddisfare le (33).

e tali da soddisfare le (33)*

In tale ipotesi infatti le (34) e (34)* non possono essere soddisfatte

che dalla cot g2 = 00O
Passe (x)

col punto mobile Q* e il centro fisso
nel punto all’ co di ().

2 = 0, onde le coppie [1] [2] coincidono sul-

col centro fisso in @ e il punto mo-
bile nel punto all’ co di (x).

Ed infatti il centro istantaneo Q e il punto all’ co di (x) devono ri-
guardarsi come punti doppi dei luoghi degenerati della curvatura stazio-
naria nei due Modi di degenerazione qui contemplati.

Possiamo dunque enunciare :
Nessun punto principale si trova
m questo caso sul circolo G*oo di cui
tutti i punti senza eccezione descri-
vono delle ondulazioni.

Le ondulazioni sono convesse o
concave verso € secondo che il se-
gno di

) —3

_C.l—d—:j ¥ po 73 74
e cioé il segno di — 737y & positivo
0 negativo.

Solo dunque quando 73 ed 74 sono
entrambe positive e maggiori di po,
(pella (33), possono le ondulazioni es-
sere concave verso 2, mentre in ogni
altro caso saranno convesse.

Poiché inoltre il segno del 2.0 mem-
bro della (38) da anche il segno di
d?po i
gt 5° le ondulazioni sono conves-
se, po & un minimo, mentre esso &
un massimo se le ondulazioni sono
concave.

Nessun centro principale si trova
i questo caso sul circolo Goo, onde
tutte le rette del fascio Yo* vi invi-
luppano senza eccezione delle cuspi-
dazioni.

Le cuspidazioni sono convesse o
concave verso @ secondo che il se-
gno di
— 3 sin ¢

ds?® r3* ri* ,
e cioé il segno di — 3% r4* & posi-
tivo o megativo.

Solo dunque quando 73* e 74* sono
entrambe negative e maggiori di g,
(pella (33)%) possono le cuspidazioni
essere concave verso  mentre in ogni
altro caso esse saranno convesse.

Poiché inoltre il segno del 2.
membro della (38)* da il segno di

2

d*p,
da*’
po © un minimo , mentre esso ¢ un
massimo se le cuspidazioni sono con-

cave.

se le cuspidazioni sono convesse

Possiamo infine enunciare che in generale:

Il punto mobile Q* descrive una
tralettoria cuspidale simmetrica di
curvatura nulla e cioé una Ipercus-
pide.

La retta mobile ()* inviluppa in
Q una cuspide ordinaria.

Il punto mobile Q¥ descrive una
cuspide ordinaria.

La retta mobile (y)* inviluppa in
Q una cuspidazione di 3.° ordine o

pseudo-cuspidazione (essendo infatti

d3s
e 0 per ¢ = 0).
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Questi movimenti possono dunque ottenersi scegliendo a funzionare
da perni sia le coppie [1] [3], sia le coppie [3] [4] come andiamo ad esporre:

a) Perni [1] [3].

dispositivo realizzato dalla
Serie 11 ,,, (Fig. 35)
ia quale & costituita dalla semplice
infinitd delle Manovelle di spinta in
configuraz. ortogonale diretta e dal
glifo-testacroce in configurazione or-
togonale diretta (meccanismo unico).
La coppia incognita [4] & data dalla
(33) e coincide colla [3] per:

2
rs=+42po, 7%= +? po
Quando si scelga:

1
7'3=+‘2—Po (

la (33) da: (39)

ta o
e quindi, il centro fisso della [4] ca-
dendo nel polo delle cuspidi la sin-
golaritd inviluppatavi dalla perpen-
dicolare a (y) sarebbe necessariamente
la doppia cuspidazione (cuspidazione
di 4°¢ ordine)

dispositivo realizzato dalla
Serie II (3, (Fig. 41)

la quale & costituita dalla semplice
infinita dei Glifi-manovelle in configu-
razione ortogonale inversa e dal glifo-
testacroce i configurazione ortogo-
nale inversa (meccanismo unico).

La coppia incognita [4] & data dalla
(33)* e coincide colla [3] per:

2
¥ =—2py, 18 =—73po
Quando si scelga :
* 1 2
i A
la (33)* da: 2 7 39y
7s* = +py

e quindi, il punto mobile della [4]
cadendo nel polo dei flessi, la sua
traiettoria presenterebbe necessaria-
mente la singolarita della doppia on-
dulazione (ondulazione di 4° grado)

Anche in questi casi noi non possiamo dimostrare in modo elementare

che esistano regioni di inviluppi a quattro cuspidi ovvero di traiettorie a
quattro flessi ma con metodo analogo a quello seguito nel § 12 potremmo
dimostrare che simili regioni esistono quando si assumano pei perni delle
manovelle posizioni leggermente diverse da quelle definite dalle (39) e (39)*
(v. p. e.nel cap. VIL 1’ applicazione alla guida a concoide illustrata nella
fig. 94).

B infine evidente che ponendo
r3 = po sl ricade mnella Serie 1L

E infine evidente che ponendo
r3¥ = — p, si ricade nella Serie ILy),,.

b) Perni [3] [4]

dispositivo realizzato dalla
Serie 1I,,, (Fig. 36)
la quale comprende la semplice in-

[ dispositivo realizzato dalla

Serie TI), (Fig. 42)

la quale comprende la semplice in-

finita dei quadrilateri articolati a | finitd dei quadrilateri articolati a
punto morto di cui la posizione dei ’ punto morto, di cui la posizione dei
perni fissi soddisfa la (33), oltre un * perni mobili soddisfa la (33)¥, oltre
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unico meccanismo del glifo-manovella | un unico meccanismo della mano-

a punto morto vella di spinta a punto morto
1 . 1
<7‘3 U A ? po > <’I"3*= +PO: rae— —? Po )

Osserviamo infine che per queste due ultime serie la formola gene-
rale di punto morto (32) § 12 conferma la qui descritta distribuzione delle
coppie principali, ed infatti ponendo in essa:R = 00 od R¥ = 0O
si ottiene evidentemente : cot® p = 00
la quale & soddisfatta soltanto da o1 = a2 = 0.

Movimenti dissimmetriei

Nel caso pit generale dei movimenti pei quali esiste un circolo delle
ondulazioni ovvero un circolo delle cuspidazioni, e cioé quando l’elemento
della coppia [1] che non cade in Q & situato a distanza finita su (y), il mo-
vimento & necessariamente dissimmetrico, onde esiste sempre in tal caso

un punto A%, di pseudo ondulazio-
ne su G¥*,,

un punto 4,,, di pseudo-cuspidazione
gn e

al quali punti competono le proprieta precedentemente enunciate.
La ubicazione delle coppie principali ¢ dunque definita dalle (33) (34),

(33)* (B4)* :
1 1 1
SRR el Y I e
(33) R 5t =
@by il
73 T4 Po 71

colla sola limitazione che la scelta
arbitraria delle due coppie note (per-
ni) sia tale che 7, non risulti infi-
nitamente grande.

il 1 1
* —_— —_— _—
(33) 7’3*+n* + 5 0
3 | cot g2
* lest B
BY et =0

colla sola limitazione che la scelta
arbitraria delle due coppie note (per-
ni) sia tale che 71* non risulti infi-
nitamente grande.

E dunque facile vedere che le coppie [1] [2] sono sempre reali, mentre
le coppie [3] [4] possono essere reali e distinte , reali e coincidenti oppure

imaginarie.

Esclusa la combinazione di punto morto, sono evidentemente possibili
tre diverse combinazioni di scelta arbitraria di due delle coppie a funzio-

nare da perni e cioe: [1] [2],
cessivamente.

(1] (31,

[2] [3], delle quali diremo suc-

a) Perni in [1] [2]

Questa disposizione é realizzata dalla
Serie II,,, (Fig. 87)
la quale comprende la doppia infi-

Questa disposizione & realizzata dalla

Serie T1%), (Fig. 43)

la quale comprende la doppia in-

nita delle manovelle di spinta di cui | finita dei glifi-manovelle di cui il
le biella & perpendicolare alla guida | glifo & perpendicolare alla linea dei
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della testa-croce (Configurazione per- |

pendicolare).

Sono dunque note 71 e g2 onde le
r3 r4 sono radici della :

1 e cot w9
(40) oy = —
Po PoT1

le quali sono reali e distinte, coin-
cedenti 0 imaginarie secondo che:

0

r1 — 4p, cobeps % 0

condizioni di ovvia interpretazione
geometrica.

La (40) é soddisfatta da » = — p,
quando sia :

(41)

=

2

nella quale ipotesi ha luogo pseudo-
cuspidazione nel polo delle cuspidi.

po cot s

b) Perni
dispositivo realizzato dalla
Serie 11, (Fig. 38)
la quale comprende :

a) la doppia infinita dei quadrila-
teri articolati in configurazione orto-
gonale diretta ;

b) la semplice infinita dei glifi-ma-
novella i configurazione ortogonale
diretta (che si ha ponendo: r3=—po
mentre 7 & arbitrario).

Dato uno di questi meccanismi il
circolo delle ondulazioni ¢ immedia-
tamente determinato e la (34) da pei
quadrilateri :

s ﬂ‘ 7~3 - po \
cot g — oy e 7 (
e pel glifi-manovella: g (42)
271
cot Pe=i==
po /

perni fissi (Configurazione perpendi-
colare).

Sono dunque noti 71¥ e ¢ ondele
r3* r4* sono radici della :
1 143
72-?: 1-{{‘ Po
le quali sono reali e distinte, coin-
cidenti, o imaginarie secondo che:

cotops oy
P()?'l* P

(40)*

71* 4 4p, cot g3 % 0

condizioni di ovvia interpretazione
geometrica.

La (40)* & soddisfatta da 7* =,
quando sia :

1
@n* n*= -} 5 P cot 2

nella quale ipotesi ha luogo pseudo-
ondulazione mnel polo dei flessi. (V.

p- e. Fig. 97)

in [1] [3]

dispositivo realizzato dalla
Serie 1Y), (Fig. 44)

la quale comprende :

a) la doppia infinitd dei quadrila-
ters articolati in configurazione orto-
gonale inversa ;

b) la semplice infinita delle mano-
velle di spinta in configurazione orto-
gonale inversa (che si ha ponendo :
r3¥=--po mentre 71* & arbitrario).

Dato uno di questi meccanismi il
circolo delle cuspidazioni ¢ immedia-
tamente determinato e la (34)* da
pel quadrilateri :

L3055

r3* g

cotipg = —

\

e pelle manovelle di spinta: (
2 ¥ \
/

Po

cot P2 = +
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colle quali si individua il punto di
pseudo-ondulazione A% (v. p. e. Fi-
gura 91).

E anche ovvio che se fosse scelto:

rs=po

il punto 4%, cadrebbe nel polo dei
flessi (¢2=90°), e poiché in tale ipo-
tesi:

r4=00
coinciderebbero mnel polo dei flessi i
punti mobili delle due coppie [2] e [4]
(v. p. e. Fig. 90).

I1 polo dei flessi ed il punto all’co
di (y) sono in fatti punti doppi di
A*e A degenerate.

Ed infine se fosse scelto

ey
3——?90

v
7"4=p,

avrebbe luogo pseudo-cuspidazione
nel polo delle cuspidi, venendovi a
cadere il centro fisso della [4].

colle quali si individua il punto di
pseudo-cuspidazione Aooo.

E anche ovvio che se fosse scelto:
r3¥=—0po
il punto 4,,, cadrebbe nel polo delle
cuspidi (p2=90°), e poiché in tale
ipotesi :
rate=00 74— — 0

coinciderebbero nel polo delle cuspidi
1 centri fissi delle due coppie [2] e [4].

II polo delle cuspidi e il punto
all’lco di (y) sono infatti punti dop-
pii di A e A* degenerate.

Ed infine se fosse scelto

1
¥ = ——pg

2

avrebbe luogo pseudo-ondulazione
nel polo dei flessi, venendovi a ca-
dere il punto mobile della [4] (V. p.e.
Fig. 96).

e) Perni in [2] [3]

dispositivo realizzato dalla
Serie 1I,, (Fig. 39)
la quale comprende:

a) la doppia infinita delle manovelle
di spinta di cui la manovella & sul-
Passe (y);

b) la semplice infinita dei g¢lifi-
testacroce, di cui il perno del glifo &
nel polo delle cuspidi (13 = —po).

La condizione perché una data ma-
novella di spinta appartenga a que-
sta serie ¢ dunque che la parallela
per O alla guida della testacroce
passi per ©, ed analoga condizione
puod enunciarsi pel glifo-testacroce.
(Fig. 39).

Noti dunque 73 e 2, la (33) da 74
ela (34) da pelle manovelle di spinta:

dispositivo realizzato dalla
Serie 1LY, (Fig 45)
la quale comprende

a) la doppia infinita dei glifi-ma-
novella , di cui la manovella & sul-
I’ asse () ;

b) la semplice infinita dei glifi-te-
stacroce , di cui la testacroce e mnel
polo dei flessi (r¥3=p).

La condizione perche un dato gli-
fo-manovella appartenga a quattro
serie ¢ dunque che la parallela per
O all’ asse del glifo passi per Q, e
analoga condizione pud enunciarsi
pel glifo-testacroce (Fig. 45).

Noti dunque 73* e g2 la (33)% de’ry*®
e la (34)* da per i glifi-manovella :
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3
r1 =173 cob s =
73—

e pei glifi-testacroce: (43)
Mg cot
= B} po P2

le quali individuano il centro di cur-
vatura della traiettoria del punto
mobile che cade in Q. Questa traiet-
toria ¢ dunque necessariamente una
falcata (V. InTROD.).

Come pella serie precedente quan-
do si scelga :

1
7=+ 5 po
avrebbe luogo pseudo-cuspidazione

nel polo delle cuspidi ed in tale ipo-
tesi :

O : t
1—-——'—2—‘)000(?2

mentre scegliendo 73 = po si ricade
nella manovella di spinta della Se-
rie 1L, (isoscele).

Pk et L _opa® ol L R
45 g ‘“m‘*%—m)
e pei glifi-testacroce: 43)*

rn* = 4 % po cot o2 5

le quali individuano il punto prin-
cipale della cui traiettoria Q é centro
di curvatura, mentre la tralettoria
di Q¥ & una cuspide semplice.

Come pella serie precedente quan-

do si scelga :
1

r¥*= — —po
avrebbe luogo pseudo-ondulazione
nel polo dei flessi (v. p. e. Fig. 95)
ed in tale ipotesi

1
ek — -{—?po cotips

mentre scegliendo r¥3—=—p, si ricade
nel glifo-manovella della Serie IL (),
(isoscele).



QUADRO SINOTTICO DEI MECCANISMI

pELLE SERIE 11 & II®

Meccanismi simmetrici

1.0 < ciclici »

Serie ILy,. Glifo a Croce e Ma-
novella di spinta isoscele. (Fig. 34).

Serie 115, Giunto di Oldham e
Glifo-manovella isoscele. (Fig. 40).

2.0 « paraciclict »

Serie 11,,,. Manovelle di spinta e
Glifo-testacroce in configurazione or-
togonale diretta (Fig. 35).

Serie 11,

e Glifo-manovella a punto morto.
(Fig. 36).

Quadrilateri articolati

Serie II3),,. Glifi-manovelle, e Gli-
fo-testacroce , in configurazione or-

togonale inversa (Fig. 41).

Serie II5),. Quadrilateri articolati
e Manovella di spinta a punto morto.
(Fig. 42).

Meccanismi dissimmetrici

Serie 1I,,. Manovelle di spinta in
configuraz. perpendicolare. (Fig. 37).

Serie I1,,. Quadrilateri articolati
e Glifi-manovelle in configurazione
ortogonale diretta. (Fig. 38).

Serie 11 ,,. Manovelle di spinta e
Glifi-testacroce di cui una coppia di
perni & sullasse (). (Fig. 39).

Serie 113, Glifi-manovelle in con-

figurazione perpendicolare. (Fig. 43).

Serie II3),. Quadrilateri articolati
e Manovelle di spinta in configura-
zione ortogonale inversa. (Fig. 44).

Serie II$),. Glifi-manovelle e Glifi-
testacroce di cui una coppia di perni
& sull’asse (y). (Fig. 45).
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§ 15.

IIT Mopo DI DEGENERAZIONE

SERIE DI MECCANISMI ITT pr) Iy,

Quando sia R = cOmentres & di
grandezza finita la (12) diventa :

r=Scos¢p

e ciod la cubica A degenera nell’asse
(x) ed in un cerchio di diametro S
che diremo K mentre A* conserva
la forma di cubica a cappio illustrata
nel § 6.

Questo Modo di degenerazione &
rappresentato nella Fig. 30.

Poiché inoltre : R* = + po
la cubica A* risulta osculata in Q
dal circolo dei flessi e non lo taglia
ulteriormente.

Nessun punto di ¥* descrive adun-
que una ondulazione, ed infatti dalla
(35) § 14 si ha in questa ipotesi

1
ds®> " poS do <E) o

per tuttii punti del circolo dei flessi.

11 circolo K incontra invece il cir-
colo delle cuspidi Go nel punto di cu-
spidazione Aqgp.

3 d

III® Mopo DI DEGENERAZIONE

SERIE DI MECCANISMI ITT G, ITT)

Quando sia R* — 00 mentre § & di
grandezza finita la (12* diventa :

r¥ =g cos p

e cioé la cubica A* degenera nell’asse
()* e in un cerchio di diametro §
che diremo K* mentre A conserva la
forma di cubica a cappio illustrata
nel § 6.

Questo Modo di degenerazione &
rappresentato nella Fig. 30%®.

Poiché inoltre : R = — p,.
la cubica A risulta osculata in @ del
circolo delle cuspidi e non lo taglia
ulteriormente.

Nessuna retta di £* presenta dun-
que la singolarita della cuspidazione
ed infatti dalla (35)* risulta in questa
ipotesi che
d*' 3sing . da (1
= ez ()
& una quantita di segno costante per
tutti 1 punti del circolo delle cuspidi.
11 circolo K* incontra invece il cir-
colo dei flessi G¢* nel punto di on-
dulazione A%y. ;

Quanto alle coppie principali osserviamo anzitutto, che annullandosi
per entrambi i Modi il termine noto della (20) § 9 essa & per entrambi i
Modi soddisfatta da tgp=0, e quindi, come nei due Modi precedenti, una
delle coppie principali che indicheremo con [1] & sempre situata sull'asse (x)

col punto mobile in Q e il centro Ay
alla distanza ry.

col centro fisso in Q e il punto mo-
| bile Ai* alla distanza ri*.

Nessuna coppia principale & invece situata sull’ asse (y) il quale non
forma parte dei luoghi della curvatura stazionaria, onde le tre residue
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coppie [2] [3] [4] sono situate sui raggi individuati dai valori angolari

©2 ¢3 ¢y diversi da 90°,
ed i tre centri principali 42434, si
trovano, in generale, sul circolo K. -

ed 1 tre punti mobili principali As*
As*® A4* si trovano, in generale, sul
circolo K*.

Procediamo ora, con metodo analogo a quello seguito pei Modi preceden-
ti, a ricavare dalle (21) le coppie di relazioni caratteristiche di questo caso.

Ponendo nelle (21).
tgpr =0 R = 00 R* = po
la 2.2 di esse deve scriversi:

Sk t
tg(PZ tgtx% tg% o ‘p—le C()I;Fl — 0.
0

Ora se As As As (od almeno uno
di essi) sono su K, e quindi sono sod-
disfatte le (o almeno una delle) con-
dizioni :

OOSC‘DZ

(44) % iy cosps _ COSps

72 Ve Vs

applicando la (15) alla coppia [1] e
ad una delle tre rimanenti di cui il
centro sia su K, si ottiene:

cotepy e 1 i

Lim
R 71 S

onde le (21) si scrivono:

= S
(45) tgpe + tgys + tgps — e 0

S S
(46) tgps tgws tgipri—p—(l— :1 ) —

le quali rappresentano la legge ge-
nerale di ubicazione delle coppie
principali nel Modo IIT di degenera-
zione.

Ponendo nelle (21):
tg(FIZO B* —0D R=—po
la 2.2 di esse deve scriversi:

1 trr
tgp bgps tgps +pi Lim. 22 — o,

Ora se A1* As* A3* (od almeno uno
di essi) sono su K¥, e quindi sono
soddisfatte le (o almeno una delle)
condizioni :

cospz  COSP3 cOsps

Lok W
(44)* FH ro¥ P ST Tl

applicando la (15)* alla coppia [1] e
ad una delle tre rimanenti di cui il
punto mobile sia su K* si ottiene :
. cotr i 1
Limsrges <5 iy
onde le (21) si scrivono :
= S
(45)* tgpe + tges + tgpa+- g 0

(46)* tayp tgps tgqn—pi (1__3) _0
0

i
le quali rappresentano la legge ge-
nerale di ubicazione delle coppie
principali nel Modo III™ di degene-
razione.

Rispetto alla scelta arbitraria di due delle coppie principali come
note (perni di un meccanismo) non si possono evidentemente presentare
che due casi, e ciod che la coppia [1] situata su (z) sia fra le coppie note,

ovvero fra le incognite.
Ritenendo dunque note :

nel primo caso le coppie: [2] [4] e nel secondo le coppie: [1] [3],
prendiamo a investigare e descrivere le corrispondenti serie di meccani-
smi, nonché le proprieta che possono in ciascun caso competere alle due

coppie incognite.
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a) Perni in [2] [4]

dispositivorealizzato dalla Serie ITl e, | dispositivo realizzatodelle SerieILL &),

(Fig. 46) la quale comprende :

@) una doppia infinita di qua-
drilateri articolati (a sei configura-
zioni diverse);

) una semplice infinita di glifi-
manovelle (a tre configurazioni di-
verse).

Condizione necessaria e sufficiente
perché un dato meccanismo appar-
tenga a queste serie & dunque che
le perpendicolari alle manovelle nei
perni fissi si incontrino sull’asse (x);
e quindi (Fig. 46 ,) chela P> Py, e
la linea dei perni fissi formino an-
goli eguali e simmetrici colle mano-
velle. (V. nel § 4 la determinazione
degli assi).

| (Fig. 48) la quale comprende :

a) una doppia infinitd di qua-
drilateri articolati (a seil configura-
zioni diverse);

b) una semplice infinita di ma-
novelle di spinta (a tre configurazioni
diverse).

Condizione necessaria e sufficiente
perché un dato meccanismo appar-
tenga a queste serie ¢ dunque che
le perpendicolari alle manovelle nei
perni mobili si incontrino sull’ asse
(x); e quindi (Fig. 48,) che la Ps Py
e la biella formino angoli eguali e
simmetrici colle manovelle (V. § 4).

Le configurazioni dei meccanismi di queste due serie potrebbero de-
nominarsi configurazioni circolari di 22 specie ovvero Configurazioni cir-

colari su K (rispett. K¥).

Noti dunque ¢2 e o4 la (45) indi-
vidua ¢3 e la (46) individua 71 onde
le coppie [1] [3] sono sempre reali.

Il punto mobile della coppia [1]
che cade in @ descrive dunque una
falcata la quale pud anche essere
una iperfalcata di curvatura nulla 1)
quando il valore di 71 fornito dalla
(46) risulti infinitamente grande.

E anche ovvio che se le P2 © ©1
sono scelte in modo che sia:

tgpttgp———0
Po

Noti dunque ¢2 e s la (45)* in- .
dividua 3 e la (46)* individua 7%,
onde le coppie [1] [3] sono sempre
reali.

(Gli enunciati correlativi contem-
plerebbero la inviluppata dal circo-
lo mobile di centro 4;* e raggio 7%,
mentre il punto di X* che cade in Q
descrive una cuspide ordinaria).

- -
E anche ovvio che se ¢2 e ©s sono
scelte in modo che sia:

%%+%%+§=0
o .

1) 1 invece facile di constatare che questa traiettoria non pud essere una Iperfal-
cata di curvatura ipfinita, e cioé che non pud essere 7,—0; ed infatti finché S édi gran-
dezza finita e 1'asse (y) non appartienc ailuoghi della curvatura stazionaria le ¢, e ¢,

devono essere diverse da 90.0
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le (45) e (46) danno:

w3 =0

; =5
e quindi le coppie [1] e [3] coinci-
dono sull’asse (z) col centro A; nel
punto in cui K taglia (»), il quale
deve infatti riguardarsi come un pun-
to doppio di A degenerata.

Pseudo-cuspidazione

Se i perni di un quadrilatero ar-
ticolato sono scelti su K in modo
che sia

@7 tg e ttg <p4=2pi

0
la (45) ci da:

S

SR UL

tg ¢s o
e quindi il centro fisso della coppia
[3] cade nel punto di cuspidazione
Ago 1l quale diventa in tale ipotesi
punto di pseudo-cuspidazione Aooo

_ per una retta g¥opoo di X¥.

Fissato il valore di § esiste dun-
que una semplice infinita di quadri-
lateri articolati che godono di que-
sta proprieta.

b) Perni
dispositivo realizzato dalla
Serie g, (Fig. 47)

la quale & costituita dai meccanismi
elementari di cui uno dei perni fissi
¢ sulla linea dei due perni mobili
(biella) , nella quale ipotesi 1’ altro
perno fisso si trova sull’ asse (z).

Fissato il valore di g, la serie cor-
rispondente comprende dunque :

@) Una doppia infinita di quadri-
lateri articolati (3 config.);

b) una semplice infinita di glifi-
manovelle ;

le (45)* e (46)* danno :

w3 =0 n*=8§

e quindi le coppie [1] e [3] coincido-
no sull’asse (x) col punto mobile A:*
nel punto in cui K* taglia (»), il
quale deve in fatti riguardarsi come
un punto doppio di A* degenerata.

Pseudo-ondulazione

Se i perni di un quadrilatero ar-
ticolato sono scelti su K* in modo
che sia
Aty S
40)* tg e+ tg pa=—2 5

la (45)% da
S
g =idhios
Po

e quindi il punto mobile della cop-
pia [3] cade nel punto di ondulazione
A%y il quale diventa in tale ipotesi
punto di pseudo-ondulazione A%oo,
secondo una retta gy, di X.
Fissato il valore di S esiste dun-
que una semplice infinita di quadri-
lateri articolati che godono di que-

sta proprieta.

in [1] [3]
dispositivo realizzato dalla
Qy (Fig. 49)
la quale & costituita dai meccanismi
elementari di cui uno dei perni mo-
bili & sulla linea dei due perni fissi,
nella quale ipotesi I'altro perno mo-
bile si trova sull’ asse ().

Fissato il valore di S, la serie cor-
rispondente, comprende dunque :

@) una doppia infinita di quadri-
lateri articolati (3 config.);

b) una semplice infinita di mano-
velle di spinta ;

Serie
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¢) Una semplice infinita di mano-
velle di spinta (3 config.);

d) un unico meccanismo del glifo-
testacroce.
i quali meccanismi sono sistematica-
mente illustrati nella Fig. 47.

Note dunque 71 e g3 le due cop-
pie incognite [2] [4] e cioe le g2 e ¢4
sono date dalle radici della

U i) 2
po
5. M(l 3 i) L9
Po 1

le quali possono essere reali e di-
stinte, coincidenti, o imaginarie.

E ovvio che se sia 7 =S8
la (48) & soddisfatta da ¢ =0
onde una delle coppie incognite coin-
cide colla [1] su (x) come fu prece-
dentemente osservato.

Cid pud anche verificarsi per en-
trambe quando le radici della (48)
sieno nulle, e cioé nella ipotesi:

r1="5+ptg ¢
Se dunque 4; & scelto nel punto
in cui K taglia (x) e A3 nel punto
in cui K taglia il circolo dei flessi
le due coppie incognite coincidono
colla [1] su ().

tg’e -+ tgyp (tg %
(48)

Pseudo-cuspidazione

Quando le coppie note [1]e [3] e
ciod le 71 e g3 siano scelte in modo
che la (48) sia soddisfatta da :

b e
il centro fisso di una delle coppie in-
cognite cade nel punto di cuspida-
zione Ago il quale diventa quindi punto
di pseudo-cuspidazione Agoo per una
retta g%, di 2.

¢) una semplice infinita di glifi-
manovelle (3 config.);

d) un unico meccanismo del glifo-
testacroce
1 quali meccanismi sono sistematica-
mente illustrati nella Fig. 49.

Note dunque 71* e g3 le due cop-
pie incognite [2] [4] e cioé le g2 e gy
sono date dalle radici della

tg’r + tgy (tg s+ —F) - %
(48y* |
+ S cotes <1_%> Lk
Po 71
le quali possono essere reali e di-
stinte, coincidenti o imaginarie.

E ovvio che se sia r*=S8
la (48)* & soddisfatta da ¢ =0
onde una delle coppie incognite coin-
cide colla [1] su (z) come fu prece-
dentemente osservato.

Cid6 puo anche verificarsi per en-
trambe quando le radici della (48)*
siano nulle e cioé nella ipotesi:

¥ =8=—p- tges

Se dunque 4;* & scelto nel punto
in cui K* taglia () e As® nel punto
in cui K* taglia il circolo delle cu-
spidi, le due coppie incognite coin-
cidono colla [1] su ().

Pseudo-ondulazione

Quando le coppie note [1] e [3] e
cioé r1* e o3 siano scelte in modo
che la (48)* risulti soddisfatta da:

tgp—=+
Po

il punto mobile di una delle coppie
incognite cade nel punto di ondu-
lazione il quale diventa quindi punto
di pseudo-ondulazione A%y secondo

una retta gooo di X.
13
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Affinché cio abbia luogo deve dun-
que verificarsi la :

73 21’3 .
(49) ;I—COS(P;-} - Esm(pg =l

la quale implica il sistema di disu-
guaglianze :

7’1>7’3,<%p0

Affincheé cio abbia lucgo deve dun-
que verificarsi la :
oy ¥ oy ¥

(49)* %eos% L sings =1
L 0

la quale implica il sistema di disu-
guaglianze :

M 1
7.1-.r >7.3* <_~2_ p()

E infine ovvio che dalle formole qui esposte pei Modi III e ITIV, si
possono ricavare le formole dei Modi IT e II, ponendo in esse S = CO
e passando opportunamente al limite pelle quantita che si presentano di

forma indeterminata.



CAPITOLO V.

DEGENERAZIONE IPERBOLICA DEI LUOGHI A A%,

§ 16. I MOVIMENTI STAZIONARI IN GENERALE.

Come abbiamo osservato nel § 1 quando le due polodie si osculano
nel centro istantaneo e sia cioé: p=—=1p*
si ha necessariamente : Po = OO
condizione la quale significa stazionarieta del movimento di X*.

Diremo stazionariett, completa la stazionarietd del movimento di X#*
che ha luogo quando Q & situato a distanza finita ; diremo invece stazio-
narietd incompleta o stazionarietd di rotazione, la stazionarieta che ha luogo
quando Q & situato a distanza infinita.

A) Stazionarietd completa.

Allorquando & situato a distanza finita la condizione p = p* ovvero
p, = QO significa cessazione completa del movimento, durante la quale ha luogo
inversione del senso della rotazione di X¥, ed inversione nel senso della
traslazione infinitesima di ciascun punto di X*.

Ed infatti pelle (5) § 1, le traiettorie dei punti di £¥, quando p, =00
sono caratterizzate dalle relazioni :

ds 0t (]

=0  =rr (g)

(50)

ds r¥ de® ' r*

e quindi possiamo enunciare :

dy _ sinp d*  cosp (i__ 2 sing )__d 1 )
- o] o




IS0

Tutti i punti di X* Ilc<€7‘il'07lo cuspidi salvo i punti dell’ asse (z) ¢ quali
ds S o 1 S
descrivono delle falcate ( l d—*O) di cui i centri di curvatura non coin-
3
cidono in Q, essendo per esse © in generale diverso da r*.
Il punto mobile che cade in @ descrive invece una cuspidazione di 2°
ordine, essendo pella sua traiettoria :

ds ds iy . sing i
ds  ds® o do SR re 2p%
come ¢ facile dimostrare. 1)

Quanto alle inviluppate dalle rette di £* in ciascun punto 4 di ¥ in-
dividuato dalle coordinate r e, le (6)§ 1 danno le relazioni caratte-

ristiche :
ds’ R e 1 sin g d /1 )
dg—Slntf a?—cos.((—p— > )—I—T%(E
(51)
W _, ¢y _ d 1)
ds ds® ~ ds (_

dalle quali possiamo concludere:

In ciascun punto A di X la perpendicolare al raggio vettore inviluppa
un flesso fatta eccezione per TUasse (x) mei punti del quale le perpendicolari
dd
ds

Anche 1" asse (y) inviluppa in Q una falcata di cui il raggio di cur-
vatura ¢ in generale di grandezza finita.

Un caso particolare notevole di movimento stazionario ha luogo quando
le due polodie si osculano in Q senza tagliarsi, cio che si verifica quando sia

dp  dp*
ST e S
nella quale ipotesi si ha evidentemente:

all’asse medesimo inviluppano delle falcate (?T =0)

d gl 1 dp* dp
e
e quindi le (50) e (bl1) diventa,no.
[ ds d’s
=0 iz~ °
(50)bis )
) _ sing &g _ cosp (_l_ 2 smgo)
\ dc e 7 ds* 7 Xph 7y

1) Si pud anche enunciare dunque :

Se due punti di una figura piana 2¥ descrivono cuspidi tutti i punti di 2% descri-
vono cuspidi, salvo un punto 2% che descrive una cuspidazione, ed i punti di una retta
per  che descrivono dalle falcate ete.
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ds' ; d*s' ( 1 sinyp )

—— =sing —— =cosg (— —

ds ds ¢ p ¥
(Sl)l)is

dy’ Yy

iy 8 dat :

onde possiamo concludere :

1) Tutti i punti di £* descrivono delle cuspidazioni, salvo i punti del-
I’ asse () che descrivono degli iperflessi, mentre il punto mobile che cade
nel centro istantaneo Q descrive una cuspidazione di 3° ordine (o pseudo-
cuspidazione).

2) In ciascun punto di ¥ la perpendicolare al raggio vettore inviluppa
una ondulazione, fatta eccezione per 1’ asse (z) nei punti dal quale le per-
pendicolari all’ asse medesimo inviluppano delle ipercuspidi. .

In questo caso speciale adunque ha luogo stazionarieta senza inver-
sione nel senso della rotazione di £¥, o della traslazione infinitesima di cia-
scuno suo punto:

Non crediamo opportuno dilungarci ulteriormente intorno a questi
casi di stazionarietd che presentano un interesse meramente teoretico.

B) Stazionarietd di rotazione.

Assai pit importante pella cinematica dei meccanismi & invece il caso
di movimento stazionario che ha luogo quando le polodie si osculano in
un punto a distanza infinita (p = p* = 00) con due rami assintotici a una
medesima retta (asse (z)), il qual caso & realizzato dalle bielle di una
triplice infinitd di notissimi meccanismi (meccanismi a manovelle parallele).

Questo caso di movimento stazionario puo in generale risolversi come
caso limite della legge di curvatura con una investigazione di limiti, che,
in un certo senso, consiste nell’ estendere a regioni finite di X o X* le leggi
che quando Q sia a distanza finita, competono soltanto a una regione di
dimensioni infinitesime.

Ed infatti se nella trasformazione quadratica o legge di curvatura
Fig. 4, noi supponiamo p, grandissimo, tanto grande che la larghezza
della zona racchiusa fra Go e Go* a una certa distanza da Q riesca trascu-
rabile, e consideriamo quivi un’area di cui la dimensione perpendicolare
a (x) sia molto piccola rispetto alla distanza dell’ area medesima da 2, ¢
chiaro che dentro detta area le leggi della curvatura delle traiettorie dif-
feriranno pochissimo da quelle che devono competere al caso in cui Q &
situato a distanza infinita.

E chiaro inoltre che pei punti della regione considerata la quantita
#+p, sing,; (lunghezza del raggio vettore da Q ai circoli dei flessi o delle cu-
spidi) deve ritenersi grandissima rispetto alle 7; r*, le quali sono tuttavia
grandissime rispetto alla distanza finita ¥, dei punti della regione conside-
rata dall’asse (), la qual distanza deve essere al limite:

¥, = Lim. 7, sin ¢, = Lim. »,* sin ¢,.
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Noi potremo dunque ricavare le leggi del caso in cui @ & all’ 00, dalla
legge generale di curvatura supponendo che, mentre la & = r — 7* si man-
tiene di grandezza finita, le 7 ed 7* diventano infinitamente grandi, e la
po sin g infinitamente grande rispetto alle » ed 7¥* pur essendo 'angolo o
ultimamente eguale a zero.

Cio significa che p, deve al limite riguardarsi come una grandezza del-
U ordine di 73 e r*3.

A questa stessa conclusione noi possiamo giungere mediante le for-
mole generali del movimento di X* introducendo in esse in luogo dell’arco
infinitesimo ds un arco infinitamente grande che indicheremo col simbolo 5_,
e passando convenientemente ai valori limiti.

E anzitutto evidente che allontanandosi @ sull’ asse (x) le r ed r* cre-

y : : i S i) aile
scono come s onde possiamio ritenere al limite: Lim. e L1m.—;’%= 13

La espressione dell’ arco ds della traiettoria descritta da un punto di
X* deve dunque scriversi :

r¥ fe} 2
(562) ds = Lim—s_ = Lim —=
po Po
e poiché nel movimento della biella £* di un meccanismo a manovelle pa-
rallele la traiettoria di un punto qualunque A* non presenta alcuna spe-
ciale singolarita onde 1’arco ds deve essere una quantita infinitamente
piccola di 1°¢ ordine, cosi si pud concludere dalla (52)che p, deve essere
una quantitd infinitamente grande dell’ ordine di s %o di 73
Cio ¢ anche confermato dalle equazioni differenziali intrinseche delle
polodie, le quali pegli archi assintotici devono scriversi :
Lim p dt = Lim p* dt* = 6.
e poiché il punto all’ 0o del ramo assintotico di una curva & sede di una
singolaritd di curvatura nulla, onde dt e dt* devono riguardarsi come in-
finitesimi di 20 ordine, cosi si pud concludere dalle relazioni precedenti
che p e p* (e quindi anche po) devono riguardarsi come quantitd infinita-
mente grandi dell’ordine di 5.3.
La espressione dell’ angolo di contingenza df della traiettoria di un
punto A* di £* deve dunque scriversi:

(53) dy = Lim ( S]j? — i) PG 7 i MR

Dalle (52) e 53) otteniamo dunque pel raggio di curvatura della traiet-
toria di 4*

Ow Gw

T i %
(54) PO, JORES Y O TG e, L,
d G SIN% Y Y

mediante le posizioni :
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3 3

— = k* Lim -
o* A

Gw

Lim

(55)

k* — k =k,
nelle quali i parametri k& k* k, sono grandezze finite che rappresentano
delle aree.

La relazione (54) definisce la nota legge di curvatura delle traiettorie
dei punti di ¥* nella ipotesi che Qsia a distanza infinita, legge alla quale,
considerandola come una corrispondenza univoca dei punti 4 di ¥ ai punti
A* di ¥* daremo il nome di trasformazione parallela.

Riservandoci di dare nel § seguente, colla determinazione dei para-
metri £ k¥, una dimostrazione piti concreta della (54), ci limitiamo ora
ad osservare che, mentre le traiettorie dei punti di X* non presentano al-
cuna singolarita , tutte le rette di X* inviluppano invece delle singolarita
stazionarie nei punti della retta all’ 0O ovvero nei punti dell’ asse ().

Si ha infatti pelle inviluppate dalle rette di X¥ applicando le (6) § 1
a questo caso limite :

dY = do = Lim &_ = (0 in ogni caso

; po
(56)

/
, :
ds = Lim ( % 4 6. sing' )

\ Po
indicando con ¢'l’ angolo che una retta qualunque g* forma colla normale
all’ asse (x).

Dalle (56) si ricava inoltre :

; ds ; S ; :
= rra = Lim <cm -+ 50 singp ) = 00 (in ogni caso)

Se dunque ¢’ & diverso da zero la 22 (56) ci da evidentemente: d =00
e quindi possiamo enunciare: una refta qualunque di X* ¢ Uassintoto della
propria inviluppata ) e cioé mwiluppa una singolarita situata all’ co; in tale
ipotesi soltanto potendo ds essere un arco di grandezza infinita.

Quando sia invece ¢* = 0 e cioé pelle rette perpendicolari all’asse (x),
I’ arco inviluppato ds’ & situato su (x) ed & una grandezza infinitamente pic-
cola di 1° ordine (dell’ ordine di ds) onde possiamo enunciare: le rette per-
pendicolari all’ asse (x) inviluppano nei punti di (z) delle singolarita di
curvatura nulla pelle quali il movimento della retta inviluppante & stazionario.

Queste singolarita (V.INTRODUZ.) sono in generale dei flessi, ma pos-
sono essere anche la 12 iperfalcata di curvatura nulla o la 12 iperondula-
zione , come dimostreremo nei §§ successivi.

) Questo enunciato ed i successivi possono verificarsi graficamente col movimento
della biella di un quadrilatero articolato a manovelle parallele.
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§ 17. LA TRASFORMAZIONE PARALLELA E I MECCANISMI ELEMENTARI
IN CONFIGURAZIONE PARALLELA.

11 procedimento adoperato nel § precedente per giungere alla equa-
zione (54) che definiscz la legge di curvatura pel caso in cui Q & situato
a distanza infinita (trasformazione parallela) pud sembrare non del tutto
soddisfacente e persuasivo. Poiché d’altronde lo studio dei meccanismi
elementari in configurazione parallela esige la determinazione dei para-
metri k e k¥ (i quali definiscono come vedremo, i luoghi della curvatura
stazionaria) cosi noi riprenderemo !’ argomento ex-novo prescindendo af-
fatto dalle investigazioni generali esibite nel § precedente e dimostreremo
direttamente il teorema fondamentale :

Quando un meccanismo elementare si deforma in modo che le mano-
velle tendomo a diventare parallele, onde Q si allontana all’ 0o, ¢ parametri
R R¥ S tendono a diventare infinitamente grandi e precisamente :

Lo Il parametro S assume um valore infinitamente grande dell’ ordine

: : £ e A S
di v ed r* in modo che si pud ritenere : Lim e Lim = 1.

ILe I parametri R ed B* assumono valori infinitamente grandi dell’or-
dine di 73 od r® im modo che si pud ritenere:
e 5o s
essendo k e k* due quamtita di gramdezza finita.
Abbiamo in fatti dalla (16) § 8:

7?2 : = !
= 71 SIn (p1 T o 72 SIn 302
2 r E r 72
le . —S- = le . P
71 t O —  — 13 to )
7 g i 7o S (‘/
e poiché evidentemente :
e ; { :
Lim. —=1 Lim.7;sin o, = Lim . 7; tg @, = ¥

nelle quali 7, & una grandezza finita essendo la posizione limite di ( z)
I’ assintoto comune 1) alle due polodie che si toccano all’ 0O, cosi la pre-
cedente da:

Py A e |
Yi—Ys

la quale dimostra 1’ enunciato L.

1) Rispetto alla posizione limite dell’ asse (x) vedi la dimostrazione elementave pit
innanzi.
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Con metodo analogo dalle (15) e (16) del § 8, e notando che :
Lim . 7; sin (g, — 1) = 95 — 7
possiamo dimostrare che:

| Lim. i: — % — poniamo = k
(55)v Y1 Yo

/ Lim. —i; = %w—lﬁ—* = poniamo = k*

‘\ W n

essendo evidentemente % e k* due quantita di grandezza finita (ovviamente
due aree); & cosi dimostrato 1’ enunciato IL.

La trasformazione parallela.

Procediamo ora ad applicare i risultati precedenti alla investigazione
della legge di curvatura delle traiettorie dei punti della X* connessa alla
biella di un meccanismo elementare in configurazione parallela.

Scrivendo la equazione generale della curvatura (3)(v. § 1) nella
forma :

1 1M 1 1
(r—*—7>sm P=m— T
moltiplicandone i due membri per S3, e passando ai limiti pel caso di @
all’ 0o :
N e : e e
le.T-F(r—r*)Ssmcp :Lm'ﬁ_le'f
la quale tenuto conto del teorema precedente e delle (55)", mediante le
posizioni :
T — k¥ —Fk = ko
possiamo scrivere nella forma ;
(54) vy =k
e coincide identicamente colla (54) del § precedente.

Diremo ko il parametro della trasformazione parallela.

Se dunque il movimento elementare di X* ¢ determinato dalla biella
di un quadrilatero articolato (Fig. 51) a manovelle parallele di lun-
ghezze ¢1 e v 1a (54) da:

u Y1 =Y
la quale dimostra che 1’ asse (z) é la parallela alle manovelle passante pel
punto simmetrico di O rispetto alle manovelle medesime.

I’ importanza della equazione fondamentale (54) ci induce ad illu-
strarla ulteriormente con una dimostrazione !) di carattere pit elementare

1) La legge di curvatura delle traiettorie dei punti di 2% pel caso del quadrilatero
articolato a manovelle parallele & trattata con questo metodo elementare dal Burmester

(Lehrbuch der Kinematik. — 1886. — Vol. I. Pag. 101).
14
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la quale non & in sostanza che un caso particolare della precedente inve-
stigazione di limiti.

Abbiast un quadrilatero articolato 4; 4:* 4> 4>* a manovelle paral-
lele (Fig. 51) e sia rappresentata in 4y 4;% As A>* una configurazione del
quadrilatero stesso molto prossima alla parallela, in modo che Q si trovi
molto lontano a distanza finita (Fig. 50).

Per questa seconda configurazione & noto che 1’asse () ¢ la retta
per  che forma con a; un angolo eguale a quello che I’asse di collinea-
zione O forma con as.

Movendosi orala biella dalla posizione A% As* verso la posizione A:* A»*
& ovvio che la ordinata y; di 4y tende a diventare eguale alla distanza di
O da as mentre 1" asse (x) tende a disporsi parallelo alle manovelle. La po-
sizione limite di (z) nella configurazione parallela (Fig. 51) & dunque la
retta parallela alle manovelle che dista da ai quanto O dista da as, cio
che conferma I’ enunciato implicito nella (54).

Con ragionamento analogo possiamo inoltre estendere alla trasforma-
zione parallela le costruzioni prospettiche del § 3 per la determinazione
di coppie di punti corrispondenti 4 A%, costruzioni di ovvia semplicita che
sono rappresentate nelle Fig. 50 e 51.

Riassumiamo infine nei seguenti enunciati le proprieta caratteristiche
della trasformazione parallela, le quali si ricavano facilmente dalla (54).

1.0 — Le trazettorie di tutti © punti di £* sono perpendicolari a (x), il
rispettivo raggio di curvatura decrescendo inversamente alla ordinata y, onde
tutti @ punti di une stessa parallela a (z) descrivono traiettorie di egual
curvatura.

2.0 — I punti situati da parti opposte dell’ asse (x) descrivono traiettorie
la cui curvatura ¢ riwvolta in semso contrario.

3.0 — I punti situati sull’ asse (z) descrivono traiettorie di curvatura
nulla (in generale flessi) secondo direzioni perpendicolari ad (x).

Quanto alle inviluppate dalle rette di £* valgono iprincipi enunciati
alla fine del § precedente che riassumiamo :

Le rette di X¥ somo in generale assintoti dalle proprie inviluppate, salvo
le perpendicolari all’ asse (x) le quali inviluppano delle singolarita di cur-
vatura nulla (in generale flessi) nei punti di ().

Anche nel caso della trasformazione parallela possiamo distinguere
col segno = le due regioni in cui il piano ¢ diviso dall’asse (x), osser-
vando perd che l'attribuzione di uno dei due segni &, in un certo senso
arbitraria , e dipende dal senso arbitrariamente assunto come positivo

per ().

Coniche 2 2*.

Le proprieta dimostrate nel § 2. pella trasformazione quadratica, e
relative alla corrispondenza fra le coniche I' e I'* nonche¢ fra le rette di
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¥ ovvero di X¥* e le coniche I'.* ovvero I',, sono identicamente estensibili
alla trasformazione parallela secondo gli enunciati seguenti, i quali risul-
tano immediatamente dalla (54) ma possono anche ricavarsi indipenden-
temente per considerazioni sintetiche di limiti.

I punti di X* situati su una iperbole X* di cui Uasse (x) sia uno degli
assintoti, descrivono traiettorie i cui centri di curvatura sono situati su una
iperbole X la quale ha i medesimi assintoti.

I punti di X* situati su una retta I punti di ¥ situati su una retta
g* descrivono traiettorie i cui centri | g sono centri di curvatura delle traiet-
di curvatura sono sw una iperbole X, | torie di punti situati su una iperbole
di assintoti (x) e g*. AF di assintoti (x) e g.

Osserviamo infine che la trasformazione parallela pud concepirsi come
la rappresentazione prospettica di un cilindro di 2.° grado, fatta su un suo
piano tangente da un punto situato sulla superficie del cilindro, come
centro di proiezione.

Il piano tangente al cilindro secondo la generatrice che contiene il
centro di proiezione, segna sul piano tangente di proiezione l'asse (x) ete. etc.

Questa rappresentazione prospettica non semplifica perd in alcun modo
lo studio della trasformazione parallela, le cui leggi risultano piu facil-
mente dalla (54).

Meeccanismi elementari

B anzitutto necessario osservare che soltanto i meccanismi elementari
delle prime tre famiglie (V. § 4) possono trovarsi in configurazione pa-
rallela, mentre pei meccanismi delle rimanenti tre famiglie la ipotesi che
Q sia distanza infinita ridurrebbe il movimento della biella a una semplice
traslazione.

Ed infatti data la legge di curvatura e cioé dato lasse (z) e il para-
metro %, della trasformazione parallela, noi possiamo formare tutti i pos-
sibili meccanismi elementari pei quali @ & all’co, scegliendo ad arbitrio
due punti di ¥* a funzionare da perni della biella ed i centri di curva-
tura delle rispettive traiettorie a funzionare da perni fissi, colla sola evi-
dente limitazione che i due punti di X* (perni mobili) non vengano scelti
entrambi su una retta parallela ad (x) e neppure su (x).

I due perni di una delle manovelle 4; 4* devono dunque trovarsi a
distanza finita ci0 che limita alle tre prime famiglie 1 possibili meccani-
smi in configurazione parallela.

Noi possiamo infatti scegliere ad arbitrio :

1.0 le due coppie di perni nella regione finita esterna a (), ed otte-
niamo il meccanismo del quadrilatero articolato a manovelle parallele;

2.0 una coppia di perni fuori di (z) ed il perno mobile dell’altra cop-
pia su (x), ed otteniamo il meccanismo della manovella di spinta in con-
figurazione parallela;
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3.0 una coppia di perni fuori di (x) ed il perno fisso dell’altra cop-
pia su (x), ed otteniamo il meccanismo del glifo-manovella in configura-
zione parallela.

E ovvio infatti che nella trasformazione parallela ad un punto qua-
lunque di () concepito come appartenente sia a ¥ che a X* corrisponde
sempre il punto alloo di () medesima.

Queste tre famiglie di meccanismi sono rappresentate in diverse con-
figurazioni sulla Fig. 52. Attribuendo un segno = arbitrario all’asse della
trasformazione parallela possiamo inoltre enunciare :

1.0 Il quadrilatero articolato pud presentare tre cenfigurazioni diverse
e cioe (Fig. 52): a manovelle di senso eguale e positivo;

P > > e negativo;

< di sensi contrarii;
tra le due prime non essendovi in realta che una differenza di posizione
(rotazione di 180°).

2.0 La manovella di spinta e

3.0 Il glifo-manovella possono entrambi presentare due configurazioni
diverse e cioé: a manovella di senso positivo ;

» » > nega,tivo H

Le quali sono rappresentate entrambe sulla Fig. 52, ed in realta non
differiscono fra loro che di posizione (rotazione di 180°).

I meccanismi che si possono formare con questa scelta arbitraria di
perni nella trasformazione parallela, costituiscono una triplice infinita, la
quale, fatta astrazione dalla scala delle grandezze (e cioé dal valore di
k,) comprende evidentemente tutti i possibili meccanismi in configura-
zione parallela.

Ed infatti un simile meccanismo & determinato quando siano note le
distanze y; 72 delle manovelle da (), e la distanza relativa contata nella
direzione di (z) fra un perno della manovella [1] e un perno della mano-
vella [2], ci0 che implica la possibilita di soddisfare a tre condizioni ar-
bitrarie.

E ovvio che in questi enunciati si considera come meccanismo unico.
ogni semplice infinita di meccanismi eguali di cui i perni sono situati su
due parallele ad (z) e le bielle parallele fra loro.
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§ 18. LuoGHI AA* DELLA CURVATURA STAZIONARIA. — COPPIE PRINCIPALL

Secondo il Teorema del § 17 quando un quadrilatero articolato si de-
forma avvicinandosi alla conﬁguraz. parallela 1 parametri R, R¥, S diven-
tano infinitamente grandi mentre i loro rapporti soddisfano le :

i S . S
Lnn—R— == leﬁ =0

e poiché questi rapporti esprimono le tangenti trigonometriche degli angoli
che gli assintoti delle cubiche AA* formano coll’ asse (), cosi possiamo
dedurre che allontanandosi @ a distanza infinita, gli assintoti di A e A*
tendono a disporsi paralleli all’assc (x) od a coincidere coll’asse medesimo,
il quale al limite risulta tangente alle due curve in un punto a distanza
infinita (il punto Q).

E evidente altresi che i rami di A e A* tangenti in Q all’ asse (y)
tendono, col crescere di S, a confondersi coll’asse (y), mentre 1’ asse me-
desimo, tende a confondersi colla retta all’ 0O, onde parrebbe lecito con-
cludere che, al limite, i luoghi A e A* devono scindersi ciascuno nella
retta all’ 0O e, necessariamente, in una conica la quale ammettendo un
assintoto deve essere una iperbole.

Indicheremo queste iperboli coi simboli X e A%

L’enunciato precedente sarebbe in armonia colle leggi generali della
trasformazione parallela in cui ai punti situati su una iperbole che ha ()
per assintoto corrispondono punti situati su analoga iperbole mentre i punti
della retta all’ 0O corrispondono a se medesimi; ma la dimostrazione esi-
bita, pitt che altro induttiva, non pud riguardarsi come sufficiente, e deve
venir suffragata da una piu rigorosa ricerca analitica la quale, confermando
I'enunciato precedente, ci dimostrera che A e A* sono iperboli equilatere.

Adoperiamo all'uopo I'equazione di A nella forma (12) § 6, la quale,
trasportando l'origine da  in un punto dell’asse (z) che al limite rimanga
a distanza finita col porre x 4 § in luogo di z (onde la z si riguardera
al limite come una grandezza finita) scriviamo nella forma :

x + 8)° ol 0 o SO
SR (P S tsy)=wts)y
cioe, riducendo e passando al limite :
2 2 2
ke Vs L] IR W o SR
dalla quale tenuto conto delle (46) e notando che :
(x+sp+y? .z 48 x4 P
leT:le—S—zl Lun¢T—=O

si ottiene pel luogo A l'equazione :
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(57) zy+k=0
e analogamente pel luogo A*:
(B7)* zFy 4+ k¥ =0

Le (57) e (57)* dimostrano adunque che i luoghi 22* sono due iper-
boli equilatere corrispondenti nella trasformazione parallela, e ci danno la
interpretazione cinematica dei parametri k& e k* la cui differenza & il pa-
rametro %y della trasformazione medesima.

Dato un quadrilatero articolato 4; 4:* 4s As* (Fig. 53) 1 luoghi della
curvatura stazionaria A2* sono dunque le iperboli equilatere che passano
rispettivamente per A; 4s e per 4:* A>* ed hanno inoltre 'asse () per co-
mune assintoto.

I1 secondo assintoto comune ( asse (y)) ¢ dunque evidentemente la
perpendicolare all’asse (x) passante per Oz, cid che risulta senzaltro da
una elementare proprieta dell’iperbole.

Assunte due simili iperboli equilatere come luoghi della curvatura sta-
zionaria, la corrispondente Serie di meccanismi equivalenti (v. § 8) & dun-
que esclusivamente costituita da quadrilateri articolati (duplice infinita);
e solo allorquando per effetto di ulteriore degenerazione l'asse (r) venga
a formar parte di uno dei luoghi A ovvero A* potranno comprendersi nella
Serie equivalente i meccanismi della manovella di spinta e del glifo-ma-
novella, come vedremo nel § 19.

B infine degna di nota la correlazione esistente fra le formole e pa-
rametri che definiscono le leggi della curvatura stazionaria in questo caso,
e le formole e parametri del caso generale.

Ed infatti come, nel caso generale, sottraendo le equazioni (12) e (12)*
dei luoghi A A* si ottiene la equazione generale (3) della trasformazione
quadratica, cosi nel caso presente sottraendo le equazioni (57) e (B7)* dai
luoghi A e A* e notando che :

Tt —"y Sy
si ottiene evidentemente la equazione (54) della trasformazione parallela.
Parimenti ¢ ovvia la correlazione esistente fra la
1 1 1

I TS
per cui il parametro della trasformazione quadratica ¢ esibito come dif-
ferenza dei parametri della curvatura stazionaria, e la:

k* — k =k,
pella quale analoga definizione puo enunciarsi pel parametro della trasfor-
mazione parallela.

Le coppie prineipali.

Quando due delle coppie principali siano conosciute (perni di un mec-
canismo elementare) la determinazione delle due coppie incognite puod farsi,
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come nel caso generale, mediante le equazioni (21) § 10 opportunamente
trasformate applicandovi la investigazione di limiti del § 17.
Moltiplicando la 12 (21) per 8 e la 2a (21) per s*, abbiamo:
s? s?
Stger +Stgye +8tgps +8tgps =5 + &

s? s®
Stge1 X Stgye X Stgys X Stgpa =5~ X 5

dalle quali passando ai limiti, tenuto conto delle (55)™* e notando che :
Lim s tg o, =y,

otteniamo :
(58) Nn4ytyty=0
(59) Y1 Y2 Y3 Ya =k k¥

relazioni fondamentali pella risoluzione del problema.
1 opportuno inoltre notare che le (57) e (57)* ci danno i sistemi di
relazioni
x1y1+k:O 9)17“7/1—]—]{&:0
22 2 + k=0 (60)* 2* Y2 + E* =0
xs ys + k=0 x3¥ ys + k* =0
s Ys + k=0 z* ys + k¥ =0
Una importante proprieta si ricava dalla (58) rispetto al gruppo dei
sei punti O, relativi alle combinazioni binarie delle quattro coppie prin-
cipali, gruppo di punti che & evidentemente situato sull’asse ().
Da quanto fu esposto nel § 17 & chiaro che y; 4 7, & la ordinata di
0,, e parimenti y3 4 ¥+ ¢ la ordinata di Oss, onde perché sia soddisfatta
la (58) devono i punti O;; e O34 essere simmetricamente disposti rispetto
all’asse (x), e parimenti devono esserlo Oi3 e Oas come pure Oyy Oss (Fi-
gura 53).
Possiamo dunque enunciare :
I sei punti Oy relativi alla quaderna delle coppie principali sono sim-
melricamente disposti sull’'asse (y) da una parte e dall’altra dell origine.
Se dunque supponiamo date le coppie [1] [2] il punto simmetrico di
Oz ci da O3 e notando che la 59 puod scriversi:

(60)

Ys Yo = & BF =0F z»
la determinazione di y3 e ¥4 pud farsi graficamente dividendo I’ordinata
di O34 in due segmenti di cui il rettangolo sia (in grandezza e segno)
eguale a x; z,* 0o #* x,, cid che analiticamente pud esprimersi dicendo
che le y1 e y1 sono le radici della equazione :

+y Gty t+ o n =0
le quali si presentano reali e distinte, coincidenti o imaginarie secondo che:

(1 + y2)? % 4 @ a2®
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La determinazione dalle coppie incognite puoé anche farsi approfit-
tando di una interessante proprieta delle coppie di punti O, conjugati,
come sono p. e. Oz e Osy.

Ed infatti se supponiamo dati i luoghi A A* e fissati i punti simme-
trici O1z Oss (vedasi la Fig. 53) & chiaro che la (59) stabilisce una corri-
spondenza univoca fra i fasci di centri O;2 e Oss, nel senso che ad un
raggio per Oi2 che incontra A in 4; Az, corrisponde un raggio per Oss
che incontra A in 43 As.

Ora ¢ facile dimostrare che questi fasci sono proiettivi colla legge
semplicissima che due raggi corrispondenti tagliano su (x) a partire dall’ori-
gine due segmenti il cui prodotto & costante. Questi segmenti sono infatti
rispettivamente eguali a x1 4 22 e w3 + 24, ed & facile mostrare che :

(21 + 22) (23 + x4) = rkﬁ; (y1 + y2)* = costante.

Se dunque il raggio per Oss taglia, tocca, o non tocca 1 iperbole A
le coppie [3] [4] sono reali e distinte, coincidenti o imaginarie.

Rispetto alla ubicazione delle coppie principali osserviamo che, quando
esse siano tutte e quattro reali, la (59) non potrebbe essere soddisfatta se
le quattro y, fossero del medesimo segno, e quindi le coppie principali non
possono essere situate tutte e quattro da una stessa parte di (x). Si pos-
sono dunque presentare due casi, e cioé:

1.0 Se k e k* sono dello stesso segno e quindi le iperboli A A* si tro-
vano entro i medesimi quadranti, la (59) mostra che due delle y, devono
essere positive e due negative. Le coppie principali sono dunque situate
due da una parte e due dall’altra dell’asse (x) come é rappresentato nella
Fig. 53 a sinistra.

2.0 Se invece k e k* sono di segni contrarii e quindi le iperboli AX*
si trovano nei quadranti adiacenti, la (59) mostra che tre delle y, devono
essere di segno opposto al segno della rimanente. Le coppie principali sono
dunque in questo caso situate tre da una stessa parte dell’asse () ed una
dalla parte opposta, come ¢ rappresentato nella Fig. 53 a destra.

Questi enunciati valgono anche pel caso in cui due delle coppie coin-
cidono in una coppia unica che diremo doppia :

1.0 Se k e k* sono dello stesso segno la coppia che si trova isolata
da una parte di (x) & la coppia doppia.

2.0 Se invece k e k¥ sono di segni opposti la coppia doppia ¢ una
delle due situate insieme dalla stessa parte di (z).

Ed infine se due delle coppie principali sono imaginarie, le due cop-
pie reali devono essere situate da una stessa parte di (z) se & e k* sono
dello stesso segno, e da parti opposte nel caso contrario.

Osserviamo ancora che, in questa ultima ipotesi, se le coppie note [1] [2]
sono disposte simmetricamente a egual distanza dall’origine in modo che
sia 71 + y2 = O le coppie [3] [4] anzi che imaginarie devono riguardarsi
come coincidenti delle coppie [1] [2].
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§ 19. ULTERIORE DEGENERAZIONE DI UNO DEI LUOGHI
DELLA CURVATURA STAZIONARIA.

Fra le iperboli equilatere che hanno gli assi (z) (y) per assintoti deve
evidentemente elencarsi anche la figura costituita dagli assi medesimi nei
quali degenera uno dei luoghi A o A* quando si annulli uno dei parame-

ik oo k%

Indicheremo come IV e IV® questi due modi di degenerazione dua-

listicamente correlativi.

IV. Mopo DI DEGENERAZIONE

E MECCANISMI CORRISPONDENTI

Quando sia: k = O & chiaro dalla
(57) che il luogo A degenera nei due
assi (z) (y), mentre A* conserva la
formola di iperbole come & rappre-
sentato nella Fig. 54.

In questa ipotesi, la quale si ve-
rifica pel meccanismi di cui la linea
dei perni fissi & perpendicolare alle
manovelle, le rette di ¥* perpendi-
colari all’asse (x) inviluppano nei
punti dell’asse medesimo la singo-
larita della iperfalcata di curvatura
nulla 1), mentre 1 punti di () descri-
vono semplicementi dei flessi. L’asse
(x) potrebbe dunque denominarsi:
asse delle iperfalcate e dei flessi.

(Rispetto alla inviluppata nel cen-
tro principale vedi pitt innanzi).

IV® Mopo DI DEGENERAZIONE

E MECCANISMI CORRISPONDENTI

Quando sia: k* — & chiaro dalla
(57)* che il luogo A* degenera nei
due assi (z) (y), mentre )\ conserva
la forma di iperbole come & rappre-
sentato nella Fig. 54®,

In questa ipotesi la quale si veri-
fica pel meccanismi di cui la biella
¢ perpendicolare alle manovelle, i
punti di X¥ situati sull’asse (z) de-
serivono delle traiettorie a curvatura
nulla e stazionaria, e cioé delle on-
dulazioni, mentre le rette perpendi-
colari a (x) vi inviluppano dei flessi.
L’asse (x) potrebbe dunque denomi-
narsi: asse delle ondulazioni e dei
flessi.

(Rispetto alla traiettoria del punto
principale vedi pill innanzi).

1) Questo epunciato pud desumersi per ragione di dualita dall’enunciato di destra
relativo alle ondulazioni descritte dai punti di (x) quando sia k¥ =0.
Abbiamo infatti veduto nel § 16 che in generale le rette di =* perpendicolari ad

(x) vi inviluppano singolaritd di curvatura nulla pelle quali il movimento della retta in-
viluppante sia stazionario. Se dunque per k¥ — 0 i punti di (x) descrivono traiettorie a
curvatura nulla (ondulazioni) che non tagliano le rispettive tangenti (perpendicolari ad
(x)), cosi, per ragione di dualita, quando sia k=0 ogni perpendicolare ad (x) deve in-
viluppare nel punto in cui essa incontra (x) una singolarita tale che il punto stesso si
trovi sempre da una medesima parte della retta inviluppante di cui il movimento &
inoltre stazionario. Questa singolarita deve essere poi di curvatura nulla e quindi non
pud essere che una iperfalcata di cwrvatura nulla, come pud verificarsi graficamente su

un quadrilatero articolato.
15
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Questi due Modi di degenerazione possono anche riguardarsi come casi
particolari dei Modi 11T e III® di degenerazione di A o A* nell’asse ()
ed in un circolo di diametro S, tangente in Q all’asse (y), (v. § 15) nella
ipotesi che § diventi infinitamente grande.

Ed infatti se nella Fig. 30 mnoi Ed infatti se nella Fig. 30 noi
pensiamo che il punto in cui il cir- | pensiamo che il punto in cui il cir-
colo K taglia l'asse () si mantenga colo K* taglia 'asse (x) si mantenga
nella regione a distanza finita, men- | nella regione a distanza mentre S
tre S cresce indefinitamente per 1'al- | cresce indefinitivamente per 1’allon-
lontanarsi di  snll’asse medesimo,  tanarsi di Q sull’ asse medesimo, e
e parimenti p, cresce senza limiti co- | parimenti po cresce senza limiti co-
me fu definito nel § 16, & chiaro che | me fu definito nel § 16, & chiaro che
¢i ridurremo ultimamente al caso | ¢i ridurremo ultimamente al caso
della trasformazione parallela, dege- | della trasformazione parallela, dege-
nerando K in una retta perpendico- | nerando K* in una retta perpendico-
lare ad (z) e nella retta all’cO mentre \ lare ad (x) e nella retta all’00 men-
A* degenera nella retta all’cO e nel- | tre A degenera nella retta all’ 0o e

la iperbole A%. nella iperbole A.
La condizione : La condizione :
. Lol BT =
leﬁ—zl»:O leR;:k —0
¢ dunque il caso limite della : é dunque il caso limite della :
1 1
= =10 ol

Questa analogia risulta anche pitt chiaramente esaminando la ubica-
zione delle coppie principali.

Le coppie principali.

Ed infatti annullandosi k& ovvero £* si annulla il 20 membro della (59)
onde la ordinata y, di una delle coppie principali deve essere nulla, e
quindi la coppia medesima deve essere situata su (z) proprieta che carat-
terizza appunto 1 Mod: di degenerazione IIT e I e deve conservarsi nel
caso limite dei medesimi.

Procediamo ora a ricavare dalle (58) e (59) le relazioni fondamentali
che legano le coppie principali, distinguendo coll’indice 4 la coppia situata
su (z) onde ys = O.

Eliminando dalla (59) 71+ mediante i Eliminando dalla (59) la ys me-
la (60) e ponendo quindi s — O le | diante la (60)* e ponendo quindi
(58) e 59) diventano : L ys—0 le (58) e (59) diventano :

62) w1+ ¥+ ys =0 ‘ 62 n -ty =0

63) y1 y2 ys +E*Fxs=0 | 63 y1 oy ys +ha*=0
relazioni fondamentali le quali (poi- [relazioni fondamentali le quali (poi-
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ché y; 2 y3 sono grandezze finite) | ché #1 ¥2 y3 sono grandezze finite)
dimostrano che z; & necessariamente dimostrano che zs* & necessariamente
una grandezza finita, onde il centro una grandezza finita, onde il punto
fisso Aogo della coppia [4] si trova a = mobile A% della coppia [4] si trova
distanza finita sull’asse (). ' a distanza finita sull’asse (x).

Il centro Agoo divide l'asse (x) in Il punto principale A%yo divide
due tratti pei quali le iperfalcate in- | I’ asse () in due tratti pei quali le
viluppate dalle perpendicolari ad (x) = ondulazioni descritte dai punti di X#
sono situate da parti opposte dal- | rivolgono i loro rami in sensi con-
I’ asse medesimo e la curvatnra dei  trari e precisamente colle concavita
loro rami é rivolta in sensi contrarii. | verso A¥,,.

La perpendicolare ad (x) in A4, II punto principale A%y descrive
v1 inviluppa la singolarita 1) che ab- | una ondulazione di 3¢ grado o pseudo-
biamo denominato 1.2 iperondula- | ondulazione.
zione (V. INtrOD.)

Proprietd dei punti O,;.

Osserviamo anzitutto che i tre | Osserviamo anzitutto che 1 tre pun-
punti Oy Ozs O3y coincidono rispet- | ti O1s Oz24 O34 coincidono rispettiva-
tivamente con A; As As, mentre 1 - mente con 4;* As* A3* mentre 1 tre
tre punti Oz2 Oi3 Os sono 1 punti | punti simmetrici di Oz O3 Oz3 sono
simmetrici di Az As Ay rispettiva- | 1 punti A3® 4% A4;* rispettivamente
mente come & ovvio dalla (62) ed & come & ovvio dalla (62)* ed & rap-
rappresentato nella Fig. 54. presentato nella Fig. 5H4®.

I tre punti 012 O3 Os3 godono di una interessante proprieta, la quale
fornisce una facile determinazione della coppia [4] e che enunciano :

Le perpendicolari a ciascuna retta | Le perpendicolart a ciascuna retta
AF A nel punto O passano pel cen- | A A; nel punto O,; passano pel punto
tro principale Aoo (Fig. 54). | principale A%y0 (Fig. 54)®.

Si ricava infatti dalla (63) tenuto
conto delle (62) e delle (60)*:

Si ricava infatti dalla (63)* tenuto
conto delle (62)* e delle (60);

N oy AL UALR g w1 Y2 | ¢ 3 T Y1 Y2
64 a=—@* + 2 ;- 5 | (64) xs S o
e poiche ' e poiché:

71* + x2* — lunghezza del segmento a1 + x2 = lunghezza del segmento

1) Questo enunciato pud stabilirsi per ragione dualistica. Ed infatti ¢ facile dimo-
strare che per k% —0le ondulazioni descritte dai punti di (x)* vicini ad 4,* sono prece-
dute ovvero susseguite da un flesso; laonde dualisticamente si conclude che per k=0
le iperfalcate inviluppate nei punti di () vicini ad 4, sono precedute ovvero susseguite
da una cuspide. La singolarita inviluppata in 4, é dunque la risultante di una iperfalcata
di curvatura nulla e di una cuspide, e cioé la risultante di tre cuspidi e due flessi coin-
cidenti, che non & altro che la 12 iperondulazione. (Vedasi la Tabella della singolarita
nella INTROD.)



che A;* A.* taglia su (z);
1 Yo :
'—/1; — 47.‘_ — tangente dell’angolo
o R
che A1* As* forma con (2);
cosi la (64) dimostra che la perpen-
dicolare alla A:* A45* mel punto O

che A1 A. taglia su (z);
= Z", — tangente dell’angolo
che A; A, forma con (7);

cosi la (64)* dimostra che la perpen-

dicolare alla A; A, nel punto Oi2

passa pel centro Age , come & rap-  passa pel punto 4%, come & rap-

presentato nella Fig. 54.

| presentato nella Fig. 54,

Nella determinazione delle due coppie incognite si possono dunque
distinguere due casi, secondo che la coppia [4] si trova essere fra le cop-

pie note, ovvero fra le incognite.

Caso 1) Se sono date le coppie [1] [2]

e cioé un quadrilatero articolato di
cui la linea dei perni fissi & perpen-
dicolare alle manovelle (Fig. 54),

| e cioé un quadrilatero articolato di 7

| cul la biella & perpendicolare alle
|

manovelle (Fig. 54)®)

le due coppie [3] [4] sono sempre reali e la loro determinazione sia grafica
che analitica si fa con grandissima semplicita in base alle proprieta dianzi
esposte, alle quali non occorrono ulteriori spiegazioni.

Caso 2) Se invece sono date le coppie [3] [4]

e cioé un glifo-manovella di cui la |

manovella ¢ perpendicolare all’ asta
del cursore (Fig. 54), le 1 e y» sono
date dalle radici della:

vty +o*ea=0
le quali sono reali e distinte, coin-
cidenti o imaginarie secondo che:

=
Yt = 4t

e cioé secondo che la perpendicolare
in O, (punto simmetrico di 4s) alla
0., Aooo taglia, tocca o non tocca
I'iperbole A%,

E infine da osservare che quando
sia x4 = 0 l'equazione precedente &
soddisfatta da y = 0; e quindi due
coppie coincidono sull’ asse (x), cio
che poteva anche concludersi dal
fatto che lorigine & un punto dop-
pio di X degenerata.

e cios una manovella di spinta di
cui la manovella é perpendicolare alla
guida della testacroce (Fig. 54)®, le
Y, e Y, sono date dalle radici della:
Y+yp toat=0
le quali sono reali e distinte, coin-
| cidenti, o imaginarie secondo che :

= .
Yt = 4w aa®

e cioé secondo che la perpendicolare
in O, (punto simmetrico di 4s¥) alla
0., A%, taglia, tocca, o non tocca
I'iperbole A.

E infine da osservare che quando
sia 24¥ = 0 1’ equazione precedente
¢ soddisfatta da y =0; e quindi
~ due coppie coincidono sull’asse (x),
| ¢io che poteva anche concludersi dal

fatto che l'origine & un punto dop-
| pio di A* degenerata.

Le due coppie rimanenti sono in questo ultimo caso simmetricamente

disposte rispetto all’origine.
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Dalle ricerche precedenti possiamo dunque riassumendo concludere :

Nei casi di ulteriore degenerazione della X ovvero della A* in una
coppia di rette:

a) esiste sempre una coppia principale reale situata sull’ asse (z) la
quale pud essere doppia e cioé rappresentare due coppie coincidenti ;

b) delle coppie rimanenti situate su A A* due possono essere coinci-
denti ovvero immaginarie, ma una & sempre reale.

Analogamente alle notazioni adottate nel Cap. IV. indicheremo coi
simboli :

Serie IV 2, la doppia infinita dei | Serie IV la doppia infinita dei
quadrilateri articolati di cui la linea | quadrilateri articolati di cui la biella
dei perni fissi & perpendicolare alle | ¢ perpendicolare alle manovelle.
manovelle.

Serie 1V, la doppia infinita dei Serie IV la doppia infinita delle
glifi-manovelle in configurazione pa- | manovelle di spinta in configurazione
rallela. parallela.

Tutti questi meccanismi sono schematicamente rappresentati nelle
Fig. 54 e 54™.

A titolo di illustrazione dei risultati precedenti, fermiamo ora la no-
stra attenzione su un meccanismo della Serie IV() di cui le manovelle siano
di eguale lunghezza (Fig. 55). Questo meccanismo realizza il caso in cui
le coppie principali si riducono a tre, il punto di mezzo A%, della biella
(in cul coincidono As* A4¥) presentando la singolarita della pseudo-ondu-
lazione, che possiamo denominare: la pseudo-ondulazione di Watt.

Ed infatti se noi deformiamo leggermente le dimensioni del mecca-
nismo allungando le manovelle, la pseudo-ondulazione in parola si scinde
in tre flessi distinti, nota proprieta della guida di Watt, la quale si pre-
senta cosi come caso particolare di una serie di meccanismi due volte in-
finita. (Per piu estesa trattazione v. § 29).




CAPITOLO VI.

GUIDE DEL MOVIMENTO CIRCOLARE

§ 20. GENERALITA

I risultati esposti nelle trattazioni precedenti ci mettono in grado di
dare una soluzione razionale e generale del problema delle guide del mo-
vimento mediante meccanismi elementari.

Daremo in generale: Guida del movimento circolare di un punto o di pi
punti, 1 meccanismi intesi a realizzare mediante una biella il movimento pros-
simamente circolare di uno o pit punti A*, entro certi limiti di escursione;
e ciod a far descrivere ad A* una traiettoria che ha col suo circolo oscu-
latore di centro A un contatto del 20 o del 3¢, o del 4° ordine, soddisfa-
cendo insieme ad un numero di condizioni arbitrarie compatibile coll’ or-
dine del contatto medesimo.

Un caso particolare notoriamente molto importante pella pratica &
quello in cui il centro di curvatura della traiettoria si trovi a distanza
infinita nella quale ipotesi 1 meccanismi in quistione prendono il nome di
Guide del movimento rettilineo.

Denomineremo inoltre : Guida del 2> ovvero del 3° ovvero del 4° or-
dine una guida del movimento circolare (o rettilineo) pella quale I'ordine
del contatto sia 2, 3, 4, rispettivamente.

Per la dualitd generale che governa la quadrupla infinita dei mecca-
nismi elementari (v. § 15), al meccanismi guide del movimento circolare
(o rettilineo) di un punto, sono correlativi i meccanismi che diremo: Guide
dei circoli (delle rette) o dei glifi circolari (rettilinei), e cioé meccanismi
pel quali un arco circolare (rettilineo) connesso a una biella si muove,
entro certi limiti di escursione, in modo da passare costantemente e pros-
simamente per un dato punto fisso.
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Premettiamo ora alcune osservazioni gemerali intorno al problema
delle guide del movimento circolare, quanto per esse si espone valendo
identicamente per le guide del movimento rettilineo , e pei meccanismi
correlativi di entrambe.

La configurazione e posizione di un meccanismo elementare nel piano
sono determinate da otto parametri arbitrarii (p. es. le coordinate dei quattro
perni) e quindi possiamo sempre costruire un simile meccanismo in modo
da soddisfare a otto condizioni indipendenti.

Ora il dato del problema che tre, ovvero quattro, ovvero cinque po-
sizioul successive infinitamente vicine di un punto mobile 4% connessso alla
biella X* si trovino su un dato circolo di centro A e raggio A4¥, implica
rispettivamente due, ovvero tre, ovvero quattro condizioni indipendenti; e
noi possiamo adunque :

Lo risolvere il problema di guidare il movimento di un punto :

con una guida del 2.° ordine soddisfacendo a 6 condizioni
» > > > 3.0 > » > b »
> > > » 0 AD s > > 4 >
IL.o risolvere il problema di gunidare il movimento di due punti:
con una guida del 2.° ordine soddisfacendo a 4 condizioni
> » » > 3." » » » 2 »
> » » > 4.0 > > > 0 >

Quanto alla natura delle condizioni arbitrarie noi ci limiteremo alle
pit semplici ed aventi carattere di pratica applicazione, intendendo che
esse consistano essenzialmente nell’avere assegnate la posizione ovvero una
coordinata di uno o pitt di uno dei perni del meccanismo incognito.

Con tale limitazione la costruzione delle guide del movimento di due
punti non presenta difficolta, poiché infatti il dato stesso del problema for-
nisce la legge del movimento elementare di X*, e la determinazione dei
luoghi della curvatura stazionaria e delle coppie principali puod farsi con
operazioni grafiche molto semplici e analiticamente risolvendo equazioni di
grado non superiore al 2o.

Parimente ¢ molto facile la risoluzione del problema delle guide di 2°
ordine del movimento di un punto, poiché disponendo di sei condizioni
arbitrarie si possono scegliere ad arbitrio tre dei perni del meccanismo ele-
mentare incognito, onde risulta determinata la legge di curvatura, che da
immediatamente la posizione del quarto perno.

Nella trattazione che segue ci occuperemo dunque specialmente delle
guide del movimento di un punto, escluse le guide di 2¢ ordine, e cioé :

a) delle guide di 3° ordine o guide a curvatura stazionaria,

b) delle guide di 4° ordine o guide a curvatura pseudo-stazionaria
le quali forniscono una ricca messe di meccanismi interessanti per le pra-
tiche applicazioni, finora solo in minima parte ed imperfettamente noti.
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§ 21. GUIDE DEL 3° ORDINE O GUIDE A CURVATURA STAZIONARIA.

Secondo le definizioni precedenti sono guide del 3¢ ordine o guide a
curvatura stazionaria pel movimento di A* intorno ad A, i meccanismi ele-
mentari 1 quali soddisfano alla condizione che 1 perni fissi 4; As ed il centro
A sono situati sul luogo A, mentre i perni mobili 41* 4,* ed il punto gui-
dato A* sono situati su A*.

Simili meccanismi forniscono una buona soluzione del problema delle
guide del movimento di un punto, perché mentre entro limiti di escursione
in generale abbastanza estesi I'approssimazione della traiettoria di 4% alla
forma di arco circolare risulta soddisfacente 1), d’altro lato la possibilita
di imporre cinque condizioni arbitrarie permette la scelta arbitraria di due
perni e lascia ancora una condizione disponibile.

. Quando di questa residua condizione non sia altrimenti disposto, &
molto conveniente introdurre per essa, come condizione ausiliaria, una delle
condizioni che realizzano la degenerazione di A e A% o di una di esse,
in circoli e rette, ovvero nella retta all’ 0O ed in una iperbole equilatera,
con che la soluzione del problema riesce notevolmente semplificata.

I meccanismi di cui proponiamo I impiego sono dunque quelli delle
Serie studiate nel Cap. IV, ed i meccanismi in configurazione parallela.

A titolo di esempio tratteremo il problema nella forma che puo6 con-
siderarsi come tipica : .

Prosrema : Costruire una guide a curvatura stazionaria del movimento
di A% intorno ad A, essendo dati i perni fissi A1 A,.

Pella risoluzione del problema posto in questa forma noi possiamo ser-
virci dei Modi di degenerazione I. e IIL, per entrambi i quali il luogo A
si scinde in un circolo e una retta. E poiche noi conosciamo per dato tre
punti A A; As del luogo A, cosi il luogo medesimo pud essere facilmente
determinato.

1l problema ¢ inoltre suscettibile di soluzione mediante i meccanismi
in configurazione parallela.

Esaminiamo partitamente queste diverse soluzioni.

Primo gruppo di soluzioni: Condizione ausiliaria % =0

Questa condizione ausiliaria, che implica degenerazione di A e A*
nell’asse () e in circoli corrispondenti, ¢i da quattro soluzioni delle quali
tre sono doppie, onde si hanno in realtd sette soluzioni diverse, (che na-
turalmente possono anche non essere tutte reali e distinte).

1) £ molto raccomandabile di rifare in iscala maggiore alcune delle figure che illu-
strano questi meccanismi onde persuadersi del grado di approssimazione raggiunto.
16
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1.2 Soluzione (unica) — Serie g4, (Fig. 56).

(A Ay As sul cerchio G; A* A1* As* su G¥)

Tracciato per A A; As il circolo G, il suo punto d’incontro colla
A A* da Q. Si tracci quindi il circolo G* passante per A* e tangente a
G in Q, il quale incontra le 4; Q, A, Q rispettivamente in 4:* e As* perni
mobili del meccanismo il quale risulta cosi individuato.

Nella Fig. 56, e cosi pure nelle successive abbiamo segnato un certo
numero di punti della traiettoria effettiva di A* onde dare un’idea del
grado di approssimazione con cui la traiettoria a curvatura stazionaria si-
mula la forma circolare. E questo evidentemente il solo e piu pratico mezzo
per constatare quanta parte della traiettoria di A¥ puo in ciascun caso uti-
lizzarsi col grado di approssimazione voluto.

Eccezioni: Questa soluzione non ¢ valevole quando i centri 4 4; A»
ed A* si trovino su un medesimo cerchio, poiché in tale ipotesi Q cadrebbe
in A*; ed in generale la soluzione stessa & poco raccomandabile se Q cade
vicino ad A¥. :

2.8 Soluzione (doppia) — Serie I g (Fig. 57).

f(A1 As su G; A1* As* su G*; A A* su (y))

Assunta la AA* come asse (y) e tracciato il cerchio G- passante per
A1 4> ed avente il centro su (), possiamo adottare come centro  uno dei
due punti di intersezione di G con (y), cid che da due soluzioni.

Scelto dunque  la legge di curvatura risulta determinata, ed il pro-
blema & risoluto colla ulteriore determinazione del circolo G* che indivi-
dua i perni mobili sulle 4; 2, 4, Q.

Eeccezioni : Le due soluzioni si riducono a una sola se il cerchio G
passa per A ovvero per A*, ed & inammessibile se G passa per 4 e A*.
Se perd i punti 4; A, sono disposti simmetricamente rispetto alla 4 A%,
esiste ovviamente una semplice infinitd di soluzioni, essendo arbitraria la
posizione di  1).

3.2 Soluzione (doppia) — Serie I, (Fig. 58).

(4, A* su (y); A A su G; A* A% su G* 2).

11 problema si riduce in questo caso a costruire un cerchio G passante
per A ed A, il quale tagli la A4¥ in un punto Q tale, che il centro ¥
di detto cerchio, il punto © e il perno A4; si trovino su una medesima retta
(asse (3)).

La soluzione ¢ anche in questo caso duplice; dicendo infatti ¥ il se-
condo punto di intersezione della 4, Q@ con G, ed indicando coi simboli
(v. Fig. 58):

1) Ed in tale ipotesi il problema pud essere risoluto anche con una guida del 4° or-
dine (v. § 22), osservazione che vale anche pei casi successivi.
?) Per uniformita di esposizione diamo lindice 1 alla coppia situata su (y).
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(@) la retta A A*;

(m) la normale alla 4 A, nel suo punto di mezzo ;

(n) la normale alla (@) in 4 ;
¢ chiaro che il problema si riduce a tirare per A, una retta che tagli
(@) (m) (m) in tre punti Q, ¥, ¥, tali che sia Y il punto di mezzo del seg-
mento @ Y.

Tale problema equivale a quello di tirare per A4; la tangente alla pa-
rabola che tocca (@) (m) (n) (e precisamente la (m) nel punto di mezzo del
segmento che vi segnano le altre due) e ammette quindi due soluzioni che
possono essere reali e distinte, coincidenti o Imaginarie, secondo la posi-
zione di A, rispetto alla parabola dianzi definita.

Nella Fig. 58 sono rappresentate due soluzioni reali gli elementi di
una delle quali sono distinti coll’ indice .

4.2 Soluzione (doppia) — Serie I,
(A A, su G; 4* A4,® su G*; 4, A® su (y))
Questa soluzione non & che I'antecedente scambiandosi 4; 4;% con 4, 4*,.

Osserviamo infine che non & possibile impiegare alla risoluzione del
problema proposto i meccanismi della Serie 1, (meccanismi a punto morto)
essendo senz'altro evidente (Fig. 61) che se assumiamo la 4; 45 come asse
(y) ed il suo punto di intersezione colla AA* come centro Q, la legge di
curvatura & determinata e lo sono parimente 1 circoli della curvatura sta-
zionaria, 1 quali in generale non passeranno per 4 ed A%

Secondo gruppo di soluzioni. Condizione ausiliaria %{— =)

Questa condizione ausiliaria la quale implica degenerazione di A in
un circolo K e nell’asse (x) da luogo a una soluzione (unica) mediante un
meccanismo della Serie ITlyx ed a due soluzioni (doppie) mediante mec-
canismi delle Serie ITLy.,.

H.a Soluzione (unica) — Serie Il (Fig. 59).
(A Ay As su K; A% A)* A.* su A¥)

Tracciato il circolo K passante per A A; A, il quale tagli la 4 A*#
in Q, assumiamo come asse (y) la tangente al circolo medesimo in Q, onde
il suo diametro per @ da I’ asse (x). La legge della curvatura & cosi de-
terminata essendo noti gli assi e la coppia AA* onde si possono colle
solite costruzioni individuare i perni mobili, senza tracciare A¥.

Eecezione : La soluzione non & pil valevole quando i perni fissi Ay As
sono situati in modo che il centro del circolo K cada sulla AA4% poiché
in tale ipotesi il punto guidato A* si troverebbe su (z), e il centro di
curvatura della sua traiettoria dovrebbe essere in Q. Se perd A4 coincide
con Q e cioé se 4, As sono sul cerchio di diametro 4 A%, la soluzione &
ancora valevole, anzi si ha un numero semplicemente infinito di soluzioni,
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~la legge della curvatura risultando indeterminata per cid che concerne la
scala delle grandezze (valore del parametro p).

6.2 Soluzione (doppia) — Serie IIly, (Fig. 60).
(4; A1* su (x); A 4, su K).

Tl problema consiste in questo caso nel tracciare un cerchio K per
A Ay, di cui il centro sia sulla 4; Q, essendo Q il punto in cui esso taglia
la AA*. Dicendo:

(a) la retta AA*;

(m) la normale ad AA4s nel suo punto di mezzo ;

(n) la normale ad (@) in 4;

il problema equivale a quello di tirare per A; una retta (asse (x)) la quale
incontri le (@) (m) (n) in modo che il punto di intersezione con (m) bise-
chi il segmento determinato dagli altri due.

Il problema & dunque identico a quello trattato mella 3.2 Soluzione,
riducibile quindi al problema di tirare da un punto le tangenti a una pa-
rabola e suscettibile di due soluzioni. Assunta una di queste tangenti per
asse (z) la legge della curvatura ¢ determinata, onde si puod 1nd1v1duare
il perno mobile 4,* mentre 4;* coincide con Q.

B ovvio come si possano investigare i casi in cul le due soluzioni si
riducono a una sola o diventano imaginarie.

7.2 Soluzione (doppia) — Serie Ily,.

(As A2* su (z); 4 4; su K).

Questa soluzione non & che 1’ antecedente scambiandovi A4; 4;* con
As Ao*.

8.2 Soluzione (unica) mediante un meccanismo in configurazione paral-
lele (Fig. 62).

Assunta la A4* come direzione delle manovelle , si determinino gli
assintoti parallelo e perpendicolare ad AA4* della iperbole equilatera A che
passa per 4 A; A, e tracciata la iperbole 1* che ha i medesimi assintoti
e passa per A¥ si tirino per A4; 4 le parallele ad 4A4* ad incontrare A*
in A* A,* rispettivamente.

Eccezioni: Se 1 punti A 4; A, si trovano in linea retta la soluzione
non ¢ pitt valevole , salvo il caso in cui questa retta sia perpendicolare
alla 44*. In questa ultima ipotesi ha luogo il Modo IV di ulteriore de-
generazione della A in una coppia di rette ortogonali, ma la posizione di

una di esse (asse (x)) risulta indeterminata, onde il problema & suscettibile
di una semplice infinitd di soluzioni.

Problema correlativo.

11 problema correlativo dell’antecedente e cioe:
Costruire una guide a curvatura stazionaria del movimento di A* in-
torno ad A, essendo dati © perni mobile Ay* A5*, ammette parimente tredici
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soluzioni mediante meccanismi delle Serie I e III” e meccanismi in con-
figurazione parallela, soluzioni la cui discussione & identicamente correla-
tiva alla trattazione antecedente.

Per cio che concerne il grado di approssimazione della traiettoria
effettiva di A* rispetto all’arco circolare di centro A, sola norma che puo
darsi si é che conviene scartare le soluzioni nelle quali il centro Q cade
troppo vicino ad A* specialmente se A* viene a trovarsi nella regione
positiva (regione del circolo dei flessi); cid & esemplificato nella Fig. 60
rappresentante una guida del 3.0 ordine nella quale la traiettoria di A*
non simula la forma circolare che per un arco molto limitato.

Si pud contrapporre ad essa la Fig. 61, raffigurante una guida del
2.0 ordine che pur da una approssimazione soddisfacente, pel fatto appunto
della distanza che intercede fra Q e il punto guidato A%, il quale ¢ inoltre
situato nella regione negativa.

Lo stesso puo dirsi delle guide del 3.0 ordine rappresentate nelle
Fig. 56, Fig. 57, Fig. 59.

§ 22. GUIDE DEL 4° ORDINE O GUIDE A CURVATURA PSEUDO-STAZIONARIA

Intendiamo per guide del 4¢ ordine o guide a curvatura pseudo-sta-
zionaria del movimento circolare di un punto 4% intorno ad 4,, ovvero
di due punti 4* A* intorno ad 4, ed 4;i meccanismi elementari i quali
soddisfano alla condizione che le coppie 4,4% ed A, A* costituiscono
insieme alle due coppie di perni la quaderna delle coppie principali nel
movimento elementare della biella X*.

Una guida di 4° ordine del movimento circolare di un punto puo, co-
me abbiamo veduto, costruirsi soddisfacendo in generale a quattro condi-
zioni indipendenti, onde sarebbe lecito scegliere ad arbitrio due dei perni
del meccanismo. La soluzione del problema non & perd praticamente rea-
lizzabile che quando 1 due perni scelti ad arbitrio siano i perni (fisso e
mobile) di una medesima manovella, nella quale ipotesi la legge del mo-
vimento elementare della biella ¥* risulta ovviamente determinata, ed il
problema si riduce ad individuare le due coppie principali incognite cia-
scuna delle quali pud essere assunta come coppia di perni della seconda
manovella.

Ma se la scelta degli elementi arbitrari non ¢ tale che (se non la legge
del movimento di X¥) almeno la posizione di  risulti determinata, e cosi
p- e. se sono dati due perni non appartenenti a una stessa manovella, la
risoluzione del problema non é di pratica attuabilita pella eccessiva com-
plicazione del procedimento analitico, cid che pud constatarsi provando a
risolvere il problema posto in una delle forme suaccennate.

Conviene adunque in questo caso o scegliere gli elemenli arbitrari in
modo che la posizione di @ sia determinata, o meglio ancora restringere

T R T o g
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a tre il numero delle condizioni arbitrarie, ed introdurre in luogo della
. quarta, una delle condizioni ausiliarie per cui si realizza la degenerazione
di uno o di entrambi 1 luoghi A e A¥ cid che equivale a scegliere il mec-
canismo incognito fra quelli di una delle serie illustrate nel Cap. 1V, ov-
vero fra 1 meccanismi in configurazione parallela.

Previa questa limitazione si puo trattare la risoluzione di problemi co-
struttivi con metodi analoghi a quelli seguiti nel § preced. e coi criteri
geometrici che possono desumersi dalla discussione intorno alla ubica-
zione delle coppie principali fatta per ciascuna Serie di meccanismi nel
Car. IV.

Una opportuna illustrazione del soggetto potrebbe anche consistere in
una esposizione sistematica, illustrata da acconcie figure, di tutti i tipi di
guide del 4¢ ordine che possono ricavarsi dalle Serie di meccanismi elen-
cate nel Cap. IV, cid che implicherebbe una pil estesa discussione dei di-
versi casi di ubicazione delle coppie principali per ciascuna configurazione
delle diverse famiglie di meccanismi che appartengono a clascuna Serie.

Una simile trattazione sarebbe di non dubbia utilitd, venendo a for-
nire una raccolta sistematica di meccanismi nuovi ed interessanti, ma ri-
sulterebbe necessariamente di non piccola mole ed eccedente lo scopo e i
limiti di questo scritto.

Ed infatti anche limitandoci ai soli quadrilateri articolati delle Serie
I, II, II*®, 111, III* si dovrebbero discutere cinquantaquattro configurazioni
diverse, ciascuna delle quali pud naturalmente presentare diversi casi di ubi-
cazione delle coppie principali.

Gli elementi per una simile discussione, d’ altronde facilissima , sono
chiaramente esposti nel Cap. IV.

Noi ci limiteremo ora invece ad alcuni pochi esempii, i quali ci da-
ranno occasione di chiarire alcuni criteri di portata e carattere affatto ge-
nerali.

Nella trattazione che segue manterremo alle coppie di perni ed alle
coppie guidate gli indici che ad esse competono come coppie principali

nella legge del movimento elementare di X¥,

1.0 Esempio. — Serie L (Fig. 63 e 64) (V. 1l § 12 e la Fig. 31).
(Coppie di perni [1] [2] — Coppie guidate [3] [4]) ;
Assumendo la prima delle tre configurazioni rappresentate nella Fig. 31,
e scelto : R = 2R* = po, la (26) da:

9

2 Gl e
<—R‘>.(4+2 cotpy cobge) —5. ¢ +1=0

Ora, ponendo la condizione che z; e 2, siano I'uno maggiore e l'altro
minore di 90°, onde il prodotto cot ¢; cotzs & negativo, e dando a questo
prodotto diversi valori fra — 0,25 e — 1,50 ricaviamo dalla equazione sue-
sposta :
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oot 00b g — - O95] B =1189 !% — 0543 ” N — 0240 | =0.194
— —050|| » —1483| > —0589| > —0233| > —0.199
=—076) » =1774| > —0.639) > —0226| > =0.184
— —1.00] 2989 | » — 0674 > —0220 » —0.180
»  —=—195 » —8120| » =0757 » =0213| » —0.176
»  ——150] » —4790{ » —0827| » —0210] » —0.173

Da questa tabella di valori si pud concludere:

1.0 che la coppia A; A4* non cambia sensibilmente di posizione nelle
diverse ipotesi, trovandosi sempre in prossimita di Q col centro A4 molto
vicino al centro del circolo Gp* della curvatura stazionaria ;

2.0 che parimente il punto guidato A3* si mantiene sensibilmente in
una stessa regione dell’asse (y) ci0 che non ha luogo invece per As.

Scegliendo A3* come punto guidato questo meccanismo pud dunque
dare una buona guida del movimento circolare di un punto la cui traiet-
toria si estende nella, regione compresa tra i perni fissi. La Fig. 63 ¢ co-
struita assumendo cotz; cot ¢y = — 0,64.

Questi meccanismi danno luogo a guide del 5° ordine quando si as-
suma p; — 180° — =, poiché in tal caso pella simmetria delle traiettorie
di A3* e As¥ rispetto a (y), 1 contatti col rispettivi cerchi osculatori de-
vono essere di ordine disparl e quindi almeno del 5° ordine.

Cio & esemplificato nella Fig. 64, nella quale, mantenuto

cot oy cob g — — 0.64
si & scelto:
cot p; = — cot @, = 0,80.

Analoghe investigazioni possono farsi pelle due rimanenti configura-

zioni dei meccanismi della Serie I g,

2.0 Esempio — Serie I, (Fig. 65). (V. § 12 e la Fig. 32).
(Coppie di perni [1] [3] — Coppie guidate [2] [4])

Scelto anche in questo esempio: R — 2R¥ — o/ fissiamo inoltre:

r3 = 0,50 R, onde la (24) da: 74 — % R, cio che significa che A cade

su As* e cioé il punto guidato As* simula una traiettoria circolare intorno
alla posizione media del perno A4s* (V. Fig. 65).

La scelta della manovella A4; 4;* & affatto arbitraria, purché il suo
perno fisso A, si trovi sul circolo dei flessi.

Se poi ¢ data su G* anche la posizione del secondo punto guidato A,¥,
la posizione della seconda manovella risulta determinata, essendo facile ri-
cavare dalle (25) che deve essere: cot p, cot p, = 1.

Queste poche osservazioni mostrano chiaramente quali e quanti mec-
canismi si possono ricavare da una simile configurazione della Serie L,

PSS .
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E notevole rella Fig. 65 la grandé approssimazione con cui la traiet-
toria del punto guidato A4* simula la forma circolare per un intero qua-
drante.

3.0 Esempio — Serie ITLy, (Fig. 66). (V. § 15 e la Fig. 47).
(Coppie di perni [1] [3] — Coppie guidate [2] [4])
Scelta la prima delle configurazioni segnate nella Fig. 47, assumiamo
come dati arbitrari:
S=p, r1n=00bp, tges =040
onde la (35) diventa :

2

tg® e —0,6tg ¢

“o=0

ed ha per radici: '

X tg 9o = 4 3,000 tgos = — 2,455

coi quali valori & costruita la Fig. 66. :

La Fig. 66 ci suggerisce inoltre una importante osservazione. K chiaro
anzitutto che il meccanismo ivi rappresentato differisce molto poco da un
meccanismo della Serie I g poiché per una piccola deformazione la biella
A* A%; diventa parallela alla 4; Az, ed in tale ipotesi, essendo le due
manovelle di lunghezza quasi eguale, 1l meccanismo presenterebbe una con-
figurazione quasi simmetrica analoga a quella della Fig. 64. Le coppie prin-
cipali [2] [4] si troverebbero su (y) e cioé all incirca sulla perpendicolare
ad 4; As nel suo punto di mezzo, e per ovvia legge di continuita dovreb-
bero avere una posizione poco diversa nella Fig. 66, cio che risulta infatti
dalla Fig. medesima.

Parimente se consideriamo il meccanismo rappresentato nella Fig. 64,
& chiaro che quando A;* si avvicina alla posizione 1’ il meccanismo stesso
rientra nella Serie Illx, e quando A4;* si avvicina a 1’ il meccanismo
rientra nella Serie III, , ed in entrambe le ipotesi le nuove posizioni
delle coppie principali devono differire di poco da quelle segnate nella
Fig. 64.

Queste osservazioni, di carattere evidentemente generale, dimostrano
che nello studio costruttivo di simili meccanismi & conveniente prendere
in esame le diverse configurazioni caratteristiche che un meccanismo pud
assumere , entro 1 limiti di escursione assegnati, e specialmente quelle,
facili a determinare, pelle quali si verifica degenerazione dei luoghi della
curvatura stazionaria.

4.0 Esempio. — Serie IIT3%, (Fig. 67) (Vedasi § 15 e la Fig. 48).
(Coppie di perni [2] [4] — Coppie guidate [1] [3])
Scegliendo la quinta delle configurazioni esibite nella Fig. 43 e assu-
mendo :
tgo,+tgp =0
S

la (45) ci da: tg i
Po

-GS

3 =
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la quale esprime che il punto A,* & dato dalla intersezione di K* col
circolo delle cuspidi. La posizione di 4 * sull’ asse (x) si determina me-
diante la (46) la quale col dato della Fig. g, = — ¢, = 280 30’ ci da
r1* = 1,414 g, onde A;* cadrebbe fuori dei limiti del disegno.

Abbiamo invece segnato nella Fig. 67 la traiettoria vera di un punto
X,* scelto su (z) nei limiti del disegno e cioé piltt vicino ad 2; la note-
vole esattezza con culi questa traiettoria simula per un arco abbastanza
esteso la forma circolare da luogo a una importante osservazione e ciod:
per le pratiche applicazioni dei meccanismi elementari come guide del movi-
mento circolare, & criterio di sufficiente approssimazione lo scegliere © punti
guidati melle regioni vicine ai punti mobili principali.

Ed infatti, per ovvia legge di continuita, i punti di una stessa regione
(purché a sufficiente distanza da Q) descrivono traiettorie poco dissimili,
e quindi 1 punti situati in vicinanza dei punti principali devono descrivere
archi di traiettorie che simulano egualmente la forma circolare.

Cio ¢ esemplificato, nella Fig. 67, anche dalla traiettoria di 4s* punto
prossimo ad As¥, la quale si confonde quasi col cerchio di curvatura per
circa due terzi della sua periferia.

B senzaltro evidente quale comoda latitudine nell’ impiego di questi
meccanismi derivi dal precedente enunciato.

5.0 Esempio — Serie IV e IV® (Fig. 68-69-70). (V. § 19 e le Fig. 54
e 5A®),

Aggiungiamo infine alcuni esempi di guide del 4° ordine in configu-
razione parallela alla cui genesi acconciamente si prestano i due casi di
ulteriore degenerazione dei luoghi A e A* (v. § 19) grazie alla facile de-
terminazione delle coppie principali.

Una delle coppie essendo situata su (x). & ovvio che questi meccani-
smi, se foggiati a quadrilatero articolato, possono servire soltanto come
guida del movimento circolare di un punto.

Nel caso della Serie IV, (Fig. 68) i perni fissi 4; 4, ed il centro As,
o nel caso della Serie IV©3, (Fig. 69) 1 perni mobili 4,* 4,* ed il punto
guidato As* si trovano rispettivamente su una retta perpendicolare alle ma-
novelle. Questi meccanismi possono dunque utilizzarsi nell’ ipotesi che 1 dati
del problema si prestino a soddisfare una delle accennate condizioni.

Infine nella Fig. 70 abbiamo rappresentato il caso in cui il punto mo-
bile della coppia principale situata su (x) venga assunto come perno mo-
bile del meccanismo il quale risulta essere una manovella di spinta in con-
figurazione parallela (Serie IV()).

Analogamente potrebbe foggiarsi a guida del 4° ordine un glifo-ma-
novella in configurazione parallela (Serie IV, Fig. b4).
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Guide a regresso

Fra le guide del 4.° ordine sono infine notevoli i meccanismi che de-
nomineremo: Guide a regresso, mediante le quali per ogni escursione sem-
plice dei perni mobili si pud effettuare una doppia escursione del punto
guidato secondo un arco di data curvatura.

Queste guide possono evidentemente derivarsi dai meccanismi che rea-
lizzano un movimento di X* tale che una delle coppie principali sia si-
tuata su (x) col punto mobile in © ed il centro a distanza finita. Scegliendo
infatti questa coppia come coppia guidata, & noto che il suo punto mobile
descrive una falcata, e realizza quindi un movimento di doppia escursione
secondo archi di egual curvatura nel loro punto di tangenza comune.

Il fatto cinematico che una delle coppie principali sia situata su ()
col punto mobile in @ ha luogo mnei Modi II e III di degenerazione cir-
colare (Cap. IV § 14 e § 15) dai quali possono derivare i seguenti mec-
canismi di guide a regresso.

Modo TII. Poiché il punto principale che cade in Q deve essere punto
guidato e prescidendo ovviamente dai meccanismi ciclici e paraciclici, &
facile concludere che i soli meccanismi i quali possono foggiarsi in guide
a. regresso sono le manovelle di spinta della Serie II, (Fig. 39).

Dato dunque il punto guidato, il centro e il raggio di curvatura della
sua traiettoria (falcata), dovendo gli elementi geometrici del meccanismo
soddisfare le (33) e (34) del § 14, & facile concludere che esiste una doppia
infinitd di meccanismi i quali risolvono il problema , onde risulta ovvio
quale latitudine si abbia sulla scelta degli elementi arbitrari.

Un esempio di guida di questo tipo & il meccanismo rappresentato
nella Fig. 89 in cui si supponga che punto guidato sia il punto mobile
che cade in Q.

Modo TI1. I meccanismi che possono foggiarsi in guide a regresso sono
esclusivamente quelli di cui i perni fissi si trovano su un circolo K e cioé
i meccanismi delle Serie Iy (Fig. 46).

Dato il punto guidato, il centro ed il raggio di curvatura della sua
traiettoria (falcata), dovendo gli elementi geometrici del meccanismo sod-
disfare le (45) e (46) del § 15, & facile concludere che esiste una triplice
infinita di meccanismi che risolvono il problema, onde si ha nella scelta
degli elementi arbitrari una latitudine maggiore che nel caso precedente,
come del resto era facile prevedere.
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§ 23. GUIDE DEI CIRCOLI O DEI GLIFI CIRCOLARI

Tutto quanto fu esposto nei §§ preced. pelle guide del movimento
circolare vale identicamente pei meccanismi correlativi che abbiamo de-
nominato Guide dei circoli.

Questi meccanismi ricevono la forma costruttiva di un arco circolare
rigidamente connesso alla biella X* di un meccanismo elementare, la quale
entro certi limiti di escursione si muove in modo che 1’ arco circolare
passi sempre approssimativamente per un punto fisso A.

L’arco circolare pud quindi venir foggiato come un glifo ed il punto
A come un perno fisso nel quale il glifo si mantiene costantemente im-
pegnato, onde questi meccanismi possono anche denominarsi : Guide dei
glifi circolari.

Dato il meccanismo elementare A4, 4;* 4, 4,* (Fig. 71) e dato pure
il perno di guida A, dovra il glifo venir sagomato secondo I'arco di cerchio
che ha per centro il punto mobile A* corrispondente ad A, cid che &
senz’ altro evidente pel fatto che se supponiamo fisso X* e mobile X, il
meccanismo si trasforma in una guida del movimento circolare di 4 in-
torno ad A4*.

Se dunque 4 ed A* sono scelti rispettivamente sui luoghi A e A¥
della curvatura stazionaria determinati dalle coppie Aj4;* e A,A4,* potra
il meccanismo ottenuto denominarsi: Guida di 3° ordine del glifo circolare.
Tale & appunto il meccanismo rappresentato nella Fig. 71 il quale appar-
tiene alla Serie I e, essendo la A;* A,* parallela alla A; A, onde i luoghi
AA* degenerano nell’asse (y) e in due circoli corrispondenti.

Parimente se scegliamo come perno di guida uno dei centri 4s od A4
delle due coppie principali il meccanismo risultante si denominera: Guida
di 4o ordine del glifo circolare, ecc. ecc.

Ed infine possono foggiarsi guide a regresso del movimenio di un glifo
mediante i glifi-manovelle della Serie II, (45) ed i meccanismi (quadri-
lateri articolati e manovelle di spinta) delle Serie IRy, (Fig. 48), corre-
lativi dei meccanismi che danno le guide a regresso del movimento di un
punto.

La trattazione esposta pelle guide del movimento di un punto va-
lendo identicamente in senso dualistico pelle guide del movimento di un
glifo, non crediamo necessario dilungarci ulteriormente sull’argomento.



CAPITOLO VII

GUIDE DEL MOVIMENTO RETTILINEO

§ 24. GENERALITA

Le guide del movimento rettilineo possono considerarsi come un caso
particolare delle guide del movimento circolare, ma sia per la loro straor-
dinaria importanza pratica, sia per talune loro speciali proprietd geome-
triche questi meccanismi meritano una separata e pit estesa trattazione.

In armonia colle definizioni del § 30 noi possiamo denominare:

Guide del 2 ordine i meccanismi nei quali il punto guidato descrive
un flesso;

Guide del 3> ordine 1 meccanismi nei quali il punto guidato descrive
una ondulazione;

Guide del 4o ordine i meccanismi nei quali il punto guidato descrive
una pseudo-ondulazione (tre flessi coincidenti) ;

Guide del 50 ordine i meccanismi nei quali il punto guidato descrive
una doppia ondulazione (quattro flessi coincidenti);

Ora noi abbiamo dimostrato che in generale in qualunque istante del
movimento di X¥* esiste in prossimita del punto di ondulazione A¥eo una
regione di punti mobili le cur traiettorie presentano due flessi distinte e con-
secutivi, ed abbiamo veduto come questa regione possa facilmente (ed ap-
prossimativamente) determinarsi.

Parimente se il movimento di X* & tale da ammettere un punto di
pseudo-ondulazione, esiste in prossimitd di esso una regione di punti mobili
le cur traiettorie presentamo tre flessi distinti e comsecutivi, regione che si
estende lungo il circolo dei flessi da una sola parte, e lungo il circolo
delle ondulazioni da ambo le parti del punto di pseudo-ondulazione.

Abbiamo infine osservato come mnei casi in cui per ragione di sim-
metria il movimento di ¥ ammette un punto di doppia ondulazione, si
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possa con un facile artificio dimostrare che in un movimento poco diverso
esiste una regione di punti mobili le cui traiettorie presentano quattro flessi
distinti e consecutivi.

E dunque facile derivare dalle guide del 8.0 4.0 50 ordine, dianzi elen-
cate del meccanismi pochissimo diversi nei quali il punto guidato descrive
due, tre, ovvero quattro flessi distinti e consecutivi, i quali possono ad ar-
bitrio essere pitt 0 meno ravvicinati, cid che & evidentemente condizione di
migliore approssimazione della traiettoria effettiva del punto guidato alla
forma rettilinea, quando la traiettoria medesima debba avere una determi-
nata lunghezza.

I meccanismi cosi modificati costituiscono propriamente le Guide del
movimento rettilineo, che distingueremo coi nomi di

Guide ad un flesso, ovvero a due, ovvero a tre, ovvero a quattro flessi
rispettivamente, mentre potremmo denominare meccanismi generatori delle
guide a due, a tre, ed a quattro flessi le corrispondenti guide del 3, 4°,
o bo ordine rispettivamente.

La trattazione che segue (fatta astrazione dalle poco interessanti ed
ovvie guide ad un flesso) consistera dunque nello studio sistematico dei
meccanismi elementari i quali godono la proprietd che un punto della
biella X* descrive una semplice ovvero una pseudo- ovvero una doppia
ondulazione, indicando per ciascun caso con quale artificio si possa deri-
varne delle guide a due, a tre ed a quattro flessi rispettivamente.

Limitandoci a dare in questo stesso § alcuni brevi cenni intorno alle
soluzioni generali dei problemi costruttivi sulle guide del movimento retti-
lineo, imprenderemo invece un sistematico esame dei numerosi tipi di guide
del 3e, 4°, e 5° ordine che si possono ricavare dalle Serie di meccanismi
pelle quali ha luogo degenerazione dei luoghi della curvatura stazionaria,
e riesce quindi facilissimo determinare i punti di semplice, pseudo o doppia
ondulazione, nonché le adiacenti regioni delle traiettorie a due, tre, o quat-
tro flessi consecutivi, entro le quali si possono scegliere i punti guidati.

Questi meccanismi verranno cosi a raggrupparsi non gia dipendente-
mente dal grado della -singolarita utilizzata (dall’essere cioé guide a due,
a tre od a quattro flessi) ma piuttosto dalle Serie a cui appartengono, cio
che stabilisce fra esse una razionale classificazione fondata su una piu
intima parentela cinematica.

Soluzioni generali

Per la soluzione generale del problema costruttivo di individuare
una guida di dato ordine del movimento rettilineo di un dato punto se-
condo una data direzione, ed in modo da soddisfare a determinate condi-
zioni geometriche, valgono con alcune riserve e cautele, i criteri e metodi
esposti nel Cap. VI per il problema generale della costruzione di guide
del movimento circolare.
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Guide del 3 ordime. ') (a due flessi)

Il problema di costruire una guida di 3° ordine pel movimento ret-
tilineo di un punto pud in generale risolversi soddisfacendo a cinque con-
dizioni indipendenti; ma se per renderne la soluzione praticamente attua-
bile noi introduciamo fra queste una delle condizioni ausiliarie di dege-
nerazione delle A e A¥, molte delle soluzioni (V. § 21.) che sono in ge-
nerale valevoli quando il centro 4 sia a distanza finita, diventano intrin-
secamente inammissibili.

E cosi p. e. ponendoci il problema nella forma trattata nel § 21: «costruire
una guide del 30 ordine di cwi sono dati © perni fissi » & facile convincersi: *)

) che del primo gruppo di soluzioni soltanto la 22 e la 32 sono valevoli;

B) che nessuna delle soluzioni del secondo gruppo & ammissibile;

Y) che & sempre valevole (e facilissima ) la soluzione mediante un
meccanismo in configurazione parallela.

Il problema di costruire una guida del 3¢ ordine pel movimento ret-
tilineo di due punti pud pure risolversi soddisfacendo a due condizioni
indipendenti, ma non senza cautele.

Ed infatti se due punti (punti guidati) del circolo dei flessi descri-
vono due ondulazioni, tutti gli altri punti del circolo stesso godono la
medesima proprietd (circolo delle ondulazioni); onde i meccanismi che ri-
solvono il problema devono appartenere ad una delle Serie IT pelle quali
appunto il luogo A¥* si scinde nell’asse (y) e nel circolo delle ondulazioni.
Le condizioni imposte devono dunque essere compatibili colla possibilita
di scegliere il meccanismo in una di queste Serie; tale non sarebbe p. e.
la scelta arbitraria della posizione di un perno.

Guide del 4o ordine (a tre flessi).

Il problema di costruire una guida di 4° ordine del movimento ret-
tilineo di un dato punto secondo una data direzione pud in generale ri-
solversi soddisfacendo a quattro condizioni indipendenti, sola condizione
per !’esistenza del punto A%y di pseudo-ondulazione essendo infatti la
equazione (23) del § 10.

1y B quasi superfluo osservare che qualsiasi meccanismo elementare di in generale
una guida del 8°.ordine (e quindi una guida a due flessi).

Esiste infatti in generale un punto 4%y, intersezione di A* col circolo dei flessi,
la cui traiettoria & in ondulazione, ed in prossimita del quale si pud scegliere un punto
guidato di cui la traiettoria presenta due flessi consecutivi.

La determinazione di 4%, si fa come & noto, costruendo i valori di ® ed s e ti-
rando per 2 il raggio vettore individuato dall’angolo ¢ che soddisfa la ® tg ¢ --s=o.

Cio & esemplificato nella Fig. 72 rappresentante un quadrilatero articolato qualsiasi
pel quale si ha R=—140 s=-4-304 ¢=65, 16"

I due rami della ondulazione essendo convessi verso 2 il punto guidato P#* pud
venir scelto sul raggio vettore esternamente al circolo dei flessi.

2) Queste soluzioni sono in realtd molto importanti pella pratica, quando si osservi
che molte delle cosi dette guide del movimento rettilineo altro non sono che guide a due
flessi a schema geumetrico invariabile; e qui si dimostra invece che simili meccanismi
si possono facilmente costruire scegliendo ad arbitrio tutti e due i perni fissi.
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Dato infatti il punto guidato A%y e la direzione della sua traietto-
ria, noi possiamo p. e. fissare ad arbitrio i due perni di una manovella
Ai As* onde risultano determinati @, gli assi, il circolo dei flessi ed 1
luoghi A A*: e la (23) ci da quindi una equazione di 2° per determinare
¢2 che mmdividua la manovella As As*.

Posto in questa forma il problema & dunque di facile soluzione, e
riesce molto interessante constatare che si puo sempre costruire una guida
a tre flessi del movimento rettilineo di un dato pumto scegliendo ad arbitrio
i due perni di una manovella del meccanismo 1).

Ma se supponiamo invece che i due perni scelti ad arbitrio non ap-
partengono ad una medesima manovella, la soluzione del problema diventa,
come nel caso generale, di inestricabile difficolta.

E tuttavia da osservare che il problema della costruzione di una guida
a tre flessi ammette praticamente un numero di condizioni arbitrarie mag-
giore di quello della costruzione di una guida del 4° ordine, perché men-
tre un unico punto X* descrive la pseudo-ondulazione, esiste invece una
intera regione di punti di X¥* che descrivono traiettorie a tre flessi, e con-
stateremo altresi che in talune serie e talune configurazioni di meccanismi
la estensione di questa regione & tale da permettere, praticamente ed en-
tro certi limiti, la imposizione di due ulteriori condizioni arbitrarie ( Vedi
§ 26 Serie Il ).

Il problema infine di costruire una guida di 4° ordine del movimento -
rettilineo di due punti & vizioso nel suo stesso enunciato. Ed infatti noi
abbiamo veduto che quando il lnogo A* degenera nell’asse (y) e nel cir-
colo delle ondulazioni, esiste in generale un solo punto di questo circolo
di cui cinque posizioni successive infinitamente vicine siano in linea retta.
Ma se vogliamo che due punti del circolo godano di questa proprieta,
deve la proprieta medesima competere a tutti gli altri punti del circolo.
I soli meccanismi elementari che realizzano un simile movimento sono
quelli della Serie II,, e cioé il Glifo a croce e la Manovella di spinta
isoscele, per entrambi i quali tutti 1 punti di un circolo di X* descrivono
traiettorie rettilinee.

B dunque in se stesso vizioso I'enunciato del problema, nel quale non
& piu lecito parlare di ordine del contatto delle traiettorie dei punti gui-
dati colle rispettive tangenti. Tale enunciato deve invece correggersi:

11 problema di gwidare due punti in linea retta si puo sempre risolvere
mediante © meccanismi del Glifo a croce, e della Manovella di spinta isoscele
ed ammette col primo una doppia e col secondo una semplice infinita di so-
luzioni (enunciato notissimo).

1) Dopo quanto fu esposto €& quasi superfluo osservare che scelta di un perno mobile
significa scelta di una sua posizione intermedia entro i limiti di escursione approssima-
tivamente assegnabili al perno stesso, alla quale posizione corrisponde una determinata
posizione del punto guidato; e salvo ulteriormente discutere o verificare i limiti di escur-
sione plausibili.
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§ 25. Gume pELLE sErRIE L. (Vedi le Fig. 73 a 82)

Dai meccanismi di queste Serie si possono derivare numerosi tipi di
guide a due a tre ed a quattro flessi assumendo il punto guidato vicino al
polo dei flessi, dove un punto di ¥ descrive in generale una ondulazione
semplice, ma per date configurazioni pud anche descrivere una pseudo- od
una doppia ondulazione. (V. § 12.).

Serie I e,
A) GQuide a due flessi. (Fig. 73 a 76).

Tutti i quadrilateri articolati di questa Serie danno luogo a guide a
due flessi, in numero quattro volte infinito, onde se & dato il punto gui-
dato e la direzione della sua traiettoria uno di questi meccanismi pud co-
struirsi scegliendo ad arbitrio la posizione dei perni fissi.

Nelle Fig. 73 e 75 sono rappresentati due simili meccanismi, 1’ uno
coi perni fissi nella regione positiva e l'altro coi perni fissi nella regione
negativa, mentre nelle Fig. 74 e 76 sono rappresentati due analoghi mec-
canismi a manovelle simmetriche.

E ovvio che allorquando i due rami della ondulazione rivolgono
verso Q la loro concavita, come ha luogo p. e. nelle Fig. 73, 74, 76 il
punto guidato P* va scelto al disopra del polo dei flessi; e va invece scelto
al disotto mnel caso contrario, come p. e. nella Fig. 75.

B) Guide a tre flessi (Fig. 77).

Questi meccanismi devono soddisfare la equazione (29) § 12:
*
cotrer cotepe 4 2. % +1 =20

la quale esprime che il punto mobile che cade nel polo dei flessi descrive
una pseudo-ondulazione. Questi meccanismi costituiscono dunque una tri-
plice infinitd e si pud sceglierne ad arbitrio uno dei perni rimanendo an-
cora una condizione disponibile.

La Fig. 77 & costruita assumendo:

R—2R =00 onde : cotyr cotpe =—2,

ed in essa il ramo di destra della pseudo-ondulazione &concavo verso 2,
mentre & convesso il ramo di sinistra.

Se ora si tracciano le traiettorie a semplice flesso di alcuni punti di
Go* & facile constatare:

1.0 che i flessi descritti da punti situati sulla meta di destra, come
p- e. Pi¥* hanno i due rami disposti come quelli della pseudo-ondulazione;

18
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2.0 che i flessi descritti da punti situati sulla metd di sinistra, come
P>¥, hanno i due rami disposti in senso contrario di quello dei rami della
pseudo-ondulazione.

Da questa osservazione & facile concludere che un punto come P¥ si-
tuato sul circolo dei flessi presso il polo ed a sinistra del medesimo deve
descrivere una traiettoria costituita da tre flessi distinti e consecutivi i
quali sono tanto pitt ravvicinati quanto meno P¥ dista dal polo medesimo.

C) Guide a quattro flessi (Fig. 78 e 79).
La genesi di queste guide si ha dai meccanismi simmetrici che rea-
lizzano la doppia ondulazione del polo dei flessi e ciodé soddisfano la

(30) § 12:
R*
cotpr = — cotps = \/ 7 +1

onde questi meccanismi costituiscono una duplice infinita.

Allorquando le manovelle sono situate nella regione positiva e ciod
per configurazioni come quella della Fig. 78, (e per dimensioni plausibili)
l'angolo 1 & compreso fra i 300 e 40°. Si ha infatti p. e.

1

o | %
ponendo: R =5 R* ——=-po ¢ = 33.0 15’
] 1
> R Po R#* Z?PO p1 = 35.0 15/
3 3
: R=er'0 R¥ =~ g0 o1 — 36.0 40’

onde il meccanismo stesso ha una fisonomia ben determinata. La Fig. 78
& costruita appunto adottando il secondo dei tre sistemi di valori sue-
sposti.

Prendiamo ora a considerare la doppia ondulazione del polo dei flessi
nella Fig. 78, la quale non sembra graficamente diversa da una ondula-
zione simmetrica coi rami convessi verso Q. Il punto guidato P* si do-
vrebbe quindi scegliere al disotto del polo come & indicato nella Fig. me-
desima, ma mnoi non possiamo affermare che la traiettoria di un simile
punto presenti pit di due flessi distinti, onde la sola scelta di P* non
basta a dimostrare la possibilitda di scindere i quattro flessi della doppia
ondulazione (V. § 12).

Cid & invece possibile ricorrendo all’artificio !) di deformare il mecca-
nismo, al che fornisce opportuno criterio il confronto della Fig. 78 colla
Fig. 74 nella quale i rami della ondulazione si presentano concavi verso Q.

Si modifichi infatti il meccanismo della Fig. 78 restringendo 1'angolo
delle manovelle come & indicato nella Fig. 79. La traiettoria del polo dei

1) Di questo metodo per scindere in quattro flessi la doppia ondulazione abbiamo
trattato in modo scientificamente piu rigoroso nel § 12.
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flessi diventa in tal caso una ondulazione concava verso Q fiancheggiata da
due flessi i quali sono tanto pitt vicini alla ondulazione medesima quanto
minore & la modificazione di ¢1 e ..

La Fig. 79 ci fornisce dunque una chiara idea della genesi e del si-
gnificato geometrico della doppia ondulazione. Due dei quattro flessi sono
in essa gia separati, ed 1 due rimanenti confusi nella ondulazione, si pos-
sono scindere col solito artificio di scegliere come punto guidato un punto
P* situato al di sopra del polo dei flessi (Fig. 79). Questo punto descrive
dunque una traiettoria costituita da quattro flessi distinti e consecutivi.

Tale sarebbe la costruzione razionale  del meccanismo mnoto sotto il
nome di Guida o Triangolo di Robert®).

Queste guide possono anche venir foggiate nelle due rimanenti con-
figurazioni di questa serie e cioé a manovelle divergenti e a manovelle
incrociate.

Nel primo caso il valore di 1 dato dalla (30) & compreso fra 200 e 30v;

2
nel secondo caso questo valore non & reale che quando sia: R*_<? oo ©

quindi corrispondentemente: (—R) = 3p,.

Serie I,

A). Guide a due flessi (Fig. 80).

Tutti 1 meccanismi di questa serie danno luogo a guide a due flessi
in numero quattro volte infinito, le quali possono avere le diverse confi-
gurazioni della Fig. 32 e comprendono anche una duplice infinita di glifi-
manovelle.

Dato il punto guidato uno di questi meccanismi pud quindi costruirsi
scegliendo ad arbitrio il perno fisso 4; nel piano e pure ad arbitrio la po-
sizione del perno As e del centro Q sull’asse (¥) (normale alla traiettoria
di. P¥).

La Fig. 80 da un esempio di un meccanismo di questa Serie.

B) Guide a tre flessi (Fig. 81 e 82).
Questi meccanismi devono soddisfare la condizione (31) § 12:
1 3 L

Y oS B B S
P
per cui si realizza pseudo-ondulazione nel polo dei flessi. Essi costituiscono
quindi una triplice infinitd, rimanendo vincolata soltanto la posizione del
perno A3 quando si siano scelte ad arbitrio le B ed R¥,
Le Fig. 81 e 82 che illustrano due esempi di simili meccanismi sono

costruite assumendo come dati:

1) Intorno ai meccanismi guide del movimento rettilineo proposti od impiegati nella

pratica si pud consultare il Weisbach (Lehrbuch der Ing. u. Masch. Mechanik 1876).
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Fig. 81: R* =4 4p, R=— —g—po onde 73 = —%po
X o 3 3
Pig. 82: Rp* —1 - R—= 4 3p, onder = —i——7—p0

Rispetto all’ artificio atto a scindere i tre flessi della pseudo-ondula-
zione, valgano identicamente i criteri esposti pella Serie 1q. E cosi nella
Fig. 81 un punto P* situato sul circolo dei flessi a destra del polo de-
scrive tre flessi distinti e consecutivi. (Praticamente converrebbe scegliere
P* molto pitt vicino al polo che non sia segnato nella Fig. 81).

Osserviamo infine che i meecanismi di questa serie non danno luogo a
guide a quattro flessi.

3 Serie L.

Da tutti 1 meccanismi in configurazione di punto morto si possono de-
rivare delle guide a due flessi, in numero tre volte infinito. Non si puod pero
in alcun caso ottenerne delle guide a pit di due flessi, poiché in questo
caso le coppie dei perni sono le sole coppie principali situate sull’ asse (y),
e quindi nessun punto principale pud venire a coincidere col polo dei flessi.

§ 26. GuipE pELLE sERIE II. (Vedi le Fig. 83 a 93).

Ricordiamo che per queste sei Serie di meccanismi il movimento di
X* & caratterizzato del fatto che tutti i punti di un circolo descrivono
delle ondulazioni (Vedi § 14 e le Fig. 34-39) onde esiste lungo la sua pe-
riferia una regione di punti mobili i quali descrivono due flessi distinti e
consecutivi.

Se inoltre sul circolo delle ondulazioni esiste un punto principale o
punto di pseudo-ondulazione (caso dei movimenti dissimmetrici) si potra
in vicinanza di esso determinare due regioni di punti mobili, 'una interna
e laltra esterna al circolo delle ondulazioni, i quali descrivono traiettorie
che presentano tre flessi distinti e consecutivi.

Ricordiamo infine che a queste Serie appartengono i meccanismi che
realizzano il movimento ciclico, in cui tutti i punti di un circolo descrivono
traiettorie rettilinee (di amplitudine finita) e devono considerarsi come
punti principali. ’

Questi enunciati aprono dunque un vastissimo campo all’impiego di
questi meccanismi, come guide del movimento rettilineo, e di essi diremo
successivamente seguendo l'ordine di trattazione del § 14.

Serie 1L, (Meccanismi ciclici) (Fig. 83 ed 84).

I due meccanismi elementari del Glifo a croce (Fig. 83) e della Manovella
di spinta isoscele (Fig. 84) i quali realizzano il movimento ciclico definito
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dal rotolamento d’un circolo mobile entro un circolo fisso di raggio doppio
forniscono notissimi tipi di guide esaffe del movimento rettilineo sulle
quali non & necessario diffonderci ulteriormente.

B noto altresi che da questi meccanismi si traeva la genesi della guida
del movimento rettilineo nota sotto il nome di Guida di Evans, sostituendo
in via approssimata la guida della testacroce che comanda il movimento
di un perno con una manovella perpendicolare alla guida medesima.

E inutile insistere sulla imperfezione grossolana di simili procedi-
menti.

Serie II,, e IL,, (Meccanismi paraciclici).

I meccanismi che realizzano il movimento paraciclico, nel quale nes-
sun punto principale & situato sul circolo delle ondulazioni, forniscono la
generalizzazione e la costruzione razionale di un notissimo tipo di guida
del movimento rettilineo ( Guida ellittica ).

Tralasciando di occuparci dei meccanismi a punto morto che costitui-
scono la Serie II,, fermiamo la nostra attenzione sulle manovelle di spinta
in configurazione ortogonale (vedi la Fig. 35 e le Fig. 85, 86, 87) che co-
stituiscono la Serie II,,,.

In questi meccanismi i rami delle ondulazioni descritte dai punti di
G0 possono essere sia convessi sia concavi 1) verso Q, onde la regione
delle traiettorie a due flessi nella quale pud scegliersi il punto guidato si
estende nel primo caso esternamente e nel secondo internamente alla pe-
riferia del circolo G¥,.

Dato il punto guidato e la direzione della sua traiettoria si puo sce-
gliere ad arbitrio la testacroce ed uno dei perni della manovella, cid che
implica l'esistenza di una quadrupla infinitd di soluzioni del problema di
guidare un punto con uno di questi meccanismi.

Nel caso particolare in cui il punto guidato sia scelto sull’asse (y) presso
il polo dei flessi (come & anche rappresentato nelle Fig. 85-86-87) si otten-
gono i noti meccanismi denominati Quide ellittiche del movimento rettili-
neo *) ( Ellipsen-lenker dei tedeschi) le quali altro dunque non sono né
possono essere che guide a due flessi. Fra esse deve evidentemente elen-
carsi un glifo-testacroce in configurazione ortogonale (V. Fig. 35).

1) Come osservammo nel § 14 i rami delle ondulazioni sono convessi o concavi se-
condo che il segno del prodotto 737, € negativo o positivo (V. equaz. (38)) ovvero secondo
che il segno di »; — p, € negativo o positivo come si ricava dalle (33) e (38) del § 14. —
Nelle tre Fig. 85-86-87 il segno di r; —p, ¢ evidentemente negativo e quindi le ondu-
lazioni sono convesse verso 2 e le regioni delle traiettorie a due flessi esterne a G¥*,.

2) Se una retta si muove in modo che due suoi punti percorrano due rette orto-
gonali tutti i punti della retta deserivono ellissi. Scelti come perni uno dei punti a mo-
vimento rettilineo (testacroce) ed un punto a movimento ellittico si foggia il meccanismo
sostituendo in via approssimata alla traiettoria ellittica la traiettoria circolare coman-
data da una manovella. Da cio il nome, abbastanza improprio, di guide ellittiche.
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SePie H(»p\) e II[»,/“’) (rlg 88 e 89}

Nelle manovelle di spinta che costituiscono queste due Serie (V. an-
che Fig. 37 e 39) le quali raccogliamo in una unica trattazione, il perno
della testacroce A%, ¢ punto mobile principale sul circolo delle ondula-
zioni, e lo divide in due tratti per uno dei quali i rami delle ondulazioni
sono concavi, e per 'altro convessi verso il centro istantaneo.

Le zone di punti mobili le cui traiettorie presentano due flessi si esten-
dono dunque lungo il circolo G¥, internamente all’arco delle ondulazioni
concave ed esternamente all’ arco delle ondulazioni convesse (§ 14).

Esistono altresi regioni di traiettorie a tre flessi, ma queste regioni
sono in generale di estensione limitata, onde 1 meccanismi in parola meglio
si prestano a foggiare delle buone guide a due flessi, il punto guidato po-
tendosi scegliere ad arbitrio lungo il circolo delle ondulazioni.

Dato il punto guidato P¥* e la direzione del suo movimento rettilineo
il problema di costruire una guida a due flessi della Serie II,, ammette
una quadrupla infinita di soluzioni, potendosi (Fig. 88) scegliere ad arbitrio
il perno A;* sulla normale alla traiettoria del punto guidato, la testacroce
A*y00 nel piano e il perno A4; sulla tangente al circolo determinato da A:*
A%, P* (ritenendosi in questa determinazione che P* coincida approssi-
mativamente con un punto P * del circolo delle ondulazioni e salva ulte-
riore correzione).

Il problema di costruire una guida a due flessi della Serie IT, (Fig.89)
ammette parimente una quadrupla infinita di soluzioni, fra le quali devono
menzionarsi quelle in numero tre volte infinito fornite dal meccanismo del
glifo-testacroce nella configurazione della Fig. 39.

Si osservi infine nella Fig. 89 la traiettoria del punto mobile che cade
sul centro istantaneo Q; questa traiettoria & una falcata (§ 14), onde co-
me gia osservammo, da questo meccanismo pud derivarsi una guida a re-
gresso del movimento circolare (§ 22).

Serie 11, (Fig. 90 a 93).

I meccanismi in configurazione ortogonale compresi in queste Serie
(V. Fig. 38) sono specialmente interessanti pella risoluzione del problema
di cul ci occupiamo, potendosene derivare elegantissimi tipi di guide a
tre flessi che rappresentano la costruzione razionale e la generalizzazione
del meccanismo noto col nome di Guida di Evans.

Ed infatti pelle bielle di questi meccanismi il punto principale 4¥og0
del circolo delle ondulazioni individuato dall’ angolo z» dato dalla (42) § 14:

cotb £y = o
; 3 73

descrive una pseudo-ondulazione, onde in vicinanza di esso esistono sicu-
ramente delle regioni di punti mobili le cui traiettorie presentano tre flessi
distinti e consecutivi.
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Ora o facile dimostrare che simili regioni possono avere per questi mec-
canismi una considerevole estensione, e possono anche estendersi lungo
tutta o quasi tutta la periferia del circolo delle ondulazioni.

Si consideri infatti il quadrilatero articolato in configurazione ortogo-
nale diretta della Fig. 90, pel quale 73 = po (la manovella 43 43* & eguale
alla biella) mentre la lunghezza r; dell’altra manovella & quale si voglia.

Per questo meccanismo la (42) ci da g2 = 900 e cioé il punto di pseudo-
ondulazione A%y coincide col polo dei flessi e col perno As. I punti del
circolo G¥,, che indicheremo con Py¥, descrivono dunque ondulazioni di
cul i rami si presentano convessi verso Q pei punti F* della metd di de-
stra del circolo medesimo, e concavi invece pei punti Py * della meta di
sinistra ; cid0 che pud a priori dimostrarsi osservando che dalla (37)
§ 14, si ha:

a3y 3 cotg

(Tc3 T Poz 7 1
la quale espressione & positiva per © < 900 e negativa per ¢ = 90.0
La convessita o concavita dei rami delle ondulazioni & graficamente
constatata mnella Fig. 90.
Diremo quadrante positivo il quadrante che contiene la meta del cir-

colo delle ondulazioni pei cui punti d_c:g & positivo, e quadrante negativo

quello che contiene 1’ altra meta.

Ora & evidente che, essendo pelle dimensioni assegnate: 43 P *=A43* 43,
la traiettoria di Po* deve passare pel perno fisso 43, purché la lunghezza
dell’ altra manovella permetta una conveniente amplitudine di movimento,
ed in tale ipotesi la traiettoria di Py* presenta necessariamente un flesso
di seguito alla ondulazione, come & rappresentato nella Fig. 90. Se dun-
que consideriamo la traiettoria di un punto P* vicino ed esterno al circolo
delle ondulazioni sul quadrante positivo, essa presentera tre flessi distinti
e consecutivi, e lo stesso puod dirsi della traiettoria di un punto P* vicino
ed interno al circolo delle ondulazioni nel quadrante negativo.

T cosi dimostrato che per questo meccanismo le regioni delle traiet-
torie a tre flessi si estendono lungo tutta la periferia del circolo delle on-
dulazioni, e possono convenientemente utilizzarsi pello spazio di oltre un
quadrante da una parte e dall’altra di A%, per scegliervi i punti gui-
dati di guide a tre flessi, come é rappresentato nella Fig. 90.

Queste medesime proprieta si mantengono sensibilmente per configu-
razioni che non differiscano troppo da quella della Fig. 90, come & esem-
plificato nella Fig. 91 per un quadrilatero articolato in configurazione or-
togonale pel quale si ha :

2
0

‘g'so

3

P == onde: cot 2 = — 0,5 22 = 116,040.
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Il punto di pseudo-ondulazione A%y ¢ dunque notevolmente spostate
verso sinistra onde il settore positivo (116°,40") che contiene 1’ arco delle
ondulazioni convesse nonché la regione esterna a G¥, delle traiettorie a
tre flessi & alquanto maggiore e quasi doppio del settore negativo (63, 20
che contiene ’arco delle ondulazioni concave e la regione interna a G¥
delle traiettorie a tre flessi.

Queste regioni hanno perd sempre una considerevolissima estensione
come & graficamente constato nella Fig. 91 (Si osservi specialmente la traiet-
toria a tre flessi del punto P#* situato nel settore positivo).

Dato il punto guidato P¥* e la direzione della sua traiettoria rettilinea,
il problema di costruire uno di questi meccanismi ammette una quadrupla
infinita di soluzioni, onde si possono scegliere ad arbitrio i perni fissi A4, As.
Supposto infatti che, per una prima approssimazione, P* si consideri come
coincidente con Po* & ovvio che il circolo di diametro A4; Az incontra la
normale alla traiettoria di Py* in due punti (Fig. 92) ciascuno dei quali
puod essere assunto come centro Q; le QA4;, Q43 danno quindi gli assi ed
¢ indifferente scegliere 1'una o l'altra come asse (y), sul quale deve essere
situato il centro del circolo delle ondulazioni passante per Q e Po*; il pro-
blema ammette dunque quattro soluzioni distinte (in generale) e facilissime.

Se fra queste quattro soluzioni ve ne sia una che non differisca molto
delle configurazioni Fig. 90 e 91, si determini per essa la posizione di 4%,
e se questa non cade troppo lontana da Po¥, & ovvio per cid che si & detto
precedentemente che si potra scegliere in vicinanza di Py* un punto gui-
dato effettivo P¥, la cui traiettoria presenta tre flessi distinti e consecutivi.

Con queste limitazioni adunque, i meccanismi della Serie 1L, per-
mettono di costruire una guida a tre flessi del movimento rettilineo di un
punto scegliendo ad arbitrio le posizioni dei due perni fissi, il che non e
fra 1 meno interessanti risultati di questa ricerca.

Possiamo considerare questo procedimento come la costruzione razio-
nale del meccanismo noto sotto il nome di Guida di Evans.

Nella Fig. 93 ¢ rappresentata un’altra configurazione di questo mec-

canismo.

§ 27. Gume peLLE sEriE 11O (Vedi le Fig. 94 a 97).

Questi meccanismi, correlativi di quelli trattati nel § antecedente non
forniscono una messe cosi abbondante di tipi di guide del movimento ret-
tilineo, perché il solo punto del circolo dei flessi che appartiene al luogo
mobile A* (degenerato negli assi e nella retta all’c0) & il punto mobile
che cade sul polo dei flessi e descrive in generale una ondulazione.

Scegliendo il punto guidato in prossimita ‘del polo medesimo, da qua-
lunque meccanismo di queste Serie si deriva una guida a due flessi che pud
diventare una guida a tre (eventualmente a quattro) flessi quando essa sia
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suscettibile di una configurazione tale che uno dei punti mobili principali
situati su (y) venga a cadere nel polo dei flessi.

Serie 113, (Meccanismi ciclici).

Il giunto di Oldham e il glifo-manovella isoscele non possono dare
che guide a due flessi, poiché i due punti mobili principali situati su (y)
hanno per essi una posizione determinata, e sono cioé il polo delle cu-
spidi e il punto all’co dell’ asse medesimo (§ 14).

Serie II),, e II), (Meccanismi paraciclici)

Fra i meccanismi che realizzano il movimento paraciclico in cuspida-
ziome ') sono specialmente interessanti i glifi-manovelle in configurazione
ortogonale che costituiscono la Serie II),, e dai quali pud derivarsi I'in-
teressante tipo di guida del movimento imperfettamente gia noto col no-
me di guida a concoide 2) (conchoiden-lenker dei tedeschi).

Qualunque meccanismo di questa Serie foggiato secondo umna delle
configurazioni della Fig. 41 da evidentemente luogo a una guida a due
flessi (scegliendo il punto guidato in prossimita del polo dei flessi) ma noi
fermeremo specialmente l'attenzione sulla terza delle tre accennate confi-
gurazioni da cui si pud derivare il notevole tipo di guida a quattro flessi
rappresentato nella Fig. 94.

Se infatti, in conformita alla (39)* § 14 si scelga:

r3¥ = — 5P onde 73 = — %po
il punto mobile che cade nel polo dei flessi descrive una doppia ondula-
zione, di cui & facile constatare che 1 rami sono convessi verso Q, e di
cui possiamo produrre la scissione in quattro flessi con un artifizio ana-
logo a quello seguito nel § 25 pella guida della Serie L;s rappresentata
nelle Fig. 78 e 79.

Ed infatti (Fig. 94) se noi modifichiamo leggermente le dimensioni
del meccanismo aumentando 73¥ (e corrispondentemente 73) la doppia on-
dulazione degenera mnel complesso di singolaritd costituito da una ondu-
lazione semplice concava verso @ fiancheggiata da due flessi.

Un punto P* situato vicino ed al disopra del polo dei flessi deve
dunque necessariamente descrivere una traiettoria costituita da quattro
flessi distinti e consecutivi. Tale & la costruzione razionale della miglior
guida a concoide.

1) TI movimento realizzato dai meccanismi correlativi potrebbe invece denominarsi
movimento paraciclico in ondulazione.

2) Se una retta mobile & obbligata a passare per un punto fisso mentre un suo punto
percorre una retta fissa, tutti gli altri suoi punti descrivono delle concoidi. Assunto uno
di questi come perno mobile e sostituendo in via approssimata all’arco di concoide una
traiettoria circolare comandata da una manovella si ottiene il meccanismo qui descritto
donde il nome di guida a concoide.

19
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T meccanismi in configurazione di punto morto della Serie II{), non
presentano che un mediocre interesse.

Serie 119, (Fig. 95).

Diamo la precedenza ai glifi-manovelle di questa Serie dai quali si
possono derivare guide a tre flessi quando sia soddisfatta la condizione
stessa enunciata pella Serie precedente e cioé la 13¥% — — 9 P la quale
esprime che il perno mobile della manovella cade nel centro del circolo
delle cuspidi. In tale ipotesi infatti il punto mobile che cade nel polo
dei flessi descrive una pseudo-ondulazione onde in vicinanza di esso esi-
ste una regione di traiettorie a tre flessi (Fig. 95).

B d’altronde evidente dalle Fig. 94 e 95 che le guide della Serie
117, sono in un certo senso un caso particolare delle guide della Serie
11, il quale si verifica nella ipotesi di simmetria del meccanismo.

La guida a tre flessi di questa Serie raffigurata nella Fig. 95 rap-
presenta dunque, in un certo senso, la generalizzazione della cosi detta
guida a concoide.

Serie IL), (Fig. 96).

I quadrilateri articolati in configurazione ortogonale inversa che co-
stituiscono questa Serie possono foggiarsi a guide a tre flessi quando sia

soddisfatta la solita condizione 73* = — %po nella quale ipotesi il punto
mobile che cade mnel polo dei flessi descrive una pseudo-ondulazione (vedi
Fig. 96). La lunghezza della manovella d; A:* & invece arbitraria.
Serie 113, (Fig. 97).
I glifi-manovelle che costituiscono questa Serie possono foggiarsi in
guide a tre flessi quando sia soddisfatta la (41)* § 14: »® — % Py cot 2

nella quale ipotesi uno dei punti mobili principali cade nel polo dei flessi
e la sua traiettoria presenta quivi la singolarita della pseudo-ondulazione.

La (41)* ha un significato assai semplice ed esprime (Fig. 97) che la
manovella A; A4,* deve essere (in grandezza e segno) eguale al segmento
che la A, Ao taglia sulla parallela ad (x) passante pel centro del circolo
de1 flessi. ;
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§ 28. Gume ") peLe Semie 11O, (Vedi le Fig. 98 a 101).

Dai meccanismi di queste Serie si possono trarre nuovi tipi di sva-
riate ed elegantissime guide del movimento rettilineo a due ed a tre flessi,
Ed infatti la degenerazione di A* nell’asse (x) ed un circolo K* per-
mette una facilissima determinazione del punto di ondulazione A%y come
intersezione di due circoli, mentre le condizioni per cui questa ondulazione
diventa una pseudo-ondulazione sono pure di carattere affatto elementare

(V. § 15).
Serie Il (Configurazioni circolar: su K¥)

A) Guide a due flessi (Fig. 98)

Fissata la legge di curvatura ed il circolo K* qualunque meccanismo
di cui i perni mobili sono su K* comanda il movimento di A% secondo
una traiettoria in ondulazione. In prossimita di questo punto esiste dunque
una regione di traiettorie a due flessi mella quale si puo scegliere il punto
guidato, con le solite norme.

B) Guide a tre flessi (Fig. 99).
Allorquando i perni A,* e A4* siano scelti su K* in modo da sod-
disfare 1o (47)* § 15 : tg gyt tg os — — 2 Pi
0
equazione di facile interpretazione geometrica, il punto A%, descrive una

traiettoria che presenta la singolarita della pseudo-ondulazione, ed in vici-
nanza di esso pud scegliersi il punto guidato di una guida a tre flessi. Il
meccanismo rappresentato nella Fig. 99 & p. e. costruito ponendo :

3 1
Sz 0 sy e

ed in esso la traiettoria di P* presenta tre flessi distinti e consecutivi.

Notiamo infine che dato il punto guidato e la direzione della sua traiet-
toria rettilinea il problema di costruire una guida delle Serie III}, am-
mette una quadrupla ovvero una tripla infinita di soluzioni secondo che
la guida debba essere a due ovvero a tre flessi.

Nel primo caso si pud dunque scegliere ad arbitrio la posizione di
due perni, e la risoluzione del problema é di ovvia semplicita quando p. e.
i due perni scelti siano i due perni mobili; nel secondo caso si pud sce-
gliere ad arbitrio la posizione di un perno, e assoggettare la scelta del
secondo perno ad una ulteriore condizione.

') T meccanismi delle Serie III (pei quali A* & osculata in @ dal circolo dei flessi), non
possono fornire che guide ad un sol flesso e non meritano ulteriore menzione.
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Serie III3,.
4) Guide a due flessi (Fig. 100).

Qualunque quadrilatero articolato di cui una delle manovelle sia abbat-
tuta sulla linea dei perni fissi da una guida a due flessi di questa Serie
alla quale appartengono pure meccanismi della famiglia del Glifo-mano-
vella (V. Fig. 49).

Dato un simile meccanismo & infatti facilissimo costruire il circolo dei
flessi e 1l circolo K* la cui intersezione da il punto di ondulazione A%
(Fig. 100).

B) Guide a tre flessi (Fig. 101).
Il punto di intersezione di K* col circolo dei flessi descrive una pseudo-
ondulazione quando sia soddisfatta la (49)* § 15:

cOS ©3 R S R 1
7* By C o OB
Se p. e. assumiamo : e = 1200 r* :% Po
la (49)* ci da: s =0,732 g,

coi quali dati & costruito il meccanismo rappresentato nella Fig. 101.

Dato il punto guidato e la direzione della sua traiettoria, il problema
di costruire una guida di queste Serie ammette pure una quadrupla ov-
vero una tripla infinita di soluzioni, secondo che la guida stessa debba
essere a due ovvero a tre flessi.

§ 29. Gume peLLE sEriE IV.© (V. le Fig. 102 a 107).

1 soli meccanismi in configurazione parallela dai quali si possono de-
rivare delle guide a due ed a tre flessi sono quelli della Serie IV® pei quali
I’ asse (x) forma parte del luogo mobile A¥* della curvatura stazionaria
(§ 19).

Ogni punto mobile situato su (x) descrive in tal caso una ondula-
zione, mentre un unico punto 4%, sempre reale ed a distanza finita (in-
tersezione di (x) colla mormale alla A, As in Ois) descrive una pseudo-on-
dulazione.

Questa proprieta rende simili meccanismi specialmente adatti per fog-
giare dalle guide a tre flessi, impiego di cui esclusivamente ci occuperemo
nella trattazione che segue.

Sia dunque rappresentato nella Fig. 102 un meccanismo dalla Serie
IV®@Q) ( quadrilatero articolato colla biella perpendicolare alle manovelle )
e prendiamo ad investigare le traiettorie di punti X;* dell’asse (z) situati
vicini al punto di pseudo-ondulazione A¥,,.

Poiché I'andamento della traiettoria di X,* non deve differire di molto
dalla forma della pseudo-ondulazione, e poiché essa presenta una ondula-
zione in X;*, cosi dovra questa traiettoria presentare un flesso consecutivo
alla ondulazione.
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Notando inoltre che i rami delle ondulazioni di punti X;* situati da
parti opposte di A*,, hanno curvature di segno opposto, cosi & evidente
che il flesso compagno della ondulazione si presenta per le traiettorie di
questi punti da parti opposte dell’asse (x).

Ci0 puo verificarsi graficamente, ed ¢ chiaramente rappresentato nella
Fig. 102, nella quale i punti a destra di 4%,, come X;* X3* descrivono on-
dulazioni convesse verso destra seguite da un flesso nel ramo inferiore
(osservisi la traiettoria di X3*) mentre 1 punti situati a sinistra come X,*
X,* descrivono ondulazioni convesse verso sinistra seguite da un flesso
nel ramo superiore (vedasi anche la Fig. 103 che rappresenta un quadri-
latero colle manovelle dirette nello stesso senso).

La proprieta di presentare il flesso compagno della ondulazione cessa
per punti X;* situati a una certa distanza da A¥,,, distanza che si puo in
ciascun caso determinare graficamente per tentativi. E cosi p. e. nel mec-
canismo della Fig. 102 tale proprieta non compete sicuramente alla traiet-
toria di X5%.

E ora facile constatare come lungo il tratto di () pei cui punti X*
si verifica l'accennata proprieta, esistano due regioni di punti mobili le cui
traiettorie presentano tre flessi consecutivi.

Sia infatti rappresentato nella Fig. 102"* in iscala piu grande il mec-
canismo stesso della Fig. 102, e prendiamo a considerare la traiettoria di
un punto P3* situato immediatamente al di sopra di X3*. Questa traietto-
ria differira pochissimo da quella di X3* ma in luogo della ondulazione
presentera due flessi distinti; ed infatti mentre la ondulazione di X3* &
convessa verso destra, la traiettoria di Ps3* deve presentare in Ps* un
tratto convesso verso sinistra come tutte le traiettorie dei punti mobili si-
tuati al disopra di (z).

La traiettoria di Ps* deve dunque presentare in luogo della ondula-
zione due flessi distinti, e poiché inoltre la traiettoria di X3* presenta un
terzo flesso nel ramo inferiore, dovra la stessa proprieta competere alla
traiettoria di Ps¥, la quale deve per conseguenza essere costituita da tre
flessi distinti.

Esiste dunque a destra di A%, e superiormente a (x) una regione di
traiettorie a tre flessi, e parimenti possiamo dimostrare che una simile re-
gione esiste inferiormente a () ed a sinistra di A%,,.

La Fig. 102" illustra chiaramente queste regioni di traiettorie a tre
flessi, e mostra con quali criteri si possa dal meccanismo quivi rappresen-
tato derivare delle guide a tre flessi che soddisfino a certi requisiti geo-
metricl.

Se cioé si vuole avere una guida molto esatta per una traiettoria
breve, si scegliera il punto guidato molto vicino ad A¥*,, come p.e. P*
o P:*; nel qual casoi tre flessi si presentano molto ravvicinati e possono
nel loro insieme assimilarsi senza sensibile errore a una traiettoria retti-
linea. Se invece si vuole avere un meccanisno che comandi il punto gui-
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dato per una traiettoria pit lunga, si scegliera il punto medesimo piu
lontano da A%, come p. e. 5% o P,* ma in tal caso 1’ approssimazione
della sua traiettoria effettiva alla forma rettilinea risulta meno soddisfa-
cente.

Questo metodo di derivare delle guide a tre flessi ¢ evidentemente
generale ed applicabile a qualunque quadrilatero della Serie IV© ..

Guida di Watt.

Un secondo artificio per scindere 1 tre flessi della pseudo-ondulazione
consiste nel modificare la dimensioni del meccanismo, ed a titolo di esem-
pio ne faremo 'applicazione a derivare il noto meccanismo della Guida di
Waitt, caso particolare delle guide a tre flessi di questa Serie.

Abbiasi infatti un quadrilatero della Serie IV® 1 a manovelle eguali
e di senso contrario (Fig. 104) e sia tracciata la pseudo-ondulazione di
A%, (punto di mezzo della 4,* A,*)1 cui rami, & opportuno notarlo, ri-
volgono la loro curvatura in senso contrario alla curvatura generale delle
traiettorie dei punti di X* appartenenti alla regione in cui ciascuno dei rami
stessi viene ad estendersi.

Se ora si modifichi il meccanismo allungando (Fig. 105) ovvero accor-
ciando (Fig. 106) leggermente di eguale quantita le due manovelle, dovra
la nuova traiettoria di A¥,, presentare in A¥,, un semplice flesso i cui ra-
mi sono rivolti in senso contrario di quelli della pseudo-ondulazione. Ma
poiché I’ andamento generale della nuova traiettoria non puod differire di
molto da quello della primitiva, cosi deve necessariamente la traiettoria
stessa presentare altri due flessi superiormente e inferiormente ad A¥*,, e
ad eguale distanza da esso.

Osserviamo inoltre che se le manovelle si accorciano (Fig. 106) gl’ in-
tervalli che separano i tre flessi risultano sempre piccolissimi, e poiché per
un accorciamento un po’ marcato i due flessi estremi scompaiono, cosi que-
sto artificio non da, almeno in generale, una conveniente soluzione del pro-
blema.

Una buona configurazione si ottiene invece sempre allungando le ma-
novelle (Fig. 105) e questa é la nota configurazione della guida di Watt,
intorno alla quale aggiungeremo alcune osservazioni.

I senz’ altro evidente che la scissione dei flessi & tanto pit accentuata
quanto maggiore & I'allungamento delle manovelle, ed ovvia & Y'utilita di un
criterio sicuro per scegliere in ciascun caso la scissione di flessi pit conve-
niente in dipendenza dei limiti di escursione assegnati al punto guidato.

Tale criterio pud desumersi dal seguente enunciato (Fig. 105):

Detta m la lunghezza primitiva delle manovelle e 4 n la loro distanza

normale , se si fissa pelle manovelle della guida la lunghezza \/ m® -+ n?,

1 due flessi estremi si trovano molto prossimamente alle distanze = n dal
flesso imtermedio.
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Sia infatti (Fig. 105) il nuovo meccanismo spostato in 4; A4,* 4s 4%
in modo che i due perni mobili si trovino sulla stessa verticale, (onde essi
devono aver percorso all’ incirca un cammino verticale eguale a n) e si
determinino per tale configurazione il nuovo centro ed 1 nuovi assi del
movimento @ (z) (y). I allora facile constatare che deve essere molto
prossimamente Q' A4, = As A4:¥, e quindi 4,¥ deve trovarsi sul circolo
delle cuspidi, onde dovra il circolo dei flessi passare pel punto simmetrico
di esso rispetto a (z) e cioé all'incirca pel punto guidato P¥, la cul traiet-
toria deve presentare quivi un punto d’ inflessione, come dovevasi dimo-
strare.

Per le pratiche applicazioni si pud, concludendo ritenere che la di-
e

stanza dei flessi estremi dall’intermedio & n secondo che la lunghezza

della manovella & § \/ m? - n.

Tali sarebbero dunque i criteri per una razionale costruzione della
guida di Watt.

Conviene infine osservare che anche dalle manovelle di spinta in con-
figurazione parallela (Serie IV()) si possono derivare guide a due ma non
a tre flessi con norme analoghe alle dianzi esibite e discusse.

Un esempio di simile meccanismo ¢ dato nella Fig. 107.

FINE.
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