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AL LETTORE

1l 1° Novembre dell’anno decorso 1936 ho compiuto 50 anni
di servizio attivo (non mai interrotto) alle dipendenze dello Stato,
prima assistente universitario, poi insegnante di scuole medie e
dopo Professore @ Universita. FEeco il titolo di bememerenza al
quale io tengo piw di ogni altro (e il Lettore scusi la immodestia di
questa mia dichiarazione pensando che la vanita é un vizio che
cresce col crescere degli anni, secondo un ben noto detto Man-
zoniano).

1l resto poco conta.

Ma, per gli amici e conoscenti che desiderano qualche altro
dettaglio, posso aggiungere che sono nato a Rocca 8. Casciano
(Forhy), il 7 Ottobre 1864, da Federigo ¢ Clorinda Mengozzi,
miet primi e incomparabili educatori, che ho percorso le scuole
medie tecniche a Forli e che mi sono laureato a Pisa in mate-
matica teorica (e sotto la guida sapiente di RICCARDO DE PAoLIs)
nel Decembre 1886 (ma fino dall’inizio del Novembre precedente
ero gia assistente del PrROF. A. NARDI-DEI).

Primo di sei figli maschi e in condizioni difficili di famiglia
dovetti provvedere a me stesso, nel periodo universitario, vincendo
per concorso, una borsa di studio Lavagna alla quale poi si
aggiunse il titolo di allievo della R.* Scuola Normale Sup.” di
Pisa, titolo che ha sempre lusingato assai il mio amor proprio
e che costituisce il pin ambito ricordo della mia lontana gioventi.
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Dalla dipendenza del compianto PROF. NARDI-DEI, passai a
quella del Pro¥. RicCARDO DE PAoLIs col quale iniziai la mia
vita di studioso, divenendo poi coadiutore di EUGENTIO BERTINI
che mi fu Maestro insuperabile di scienza e di vita e col quale,
in seguito, strinsi vincoli dolcissimi di parentela (un mio fratello
avendo sposato la figlia di Lui).

Nel 1898, per migliorare le condizioni economiche della mia
famiglivola (avevo nel frattempo sposato mia cugina Isolina Ciani)
accettai un posto d’insegnante di Matematica nel R.° istituto
tecnico di Messina e (dopo un anno) fui trasferito in quello di
Milano, finchée nel 1906 mi riusct finalmente (e per effetto di
concorso) di essere mominato Prof. di Geometria proiettiva nella
R.* Universita di Genova realizzando cosi il sogno che ho sempre
accarezzato, fino dall'inizio della mia carriera scolastica, quello
cioe di insegnare Geometria dalla cattedra Universitaria Italiana.

« I7amore del natio loco» m’indusse (dopo 20 anni di per-
manenza a Genova) ad accettare le offerte di amici e colleghi
Fiorentini  (primi, fra tutti, ANTONIO GARBASSO e GUIDO
PELLIZZARI) che mi proposero il trasferimento nella R." Uni-
versita di Firenze (allora allargatasi dal vecchio e glorioso
istituto di studi superiori di perfezionamento) e qui, a Firenze,
in questa incomparabile e degna sede di studi (dopo 13 anni di
permanenza) mi ha colto crudele, improvviso, inaspettato, il de-
creto che, da 75 anni di eta, ha abbassato a 70 il limite massimo
da raggiungere per il collocamento a riposo dei professori uni-
versitari. Lenimento a tanto dolore mi ha recato Uamorevole
bonta dei miei carissimi colleghi che mi ha concesso, quale pro-
fessore emerito, di continuare nel mio ufficio ancora per due anni,
ma la grave malattia (forse irreparabile!) di mia moglie che
mi fu sempre compagna amorosa (senza alcuna nube!) per oltre
44 anni di vita felice, mi toglie ormai quella seremita di animo
che ¢ indispensabile per compiere coscienziosamente Uufficio d'in-
segnante e vado quindi a rifugiarmi e celarmi fra le montagne
del mio Appennino (nella mia casa avita e solitaria) in attesa
serena del termine che Dio mi ha segnato !
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Di cio che si suol chiamare la propria produzione scientifica,
contenuta nelle pagine che sequono, chiedo venia al Lettore se
mi permetto di segnalare tre punti che io riguardo con una certa
compiacenza paterna !

1l primo é costituito dalla configurazione delle 10 bitangenti
di una quartica piana di genere 3 che si ottiene escludendo dalle
totali 28 quelle che compongono un gruppo di 2* specie (1). Questa
configurazione parve cosi interessante a un collega straniero
(il Pror. E. TIMERDING della Universita di Strasburgo) da
proporre di chiamarla col mio nome: (Cianische Drei-Drei) (2).

Il 2° punto considera le biquintuple di rette dello spazio a

~ tre dimensioni (che forse realizza un problema di statica) (3).

1l 3° ¢ Vesagono di PASCAL dello spazio a 4 dimensioni (4).
Nel chiudere questi brevi autobiograficc non posso a meno di
mandare un caldo saluto ai miei cari colleghi e alla Facolta di
Scienze di questa Universita la quale ha voluto contribuire alle
spese di stampa dei presenti volumi, non che alla Ditta editrice
«la Cedam » che ha dato loro una veste tipografica appropriata
e di mia piena soddisfazione.

Né posso tacere diricordare, con vivo compiacimento, quelli
che furono miei allievi (e coadiutori) alcuni dei quali hanno
raggiunto posizioni eminenti e di alto comando, o nelle ammini-
strazioni dello stato, o nell’industria privata, o infine nel pubblico
insegnamento. B poi naturale che, per affinita di tendenze e di
temperamento, io mi compiaccia pin particolarmente di questi
ultimi segnalando fra di loro quelli (laureati in Matematica) che
raggiunsero, insieme alla cattedra universitaria, posizioni cospicue

(1) «Sopra le serie quadratiche di coniche inviluppanti la quartica piana »
N. 27 e 28 a p. 223 e seguenti del 1° volume.

(2) E. TiMERDING : « Ueber die Gruppirungen der Doppeltangenten einer ebe;ten
Curve vierter Ordnmung. (Crelle Bd. 122, p. 223 e seg.ti).

(8) Sopra i gruppi finiti di collineazioni quaternarie oloedricamente isomorfi
con quelli dei poliédri regolari, p. 423 e anche p. 873.

(4) Una interpretazione geometrica del gruppo totale di sostituzioni sopra sei
elementi, p. 589 e seg.ti.
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nel mondo scientifico cosi che, dichiarandoli in ordine cronologico
(e a causa di onore) me dico qui i nomi seguenti : FEDERIGO
ENRIQUES, dell’ Universita di Roma, CARLO ROSATI, ONORATO
N1coLETTI entrambi dell’ Universita di Pisa, Guipo FUBINI
dell’ Universita di Torino e Grurio Racan dell’ Universita di
Firenze (e pur troppo e «ingiustamente» il 2° e il 3° di essi
mi sono premorti!).
Firenze, Universita, Aprile del 1937.

EDGARDO CIANI

DELLO STESSO AUTORE

LEZIONI DI GEOMETRIA PROIETTIVA E ANALITICA — (Tre
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IL METODO DELLE COORDINATE PROIETTIVE OMOGENEE
NELLO STUDIO DEGLI ENTI ALGEBRICI — (Due Edizioni:
una di Spoerri Pisa 1922 e una della ‘¢ Sten,, Torino 1928).

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA — (Lezioni di
Geometria Superiore ‘‘ Cedam ,, Padova 1931.

LEZIONI DI GEOMETRIA DESCRITTIVA id. id. id.
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LE SUPERFICIE RIGATE INERENTI A UNA LINEA
A DOPPIA CURVATURA (%

[TESI DI LAUREA)]
{Pisa 6. XII 1886)

[Giornale di Matematica, I® serie. Vol. XX VII]

Formule generali per qualunque superficie rigata.

1. MOVIMENTI PER FLESSIONE. — Prima di intraprendere il nostro
studio ci & necessario dare alcune formule che valgono in generale qua-
lunque sia la superficie rigata che si considera.

Riferiamo percio una tal superficie alle sue generatrici rettilinee e alle
traiettorie ortogonali di queste chiamando con v I’arco di una traiettoria
ortogonale D che assumeremo come direttrice e con u la lunghezza di ge-
neratrice rettilinea contata a partire dalla direttrice D. allora se p, q, 7
sono le coordinate di un punto mobile di D; se I, m, » sono i coseni
di direzione della generatrice che passa per il punto p, ¢, r P’elemento
lineare della superficie assume la forma:

ds’ = du® 4 (M® ¥* 4 2 Nu + 1) dv*
dove
ME— 37 : N=30Up'
e gli apiei indicano le derivate rispetto all’arco v della direttrice.
Faremo inoltre le seguenti posizioni :

N M’ — N?
SR e

(") I richiami di questa Memoria alla Geometria differenziale sono cosi numerosi
continui che io non posso fare altro che rimandare il Lettore al trattato ormai classico
di « Luict BiaNcHI » nella Sua prima edizione di Pisa (E. Spoerri 1894).

Crant, 1
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l” m” nll pll qll r” l” "nll ”II
Loom' =P |4 m n S e
ll ml nl l’ ?nl nl pl ql rl
pll q” r” l’ ml nl
Pl P8R S e
’ ’  d !’ ’ ’
L SR h SRR B i

B noto che a = u & lequazione della linea di stringimento e g & il
coefficiente di distribuzione dei piani tangenti.

Allora le sei funzioni che caratterizzano pienamente la superﬁcle,
meno di movimenti nello spazio, sono le seguenti che noi seguiteremo a

indicare con le notazioni in uso:

E=1 2 " —0 3 G=Mu+2Nu+41
2
DB ; g oL s D"=— il o L) :
/G G

Queste sei funzioni non sono completamante arbitrarie ; fra di esse
debbono passare le tre relazioni differenziali del Codazzi le quali, apph-
cate al nostro caso, divengono : :

® | ﬁ(v—a‘)—a—v(ﬁ) S
gh ., D ale
(1) ——+VG e
Dﬂ_azm
i e e

L’ ultima ci dice che la funzione D’ non cambia quando la superficie si
deforma per flessione; dunque la 1* ci esprime che per una tale defor-
mazione non cambia neppure la funzione : 2

a DII

 y (,r—g-)
ossia, se con D,” s’indica, la funzione D”, relativa a una deformata per
flessione della superficie primitiva, si ha: ;

D/=D"+4+¢(®|G

essendo ¢ (v) una funzione arbitraria della sola v, oppure una costante.
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Ad ogni forma speciale della funzione ¢ (v) corrisponde una super-
ficie applicabile sulla primitiva e viceversa, di modo che tutte le defor-
mazioni per flessione della superficie vengono a dipendere da questa sola
funzione ¢ (v) di cui si trova facilmente il significato geometrico rammen-

e 1 :
tando che se s’indica con R la curvatura normale delle ¥ — cost. si ha
123

in generale, per coordinate ortogonali,

1 DI/
F Wt
S 1
Rappresentando quindi con THO) la curvatura normale delle u — cost. do-
u

po che la superficie ha subito un movimento per flessione, avremo:

1 D" 4o G

R, © — G
cioe
1. oY e
R, © R }/E 3
11 rapporto }%}i—) ci indica dunque di quanto varia, nella flessione, la cur-

vatura normale delle traiettorie ortogonali delle generatrici rettilinee.

2. Vogliamo ora mostrare come per la funzione ¢ (v), che serve a

" darci tutte le deformate per flessione, si possa prendere il raggio di 12

curvatura della direttrice.
Infatti la (ITI) sviluppata ci fornisce per D’
D" = -
WM+ 2Nu-+41

Allora la (I) diviene :
u’ (2NP — QM?) 4 u (2P — 2M*’S) 4 Q — 2NS =
= gu’ (2N’ MM’ — M’ NN’ — M3 M') 4 » (2N MM’ — 2M2N’)

1
+ MM’ o 3 s N’ N = ol ]
M2 N?

Ma questa deve essere verificata identicamente se no avverebbe che la (I)
sarebbe vera solamente lungo due linee speciali della superficie, lungo
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quelle due le cui equazioni si otterrebbero risolvendo rispetto a u la
precedente equazione di 2 grado.
Avremo dunque le 3 relazioni differenziali

1
2NP—QM“=22N*MM’——M’N‘N’—M’N’;———~.
, ar—n’
P—M’S:‘NMM'—M’N':V_]F;:&‘_ ; )
MM — NN
IR G e

di cui due solamente sono sono indipendenti.
Ora, dalla posizione gia fatta,

p” qll r/l
I iy W =8
pl ql rl

quadrando risulta :

S =37 =@y

ma si ha
Zhp'=0
perche la direttrice & ortogonale alle generatrici, quindi
Zhp" =N

Dunque, se si rappresenta con p il raggio di 1* curvatura della di-
rettrice, sara

S = i,——N’
0
e dalle (1)
P=—_" _iNxw_mN!+m ]/ )
T b g
L e ——N’

y M —
D’altra parte le sole funzioni fra le
E;F;¢6 ; P;Q ; 8; 7T
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che variino, dopo che la superficie ha subito un movimento pes fles-
sione, sono

P;Q;8 5
perche &
T = }/m
Le funzioni M ed N neanche variano perché si ha
G=Mu"+2Nu-+}1

quindi le (2) precedentemente trovate ci rappresentano gli elementi della
superficie variabili, per movimenti di flessione, espresse per un altro ed
unico elemento variabile che é il raggio di 1®* curvatura della direttrice.

3. EQUAZIONE DELLE ASSINTOTICHE. — L’equazione generale di que-
ste linee, particolareggiata al caso nostro, si spezza in due:

v — cost. 2 2YM? — N°. du + (Pw’ 4+ Qu + S)dv = 0. (1)

Per una superficie deformata per flessione essa diviene quindi
v = cost; 2 MF — N du+ 42 (P 4+ M g (v)) +u (Q+ 2N ¢ (v)) +
+8+g@{d=0. (2)

Esiste una classe di deformate per le quali si conosce subito la forma
della funzione ¢ (v) che le caratterizza. Queste deformate sono tutte quelle
che si ottengono riducendo (come & sempre possibile) la superficie data
a superficie di normali principali per una qualunque traiettoria ortogo-
nale. Infatti, dopo un tal movimente della superficie, Pequazione prece-
dente deve essere soddisfatta da » = k essendo % una costante, deve dun-
que essere :

B(P+Mer)+5k(Q+2X00)+S+er=0

e quindi

PP L QLS
PO =— e eRE 1

e possiamo concluderne :

« Nota una superficie rigata sono anche note tutte quelle deformate che
« st deducono da essa riducendola a superficie di normali principali per una
« qualunque traiettoria ortogonale delle generatrici»
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4. L’equazione delle assintotiche non s’integra che in casi particolari.
Perd & facile vedere come, data una superficie rigata S qualunque, esista
un numero infinito di superficie rigate applicabili sopra S e per ognuna
delle quali Pequazione delle assintotiche si riduca alle quadrature. In-
fatti sia

U=y (v)
I’equazione di una linea tracciata sulla S. Questa linea si pud rendere
assintotica deformando la S: dunque esiste una corrispondente forma
della funzione ¢ (v) per cui questa deformazione si verifica e questa for-

ma si trovera ponendo uw — vy (v) nella (2) e risolvendola rispetto a ¢ ().
Si trova cosi:

_2IM-—Ny' )+ Pyp®)+Qy@®+S
M (y (v))" 42N g (v) 41 '
Ponendo allora nella (2) questa forma particolare della ¢ (v) otterre-
mo Vequazione delle assintotiche della deformata S,; ma di questa equa-
zione si conosce un integrale particolare

p @)=

U=y (v)
quindi essa si riduce lineare del 1° ordine e percio alle quadrature. Dun-
que ad ogni forma speciale della funzione w (v) corrisponde una forma
speciale di @ (v) e a questa una superficie S, la quale gode la proprieta
che le sue linee assintotiche si determinano con sole quadrature.

5. SUPERFICIE RIGATE OONIUGATE. — Assumiamo per direttrice di
una superficie rigata qualunque la sua linea di stringimento C. Indi-
chiamo con ;

(cosa , cosp , cosy) ; (cos& , cosyn ,cosf) ; (cosi , cospu , cosv)

rispettivamente i coseni di direzione della tangente, della normale prin-
cipale e della binormale di C; con o e con » i raggi di 1* e 2* curva-
tura. Si ha quindi:

lcos a + m cos f 4 n cos y = cos 6
(1) lcosé 4+ meosy 4ncos{ = —psen -6

lcos A+ mcos u+ncosy =sen 6.1 — o? §7

essendo 6 l’angolo della tangente alla linea di stringimento con la gene-
ratrice rettilinea passante per il punto di contatto.
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Intanto risolvendo rispetto a I ; m ; n le precedenti equazioni si trova :
I =cosa-cos 6 +} cos £-g-sen 0.0’ - cos A-sen 6- V1 — o> 67
m = o8 B+cos 6 - cos 5+ 0+ sen -0’ - cos u-sen 61 — o> 072 ;
n = cos y-cos O + cos £-p-sen 0.0’ 4 cos»-sen 0- 1 — o> 672 -

Se g’indica con ¢ l’angolo della binormale alla linea di stringimento con
la normale alla superficie e con X ; Y ; Z i coseni di direzione di que-
st’ultima retta, abbiamo :

X = sen o-co8 &£ -+ cos g-cos 4
Y —sen g-cos 9 |- cos o-Cco8 u
Z —sen ¢-cos £ | cos g-cos ».
Moltiplicando la 2# delle (1) per sen o; la 3* per cos ¢ e sommando si trova

coso-J1 — g’ 0”7 =06’ sen o

ossia

0=[cos<; dv - cost.
¢

essendo dv V’arco elementare della direttrice.

La formula precedente definisce per mezzo degli elementi ¢ e ¢ I’an-
golo delle generatrici sulla linea di stringimento. Viceversa si pudo dimo-
strare che, se per una linea C tracciata su di una superficie rigata, si sa
che l’angolo della sua tangente con la generatrice passante per il punto
di contatto e la funzione definita dal 2° membro della formula precedente,
tal linea C non puo essere altro che la linea di stringimento della
superficie.

Infatti per questa linea deve essere

CO

IGOSa—i—mcosﬁ-{—ncos;::cos([ ZG dv+k) 5

e
€08 o

——dv + k) %

lcos &+ mecosy +n cost::cos:;-sen(/cosadv +k) :
/ S
e

lcosl+mcos,u—|—ncos.v=sena-sen(
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Risolvendo rispetto a I , m , n,

l=cOSacos(/c°:ad +k)—cos§cosasen( —O-S—gd +k)+

CoS o

+cos].senosen(f dv +k;

=cosﬂ-ms([cozadv—I—k)—-cochosasen( )—|—

-+ cos pu-sen o sen(

£

N = COS y+COS [@ld +k)—cos¢cos<;sen([co % dv -|—h)+

08 o

-} cos »+sen ¢ sen ([

Calcolando 21" cos a si trova:
Zlcosa=0

dv—l—k)

cid che indica che la direttrice & la linea di stringimento.

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema :

« La condizione mnecessaria é sufficiente affinché la direttrice sia la linea
«di stringimento é espreséa dalla relazione :

0=[00:0 dv + cost.

«essendo 6 , o , p rispettivamente Pangolo della tangente alla direttrice con
«la generatrice che passa per il punto di contatto ; Uangolo della binormale
«alla direttrice con la normale alla superficie, il raggio di prima curvatura
« della direttrice ».

6. Dal teorema precedente segue che se due superficie rigate si toc-
cano lungo la loro comune linea di stringimento e 6, e 6, sono rispetti-
vamente gli angoli di questa linea con le generatrici dell’una e dell’altra
superficie, si ha:

0,=[m50d0+cost. ; 0, — c—%—'—’-dv—l—cost

e quindi

0, — 0, = cost.
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cioe :

« Se due superficie rigate si toccano lungo la comune linea di stringi-
« mento, esse hanno le generatrici corrispondenti inclinate le une sulle altre
«di un angolo costante ».

7. Dalla formula

COS ¢
0 —

dv -+ cost.

T . gl i - .
per ¢ = o> si ha O = cost.: si ritrova cosi un risultato gia ottenuto dal
Bonnet. « Se una linea di una superficie rigata é contemporaneamente
« linea di stringimento e geodetica, incontra le generatrici sotto angolo co-
stante ».
Per 6 =0 si ha

9:]% —+ cost.

ossia: « La condizione necessaria e sufficiente perché una linea di una su-
«perficie rigata sia contemporaneamente assintotica e linea di stringimento é

06 =1 ».

8. Le rette che passano per i punti centrali delle generatrici retti-
linee di una superficie rigata e sono ognuna la posizione limite della per-
pendicolare comune a due generatrici infinitamente vicine costituiscono
una superficie rigata che si chiama coniugata della primitiva. Viceversa
questa & la coniugata della sua coniugata. Dalla definizione che si pud
dare del piano tangente a una superficie rigata, in un punto della sua
linea di stringimento, risulta subito che due superficie rigate coniugate si
toccano lungo la comune linea di stringimento (il pian tangente comune
essendo il piano delle due generatrici corrispondenti).

Due tali superficie costituiscono un caso particolare di quello consi-
derato al N° 6; il caso di 6, — 6, = 2.

9. Riferiamo una superficie rigata §, alla sua linea di stringimento
come direttrice e alle generatrici. Caratterizzando con Dindice 1 gli ele-
menti relativi alla superficie coniugata S, , avremo:

i, + mm, 4+ nn, =0
4+ Vavl, 4 (m+ m' dv)m, 4+ (n 4 n’ dv)n, =0
da cui

mn’ — m'n nl’ — 'l Im’ — U'm
S A Vel AvEail BRaaE anps
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risulta quindi

% PG ’ 1 3ip° 0
y 1 1 P

.y — ir U am o= a B S | 0

U m' o 0" 9. M

cioe
cos, =21 p=)1 —(Zp’} =sen6

e resta confermato anche analiticamente che due superficie rigate coniu-
gate si toccano lungo la comune linea di stringimento.

Se dunque l’elemento lineare di una superficie rigata (quando la di-
rettrice e la linea di stringimento) assume la forma

ds* = du® 4 2 cos 0 du dv - (M? u® - 1) de?
Pelemento lineare della coniugata §, sara

ds,? = du,® + 2 sen 0 du, dv + (M? u,® 4 1) dv*

Determiniamo M, per mezzo degli elementi della superficie S, Si ha
percio

_mn” —m"n M

S “paonel L nudis
" i, 2 n ’
m = e —w
s lm” S l”m

¢ B griesh T LaalNY b

e quindi:

M2=31 n__ M” ! "2 (") ZM’Z" = fﬁ” (mn’ — ');
¢ =24 =g + 5 {8V 4 U — 2 g Zima” — mm)ma’ —m'n)=

’

M:l

2
:M_2+—1\14_2gzz"2+(2u",*g g

rn N " ;
. SV —Su W),

ESuwyp=m ; SUU"=MM ; 3ZSW=0
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-

e percio

o o T T

1\.[‘2 e 1\[2 + ﬁz— .

Consideriamo le due coniugate di due deformate di una medesima
superficie rigata. Siccome 6 non varia nelle deformazioni, cosi perche le
due coniugate siano applicabili bisognera che la funzione M, sia la stessa
per entrambe le coniugate, dunque :

« La condizione necessaria e sufficiente affinché le varie coniugate delle
« possibili deformazioni che conservano rettilinee le gemeratrici di una me-
N

« desima superficie rigata siano applicabili fra loro é che la funzione X 1"
« non muti deformando in tutti i modi possibili la superficie S, ».

« Due superficie rigate e coniugate fra loro sono applicabili se la tan-
« gente alla loro comune linea di stringimento é bissettrice delPangolo for-
«mato dalle generatrici che passano per il punto di contattio e se

2 lll‘l — M'Z »

Segue, per un noto teorema del Bonnet:

« La linea di stringimento di due superficie rigate coniugate e applica-
« bili é geodetica per entrambe ».

10. Calcolando la curvatura totale della superficie coniugata si trova

M, cos* 6 2

, iod M,* w* -+ cos® 6

Dunque la coniugata di S, & sviluppabile nei due soli casi

14
10 H 6 = -E—
20 ; M‘ + 2 lllz — Mlz

nel 1° caso la coniugata coincide con la sviluppabile osculatrice della li-
nea di stringimento di S, ed & 'unico caso in cui le due coniugate in
luogo di toccarsi si tagliano normalmente; nel 20 caso la coniugata &
un cilindro.
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Le superficie rigate inerenti a una curva a doppia curvatura.

11. Noi intendiamo per tali superficie le seguenti :
1° 11 luogo delle normali principali ;
20 I1 luogo delle binormali ;
3° Il luogo degli assi delle eliche osculatrici ;

o

4° 11 luogo delle tangenti che & anche l’inviluppo dei piani oscu-
latori e si chiama sviluppabile osculatrice ;
5° I1 luogo delle rette rettificanti che e anche I’inviluppo dei piani
rettificanti e si chiama sviluppabile rettificante ;
6° IL’inviluppo dei piani normali, o sviluppabile polare.
Faremo uso delle seguenti notazioni. Indicheremo con
o 1l raggio di flessione, o di 1* curvatura della curva;
r il raggio di torsione, o di 2* curvatura della curva;
cosa , cosf} , cosy i coseni di direzione della tangente della curva
cos & , cosn , cosZ i coseni di direzione della normale principale del-
la curva;
cosid , cosu , cos» i coseni di direzione della binormale della curva ;
v arco della curva.

1° La superficie luogo delle normali principali.
12. Se si riferisce la superficie alla curva data come direttrice e alle

generatrici rettilinee e si calcolano le funzioni date al No 1 per una super-
ficie rigata qualunque, tenendo conto delle formule di Frenet, abbiamo

109 1
R e il . e ey
M=t 5 N=o

-e
..

4. 15a 3 r
—_—— R 4 _—— S=0 T ——
P grdv(IOge) 5 Q ) r

dove gli indici indicano le derivate rispetto a v.
L’elento lineare della superficie &

ds‘-’::du"+t(-bl7+-37)u’+ 29—“ —{—ltdv2
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I’equazione della linea di stringimento

or?
9'l+ r‘l

il coefficiente di distribuzione del pian tangente

o
=

13. Della funzione M? si pud dare con molta facilitA un significato
geometrico intimamente collegato con la natura della superficie che noi
studiamo. Ecco come:

Seeondo le notazioni adottate, noi rappresentiamo con cos &; cos %;
cos £ i coseni di direzione della normale principale nel punto della curva
in cui il suo arco ha il valore v; indichiamo con cos §, ; cos#,; cos {, i
coseni di direzione della normale principale nel punto infinitamente vicino
v + dv, avremo allora:
cos a cos 4

) dv

cosE, = cos§ — (—-Q—_Jr. e

cosf , cosu
s

cos y , co8 v) v

+ r

oS 7, = COS ) —-(

cosé“:cost_‘,—(

dunque, rappresentando con dk Pangolo infinitesimo di due normali prin-
cipali consecutive, sara

sen’ d

l

|

1 cosE cosy cosl \2
I
{‘ cosE, cosy, cosl,

e a meno d’infinitesimi d’ordine superiore al primo
dk\? 1 1
— == 4 ==M
(dv) o

il rapporto :Il—'v si suol chiamare la curvatura totale della curva e il suo

inverso, che indicheremo sempre con R, raggio di curvatura totale.

La funzione M® sta dunque a rappresentare in questo caso la cur-
vatura totale della curva data, o altrimenti il rapporto fra I’angolo infi-
nitesimo di due generatrici consecutive della superficie e I’arco elementare
della curva.

Impiegando la notazione del raggio di curvatura totale, ’equazione
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della linea di stringimento e il coefficiente di distribuzione del pian tan-
gente divengono rispettivamente

R? R’
R e

Dunque:

« La superficie delle normali principali non ¢ sviluppabile se non quando la
«curva & piana ».

14. Qualunque superticie rigata puo rendersi superficie di normali
principali per una qualsiasi traiettoria ortogonale delle generatrici giacche
basta deformare la superficie in modo che la traiettoria divenga assinto-
tica; perd non e ugualmente vero che presa una superficie rigata qua-
lunque essa possa riguardarsi come la superficie delle normali principali
di una traiettoria ortogonale delle generatrici. Perché questo avvenga oe-
corrono delle condizioni che ora ci proponiamo di trovare.

I’equazione delle assintotiche non rettilinee e

2/M*—N?-du + (Pu® + Qu - S)dv =10
Assumendo per direttrice una traiettoria ortogonale » — cost. la condizione
cercata si otterra ponendo w — k nell’equazione precedente; si trova cosi
che questa condizione & espressa dalla relazione

—Q+H/Q*—4PS '
i Q+2(§ = (@)

oppure dall’altra

P —Q—)Q*—4PS

= 2P @

od anche contemporanecmente da entrambe, dove %k, e k, sono costanti
reali.

Quando e soddisfatta la (a) ’equazione della curva C di cui le nor-
mali principali sono le generatrici della superficie &

— QH/Q"—4PS
2P

n =

Se & soddisfatta la (f) ’equazione di C &

—Q—JQ*—4PS
2P
Se sono soddisfatte entrambe, la superficie data & il luogo delle normali

U =
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principali comuni a due curve le cui equazioni sono

Pl X vl o s L SR SR . Vool o ot L1

2P 2P

La condizione che il discriminante Q* — 4 PS sia positivo & inutile porla;
essa ¢ implicitamente contenuta nell’altra che %k, e k, siano costanti reali.

Se finalmente si volesse che la superficie data fosse superficie di
normali principali per la direttrice w — 0, 1'unica condizione da porsi
sarebbe

S=0.

Resulta quindi:

« ra le assintotiche non rettilinee di una superficie rigata non pin di
« due di esse possono essere truettorie ortogonali delle generatrici semza che
« lo siano tutte ».

Oppure :

« Una superficie rigata non puo essere il luogo delle normali principa-
« Ul comuni a pin di due delle traiettorie ortogonali delle generatrici senza
« esserlo per tutte ».

Se la superficie ¢ il luogo delle normali principali comuni a tutte le
traiettorie ortogonali delle sue generatrici, il sistema doppio delle sue
assintotiche e ortogonale, quindi la superficie & d’area minima e dovendo
essere rigata non puo essere che l’elicoide a piano direttore.

15. Come applicazione dei risultati precedenti cerchiamo a quale con-
dizione deve soddisfare una curva C affinche la superficie S, delle sue
normali principali sia tale anche per un’altra curva. Secondo le conside-
razioni del N° precedente, per la superficie S, abbiamo le due condizioni

PN I —4P8 k___Q—wW—APQ
S 2P #37 2P

Di queste la 1* esprimera che S, & superficie delle normali principali di
C; Paltra sara la condizione richiesta.

Servendosi dei valori di P, @, S espressi per o e per r (N° 12) le
due equazioni precedenti divengono

S R B R

Sa 1* ci dice infatti che S, & superficie delle anormali principali di C;la
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28 ¢ la condizione richiesta. Essa pud anche scriversi cosi:

r'o — or
e r' ey e S -
2 ez
da cui, integrando
r
—'r=k2?+c ¢ = €ost.
e quindi
_ky .2
ke T RS

che & la relazione trovata per la prima volta dal Bertrand.
16. Abbiamo gia scritto al N° 3 Pequazione generale delle assintoti-

che di una superficie rigata e abbiamo anche osservato, come questa equa-
zione in generale non s’integra. Il caso che ora trattiamo & uno dei po-
chi che fa eccezione. Infatti 1’equazione di queste linee diviene, nel no-

stro caso

Di questa noi conosciamo un integral particolare w —=- 0; se si pone

.
|
!
;‘
|
{
;
r
H
E

u = 171' si trova per u, ’equazione lineare del 1° ordine
1
1 ro— @'r
b e e T gl e 0

T SR = Y

da cui

1 o — o'r }
U, = —— dv c : ¢ = cost.
Y oyr ’./ Vr o T g

ossia
2 V"
Q
V" dv + ¢

e lintegrazione & ridotta alle quadrature. Se la curva data ¢ una elica

’.I o= ’
L = cost. cioe . LT

4 e
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e rimane
u==k Vr— : k = cost:
Cioe :
« Un’assintotica nmon rettilinea della superficie delle normali principali

«di una elica, intercetta sulle generatrici dei segmenti proporzionali alla ra-
« dice quadrata del raggio di torsione ».

17. E noto che il piano tangente in un punto A di una superficie
rigata ¢ normale in un altro punto B della superficie situato sulla gene-
ratrice che passa per A e viceversa il piano tangente nel punto B & nor-
male in A. Le coppie di punti analoghe alla coppia A ; B generano sulla
generatrice AB una involuzione di cui il punto centrale & anche il punto
centrale della generatrice stessa. Se O & questo punto avremo dunque

OA-0OB = cost.

I’angolo che il piano tangente alla superficie in un punto di una ge-
neratrice ! col piano tangente nel punto centrale di ! dipende dall e fun-
zioni M ed N e quindi non cambia flettendo la superficie; dunque flet-
tendo la superficie la involuzione AB non cambia su ciascuna generatrice,
se ciod A , B sono punti coniugati, rimangono coniugati qualunque sia
la flessione che subisce la superficie ; segue che su di ogni generatrice la
costante dell’involuzione AB non varia comunque la superficie si fletta.
Per trovare sopra ogni generatrice il valore di questa costante deformia-
mo la superficie finche divenga superficie di normali principali per una
traiettoria ortogonale C delle generatrici. Se A ¢ un punto di C e B e il
relativo centro di curvatura, A e B costituiscono una delle coppie di punti
coniugati appartenenti all’involuzione di cui abbiamo gia parlato e infatti
¢ noto che la superficie delle normali principali e la sviluppabile polare
di una curva si toccano lungo la linea dei centri di curvatura dunque il
piano normale in A alla superficie delle normali principali & tangente in

B alla stessa superficie. Se dunque O & il punto centrale della generatrice
AB, si ha:

2 2
B L opa®
0 0
e quindi
4
hone - b
r

Abbiamo gia osservato che I’involuzione AB non cambia flettendo la su-
perficie ; se dunque deformiamo questa superficie finche diviene il luogo
delle normali principali per un’altra traiettoria ortogonale C; che dopo la

CranL. 2
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flessione acquisti i raggi g; ; 7; ; R; avremo :

4
DA ORI
i
, OA-OB = OA,’-OB,‘
ossia
R? Riz
T
Dunque:

« Se si deforma una superficie rigata successivamente in superficie di nor-
«mali principali per le traiettorie ortogonali delle generatrici ; queste traiet-
« torie acquistano raggi di curvatura tali che la funzione

R2

r

non cambia da traiettoria, a traiettoria ».

18. Consideriamo ora una linea tracciata su di una superficie rigata
qualunque. Essa incontra le generatrici nei punti consecutivi A, ; Ay; Agj...
i punti coniugati B, ; B, ; B; ;... costituiranno pure una linea continua
perche le lunghezze consecutive (O,A, ; O,A,) ; (O3A45. .); . . differisco-
no infinitamente poco fra loro e la costante dell’involuzione varia con conti-
nuita nel passare da generatrice, a generatrice. Chiameremo « coniugate »
le due linee

7y e S
RSB BY 00

Esse si mantengono coniugate per ogni flessione della superficie.

Relativamente a queste linee risulta :

« Le linee coniugate delle traiettorie ortogonali delle generatrici sono
« distribuite in modo sulla superficie che ognuna di esse diviene la linea dei
«centri di curvatura della traiettoria coniugata quando la superficie diviene
« il luogo delle normali principali di questa traiettoria ».

I1 piano tangente alla superficie e piano osculatore dell’assintotica
passante per il punto dunque : ,

« Un’assintotica ¢ lo spigolo di regresso della sviluppabile inviluppo dei
« piani normali alla superficie contenenti ognuno la generatrice lungo la li-
«nea coniugata dell’assintotica ».

Riguardo all’elicoide rigato d’area minima, abbiamo :

« I’eliche di un elicoide a piano direttore sono a due a due coniugate:
« quelle di una stessa coppia sono tali che una é il luogo dei centri di cur-
«vatura dellaltra ».
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19. Sia S, la superficie delle normali principali per una curva C di
raggi o, r, R: deformiamola nella superficie luogo delle normali prinei-
pali di una traiettoria ortogonale C; delle generatrici di S,; sia k; la di-
stanza costante fra C e C;, g;, 7;, R; siano i raggi che acquista C; dopo
che S, ha subito la deformazione. Secondo i teoremi del N° 17 avremo la
relazione

(1)

2
Inoltre — rappresenta la distanza che passa fra C e la linea di stringi-
4

R’ ;
mento di S, prima che S, si deformi; —é'— rappresenta la distanza fra C; e

la linea di stringimento di S, dopo che S, ha subito la deformazione.
Sara dunque

2 2
RM_R L
Qi Q-

da questa e dalla (1) possiamo ricavare p; ed »; in funzione di o e di »

1 154 1
— ==k :
Qi (Q_ ’) Ly W
ke
(2)
3w 1
= =

Queste formule ci danno i raggi che acquista una traiettoria ortogonale
C; delle normali principali di una curva C quando queste normali prin-
cipali divengono quelle di C; espressi per i raggi che possedeva C prima
che le sue normali principali subissero la detta trasformazione.

Esse ci esprimono anche il seguente teorema:

« Tutte le curve le cui superficie di normali principali sono applicabili
« sopra la superficie delle normali principali di una curva di raggi pedr
« sono definite per mezzo delle corrispondenti funzioni o; ed r; dalle due
« formole (2) precedentemente trovate ».

20. Se nelle (2) del N° precedente secondo le notazioni dei N.
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B L TRE , : ;
11 e 12 si pone in luogo di —é— e di S ae f rispettivamente, si ottengono

le altre due
1 at ki o B

o @tki+F ' T et kPR

le quali risolvono il problema piu generale seguente:

« Data una superficie rigata qualunque riferita alle generatrici e alle
« loro traiettorie ortogonali, determinare i raggi che acquista una traiettoria
« ortogonale T; che dista di k; dalla direttrice, quando la superficie si flette
« riducendola il luogo delle mormali principali di T; ».

2.0 La superficie luogo degli assi delle eliche osculatrici.

21. E noto che una curva gobba ¢ determinata a meno di movimenti
nello spazio quando si conoscono i suoi raggi di curvatura in funzione
dell’arco v della curva. Per fissare una di queste posizioni nello spazio
basta dare la posizione di un suo punto, della tangente e del piano oscu-
latore in esso; dunque lelica circolare che in un punto M di una curva
ha comuni con essa i raggi di 1* e 2* curvatura, la tangente e il piano
osculatore e perfettamente determinata e si chiama «Pelica osculatrice
della curva data nel punto M ».

Quest’elica ha pure comuni con la curva la normale principale, la
binormale quindi il piano rettificante (piano della tangente e della binor-
male). I’angolo della retta rettificante (la retta di due piani rettificanti
consecutivi) della curva con la tangente & una funzione dei raggi della
curva stessa e siccome questi raggi appartengono anche all’elica oscula-
trice, cosl ne viene che anche la retta rettificante sara comune alla curva
e all’elica osculatrice. Ma la retta rettificante ¢ perpendicolare a due nor-
mali principali consecutive, dunque agli elementi gia notati comuni alla
curva e all’elica osculatrice sono da aggiungersi anche le direzioni di
due normali prinecipali infinitamente vicine.

Per ognuno dei punti di una curva a doppia curvatura passa una di
queste eliche; il luogo di tutti i loro assi costituisce una superficie ri-
gata che ora vogliamo studiare.

22. Cominceremo dal determinare la direzione dell’asse di ogni elica
osculatrice. Siccome quest’asse & parallelo alla retta rettificante dell’elica
e quindi della curva data, basterd associare l’equazione del piano rettifi-
cante nel punto x, y, 2 col piano rettificante nel punto consecutivo. sic-
che la retta rettificante sara quella comune ai due piani
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X —a2)cost+(Y—y)cosn+(Z—2)cosl=0
cosa , cosi cos B | cos u 7SOy cosy
X — ) (2204 28 vy (SR ) (24 02)

dunque i coseni di direzione della retta rettificante, o dell’asse dell’elica
osculatrice saranno:

cos a cos 4

cosm =R —
cosff  cos u
(1) cosn =R TR ey
SPHIRGS cos y  COS v).
SRR

Quindi, indicando con H langolo della tangente colla retta rettificante
(2) tang H — -;:

e con u il raggio della sezione retta del cilindro che contiene ’elica oscu-
latrice sara
RZ
u—gsen” H = —.
Per conseguenza l’equazioni dell’asse dell’elica osculatrice potranno porsi
sotto la forma

o(X —x)—R’cosE  o(Y —y)— R’cosy __ p(Z—2)— R’cos{

(3) — —
ocosa—rcosi ocosfi—rcospu QCOSy — rCcos v

23. Per mezzo delle formule precedenti si determina molto facilmen-
te di quale ordine e il contatto fra la curva e la sua elica osculatrice.
Osserveremo percio che quest’elica potrebbe anche definirsi come ’elica
che ha comuni con la curva tre punti consecutivi e la retta rettificante.
Ne conseguirebbe infatti che essa avrebbe a comune con la curva anche
il piano osculatore, la tangente, la normale principale, la binormale, il
piano rettificante, il cerchio osculatore, dunque il raggio di flessione e per
la (2) anche il raggio di torsione. Mentre esiste una sola elica circolare
che ha a comune con la curva tre punti infinitamente vicini e la retta
rettificante; ne esistono un numero infinito che passano per i tre punti
infinitamente vicini. E infatti siano M,, M,, M, questi punti: tiriamo per -
essi tre rette ugualmente inclinate (e parallele) sulle tangenti M,M,, M,M,
e tagliamo queste tre rette con un piano perpendicolare ad esse; si ot-
tengono cosl tre punti i quali definiscono un cerchio che pud riguardarsi
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come sezione retta di un cilindro circolare sul quale & tracciata un’elica
passante per i punti M,, M,, M,. Ora, esistono infinite direzioni ugual-
mente inclinate sulle tangenti M, M,, M,M, dunque esistono infinite eli-
che circolari passanti per M, ,M,,M, Fra tutte queste, l'elica oscula-
trice & quella che si scosta meno dalla curva perché essa ha a comune la
retta rettificante, dunque l’ordine del contatto fra l’elica osculatrice e la
curva & superiore al secondo perché 1'ordine del contatto fra la curva e
le altre eliche passanti per i punti M,,M,,M, & appunto il secondo.
Perd quest’ordine, quantunque superiore al 2°, non pud in generale arri-
vare al 3° perche allora dovrebbero coincidere quattro punti infinitamen-
te vicini dell’elica e della curva e quindi i centri delle rispettive sfere
osculatrici. Ma il raggio della sfera osculatrice della curva e dato da

_9 +,r2 2

per Dlelica & o' — 0 quindi S = p ciod dovrebbe il centro del cerchio-
osculatore essere anche il centro della sfera osculatrice c¢io che non av-
viene per le curve in generale, ma solamente per quelle il cui raggio di
flessione & costante. |

Riassumendo, possiamo dire che «il contatto fra Uelica osculatrice e
«la curva é di un ordine compreso fra il secondo e il terzo: é del terzo so-
« lamente per quelle curve il cui raggio di flessione é costante ».

24. Come il raggio del cerchio osculatore serve a darci una misura
del quanto la curva si scosta dalla tangente, cosl noi possiamo ugualmen-
te determinare un elemento che servird a misurare di quanto la curva si
allontana dall’elica osculatrice; e questa misura si otterra evidentemente
dividendo per ’arco elementare ’angolo infinitesimo formato dagh assi di
due eliche osculatrici infinitamente vicine. Abbiamo gia rappresentato con

cosm , COSn , COSP

i coseni di direzione dell’asse dell’elica osculatrice in un punto della
curva in cui l’arco ha il valore v: nel punto infinitamente vicino v 4 dv
essi diverranno:

d cos m
cos m, _cosm+—d

dcosn
v dv

€o8 1, = €08 n -

cospi_cosp—i———ws—z’dv

dunque, indicando con de I’angolo suddetto, sara
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cosm cosn cosp |?

sen’ de —
1
cosmy €OSny €OSp, ||

e a meno d’infinitesimi del secondo ordine

de d [~ o’

o bk
che ¢ la misura cercata. Essa infatti e nulla per tutte le eliche e in par-
ticolare per quelle che hanno a comune con la curva, nel punto conside-
rato, la tangente e il piano osculatore. Noi chiameremo questo rapporto
curvatura elicoidale e il suo inverso, che rappresenteremo sempre con la
lettera E, il raggio di cwrvatura elicoidale

ol 0’
E & (—e' ) e+’

25. L’asse dell’elica osculatrice, essendo parallelo alla retta rettificante,
¢ perpendicolare a due normali prineipali infinitamente vicine: dunque la
superficie luogo delle normali principali e quella luogo degli assi delle eli-
che osculatrici sono due superficie rigate coniugate e per esse varranno

tutte le considerazioni svolte al n. 5 e seguenti.
Per queste due superficie possiamo quindi enunciare i seguenti teoremi :

« Esse si toccano lungo la comune linea di stringimento la cui equazione é

R?
U= — ».
e
Se poi si ha
2
— — cost.
(4

\

la superficie degli assi delle eliche osculatrici & sviluppabile e coincide
precisamente con la sviluppabile osculatrice della linea di stringimento
della superficie delle normali principali, lungo la quale linea, le due su-
perficie, in luogo di toccarsi si tagliano ortogonalmente.

Se dunque

2
— = cost.
e

la linea comune alle due superficie gode le seguenti proprieta :
« E traiettoria ortogonale delle normali principali ;
« B geodetico e linea di stringimento della superficie da esse generata;
«E spigolo di regresso del luogo degli assi delle eliche osculatrici».
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24 LE SUPERFICIE RIGATE INERENTI A LINEA A DOPPIA CURVATURA.

26. Non solamente nel caso in cui

2
— — cost.
Q

avviene che la linea di stringimento della superficie delle normali princi-
pali sia geodetica della superficie, ma per il teorema di Bonnet, quando
& costante l’angolo sotto il quale questa linea taglia le generatrici della
superficie; se questo angolo s’indica con 6; si ha

tge::E. 1

r d ( R?
dv \ o
dunque, se k & una costante, possiamo enunciare il seguente teorema :
« Le curve per le quali si ha
d [R*\ % R
do\ o |] r
« godono della proprieta che la linea comune al luogo delle normali princi-
«pali e a quello degli assi delle eliche osculatrici, oltre a essere per entram-
« bi linea di stringimento, é geodetica e incontra sotto angolo costante le ge-
« neratrici tanto dell’una quanto dell’altra superficie »
Fra queste curve si possono cercare le eliche. Abbiamo allora le due
condizioni per le due funzioni p ed r
r d [ R R
Tk gl kT
dove k, e k, sono costanti; da queste risulta
2 — cost.
v

Se g, e v, sono rispettivamente il raggio di curvatura e I’arco della sezio-
ne retta del cilindro sul quale giace l’elica segue ancora

00 = k3 v,
dove &k, & una terza costante; l’elica & la cilindro-conica. Essa percio & la
sola elica (all’infuori dell’elica circolare) per la quale sia geodetica della
superficie luogo delle normali principali la linea di stringimento della su-
perficie stessa. :

3° La superficie lnogo delle binormali.

27. La superficie delle binormali di una curva e una superficie rigata
non sviluppabile altro che nel caso che la curva data sia piana. Se si
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prende per direttrice la curva, le funzioni M ed N del N° 1 sono date da

M= —71—,- - N =10,
Segue che la direttrice ¢ linea di stringimento dunque:

« Una curva é traiettoria ortogonale, geodetica e linea di stringimento
« della superficie luogo delle sue binormali ».

« La condizione necessaria e sufficiente affinché le superficie delle bi-
«normali di due curve siano applicabili é che le curve date abbiano lo stesso
« raggio di torsione ».

28. La superficie coniugata di questa & costituita dalla sviluppabile
osculatrice e lungo la loro linea comune queste due superficie sono orto-
gonali (N° 10). Se la superficie delle binormali di una curva C deve essere
superficie di normali principali per un’altra curva Cg; i raggi di C, deb-
bono evidentemente (N° 25) essere legati dalla relazione

2
-I-{l = cost.
0
In questo caso la superficie degli assi delle eliche osculatrici di Cy coin-
cide con la sviluppabile osculatrice di C.

29. Consideriamo un caso particolare che conduce a una deforma-
zione notevole della superficie luogo delle binormali.

Supponiamo che la curva data abbia costante il suo raggio di tor-
sione: allora & noto che la superficie delle sue binormali & applicabile
sull’elicoide a piano direttore; ma a sua volta quest’ultimo & applicabile
sul catenoide ed & pure noto che l’asse dell’elicoide si distende sul cer-
chio di gola del catenoide, abbiamo dunque il seguente teorema:

« Esiste una deformazione della superficie luogo delle binormali di una
«curva a torsione costante per la quale la curva data si puod trasformare
«in una circonferenza.

« Questa deformata é il catenoide.

« Il cerchio su cui si dispone la curva data é il cerchio di gola del
catenoide ».

40 La sviluppabile osculatrice.

30. Caratterizziamo con V’indice 1 tutti gli elementi relativi a una e-
volvente della curva data; avremo; se x, y, 2, sono le coordinate di un
suo punto

T, =% — vecosa - Yy =Yy —vCosf E Zy=2—vCOSy

differenziando, quadrando e sommando
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?
dv, = — dv.
[
cos a; = — cos & H cos i, — — cos 1 : cosy, = —cos {

e per il raggio di flessione

V d cos a‘ 2
B “dv, | Re

per le direzioni della normale principale e binormale

cosE, =R (ﬁs—a--pgﬁ

~

cnen =B {200 | 0ot

cosf;, =R{~ ’

cos };, =R c_o_s_{._ﬂs_a ’
o r

CcOo8 wy = 9— ¥ ’
Cos ¥ 08
cos vy — 3—9— - —r-z )

Da queste formule risulta:

« La tangente e la binormale dell’evolvente sono rispettivamente paral-
«lele alla normale principale e alla retta rettificante della curva data ».

Segue che, nei punti delle evolventi situati su di una stessa tangente
alla curva, le loro tangenti sono parallele fra loro e cosi pure le binor-
mali quindi le normali principali, per conseguenza le rette rettificanti e gli
assi delle eliche osculatrici. Dunque:

« Le superficie degli assi delle eliche osculatrici di tutte le evolventi co-
« stituiscono una serie di superficie a generatrici parallele ».

Per il raggio di torsione di una evolvente si ha:

1l yEEe
v, v av

Dunque

« Le evolventi delle eliche sono curve piane ».

31. B noto che la curva data giace sulla sviluppabile polare comune
a tutte le sue evolventi; ma queste superficie & I'inviluppo dei piani nor-
mali delle evolventi i quali sono piani rettificanti della curva data; dunque:
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« La sviluppabile polare di tutte le evolventi é la sviluppabile rettifi-
« cante della curva data ».

« Lo spigolo di regresso della sviluppabile rettificante della curva data
« & il luogo dei centri delle sfere osculatrici delle evolventi ».

32. La distanza w che passa fra un punto di una evolvente e il pun-
to centrale della normale principale dell’evolvente che passa per quel
punto, & data da

A st
04
Ma per la (2) del No 21 si ha:
ke L]

tang H, — -E:
dunque

u = o, sen’ H,
ora e

2 2
tang’H, = LT s

Y R? a ( g)
dv \r

ossia tang’ H, e per conseguenza sen’ H, & costante per tutti i punti delle
evolventi situati su di una medesima tangente alla curva data; dunque
il valore di » in questi punti & proporzionale a g,. Ora se M & il punto
di contatto di questa tangente con la curva data, si vede subito che i
centri di curvatura delle evolventi, nei punti di esse situati sulla tangente
in M, sono tutti su di una retta che passa per M. D’altra parte le nor-
mali principali delle evolventi, in questi stessi punti, sono parallele, dun-
que i punti centrali di queste normali principali sono anche in linea retta
con M, o altrimenti:

« Le linee di stringimento delle superficie luogo delle normali principa-
«li delle evolventi generano wuna superficie rigata che contiene la curva
« primitiva ».

33. Noteremo inoltre che «la sviluppabile osculatrice tocca la super-
« ficie delle normali principali e incontra ortogonalmente la sviluppabile ret-
« tificante lungo la curva data ».

50 La sviluppabile polare.

34. Indichiamo con dz, do, dk gli angoli di contingenza, di torsione
e di curvatura totale della curva data; con 6 I’angolo che la tangente a
un’evoluta in un punto fa con la generatrice che passa per il punto di
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contatto (questa generatrice & ’asse di un cerchio osculatore); caratteriz-
ziamo con l’indice 1 gli elementi di una evoluta; risulta allora molto
facilmente
dr, = dv.sen@ ; dk,—dr ; do, —dr.sen®.
Rappresentando con a la lunghezza di generatrice rettilinea, compre-
sa fra ’evoluta e lo spigolo di regresso della superficie, si ha pure

a do
sen 6

av, =

€ per conseguenza

St D X is L RRATEEs e
@ =75en®® ' "*T rsenOcosd R‘—rsene

tangH, — L e tang 6.
04

Segue: « Le evolute sono geodetiche della sviluppabile polare ».

35. Su questa superficie abbiamo due linee notevoli: lo spigolo di
regresso che e anche il luogo dei centri delle sfere osculatrici e la linea
dei centri di curvatura. Nessuna di queste due curve & un’evoluta.

Per definire una evoluta bisogna che sia dato l’angolo che la sua
tangente fa con la normale principale della curva data nel punto corri-
spondente al punto di contatto della tangente dell’evoluta. Di piu, sicco-
me la normale principale alla curva primitiva divide in due regioni il piano
normale alla curva, cosl occorre anche fissare in quale di queste regioni
deve essere situato il punto di principio della evoluta stessa. Le evoluta
si presentano a coppie, ogni coppia disposta simmetricamente rispetto e
questa linea.

Variando ’angolo 6 fra 0 e n passera per g, allora la tangente del-

P’evoluta coincide con la normale principale della curva e siccome quest’ul-
tima non tocca, ma incontra la linea dei centri di curvatura, cosi ne viene

. . T
che tutte le evolute non toccano, ma incontrano questa linea. Per 6 = 3

segue dalle formule del N° precedente
i —cc
quindi:
« Tulte le evolute ai punti d’incontro con la linea dei centri di curva-

«tura dclla curva primitiva hanno il piano osculatore stazionario ».
36. La normale principale dell’evoluta nel punto dell’evoluta situato
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sulla linea dei centri di curvatura e evidentemente parallela alla tangen-
te della curva primitiva. Se dunque si porta sopra ognuna di queste pa-
rallele, a partire dal corrispondente punto d’incontro dell’evoluta con la
linea dei centri di curvatura, una lunghezza

R* aQ

04 r

il lnogo di questi estremi sara il luogo dei punti centrali delle normali

principali e degli assi delle eliche osculatrici di tutte le evolute. Ma d’al-
2
1

tra parte si annulla anche nel punto d’incontro dell’evoluta con lo

04
spigolo di regresso della superficie. Dunque:

« Le linee di siringimento delle superficie delle normali principali di
« tutte le evolute si appoggiano al luogo dei centri delle sfere osculatrici e
« sulla curva precedentemente costruitta ».

37. Dato ’angolo della tangente all’evoluta colla normale principale
della curva, abbiamo veduto che si ottengeno due evolute simmetrica-
mente disposte rispetto alla linea dei centri di curvatura di modo che a
un punto della curva data corrispondono due punti di queste due evolute
situati sull’asse del cerchio osculatore e a ugual distanza del centro di
questo cerchio. Le normali principali delle evolute in questi due punti
sono parallele; la distanza di ognuno di questi punti G dal punto cen-
trale E della normale principale dell’evoluta, passante per esso, &

al

r
quindi e proporzionale alla distanza di G dal punto corrispondente K dello
spigolo di regresso della superficie: segue che i punti E, E’, K sono in
linea retta. Quindi:

« Le linee di stringimento delle superficie di nmormali principali di
« due evolute simmetriche, rispetto alla linea dei centri di curvatura, stanno
«su di una superficie rigata che contiene il luogo dei centri delle sfere o-
« sculatrici della curva primitiva ».

38. Se x,y, z sono le coordinate di un punto della curva data e si
caratterizzano con lindice 1 gli elementi relativi allo spigolo di regresso
della sviluppabile polare si ha:

X, =+ gcost — ro’cos 1

Y,=y-+ocosy —rg cospu
Z,=z-+4opcos{—rg cosw
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la curva data e il luogo dei centri delle sue sfere osculatrici sono tali che
la tangente e la binormale di una di esse sono parallele rispettivamente
alla binormale e alla tangente dell’altra. Sono dunque paralleli i piani
rettificanti quindi le rette rettificanti, e per conseguenza gli assi delle eli-
che osculatriei.

Dalle formule precedenti segue

v, = y—s— v

essendo S il raggio della sfera osculatrice: avendosi poi
dr, = do y dk, = dk y do, = dt

risulta
S dS S-o dS S-R dS
91=—d'9" 3 Ty— v % ’ R, = S d_Q
S T R e
E, dv\r/o’F»
e quindi:

« Se la curva data é unw’elica, é un’elica anche il luogo dei centri delle

« sue sfere osculatrici ».
39. Noteremo finalmente che le coordinate x,, y,, 2, di un punto
dalla linea dei centri di curvatura sono date da

zy=x+4gcosé , yp=y-+ocosy , z=z-pcosl

e quindi il suo arco elementare dv,

2 72 .2 2
r S
Aol u— dv — —dv.
7 r
Se con cos ap, €os fy, cosy, si rappresentano i coseni di direzione della
sua tangente, avremo

cos ag =-S£g'cos5—%cos l;

2 ’
cosﬂozggg cosy—%cos,u’

cos y, =

v\ e
S:Q cosC-—r cos ¥,
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Dunque:
<« La curva data e la linea dei suoi centri di curvatura hamno le tan-
« genti nei punti corrispondenti ortogonali tra loro ».

Se con a, a, si rappresentano i coseni di direzione della tangente alla
linea dei centri di curvatura colla normale principale e con la binormale
della curva data si trova

sen a, =— cos a

cioe la tangente alla linea dei centri di curvatura, la normale principale
e l’asse del cerchio osculatore della curva data stanno in un medesimo
piano: da cui segue

« La sviluppabile polare e la superficie delle normali principali si toc-
« cano lungo la linea dei centri di curvatura » ‘

6° La sviluppabile rettificante.

40. Cominciamo dal determinare le coordinate di un punto dello spi-
golo di regresso di questa superficie.
Bastera percio associare all’equazione del piano rettificante

(X—ax)cosé+ (Y —y)cosy +(Z—2)cosL =0

le due che si ottengono derivando una e due volte rispetto all’arco. Se
Si caratterizzano con Dindice 1 gli elementi relativi a questo spigolo di
regresso si trova

= sy 0 I

=2 Y 3 cosl——;cosa\,
av \r

1

L=v+ o cos,u——%cosﬂl,
a—(v)

2y =z 4cos e @

= a 4 TCOS}'

.4 &

dv \ r

Segue che la distanza d fra i due punti (x,y, z)/; (@, ,9,,2,) & data da
i # r: + Qz

ol i r

dv ( r )

e risulta che la sviluppabile rettificante dell’elica ¢ il cilindro che la contiene.



32 LE SUPERFICIE RIGATE INERENTI A LINEA A DOPPIA CURVATURA.

41. Per i raggi o,,7,,R, dello spigolo di regresso della sviluppabile
rettificante si hanno le formloe :

o i d . v 1 d(EsenH)
oy ] & bt SRR ool o s e

__ 1 d(EsenH)
sen H }/dk"—{— d?

T
e quindi

1 sen H R E?
E

B,  dEsenH) " Ty
Se R e proporzionale ad E senza che sia

E sen H = cost.

lo spigolo di regresso della sviluppabile rettificante ¢ un’elica, la sviluppa-
bile rettificante e un elicoide e la curva data ne ¢ una geodetica. Dunque:

« Una geodetica di un elicoide sviluppabile ha costante il rapporto fra
« il raggio di curvatura totale e quello di curvatura elicoidale ».

42, Abbiamo gia osservato al N° 31 che lo spigolo di regresso della
sviluppabile rettificante coincide con il luogo dei centri delle sfere oscu-
latrici delle evolventi; se quest’ultima curva & un’elica, ¢ un’elica pure
ogni evolvente (N° 38 teorema reciproco) dunque :

« Le evolventi di una geodetica di un elicoide sviluppabile sono eliche ».

43. La binormale dello spigolo di regresso della sviluppabile rettifi-
cante ¢ parallela alla normale principale della curva data e quindi il pia-
no di questa retta e della retta rettificante della curva data e piano ret-
tificante dello spigolo di regresso della sviluppabile rettificante. Quindi

« La superficie inviluppo del piano definito dalla nmormale principale e
« dalla retta rettificante (o dall’asse dellelica osculatrice) ¢ la sviluppabile
« rettificante dello spigolo di regresso della sviluppabile rettificante della cur-
«va primitiva ».

44. La curva data & geodetica della superficie delle sue binormali e
della sviluppabile rettificante; dunque :

« La sviluppabile rettificante e la superficie luogo delle binormali si toc-
«cano lungo la curva data ».



LE LINEE DIAMETRALI DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE
E IN PARTICOLARE I LORO ASSI DI SIMMETRIA

TESI PER L’ESAME DI ABILITAZIONE ALL’ INSEGNAMENTO
(Pisa, 30 Giugno 1888)
[Annali della R.a¢ Scuola Normale Sup.re di Pisa 1889]

Questo lavoro consta di due parti: di una parte generale che tratta
delle curve piane algebriche di qualunque grado e di una speciale che
applica i resultati ottenuti alle cubiche e alle quartiche, e altri ne ricava
pit intimamente connessi a queste curve particolari.

Lo scopo primo della parte generale, piu che uno studio relativo a
tutte le linee diametrali di una curva, ¢ una ricerca rivolta a quelle fra
di esse rispetto alle quali la curva puo possedere una simmetria ortogonale.

Per definire nel modo che mi & parso pit opportuno queste linee mi
sono fondato sopra alcuni teoremi della teoria delle polari dimostrati dal
prof. Cremona nella ben nota e classica memoria « Introduzione ad wuna
teoria geometrica delle curve piane ».

Corrispondentemente alle curve polari di punti e alle curve polari
di curve, mi & sembrato conveniente distinguere due specie di linee dia-
metrali rispetto a una curva fondamentale: le polari di punti allinfinito
che ho chiamato linee diametrali ordinarie; le polari della retta all’infinito
che ho chiamato linee diametrali principali. Le prime sono in numero in-
finito; le seconde una di meuo del grado della curva fondamentale. —
Con considerazioni molto semplici ho potuto dare di quest’ultime una
nuova definizione (N? 3) di cui mi sono molto giovato nello svolgimento
della parte speciale che riguarda principalmente le quartiche.

Fra le linee diametrali ordinarie figurano naturalmente le rette di
Simmetria e comincia a questo punto la ricerca relativa a queste rette. I
piu notevoli resultati che ho ottenuto si possono riassumere nei teoremi
dei Ni. 25, 36 i quali mi pare che risolvano completamente la questione circa
al numero degli assi che una curva piana pud possedere mostrando inoltre,

Cran. 3
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caso per caso, (Ni. 22, 23 e seguenti) quali sono le forme delle equazioni
corrispondenti alle diverse curve simmetriche, e i metodi da seguirsi per
ottenerle. E per applicarli ho costruito le equazioni che rappresentano tutte
le possibili curve simmetriche dei primi sei ordini (N° 37).

Nella parte speciale piu largo studio & fatto sulle linee diametrali
che non sono assi di simmetria. Cosi & interessante la forma che pud as-
sumere il quadrangolo dei centri di una cubica. Questri centri costitui-
scono la prima linea diametrale principale (che & di ordine zero).

Essendomi proposto di esaminare se essi potevano situarsi nei vertici
di quadrilateri semplici delle specie considerate ordinariamente nella geo-
metria elementare, ho ottenuto resultato negativo per il solo trapezio e
condizioni abbastanza semplici nei coefficienti della curva per il parallelo-
grammo, rombo, rettangolo e quadrato.

Per dare un esempio del come si possa riconoscere la figura della
parte reale di qualche cubica simmetrica dalla equazione della curva stessa,
ho preso a trattare quelle che godono simmetria rispetto a tre assi rin-
venendo quattro forme diverse di cui una sola appartenente a cubiche di
genere zero.

Fra le linee diametrali principali di una quartica & notevole la terza,
cioe l'inviluppo dei diametri. Se la quartica data non ha punti singolari,
quest’inviluppo & di 4° ordine e di 32 classe, possiede quindi tre cuspidi:
¢ dunque naturale di ricercare se pud essere una ipocicloide di Steiner.
In generale questo non succede. Pero si determinano con facilita le con-
dizioni analitiche, fra i coefficienti della quartica data, affinche cio avvenga.
Queste condizioni sono soddisfatte se la quartica data & di genere 3 ed
¢ bitangente alla retta all’infinito nei punti ciclici del suo piano, se cioe
non avendo punti singolari, possiede la stessa proprieta che caratterizza,
fra le qaartiche con tre cuspidi, I'ipocicloide Steineriana.

A queste quartiche appartengono tutte quelle di genere 3 simmetri-
che rispetto a tre assi.

Ne risulta quindi un altro modo di generazione di questa curva cosi
notevole e cosi feconda di proprieta singolari dimostrate nei celebri lavori
di Steiner e Cremona.

Relativamente alle altre linee diametrali principali di una quartica,
la seconda gode di particolaritd abbastanza interessanti riguardo alla Hes-
siana, alla Steineriana e alla Cayleyana della curva data.

La teoria di queste linee diametrali subisce qualche modificazione se
la quartica possiede dei punti singolari.

Ne ho fatto un’applicazione a due quartiche cartesiane notissime e
cioe alla lumaca di Pascal e alla Cardioide e a una quartica bicircolare,
ugualmente nota, che & la lemniscata di Bernoulli.
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Come per le cubiche, cosl per le quartiche, ho voluto dare un esem-
pio del modo con cui si possono riconoscere e classificare, secondo la loro
forma, tutte le quartiche simmetriche rispetto a tre assi. Di queste nes-
suna e di genere 1; se ne hanno tre di genere 2 e cinque di genere zero,
non computando quelle costituite da soli punti, né quelle che si spezzano.
Fra quelle di genere zero figura naturalmente l’ipocicloide Steineriana
che & l'unica quartica a tre cuspidi simmetrica rispetto a tre assi e, fra
quelle che non hanno punti singolari, flgura una notevolissima (fig. VIII)
studiata incidentalmente da Klein nel suo lavoro « Ueber die transforma-
tion siebenter ordnung der elliptischen functionem. (Mat. ann. Bd. 14)».

A questa curva viene quindi a collegarsi intimamente I’ipocicloide di
Steiner la quale & linviluppo dei diametri della quartica di Klein come
lo & dei diametri di ogni quartica di genere 3 simmetrica rispetto a
tre assi.

Oltre le bellissime lezioni sulla teoria delle curve algebriche del mio
Maestro, prof. R. DE PAOLIS, mi sono servito principalmente delle se-
guenti opere:

CREMONA: — Introduzione a una teoria geometrica delle curve piane (tomo
XII, 1o serie, memorie dell’accademia delle scienze dell’istituto di
Bologna).

SALMON: — A treatise on the higher plane curves (Chapter IV. Metrical
properties of curves).

CLEBSCH: — Vorlesungen iiber geometrie bearbeitet und herausegegeben von
Lindemann (fiinfte abtheilung).

CREMONA: — Sur Phypocicloide a trois rebroiissement (Crelle Bd. 64).

STEINER: — Ueber eine besondere curve dritter classe und vierten Grades
(Jacob Steiner’s gesammelte Werke herausgegeben von Weierstross.
Bd. 2).

KLEIN: — Ueber die transformation siebenter ordnung der elliptischen fun-
ctionen (Mathematischen Annalen Bd. 14).

ZEUTHEN: — JSur le différentes formes des courbes planes du quatrieme

ordre (Mathematischen Annalen Bd. 7.).
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Considerazioni Generali

1. Porremo a fondamento dei nostri studi i seguenti risultati relativi
alle curve polari ottenuti dal prof. Cremona nella sua importante memo-
ria « Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane ».

Siano due curve, una C, di ordine » e una C, di cui indicheremo
secondo l’uso

con n lordine
» m la classe

» & il numero dei punti doppi

» . » delle tangenti doppie
» k » delle cuspidi
» % » dei flessi

Se un punto P si muove sulla linea C, la polare " di P rispetto

~ alla curva fondamentale C, inviluppa una curva Y che si chiama polare

rma di C, rispetto a C,; Vordine di Y &

ng=@—r){n@mt2r —3)— 26+3hk}

Per il caso speciale * —=» — 1 si determinano con facilita le altre ca-
ratteristiche di Y e sono le seguenti:

ny = n (8 4 2v — B) — (28 1 3k)

1)

By = 5| n(n+2 —5)— 25+ 3K A S 106 420 &
ky = 30 (n 4 » — 4) — (66 4 8K)

1y=—;—'n(v—2)(m' _3)48

T

L’introduzione del concetto della polare di una eurva rispetto a u-
n’altra, fornisce la definizione doppia delle curve polari di punti:

« La polare rme di un punto P rispetto a wuna curva C, puo con-
siderarsi : :
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1° Come il luogo dei punti le cui (v — r)™¢ polari passano per P;
2° Come UVinviluppo delle rette le polari (v — r)me delle quali con-
tengono il punto P.

2. Vediamo se e possibile dare analogamente una doppia definizione
per le curve polari di curve.

Le coordinate di P entrano al grado » nella polare r™¢ di P rispetto
a C,; dunque per un punto qualunque M del piano delle due curve C,,
C, passano n » polari ¢ di nr punti P situati sulla curva C,. — Que-
sti » r punti costituiscono evidentemente il gruppo completo delle inter-
sezioni della curva C, con la polare (n — »% di M. rispetto a C,.

Sia P; uno qualunque di questi » » punti; siano «; , b; rispettivamente
la polare r™a, ed (r — 1)™e di P; rispetto a C,: la a; sara anche la pri-
ma polare di P; rispetto a b; ; ma a; passa per M, dunque la retta pola-
re di M rispetto a b; passera per P;.

Supponiamo ora che due qualunque fra i punti P (per esempio Py,
Py ) si avvicinino Iuno all’altro e tendano a coincidere; la stessa cosa suc-
cedera per a, ed a;, onde la posizione limite che assumera il punto M
sara un punto dell’inviluppo di a, , a; , a; ; . . . cioe un punto della
polare rme di C, rispetto a C,: d’altra parte b, e by tenderanno pure
verso una posizione limite comune e cosi anche per conseguenza le rette
polari di M, rispetto a b, e by, ma abbiamo gia osservato che queste
rette passano rispettivamente per P, , P, onde la posizione limite che as-
sumeranno sara la tangente alla curva C, nel punto posizione-limite di
Ph e Pk'

Ecco quindi la definizione richiesta:

« La polare r™a di una curva C, rispetto a un’altra C, puod considerarsi:

1.© Come il luogo dei poli delle tangenti di C, rispetto a quelle cur-
ve che sono polari (r — 1)™¢ dei punti di contatto rispetto alla curva fon-
damentale C, ,

2.0 Come Vinviluppo delle polari r™¢ dei punti di C, rispetto a C,».

3. Quando il punto P & uno dei punti all’infinito di C,, la polare r™
di P rispetto a C, prende il nome di linea diametrale r™s, Se C, ha tutti
i punti allinfinito e si riduce quindi alla retta all’infinito; mentre il
punto P si sposta su di essa, la linea diametrale »”¢ di P inviluppa la
linea diametrale »r™¢ della retta all’infinito e il cui ordine sara dato, se-
condo le formole del N° 1 da

ny=2@w—r)(r—1)

Abbiamo dunque due sorta di linee diametrali.
1° Le linee diametrali che chiameremo ordinarie e che non sono
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altro che le polari rispetto a C, dei punti all’infinito. Queste linee sono
in numero infinito e ogni punto ne individua » — 1.
2° Le linee diametrali che chiameremo principali e che costitui-

scono le » — 1 polari della retta all’infinito rispetto a C,. — Queste ul-
time a differenza delle prime sono dunque in numero finito. — Fra di
esse ve ne ha una di ordine zero ed & la prima linea diametrale principale.

Essa ¢ infatti rappresentata dai (» — 1) poli della retta all’infinito
che sono i (» — 1)? punti base del fascio delle prime linee diametrali or-
dinarie.

Dunque il grappo dei (» — 1) centri della curva C, pud considerarsi
come la prima linea diametrale che & di ordine zero.

Noteremo poi che dalle formule del N° 1, resultano le seguenti carat-
teristiche per la (» — 1)™¢ linea diametrale principale ovvero per l'inviluppo
dei diametri:

>—2)(»—3)

ny =2@m—2); 0y=20r—3)(»—-4) ; y= 9

my=v—1 ; ky=3(»—3) ;09 =0

Finalmente osserveremo come, dal teorema del N, 2. consegua che
« La rme linea diametrale principale puo anche riguardarsi come il luogo
dei centri delle (r — 1)™me linee diametrali ordinarie ».

Assi di simmetria

Gli assi di simmetria considerati come linee diametrali.

4. Diremo che una curva piana ¢ e simmetrica rispetto a una retta r,
quando preso un punto qualunque C di ¢ e da esso tirata la perpendicolare
p a r e chiamato P il punto p r; sulla perpendicolare p esista [dall’altra
parte di P rispetto a »] un punto C, di ¢ tale che in valore assoluto sia

PO —P I,

I punti C e C, costituiscono una coppia simmetrica.

Noi intendiamo di riferirci, in tutto quel che segue, a curve generali
del proprio ordine, mancanti quindi di punti multipli.

Supponiamo dapprima che Pordine della curva sia un numero dispari.
Allora il fascio delle perpendicolari a un medesimo asse di simmetria deve
avere il centro in uno dei punti all’infinito della curva, giacché ognuna di
queste perpendicolari la incontra in un numero dispari di punti che debbono
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costituirsi in coppie simmetriche. Se quindi un asse esiste esso deve es-
sere perpendicolare a un asintoto.

Di piu, se per esempio ’asse delle y e asse di simmetria (di coord.
ortogonali) ’equazione della curva non cambia per la sostituzione lineare
che porta # in — x dunque:

« Tutte le curve covarianti e contravarianti della primitiva sono sim-
metriche rispetto al medesimo asse ».

Cosi in particolare I’Hessiana che & pure di grado dispari:

Segue che essa ha a comune con la curva quell’asintoto che & per-
pendicolare al comune assi di simmetria, o in altre parole:

« Se una curva di grado dispari possiede un asse di simmetria, essa ha
uu flesso all’infinito che ¢é il coniugato armmnico del punto allinfinito della
polare armonica del flesso rispetto alla coppia dei punti ciclici del piano ».

« Questa polare armonica ¢ l'asse richiesto ».

« Ogni retta che passa per il flesso taglia ulteriormente la curva in un
numero pari di punti che si costituiscono in coppie in involuzione di cui i
punti doppi sono il flesso e il punto d’incontro con Vasse di simmetria ».

Se poi ordine della curva & pari un asse di simmetria & certamente
un diametro perpendicolare al sistema di corde cui si riferisce (Cf. il ca-
pitolo « Metrical properties of Curves » dell’opera del Salmon « A treatise
on the higher plane curves »).

5. Riassumendo: « Un asse di simmetria fa sempre parte delle linee
diametrali ordinarie: per una curva di grado pari ¢ un diametro; per una
curva di grado dispari costituisce una conica diametrale ordinaria insieme
a quell’assintoto che gli & perpendicolare ».

Condizioni analitiche che debbono verificarsi affinché una data retta sia asse
di simmetria per una data curva.

6. Per mezzo delle osservazioni seguenti si determinano queste con-
dizioni indipendentemente dalla distinzione fatta nel N° precedente rela-
tivamente all’essere pari, o dispari 'ordine della curva.

La retta data sia

y—=—mz-+n

riferita come la curva a un sistema cartesiano ortogonale. Cambiamo si-
stema di coord. prendendo la retta precedente per asse delle x e una per-
pendicolare a essa passante per il punto (o , n) per asse delle y: se (dopo
fatto questo cambiamento) annulliamo tutti i coefficienti dei termini che
contengono la nuova y a grado dispari, & certo che il nuovo asse delle z,
cioe la retta data sard una retta di simmetria.
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Le formole di trasformaz. delle coord. sarebbero:

w=ﬁ{X—(Y—|—n)m! .
yzﬁﬁ%ﬁkmx+Y+n

ma per i caleoli da farsi val meglio immaginare l’equazione della curva
scritta in coordinate omogenee z,;x,;x; essendo il triangolo fondamentale
costituito dall’antico sistema cartesiano e dalla retta all’infinito: allora in
luogo della trasformazione precedente si pud assumere l’altra

Ty =Y — MYy — MnNY,
Tp=my, + Y3+ nYs
s =Ns
La legge secondo la quale si possono trovare i coefflcienti della e-
quazione trasformata, per mezzo dei coefficienti della equazione primitiva e
di quelli della sostituzione lineare & semplicissima e consiste in questo:
« Se si effettua la sostituzione lineare

su di una ennaria qualunque a,”™ =0 di grado r la forma trasformata si 3
ottiene dalla primitiva cambiando ogni coefficiente simbolico, 3

a,- . b

nel coefficiente simbolico corrispondente : ;
f

5

a qfd) a

Bastera dunque nel nostro caso speciale [di una ternaria] valersi di
questa legge, osservando che si ha

PP g L e
A =_—mn ; ag’)=n 3 a‘f’:—aé":—m

Una volta ottenuta 1’equazione trasformata, bisognera annullare i coef-
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ficienti dei termini che contengono la y, a potenze dispari. Se = & il grado
della curva si hanno cosi

(n 4 1)
4

ovvero

n (n - 2)

4
relazioni a seconda che n & dispari, o pari. Queste relazioni contengono
linearmente i coefficienti della curva; d’altra parte questi coefficienti sono:

n (n -+ 3)
2

dunque:

« Presa una retta qualunque del piano, tutte le curve di ordine n sim-
metriche rispetto a questa retta costituiscono un sistema lineare :

nwt+4n—2 n4+4n—1
4 +
oo , OVVero oo

a seconda che n é pari, o dispari».

Curve che posseggono pii di un asse di simmetria.

7. Dopo aver determinato le condizioni analitiche che si richiedono
perche una data retta sia asse di simmetria per una curva, si affaccia na-
turalmente la questione relativa al numero degli assi che una curva puo
possedere. E questa questione si presenta e si risolve in modi abbastanza
diversi a seconda che si riferisce a una curva di grado pari, o a una curva
di grado dispari. Prima pero di fare questa distinzione & necessario dare
un limite massimo per questo numero, senza pero intendere di dimostrare,
almeno per ora, che questo limite massimo possa essere effettivamente rag-
giunto.

Questo limite & uguale al grado della curva sia esso pari, o dispari
e solamente per una certa classe di curve di ordine pari le considerazioni
seguenti non danno resultato decisivo.

Che una curva di grado dispari non possa possedere piu di n assi



e e e L i i

e w ? '

42 LINEE DIAMETRALI DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE.

di simmetria risulta subito da cido che si disse al N° 4; ogni asse porta
Pesistenza di un flesso reale all’infinito; se la curva possedesse piu di n
assi, avrebbe pit di » punti all’infinito e si spezzerebbe.
Se poi » & un numero pari, osservammo gia al N° 4. che ogni asse
di simmetria ¢ un diametro perpendicolare al relativo sistema di curve.
Vediamo come si puo analiticamente esprimere questa condizione.
L’equazione della curva puo scriversi sotto la forma

R TR L S R I o i

R A TR ks PSR e HERERR s o
1@ | Gou—2 "2 + 13 ¥+ Gop o P+ -l { i
+ a2 a2 ¥ + a1y ¥ + ago | +

+ a1 agytae | +

+ @ a0 =0

dove n & pari.
Il coefficiente angolare del diametro coniugato a una direzione 6 &

dato da
Qo1 (18 )" + 2a0,— (1 6)"~2 + 3 @gu—s (t O 2+ ...
+ (n—2) a2 tg’ 0 + (n—1) ao; tg 0 +n agy

n gy (tg 01+ (0 —1) @gpu—r (t8O* 24 . .. ...
+ 3 ag3 tg’ 0 + 2 agy tg 0 -+ ao,
Affinche questo diametro sia perpendicolare al sistema di corde cui
e relativo basta che il precedente rapporto sia uguale a tg_o:
Si ottiene allora per tg 6 la seguente equazione di grado n.
Gon—1 (tg O + (t8 0" | 2 @ou—2 -— N Qo | +
+ (tg 6 | 3 apu—2 — (0—1) Go—1 | +
+ (g0 {4 apny——2)au2 |+ ..... +
—+tg°0 | (n—4)aos—6aos ! 6+ tg* 3 (n-—3)ag3—bag; -+
+tg° 60| (n—2) apy — 4 a0y | +
+1g°0 | (n—1)ags — 3@z | 4180 | n @9 0—2 o2 | — @01 =0




ASSI DI SIMMETRIA. 43

Resulta intanto che « Hsistono n diametri perpendicolari ai loro corri-
spondenti sistemi di corde ».

Se poi la curva & simmetrica rispetto all’asse delle y ed & di grado
pari, allora si ha

Qp—1— Aop-3=— Uou—5 ==+ ++« = Qo5 — Qg3 — Qo1 =— 0

Se inoltre si esige che debbano esistere pit di » diametri perpendi-
colari ai corrispondenti sistemi di corde, annullando identicamente la
equazione precedente si trova:

n n n i
Qo n—2 — ’2‘ Qon 5 Qon—g — E Qo 3 Qon—6 — '5 Qopp 3 eoes
1 2 3

In questo caso la binaria di grado m in @ e y che comparisce nell’equa-

n \esima
zione della curva & la potenza (?) di
@ +y

n B : AL N A
« La curva tocca —- volte la retta all’infinito nei punti ciclici del piano».

2

All’infuori dunque di queste curve speciali (e che noi per brevita
chiameremo ipercicliche) siamo sicuri che anche le curve di grado pari
non possono possedere un numero di assi superiore al loro grado.

Dimostreremo poi in seguito come effettivamente questo limite mas-
simo possa essere sempre raggiunto senza che la curva si spezzi.

8. Una conseguenza del teorema ora dimostrato e anche la seguente:
«ammesso che una curva possa possedere pi di due assi, essi debbono
passare tutti per lo stesso punto disponendosi regolarmente intorno ad
esso come 8i dispongono i raggi di un cerchio che dal centro vanno ai
vertici di un poligono regolare inscritto nel cerchio ». E infatti supponia-
mo pure che una curva possegga un certo numero di assi, per esempio
tre, non passanti per uno stesso punto e costituenti quindi un triangolo.
Facciamo compiere a questo triangolo una rotazione attorno a un lato, i
lati del nuovo triangolo saranno nuovi assi della curva; ora di queste
rotazioni se ne possono compiere un numero infinito e non solamente ri-
spetto a un solo lato del triangolo primitivo; la curva verrebbe quindia
possedere un numero infinito di assi che sarebbero tutte le rette di una
rete parallelogrammica distesa sul piano; e questo il teorema del N pre-
cedente esclude.
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Se dunque arriveremo a dimostrare che una curva possiede piu di
due assi; ne conseguira che essi dovranno avere un punto comune. Di pitt
dovranno disporsi simmetricamente rispetto a questo punto altrimenti una
rotazione intorno a uno qualunque di essi ne origenerebbe sempre dei
nuovi.

Cosl, ad esempio, se una curva possiede due assi soli di simmetria,
essi saranno perpendicolari, se ne possiede tre saranno inclinati di 60°;
se ne possiede n saranno inclinati l'uno sul consecutivo di un angolo

alea”
ugu —.
g n

Curve di grado dispari.

9. Noi abbiamo gia trattato il problema in questo caso speciale al
Ne 4. da un lato puramente proiettivo, ci occorre ora di riguardarlo sot-
to un aspetto essenzialmente diverso. K dal confronto dei resultati gia
ottenuti al N° 4. con quelli che ora otterremo che si pud giungere a
risolvere completamente la questione.

Abbiasi una curva di grado dispari simmetrica rispetto all’asse delle
y. La sua equazione potra essere scritta,

G+ p a1 4......4+

+ &[22t O y3......] +
+ & [qu it Oyt .. ... ]+
+ oS [asy +a ey + .01+
+a2lazy’ ta ¥+ .......14+

+ a2 ayFa,] =0

dove né un numero dispari.

Dalla forma di questa equazione risulta intanto che una curva di
ordine dispari non puo possedere un numero pari di assi reali giacche in
tal caso si richiederebbe che essa fosse simmetrica rispetto a due rette
ortogonali; ma allora nella equazione precedente sarebbero certamente
nulli i cofficienti dei termini che contengono potenze dispari di y e in
particolare

Ay = 0
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La curva si spezzerebbe allora nella retta all’infinito e in una curva
di grado pari simmetrica rispetto a due rette perpendicolari.

Dunque per le curve di grado dispari la questione & ridotta ad esa-
minare se possono possedere: 3; 5; 7; 9 .... n assi di simmetria essen-
do n il grado della curva.

10. Facciamo percio compiere al sistema cartesiano, ortogonale cui &
riferita la curva, una rotazione di ampiezza 6 mantenendo fissa D’origine
ed esprimiamo analiticamente le condizioni che debbono essere verificate
affinche il nuovo asse delle y sia ancora retta di simmetria. Queste con-
dizioni evidentemente si ottengono annullando i coefficienti dei termini
che contengono la x a grado dispari, dopo che si &, sulla equazione, effet-
tuata la trasformazione

r—X cos 6 — Y sen 6
y—Xsen 6 -+ Y cos 6

Ora, Pannullarsi dei coefficienti di grado n» complessivo in ¢ e y e

! : L 3 3 n—+1 Shik
di grado dispari in z ci fornisce o relazioni che contengono omoge-

: n-+1
neamente e linearmente le —72-—:

Qo 3 Gou—2 5 Aop—a 3 « » « « « « Qo5 5 Ay3 5 Qg
Cosl Pannullarsi dei coefficienti dei termini di grado n—2 comples-
P y i LE) : : n—1 L3 DA
givo in # e y e di grado dispari in 2, ci fornisce —5— relazioni che le-
d

¢ n—1
gano linearmente e omogeneamente le Ty

Aan—3 3 A2 p—g 53 Q20635 « « « « « Qa3 5 A3y

E in generale Pannullarsi dei coefficienti dei termini di grado n—2m

g : . o : : n—2m--1
complessivo in ¢ e y e di grado dispari in «, ci fornisce —)—_':— rela-
s et : n—2 m-1
zioni lineari e omogenee nelle —— :
Aam , n—2m 5 Qom ,n—2m—2 5 + « + « Qo 3 5 Qo 1

Questi diversi gruppi di relazioni presentano una certa analogia fra
di loro percheé in ognuno il numero delle equazioni ¢ uguale al numero
delle variabili.
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In ciascuno di questi altri gruppi di relazioni, che ora esamineremo,
il numero delle variabili supera di una unita il numero delle equazioni.
E infatti annullando i coefficienti dei termini di grado complessivo

relazioni li-

n —1in x e y e di grado dispari in x si ottengono e ;

; n 1
neari e omogenee nelle ——2—:

Cl,9-1 5 B1,0-8 5 T, 083 +°+ .43 8%, 250

Similmente annullando i coefficienti dei termini di grado complessivo

¢ 5 ! 5 X n—3 Ay

n—3 in x e y e di grado dispari in « si ottengono e relazioni li-
- n—1

neari e omogenee nelleT:

A3, n—3 * A3 y-5 3 « + « » A3 3 5 A3 o

e in generale annullando i coefficienti dei termini di grado complessivo

8 ; —2m —1
n—2m—1in x e y e di grado dispari in x otteniamo Bl Zm
—2 1
relazioni lineari e omogene nelle L—zmi———:

Agp41 , n—2m—1 5 Qom+1 , n—2m—3 3 » « » + Qamt1,2 5 Aomi1,0

Dunque tutte le relazioni che provengono dall’annullamento dei coef-
ficienti dei termini di grado dispari in « possono distinguersi in queste
due specie di gruppi. Per la coesistenza delle equazioni di ogni gruppo
della 1.2 specie, occorre una condizione per 1’angolo 6 che si ottiene annul-
lando la resultante corrispondente; per la coesistenza delle equazioni di
ogni gruppo di seconda specie non si richiede nessuna condizione anali.
tica potendosi da ogni gruppo ricavare il valore di una variabile espresso
per mezzo di 6 e di una qualunque di esse.

Ci occorrerebbe dunque adesso costruire tutte le resultanti dei grup-
pi di 1.= specie ed esaminare se possono avsre soluzioni comuni.

11. Per abbreviare questo calcolo bastera tener conto dei resultati
ottenuti al N° 4. Vedremo allora che sara sufficiente studiare solamente
n—+41

2

il primo dei gruppi di 1.* specie e cioe le

ne nelle n_—;—_l >

relazioni lineari omoge-

o—

L

————

M e Rl g
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Ay, 5 o, n—2 35 @o,p—g 5 » « « » @y 55 Ay 3 ;5 Qg 3

Se s’indicano con:

]

. (_/ .
l-yn—l ’ xayn—a ’ "

i primi membri di queste relazioni; esse possono compendiarsi nell’uni-
ca seguente :

p=n—1
thy”-': péo a°"’—"g("_1’)'+(0039>"_P“(sen6)1’+1~1_

—p,(n—p)t_1(cos G)n—Pp—t+2(sen Q)P+t —3 |
+ Py (n — p)¢—2(cos B)n—P—t+4 (sen G)p+t—5

— pyn + p)i_s(cos Gn—P—t+6(sen P+t —7 L ., . ., ., 34
- SEORCT R v e — picos G)n—p+t (sen G)p—t—1{—0

dove t e dispari e p e pari.

Si trova una facile interpretazione geometrica di due di queste rela-
zioni : di quella che si ottiene per ¢t = 1 e dell’altra per t == n.

La 1.2 &

ny"—‘ =N ay,,(cos 0)"—1-4-
—{—ao,,,_g[(n—2)sen’0(cose)”‘3—2(cos0)"—1]+
—}—a.\.‘,,;,[(n——4)sen‘0(cos0)”~5—4(cos0)”—3sen20]+
+a0,,,_.,[(n — 6)sen® 6 (cos 6)"—7 — 6 (cos )" 5 sen’ 9] +

+ a0 5 [3(%116)”“3008"0 — (n — 3) cos* 6 (sen 9’,,_,,]_*_

+ @0, l(sen 0)"—1 — (n — 1) cos’ 6 (sen 6)”*3]: 0
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Questa coincide con quella ottenuta al N° 7, quando sia particolariz-
zata a una curva simmetrica rispetto all’asse y. Essa ci dice dunque che
esistono altri (n — 1) diametri (oltre Passe delle y) perpendicolari ai cor-
rispondenti sistemi di corde e questa & certo una delle condizioni anali-
tiche a cui devono soddisfare gli assi.

La 22 &

Cw" = aty,, (Sen 6)" ! -+ @y, , o (Sen )" —3 cos’ O |
+ g, n—q(sen @) —Scos*O4 . .. ...

4+ ... 4a,(cos0)" =0

essa ci esprime che gli » — 1 assi (se esistono), diversi dall’asse delle y,
debbono passare per gli » — 1 punti coniugati armonici degli » — 1 punti
all’infinito della curva rispetto ai punti ciclici del piano; in altre parole,
se gli assi esistono, debbono essere pérpendjcolari agli asintoti della curva.

12. Prima di studiare la risultante delle precedenti equazioni e¢i oc-
corre di esprimere analiticamente i resultati delle considerazioni fat-
te al N° 4.

Secondo quei risultati, se una curva deve possedere » assi di simme-
tria, le coniche polari degli » punti all’infinito della curva debbono spez-
zarsi in n coppie di rette ortogonali.

Sia ‘

Ui— 0

Pequazione della curva seritta in coord. omogenee; la conica polare di un
punto (y, 5 ys 5 yg) &: '

0’0, &°U, o*'U o’U 0°'U
git=—8 gt 8 N e WL g s D e R
1 3y“+ 2 ayzz"l— 3 a;'/zz z 1 ‘3y,¢9y2+ 2 30y26y3

2’0
2%,y —2-—0
Fihy, 23.'/33;'/1

Se il punto Wy s Yo s y:;.\ deve appartenere contemporaneamente alla
curva e alla sua hessiana, le due rette in cui si spezza la conica prece-
dente sono:
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02 U, V( o U \* 0'U, 0*U a3,
PO Bl Yy ) A y y 2 y
s 0y,0y, — ‘93/133/2 0y, dy,® ity 9y,® i
82U, (aztr,, )2 80, &0
Ty | — 1 e Yy —0.
T 0Y,0y, —V 0Y30Y3 0y,’ 0ys*

Se il punto (v, , ¥, , y;) deve essere all’infinito e le due rette pre-
cedenti debbono essere ortogonali dovra aversi :

20, , 9T, }
[ 9y, + oy, 1 o
y3=10

Applicando questa condizione all’equazione della curva, sotto la forma
data al N° 9, si trova:

.'/1"_2 [”(”—1)ao,n+2“o,n—2]+
+y‘"—4y2’[(n—— 2)(n— 3)ay p2+3. 4ao,n-4] o

.'Ii”_c.'lz‘t[(”—‘i) (n —5) @, n—s-+5 . 6ao,n—6]+
+90957[5 . da0 st (0 — B0 — D ao,s |+

1)

+y1y2""3[3 28034 —1)(n —2)a,, ]:o

Essa & verificata per y, = 0 (com’® naturale perché la curva possiede
gia Vasse delle y per asse di simmetria): all’infuori di questa soluzione si
Yy

2
all’ infinito le cui coniche polari si spezzano in coppie di rette ortogonali.

Tutto questo perd nell’ipotesi che il punto (y, , ¥, , 0) verifichi con-
temporaneamente 1’equazione della curva e dell’hessiana.

13. L’equazione (1) del N° precedente e verificata identicamente
quando sia:

hanno altri » — 3 valori del rapporto che ci individuano n — 3 punti

Ay, p—2— —MNg @ 53 Ao, n—s = NyQo, 55 Ao, p—6— —Nglo,nj « « « «

(A) : : . : g :

n—3 n—1

—_— —

ay,3 =(—1) 2 Ngdg,n ; Go,1=(—1) : Ny @, n

Ciaxt, 4
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Ma la (1) presuppone gia per v, , ¥, non dei valori qualunque, o me-
glio non delle variabili ordinarie, ma valori tali da annullare contempo-
raneamente, per £; — 0, 'equazione della curva e dell’hessiana: dunque, al-
lorché saranno soddisfatte le relazioni ora trovate e la curva data avra i
suoi punti all’infinito comuni con I’hessiana, le coniche polari di questi
n punti si spezzeranno in n coppie di rette ortogonali, cioe la curva pos-
siedera » assi di simmetria.

Perd queste condizioni che si richiedono per i coefficienti

Gy, n 3 X, pn—2 5 « « « « « Ag,3 ;5 Qo1
a prima vista sembrano troppe giacché oltre le (A), che ne lasciano uno
solo indipendente, occorrono anche le altre che si ottengono esprimendo
che i punti all’infinito della curva appartengono anche all’hessiana, onde
il problema della determinazione degli » assi di simmetria sembrerebbe
impossibile. Ma non e cosi perché ora noi dimostreremo che le sole rela-
zioni (A) fra i coefficienti:

Aoy 5 Aogpp—2 5 » « « o o Qo3 5 QAop
sono sufficienti: in altre parole dimostreremo che dalle relazioni (A) con-
segue anche che i punti all’infinito della eurva appartengono pure all’hes-
siana; che finalmente queste relazioni (A) sono quelle sole che e neces-
sario di porre fra i coefficienti suddetti affincheé la curva possegga n assi
di simmetria.

. P n—+1 $7ias
14. Per convincersene, sostituiamo nelle ——;-—— equazioni:

Cppnt =0 5 (t=153;55;5....m)
del N° 11. i valori dati dalle (A).
Il coefficiente di
(Sen 0,"""-1 (cos e)ﬂ—p—t

dopo eseguita la suddetta sostituzione nella:

Cxt yn—t ==

(—18( =)y + (0+2) (i—p—2) s mps +
+ @+ —p—4)e 2 nppe + - -+ (P28 np o ) =

=(——1)§- ( (n-——t)p—{— t(n—t)p+1 + t3(n—t)p+2+ % ® e A +
+ {—n)ptt1+(n —‘)"zp+t)
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ma, per una proprieta fondamentale dei coefficienti binomiali per cui si
ha in generale:

(a+ﬂ)n == ay + Ay— ,B “+ 0y—2 Pe Sl s~ RGN -|— B
resulta:

(n—t)p + tr—tpp1 + t(r—t)pia + - - . + (B —)ppt = Npy
onde il coefffciente cercato si riduce a:

p
(—1)2 nt ngpyy
per cui, a meno del fattore comune a tutti i termini »; si ha:
Cme gt = (tg )" 1 — n, (tg 6)*—3 -
= 1
Fn,tg0 S+ . ... (—1) Taytg’0 + (—1)F #, =0
la quale ¢ indipendente da ¢ contiene n e 6.
Se ne conclude dunque che le relazioni (A) fra i coefficienti:

oy 5 Ao—2 5 « o« o « o Qo3 5 Qg
; : . n -+ A
riducono a una medesima equazione le 5— equazioni:
e
C =N
xt yn—t

e questa equazione non contiene piu traccia dei coefficienti della equa-
zione della curva, ma contiene semplicemente 6 ed n. Essa quindi deve
essere un fattore della resultante delle equazioni:

Cmt yn—t =0
e agli n valori di 6 che la soddisfano debbono corrispondere » assi di
simmetria per la curva. Se questi assi saranno tutti reali (per le osser-
vazioni fatte al N° 8) essi debbono essere disposti simmetricamente
rispetto al loro punto comune.

15. Che cio avvenga effettivamente, si rileva determinando le radici
della equazione gia trovata nel N°. precedente e il cui primo membro in-
dicheremo con K, ,

K,y =(tg )" —ny(tg )"~ + n,(tg O — ... . +
B) "t o
+(—1) 2 ng tg°0 4+ (—1) 2 n, =0.
Infatti dalla formula di Moivre,

cos nx -+ ¢ sen n & — (cos ¢ -} ¢ sen x)*
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nell’ipotesi che » sia dispari, uguagliando i coefficienti dell’immaginario
di ambo i membri si trova:

sen n # = n,(cos z)"—! sen £ — ny(cos )" sen’ z -
n—1
+ ngsenz)*SsenS x4 ......(—1) % (sena)*

1 4 o s . . T
facendo z = o e dividendo quindi per sen e resulta:

(tg%)”_l—nz(tg i—:)n_s—l—. G S

Dunque la (B) ammette le radici

n _ 2n 3= (n— 1=
== ; — Ll (T B i

n n n n

..
-
-
-
.
.
.
.

cioe le relazioni (A) fra i coefficienti

Aoy 5 Wop—2 5 « « » « « « Qo3 5 Qg
sono veramente tutte e le sole che occorre stabilire fra i detti coefficien-
ti perche la curva possegga n assi di simmetria.

16. Non ci restano ora a trovare che le relazioni fra gli altri coeffi-
cienti che compariscono nell’equazione della curva data al N¢ 9. per com-
pletare la dimostrazione relativa alla possibilita dell’esistenza di curve di
grado dispari con un numero di assi reali uguale al loro grado.

Queste relazioni che mancano si ottengono, con grande facilita, dietro
le considerazioni seguenti.

La curva che si ottiene sopprimendo nella equazione del N° 9, le

a:o'n ) Aop—2 5 « o o o « 3 Qo3 5 Qg1

¢ di grado pari » — 1 e deve possedere n assi di simmetria; uno pin

del suo grado e quindi (N° 7) & una curva iperciclica: per conseguen-
za 8i ha:

n—1 n—1
(1)§al,n—z = (—2——) Ay p—1 5 A5 = (—2—) Aip—1 5 « « o
1 2

La curva che si ottiene opprimendo oltre le

ao,” H a«o'n_z 3.8y e M e a«o’3 H ao,l
anche le

-1 5 Tu—3 § + + + « v o @19 5 Uyg
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Y

¢ di grado dispari » — 2 e deve ammettere n assi di simmetria; dunque
(N° 7) essa si spezza nella retta all’infinito e in una curva di grado
n — 3: segue percio

Aop-2— Qo g — Qo pp6=— ¢ « « « .=0.

Procedendo a sopprimere nuove e analoghe serie successive di coefficienti, si

N

conclude che tutti i coefficienti il cui primo indice & pari (purché non
sia zero) si annullano; tutti i coefficienti il cui 1° indice & dispari (a
gruppi, a gruppi quelli che hanno uguali i1 1° indice) sono legati da re-

lazioni analoghe alle (1); per cui riassumendo si ha

P
Ao n—p =(— 1)2 Np Aoy (p=2 , 4, n—1)

n—2r—1
Qort1 , n—(2r41425) — T A2r 41, n—(2r+1)

Qop | n—2r—2s — 0 (”';0)

o altrimenti:
« I’equazione di una curva di grado m dispari simmetrica rispetto a
n assi reali é della forma:

p=n—1 P
QG X (— 1)z np a? yn=P 4
p=0

n—1 n—2r—1

r=—
- z:;; WL T i ey 228
E

dove p é pari»
« Le curve di grado n dispari simmetriche rispetto agli stessi n assi
reali sono

Dunque la questione propostaci al principio di questo N° & cosl defini-
tivamente risolta, né pud nascere il sospetto che la curva rappresentata
dalla equazione precedente possa spezzarsi. Se ¢i0o avvenisse, la retta all’in-
finito dovrebbe farne parte, cio che Iequazione stessa esclude.

17. Si tratta ora di esaminare se la nostra curva pud possedere un
numero inferiore ad n di assi reali.

Io dico che essa puod possedere m — 2 assi reali disposti simmetricamente
¢ passanti per un medesimo punto, non solo, ma oltre questi puo possederne



54 ~ LINEE DIAMETRALI DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE.

altri due immaginari coniugati che dal punto comune agli assi reali vanno
ai punti ciclici del piano.
E infatti equazione di grado n — 1:
K,_s={(tg 6"~ — (n— 2} (tg O >+

+(—2),(tg 0"~ T—m— (tg OP—+.....+
n—3

S S ) (n—2).%ztg,0+1§ AP

ammette le n — 1 radici:

2n (n—3)x
tgn_z’tg __2”"’tg”_2

, ’.; —— ‘. .
Essa puo anche scriversi sotto la forma:

(tg Oy =2 (tg 67— 1— (v — 2 |+

(tg O —* [(u B e W, ] + (tg O [ (n—2), — (n—2).]+

3 ; ; : : ; . 3 ¥
AL tg‘O[(“—z)a—("“'z)s]'l"

+(— 15 tg2 0 [(u—z),—(n—z),] ERIE; Lo PR
Bastera dunque dimostrare che, se si prende in generale
©€) 5 Gon—p=(— 1)£t (“—'2)1:—(”—2)1:—!;“0.“

dove p & pari, tutte le relazioni
C z‘y"—'z 0 (t dispari)
vengono a coincidere in una sola: nella
Ky3=0
Per convincersene, calcoliamo il coefficiente di

(sen @)p+t—1 (cos O n—r—*
nella

Oyt =10
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dopo che vi si sono eseguite le sostituzioni (D). — Questo coefficiente &:

Y=(n—2)p_o(n—p+m—2),{ (p+2)(n—p—24—; — (n—p);

+

(g | (D+-4)y (r—p— L)a— (P2 (1— p—2)rs } +
S R R AR N SIS fe R

+(”—2)p+23 (P+28+2)s+1 (n—p—28—2); , ,—

—(p+28)s(n —p—28);_s ‘ T S e
e 5 awin — (n—2)p+2 (p4-2t),.
Ora il coefficiente di (tg 6)»+t—! nella K, ;=0 & (a meno del segno)
(n—2pH-2 — (n—2), 1, = Y’

tutto dunque si riduce a dimostrare che Y & uguale a Y’, o almeno che
ne differisce per un fattore indipendente da p.
Dimostreremo infatti che &

YT X"
dove
Y = (n—2);_y — (n—2)
Sviluppando il prodotto Y’ 1” &:
Y Y'=(n—2)ptt—o(n—2) o —(n—2), 4 5(n—2); —
—(n—2)p 4 f(n—2)_s4-(n—2)p44(n—2);
ma per l’identita :
(n—p)np+(p+-2)n —p—2) 141 np 1o+ (pF-4)n—p—4)_onpr i+ . . . .. +
Hp+-2t)np s or=nemp 4
dimostrata al N° 14 e attribuendo convenienti valorian ,p ,t si ottiene:
(n—2)p 112 (n—2)—2a=(n—p—2);—2(n—2),(p+2)(n—p —4)_3(n—2)p42+
F(p+4)on—p—6)r—4(n—2)p4+
F(r—2)p 41 ol — 2j—=(n—pl(n —2)p_2+p(n—p—2) (n—2),+}
H(@+2),(n —p — 4)—2(n — 2)pta+(p+-4)(n—p—6);_3(n—2)p e+
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= e w e del SR
n—=2)pit(n —2)t—s =(n—p—4)ts(n — 2)p s H(P+4)n—p—6)r_s(n—2)pst

‘ ;
(n—2)p44(n—2)/=(n—p—2)n—2)p,+(p+2)(n—p—4)—1 (n—2)p12+ é
(P+4)n-—p—Osi—ppt -+ o o . o ]
+(p+20)dn—2)p 4ot - y

Dunque ¥’ Y"=—(n—2\p_,[(n—p)t]+

2| (1—p ~ D2 —pn—p—2 s Hn—p—2 |+

+ 1--2) s [ (1—p— ) s —(p+ 2Deln—p— &)1 —(v—p— &)+
+42) (—p—4ha |+ 3

=2 (9+4)sn-—p— ) —(p+-4)s(n—p— )5 — :

—(0+4) 1—p—6-a+(p+4)sn —p—B)s |+
(=)0 [ (0-+ 29— p—28—2) s
—(pH20)upan—p — 28— sy —
—(pH28)ss(n—p—20—2)y_y 1+
Hp+2sun—p—20—2) |+
+ - - (220

Abbiamo in tal modo ordinato tanto ¥ quanto ¥’ ¥” secondo glin-
dici ascendenti dei numeri figurati

S g e e S B A e b TRt s i S S S e s S

|
!
z‘
i
?Z
!
5

M—2)p_3 5 M—2ip 5 P—2)p1a 5 ¢ ¢ 000
Manifestamente i coefficienti di
m—2)p> ; e di (n—2)1n
sono uguali e di segno contrario tanto in Y quanto in Y’ Y”: bastera
dunque dimostrare che sono pure uguali e di segno contrario i coefficienti
del termine generale ‘

(N—2)p42

e ot M i iy i s SRS S e S e Gl

A A T A N N A R = Y L N SR TR T
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ossia provare 1’identita :
(p+28s(n—p—28);_s — (p+28+2)s a(n—p—28— 2} 1=
=(p-+-28)s(n—p—28 —2);—s_o—(p1+28)s11(n—p —28—2)1_s_1—
—(p+28)s_y(n—p—28—2);_s 1}+(p1-28)(n—p—28 —2);
o, sopprimendo i fattori comuni,
(Pp+285—1 (n—p—28—2);
bastera dimostrare P’altra :
_ (n—p—t—s) (p+2s42) (p+2s41) +
(t—s—1) s (s+1)

3 (p+s+1) (n—p—2s) (n—p—2s—1)
8(t—s) (t—s—1)

_ptst1l  (p+s+1) (p+8) (v—p—s—1)
8 s (s+1) (t—s—1)
n—p—s—t -

PGy v ) 4

(p+s+1) (n—p—s—1) (n—p—s—t—1)

o 8 (1—s8) (t—s—1)

e per verificare con facilitd quest’ultima basta osservare che ambo i mem-
bri sono del 2.° grado in % ; hanno uguali i coefficienti di #* e per i due
valori di »:

n=ptstt ; n=ptetiil
divengono identici.

Dunque i valori assoluti di Y e di Y'Y” sono uguali: inoltre i ter-
mini della

Ga,t gt =9 ;

dopo effettuata la sostituzione delle {C), divengono alternativamente posi-
tivi e negativi.

Da tutto questo si conclude che tutte le relazioni

C ot yn—t =0
fra le

Q,n 5 Bo,n—2 5 Bo,n—4 5 « + + « « « Qo ,3 5 @,
per opera delle (C), divengono tutte identiche alla

Ky3=0
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la quale non contiene altro che 6 ed n; quindi K, 4 sara un 2.° fattore

5

(uno & gia stato trovato in K,_, N.° 14) della risultante delle

th ynt g

18. Per trovare la forma dell’equazione della curva occorre determi-
nare le relazioni che passano fra gli altri coefficienti e percid seguiremo
lo stesso metodo impiegato al N° 16.

Supponiamo dapprima che la curva debba possedere n—2 assi reali,
ma non i due assi immaginari coniugati che dal punto comune agli assi
reali vanno ai punti ciclici e che noi per brevita chiameremo assi ciclici.

Cominciamo allora dalle relazioni che legano i coefficienti :

Qipp,—1 3 @1, n—3 5 A1, n—5 3 « « « « +@1 0~
Essi, per quanto gid osservammo al N.° 10., sono in numero di
e e sono legati da =
2 2
sibile esprimerli tutti in funzione di uno di essi e di 6 risolvendo un si-
stema di equazioni lineari. Sa il determinante dei coefficienti fosse nullo,
vorrebbe dire che due, invece di uno, dei coefficienti suddetti, possono es-
sere scelti arbitrariamente e niente sarebbe infirmato.
Una sola osservazione & da farsi, cioé la seguente. Una volta ottenute
le espressioni letterali di questi coefficienti, occorre sostituire per tg 0

relazioni lineari e omogenee. E dunque pos-

-uno qualunque dei valori

2n (m—3)n

b4
tg'n__2,t m,.-.-tg o

45

i valori dei coefficienti non debbono naturalmente cambiare prendendo per
tg 6 uno, ptuttosto che un altro, di questi valori giacche la curva rimane
la stessa; segue che a calcoli fatti, o saranno indipendenti da 6, come in
qualche esempio abbiamo potuto constatare (curve di 5.° ordine simme-
triche rispetto a tre assi N° 37), o saranno tali funzioni di 6 da godere
le proprietd suenunciate.

La curva che si ottiene sopprimendo le

ao,n y Qop—2 3 Qou—g 5 « + ¢ ¢ o«
e le
Bin-1 5 O3 § Gl 55 's 50

e di grado n — 2 e deve possedere » — 2 assi reali dunque la sua equa-
zione si otterrda da quella scritta al N° 16, cambiando » in n — 2. D’al-

tra parte & appunto il 1.° membro di questa equazione che costituisce la
parte della equazione della curva primitiva che rimaneva a determinare.
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19. Se poi si esigesse che la curva primitiva, oltre a possedere n — 2
assi reali, possedesse anche i due assi ciclici; ne verrebbe che tutte le
curve di ordine pari che si otterrebbero sopprimendo successivamente li-
nee verticali di coefficienti nella equazione del N° 9. sarebbero tutte iper-
cicliche e quindi ’equazione della curva assumerebbe una forma deter-
minata che é:

p=n P ‘
@o,n é‘o (=-1)2 l m—2), —(n—2)po aP y P —
rz,‘%l n—2r—1
: i go Goyrp1 , na2ra(@®+9%) 2 =0

dove p & pari.

Richiamando anche i risultati del N° 16. possiamo enunciare il se-
guente teorema;

« I’equazione di una curva di grado m dispari con n assi reali, o con
n — 2 assi reali e due assi ciclici ha rispettivamente le forme:

p=n—1 P
G & (— 1)2 ny 2P y" P e Wgiet oo Waly 2=
p=0 5
p—n-—1 P
Aopn 2; (—2 (m—2) — (n—2),_, xP y*» +
p=

SRR B
sono lequazioni di

cerchi concentrici al punto comune agli assi e i

2
cui raggi sono le radici quadrate delle radici della equazione:
i =5 o7
Gu12%F 30322 +a452% +....40a,0=0>

20. Si tratta ora di generalizzare i resultati ottenuti nei N.i prece-
denti ricercando se una curva di grado n dispari pud possedere un nu-
mero dispari qualunque, purcheé inferiore ad n di assi reali.

Io dico che essa puo in generale possedere n — 2 r assi reali;on — 27
assi reali e © due ciclici:

E infatti 'equazione di grado » — 1:
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Ky2r1= z (tg @21 — (n—2 r)2 (tg 6) n—2r—3 _+_

('n-—2T)4(tge)"-2"—‘5—(n—2r)2(tg@)ﬂ—?r—7+

n—2 r—5

s
1 m—zn, ot =0
ammette le radieci:

n oy 2 n . t1&—27‘—1 L i
e 70 R e et B > A

tg
di cui le ultime due sono contate ognuna » volte.
Ora, in generale, il coefficiente di
(tg e )n—p—l
nella precedente equazione, &:

(——1)% (n—2r)—r,(n—27r), -+
+ron—27) 3 —r3(0—27) g4 .. ...

»
s ol )T
2

Si tratta dunque di dimostrare, analogamente a quanto gia facemmo
ai N.i 14 e 17, che se si stabiliscono fra le

a,o,,, ; a/o'”_z ge 2t s S Qo3 5 Qo

le relazioni generali

2
y don—p = (— 1)2 (n—2 r‘p ==ty (n—2 r)p—2 +
®) N
F+ro,m—27p 5 . ...+ (—1)2 7p {Gy
2
di cui le (A) e le (C) non sono che casi particolari (r =0 ; r=1); tut-
te le equazioni

th yn—t =0

vengono a coincidere in una sola che & la
Kys,0=0.

Per persuadersene basta generalizzare i processi gia impiegati ai N.i
14. e 17.
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Cominciamo dal calcolare il coefficiente di:
(sen B)P++—1 (cos G)n—r—*

nella

Cx‘y""‘:o

dopo che in essa si sono effettuate le sostituzioni (D).
Questo coefficiente & dato da:

4= (n—p): 3(n—2r)p =7y (n—27)p_o4-ry(n—27)p_—rs(n—2r)p ¢+ .... g +

Hp+2)n—p —2)1 | (0—2—r)p1o—r(n—2 —rlp4

ryn—2r)y o1y =21yt ... l &
Hp+4ln—p s fn—2r)p 021yt

ryn—2r)y—ryn—2rp gt . ... : 4
+(p+-6)5(n—p—6),_s g(n-zr),,ﬁ-r,m—zr),,ﬂ-k

+ry(n = 21)ppo—rs—2r)4. ... 2 -+

I1 coefficiente di

(tg G)ptt—1
nella

Ky 2p2=0
¢ (a meno del segno):

A =n—2r)pps or—r (0 —20)p 14 3piat
n—p—t

Fran—2r)ptt oppa— o o oo H—1) 2 a4, 3 ;
Zonttoe %
Tutto quindi si riduce a dimostrare che 4 & uguale in valore assoluto a
A, o almeno che ne differisce per un fattore indipendente da p.
Dimostreremo infatti che in valore assoluto &

4a=4 A
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dove :
A" = (1&—21‘)t_2,- —71(”‘—2r)t—2r+2+

n—t

+ryn—20)—gpps— - o o o H(—1) ? Tor_ngs,
2

Trasformiamo percio il prodotto 4" A” facendo uso della identitd :
(n—p)np+(p4-2)n—p—2)s anp1+ . . . . . . . 4
H(p-20)mp ot =nsnp s

dimostrata al N.° 14, & gia impiegata per un simile uso al N.° 17.
Si ottiene cosi il vantaggio che tanlo 4 quando A’ A” vengono or-
dinati secondo gl’indici ascendenti dei numeri figurati:

cere(m—2)p145(n—2)p_3; (n—2)p; (N—2)pt3; (B—2ppy;....
Basta dunque dimostrare che il coefficiente di
(n—2),
in 4 & uguale al coefficiente di
(n—2)y
in 4 4",
Indicandoli rispettivamente con C e con C’ si ha:
C = (n—p)y—r (p+2)n —p—2) 1+
+rg(pt-4)n—p —4)2-—ry(pF-6)3(n—p — 6)r 5. ...
PG (—1)(p4-2r), (n—p —20),
C'= (n—2r—=p\_g,—(n —2r—p)t_sp17yp,+

+(n—2r —p)t—art2 : Da¥at7ys ; —(n—2r—p)i_2r43 , ryPytrirepy | +

F (0 —2r—p)t_opqs | Ty P47 s PoFTS t R s

Il termine generale di questo polinomio &
(1P (n —2r —p)t—2rts ZTiTk i

- 10 i s s
dove se s e pari i comincia da o e va fino a = k va da s fino a—

el vadasao;iek passando per tutte le unita intermedie ; I invece
assumendo i soli valori :

8 ;82 ;;8—4;......4;2;0.
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s+1
5

-

e !l da s fino a 1;

=1
Sesédispariivadaoa%—;kva,dasa

i e k passando per tutti i numeri intermedi, ! invece assumendo i soli
valori

I’ ultimo termine e positivo e uguale a
(n —2r—p):

La questione ¢ dnnque ridotta a provare C—=C’; ovvero, dopo sop-
pressi i fattori comuni, a verificare I’identita :

In—p)es his L. (n—p— 2r 4+ 1)
t—2r+1)..... t

r(p+2)(n—p—2) . ... (n—p—2r41)(n—p—1) 4
b E—2r41)..... (t—1)

ro(pt4)y(n-p-4) .... (n-p-2 r4+1) (n-p-t) (n-p-t-1) 25
i E—2yri1...... t—2)

74(p+4-6)4(n-p-6) . ... (n-p-2r-41)(n-p-t)n-p-t-1)(n-p-t-2) 0
i @2 vldy .. ... (t—3)

(=D Ap+27), (n—p—2t) . . . ... (n—p—r—t41)
+ Bt rl) . ... .. {t—r) Ty
Y n—p—i

—tara bkt

(n—p—1t) (n—p—t—1)( 2
et G—27F1) G—2r5g P2 T ‘ 5

_(n—p—t) n—p—1t—1) (n—p —t—2) {(
t—2r41) t—2r+2) t—2r42)

m—p—1t) . ....0m—2r—p—t41)
7 A K —2r+1)..... t

3’3—*—’1’21’42 4 s

Per verificarla, si pud osservare che ambo i membri sono di grado 2 r
in n e che hanno uguali i coefficienti della massima potenza di n. Se dun-
que essi divengono uguali per 2 r valori di n, saranno certamente uguali
per qualunque valore di n e l’identita sard dimostrata. E opportuno sce-
gliere per questi valori di n successivamente:

Pt oML pHE425 ... .0



64 LINEE DIAMETRALI DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE.

Per i primi di questi valori identita, si mhnifesta immediatemente. In ge-
nerale supponendola vera per

n=p-+t+k
si vede subito che & pur vera per
n=p-+t+k-+ 1
Riassumendo: abbiamo dimostrato che in valore assoluto & E
A=A A"

DRy Pt T AR Tnr S

d’altra parte i coefficienti di
(sen @)1 (cos 0 )i
nella

G.‘l" y“_t =0
dopo eseguite le sostituzioni (D) sono alternativamente positivi e negati-
vi; questo basta per concludere che le relazioni

2 _
a,,,,,__z-r(—-l)’zz m—2r)p — 1, (0—2 1)pg_y + 1, (N—2 1)y 5 —

P .
i e .(—l)zr_g a, ; (p pari)

riducono a una sola equazione che contiene n e 6 solamente, le 4“—-_2}-—1

relazioni : 5
C =0, ’

2yt
Questa equazione &

Ky 201=0

dunque K, ;. ; ¢ un fattore della resultante delle
Cx‘ yﬂ—t e 0

21. Ora, se la nostra curva deve possedere n—2 r assi reali, & certo
che fra i coefficienti:

Qo 3 Qon—2 5 Aop—5 5 + « o o o « «

debbono passare le relazioni

o 0 — (——1)§ t (n—=2r)y — 7, (n—2r)p s+ r,(W—27)55 —
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P 4
e (—1)2n_; @on; (p pari)

Vediamo come si possa esigere che, oltre questi n - 2 r assi reali, esi-
stano i due assi ciclici contati un certo numero di volte e come si possa
trovare ’equazione della curva corrispondente.

22. — 1° Caso — « La curva possiede, oltre gli n—2r assi reali, i due
assi ciclici contati ognuno r volte ».

Allora, tutte le curve di grado pari che si ottengono sopprimendo
colonne vertieali di coefficienti nella equazione del N.°c 9. sono tutte iper-
cicliche perché possiedono un numero di assi superiore al loro grado:
quelle di grado dispari per la stessa ragione si spezzano nella retta al.
Vinfinito e in curve iperecicliche.

L’equazione richiesta ¢ dunque:

p=n—1 P D
G X (—1)2{ (n-2r)p—rm(—r)y_s 4 .... F(—1)27p } <
p=0 2

n—1
T n—2r—1
> aP yn—P - 20a2r+1,n~(2r+1)(w2—i'y2) 2 ==,
r—

Possiamo anche enunciare questo resultato cosi:
« I’equazione di una curva di grado n dispari con n—2 r assi reali e
i due assi ciclici, contato ognuno r volte, pud mettersi sotto la forma:
n—1
P 2
G X

g\
=, zl(n-——Qr p — 1y (W—2 7 )pp +

P
+r, —27),  —r3(n—2r)p s+ ....F{(—1)z Tp (P yP |
2

s, =0

2
dove p ¢ pari e

U,=0,U0,=0,.....0,,=

ool Ak 3 o 3
rappresentano le equazioni di cerchi concentrici nel punto comune agli

assi e i cui raggi sono le radici quadrate delle radici della equazione :

n—1 n—3 n—>5
G2 2 Fa3u322% +a5 522 +.....08,=0>»

I teoremi del N.° 19 sono dunque casi particolari di questo (r—0;r=1).

Ciant.

o
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23. — 2.9 Caso — « La curva possiede, oltre gli n — 2 r assi reali, © due
assi ciclici contati ognuno s volte essendo s <7 ».
Le relazioni che servono a determinare

Qo p—2 3 ao’,,_4 H 00’”-6 $ oo e o o

in funzione di a,, sono le solite

Wty sp — (—1)%) (n—27)p—r,(n—27)y_ o4 .... (—1)1—; T;Ez%ao,,‘.

La seconda serie di coefficienti:

Ain—1 y M n—3 5 A1'p—5 5 + + « « + «

n+1
2

bili e potremo dunque esprimerle tutte in funzione di una di esse, di n

e di 6. Solamente occorre ripetere qui l’osservazione gia fatta al N° 18

relativamente al calcolo di questi coefficienti.

Sopprimendo la prima e la seconda serie di coefficienti, si ottiene
Vequazione di una curva di grado dispari n—2 che possiede n—2 r assi
reali e 2 s assi ciclici. Le relazioni che legheranno i coefficienti della terza
serie e cioe: ;

varia-

n—1 S e :
da luogo, com’e noto, a S relazioni lineari omogenee con

Qon—2 5 A30—a 5 A2,n—6 5 « + « « o »

si otterranno dunque da quelle che legano le

Qo 3 Uopes 5 Aop—s 5 = ¢+« o«

cambiando n in n—2.
Cosl il calcolo per ottenere i coefficienti della 4.* serie:

A3n—3 5 A3n—5 3 Azgu—7 5 » » + «

sara perfettamente simile a quello che serve per calcolare quelli della 2.2,

Seguitando in questo modo a sopprimere a volta, a volta, linee ver-
ticali di coefficienti nella equazione del N° 9. giungeremo a una curva di
grado dispari

n—2r 4 2s

minore di n perche s<r che possiede n—2 r assi reali e 2 s assi cielici
ciog¢ in tutto un numero di assi uguale al suo grado: siamo allora ridotti
al 1° Caso (N°23). e bastera percid ripetere il ragionamento e i risultati
ivi ottenuti, per trovare 1’equazione di questa curva di grado

n—2r -4 2s

e aggiungerla a quella parte gia calcolata per ottenere lintera equazione
della curva primitiva.
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24. Osserveremo qul che il 1.9 caso poteva includersi nel secondo
supponendo r—s: I’abbiamo voluto distinto perché & solamente per s—r
che la forma dell’equazione si manifesta immediatamente, mentre per 8
diverso da r non si puo dare che il processo per ottenerla. Se finalmente,
nel N° precedente, si suppone s =0, si ottiene il modo di calcolare 1’equa-
zione di una curva di grado dispari » che possiede n—2 r assi reali e
nessuna coppia di assi ciclici.

In tutti questi casi cosi generalmente studiati potrebbe nascere il
sospetto di avere qualche volta costruito delle curve simmetriche degene-
ri. Cido non & possibile: se una curva di grado dispari simmetrica si spez-
za, essa, come abbiamo giad notato, per le osservazioni fatte al N° 4. non
puo farlo senza che la retta all’infinito ne costituisca parte e questo esclu-
dono tutte le equazioni che abbiamo calcolato.

25. Tutti i resultati ottenuti per gli assi reali di una curva di grado
dispari possono riassumersi cosi:

« Una curva di grado dispari 2 r-+1 non degenere, puo essere Simme-
trica separatamente rispetto a:

g R sy,

assi reali. In ogni caso questi assi reali hanno un punto comune attorno al
quale si dispongono simmetricamente.

La curva possiede un numero di flessi all’infinito uguale al numero de-
gli assi reali e situati in direzioni a loro mormali.

Non ha altri punti reali allPinfinito all’infuori di questi.

Gli assi sono le polari armoniche dei flessi all’infinito.

I’ Hessiana, la Steineriana e la Cayleyana godono la stessa simmetria
della curva primitiva.

Gli asintoti e gli assi costituiscono coppie di tangenti ortogonali della
Cayleyana ».

Curve di grado pari.

26. Noi supponiamo che la curva sia gia simmetrica rispetto all’asse
delle y onde la sua equazione potrad scriversi:

Gn¥* + gyt Gy 24 ......+
+ o* z G2 Pt syt Gyt ... } +
+w4 i @ —4 y”_4 + al,ﬂ_5 + ag,n_6 yﬂ—ﬁ + PR g +
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F et (@ gt + sy + @y @y + o |+

iy e ¥ ' Qo2 :I/2 + @01 y + asp g +

+ i iad aolo p— 0
dove nm & pari.

Analogamente a quanto facemmo per le curve di grado dispari, tra-
sformeremo l’equazione della curva per mezzo della sostituzione

z—Xcos 0 — Y sen 6
y=Xsen6 4 Y cos 0

cio che corrisponde a una rotazione di ampiezza 6 attorno all’origine del
sistema cartesiano ortogonale a cui s’immagina riferita la curva: porremo
quindi le condizioni analitiche necessarie perche il nuovo asse delle y sia
ancora asse di simmetria. Queste condizioni si ottengono evidentemente
annullando tutte le potenze dispari della x nella equazione trasformata.

Si ottengono cosi un certo numero di relazioni che contengono linear-
mente e omogeneamente i coefficienti della curva.

Per queste relazioni valgono le osservazioni analoghe a quelle gia
fatte al N° 9. per le curve di grado dispari. Noi non staremo qui a ripe-
terle: piuttosto altre ne faremo che solamente sono valide per 'equazione
che ora studiamo cioé per le curve di grado pari.

27. Prima di tutto, se la curva deve possedere un numero pari di
assi, essi si distribuiscono in coppie ortogonali (N° 8.) ossia, se la curva
ha un numero pari di assi ed & simmetrica, come nel caso nostro, rispet-
to all’asse delle y, lo sara anche rispetto all’asse delle z: segue che in
questo caso tutti i coefficienti il cui primo indice ¢ un numero pari sono
nulli.

Poi noteremo che lannullarsi dei coefficienti dei termini di grado
complessivo n—2m in « e y e di grado dispari in », da luogo all’equa-
zione

Cziyn_zm_'.zo;(i=1 93,4+ ..0—2m—1)

e questa si ottiene dalla

yi pn—2m—i =0

permutando fra loro sen 6 e cos 6. Inoltre queste 9;22ﬁrelazioni conten-

gono linearmente e omogeneamente le

L e W
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Qomm—m 3 ©2mmn—m—2 3 @2mp—2m—1 3 + « + « Aampo
n—2m : . .
che sono o e -+ 1 e il coefficiente di
am , n—2 m—2 k ) (2k<<n—2m)

si ottiene dal coefficiente di

Um , 2k
cambiando il segno e permutando sen 6 in cos 0.
Segue che se si sommano le relazioni

xt yn—z m—i
yi n—2m—i ~

si oftiene una equazione che contiene linearmente e omogeneamente le
differenze

om , n—2m—2k — Qam | 2k -
Indicheremo questa equazione con

Yi,n—zm—i = 0.

Finalmente osserveremo che se la nostra curva puo ammettere un nu-
mero di assi multiplo di 4, debbono seguirne le relazioni

Aom , m—2 m—2k — Qam | 2
perche la sostituzione
=X —Y
y= X4+Y

e il successivo annullamento dei termini di grado dispari in x, portano
che l'equazione della curva non deve cambiare permutando fra loro x e .
In questo caso quindi le equazioni:

Y; , n—2m—i =0

sono soddisfatte identicamente.

28. Premesse queste considerazioni generali, cominciamo a trattare il
problema per le curve il cui grado & pari, ma non ¢ multiplo di 4. S’in-
tende naturalmente di escludere da queste ricerche le curve ipercicliche
che studieremo a parte.

Esaminiamo se la curva pud possedere un numero pari di assi. Per
esempio n assi.
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In questo caso le relazioni

Y; . 0
non sono soddisfatte identicamente. Segue che per i valori di 0:
L2 2n (n—1)n
v - LRRETEE = o i
la resultante delle
Yi, nai=0
deve annullarsi. — Ora le due equazioni : %
O, g 0 C’y; g T >':

la cui differenza & appunto la S

Yi , u—i=0

coincidono per i=% onde sard:
Y — g

n n o B 7] E

is 2 g ¢

e poich? la resultante delle ¥ & nulla per i valori di 0:
n_ 2=z (n—1) = &
;,T;.......—”——’

cosl ne viene che per i medesimi valori di 6 l’equazione:

Ou uw=0

2 y'z'

sara una coimeguenza. delle altre: i
0@‘ ;= i I ,._‘
Ma quest’ultime sono %: dunque, di indipendenti, non se ne hanno cer-

tamente piu di

D’altra parte le

Qo 5 Qon—2 3 Qon—g 5 o « + o « o «
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che sono i coefficienti che entrano appunto tutti (e soli essi) in ognuna
delle equazioni

b yn—i

sono in numero di
n
5 T 1

Questo basta per concludere che, risolvendo le

wh oy 0

rispetto ai coefficienti

Ao 5 Won—2 5 Aop—g 5 = « = « =
per i valori suddetti di 6, due di questi coefficienti almeno possono sce-
gliersi arbitrariamente.
Ecco dunque il modo di costruire i termini di grado n complessivo
in xr e y.
Relativamente agli altri coefficienti osserveremo:
1.° che quelli che hanno dispari il primo indice si annullano tutti;
2.9 che i rimanenti si determineranno in modo che i termini di

grado n—2 , n—4 , n—6 ; . . . .. complessivo in # e y sieno rispetti-
= w8 4
vamente la potenza 2 T e g s R T A di
mz _+_ y'l

giacche le curve di ordine pari che si ottengono sopprimendo linee ver-
ticali di coefficienti nella equazione del N° 26. debbono possedere un nu-
mero di assi superiore al proprio grado e sono percio tutte ipercicliche.
In conclusione, la parte dell’equazione della curva che ¢ di grado inferio-
re ad n & della forma:

= %—- q
@) S g g ( = 4 y’ ) -
q'::l

Bisogna pero dimostrare che una tal curva non si spezza. E infatti
se si spezzasse, non potrebbe farlo che in = cerchi concentrici all’origi-
ne: ma percheé avvenisse questo occorrerebbe che i termini di grado n com-

esima
plessivo in # e y fossero raggruppati nella potenza (—;—) di

T T
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w2 + g'l
e quindi la parte che manca alla (1) precedente per formare l’equazione
della curva fosse

n
(244 )?
con sol parametro arbitrario, mentre, nella determinazione dei coefficienti
dei termini di grado », abbiamo dimostrato che si possono scegliere ar-
bitrariamente almeno due parametri arbitrari.
29. Rimanendo sempre nell’ipotesi che n sia multiplo di due, ma non
di quattro consideriamo il caso generale in cui il numero degli assi e pu-
re multiplo di due, ma non di quattro. Vediamo cioé come si costruisce
Pequazione della curva quando il numero degli assi € n— 4m dove m &
dispari.
Intanto osserveremo che i coefficienti il cui primo indice & dispari
si annullano tutti: in secondo luogo, se si sopprimono nell’equazione del
N°® 26. tutti i coefficienti il cui 1.0 indice & uno qualunque dei numeri

0,2,4......4m—2,

otterremo l’equazione di una curva di grado m—4m con n—4m assi di
simmetria e quindi la sua equazione sard determinata col metodo dato nel
N.” precedente : questa equazione fa parte di quella che noi cerchiamo e
precisamente quella parte che contiene tutti i termini il cui grado & minore,

o uguale di n—4m.
Rimangono dunque da determinarsi solamente i coefficienti il cui pri-
mo indice ¢ uno qualunque dei numeri
e R AP RPRN V.
Fra questi, quelli il cui 1.° indice &
0, 4,8 L N s vle—y
si ottengono nel modo gia indicato nel N° precedente quando si ¢ fatta
P’analoga determinazione per i coefficienti il cui primo indice & lo zero.
Per quelli che rimangono e il cui primo indice &
8,6 ) B0 vt v e D
il modo di calcolarli & pure semplicissimo. Per esempio, prendiamo quelli
che hanno per primo indice il 2 e che sono:

A2, n—2 5 2, n—4 5 A 5—6 + « » o o o« o

! : . n— M
Essi compariscono linearmente e omogeneamente nelle relazioni

Gwc' gn—2-4 0

B "
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R
2

arbitrario ed esprimere gli altri in funzione di questo, di n e di 6. Lo
stesso ragionamento vale per gli altri che hanno per primo indice 6 ; 10....
Una volta costruita ’equazione della curva, si vede subito che essa

: : 2 s . <
e sono in numero di - 1. B dunque possibile assumerne uno di essi

non puo spezzarsi in i cerchi concentrici contando al solito il numero

delle costanti arbitrarie di cui si puo disporre.

30. Per completare le ricerche relative a un numero pari di assi per
una curva il cui grado ¢ un multiplo di due, ma non di quattro, non man-
ca di studiare che il caso in cui il numero degli assi sia un multiplo di 4.

Cominciamo quindi dall’esaminare se la curva puo possedere n—2 assi

cercando i coefficienti :

Qyp,n 5 Qg . n-2 5 Ao, p—g 5 « « + «
Siccome n—2 & multiplo di 4 (secondo ci0o che osservammo al N° 27)
sara in generale

Qom , n—2m—2k — A2m , 2%k 5

Onde non & qui il caso di parlare delle equazioni

Yes a0,
Esse sono soddisfatte identicamente, cosi & soddisfatta identicamente la
C” n = 0
3 7
xy
che al N° 28 abbiamo dimostrato coincidere con
Y, ,=0.
2,2

In questo caso dunque le

Qo,m 5 Bo,n—2 3 AW, n—4 5 « « « «

si riducono a n-L—2 legate da n:2

relazioni lineari e omogenee: ne rimane
quindi una di esse arbitraria.
Passiamo alle

Ar,n—2 3 @2, m—g 5 A2 6 5 « + « « »

: .
Esse pure sono in numero di

giacche la relazione:

A3, n—3—2 = Q3 2k
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n—2 n—2
g © somo legate da
ri e omogenee, dunque anche di queste ne resta una arbitraria.
Le curve che si ottengono successivamente sopprimendo, oltre le due
serie di coefficienti,

diviene una identita per k — relazioni linea-

Qy,n 5 Qo,n—2 3y Ao ,n—g 5 « « « « «

A3, n—2 9 A3, n—4 A3 n—6 5 « » + « -«
altre serie analoghe di coefficienti, possiedono un numero di assi superiore
al loro grado e quindi sono tutte ipercicliche.
Dunque la parte dell’equazione richiesta che & di grado minore, o
uguale ad n—4, & della forma:

n—2p
2

-
+ = Q3p , n—2p (wz -+ .'/?) .
p=2
Si potrebbe perd obiettare che la determinazione dei termini di grado
n—2 e n da luogo ad assumere altri due soli parametri arbitrari, non po-
trebbe dunque darsi che i termini di grado » —2 e n si raggruppassero
nelle due potenze:

= et

a@+y) 2 + 4@ +y)?
essendo a e f§ i parametri arbitrari ? In questo caso la curva degenerereb-
be in —’21 cerchi concentrici. Si risponde a questa obiezione osservando che,

appunto perché si hanno due parametri in arbitrio, si puo fare in modo
che questo non avvenga: per esempio scegliendo

Q=13 a3, y=—1

e in questo caso particolarissimo si vede che la possibilita che la curva
degeneri manca assolutamente.

31. In modo analogo si risolve il problema nel caso che la curva deb-
ba possedere un numero di assi multiplo di 4 e inferiore a n—2 e il gra-
do n della curva sia multiplo di 2 e non di 4.

32. Veniamo ora a trattare delle curve il cui grado & multiplo di 4.

Il caso in cui il numero degli assi sia pure multiplo di 4 e in par-
ticolare uguale al grado della curva, & considerato implicitamente al N°© 30.
Se infatti, nelle osservazioni svolte in quel N°, si suppone di aver soppresso
i coefficienti

Aop,n 3 Go,n—2 5 Bo,m—g j » + o + o o
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si ottiene l’equazione di una curva di grado (n—2) simmetrica rispetto a
(n—2) assi e siccome e supposto in quel N° che » sia pari, ma non maul-
tiplo di 4, cosl segue che (n—2) & multiplo di 4.

33. Non rimane da studiare che il caso in cui l'ordine della curva
sia ancora un multiplo di 4 e il numero degli assi un multiplo di due e
non di 4. Prendiamo l’equazione sotto la forma scritta al N° 26. con la
ipotesi che n sia multiplo di 4. Siano n—2 gli assi che debba ammettere
la curva e di cui si voglia ora determinare 1’equazione.

Cerchiamo le relazioni da cui sono legate le

a, N 5 Ay , n—2 H Qg Jn—4 .
In questo caso le
Y =

i, n—i
non sono soddisfatte identicamente ; dunque per i valori di 6:

P 2n ; 3n ;
500 ROl gy g

la risultante delle Y,
Ne° 28. che la

n_; — 0 deve annullarsi. Perd non accade come al

SE Y e . A o 3
coincida con la C, , = 0: quest’ultima ora non esiste perché —- & pari.
w2yl =
Dunque le
aro;” H ao’n_g H aoln_* I

3

n n fagss ’ : ¢
sono % + legate da > relazioni. Una di esse & sempre arbitraria.
La curva che si ottiene sopprimendo le:

Go . 5 Gom—335 Mo mg 3 o o= s o s
e di grado pari non multiplo di 4 e possiede un numero di assi uguale
al suo grado: la sua equazione si formera dunque secondo i criteri sta-
biliti al N° 28. D’altra parte e il 1° membro dell’equazione di questa cur-
va che costituisce I’insieme di tutti i termini il cui grado & uguale, o mi-
nore di (n—2) nella equazione richiesta.
Finalmente il caso generale in cui la curva sia di grado » multiplo
di 4, con un numero di assi multiplo di 2 ma non di 4 e minore di n—2,
¢ perfettamente analogo a questo, né ci insisteremo.
34. Piuttosto noteremo come una curva di grado pari possa anche
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ammettere un numero dispari di assi. E infatti, tolta ora la condizione
che siano nulli i coefficienti (nella equazione del N° 26) il cui primo in-
dice & dispari, supponiamo debbasi trovare I’equazione di una tal curva
possedente p assi reali di simmetria essendo p un numero dispari.

Per determinare le %+ i

a’O,n H a’0,n—2 3 a’O,’I—-i 3 o o e sy e

X n g
abbiamo allora le 5 relazioni :

Cmi yn—i =Y
che ne lasciano una almeno arbitraria, la quale sceglieremo in modo che
la curva non sia di conseguenza iperciclica. Soppresse le

Qo,n 5 Bp,n—2 5 Qo,u—g 5 + + « o o «

rimane una curva di ordine dispari che possiede un numero dispari di
assi reali e la cui equazione sappiamo gia trovare con i metodi esposti al
N°23. B il primo membro dell’equazione di questa curva che ci rappre-
senta tutti i termini di grado uguale, o inferiore ad n —1, che entrano a

far parte dell’equazione richiesta.
Curve ipercicliche.

A

35. La loro equazione & della forma
Ui=a(@ +.'/2)—2_+ LR s S P e R B

42 {a, 0 sy Pty 1. .. ;+

+w‘g“1.n—5y"—5+az.u—ﬁy”_°+- - f ‘—f‘

—J,—a:"—?;al,ly-i- ag,.,‘:o

dove si suppone che l’asse delle y sia gia retta di simmetria. Notammo
al NO 7. come queste curve abbiano ogni diametro perpendicolare al cor-
rispondente sistema di corde : esse quindi non potevano fornirci per mezzo
di quelle sole considerazioni un limite massimo per il numero degli assi,

onde le escludemmo da tutte le ricerche successive.
Riesce perdo evidente che esse, all’infuori di n assi, possono come le
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altre curve di ordine pari possederne
B TR a8 205070

Infatti se ne possedessero m, la curva che si otterrebbe sopprimendo
i termini di grado n e quelli di grado n —1, sarebbe di grado n—2 e pos-
sederebbe un numero di assi superiore al suo grado: essa e tutte le sue
analoghe sarebbero pure ipercicliche onde la parte della equazione di U;
che & di grado inferiore ad n sarebbe costituita da

= n
P e

S p, n—3p (w-l+ ¥)
=1

L\.l.’;

e a questo aggiunto

n
2

[ 2

a (@ +y)

£ . : P - inly
si otterrebbe I’equazione di una curva degenere in 5 cerchi concentrici.

36. Riassumendo dunque i resultati ottenuti, per le curve di grado
pari, possiamo enunciare il seguente teorema :

« Una curva di grado pari, non degenere, puo possedere separatamente
«un numero di assi reali uguale a uno qualunque dei numeri che precedono
« quello che esprime il suo grado e, se mon é iperciclica, puo anche possederne
« tanti quante sono le unita contenute nel suo grado ».

37. Citeremo qui alcuni esempi:

Curve di terzo ordine

I. — Simmetria rispetto a un asse reale:

Ay 3 :lj3 + a5 ’ylZ -+ sy Y + azo + 1’?; ay, ¥y + (L) 2 =0

II. — Simmetria rispetto a un asse reale e ai due ciclici contati
ognuno una volta:

am% vy +yx $+a1,2$x'+ y $+a3’° =0
ITII. — Simmetria rispetto a tre assi reali:
asziy — 33/1'2%—}—01'2% @+ y $+a3,0:—_0

Curve di quarto ordine.

I. — Simmetria rispetto a un asse reale:

Qo4 y“ + a3 y“ + @2 :ljz -+ a3, Y + ay +
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+ & a2 ¥+ a1 y + asp s + a2t agy =10
II. — Simmetria rispetto a due assi reali:
s y' + Yy + a0+ 2 { Qs Y’ + @z ‘ + ag 2* =0
IIT. — Simmetria rispetto a tre assi reali:
ao,,gaf"+y’ 2z+aly3z ¥y — 3ym’t+ az,g{ 2+ o 2+a4‘0 =10

IV. — Simmetria rispetto a quattro assi reali:

A (@ + y*) F 002 @ ' + 22 (@ + ¥) - ay =0
Curve di quinto ordine.

I. — Simmetria rispetto a un asse reale:

Qs syt as P Fasy ¥+ ag y+ aso+
+-""2§ao,a!/]+“1,2.'/2+“z,1y+as,o ‘+W42ao,1y+“1,o !:0

II. — Simmetria rispetto a un asse reale e ai due ciclici contati
ognuno una volta:

a’“ﬁzys —2""2113_3“"y§+“l,4§“’2+y2¥2+
+a.3,3=y”+ymzz+a3,g{m’1‘—y2z+a,5,o=0

III. — Simmetria rispetto a un asse reale e ai due ciclici contati,
(ognuno di questi ultimi) due volte:

ao.aiys+2y3@?+ym‘ g+a,,4%w"+y’_!2+
+a3,3{w2+yzz+a5,o=0
IV. — Simmetria rispetto a tre assi reali:
ao,ﬁiyﬁ—zaﬁgf - 3w‘y2+al'4‘w’+y’§z+
+az.a§y’—3y$’§+a3,gzx’+y’§+a5,o= 0

V. — Simmetria rispetto a tre assi reali e ai due ciclici, contati
ognuno una volta:
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sy — 22y — 32ty + ars 1'?'1"‘@]2% TE
+ asp z* + y” +a;0 =10
VI. — Simmetria rispetto a cinque assi reali:
2
QG lyY — 102y’ + 5yt + ay, w?—{-y?‘ -+
+a3,2§1'?+y2 + as0 =0
Curve di sesto ordine.
I. — Simmetria rispetto a un asse reale:

@y 6 ;l/6 + a5 1/5 +a Yy + ags y“ + ayp _’tj'2 + @, y + a0 +

+ a? gaog :lj4 + as y3 + @39 y2 + az Yy + @y ; S i

+ o' fap Yt a,yta, i +2%a,=0

II. — Simmetria rispetto a assi reali:

Qg ¥° + o Y + @ i 4 aop + @ -

Aou y' 4 arp ' 4 ayy

4 2 g
+ &t { a5 Y+ asot + apo 28 = 0

ITI. — Simmetria rispetto a tre assi reali:

2

+ @y, Sn

Q6

1113—3:11@2 ﬁ—3xy2

al,:,iys—2w2y3—-3a)‘y$+a2'4

w’+y" 7

y3—3ym2

IV. — Simmetria rispetto a quattro assi reali:

azs t a2+ g’ (+ =0

9

xf}_*_y'z; +

z.o_*_yo

Q.8

+mmwﬁﬂ+¢ g
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+ @ 2 Y+ ap (24 o)+ ago =10
V. — Simmetria rispetto a cinque assi reali:

+

w=+y?§' ik ‘y-"—lOw”y3+5w“y

‘”2+y!$+%,o‘—"0

2
Qs { @+ o E + ayp

VI. — Simmetria rispetto a sei assi reali:

i il e el AL TS G W

R Ll

=

ok Sl

+ as,

o

x’+y’:+%,o=0

@?'}'E’zt + ay

S U o e aatiy

Applicazione dei resultati precedenti al caso particolare delle cubiche.

Linee diametrali

38. Diametri e coniche diametrali ordinarie. — Prendiamo l’equamone
della cubica sotto la forma :
Uy=ayx®+3a,2° +3a,2;, +a3=0

dove le a sono binarie in x, , #, di grado uguale al loro indice

a3 = a4y T, + 3 4445 T," Ty 4 3 Qypp By Ty + aggy @y

ay =By @+ 2 B @, Ty 1 fop @)

a =y, & + y,%.
Assumiamo per lato ; — 0 del triangolo fondamentale la retta all’ infinito
del piano della cubica.

L’equazioni del diametro e della conica diametrale di un punto di
coordinate (3, , g, , 0) sono rispettivamente :

a1, U,
[ ’+:a +3‘9.'/3] i

|
|
|
.i
|

LSS

i A A

[(“’1 ’a—%‘; + 2, a—&—z"i'”sa—;)zu'y]:

Ys=0

Ossia, eseguendo i calcoli :

vt e T b

(oo PR SN TR
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] [ @ Y1’ T+ 2 Qo Yy Yz 2 ?/22] +
+ z, [ Ay Yi° 1 2 G99 Yy Yo + Goae .’ljzz] +
+ 2 [ﬁu Y+ 2By 92 +1322?/22]: 0,
#y’ [ @11 Y1+ G112 Y2 ] + ’ [ 190 Y1+ G202 Yo ] -
+ 2 Yy r290) + 27, wz[ @0 Ys 1 A2 Yo ] 4

+ 22 2 [ﬂu ¥y, + B y22]+2“'2‘”3 [ﬁﬂyi +.322!/2]: 0.

Segue :

« Per un punto P qualunque del piano passano due diametri e una co-
nica diametrale ordinari ». ‘

Se (m , n , p) sono le coordinate omogenee di P e 8’indica con 1 il

rapporto Y1 che serve ad individuare un punto sulla retta all’infinito;
Y2
Yequazioni che determinano A per mezzo di (m , n , p) sono:

;-z[am m—+ajon—+ By p } + 2 }.[amm + “:22”‘|"(312P]+
T ayp M+ agps N 4 o p =0 ,
1 4 [aiii M+ a0’ -y, 020 ,mnt-2mp B, 4 20p ﬁ12]+

T ay oM - ape 0’ - 7o’ - 20 amn - 2mp Byt 20 fa =0.

(

Finalmente le due equazioni lineari :

@) 3 @y (agqy 4+ ayy9) + @3 (a0 4 + ayo9) + 23 (B3 A 1 B12) = 0
@y (ayp 4 + 0199) + 5 (ay00 4 + agop) + 23 (14 4 fag) = 0

servono ad individuare il centro della conica diametrale ordinaria del pun-
to di parametro A.
39. Linee diametrali principali. — Secondo i resultati generali ottenuti
al N° 3. abbiamo in questo caso due linee diametrali principali e cio®:
« La prima linea diametrale principale ossia U inviluppo delle prime li-
nee diametrali ordinarie. E una curva d’ordine zero costituita dai 4 centri

CIANT 6
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della cubica che sono i quattro punti base del fascio delle coniche diametrali
ordinarie ».
« La seconda linea diametrale principale che puo riguardarsi (N© 3.):
1° Come luogo dei centri delle coniche diametrali ordinarie ;
2° Come inviluppo dei diametri.
Questa curva e una conica e la sua equazione si pud ottenere in
due modi :
1° Eliminando A fra le due lineari (2) del N° precedente ;
20 Annullando il discriminarte della binaria quadratica (1) conside-
rata come tale nelle due viriabili gy, , y, il cui rapporto & A.
Questa equazione & la seguente :

X% (g yg — @%440) + %5 (140 Qoo — @y99) + 3 (Byy Boe — F10) +
+ @, @y (ayyq Qg0 — Ayqp y9p) + ¥y T3 (ayyy Pos + Pig Ayoe — 20445 Bya) +-

+ 5 25 (Byy G990 + Paz @y1s — P12 @ype) = 0.

Linee diametrali coniugate.

40. Chiameremo coniugati un diametro di un punto o e una conica
diametrale di un punto o’ ; quando o & uno dei punti all’infinito del dia-
metro di o’ e quindi o’ & il punto all’infinito del diametro di o. Mentre
un diametro ha una sola conica diametrale coniugata; una conica diame-
trale ha due diametri coniugati paralleli fra loro.

Riprendiamo V'equazione di un diametro :

39 A° + 20490 4 - g9y { +-

\ ;
7y i ayyy A+ 2ay5 4 + ayg E + =z,

+m3{,8“l’-|-2/3,21+ﬁ222+0

A essendo il parametro del punto all’infinito del sistema di corde paral-
lele a cui & relativo il diametro. Il parametro A, del punto all’ infinito del
precedente diametro & :

PSRN }-% 1 20,9 4 -+ agey
: ayyy A+ 20445 2 + a5

I’equazione di 2° grado in 1":

A Qy49 1':2 +2 Q499 1"+ Dage . 0
@y A%+ 2 a4+ ayp0

da i parametri dei punti all’infinito della conica diametrale coniugata al
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diametro che si considera e si trova che a un valore di 1’ corrisponde un

sol valore di 1,, mentre a un valore di 1, corrispondono due valori di 1'.
IL’equazione precedente e naturalmente soddisfatta per A'=— 1 giacche

se la retta polare di 1 passa per 1,, la conica polare di 4, passa per A.
L’altra radice &

2
TS A(ayyy G999 — 0449 Gy90) + 2 (ayy9 Gggp — a°y99)
17 22(a% 0 — ayqq Byo9) + Oy Ay90 — gy, @
112 111 @422 112 @422 111 G222

Segue :

« I due sistemi di corde parallele aventi per parametri dei due punti
all infinito rispettivamente

Aelk,

ammettono diametri paralleli. Queste co! coppie di diametri paralleli sono
le oc! coppie di tangenti parallele della conica diametrale principale ». Fra
queste infinite coppie di sistemi, ve ne sono due costituite ognuna da si-
stemi coincidenti e corrispondono ai due casi in cui

=1,
cioe alle due radici dell’equazione di 2° grado -

2 (a®yy9 — ayyq ayp9) 1 4 (@443 @0 — g4y Ggep) + a9 Ggge 17100 =0
e questo concorda col fatto che, in un fascio di coniche, e in particolare
nel fascio delle coniche diametrali esistono sempre due (e non piu di due)
parabole,

41. Centri. — Come abbiamo gia notato i quattro punti base del fa-
scio delle coniche diametrali ordinarie sono i quattro centri della cubica
e insieme costituiscono la prima linea diametrale principale che & di or-
dine zero. Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo dei centri costi-
tuiscono le tre coniche diametrali ordinarie che si spezzano; i tre punti
diagonali appartengono contemporaneamente alla conica diametrale princi-
pale e all’hessiana: nella corrispondenza univoca che si stabilisce fra i
punti dell’hessiana di una cubica,i corrispondenti di questi tre punti dia-
gonali sono i tre punti all’infinito dell’hessiana.

Se la cubica & nodale uno dei centri cade nel nodo; se & cuspidale
due centri sono riuniti nella cuspide perché nel 1.” caso tutte le coniche
polari passano per il nodo; nel 2.° caso passano per la cuspide avendo
ivi per tangente comune la tangente cuspidale.

42. Premesse queste generalita, ci proponiamo la seguente ricerca: se
cioe i quattro centri di una cubica possono essere i vertici di un quadrila-
tero semplice delle specie che ordinariamente si considerano nella geo-
metria elementare: trapezio, parallelogrammo, rombo, rettangolo, quadrato-
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Intenderemo di riferirci a cubiche di genere 1, o a cubiche nodali
giacché solamente allora i quattro centri sono distinti.

Trapezio. -— Sia M N P Q (Fig. IIL.?) il supposto trapezio dei centri;
A il punto all’infinito comune alla coppia di lati paralleli del trapezio;
r, la retta all’infinito. Le rette A M, A Q costituiscono una delle tre coniche
che si spezzanoj; il punto la cui conica polare & costituita da (A M , A Q)
sard un punto di »_ giacché ogni conica passante per M ,N,P,Q & una
conica diametrale; non pud essere A perche A sarebbe un punto doppio
e dovrebbe quindi coincidere con uno dei vertici del quadrangolo il qua-
le non sarebbe pit un trapezio; non puo essere un altro punto K di r,
giaccheé ne verrebbe che la conica polare di A si spezzerebbe in due rette
parallele passanti per K : il trapezio sarebbe un parallelogrammo.

Per il trapezio dunque il problema non ha soluzione possibile.

43. Parallelogrammo. — Sia A B CD (Fig. V2) il quadrangolo dei
centri; F il punto comune all’infinito dei lati AB , CD ; G quello co-
mune alla coppia AD , BC ; E il punto d’incontro delle diagonali del
parallelogrammo. I punti F e G appartengono all’hessiana; dunque essa
incontra la retta all’infinito in tre punti reali; sia B’ il 3° punto. I pun-
ti B’ ed E sono punti corrispondenti dell’hessiana e infatti la conica po-
lare di E’ deve essere una delle tre,

(AW 0Dy CAD B OC)Y; LAC,, BD),

Se fosse una delle due prime, per esempio la prima, ne seguirebbe
che la conica polare di F si spezzerebbe in due rette parallele passanti
per E’ e oltre alle tre coniche polari sopra scritte dei punti di », che si
spezzano, ce ne sarebbe una quarta; dunque i punti E ed E’ sono corri-
spondenti. Anche G ed F sono corrispondenti e infatti il corrisﬁondente
di G deve essere sulla r_ perché la conica polare che passa per G con-
tenendo i quattro punti A , B, C, D & una conica diametrale ; non
puo essere G stesso perche sarebbe un puunto doppio e dovrebbe quindi
coincidere con uno dei quattro punti A , B, C , D ; non pud essere E’
perché E’ corrisponde ad E; non pud essere un punto K di r_ diverso
da G , E', F altrimenti la conica polare di G spezzandosi in due rette
passanti per K, ci sarebbero nel fascio delle coniche diametrali quattro
coniche che si spezzerebbero. I punti G ed F corrispondendosi, ne viene
che la retta all’infinito deve essere una tangente della Cayleyana. Vice-
versa se questo accade il quadrangolo dei centri & un parallelogrammo.

I’equazione della Cayleyana in coordinate (a, , a, , a;) di rette &
della forma:

Ay o + Aggs " + Aggy o5" + 3 Ayg a” o +
+3 Apgg oy a” + 3 Aypp 0 4y +3 Ay, 0y 0 +
+ 3 Agy a)® @y + 3 Aggg @y o + 6 A5 0 @y g =10

|
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ove i coefficienti sono funzioni note dei coefficienti della cubica.
Se la retta all’infinito deve far parte di questo inviluppo, I’equazione
precedente deve essere soddisfatta da:

ag =0 5 a=0 ; a3=1
ossia deve essere
Az = 0.
Sostituendo il valore cognito di A,;; espresso con i coefficienti della cu-

bica possiamo dire che: « la condizione necessaria e sufficiente affinché ¢
quattro centri di wna cubica siano i vertici di un parallelogrammo é:

0311 Qyq2 Q49
Q112 Gyop  Ogop = 0.

B Bz Ba

Y

In particolare questa condizione & soddisfatta se nell’equazione della
cubica mancano i termini di 1° grado in a, .

« Esiste un sistema oc® di cubiche i cui quattro centri sono i vertici di
un parallelogrammo ».

44. Rettangolo. — Perche i quattro centri siano vertici di un rettan-
golo, bisognera prima di tutto porre la condizione

Aggy =10
che esprime che il quadrangolo dei centri sia un parallelogrammo e poi I’al-
tra che i due punti all’infinito della hessiana, che si corrispondono per la
condizione Agj;; — 0, siano separati armonicamente dalla coppia dei punti
ciclici del piano. Se non o' s’indicano i coefficienti dell’hessiana i quali
sono funzioni note dei coefficienti della cubica, le intersezioni della hes-
siana con la retta all’infinito sono date da
3 2

(1) @'y (%) -+ 3 dy (%:) + 3 d'yp (%) + ayp =0
Siano 4, , 4, , 43 le tre radici. Il porre Az, = 0 non porta altra conse-
guenza che la retta all’infinito sia tangente della Cayleyana; non porta
cioe¢ la conseguenza che due speciali fra i tre all’infinito dell’hessiana
siano corrispondenti, ma due qualunque fra questi tre punti; quindi dopo
aver messo la condizione:

Agz =0
noi siamo sempre in arbitrio di scegliere due qualunque dei tre parame-
tri 4, , 4, , A; come parametri di punti corrispondenti.
Prendiamo i primi due; dovra essere:



- rettangolo.
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(A Ag t—i) = —1
ossia
Mlg=—1
e percio
ls=—i22—2-

7
@444

’
cios — Z_,2?z deve essere una radice della (1). In questo caso dunque il
111

problema & possibile quando sono soddisfatte le due relazioni fra i coef-
ficienti della cubica:

a o o
111 112 122 ’ 2 ’ ’ ’ o
3 (a'yyp 0”99 — @195 @'yyy @' g00) =

Gs33 Og93 Qo3 =0 5 ’ -
= Q99 — Qg0 @ 444

Bu Bz Po

essendo le o' i coefficienti dell’hessiana.

« Esiste un sistema oo? di cubiche i cui centri sono i vertici di un ret-
tangolo ». :

45. Rombo. — Perche i quattro centri siano vertici di un rombo, oc-
correra, prima di tutto, porre Ag,; — 0; poi che le diagonali del paralle-
logrammo (che cosi vengono a formare i centri) siano ortogonali, cioe¢ che
la conica polare di uno qualunque dei tre punti all’infinito della hessiana,
sia costituita da tre rette ortogonali. Dunque, secondo i resultati del N°® 12,
la nuova condizione da porsi & che

. 1G9 +ays
Qyyy F g

sia una radice della (1) del N.° precedente.
In questo caso le condizioni cercate sono quindi:

Qyyq Gy42 G290 —d'yy (@900 + a449)°+ 3a'y, (g0 +0y49)° (@344 + ay49) —
Qyqp Ogqp Qo9 | =0 — 3 g9y (agee + ay49) (@345 + ay90)" +
Bis Biz Boo = a'zzz (ayyy + ‘1122)3 =0.

« Bsiste un sistema oo di cubiche i cui centri somo i vertici di un
rombo ».
46. Quadrato. — Perché il problema sia possibile in questo caso, ba-
sta evidentemente associare le condizioni trovate per il rombo e per il

« Esiste un sistema oo® di cubiche i cui centri somo i wvertici di un

quadrato ».
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Assi di simmetria.

47. Particolarizzando per una cubica i resultati ottenuti ai n. 4, 5,
6, per le curve di grado dispari in generale, abbiamo i teoremi seguenti:

« La condizione necessaria sufficiente perché una cubica possegga un asse
di simmetria é che abbia un flesso all’infinito che sia il coniugato armonico
del punto allinfinito della polare armonica del flesso rispetto alla coppia dei
punti ciclici del piano ».

« Questa polare armonica é Vasse richiesto ».

« Data una retta

1) Xy =mx, | 0z,
e una cubica
a." =90

le condizioni che debbono essere soddisfatte perché la retta (1) sia un asse
di simmetria della cubica sono:

Q) @) =0 5 @,a) @43 =0 ;
A) U@ Qg =0 ;5 @ =10
dove :
a‘(l) = ‘12(2) :%(3) =] - a3(1) —] aa(z) =0 ’
o =—mn ; @ =n ; a® = — a0 =— m».

« Tutte le cubiche simmetriche rispetto a una medesima retta costitui-
scono un sistema lineare o ».

48. Quando si sappia che la cubica possiede un flesso all’infinito e si
conosca il parametro 1 = Z'nfche individua il flesso sulla retta all’infinito,
il problema precedente si risolve con grande semplicita.

E infatti Pequazione della tangente di flesso sara della forma:

nE, —mTy+pr;=~0

dove p sara da determinarsi in modo che fra tutte le rette parallele che
rappresenta le equazione precedente; quando in essa m ed m sono costanti
e p varia da retta, a retta; ’equazione precedente rappresenti la tangente

b

e
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di flesso. Supponiamo che cid avvenga per il valore p’ di p. Allora Ve-
quazione della cubica pud mettersi sotto la forma:

nw, — m“‘z"‘P'm%X
> ax{—}-bmz‘b’_j_cm;_{_zhwim2+2gxim3+2fw2ms = kag

La conica polare del punto (m, n, o) é:

na:,—mw2+p’w3$><

> % @y (@m+hn)+ay(hm+bn)+ag(gm+rfn) ¢ =0
che si spezza naturalmente nella tangente di flesso:
nx, —maxy+p’ 23==0.

e nella polare armonica 60r_rispondente:

2z (@am—4-hn)Fx,(hm+bn)+x;(gm—+fn)=0.

Se il triangolo fondamentale & stato preso rettangolo nel vertice (0, 0, 1)
si passa alle coordinate cartesiane ortogonali supponendo z; =1 e affin-
che le due rette precedenti siano ortogonali deve essere

mn(@—>b)—h(m* —n*)=0.

La condizione cercata ¢ dunque che fra il parametro 1 del flesso all’infi-
nito e i coefficienti a, b, h passi la relazione:

a—b

2_—
A lh

—1=0

quando perd l'equazione della cubica in coordinate cartesiane @ e y sia ri-
dotta della forma:

@—Ay+p) @b+ 2hay+29x+2fy+0) =k

I valori di A tratti dalla equazione:

v—z-‘f—;_'l_1=o
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son sempre reali perché il discriminante ¢ sempre positivo; questi valori
sono indeterminati quando

cioé quando la ternaria quadratica; che entra nella equazione della cubica;
uguagliata a zero rappresenta un cerchio. In questo caso la cubica & ci-
clica, cioé passa per i punti ciclici del piano: qualunque sia 4 equazione:

R — (@a—b)A—h=0

¢ soddisfatta; dunque:
« La condizione necessaria e sufficiente affinché una cubica ciclica abbia

Y

una retta di simmetria é che abbia un flesso all’infinito ».

49. Se la tangente di flesso & la retta all’infinito, la cubica ¢ una
parabola divergente. Prendendo il flesso nel vertice (0, 1, 0) del triangolo
fondamentale, I’equazione della cubica pud scriversi:

2y % ax’+bx'tecx’+2hw, 2o+ 29 %, 23+ 2f 0,2, ;:kwf.
La conica polare del punto (0, 1,0) e

a:33 ho, +bxy+ fu, $=0.

che si spezza nella tangente di flesso #; = 0 e nella polare armonica
corrispondente:

hoe,+bxy,+fa;= 0.

Questa deve essere perpendicolare alle rette che hanno la direzione del
flesso e per esempio alla

z, =0.

Se quindi il triangolo fondamentale & stato preso rettangolo in (0, 0, 1)
e si passa alle coordinate cartesiane z, y ponendo z; =1, la condizione
affinche le due rette

he+by+f=0; z=—20
siano ortogonali € h = 0. Si giunge alla stessa conclusione ponendo il flesso

nel vertice (1, 0, 0).
« La condizione necessaria e sufficiente affinché una cubica parabola di-

N TSI TN T
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vergente, ammetta una retta di simmetria é che, preso per punto all’infinito
di un asse di un sistema cartesiano ortogonale il flesso, l'equazione della cu-
bica manchi del prodotto delle due variabili x, y ».

50. Abbiamo gia dato al n. 37 la forma delle equazioni di cubiche
simmetriche. Vogliamo ora mostrare come si possano riconoscere le diverse
forme che pud avere qualcuna di quelle curve. Fra di esse le piu note-
voli sono quelle simmetriche rispetto a tre assi reali. Vediamo come si
possano classificare relativamente alla forma e al numero dei rami che le
€ompongono.

Riferendo la curva a un sistema cartesiano ortogouale di cui ’asse
delle z sia un asse di simmetria e l’origine il punto comune agli assi reali,
T’equazione di queste curve & della forma (n. 37):

©—3xy+r@+y)+pn=0
essendo A e p i paramenti che servono a individuare la curva.
L’equazione dei tre assi sono:
y=o0 ; y==3 ; y=—=|3.

La curva ha tre flessi all’infinito nelle direzioni perpendicolari ai tre
assi. Se si assume per triangolo fondamentale quello formato dagli assi
cartesiani e dalla retta all’infinito, le coordinate dei flessi sono:

0,1, 0) ; (ﬁ7 1, 0) ; (—ﬁ, 1, 0).
Le equazioni degli asintoti:

A 2 & 2
e=o; a—B y+31=0 ; =+)3 y+3A=0.

Essi formano un triangolo equilatero i cui vertici stanno sugli assi
di simmetria; le coordinate dei vertici sono:

k) ) s
Dunque:

« Tutte le cubiche simmetriche rispetto ai tre medesimi assi costituiscono
una rete. In questa rete sono immersi gli infiniti fasci ognuno dei quali é
Jormato da tutte quelle cubiche che oltre avere comuni gli assi di simmetria,
hanno anche comuni gli asintoti. I nove punti base di ogni fascio si raggrup-
pano a tre, a tre nei flessi all’infinito ».
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51. Per esaminare a quali forme diverse di curve puo dar luogo la
equazione del n. precedente, osserveremo che le intersezioni della cubica
con la retta all’infinito sono reali e quindi la curva avra sempre rami
estendentesi indefinitamente, né potra essere costituita da un solo ramo
tutto situato a distanza finita. Inoltre e noto che una curva di genere p
possiede p 4+ 1 rami al massimo; dunque la nostra cubica potra essere co-
stituita da uno, o da due rami. In ognuno di questi casi dovra sempre
esistere un ramo esteso indefinitamente in tre direzioni. Quindi nel 1°
caso la curva possiedera questo sol ramo (Fig. 1* e 2%); nel 2° questo
ramo insieme ad un altro chiuso, simmetrico rispetto ai tre assi e percio
non avente flessi altrimenti una tangente di flesso incontra in piu di tre
punti la cubica; questo 2° ramo sara dunque un’ovale simmetrica rispetto
ai tre assi e situata internamente al triangolo degli asintoti. Il ramo in-
finito puo essere di due specie a seconda che incontra in tre punti
reali, o in uno ogni perpendicolare agli assi. Nel 1° caso lo chiameremo
ramo infinito di 1* specie; nel 29 ramo infinito di 2* specie.

52. Esaminiamo ora se esistono condizioni analitiche a cui debbano
soddisfare i parametri 1 , u corrispondenti a questi diversi casi.

1. Caso. — « La curva é costituita da un sol ramo infinito» (Fig. 12
e 28)

La condizione analitica corrispondente si trova esprimendo che ’asse
delle # incontri la curva in un sol punto reale, ossia che l’equazione:

(1) w3+1$2+‘u,:0
abbia una sola radice reale. Ora il suo discriminante &
4
2 (—27— e ,u) .
Se dunque si pone
4P+ 2Tpu=4
la condizione richiesta & che A u sia positivo. Per distinguere ulterior-

mente il ramo infinito di 1* specie da quello di 2* specie, occorre osser-
vare che nel 1.° caso ’equazione

Ay4+u=0

che da le intersezioni (le due che sono a distanza finita) dell’asse delle
y con la curva debbono essere reali (Fig. 2.2); nel 2° immaginarie (Fig. 1%)
nel 1° caso si richiedera quindi che 1 u sia negativo: positivo nel 2°.

2. Caso. — « La curva oltre il ramo infinito possiede anche Vovale »
(Fig. 62).
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L’equazione (1) del caso precedente possiede allora tre radici reali e

quindi
4 p<0.

Il ramo infinito non pud essere in questo caso di 1* specie, altrimen-
ti Passe delle y avrebbe con la curva piu di tre punti a comune.

53. Se 4 = 0 la curva si spezza in tre rette; se 4 = 0 il discrimi-
nante della (1) & positivo e quindi si ha un ramo infinito di 22 specie;
se finalmente si annulla g, la eurva possiede un punto isolato all’origine
e il rimanente € un ramo infinito di seconda specie.

Possiamo riunire questa discussione nel seguente quadro:

Un ramo infinito di 1* specie
Apu<<0
Es.: A=—1 ; u=1) Fig. 2%
>0 !
Un ramo infinito di 2* specie i
Ap>0
Bs.: A=1; p=1) Fig. 1
Un ramo infinito di 2* specie e un’ovale
AZ0( <0 :
Es.: A= 3 ; u=—1) Fig. 6
La curva si spezza in tre rette
A=10
 Bs.: A=—3 ; p=24)
Ar=0
Un punto isolato all'origine e un ramo infinito
A di 2* specie

e G=1 5= 0)

Un ramo infinito di 2* specie

>
I
=]

e (=10 5p="1) .1~
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Applicazione dei risultati generali al caso particolare delle quartiche.

Linee diametrali.

54. I’equazione di una quartica puo porsi sotto la forma :
21 4 3 2 di0
Up=qpat +-4a,2’ - 6a,2°}4a32;4-a,=0
dove le a sono binarie in @, ; #, di grado uguale al loro indice :
ZEY 4 J 3 2oy 2 4
@y =ayyy; &'+ 4 ayyyp 07 By 4 6 @00 8,7 B A 4 04999 By By’ - ayg0 Tt
1k 3 2 2 a3
a3 = B4y Ty" + 3 Brya @ Ty + 3 Buos Ty B + Prge Xy
— 2 2
g =yy 2y + 2 72% Tyt Y0’
a; = 6‘ A —'—62&‘2.
I’equazione della cubica diametrale di un punto (y, , y, , O) &:
oU,
=0
Ji (9 +1’/a EP

ossia

3 3
To @y Y+ Gz ye {2,

Q1299 Y1 T 2022 Yo $ 4=

+ 2,3

‘51?/14'62?/2%‘}‘3‘”12‘”2

Quygo Y1 + Gyi0 Y2 % G i
+ 3@, @y’ % Qg2 Y1 T G200 3/2% + 3z x, ; Biss Y1 + Buiz ¥ % +
+3x ‘1732%711 ¥+ ?’1292%‘*‘ 3y wa%ﬁmz.% + Baoe 1’/2$ S g

+3x,

7122]1+7’22?/2€+6“’1“’"2w3%ﬂuz?/1+I3122y2€:0

« Tutte le cubiche diametrali formano un fascio i cui 9 punti base sono
i 9 centri della quartica e costituiscono insieme la 1* linea diametrale prin-
cipale che é di ordine zero » .

Per un punto (m , n , p) del piano passa una sola cubica diametrale:
il parametro A corrispondente & dato dalla equazione :
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i g Ayypq M+ Qoo 02 4 8, pP° 4 3 m° moayyyp +
+3mn2 a“22+3m21’ ﬁ‘11+3m1’2 YI1+
+3n"p ﬂ122+3n1’2 712+6mn1’ﬂuz +

+ ayyyp M+ Gggpy '+ 0, P° + 3 M’ 0 ayypy +
+3mn®agpn+3mp iy, +3mpty,+
+30PBas+3nP ye+6mup =0

55. L’equazione della conica diametrale di un punto (y, , ¥, , 0) &:

9 ? b 3§ ] 4
[(w‘ay1+x23y2+ws ) * X 8

ﬁ; y3=0
Ovvero : i ' ‘
@’ | aun gy + 2 ez gy Yo + aux Yy 2 : ‘

4 ann Y+ 2 @ yy Yo + @ yo E =

+‘U323 Yu ¥t 2rey 2+ ey’ ;"‘

]

e Y+ 2 iz Yy Yo + o Yo' §+

+ 2 o, x
+ 29 x4 : Bury + 2 Pz vy 42 + Pr2 9’ z+

+ 2 2 a3 g Bz ¥’ + 2 Pz yy Y2 + Buse } —0.

Per un punto (m , n , p) del piano passano due coniche diametrali.
I parametri dei punti all’infinito di cui esse sono coniche diametrali
sono le due radici della quadratica :

A apnn m® + apes n® 4 ynp? +

+2m”01112+2""1’/3111'!‘2”1’]3112%+

4+ 22 aype m® + agem #* 4 13 »”+

+2m“a11ﬂ+2m1’ﬁuz+2ﬂpﬂng:+

+ ajuas M 4 agg W 4y 2 '+
+2mnapn+2mp fan+ 20np i =0.
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Se s’indica con U il coefficiente di 4>, con V quello di 2 1 e con
W quello indipendente, ’equazione della conica diametrale di un punto
di parametro 1 assume la forma
PU+ 22V 4+ W=0
dove
U=0 , V=0 , W — 0 sono coniche.

Allora da questa equazione e dai resultati generali ottenuti ai N.° 2
e 3 resulta:
La seconda linea diametrale principale é una quartica :
Essa puo riguardarsi :
1° Come il luogo dei centri delle cubiche diametrali ordinarie ;
20 Come il luogo dei punti le cui coniche polari sono parabole ;
3° Come Vinviluppo delle coniche diametrali ordinarie ».
L’equazione di questa curva e

UW-—-V=0

« Sei coniche diametrali st spezzano ognuna in due rette. Queste 12 rette
sono 12 bitangenti della seconda linea diametrale principale ».

Per uno qualunque dei sei punti doppi Pi delle coniche diametrali
passano le quattro seguenti curve :

1° La terza linea diametrale principale ;

20 La steineriana della quartica primitiva ;

3° La jacobiana della rete di coniche individuata dalle tre U, V , W;

4° I’hessiana della cubica diametrale del punto all’infinito la cut co-
nica diametrale ha per punto doppio il punto P;.

La jacobiana della rete individuata da U ; V ; W contiene pure i tre
punti diagonali di ogni quadrangolo determinato dai quattro centri di ogni
cubica diametrale.

Le sei coppie di rette in cui si spezzano le coniche diametrali essen-
do bitangenti della quartica :

UW —-VZ=0
sono anche tangenti semplici della Cayleyana della rete individuata da
U Vi, W
I sei valori di 4 che annullano il discriminante di
PU+22V4H+W=0

sono i sei parametri dei sei punti all’infinito dell’hessiana della quartica
primitiva. Se quindi dai sei punti P; si tirano delle rette che abbiano per
parametri dei punti all’lnfinito i corrispondenti sei valori di i1 suddetti,
si otterranno sei tangenti della Cayleyana della quartica data.
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La jacobiana della rete individuata da U , V , W incontra la seconda
linea diametrale principale in 12 punti; esistono dunque 12 coniche dia-
metrali ognuna delle quali ha a comune con questa linea un quadri-punto
¢ due bi-punti: ma ogni quaderna di punti di contatto di una conica dia-
metrale con la seconda linea diametrale principale ; costituisce quattro cen-
tri di una cubica diametrale e se due di questi centri coincidono la cu-
bica e cuspidale; d’altra parte nel fascio delle cubiche diametrali ve ne
sono 12 e non piu con un punto doppio, dunque se ne conclude che :

« Tutte le cubiche diametrali di genere zero sono cuspidali ».

La terza linea diametrale principale e I'ipocicloide di Steiner.

56. Fra tutte le linee diametrali di una quartica, la pit notevole & la
terza linea diametrale principale. Secondo i resultati generali questa linea
puo riguardarsi :

1° Come il luogo dei centri delle coniche diametrali ordinarie;

2° Come il luogo dei punti le cui cubiche polari toccano la retta
all’ infinito ;

3° Come U inviluppo dei diametri.

Questa curva & del 4° ordine e di 3° classe; possiede quindi tre cu-
spidi e una bitangente. Si presenta percio naturalmente la questione di
ricercare se essa pud essese un ipocicloide di Steiner.

Vediamo intanto come si possa trovarne ’equazione.

Ponendo

by = ayy44 @y + ayqy0 X9+ Bryy 25
by = a4y % 1 G190 X3+ Brya X3
by = 190 %y + U999 T3 1 Prag 24

1
by = 990 @y + U090 T3 T Page X3

il diametro di un punto Yy s Y25 0) e

(1) boy  +3b,ylys +3byy "+ 039" =0.

Resulta intanto che per un punto P del piano passano tre diametri della
quartica. Si ritrova cosl che la curva di cui si cerca ’equazione e di 3*
classe.

D’altra parte essa fa certamente parte del luogo di un punto P tale
che coincidano due dei tre diametri della curva che passano per esso.
Siano I , m , n questi diametri. Due di queste tre rette; per esempio
1 , m possono cincidere per due ragioni diverse; o perche un polo di
l e uno di m coincidono in uno stesso punto all’infinito e allora il
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stesso punto dell’ infinito e allora il luogo del punto P & Vinviluppo dei
diametri : o perche due poli di ! sono situati all’ infinito (coincidenti, o no);
in quest’ ultimo caso il luogo del punto P costituisce 1’ insieme delle bi-
tangenti dell’ inviluppo precedente.

E per questo che quando si annulla il diseriminante della binaria (1)
in y, , y, si ottiene una equazione cui soddisfa il solo inviluppo, ma non
I’insieme delle sue bitangenti, quantunque tanto per un punto di una
bitangente quanto per un punto dell’ inviluppo passino due diametri coin-
cidenti della quartica.

L’equazione dell’ inviluppo & dunque :
P,=107b’— 6b,b b0y + 40°by 4 40,0,° — 3b,>b,2 =0
cioé una curva del 49 ordine.
I’equazione precedente puo anche porsi sotto la forma di determinante:

by, 2b, b, 0
0 b, 2b, b
B — i 2=
b, 2b, b; O
0 b, 2b, b,
57. Se si annulla identicamente I’hessiano della binaria (1) del N° 56,
si ottengono le condizioni che devono essere soddisfatte affinche le tre

radici della (1) nel rapporto Y1 siano coincidenti. Queste condizioni sono le

Y2

seguenti:
by b b
by by by

Dunque i tre punti comuni alle tre coniche:

Uy, =>bg b, —b>=0

Ve=20pb; —b, b, =0

W, =20b,b;—b’=0
saranno tali che i tre diametri I , m , » passanti per ognuno di essi coin-
cideranno percheé un polo di !, uno di m, e uno di » sono riuniti in un
sol punto all’infinito. B per questo che le tre coniche precedenti non pas-
sano per i punti di contatto della bitangente quantunque ognuno di que-
sti punti sia tale che coincidano in una sola retta i tre diametri della
quartica passanti per esso: questa coincidenza avviene ivi perche due poli

di I sono all’infinito non coincidenti e un polo del diametro rimanente m
coincide con uno dei poli di I all’infinito.

Crant. 7
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Dunque: Le tre coniche uy , v, , w, passano per le tre cuspidi della
quartica P, . Gli altri due punti in cui v, incontra u, e w, sono quelli
in cui P, é toccato dalle rette by , b, e anche appartengono il primo alla

retta b, ; il secondo alla retta b,.
11 punto comune a u, e w, (non giacente su v, ) sta sulle rette b, e b,

contemporaneamente ma non appartiene a P,.
Queste proprieta si verificano direttamente sulle equazioni di u, ; v, ;

w, e su quella di P, la quale pud anche scriversi sotto la forma:
vy (bopby — 40, b,) + 4 (02w, — b’u, ) =0.

58. Se si sostituiscono per b, , b, , b, , by i loro valori si trova:

e 2 2 2 2 b
Uy = T4 ’ Qi Grizz — @112 ; + z, {01112 Q222 — G122 z ot

+ Xy Ty ; Qi G222 — Q1112 G122 ‘ ==

+ a3’ z Buur Brzz — Bz
+ @, @y ¥aun Praz + anze fin — 2ana fue f o
+ @z 24 g anz Braz + Pizs .amz — 2anss fuz }———0 .
Wy = ,° x G112 Graze — @'z z o “’22; Ayp9s Qa9 — @pam z +

Aq112 G222 — Q122 A1222 ! +

+¢i Ty

+ @3 { Buiz Bazz — Baz
+ z, 7, g ainz Baze + Giz2e Priz — 2an12: Pron ; +

ai122 13222 + A2222 énz — 2a;95 /3122 ‘: 0.

+ @y a4

Segue, per i resultati del N’ 49, che le due coniche:

S, =0 i, —0

coincidono con le coniche diametrali principali delle due cubiche:

a
—z{a4+asm3§=0,

D

a, + ag x5} = 0,

i
R
a &y
onde ogni cuspide della quartica P, & centro comune a due delle coniche
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diametrali ordinarie delle cubiche precedenti.

59. E noto che la caratteristica della ipocicloide steineriana (fra tutte
le ipocicloidi) & di toccare la retta all’infinito nei punti ciclici del piano.
Se dunque riesciamo a trovare le condizioni analitiche che debbono es-
sere soddisfatte affinche la bitangente della quartica tricuspidale P, sia
la retta all’infinito e i punti di contatto sieno i punti ciclici, i diametri
della quartica primitiva invilupperanno l’ipocicloide suddetta.

Ora le condizioni percheé una curva di grado » pari tocchi % volte

la retta all’infinito nei punti ciclici sono state trovate in generale al N° 7
e chiamammo allora ipercicliche le curve che godevano questa proprieta.
Nel caso nostro queste condizioni si riducono a che la binaria biqua-
dratica in x, , x, che entra nell’equazione della curva sia la potenza se-
conda, a meno di un coeffiente esterno, di ¢

w,z + {l?-zz-

Se quindi s’indicano con Ay 5 Ajpz 5 - . ., 1 coefficienti di questa
binaria, nella equazione di P, , dovremmo avere:

1
Aun = A2222 =t —2‘A1122a

Ay = Amzz =0.

Ma la binaria biquadratica in x, , a,, nell’equazione di P,, & eviden-
temente il determinante :
a1y - A 2 (@ @y - e T2);  ape ;1 Q122222 0
0 5 e @y anp®s ;2 (@1112 Ty - G112 23); Ar12e x4 + @122 @5
Q111224 + A1122%25 2 (G112 T, + @22 2); @y 24 + 02222 X325 0 =

0 3 Guie®y ez ; 2 (ans Ty + Q1232 X2); C1209 X4 + @90 @5

Le condizioni richieste sono dunque le quattro seguenti:

ann 2 ae ajze 0 a2 2 oag1e ajaze 0 ;
9 0 a2 @ ans: 9 0 a1z 2 Qrize Qoo
iz 2 apes @z 0 ay132 2 @y Qg2 0

0 G112 2 Opres Qpa2 0 oz 2 Gi9e Ggomn
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A 2 iz Ggase O
0 Gpinn 2 @192 Ggaze
Q12 2 Oqpz2 Cagee 0

0 G112 2 Oyzan Gigzen

Gy11g 2 Gppea Oy 0
0 Q112 2 Gyp12 Gpaze
W1z 2 Ogges Qo 0

0 G122 2 Gyyoa Oaze

1 2 Gppge Ogooe O
0 G112 2 Gypze Gpze
A1z 2 Gggp gz 0

0 U122 2 Qya9s Qpa2z

G112 Gz Qo2 0
0 11 2 Qe Gyans
A1z 2 Gypap Qgaes 0

0 U112 2 Gypae Gagzs

Gy 2 Oppge Ogpee 0
0 Q112 2 Gyppe Opas
iz 2 Oage  O22: 0

0 G192 2 Q92 Oooss

apn 2 apae Gy 0
0 Az 2 ang Gyan
G2 2 @rags  @zo90 0

0 Q1132 2 Gy295 G299

iz 2 ayze @y 0
0 Az 2 Gpire Grage

Qyy93 2 Qaae G222 0

0 ayy2s 2 Gyyz0 G209

Qe 2 Qa2 Gppge 0
0 A1z 2 Oq1yz Goaas
Gpos 2 Gaoe  Oygze 0

0 G122 2 19 Gyosn

iz 2 @z (g O
0 G112 @ypae Gy
G122 2 Ogpzs Goses 0

0 G112 2 Oyags Ohyzes

Ginnz 2 G2 G2 0
0 Gyrnn 2 Gyppe Gpaze
Qppoo 2 Gypen Oz 0

0 Q12 2 Gyyag Oans

G111 2 Gppgz CGgaee 0
0 G111 2 G122 Gqpas
Gyrnz 2 Gppay Oagge 0

0 11z 2 0292 Gyass

Q12 2 Gz Ogpee 0
0 Gy 2 Gyre Opies
Qo2 2 Ogpoz  Ozza 0

0 ay112 2 Q22 Ozan

e 2 Gz Gpase 0
0 ann 2 ayan Aoz
ans 2 ana A 0

0 Ay112 2 G299 A2z

s 2 Gypa @pen 0
0 a1z 2 Gpizs Ao

ayraz 2 Gy9s  @3292 0

0 Qy122 2 Gy995 Ayazn

..
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Dunque: « Esiste un sistema ool di quartiche tali che il luogo dei
centri delle loro coniche diametrali é Uipocicloide di Steiner; ovvero tali che
ogni loro diametro é la retta che unisce i piedi delle perpendicolari abbassate
da un punto qualunque di un determinato cerchio del piano sopra i lati di
un triangolo iscritto nel cerchio ».

60. C’¢ un caso assai semplice in cui le condizioni precedenti sono
soddisfatte.

Se nelle equazioni trovate poniamo:

A2 = G293 = 0
si ottiene:

Ap11 = G323 = 3 Gy122

2222

cioe anche nella equazione della quartica primitiva U, la binaria biqua-
dratica in x,, 2, & il quadrato di »,® 4 x,%; o altrimenti anche U, tocca
la retta all’infinito nei punti eiclici.

Possiamo dunque dare quest’altra generazione dell’ipocicloide di
Steiner:

« Bssa ¢é il luogo dei centri delle coniche diametrali ordinarie, o Vin-
viluppo dei diametri di una quartica di genere tre bitangente alla retta all’in-
finito nei punti ciclici del ptano della quartica ».

61. I diametri di questa curva potranno quindi accoppiarsi in modo
che quelli di ciascuna coppia siano ortogonali fra loro; i punti d’incontro
dei diametri di ciascuna coppia sono situati sopra un cerchio che vogliamo
ora determinare. Basta perci0 rammentare che, secondo i resultati di Stei-
ner relativamente a questa ipocicloide, il centro di questo cerchio e il suo
A raggio possono trovarsi cosi:

Sia M il punto comune a due tangenti ortogonali a e b; N e P i punti
di contatto di a e b, se Q & il punto di mezzo di N P (la quale & un’al-
tra tangente) il cerchio che ha per diametro M Q e per centro il punto
di mezzo di M Q e il cerchio richesto.

Nel caso del n. precedente posto a;;;; — 1; cio che e sempre possi-
bile, percheé basta dividere tutti gli altri coefficienti della quartica per
a;i;1; abbiamo:

x
bo=x, + Pz ; b= '52— + B2 %33

x
b2:"31—+ﬁ122-”3 ’ bszwz‘l‘ﬁzzzwg-
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Se quindi il triangolo fondamentale & preso rettangolo in (0, 0, 1) le
rette by, b, sono ortogonali; ma abbiamo veduto (n. 57) che esse sono tan-
genti alla quartice P, mnei loro punti d’incontro con b,, b, rispettivamente;
dunque per punti N e P possono prendersi i punti:

(o 5 by ) (b5 by)
e per punto M Daltro (b,, by); per punto Q il punto di mezzo del seg-
mento che unisce i punti (b, b,); (by, bg)-
Ora e
M= (— fu1; — 222)
N=(—fu;—3Bu) ; P=(—3pun;— fo)

e quindi:

Q=(— ﬁlll+3ﬂ122 R 3ﬁ112+ﬂ222)
2 i 2 5
percid le coordinate del centro del cerchio da determinarsi sono:

wo=—§' %ﬁlll"l"ﬁlz?z iyoz—; ;ﬂlm"l‘ﬁm% )

il suo raggio:

i‘l/(ﬁnl— 3 Bu2)® + (P — 3 fina )’

e la sua equazione:

{1sw+a<ﬂm+ﬂm>} +¥16y+3(ﬂm+ﬁm) =

=<ﬂ111—3ﬂm)’+(ﬁm ¥l 3ﬂm)’7

Conosciuto questo cerchio, esiste una costruzione semplicissima, data dal
prof. Cremona, per mezzo della quale si ottengono quante tangenti si vo-
gliono di P,; ma il cerchio precedente si costruisce subito date le rette
by s by, by, by ; ecco dunque come mediante la costruzione suddetta si
possano costruire quanti diametri si vogliono di una quartica bitangente
alla retta all’infinito nei punti ciclici.
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62. Cerchiamo le tangenti cuspidali. E noto che esse passano per il
centro del cerchio precedente e sono ugualmente inclinate 'una sull’altra

di % Queste tre tangenti sono i tre diametri di U, che passano per il

punto (a, , ¥,) ¢ quindi i parametri dei punti all’infinito di cui esse sono
diametri si otterranno sostituendo nell’equazione del diametro x; ; v, ; 1
per x; ; x2 ; x; e risolvendo rispetto a 1 la cubica che ne resulta la
quale &:

(1) 13§35122—ﬂ111% + 312%&22“ 313112$+

+3}~3[31u—313122$+313112—5222=0-
Se 1, & una radice della precedente equazione, I’angolo ® che una retta
passante per A, all’infinito fa con 1’asse delle x, sard dato da
cotg w = 4, .

Siceccome ogni diametro di U, e perpendicolare al suo corrispondente si-
stema di corde; cosl ne viene che le tre radici 4, , 4, , 45 della equazio-
ne precedente devono essere parametri di punti all’infinito di rette fa-

centi a due, a due un angolo di % , O -23_:1 , dunque sara:
l—cotg(w+2n)— V3414
3 —_ — 9
y 3 1—14,/3
14 FIEIEeE § )
J.:cot-g(w ——)_—_‘—_
; T3 144,73

Dunque le tangenti cuspidali saranno le tre rette passanti per (xo , ¥,)
e aventi per coefficienti angolari:

M+Y3 . 4+)8
R s L B

A7

dove A, & una radice della (1).

Le tre tangenti di P, , perpendicolari rispettivamente a queste tre tan-
genti cuspidali, si otterranno sostituendo successivamente nell’equazione
del diametro di U, a 4:
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_1 .1_}‘1}/?’_.1—'_)‘1'/3 )
M A +3 A — Y3

Esse saranno dunque:
Pa=1D0y+3b 0 + 300"+ bsh?=0,

_(1—AgFp 1— 43 g
q”“”°§x, Fpa T ;TJ?E‘ +3”’§YT+—V§§+"3—°

1443 ) L) e

A, — I3
Se s’indicano con p,’ , ¢, , r,’ le tangenti cuspidali di P, e dal punto
(@ 4 Yo ) melle direzioni rispettive:

1—4Ly3 )
fz=bo;ii——_i—:l,§ +3b43

(P p2") (%o 5 %)
(¢= ¢") (a0 5 o)
(72 75 ) (20 5 yo)

(essendo ( p, p,’) il punto comune a p, , p, ; ec.) e si porta un segmento
uguale a

TV (Buas = 3 i + (rza — 3 pa”

si trovano le tre cuspidi della curva P,.

63. Riassumendo: « Possiamo costruire il luogo dei centri delle coni-
che diametrali di una quartica di genere 3 litangenie alla retta all’infi-
nito mei punti ciclici, facendo rotolare nell’interno del cerchio:

{16 % + 3 (Byyy 1 Bizo) t2+ %16 g A8 R e Bl 23

=9 ’ (Biss — 3 Broa)® + (Boge — 3 Buyol? z

un altro cerchio di raggio

%V (ﬂtu =3 ﬁuz)’ + (.3222 — ﬂuz)’

- .
e AR
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il quale nella posizione iniziale tocca il cerchio precedente in uno dei tre
punti (pr p.)) ; @z 4 ; (s 7)) antecedentemente determinati: il luogo é
allora descritto da questo punto di contafto.

I’ insieme delle tangenti a questo luogo, cioé tutti i diametri della quar-
tica data, é costituito dall’insieme di tutte le rette che uniscono i piedi delle
perpendicolari tirate sui lati del triangolo delle tre rette p, , q. , v, da
un punto del cerchio circoscritto a questo triangolo ». Il raggio di questo
cerchio ¢ :

1 : 5
% V (Bygs — 3 Biag) + (Bage — 3 Buyo)’

64. Linee diametrali coniugate. La cubica diametrale di un punto A ha
tre punti all’infinito B , C , D: i diametri di questi tre punti passando
per A sono paralleli: questi tre diametri li chiameremo coniugati alla cu-
bica di A e viceverca. Resulta quindi che tre tangenti parallele della ter-
za linea diametrale principale costituiscono tre diametri coniugati a una
stessa cubica diametrale.

Dalla equazione del diametro di un punto di parametro 1 segue che
il parametro 1, del punto all’infinito di questo diametro & dato da

Ay = — %1112 1:? +3 }'7 @199 + 3 4 G999 + A
ayyqq A+ 3 X 0yyyp + 32 0490 | 000

e si ritrova che per un valore di 1 ¢’¢ un sol valore di 1, mentre per un
valore di 1, ci sono tre valori per A.
L’equazione di 3° grado in 1’:

3 2 ’
Ayg19A° + 317 ayi90 + 31 @909 | 9900 i
3 72 o987 N
Oy A7 307 ayy00 + 31 ayy0n + G900

da i tre valori dei parametri dei punti all’infinito della cubica diametrale
di A,. Uno di questi ¢ A naturalmente; gli altri due vengono quindi a
dipendere da una equezione di secondo grado.

Se si pone per brevita :

Q142 B3 Uyi90 1 3K Gy99p + aAgogy —a,
ay N+ 3% aygy9 + 3 A ay90 1 G99 =0,
il coefficiente di A" nella (1) &:

) M+

i b — ayy @
il coefficiente di A”:

3 (a1122 b — ayrp @)
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il termine indipendente :
Gy O — @y a.
Dunque la somma e il prodotto delle radici saranno rispettivamente :

3 (a2 @ — ay2 b) 1923 @ — Qa9 b 3

’
aje b — apn @ a b — apn a

Percio gli altri due valori di A’ che si cercano, saranno le radici della e-
quazione di 2° grado:

3 (a2 b — agz @)

A4 +A eV +

anp b — ajn @

1 @100 — Qo b i
A oappb —anna

Se 1,, A,” sono le radici di questa equazione se ne conclude:
« 1 tre sistemi di corde parallele aventi per parametri dei punti all’in-
finito :

A A A'2'

ammettono diametri paralleli ».

11 discriminante della (1) & di 12° grado in 1; dunque fra queste in-
finite terne ve ne sono 12 ognuna delle quali possiede due sistemi coinci-
denti.

65. La conica diametrale # di un punto A ha due punti al-
Pinfinito B, C; le coniche diametrali &, I di questi due punti passano per
A: chiameremo h, ! le due coniche diametrali coniugate della conica dia-
metrale k.

Dall’equazione della conica diametrale di un punto di parametro A, si
deduce che i paramenti dei punti all’infinito di essa sono le radici della
equazione di 2° grado in 4,:

Mz 3 agpn1 A 4 2 o112 A + ane ‘ e

(2) -2 Mg a1z A+ 2 ayie A 4 agen % -+
+ e A 4 2 0pamn d - 000 = 0

se 4, A,” sono queste radici, le coniche diametrali di 4,”, 1,” hanno co-
mune la direzione di un asintoto.
66. Dai resultati precedenti apparisce chiaro che i punti all’infinito
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dei diametri e quelli delle cubiche diametrali individuano sulla retta al-
Pinfinito una corrispondenza di Chasles (1; 3); al punto all’infinito di un
diametro corrispondendo i tre punti all’infinito della cubica diametrale co-
niugata. Cosi dalla (2; del n. precedente resulta che le coniche diametrali
coniugate individuano sulla retta all’infinito una corrispondenza di Chasles
(2; 2): perdo quest’ultima e piu notevole giacche la (2) essendo simmetrica
in A e 1, succede che preso un punto sulla retta all’infinito, questo indi-
vidua sempre gli stessi due corrispondenti tanto se si considera apparte-
nente all’una, o all’altra, delle due punteggiate proiettive sovrapposte.

Queste due corrispondenze di Chasles hanno evidentemente a comune
i quattro punti uniti e sono i quattro punti all’infinito della quartica.

Quartiche di genere uno.

67. I teoremi precedenti si applicano senza notevoli modificazioni alle
quartiche di genere due. Fra quelle di genere uno sono interessanti quelle
i cui due punti doppi sono all’infinito.

Se si prendono questi due punti per i due vertici (0, 1, 0); (1, O,
0) del triangolo fondamentale, equazione di queste quartiche pud porsi
sotto la forma.

w2y + 22 wp a5 Loy + macy) +

Fx’laxfba'fexy 2 oy + 29252, +2h a2, p =0,

Confrontandola con l’equazione generale di una quartica, sotto la for-
ma data nel N° 54, si ha:

G111 = @ 1112 == G293 = Ggz99 — 0 y . Cpae — E

l m
i = /3222 =0 ; PBu 3 Brz= 8. :

6
h b
7“__—6 ; 712:'6 ’ 72323’
- RO Lo
61:‘?): ’ 62:7‘3‘7
aGg==¢-

L’equazione del diametro di un punto (y, , ¥, , 0) si riduce a:

YV wi—i—mﬂfg%-kyizygamg—}—lws — 9
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I tre diametri passanti per un punto P qualunque del piano sono
dunque costituiti da due rette aventi le direzioni dei punti doppi all’in-
finito e dalla congiungente di P col punto di coordinate (— m , —1,1):
dunque la terza linea diametrale principale si spezza nei due punti dop-
pi e nel punto (— m ; — l;1). Segue che tutte le coniche diametrali
sono concentriche eccettuate le due coppie di tangenti nei punti doppi le
quali costituiscono le coniche diametrali di quei punti stessi. Dunque

« Tutte le quartiche la cui equazione puo dedursi dalla:

xwy + 2 a3 (lay +may) + a3 U =0

mantenendo fissi | ed m e facendo variare i coefficienti della U = 0 in mo-
do da portarla a coincidere con qualunque conica del piano, hanno a comu-
ne il centro delle coniche diametrali ».

68. L’equazione della conica diametrale di un punto all’infinito di
parametro 1 e:

x? + Mt + ot al’—|—2hl+b2 i

+4w1xz7‘+2"31w3%2”‘+m$+

+2a;2a;3; llz-}—‘lmlé’:().

Le coordinate del centro sono:
— S . s g X5 3R

Si ha cosi una conferma di un resultato ottenuto nel N, precedente.
Se si pone

U=ux,4axy+ 21 x5,
V=2ha?+2x, 2+ 2l x5+ 2mex,x;,
W=ua’+bxs+2maz x,

I’equazione della seconda linea diametrale principale é:
UW—N*=10

cioe:
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m

§w1+?x2$+

2 2
x 2y’ + 2 @y 2y 25

4 a

sl

abd 2h

, [4
+ x’ (ghz—?)+2*3—171 x5+
2hm bl s 2hl am\(
+2m2w3(T —g)—f--fm x (T—T)é—o-

Questa equazione & della forma di quella della quartica data, dunque:
’ « La seconda linea diametrale principale é una quartica che ha gli stessi
punti doppi della quartica primitiva ».

La seconda linea diametrale principale ha per centro delle sue coni-
che diametrali il punto (— I, — m, 3-; se ora di questa curva si cercasse
ancora la seconda linea diametrale principale, troveremmo analogamente
(— 1, —m, 9) per centro delle sue coniche diametrali e cosi continuando
ne concludiamo che:

« I centri delle coniche diametrali di quartiche dedotte Vuna dallaltra
in modo che ognuna sia la seconda linea diamctrale principale della prece-
dente; e la prima (e quindi tutte) abbiano due punti doppi allinfinito; si
muovono sopra una retta avvicinandosi continuamente fra loro e tendendo
verso un punto fisso il quale éil vertice (0, 0, 1) del triangolo fondomentale
se gli altri due sono situati met due punti doppi ».

69. L’equazione della cubica diametrale di un punto (y,, ¥,, 0) diviene:

+xlays + @ 7y, +

%’%yyrkyfz

+371“’32§a?/1+h?/2 +“’12ﬂ”31y2+w2“’32§h%+b@lz%‘*‘

—!—w22w3myi+2xim2m3§ly,—{—my2£:0.

Tutte le cubiche diametrali passano per i punti doppi della curva e quindi
la corrispondenza (1; 3) di Chasles sulla retta all’infinito viene ad essere
un po’ modificata, giaccheé un punto di parametro A ha per corrispondenti
i due punti doppi che naturalmente non variano al variare di A e uno solo
che dipende da 1; questa dipendenza si ricava dalle formole del n. 64: da
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esse resulta che il punto corrispondente di A, diverso dai punti doppi della
quartica, e il punto di parametro — A

In questo caso dunque i due punti doppi nei quali vengono a cadere
i quattro punti uniti della corrispondenza, corrispondono a qualunque punto
P della retta all’infinito insieme al coniugato armonico di P rispetto ad
essi; o in altre parole, la corrispondenza (1; 3) di Chasles si riduce in
questo caso a una involuzione ordinaria i cui punti doppi sono i punti
doppi della quartica. Dunque:

« Il coniugato armonico di P, rispetto a questi punti doppi, é il punto
allinfinito P’ del diametro di P; se questo diametro é un asse, la coppia
P, P’ separa armonicamente anche la coppia dei punti ciclici del piano, cioé
P, P’ sono gli elementi doppi dellinvoluzione individuata, sulla retta all’in-
finito dai punti doppi della quartica e dai punti ciclici del suo piano ».

70. La lemniscata di Bernoulli, 1a Iumaca di Pascal e la cardioide.

Se il triangolo fondamentale & rettangolo nel vertice (1 , 0 , 0), se
in questo punto & situato quello fra i punti doppi di queste tre curve
che & a distanza finita e il lato ;3 = 0 & la retta all’infinito del loro pia-
no, ’equazione di queste tre curve possono dedursi dall’unica

()t — 272,23 = @’ g’ (" + ')

Tutte e tre queste curve sono quartiche di genere zero. Se nel 2° mem-
bro si prende il segno superiore si ha la lumaca di Pascal; r essendo
il raggio del cerchio generatore; a la lunghezza costante che si riporta
sul raggio vettore: questa curva ha un nodo all’origine e come caso par-
ticolare ne viene la cardioide quando 2 r — a; essa ha una cuspide al-
Porigine; tanto la lumaca quanto la cardioide sono quartiche cartesiane
cioe hanno due cuspidi nei punti cielici, le loro tangenti cuspidali essendo
le due rette che partono dal centro del cerchio generatore e vanno ai
punti ciclici stessi; il lato a2 — 0 del triangolo fondamentale & per en-
trambe una retta di simmetria e per la cardioide & la 3* tangente cuspi-
dale, mentre per la lumaca ¢ una delle bissettrici dell’angolo delle tan-
genti nodali.

Se poi neil’equazione precedente si fa » — 0 e si prende il segno
inferiore nel 2° membro, si ottiene 1’equazione della lemmiscata di Ber-
noulli la quale ha tre nodi, uno all’origine e gli altri nei due punti cielici:
¢ dunque una quartica bicircolare. La distanza dei due punti fissi (tali
che & costante il prodotto delle loro distanze da qualunque punto della

a
curva) dal nodo, origine delle coordinate, ¢ + —= . Questa curva & una

/3

oy
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quartica simmetrica rispetto a due rette ortogonali. Le tangenti nodali
nei punti cieliei sono:

[
\

a ; a
mi_i_,z,(.-Jt'2 —2=;(-3):O ’mi——'z(mg-—-—}—ng):o,

\
\

cioe le due coppie di rette che partono dai due punti fissi suddetti e
vanno ai punti ciclici del piano. Questi due punti sono quindi due fuochi
della lemniscata, come e un fuoco della lumaca e della cardioide il centro
del cerchio generatore.

71. Noi porremo l’equazione del n. preeedente sotto la solita forma

et @ —4r)+ axy

+

o3

+x544 chla +4rx T, — (mf - m22)2 =0

L’equazione del diametro di un punto di coordinate (y,, y,, 0) &

%912+y22% Yy (g ""1’3)—332’!/2%:0

La terza linea diametrale si spezza quindi in tre punti che sono i tre
punti doppi. Cosl tutte le coniche diametrali della lumaca e della car-
dioide sono concentriche al cerchio generatore, quelle della lemniscata al
nodo che e a distanza finita.

Le coniche diametrali che si spezzano sono sei ed hanno per punto
doppio il centro del cerchio generatore nel caso della conchiglia e della
cardioide; questo punto sara dunque almeno sestuplo per le Steineriane
delle due curve. Nel caso della lemniscata, solamente quattro delle coni-
che diametrali che si spezzano hanno per punto doppio il nodo reale per-
che le altre due sono le due coppie di tangenti nei punti ciclici, ma per
Dorigine passano pure le due tangenti nodali le quali costituiscono la co-
nica polare dell’origine stessa; dunque la Steineriana della lemniscata ha
almeno un punto quintuplo nel nodo reale della lemniscata stessa.

72. L’equazione della conica diametrale di un punto (y,, y,, 0; €
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2 2 yzz 2 3/13 2
Ui + == — &y -2 S + Y2 _.I._
a— 4

a? 4
+ x5’ ;—6?/12 iTyz’% T3 TY1 Y2 o

‘ r 2
+2‘”1%;"%2+§y22 +2%% .57y yp=0.

Le coordinate del centro sono:

i B
—‘g‘ w'+yy ; 0 ;5 — 3 (y" + 92?

cio che conferma i resultati del N° precedente. Se si pone:

U= B O o vy a

2 2
V=—‘3"m‘w2—§'m2m3

x® @ Oy
W—_—"—é “’2212"”3’_‘6 +'§‘51933

L’equazione della seconda linea diametrale principale e:
UW-—-V2=0
Ossia:
: e L
(@) + 29" + x,® 4’ §4f’—a—“6—i§ 5
i 2 2 ! b ol il - L 0, 5% 2,

a—49 o
t—gg vt —drale+ 4

bl

3 T 2 2: az r 2 X

+ @, 5 g(a—4’)i“2— —4rx, xy vy =0

Se si adottano i segni superiori dove se ne hanno due si ottiene la se- -
conda linea diametrale principale della conchiglia. B una quartica bicirco- &
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lare, non passa per l'origine, ammette la retta x, — 0 per asse di simme-
tria: per 2r = a si ottiene la seconda linea diametrale prinecipale della
cardioide:

2

= m32

27" (@ + @’ — 27 2, ) % :

Questa curva & cartesiana; passa per la cuspide reale della cardioide a.
vendo ivi per tangente ’asse x, = 0; ¢ simmetrica rispetto alla retta
2, — 0. La seconda linea diametrale principale della lemniscata &

2 * R .acia U PPt 2
x, + ay +1—2‘”3 i e MR

E una curva bicireolare non passante per il nodo reale della lemniscata:

¢ simmetrica rispetto a @, =0, o, = 0.
73. I’equazione della cubica diametrale di un punto (y,, g,, 0) &:

—x’ Yy — X Yy — X, Ty Yo — X, &2 Yy, + 32 3y, +
a — 4r® a?
+ @y x5’ Yy —Q—“+“'22‘1’37?/1 %+ 2—32“’23?/2 o4
22 wpay Ty, = 0.

In particolare le cubiche diametrali dei punti (1, 0, 0), (0, 1, 0) sono:

2 a1
2 i
4 P m3,r—07

3
2y ; (@, — 3 rx;) + x' — a3’

Ty %(a-.i —r &) + 2,2 —x)’ (i-_a;—ﬁ) é — 0.

Dunque, nel caso della lumaca e della cardioide la cubica diame-
trale del coniugato armonico (rispetto alla coppia dei punti ciclici) del pun-
to all’infinito dell’asse, si spezza nell’asse e in un cerchio concentrico al

2
cardioide. I nove centri di queste due curve si trovano con facilita. La
lumaca ne ha quattro nei punti ciclici, uno nel nodo reale ; gli altri quat-
tro sono i due punti d’incontro del cerchio

cerchio generatore il cui raggio e V per la lumaca e r} 3 perla
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pieap tac¥io Bl MATEMATICA
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&, ¢ a® 4417
(wi—rms) —rmz’—ws’(—————{; )=0
col lato 2, =0 e i due punti d’incontro del cerchio
3 : 2a*4 1
(az1 —’5""'”3) +x22—x3’(-—4+——) =0

col lato #, = 0 del triangolo fondamentale.

Quindi i quattro centri della lumaca, che non cadono nei punti doppi,
hanno per coordinate :

3 2a® 12
0 T e VT 1§
3 2a’4 7
0 g - |/ ——4+— 25
] [a*— 47
T T 0 sad
sitnati sulla perpendicolare alla retta
. di simmetria.
i s 0 5 il

La cardioide ha quattro centri nei punti ciclici, uno nella cuspide reale
(considerata come punto doppio); in essa, per le formole precedenti, ne ven-
gono a coincidere altri tre, onde questa cuspide contiene quattro centri
della curva; il centro rimanente (I’unico che non sia situato nei punti
doppi) si trova sulla retta di simmetria distante dall’origine il triplo del
raggio del cerchio generatore e nel senso del segmento che va dal nodo reale
al centro del suddetto cerchio.

Le cubiche diametrali dei punti (1 , 0, 0), (0 , 1 , 0) rispetto alla
lemniscata sono :

situati sulla retta di simmetria,

- &k
Xy § Ty +"”22__2‘“'32 =0,

a2
w2%w1’ 4 “"22‘{‘—2—“732 =0.

Esse dunque si spezzano nei due assi di simmetria della curva e
in due cerchi concentrici al nodo reale e di raggio uguale ma reale nel-
Puno, immaginario nell’altro. Questi due cerchi si toccano dunque nei

punti ciclici. Nasce quindi una contraddizione apparente, giacche la curva

ha quattro centri nei punti ciclici non avendo ivi due cuspidi. Questa
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contraddizione si toglie osservando che, se una curva ha un nodo o, la
prima polare di un punto o’ passa semplicemente per o essendo ivi tan-
gente alla coniugata armonica della retta o o’ rispetto alle tangenti nodali:
segue che le prime polari di due punti o’ , o” in linea retta con o si
toccano in o e questo e appunto il caso nostro.

I nove centri della lemniscata sono dunque costituiti dai due punti
ciclici contati ognuno due volte ; dal nodo reale; dai due punti fissi tali
che ¢ costante il prodotto delle loro distanze da un punto della curva e
da due altri punti immaginari coniugati situati sulla congiungente i due
punti fissi precedenti e alla distanza stessa dall’origine.

Noteremo finalmente come per tutte queste tre curve la corrispon-
denza (1 ; 3) di Chasles individuata, sulla retta all’infinito, dai diametri e
dalle loro cubiche diametrali coniugate, si riduca alla involuzione segnata
sulla stessa retta dai lati di un angolo retto che ruota attorno al vertice
e i cui punti doppi sono i punti ciclici del piano.

Assi di simmetria.

74. Particolarizzando a una quartica i resultati ottenuti al N° 6. pos-
siamo dire che:
« Data una retta

x, = mx, | n g
€ una quartica
a; —0

le condizioni che devono essere soddisfatte perché la retta sia un asse di sim-
metria della quartica sono :

am® =03 nan=0;a7nya @ =0;dqgae=0;
a a a a a a a a
am@ @a@=0;aquagpa =0,
a a a a a a
dove :

ai(l) — QZ(Z) — as(?') =11 H ax(l) — a3(2) =)

@ =—mn; a.® =n; 0, = —a, 0= —m.»

« Tutte le quartiche simmetriche rispetto a una medesima retta costitui-
scono un sistema oc® ».

75. Noi abbiamo gia dato al N° 37 I’equazione di quartiche simme-
triche rispetto a uno, due, tre, quattro assi. Vogliamo ora, analogamente
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a quanto si fece per le cubiche, dare un saggio del modo con cui si puo
studiare ed esaminare la forma di queste quartiche simmetriche.
Prendiamo per esempio a classificare quelle simmetriche rispetto a
tre assi.
Riferendo la curva a un sistema cartesiano ortogonale di cui 1'asse
delle  sia una retta di simmetria e l'origine il punto comune ai tre assi,
I’equazione puo porsi sotto la forma:

1) @+ +p@+¥)Fq@ —32y)+r=0
dove p , ¢ , v sono i tre parametri che servono ad individuare la curva.

Essa tocca la retta all’infinito nei punti ciclici ; dunque (N° 65) segue :

« La terza linea diametrale principale di una quartica di genere 3 sim-
metrica rispetto a tre assi é un’ ipocicloide di Steiner ».

76. Una curva del 4° ordine non singolare possiede sempre quattro
(e non piu) bitangenti di prima specie annoverando fra queste anche le
tangenti isolate.

Le quartiche che noi studiamo hanno dunque solamente tre bitangen-
ti di prima specie situate a distanza finita; la simmetria richiede quindi
che ognuna di esse sia perpendicolare a un asse. Le loro equazioni saranno
dunque della forma :

w——k—_:o,
z4V3.-yf2k=0,

z—|3-y+2k=0.
Gli otto punti di contatto delle quattro bitangenti di 1* specie stanno so-
pra una conica; siccome fra queste figura anche la retta all’infinito la
quale -tocca la quartica nei punti ciclici, cosi questa conica sara un cer-

chio; se J g e il suo raggio, per un noto teorema di Pliicker, 'equazione
della quartica pud scriversi:

@4y —oP—l@—R@—3 - y+ 2k
<@+V3-y+2K=0.

Confrontando questa equazione con la (1), se ne deducono le altre :

@

g+1=0;p4+20+3kl=0;r— 0" —4F1=0
ovvero:

@; 16K q—9K ¢ +6pgk+dr—p =0,

(B);320°+0"]48p —271 ¢+ 24p* 0+ 4p* +27¢" r=0.

e B T Ak 'ﬂuwwﬁ‘ Ak Ny o
SRR ee s R S S e
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« Nove bitangenti della quartica si dispongono dunque in tre triangoli
equilateri godenti la stessa simmetria della quartica: di queste move bitan-
genti tre sole sono di prima specie ».

77. I’equazione che da i punti d’incontro della quartica con un asse
di simmetria (per esempio con l’asse delle x) e

(?) e tgx'+pat+r=0.

Valendosi di questa equazione, si puo interpretare geometricamente
il fatto che la (a) possegga due, o tre radici uguali.
I diseriminanti della (a) e della (y) sono rispettivamente dati da:

256q2316r? —-—8p2r+p‘+9pq?r—%q‘r—.¥ L
2567‘:167’2——81721’—{—1)4-[-91)([’7”_ %¢,-__424_P3
Essi hanno dunque a comune il fattore
A=16r2——8p?r—}—p‘—}—9pq"r—2TZ—q*r_gif—3

esclusi quindi i casi ¢=0 , »r =0, segue che, quando la (y) ha una ra-
dice doppia, I’ha anche la (z). Ma quando la (y) ha una radice doppia, la
curva ha tre punti doppi; dunque se la {¢) ha una radice doppia la quar-
tica e di genere zero.

La (a) ha una radice tripla se il suo hessiano si annulla identicamen-
te, se cioé sono verificate le due relazioni :

2
r=— % ;4= —;— V2p .

La (y) ha una radice tripla se ¢ nullo il suo armonizzante e ’armonizzan-
te di essa e del suo hessiano. Eseguiti i debiti calcoli, si trova che queste
due condizioni coincidono con le precedenti; dunque quando la (y) ha una
radice tripla ’ha anche la (a), ma se la (a) ha una radice tripla la curva
possiede tre cuspidi anzi ¢ una ipocicloide di Steiner percheé tocca la retta
all’infinito nei punti eciclici; dunque se la (y) ha una radice tripla la cur-
va sara una ipocicloide Steineriana.

Se ¢ — 0 si annulla il discriminante della (a) senza che si annulli
quello della (y); la curva si spezza allora in due cerchi concentrici; se
invece & r — 0, si annulla il diseriminante della (y) senza che si annulli quello
della (a) e la quartica possiede un punto isolato all’origine.
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78. Premesse queste generalitd, vediamo quali ipotesi, relativamente
alla natura dei rami della curva, non sono in contraddizione con i principi
gia esposti e con i resultati ottenuti da Zeuthen nella gia citata memoria.
Queste ipotesi si possono raggruppare nel quadro seguente, osservando che
ogni ramo deve chiudersi a distanza finita perché la curva non ha punti
reali all’infinito.

I Un ramo { 1= Un'ovale fig. VII

(racchiude Vorigine)| 2* Un trifolio fig. VIII
II° Due rami 1* Due ovali fig. IX
(entrambi racchiu- { 2* Un’ovale e un trifolio fig. X
Cluattiche dono Vorigine) (Povale interna al trifoglio)
i noxlt . I Tre rami 1* Tre ovali fig. XI
SHg oM (nessuno racchiu-
de Vorigine) 2¢ Tre unifolii fig. XIII
IV® Quattro rami ( 1* Tre ovali e un trifolio fig. XII
(uno solo racchiu- { 2¢ Un’ovale e tre unifolii fig. XIV
de Uorigine) 3* Quattro ovali fig. XV
1° Tre nodi g g ;: spt:,cie _';iig %YYT’IIIII
I° Tre punti
doppi .3
(s Sopraie 2° Tre cuspidi fig. XVI
Ehiicstiche ) 3° Tre punti { Un’ovale (nota fig. XV)
singolari isolati e Un trifolio ( » » XII)

Un'ovale (nota fig. IX)

0
II° Un puntoi P Un pasio Un trifolio (» » X)

doppio isclato al- Tre ovali (» » XII)

Forigine e Tre unifolii(» » XIV)

79. Cerchiamo le corrispondenti condizioni analitiche. ~

i
4
E,
:
|
{
;

Quartiche non singolari.

Per esse soltanto e il prodotto 4 » diverso da zero. Ora 4 ha segno
uguale al discriminante della (a) e potra essere positivo, o negativo. Nel 1°
caso la (o) ha una sola radice reale; nel secondo le ha tutte e tre reali;
nel 1° si ha quindi un solo triangolo di bitangenti (quelle di 1* specie)
che goda la stessa simmetria della quartica; nel secondo se ne hanno tre:

=
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dunque quando 4 > 0 siamo nel I° o nel 1I° dei casi considerati nel
quadro precedente; quando invece 4 < 0 siamo nel III° o nel IV®.

Per distinguere il I° dal II° osserveremo che, nel I°, Passe delle y in-
contra la curva in due soli punti reali e quindi deve essere r < 0; nel
II° lo stesso asse lincontra in quattro punti reali, onde dovra aversi con-
temporaneamente » >0 ; p <0 ; p* >4 .

Se, essendo r < 0, non fossero contemporaneamente adempiute le al-
tre due condizioni p < 0 ; p® > 4 r; la curva sarebbe immaginaria giac-
ché non incontrandola in punti reali le tre perpendicolari agli assi pas-
santi per lorigine e dovendo la parte reale della curva chiudersi a di-
stanza finita, essa dovrebbe essere costituita da sei rami chiusi situati
nelle sei regioni in cui le 3 suddette rette dividono il piano. Ora una
quartica di 3° genere non pud possedere piu di quattro rami.

Lo stesso criterio che vale per distinguere il I° dal II° caso, vale per
distinguere il ITI° dal IVe.

80. Rimanendo sempre nel campo delle quartiche non singolari, ab-
biamo cosl esposto come si possono distinguere i casi I° , II° , III° , IVe
fra di loro. Vediamo ora come, in ognuno di essi, si possono distinguere
ulteriormente i sotto-casi stabiliti nel quadro precedente. Cominciamo dal
I° e dal II° insieme.

In entrambi il criterio che ci servird per distinguere i sotto-casi, sara
di considerare le bitangenti di prima specie.

Se la curva é costituita da una sola ovale, o da due ovali; le bitan-
genti di I* specie sono isolate; se invece la curva é costituita da un tri-
folio; o da un’ovale e un trifolio le bitangenti di 1* specie, all’infuori
della retta all’infinito, avranno reali i loro punti di contatto. Ora ’equa-
zione:

2) p+20—3kg=0

ci fornisce il raggio l/g_b del cerchio che contiene i punti di contatto delle
bitangenti di 1* specie; se dunque o & negativo, o se anche essendo po-
sitivo, Jo © minore della distanza che passa fra l'origine e una delle tre
bitangenti di 1* specie; queste non avranno punti reali comuni con la

curva, saranno cioe¢ tangenti isolate; se invece o & positivo e Yo & mag-
giore della distanza suddetta, le bitangenti di 1* specie toccheranno in
punti reali la curva. ;

Nei casi I? e II° 1a (a) ha una sola radice reale; se la indichiamo
con k, e chiamiamo p, il valore che si deduce dalla (2) quando in essa per
k si sostituisce k,; posto

Q, =g — ky’
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il criterio richiesto ci sard fornito dal segno di £, negativo nel 1° e po-
sitivo nel 2° dei due sotto-casi di I° e II°.

81. Questo medesimo criterio puo valere a farci distinguere, anche nei
casi ITI° e IVY,i rispettivi sottocasi fra di loro: perd & necessario fare le
le seguenti considerazioni.

Prima di tutto la (a) possiede allora tre radici reali: se s’indicano
con k, , ky , k3 e con o, , 0o, , 03 i valori corrispondenti di o che se ne
deducono per mezzo della equazione del N° precedente, si hanno tre quan-
tita 2 del cui segno bisogna accertarsi e cioe:

Q=9 —k?; Q=0 —k'; Q=0 —k?

e di queste tre, non piu di una pud essere negativa, giacche dal segno
negativo di una sola di esse consegue l’esistenza di tre tangenti isolate
che sono bitangenti di 1* specie; se avessimo due £ negative avremmo
sei tangenti isolate cioeé pin di quattro bitangenti di 1* specie il che, se-
condo un teorema di Zeuthen, & impossibile. Potremo dunque, nei casi
IIT° e IVo, far consistere il criterio atto a distinguere i sotto-casi rispet-

tivi all’esame del prodotto
Q, Q Q,.

Questo criterio non pud sembrar decisivo nel caso IV?, giacche tanto
nel 1° che nel 29 dei due sotto-casi relativi, le tre bitangenti di 1* spe-
cie (che sono situate a distanza finita) non sono isolate e quindi, in en-
trambe, il prodotto precedente & positivo. Perod & facile assicurarsi che 1'ipo-
tesi relativa al 2° sotto-caso del IV? porta condizioni analitiche contrad-
dittorie e quindi deve essere esclusa. Infatti: essa richiede 4 <0 ; r < 0:
da esse consegue p > 0. Ora, dalla (2) del N° precedente, resulta:

p=—20 +3kqg=—20+3kq=—20+3kq,

0, ;s 02 , 03 debbono essere positivi altrimenti, fra le bitangenti, ve ne sono
delle isolate cid che questa ipotesi esclude (eccezion fatta per la retta
all’infinito); essendo p >> 0 segue che

kigq , kiq 5 k3q

devono essere positivi, ossia k, , k; , k; di segno uguale a quello di g e
quindi di segno uguale fra loro, mentre ’esame della figura XIV*® mostra
che cido non puo avvenire. Nessuna delle altre ipotesi gia fatte al N° 78
porta condizioni analitiche contraddittorie e di cio fanno prova gli esempi
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che in ogni sotto-caso si sono addotti al N° 82. Finalmente noteremo che
nessuna delle espressioni Q puo annullarsi senza che la quartica si spez-
zi, giacche Pannullarsi (anche di una sola ) porta I'esistenza di tre flessi
uno su di ogni asse e quindi di tre tac-nodi.

Quartiche singolari.

;L“v_&,a{w;c@;ﬂim"@f(?m“ bt
- -

82. Allora ¢ » 4 — 0. Si hanno quindi le tre ipotesi ugualmente
possibili:

(r=0, 420) ; (r§0 ,A=0); (r=0, 4=0).

Nella 1%, la curva possiede un punto isolato all’origine. Se A & positivo
la (@) ha una sola radice reale e quindi il rimanente della curva non puo
essere che un’ovale, o un trifolio a seconda che Q, & negativa, o positiva.
Questi due sotto-casi sono limiti del II° ('ovale interna ridotta infinite-
sima). Se 4 & negativo la (a) ha tre radici reali e il rimanente della cur-
va sard costituito da tre ovali, né potra essere costituito da tre unifolii
per le ragioni addotte nel N° precedente relativamente alla esistenza di
un ovale con tre unifolii.

Se poi & r N 0

e
asse. Questi punti doppi possono essere nodi di 12, o di 2* specie, punti -
isolati, o cuspidi. Nel 1° caso solamente avviene che 1’asse delle y incontri
la curva in quattro punti reali: le condizioni analitiche corrispondenti
S0no:

, 4= 0 la curva ha tre punti doppi, uno su di ogni

R ipea il s p >dw,

o Se e r >0 ma non p <0, oppure non p*>4r la curva & immaginaria;
se finalmente r <0 i punti doppi possono essere nodi di secondo tipo,
punti isolati, o cuspidi. Per suddistinguere fra loro questi ultimi casi
occorre intanto osservare che, nel caso delle cuspidi, la («) e la (y) hanno
una radice tripla, cioe debbono essere soddisfatte le relazioni:

Rimane dunque a conoscere il criterio atto a far distinguere i punti iso-
lati dai nodi di 2* specie. K percio necessario conoscere le radici della
(a) e osservare che la radice doppia da luogo al triangolo dei punti dop-
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pi; la radice semplice a tre bitangenti vere e proprie. Se s’indicano con
kq , k; le radici doppia e semplice della (a); con p, il raggio relativo a
ks e si pone

09, = e — ks

il segno negativo di £; ci dira che i tre punti doppi sono tre punti iso-
lati e di piu che il rimanente della curva & costituito da un’ovale. Se
invece £; & positivo, ne viene un’ambiguitd perché puo darsi che la curva
possegga tanto tre punti isolati accompagnati da un trifolio, quanto tre
nodi di 22 specie.

E per togliere quest’ultima ambiguitd occorre confrontare i valori as-
soluti ks , k'y di k, , kg e osservare che se i punti doppi sono punti iso-
lati, accompagnati da un trifolio, & &'y > k’; e che avviene il contrario se
i punti doppi sono nodi di 2* specie.

Le condizioni analitiche trovate caso per caso anche per le quartiche
non singolari, non sono riscontrate incompatibili fra loro e per prova se
ne sono addotti nel quadro seguente i relativi esempi.
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Un'Ovale fig. VII
Bs:p=16;9g=4;r=—1

Un trifolio fig. VIII
sEs: la quartica di Klein i cui
9,>0

Q,<03

r<o0

coefficienti-coordinate soni :
2 1
= —— — - — = ——_—
| 4 3 R 147

A>0/(

Due Ovali fig. IX

r>0
2 <0 Bs: p=—64;q9q=1;r=1

(p<0;p>>4r \
altrimenti la )
curva & im- Q.50 ; Un’Ovale e un trifolio fig. X
maginariay " Bs.p—=—16;9g=4;r=1

Quattro Ovali fig. XV.
Arz0 ol B0
Quuartiche 0,02,0,<0) A¥ foslier e f Eanoer
non 2 196
singolari P
r <0
/ Tre Ovali e un trifolio

fig. XII
208

Q,02,9,>0 Es:p:—g-; g =163
3308

‘\' 9

A>0/

80

Tre Ovali fig. XI
Es. __16 . s .
919293<0'( AN T i, %

r>0
Tre unifolii fig. XIII
‘Es. L
DGR Y T
‘( . 32 1424

: 9
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Un punto isolato e un’ovale
(Q’<O Bs:p=—64 ; q=1

Un punto isolato e un trifolio
z'Q"‘>0=Ez¢:_p=—4 sef=—2

—
s
I

'4=Z0
{ Tre Ovali e un punto isolato

160 — 16 —
A% 9 lEs:p=T+V32;q:?|/32+16

Tre punti isolati e un’ovale
=9 Es: p—40 ; q:%;r=—48
Tre punti isolati e un

=0
e trifolio

Quuartiche
singolari Ka>k,(Bs:p=-;q=5;

r<o =t
Q2,>0 9
Tre nodi di 2* specie
i fig. XVIII
Ko ¥s 8. p=—=64 31 q— 163
r—— 256

\q_ 4 — ' {lpocicloide di
= 3V25"=— 35| Steiner fig. XVI

L Y
N ]

r>0
(p<0;p*>47\ Tre nodi 1* specie fig. XVII

altrimenti la Bo.p = - 108 3 g ?;2 PRIy €

pY

curva ¢ im-
maginaria)
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. VIIIL.
IX.

XIL

XIV.

XV.

NOTE ALLE FIGURE

— Quando l'ovale interna al triangolo degli asintoti impiccolisce indefinita-
mente, si ottiene l'mnica cubica di genere zero che possegga tre assi di sim-
metria. Essa & costituita quindi da wun ramo infinito di 22 specie e da un
punto isolato all’origine.

—— B di questa forma la quartica gia citata di Klein.

— Se lovale interna si riduce a un punto,la curva possiede un’ovale e un
punto isolato all’origine.

— Anche in questa, quando l'ovale interna ¢ ridotta a un punto, la quartica
consta di un trifolio e di un punto isolato all’origine.

— Questa quartica ha reali distinte tutte le sue 28 bitangenti, e di queste
una sola & isolata; la retta all'infinito. Essa da luogo a due casi limiti.
11 trifolio interno ridotto a un punto isolato, nel qual easo la curva consta
di questo punto isolato e di tre ovali, oppure le tre ovali ridotte a tre
punti e allora la curva @ costitnita di tre punti isolati e un trifolio.

— Abbiamo gia dimostrato al N. 81 che la curva corrispondente a questa
figura non puod esistere; l’abbiamo qui disegnata perché & anche dalla di-
sposizione delle siie bitangenti di i# specie che si riconosce non esservi alcuna
quartica capace di assumere tale forma. E per questo che abbiamo tralasciato di
disegnare tutte le bitangenti: se la curva esistesse le avrebbe tutte reali.
Neppure esiste la quartica corrispondente al caso limite in cui Vovale in-
terna @ ridotta a un punto isolato.

— Essa, come la XII, ha reali e distinte tutte le sue 28 bitangenti di cui 27
a distanza finitd e wuuna all’inflnito. Perd a differenza della XII. possiede 4
tangenti isolate invece di una sola.

Ammette due casi limiti: I'ovale interna ridotta a un punto: allora, come
nel 1o dei casi limiti della figura XII, la curva consta di un punto isolato
all’origine e di tre ovali; oppure le tre ovali ridotte a tre punti e la curva
consta di tre punti isolati & un’ovale.

Fig. XVIII. — Ha per caso limite la XVI. che & l'ipocicloide di Steiner.

e, WIS Soh SR






SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE SIMMETRICHE
[Rendic. Acc.: Lincei. Vol VI. Fasc. 9]

« 1. Lo scopo di questa Nota & di esporre una proprieta riguardante
le superficie algebriche che godono simmetria rispetto a piani apparte-
tenenti a un medesimo fascio, e di ricercare cio che vi ha di caratteri-
stico nel caso speciale delle superficie del 3° ordine.

« La possibilita dell’esistenza di tali superficie simmetriche & stata
messa in luce la prima volta dal Goursat nella sua Memoria: Ftude des
surfaces qui admettent tous les plans de symétrie d’un polyédre régulier (1).
Pero, in questo lavoro, non si fa menzione del massimo numero dei piani
di simmetria di un fascio che puo possedere una superficie senza posse-
derne infiniti, senza cioé¢ essere una superficie di rotazione attorno all’asse
del fascio. Ci ocecuperemo dapprima di questa ricerca. Percido mi permetto
qui di richiamare i seguenti resultati ottenuti per le curve algebriche
piane e simmetriche, pubblicati nella mia tesi di abilitazione all’insegna-
mento (2):

« Una curva di grado dispari 2r 4 1 mon puod possedere un numero
pari di assi senza spezzarsi nella retta all’infinito e in una curva di grado
pari. Essa, senza degenerare, puo esser simmetrica separatamente rispetto a

1;3;5;..2r4-1
assi ».

« Una curva di grado pari invece puod possedere tanti assi quante sono
le unita contenute in uno qualunque dei numeri non superiori al suo grado».
«In generale, una curva di grado n mon pud possedere pinv di n assi

senza possederne un numero mjimto € 8pezzarst n —E- cerchi concentrici se

~ . .

n é pari; in

di tali cerchi e nella retta all’infinito sen & dispari».

(1) Annales Scientifiques de 1’école Normale Supérieure de Paris. Année 1887.
(2) Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa. Anno 1889.
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«In ogni caso gli assi appartengono a un medesimo fascio e sono di-
sposti simmetricamente attorno al centro del fascio ».

« 2. Si tratta di passare agli analoghi teoremi per le superficie. Pri-
ma di tutto osserveremo che se una superficie gode simmetria rispetto a
un certo numero di piani di un fascio; essi saranno disposti simmetrica-
mente rispetto all’asse del fascio, e per conseguenza se si taglia la super-
ficie con un piano normale a quest’asse, la sezione resultante & simme-
trica rispetto a rette uscenti da un punto e ad essa saranno percido ap-
plicabili i sopra enunciati teoremi.

« Ora Vequazione generale di una superficie di grado » pud porsi
sotto la forma:

wmatta 2ttty 324+ U,=0

dove le a sono costanti e U, — 0 rappresenta la sezione prodotta dal
piano 2z — 0. Siano n ed » due numeri dispari di cui il primo non minore
del secondo e rappresenti U, () =0 una curva con r assi (N.i 22 e se-
guenti della mia tesi'. Allora evidentemente l'equazione:

a2+ a2 4o ta, 124+ 0,0=0

rappresentera una superficie di grado dispari, con un numero dispari di
piani di simmetria appartenenti tutti allo stesso fascio. Se n e dispari e
r & pari, allora ogni sezione, prodotta da un piano z = cost, si spezza
nella retta all’infinito e in una curva di grado pari; indicando con u.,

questa retta e con U(,,'_— U la curva; 'equazione della superficie sara:
a2t ta 2t 4o da, 124U, s =o.

Se finalmente » ¢ pari, allora le sezioni prodotte dai piani z = cost
possono possedere anche un numero pari di assi senza spezzarsi e l'e-
quazione :

Bo 2" iy 2% e s +a, 2+0,0=0

dove nm & pari, rappresenterd una superficie di grado pari con un numero
qualunque (ma non superiore al suo grado) di piani di simmetria appar-
tenenti al medesimo fascio.

« Percio conseguono i seguenti resultati:

« Una superficie algebrica pud possedere tanti piani di simmetria ap-
partenenti a un medesimo fascio, quante sono le unita contenute in uno qua-
lunque dei nwmeri che non superano il suo grado.

« Tutte le superficie di grado dispari con un numero pari di piant di
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simmetria di un fascio contengono una retta all’infinito che é quella comune
a tutti i piani normali allasse del fascio.

« Se, finalmente, una superficie di grado n possedesse piu di » piani di
simmetria appartenenti a un medesimo fascio, le sezioni prodotte da pia-
ni perpendicolari all’asse del fascio possederebbero piu di » assi e si spez-
zerebbero in % cerchi concentrici, se n fosse pari; in n_:_% di tali cerchi

2

2
e nella retta all’infinito, se » fosse un numero dispari.

« Dunque:

« Una superficie algebrica di grado m mon pud essere simmetrica ri-
spetto a piw di n piani del medesimo fascio, senza esserlo rispetto a tutti e
convertirsi in una superficie di rotazione attorno all’asse del fascio.

« 3. Venendo al caso particolare delle superficie di terz’ordine, abbia-
mo cosl i due tipi di simmetria rispetto a piani di un fascio:

(M) @ lytald2|bwdcf+mP uy4py+a=0;

dD) & — 32 +a@+2)+by@+2)+ o’ +ay' ey +5=0;

di cui la (I) ammette due piani ortogonali, la (II) tre piani inclinati 'uno
sull’altro di % 5

« Per i resultati precedenti, saranno questi i soli tipi di superficie
cubiche simmetriche quando i piani di simmetria hanno una retta comune.
Pero, in questo caso speciale delle superficie di terz’ordine, con conside-
razioni semplicissime, si puo stabilire quali sono tutti i tipi possibili di
superficie simmetriche, anche quando i piani di simmetria, invece di avere
una retta a comune, hanno un sol punto (cido che costituisce il caso piu
generale possibile).

4. Fra queste ultime il Goursat trova le due (1):

(IIT) @ —3xdta(@+2)+by+e=0;
(IV) Z+y+L—2xyzt+a=0;

delle quali la prima possiede la stessa simmetria della piramide doppia,
triangolare retta, a base regolare e la seconda la stessa simmetria del te-
traedro regolare. A queste quattro equazioni tipiche & da aggiungersi an-
che Daltra

(1) L’equazione (IV) & stata pure ottenuta dal Sig. Lecornu contemporaneamente al
Goursat. — Cf. Acta Mathematica 10, 3: Sur les surfaces possédant les mémes plans de sy-
métrie que Uun de polyédres régulier.

Cianr, 9
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V) & taya’ + byt e oy’ +da? + eo + fy + gy + hay +
+k+z°‘{m:z:-|—ny—i—p$:0;

che rappresenta una superficie cubica con un sol piano di simmetria. Fra
queste cinque equazioni, due (la (I) e la (V) rappresentano superficie
simmetriche rispetto a due, e a uno dei piani coordinati. Evidentemente
non si puo esigere che la superficie sia simmetrica rispetto ai tre piani
coordinati, senza che si spezzi in una quadrica e nel piano all’infinito.

« Mi propongo ora di dimostrare che le precedenti cinque equazioni
rappresentano tutte le possibili superficie cubiche simmetriche non dege-
neri, e di esporre le proprieta fondamentali di quelle appartenenti al tipo
(III) che sono le piu interessanti.

5. B percid necessario richiamare qui i seguenti resultati dovuti a
Eckardt (1).

« Se per un punto P di una superficie S del terzo ordine, passano tre
delle ventisette rette della superficie e queste tre rette sono situate in un
medesimo piano che & evidentemente il piano tangente in P ad S, il pun-
to P & uno dei dieci punti doppi della hessiana di S cioé¢ uno dei ver-
tici del pentaedro di Sylvester; il piano tangente in P ad S & uno dei
piani diagonali del pentaedro, chiamando piano diagonale quello che passa
per un vertice e per lo spigolo corrispondente; questo piano tangente
tocca I’hessiana lungo lo spigolo del pentaedro che corrisponde a P e ta-
glia la stessa superficie secondo due rette che passano per P e che non
sono spigoli del pentaedro. Chiameremo punto di Eckardt ogni punto di
una superficie cubica che e vertice del pentaedro di Sylvester; e super-
ficie di Eckardt ogni superficie cubica che possiede almeno un punto di
Eckardt. E noto che una superficie cubica pud possedere separatamente :
1,2,3,4, 6, 10 punti di Eckardt, nel qual ultimo caso & la super-
Jicie diagonale di Clebsch.

« Cio premesso, sia P un punto qualunque di una superficie cubica
S. Tutte le rette passanti per P incontrano in altri due punti la super-
ficie S, e il luogo del coniugato armonico di P, rispetto a ognuna di que-
ste coppie di punti, & manifestamente la quadrica polare di P rispetto ad
S. Se ora P & un punto di Eckardt la sua quadrica polare si spezza in
due piani di cui uno & il pian tangente in P ad S; laltro e evidente-
mente il luogo del coniugato armonico di P rispetto a tutte le coppie di
punti che sono intersezioni di S con rette passanti per P; questo piano
gode di molte proprietd analoghe a quelle di cui gode la polare armonica

(1) Ueber diejenigen Flichen dritten Grades, auf demen sich drei gerade Linien in einem
Punkte schneiden (Math. Annal. Bd. 10).
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di un flesso nel caso delle cubiche piane: lo chiameremo il piano polare
armonico di P.

« Possiamo cosl enunciare un primo teorema:

«In ogni superficie di Eckardt, un punto di Kckardt e il suo piano
polare armonico stabiliscono nello spazio wuna corrispondenza proiettiva che
é una omologia armonica, la quale trasforma in sé stessa la superficie e
tutte le sue covarianti e in particolare VUhessiana.

«Nel caso speciale in cui il punto di Eckardt sia all’infinito, nella
direzione perpendicolare al suo piano polare armonico, la superficie fon-
damentale e le sue covarianti sono evidentemente simmetriche rispetto a
questo piano. Dunque:

« La condizione necessaria e sufficiente perché una superficie del terzo
ordine sia simmetrica rispetto a un piano, é che il punto all’infinito delle
normali a questo piano sia un punto di Hckardt per la superficie.

« Tutte le superficie di Eckardt, compresa anche la superficie diagonale
di Clebsch, sono trasformabili proiettivamente in superficie cubiche simmetriche.

6. Si puo ora dimostrare che I’equazioni del N 3 rappresentano tutte
e sole le possibili superficie cubiche simmetriche.

« E questo resulta per mezzo delle considerazioni seguenti. In gene-
rale se una superficie non degenere ammette un certo numero di piani di
simmetria, essi appartengono a un medesimo fascio, o a una medesima
stella e in ogni caso si dispongono simmetricamente rispetto all’asse del
fascio, o al centro della stella.

« Per Desistenza di un piano di simmetria & condizione necessaria,
ma non sufficiente, che il pentaedro di Sylvester possegga un vertice nel
piano all’infinito.

« Questo pentaedro pud avere 1 , 3 , 4 , 6 dei suoi vertici in un
medesimo piano (all’co). Corrispondentemente si hanno le superficie dei
tipi (V) , D) , (IID) , (IV).

« Lo stesso pentaedro non pud possedere due, o cinque vertici, in un
piano, senza possedervene tre, o sei rispettivamente. Sembrerebbe quindi
che una superficie cubica non potesse possedere due piani di simmetria
senza averne un terzo, mentre I’equazione (I) ne rappresenta una con due
soli piani di simmetria. Perd bisogna rammentare, come sopra abbiamo
osservato, che non & sufficiente porre all’infinito un vertice del pentaedro
per conseguirne un piano di simmetria; oltre a cid bisogna che questo
vertice all’infinito appartenga alle normali al piano di simmetria e sia si-
tuato sulla superficie fondamentale. Mentre dunque, per due vertici del
pentaedro possono essere verificate tutte queste condizioni, per il terzo
puo non verificarsi altro che la prima.

« Una superficie cubica non pud possedere cinque punti di Eckardt,
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dunque non esistono superficie cubiche con cinque piani di simmetria.

« Una retta non puo contenere piu di tre vertici del pentaedro; quindi
non esistono superficie cubiche simmetriche rispetto a piu di tre piani di
un medesimo fascio.

« Finalmente non rimane a considerare che il caso in eui la superficie
possegga dieci punti di Eckardt e sia quindi una « superficie diagonale
di Clebsch ». Pero si vede subito che non esistono corrispondentemente
superficie cubiche non degeneri con 10 piani di simmetria, perche i dieei
vertici del pentaedro dovrebbero essere in un piano e la superficie si
spezzerebbe.

«Cosi & dimostrato che le equazioni del N° 3 ¢i forniscono tutti i
tipi possibili di superficie cubiche simmetriche. Né pud venire il sospetto
che alcune di tali equazioni rappresentino superficie degeneri. Se cio po-
tesse avvenire, fra le superficie di grado inferiore, a cui dovrebbero ridursi,
ci sarebbe almeno un piano, e questo, per i teoremi precedenti, dovrebbe
essere o il piano all’infinito, o un piano di simmetria, cio¢ che le equa-
zioni stesse escludono.

7. Passiamo ora a studiare le proprieta fondamentali della superficie del
tipo (III). La sua equazione &:

2 —3a2 +a @+ )+ py +r=0,

quella della sua hessiana:

V2 N 4 .
7?42 ﬁm 3 2?) (ﬁ+ ﬁ)(m“rzz) YL, ﬁ

la quale gode naturalmente la stessa simmetria della superficie fondamen-
tale.

« Secondo i resultati precedenti, il pentaedro di Sylvester avra quat-
tro dei suoi vertici all’infinito nelle direzioni perpendicolari ai piani di
simmetria, dunque tre di essi si trovano sopra una medesima retta e il
piano all’infinito ¢ uno dei piani diagonali del pentaedro. Esso quindi pos-
siede anche uno spigolo all’infinito. Quella parte che e a distanza finita
costituisce un prisma A triangolare, retto, a base regolare. Esso gode la
stessa simmetria della superficie fondamentale, e per conseguenza ha le
tre costole laterali sui tre piani di simmetria che passano per una mede-
sima retta e i piani delle basi disposti a ugual distanza dal 4° piano di
simmetria.

« Per le coordinate omogenee dei 4 vertici all’infinito si possono pren-
dere le seguenti:
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(0,0,1,0),(V§,0,1,0),(_V§,0,1,0),(0,1,0,0).

I’equazione delle cinque facce sono:

6x+a=0, 3xi3|/§z—a=0,yil/%7’__%:o

« 8. Abbiamo gia notato che, in un punto P di Eckardt, si tagliano
due rette che appartengono alla hessiana della superficie fondamentale, e
che non sono spigoli del pentaedro, perche il piano che le contiene e un
piano diagonale del pentaedro stesso e tocca I’hessiana lungo lo spigolo
che corrisponde a P. Dunque:

« Ogni punto di Eckardt che rende simmetrica una superficie cubica,
individua sulla hessiana una coppia di rette parallele passanti per esso e di-
verse dagli spigoli del pentaedro.

« Chiameremo queste rette: rette sopranumerarie dell'hessiana e sopra-
numerarie coniugate quelle situate sullo stesso piano diagonale. La nostra
superficie dara luogo dunque, sulla sua hessiana, ad 8 rette sopranumerarie:
due di esse sono all’infinito immaginarie coniugate; le altre 6 costitui-
scono un prisma B simile e inversamente posto al prisma A del N. pre-
cedente, in modo che le costole laterali di A stanno sulle facce laterali di B.

«Se si chiamano corrispondenti due curve situate sulla hessiana quan-
do Vuna & il luogo dei vertici dei coni polari dei punti dell’altra, & noto
che a uno spigolo del pentaedro corrisponde un vertice. Ad una retta so-
pranumeraria, che non essere uno puo di questi spigoli, qual curva corri-
spondera ? Sia la retta sopranumeraria:

a 4 3y .

P sl gt T B
Per coordinate omogenee di un suo punto qualunque P, si puo prendere

a 4a’ 4y .
R B Ko

Il cono polare di questo punto ha il vertice in

UL T
s Ao - 5, ; @ i1
3 95 B
che ¢ un punto della sopranumeraria coniugata. Dunque:
« Ad una retta sopranumeraria dell’hessiana corrisponde la sopranumes
raria coniugata.
« I piani diagonali del pentaedro relativi ai punti di Eckardt che ren-
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dono simmetrica la superficie, contengouo ognuno un numero infinito di rette
congiungenti punti corrispondenti dell’hessiana. In ognuno di essi queste rette
inviluppano una conica.

a . .
« 11 piano ®=—5 tocca il cono polare di P lungo tutta la retta so-

pranumeraria coniugata. Quindi:

« Tutti © coni polari dei punti di una retta sopranumeraria si toccano
lungo la sopranumeraria coniugata, avendo per comune piano tangente il piano
delle due rette. Questi coni debbono formare un fascio perché sono quadri-
che polari dei punti di una retta; essi hanno gia due generatrici comuni
coincidenti, avranno quindi a comune anche una conica. Per conseguenza:

« La curva polare di una sopranumeraria st riduce a questa conica e
alla sopranumeraria coniugata contata due volte.

«9. Si viene cosi a togliere un’apparente contraddizione che si ma-
nifesta appena dimostrata l’esistenza di queste rette sopranumerarie. In-
fatti, il professore Cremona, nella sua celebre Memoria sulle superficie del
terzo ordine (1), osserva al N. 84 che, se la superficie fondamentale non
ha punti doppi, il che nel nostro caso non avviene, I’hessiana non puo
possedere rette all’infuori delle 10 che costituiscono gli spigoli del pen-
taedro.

« Per dimostrarlo egli nota che se una retta » esiste sulla hessiana,
i coni polari dei suoi punti debbono formare un fascio, quindi avere il
vertice comune; in questo fascio entrano anche le tre diverse coppie di
piani che contengono le quattro generatrici formanti la curva base del
fascio; allora ne viene che il vertice V di questi coni & un vertice del
pentaedro; » contiene tre punti doppi dell’hessiana ed & lo spigolo che
corrisponde a V.

« Si pud perdo obbiettare che i coni polari di » debbono bensi for-
mare un fascio, ma non e per questo necessario che abbiano il vertice a
comune; perche formino un fascio e sufficiente che si tocchino lungo una
generatrice e che abbiano a comune una conica. Questo appunto succede
nel caso che la retta » sia una sopranumeraria. Essa allora non contiene
piu tre punti doppi dell’hessiana, ma uno soltanto, e infatti, nel corri-
spondente fascio di coni polari, non ce ne sono piu tre che si spezzano,
ma uno solo ed & costituito dal piano che li tocca tutti e dal piano della
conica comune.

« B anche da notarsi che, dai teoremi precedenti, resultano pure gli
altri:

« I piani polari dei punti di una sopranwmeraria fanno fascio attorno

(1) Crelle, Bd. 68.
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alla sopranumeraria coniugata.

« Il cono osculatore dell’hessiana, in un punto di Eckardt che rende
simmetrica la superficie fondamentale, tocca Uhessiana secondo tre spigoli
del pentaedro di Sylvester e la taglia secondo due rette sopranumerarie co-
niugate.

«10. In questo caso speciale, il problema della determinazione delle
27 rette della superficie fondamentale viene a dipendere da una semplice
equazione del terzo ordine ed ecco come si puo risolverlo. Il piano all’in-
finito ne contiene tre che sono le

=20, (m:O ,m=}/§_z S %:—}/?)—z)

intendendo di prendere, per tetraedro fondamentale quello, formato dal si-
stema cartesiano a cui e riferita la superticie e dal piano all’infinito v = 0.

«Per la retta v —=0 , x — 0 passa gia il piano all’infinito che rap-
presenta uno dei piani tritangenti della superficie; per la stessa retta
quindi ne passeranno altri 4, e per trovarli basterd porre x — ku nell’e-
quazione della superficie fondamentale. La sezione 8i spezza nella retta
=0, u=0 e nella conica

(@ 302"+ 2 B+ (# + ok +-y)u* =0,
p e diverso da zero altrimenti la superficie fondamentale degenera in un
cilindro : la conica preceilente quindi si spezza solo quando si ha a—3%k=—0;
oppure k¥’ -+ ak’ 4y = 0.

« Per k:—% si trovano cosi le due rette

e

a

§ oA V 27;9 "

e le altre 4 che provengono per effetto della simmetria di cui gode la
superficie. Queste 6 rette compongono i lati delle basi di un prisma C, si-
mile e similmente posto ai prismi del N° 8. Se poi s’indicano con &, , k&, , k,
le radici della equazione

Pta®4+y=0

si hanno le altre 18 rette della superficie date da:

e=k ; y/pEt?Y3ki—a=0
T4 2f342k=0; 2y)B+ (v)3—2) )3k —a=0)i=1;2;3.
x———z;/—?;—{—2k,-:0 3 2yV7‘3-i— (my§+ z)V3k,-—a=O /
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« Ogni gruppo di 6 rette, che si ottiene ad ogni valore di i, costitui-
sce il gruppo delle 6 diagonali delle facce laterali di un prisma k; trian-
golare, retto, a basi regolari, godente la stessa simmetria della superficie
fondamentale.

« Una proprietd singolare che lega i prismi %; al prisma C & la
seguente :

« I piani diagonali omologhi di tre prismi k; passano per il medesimo
lato di una delle basi del prisma C e danno luogo ad altrettanti piani tri-
tangenti della superficie fondamentale ».



SUL PENTAEDRO COMPLETO.
[Rendri. Acc: Lincei. Vol. VII. fasc. 5]

« 11 prof. Cremona, in una pregevole Memoria che s’intitola: Teoremi
stereometrici dai quali si deducono le proprieta dell’esagrammo di Pascal (1),
studia un interessante aggruppamento di 15 rette dello spazio situate
a tre, a tre, in quindici piani. Questo aggruppamento, che chiameremo
COremoniano, da luogo a una figura, nello spazio, le cui parti sono fra di
loro connesse per mezzo di un esaedro fondamentale che pud riguardarsi
come la base dell’intero sistema.

« La lettura della bella Memoria del Cremona mi ha condotto alle se-
guenti ricerche, le quali mirano a collegare fra di loro gli elementi della
interessante figura che si ottiene combinando e aggruppando, in vario mo-
do, le facce, gli spigoli e i vertici di un pentaedro completo. In questa
figura & appunto contenuta quella di un aggruppamento Cremoniano do-
vuto all’insieme delle 15 diagonali di prima specie del pentaedro (N. 2\

«Tale aggruppamento vi si presenta in forma del tutto particolare
e serve mirabilmente allo studio della nostra figura di cui il pentaedro
dato e, per cosidire, il nucleo. I risultati che se ne ottengono, in modo
affatto elementare, non mi sembrano privi di un certo interesse per le
applicazioni che se ne possono fare al pentaedro di Sylvester di una su-
perficie cubica qualunque. E queste applicazioni saranno oggetto di una
seconda Nota.

« 1. Indichiamo con i numeri 1, 2, 3, 4, 5 le facce di un pentaedro
P fondamentale. Le combinazioni a due, a due e quelle a tre, a tre, di
questi simboli, ci forniscono le notazioni che serviranno a rappresentare
rispettivamente i dieci spigoli e i dieci vertici. In un vertice concorrono
tre facce e tre spigoli; per ogni spigolo passano due facce e ogni spigolo
contiene tre vertici. Ogni faccia contiene 4 spigoli e 6 vertici del pentae-
dro, lati e vertici di un quadrilatero completo. Chiameremo corrispondenti

(1) Accademia dei Lincei, 1877.
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un vertice e una costola, quando quest’ultima e la intersezione delle due
facce che non passano per il vertice: nella notazione adottata somo cor-
rispondenti un vertice e una costola, quando non hanno alcun simbolo a
comune; cosi 123 e 45. Analogamente, chiameremo corrispondenti due ver-
tiei, quando I'uno giace sulla costola che corrisponde all’altro; le notazioni di
due vertici corrispondenti hanno un solo simbolo a comune; cosi 123 e
145.

« Un vertice 123, ne ha tre altri che gli corrispondono, e sei che non
gli corrispondono. I primi giacciono sulla costola corrispondente a 123
che & la 45, e i secondi appartengono alle facce 4 e 5 (costituendo due
triangoli prospettivi). I1 vertice 123 e la sua costola 45 sono centro e as-
se di tale prospettiva.

«2. Chiameremo piano diagonale del pentaedro quello che passa per
un vertice e per la costola corrispondente; retta diagonale di prima specie
quella che passa per due vertici corrispondenti.

; : 10.3 = :
« Il pentaedro possiede 10 piani diagonali e = 15 rette diago-

nali di prima specie. Consideriamo, sulla faccia 5, il quadrilatero completo
che risulta dalle intersezioni con le altre quattro. I vertici opposti di que-
sto quadrilatero sono vertici corrispondenti del pentaedro. Infatti le loro
notazioni sono: (125, 345); 1245, 135); (235, 145) e quelle di ogni coppia
hanno un sol indice a comune. Dunque, le tre diagonali del quadrilatero
completo sono anche diagonali di prima specie del pentaedro.

« Inoltre, esse giacciono a tre, a tre, nei piani diagonali. Ecco quindi
come le 15 diagonali di 1* specie vengono a costituire un aggruppamento
Cremoniano.

« Pero, qui tale aggruppamento assume una forma molto particolare,
percheé i 15 piani in cui le 15 rette si trovano a tre, a tre, sono costituiti
dalle cinque facce del pentaedro e dai 10 piani diagonali. Ora le tre dia-
gonali di 1 specie, contenute in ciascuno di questi ultimi, concorrono in
un medesimo punto (vertice del pentaedro); il che non avviene in aleuno
dei 15 piani dell’aggruppamento Cremoniano generale.

« B quindi necessario di vedere come i risultati del prof. Cremona si
modificano in questo caso particolare.

« 3. Per la costola 45 del pentaedro passa il piano diagonale di pri-
ma specie relativo al vertice 123 e le facce 4 e 5 del pentaedro. Costru-
iamo, in questo fascio di piani, il coniugato armonico z,,; del piano diagonale
rispetto alla coppia 4 e 5. L’omologia armonica, che rappresenteremo con
23 di cui 123, 7153 sono rispettivamente centro e piano fondamentale,
trasforma il pentaedro in s® stesso portando in sé stesse le facce 1, 2,
3 e scambiando fra loro gli elementi delle facce 4 e 5. Evidentemente si
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possono stabilire 10 di tali omologie. La 2),; trasforma l’uno nell’altro i
due quadrilateri, formati con spigoli pentaedrali, situati nei piani 4 e 5.
Altrettanto, per conseguenza, accadra dei loro trilateri diagonali. Cioe le
15 diagomali di 1* specie si costituiscono in 10 coppie di triangoli pro-
spettivi corrispondenti nelle 10 omologie armoniche 2;; Dunque:

« Le diagonali di prima specie, oltre incontrarsi a tre, a tre, nei verti-
ci; 8 incontrano a due, a due, in altri 15 punti i quali giacciono a due, a
due, sopra 30 altre rette passanti a tre, a tre, per i vertici del pentaedro.

« Quindi ogni diagonale di prima specie, ne incontra altre 6: 4 nei
due vertici del pentaedro che contiene, e le altre due, in due punti co-
niugati armoniei rispetto ai vertici.

«I 15 punti del teorema precedente li chiameremo punti diagonali di
prima specie; le 30 rette rette diagonali di seconda specie.

« 4. Consideriamo i piani diagonali dei vertici 145 e 345 i quali
ultimi giacciono sulla medesima costola 45. «Questi piani si tagliano
lungo una retta che passa per 123 vertice corrispondente a 45. I1 1° di
essi contiene la costola 32 corrispondente a 145 e il 2° la costola 12
corrispondente a 345. Per conseguenza, il primo contiene le diagonali di
prima specie: (145, 123'; (145, 234}; (145, 235) e il 2° contiene le: (345,
123); (345, 124); (345, 125). Ora le (145, 123); (345, 123) si tagliano in
123; le (145, 234), (345, 124) appartengono alla faccia 4; le (145, 235H),
(345, 125) appartengono alla faccia 5; dunque la retta intersezione dei
piani in discorso passa per 123 e incontra le facce 4 e 5 in due punti
diagonali di 12 specie; cioe, per il teorema del N° precedente, tal retta
¢ una diagonale di 22 specie.

« Cosl queste 30 diagonali di seconda specie figurano come interse-
zioni di piani diagonali relativi a vertici non corrispondenti {come erano
145 e 345). Se i vertici si corrispondono, come per esempio 123 e 145,
la intersezione dei loro piani diagonali & evidentemente la diagonale di
prima specie (123, 145).

«Rilevando le analogie e le differenze che passano fra le diagonali
di prima specie e quelle di seconda, si puo osservare che tanto le prime,
quanto le seconde, contengono due punti diagonali di 1* specie e che per
un vertice del pentaedro, ne passano ugualmente tre di prima e tre di
seconda; pero le tre di prima specie giacciono in un medesimo piano (dia-
gonale) e ognuna contiene un altro vertice del pentaedro, il che non viene
per quelle di seconda specie.

« I’insieme dei 10 piani diagonali da luogo ad un decaedro che chiame-
remo deacaedro diagonale. Allora, dalle considerazioni precedenti, risulta che:

« Le 45 costole del decaedro diagonale sono costituite dalle 15 diagonali
di prima specie e dalle 30 diagonali di seconda.
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5. Riprendiamo la diagonale di seconda specie considerata al principio
del N° precedente, quella cioe dovuta all’incontro dei piani diagonali di 145
e 345. Abbiamo visto che essa contiene i punti diagonali di prima specie:
g (124, 345); (234, 145)!; | (125, 345); (235, 145) |. Risulta intanto che, per
ogni punto diagonale di prima specie, passano quattro piani diagonali. Que-
sti si taglieranno secondo 6 diagonali di cui due saranno di prima specie
e 4 di seconda. Infatti, nel primo dei punti diagonali sopra indicati si
tagliano i piani diagonali di 124, 345, 234, 145. Ora, nelle sei coppie a
cui danno luogo questi vertici, ne abbiamo due formate con vertici corri-
spondenti e 4 con vertici non corrispondenti e quindi (N° 4) le prime da-
ranno luogo a diagomali di 1® specie; le seconde a diagonali di 2*. Anche
in un vertice del pentaedro concorrono 4 piani diagonali e cioe il piano
diagonale del vertice stesso e quelli dei tre vertici che gli corrispondono.
Allora, la solita diagonale di seconda specie intersezione dei piani diago-
nali di 145 e 345, incontra in 123 i piani diagonali di 123 e 245; nei due
punti diagonali di 12 specie che contiene incontra quelli di 124, 125, 234,
235: onde essa ulteriormente non incontra piu che i piani diagonali di
134 e di 135. Per ciascuno di questi due punti passano dunque tre pia-
ni diagonali. Uno di tali punti & quello comune ai piani diagonali di 145,
345, 134. Per esso passano tre diagonali di seconda specie, perche le tre
coppie (145, 345); (145, 134); (134, 345) sono formate con vertici non cor-

o

=— 20. Li chiame-

rispondenti. Dunque il numero di questi punti &

remo punti diagonali di 2% specie. 1 vertici 145, 345, 134 definiscono un
triangolo i di cui lati e vertici sono spigoli e vertici del pentaedro. Lo
chiameremo un triangolo pentaedrale; esso individua, per mezzo dei piani
diagonali dei suoi vertici, un punto diagonale di seconda specie. Cosl o-
gnune di questi punti diagonali & coordinato a un triangolo pentaedrale
in modo biunivoco. Abbiamo dunque trovato tutti i vertici del decaedro
diagonale, giacche ogni vertice del pentaedro e ogni punto diagonale di
prima specie ne assorbono 4 e i 20 rimanenti sono dati dai 20 punti dia-
gonali di seconda specie.

« Possiamo quindi dire che:

« Le 30 diagonali di 2° specie si tagliano a quattro, a quattro, nei 15
punti diagonali di 1% specie; a tre, a tre, nei 10 vertici del pentaedro e nei
20 punti diagonali di 2% specie.

« Il decaedro diagonale possiede due vertici tetraedri sopra ciascuna delle
sue costole che é diagonale di prima specie, e tre vertici tetraedri e due trie-
dri sopra ciascuna delle sue costole che é diagonale di 2* specie. I vertici te-
traedri coincidono con i 10 vertici del pentaedro fondamentale e con i 15 punti
diagonali di I1* specie; i vertici triedri con i 20 punti diagonali di 2* specie.
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« 6, Abbiamo gia notato al N° 3° Iesistenza delle omologie armoniche
2 che trasformano in se stesso il pentaedro. I piani di omologia delle X
li chiameremo per brevita i piani armonici del pentaedro, onde ogni ver-
tice ikl individua il proprio piano armonico z;;; che ¢ piano fondamentale
in 2y, Consideriamo in particolare m,,;. Esso passa evidentemente per i
tre punti diagonali di 1* specie: 3’(124, 235); (125, 234)|; 5(234, 135);
(235, 134)|; (124, 135); (125, 134).. I lati del triangolo di questi tre punti
sono diagonali di 22 specie, perche possono riguardarsi come intersezione
dei piani diagonali di ciascuna delle 3 coppie di vertici non corrispondenti:
(234, 235); (134, 135); (124, 125) e anche passano rispettivamente per 145,
245, 345. Dunque ogni piano armonico contiene tre diagonali di seconda
specie. Inoltre, un vertice, come 123, ha 6 vertici che non gli corrispon-
dono, onde il piano diagonale di 123 conterra 6 diagonali di 22 specie do-
vute all’incontro di tale piano con i 6 piani diagonali dei vertici che non
gli corrispondono. Quindi:

«Le 30 diagonali di seconda specie giacciono a sei, a sei, nei 10 piani
diagonali; a tre, a tre, nei 10 piani armonici.

« 7. Prendiamo la retta comune ai piani armonici di due vertici ap-
partenenti a un medesimo spigolo e quindi non corrispondenti come 145
e 345. Essa passa per 123 e segna sulle facce 4 e 5 due punti A e B
tali che proiettati rispettivamente da 134 e 135 sulle costole 24 e 25, dan-
no i coniugati armonici di 245 rispetto alle coppie 124, 234 e 125, 235.
Per conseguenza A e B appartengono anche al piano armonico di 245.
Cioé:

«I 10 piant armonici passano a tre, a tre, per 10 rette ognuna delle
quali contiene un vertice del pentaedro.

« Ognuna di queste rette, che chiameremo assi triarmonici, & luogo
di punti uniti contemporaneamente per le tre omologie 2 di cui i centri
appartengono allo spigolo 45 del pentaedro. I piani armonici si tagliano
evidentemente anche secondo altre 15 rette, passanti, ognuna, per un punto
diagonale di prima specie. Cosi i piani armonici di 123 e 245 si tagliano
secondo una di queste rette (che chiameremo assi biarmonici), passante per
il punto diagonale di 1* specie |(124, 235); (125, 234)[, Ogni asse biarmo-
nico & luogo di punti uniti per due omologie 2 di cui i centri apparten-
gono a una medesima diagonale del pentaedro.

« 8. Sia r D’asse triarmonico che passa per 123, cioe¢ la retta comune
ai piani armoniei di 145, 245, 345. Io dico che i due punti diagonali di
2% specie coordinati ai triangoli pentaedrali 124, 234, 134 e 125, 235, 135,
appartengono a r. Infatti, nel punto diagonale di 22 specie che & coordinato
al primo dei soprascritti triangoli pentaedrali, concorrono le tre diagonali
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di 2@ specie intersezione dei piani diagonali di (124, 234); (124, 134); (234,
134). Quando si effettua una qualunque delle trasformazioni dovute a
S5y Sausy 2o45 81 vede facilmente che una di queste tre diagonali rimane
fissa e che le altre due si scambiano: dunque il punto comune a tutt’e
tre & unito nelle tre omologie suddette e per conseguenza appartiene ad r.

Quindi: « I 20 punti diagonali di seconda specie oltre trovarsi a due, a
due sulle 30 diagonali di seconda specie e sulle 15 di prima, giacciono anche
a due, a due, sui 10 assi triarmonici.

« 9. Sulla faccia 4 del pentaedro abbiamo i suoi 4 spigoli:

(124, 234, 245); (234, 134, 345); (124, 134, 145 ; (345, 245, 145).
Evidentemente, gli assi triarmoniei individuati dai primi tre passano per
un medesimo punto; quello comune a: 7,5, 7ogy 7,54 Ci0 porta che un
tal punto sia anche comune a 7., 7y, 7345, cioé che esso appartenga
pure all’asse triarmonico individuato dal 4° spigolo. Dunque:

« Gli assi triarmonici 8’ incontrano a quattro, a quattro, in cinque punti
e giacciono a tre, a tre, nei 10 piani armonici.

« Per ciascuno di questi punti passano i 6 piani armonici di verti-
ci che appartengono a una medesima faccia. Chiameremo questi punti:
centri esarmonici. I’asse triarmonico che passa per 123 taglia 7,4, in un
punto che non pud essere centro esarmonico, giacché ne verrebbe che gli
assi triarmonici contenuti in 7,,, passerebbero per questo medesimo pun-
to, il che non e (N° 12). Esistono dunque 10 punti per ognuno dei quali
passano 4 piani armonici e cioé i 4 che sono individuati dai piani armo-
nici dei 4 vertici che si trovano sopra un medesimo piano diagonale. Chia-
meremo questi punti centri tetrarmonici. Allora, riassumendo si ha:

« I piani armonici passano a uno, a uno, per i 10 spigoli del pentae-
dro; a due, a due, per i 15 assi biarmonici; a tre, a tre, per i 10 assi triar-
monici; a quattro, a quattro, per i 10 centri tetrarmonici; a sei, a sei, per
i 5 centri esarmonici.

«Ogni centro tetrarmonico ¢ punto unito per 4 omologie 2: ogni
centro esarmonico lo & per 6.

«10. Il teorema precedente si pud anche esprimere dicendo che i 10
piani armonici sono le facce di un pentagono di cui i vertici sono i 5
centri esarmonici; gli spigoli, i 10 assi triarmonici; i punti diagonali, i
10 centri tetrarmonici; le diagonali di prima specie, i 15 assi biarmonici;
ecc. (1). E relativamente a questi ultimi si ha quindi il teorema:

(1) Un pentaedro P individua un certo sistema oot di pentagoni contravarianti, rela-
tivi alle oo* superficie cubiche delle quali P pud riguardarsi come pentaedro di Sylve-
ster (cf. De Paolis, Ricerche sulla superficie di 3° ordine. Aocademia dei Lincei 1880-81).
Cosl ogni superficie cubica ha il sno pentaedro covariente e un pentagono contravariante,
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«I 15 assi biarmonici passano a tre, a tre, per 15 punti (cioé per i
10 centri tetrarmonici e per i 5 esarmonici) e giacciono a tre, a tre, nei 10
piani armonict.

« Od altrimenti:

« I’insieme dei 15 assi biarmonici costituisce un aggruppamento duale
dellaggruppamento Cremoniano formato con le 15 diagonali di I1* specie.

«11. In nn piano diagonale abbiamo 4 vertici del pentaedro di cui
3 giacenti in un medesimo spigolo; 6 punti diagonali di 1® specie e 6 di
22:;3 diagonali di 1* specie e 6 di 2. Quest’ultime a due, a due, concor-
rono nei vertici che appartengono allo stesso spigolo del pentaedro. Allora
dalla disposizione di questa figura, si riconosce facilmente che:

«1 6 punti diagonali di 1* specie e le sei diagonali di 2* , appartenenti
a un medesimo piano diagonale, compongono una figura che é contempora-
neamente un esagono di Pascal e di Brianchon.

« Ciogé:

« Le 30 diagonali di 2a gpecie sono a sei, a sei, tangenti a dieci conicke.

«I 15 punti diagonali di I1* specie appartengono a sei, a sei, a dieci
coniche.

« 12 Nello stesso modo si vede che i 6 punti diagonali di 2* specie, gia-
centi in un medesimo piano diagonale, stanno sopra una stessa conica.

«In un piano armonico abbiamo: 3 vertici appartenenti a un mede-
simo spigolo del pentaedro; 3 punti diagonali di 1 specie e tre diagonali
di 22 vertici e lati di un medesimo triangolo; 3 assi triarmonici compo-
nenti un triangolo prospettivo del precedente; i vertici di quest’ultimo
sono centri esarmonicij il centro di prospettiva e 1'asse sono dati rispet-
tivamente da un centro tetrarmonico e dallo spigolo del pentaedro. Que-
sto piano armonico contiene anche 6 punti diagonali di 2* specie, compo-
nenti un esagono di Pascal e situati a due, a due, sulle 3 diagonali di
2% gpecie.

« Possiamo dunque concludere che :

«I 20 punti diagonali di 2* specie giacciono a sei, a Ssei, sopra 20
coniche.

« 13 Le omologie armoniche 2 trasformano in sé stesse, o permutano
fra di loro le coniche dei N precedenti. Dunque :

« Le coniche che contengono i punti diagonali giacciono a due, a due,
sopra coni quadrici aventi i vertici mei vertici del pentaedro.

Al suddetto sistema oc! di pentagoni appartiene quello dei cinque centri esarmonici.
Nella sopra citata Memoria, 'autore caratterizza questo pentagono col nome di pentago-
no polare del pentaedro, perch® ogni vertice del primo 2 polo di una faccia del secondo
rispetto al tetraedro formato dalle rimanenti.
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« Le stesse omologie trasformano in se stessa la quadrica che contie-
ne i punti diagonali di 1* specie. Quindi, rispetto a tale quadrica, i ver-
tici del pentaedro hanno per piani polari i piani armonici; i 5 centri esar-
monici sono poli delle facce; i 10 centri tetrarmonici sono poli dei piani
diagonali; sono rette reciproche le 15 diagonali di 1* specie e i 15 assi

biarmonici; i 10 spigoli e i 10 assi triarmonici ece. ».
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SULLA SUPERFICIE DIAGONALE DI CLEBSCH.

[Rendri. Acc: Lincei Vol VII fasc. 6]

« 1. Eckardt, in un suo lavoro pubblicato nei Math. Annal. (1), pren-
de a studiare quelle superficie cubiche che godono la proprieta singolare
di possedere alcuni dei vertici del loro pentaedro di Sylvester. Tali super-
ficie che io ho chiamato di Eckardt, in una Nota presentata a questa il-
lustre Accademia (2), sono trasformabili proiettivamente in superficie sim-
metriche. Fra di esse, la piu notevole & quella che contiene tutti i ver-
tici del suo pentaedro e di cui Clebsch parla appena incidentalmente in
un suo lavoro assegnandole il nome diagonal-flache (3). Mi propongo ora
la ricerca di alcune proprieta di questa superficie, applicando al suo pen-
taedro i risultati gia ottenuti nella Nota precedente (4); e ad essa, diret-
tamente, altri teoremi che ho gia esposte nella Nota citata in principio.
Comincio dal rammentare questi ultimi.

« Seguitero a chiamare Punto di Eckardt ogni vertice del pentaedro
che appartiene alla superficie fondamentale. Allora, un punto P di Eckardt
¢ doppio per I’Hessiana e semplice per la superficie fondamentale. Nel
piano diagonale di P giacciono tre rette della superficie fondamentale e
due sopranumerarie coniugate dell’Hessiana. Queste cinque rette passano
tutte per P: ivi si tagliano anche altre tre rette dell’Hessiana e cioe i
tre spigoli del pentaedro che concorrono in P. La quadrica polare di P

(1) Uecber diejenigen Flichen dritten Grades, a:f denen sich drei gerade Linien in einem
Punkte schneiden. Vol. X.

(2) Vol. VII fase. 5.

(3) Uecber die Anwendung der quadratischen Substitution auf die Gleichungen fiinften
Grades. Math. Ann. Bd 4.

(4) Per i teoremi relativi al pentaedro, nonché per la nomenclatura degli elementi
che lo compongono, mi riferisco alla mia Nota « Sul pentaedro completo » pubblicata nel
faseicolo precedente a questo (pag. 209).

Crant. 10
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& costituita dal suo piano diagonale e dal suo piano armonico. Onde si
ha intanto un primo teorema:

« I 10 wvertici del pentaedro (ossia i punti di Eckardt) e i 10 piani ar-
monici stabiliscono nello spazio 10 omologie armoniche, ciascuna delle quali
trasforma in sé stesse la superficie diagonale e le sue covarianti.

«2. Una retta che contenga due punti di Eckardt, o & uno spigolo
del pentaedro (e allora contiene un terzo vertice) oppure e una diagonale
di 1. specie. Se ¢ uno spigolo del pentaedro, ¢ noto che allora essa appar-
tiene completamente all’Hessiana; se invece ¢ una diagonale di 1* specie,
essa giace, per intero, sulla superficie fondamentale. Infatti siano 123 e 145
i due punti di Eckardt: la retta che li unisce ¢ una diagonale di 1* specie
perche i due punti si corrispondono. Ma le quadriche polari di 123 e 145
hanno evidentemente a comune la retta che li unisce, dunque essa appar-
tiene alle quadriche polari di tutti i suoi punti e per conseguenza giace
sulla superficie fondamentale. Dunque la superficie diagonale contiene le
15 diagonali di prima specie del suo pentaedro. Cosl le sue 27 rette si
distinguono in due specie; quelle che passano per due punti di Eckardt
e che chiameremo retfte singolari della superficie e le rimanenti 12 che
non contengono nessun punto di Eckardt e che chiameremo rette non sin-
golari. I1 pentaedro di Sylvester & costruito in modo che i suoi spigoli
appartengono all’Hessiana e le sue diagonali di 1> specie alla superficie
fondamentale.

« 3. Allora, per le esposte proprieta del pentaedro e per noti teoremi
del prof. Cremona (1), resultano immediatamente anche i seguenti.

« Le 12 rette non singolari formano wuna bissestupla.

« Laggruppamento Cremoniano che si ottiene togliendo dalle 27 rette di
una superficie diagonale la bissestupla delle rette non singolari, € costituito
dalle diagonali di 1. specie del pentaedro di Sylvester.

« Le 15 rette singolari si possono aggruppare in 10 coppie di trilateri
prospettivi; in ogai coppia essendo centro e asse di prospettiva un vertice e
lo spigolo corrispondente del pentaedro. Ciascuna faccia di esso taglia Vhes-
siana net lati di un quadrilatero completo il cui trilatero diagonale appartie-
ne alla superficie fondamentale.

« Ciascuno dei 10 iperboloidi a una falda sui quali giacciono a sei,
a sei, le 15 rette singolari, tocca la superficie diagonale in sei punti di Eckardt
e in tre punti diagonali di 1. specie.

« Ogni retta singolare incontra sei singolari e quattro non singolari.
Delle sei singolari, due coppie vanno ai punti di Eckardt che la retta con-

(1) Teoremi stereometrici, dai quali si deducono le proprieta dell’esagrammo di Pascal,
Ace. de’ Lincei 1877,
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tiene e le altre due segnano su di essa due punti diagonali di 1* specie co-
niugati armonici rispetto a quelli di Eckardt.

« Ogni retta non singolare st appoggia a cinque singolari le quali fra di
loro mon s’incontrano.

« 4. I’Hessiana della superficie diagonale, oltre i 10 spigoli del pen-
taedro, possiede altre 20 rette a due, a due, sopranumerarie coniugate, es-
sendo coniugate quelle che passano per un medesimo vertice del pentaedro
e giacciono nel piano diagonale di tal vertice. Relativamente a qaeste so-
pranumerarie dobbiamo premettere il seguente teorema:

« Le rette sopranumerarie di due punti di Eckardt s’incontrano, o mo,
a seconda che i due punti appartengono a un medesimo spigolo, o a una me-
desima diagonale di 1% specie del pentaedro.

« Infatti, siano i punti di Eckardt 123 e 134 situati sullo spigolo 13.
Le rette sopranumerarie, passanti per ognuno di essi, giacciono nei loro
piani diagonali i quali si tagliano lungo una diagonale di seconda specie
passante per il vertice 245 corrispondente di 13. Ora questa diagonale
taglia in altri due punti ’Hessiana ed evidentemente, in ciascuno, di que-
sti punti s’incontreranno una sopranumeraria di 123 e una di 134.

« Sieno invece i punti 123 e 145 i quali appartengono a una mede-
sima diagonale di prima specie. Essa e 1’intersezione dei piani diagonali
di 123 e 145: le sopranumerarie di ognuno di questi vertici giaceiono nei
loro piani diagonali e passano per 123 e 145 rispettivamente: dunque nes-
suna delle sopranumerarie di 123 incontra quelle di 145.

« Possiamo anche dire che:

« Ogni diagonale di seconda specie del pentaedro incontra U Hessiana in
un punto doppio e la taglia in altri due punti in ciascuno dei quali concor-
‘rono due rette sopranwmerarie non coniugate.

« Una sopranumeraria incontra altre sei sopranwumerarie (oltre la pro-
pria coniugata).

«I 12 punti, ove le sei diagonali di seconda specie, che appartengono
@ uno stesso piano diagonale, incontrano U Hessiana fuori dei punti doppi,
giacciono a 6, a G, sopra due sopranumerarie coniugate.

« . I piani polari, rispetto alla superficie fondamentale, dei punti di
una sopranumeraria fanno fascio attorno alla sopranumeraria non coniu-
gata (1). Sieno A, B i punti in cui una diagonale di seconda specie in-
contra I’Hessiana all’infuori del punto doppio e (a,, a,); (b,, by) le sopra-
numerarie concorrenti in A e B rispettivamente e siano coniugate a, con b, ;
@y con b,. Allora, per il teorema citato sopra, il punto A ha per piano
polare quello di b, e b,; il punto B quello di a,, a,. Ossia:

(1) C1axnt, Sulle superficie algebriche simmetriche., Rend. Acc. dei Lincei, 1890,
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«1 punti ove una diagonale di seconda specie incontra U Hessiana, fuori
del punto doppio, sono tali che Puno é il vertice del cono polare dell’altro.

« 6. Prendiamo lo spigolo 45 del pentaedro e consideriamo i piani
diagonali dei vertici che contiene. Essi si tagliano nelle tre diagonali di
2% gpecie che passano per 123 vertice corrispondente a 45. Sieno a, b, ¢
queste tre rette; ab, be, ca i piani diagonali di 145, 245, 345 e siano inol-
tre (ry, 73); (r3", r,”); (r,’", r,)”') le tre coppie di rette sopranumerarie
degli stessi punti. Abbiamo gia veduto che le sopranumerarie di vertici
non corrispondenti s’incontrano, o meglio: nel caso, per esempio, di 145 e
245 si & dimostrato che ciascuna delle 7»,’, r," incontra una e una sola e
determinata delle r;”, »,”. Per fissare le idee, supponiamo che s’incontrino le
sopranumerarie che hanno l’indice basso diverso. Allora la @ che & la dia-
gonale di 22 specie comune ai piani diagonali di 145 e 345 contiene i punti
(ry’ v,"'); (ry’ r,”") e per la stessa ragione le b e ¢ contengono rispettiva-
mente le due coppie di punti: | (ry' r3"), (ry" »")}; |irs" 7"), (r" 1",

« Abbiamo cosl i due triangoli (r," 3" »,”’); (r,” v’ 7,"") che hanno
per lati le sei sopranumerarie in discorso e i di cui vertici stanno a due,
a due, sulle tre rette a, b, ¢. Dunque:

« Le 20 rette sopranumerarie dell’Hessiana st aggruppano in 10 coppie
di trilateri prospettivi in ogni coppia essendo centro e asse di prospettiva
un punto di Eckardt e lo spigolo corrispondente del pentaedro ed essendo
coniugate quelle che costituiscono lati corrispondenti di tali trilateri.

« 7. Il piano di ognuno dei precedenti triangoli taglia ’Hessiana se-
condo 4 rette di cui tre sono sopranumerarie e una e spigolo del pentae-
dro. Evidentemente non esistono piani che contengano due spigoli del
pentaedro e due sopranumerarie; o tre spigoli e una sopranumeraria per-
che il piano di due spigoli (o di tre) & sempre una faccia del pentaedro
e quindi le altre rette che contiene sono ancora spigoli del pentaedro
medesimo. Neppure possono stare in un medesimo piano quattro sopra.
numerarie. Infatti, ogni sopranumeraria contiene un punto di Eckardt.
Ora, non pud essere che un tal punto sia quello comune a due delle quat-
tro rette in discorso, altrimenti quelle due sarebbero coniugate e il piano
di due coniugate non contiene altre sopranumerarie, ma tocca 1’Hessiana
lungo uno spigolo del pentaedro. Avremmo dunque in un piano quattro
sopranumerarie e almeno quattro punti di Eckardt; mentre ogni piano
che contenga almeno 4 punti di Eckardt o & un piano diagonale, o una
faccia del pentaedro.

« Abbiamo quindi il teorema:

« Le 20 rette sopranumerarie giacciono a tre, a tre, in 20 piani ognu-
no passante per uno spigolo del pentaedro. Questi e le facce del pentaedro
costituiscono i soli 25 piani capaci di tagliare IHessiana secondo 4 rette.
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8. Per un punto diagonale di 2* specie passano i piani diagonali dei
vertici di un triangolo pentaedrale; e anche i tre piani armonici dei tre
vertici che, insieme al triangolo suddetto, appartengono a una medesima
faccia del pentaedro. Per un centro esarmonico passano i 6 piani armo-
nici dei 6 vertici giacenti in una medesima faccia.

« Dunque:

« I 15 punti diagonali di 1% specie, i 20 di seconda e i 5 centri esar-
monici costituiscono © 40 poli delle facce del pentaedro di Sylvester.

« 9. La sezione di un piano armonico sull’Hessiana & costituita da
uno spigolo del pentaedro e da una cubica C; sia C, la curva luogo dei
vertici dei coni polari dei punti di C. Nell’omologia armonica 2, in cui
il piano armonico che si considera & piano unito, I’Hessiana possiede co-
me curva unita la C; dunque anche la C, deve essere curva unita, cioé
C, coincide con C.

« Ciascuna delle 10 cubiche del’hessiana contenute nei piani armonici del
pentaedro, gode la proprieta di essere il luogo dei vertici dei coni polari dei
suoi punti, cioé di essere Hessiana della cubica secondo la quale il medesimo
piano taglia la superficie fondamentale e di avere tre flessi a comune con
quest’ultima curva net tre vertici del pentaedro che il suddetto piano contiene.

« Nel sistema di rette dello spazio che uniscono punti corrispondenti del-
la hessiana (secondo la corrispondenza stabilita dai coni polari) somo conte-
nute 10 curve piane di 3* classe e 10 di 2*; cioé: le 10 Cayleyane delle
sezioni dei piani armonici con la superficie fondamentale e le 10 coniche si-
tuate nei 10 piani diagonali alle quali sono tangenti a sei, a sei, le 30 dia-
gonali di 2 specie (N° 5.

«10. Un asse triarmonico e unito per tre omologie 2. Esso passa
per un punto doppio dell’Hessiana e l’incontra in altri due punti A, B:
il vertice del cono polare di A deve essere evidentemente punto unito
per le tre stesse omologie 2 per le quali ¢ unito A, dunque questo ver-
tice ¢ B. Cioe:

« Ogni asse triarmonico del pentaedro passa per un punto doppio del-
UHessiana e la taglia in due punti tali che Puno é vertice del cono polare
dell’altro.

« Analogamente si vede che:

« Ogni asse biarmonico 8i appoggia a due spigoli del pentaedro e taglia
VHessiana in altri due punti fra di loro corrispondenti (mella corrisponden-
za dei coni polari).

«11. Questi teoremi che collegano gli elementi del pentaedro di Syl-
vester con ’Hessiana, nel caso della superficie diagonale, sono facilmente
estendibili a una qualunque superficie del terz’ordine. Ne daremo ora un
cenno.
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« Rammentiamo percid che, in generale, il piano polare di un vertice
del pentaedro, tocca 1’Hessiana lungo lo spigolo corrispondente e la incon-
tra secondo una conica la quale appartiene anche al cono osculatore del-
I’hessiana nel suddetto vertice (1).

« Cosl ogni punto doppio di questa superficie, individua una conica
situata sulla superficie medesima e che per brevita chiameremo la conica
opposta a tale punto doppio. Esistono quindi 10 coniche opposte (nel caso
della superficie diagonale ciascuna di esse si spezza, in una coppia di
rette sopranumerarie coniugate).

« Consideriamo allora le coniche C,,; e C,,. opposte a due vertici
corrispondenti 123 e 145. I1 piano polare di 123 contiene C,,; e tocca
I’hessiana lungo lo spigolo 45 e siccome 45 appartiene al cono che da
145 proietta C,,., cosl questo piano polare tocca (',,.. Analogamente si
vede che il piano polare di 145 tocca C,,;. Dunque:

« Le coniche opposte a vertici corrispondenti hanno una tangente comune.

« Od altrimenti:

« Le 10 coniche opposte ai vertici si appoggiano a due, a due, a 15 bi-
tangenti dell’Hessiana.

«12. La retta che unisce due vertici corrispondenti 123 e 145 & una
diagonale di prima specie: ad essa e collegata biunivocamente la bitan-
gente dell’Hessiana che tocca le coniche opposte a 123 e 145. Chiameremo
questa bitangente la bitangente opposta della diagonale considerata. Se A
e B sono rispettivamente i punti di contatto, si vede facilmente che il
cono polare di A ha il vertice in 145 e passa per 123 e viceversa il cono
polare di B ha il vertice in 123 e passa per 145; dunque la diagonale
(123, 145) appartiene a tutte le quadriche polari dei punti della retta AB
cioe il piano polare di un qualunque punto di (123, 145) passa per AB;
onde:

« Il cono polare di una diagonale di prima specie si riduce alla bitan-
gente opposta.

«13. Un vertice ne ha tre che gli corrispondono: dunque nel suo
piano polare avremo tre bitangenti opposte: un punto diagonale di 1* spe-
cie appartiene a due diagonali di 1* specie, dunque il suo piano polare
conterra le due bitangenti opposte a tali diagonali. Ciod:

« Le 15 bitangenti dell’hessiana, opposte alle 15 diagonali di prima specie
del pentaedro, giacciono a due, a due, nei 15 piani polari dei punti diago-
li di prima specie ¢ a tre, a tre, nei 10 piani polari dei vertici.

«14. Se i vertici non si corrispondono, come, per esempio: 123 e 124
i loro piani polari si tagliano in una retta che passa per 345. Gli altri

(1) CrEMONA, Sulle superficie di 30 ordine. Crelle (Bd. 68).
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due punti in cui questa retta incontra I"Hessiana, sono evidentemente
comuni alle coniche opposte a 123 e 124.

Quindi : « Le coniche opposte a vertici non corrispondenti hanno due
punti comuni.

«15. B noto che i piani polari dei punti del piano diagonale di 123
tocecano la conica opposta a 123 (1).

« Cosi abbiamo trovato ehe i piani polari dei punti della retta (123,
145) comune ai piani diagonali di 123 e 145 toccano entrambe le coniche
opposte di 123 e 145 perché passano sempre per la loro tangente comune.
Perd i piani diagonali oltre incontrarsi nelle 15 diagonali di 1* specie, si
tagliano anche nelle 30 di 2* specie (N°4, Mem. Sul pentaedro); dunque:

« Le coniche opposte ai vertici giacciono a due, a due, sui coni polari
delle 30 diagonali di secondw specie.

« I vertici di questi coni giacciono a 4, a 4, sui piani polari dei pun-
ti diagonali di prima specie. Perché per un punto diagonale di prima spe-
cie passano 4 diagonali di 22

«16. Se con C,uy, C,,, si rappresentano le coniche opposte di 123 e
124, abbiamo che sul cono polare della diagonale di 2* specie, dovuta al-
Pincontro dei piani diagonali di 123 e 124, giacciono le Cp3 € Cjpy € 8’in-
contrano in due punti (N° 14). Questi due punti appartengono all’hessiana;
i piani tangenti al cono suddetto, in ciascuno di essi, & anche piano tan-
gente dell’hessiana in quei medesimi punti, perche ivi tangente a C,5; e
J sy curve dell’hessiana. Ed evidentemente questi piani tangenti sono pia-
ni polari dei due punti in cui la diagonale di 2 specie sopra rammentata
taglia ’Hessiana fuori del punto doppio. Se ne conclude che:

« I 60 punti ove le 30 diagonali di seconda specie incontrano U Hessia-
na (allinfuori dei punti doppi) corrispondono ai 60 punti nei quali la stessa
superficie é incontrata (non nei punti doppi) dalle 30 rette intersezioni dei
piani polari di vertici non corrispondenti del pentaedro.

« Tutto questo s’intende nella solita corrispondenza stabilita dai coni
polari.

« Del teorema precedente e evidentemente caso particolare quello del
(N° 5)».

(1) CREMONA, Superficie di 3. ord. Crelle Bd. 68.







SOPRA DUE CURVE INVARIANTIVE DI UNA QUARTICA PIANA.

[4nnali di Mat.ca 1892]

Mi propongo in questa Nota la ricerca delle caratteristiche pliicke-
riane di due importanti curve invariantive di una quartica piana, cioe di
quelle che sono oggetto principale di una Memoria di Clebsch (1) e che
ivi sono contrassegnate col nome di covariante § e di contravariante .
Questa ricerca da luogo a rilevare un errore che si trova in quella Me-
moria e precisamente al N° 5 alla fine del quale 1’Autore conclude che il
contravariante v (inviluppo dei triangoli polohessiani} non & altro che 1’in-
viluppo delle rette che segano armonicamente la curva.

In un caso particolarissimo il Caporali (2) enuncia, senz’altro, che i
due inviluppi suddetti sono distinti. L’impossibilita della loro coincidenza
in generale, non & mai stata invertita, per quanto io sappia, anzi qualche
autore (3) parlando dei risultati di Clebsch riporta, fra gli altri, anche la
coincidenza sopra ricordata.

1. Sia:

Ji= e =)=, . = 1111 -’514 + Q2202 9624 ~+ ag333 3334 +
+ 4 ay, wia Ty + 4 Q05 24 323 + 4 ays e’ X5+ @iz @y 3+
T 4 @aa95 225° X3+ 4 Aagaz o 25" + 6 @rrae 2,2 ? -
+6 1133 " 25° + 6 Gz " 05" + 12 ayyzy " Ty 2y -

+ 12 @ya03 @y @y’ 25 + 6 @133 Xy Ty’ =0,

Pequazione della curva fondamentale. Un punto y individua le 3 curve
polari:

(1) CLEBSCH, Ueber Curven vierer Ordnumg. (Crelle, Bd. 59).

{2) CaroRrALI, Volume delle memorie, pag. 348, no 39,

(3) MaisaNo, Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ternaria biquadratica.
(Giornale di Battaglini, vol. 19).
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a,a;' =0, ata =0, o, 4y, =

L’Hessiana e la Cayleyana della cubica polare si chiamano la polohessiana
e la polocayleyana del punto. Onde le loro equazioni saranno rispettiva-

mente:

(@bc) aybycya,b,c, =0, (1)

(abe) (@bu) (@acu) beu)a,b,c, =0 . (2)

La (1) ¢ simmetrica in o e y quindi:

(a) «Se la polohessiana di P passa per @, viceversa la polohessiana
di Q passa per P (2)».

Per & =y la (1) diviene l’equazione dell’hessiana della curva fonda-
mentale ossia:

(b) « L’hessiana della curva fondamentale puo riguardarsi come il
luogo di un punto per cui passa la propria polohessiana (2)».

Esiste un luogo co! di punti le cui polohessiane sono triangoli. Que-
sto covariante, contrassegnato con § da Clebsch, appunto perché pud ot-
tenersi annullando linvariante § di una cubica polare, & il seguente:

S8={(abec) (abd) (acd) (bed)a,b,cad, =0.

Se P & un punto di § e ABC il triangolo polohessiano di P, la conica
polare di A, rispetto alla cubica polare di P, & costituita dal lato BC con-
tato due volte cioé:

() «8 & anche il luogo dei punti la cui conica polare mista si riduce
a una retta contata due volte (3) ». :

(d) « 8 & pure il luogo dei vertici dei triangoli polohessiani (3) ».

(¢) «Se P & un vertice del triangolo polohessiano di Q, viceversa @
¢ un vertice del triangolo polohessiano di P (3) ».

I’applicazione dei teoremi a, b, ¢, d, e ricorre nel seguito cosi di so-
sovente, che ho creduto necessario citarli esplicitamente una volta per sempré.

2. Mentre i vertici di un triangolo polohessiano variabile descrivono
il covariante § i lati inviluppano un’altra curva contravariante di f, che
¢ appunto la y di Clebsch. Per convincersi ch’essa non pud coincidere

(1) Questa forma mista per y = cost. e u variabile rappresenta la G, di Caporali.
(Folume delle sue memorie, pag. 344, ni 11, 12).

(2) CaPORALL loc. oit., pag. 345, 346, ni 17, 26. — Clebsch, loc. cit. No 3.

(3) CLEBscH, loc, cit. No 4,
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con linviluppo armonico di f, seguiamo passo, passo, la dimostrazione che
ne da I’Autore ai Ni 4 e 5 della sua Memoria.

Consideriamo la conica polare mista di due punti y e 2z ed esprimia-
mo le condizioni che debbono essere soddisfatte affincheé questa si riduca
a una retta u, = 0 contata due volte.

Queste condizioni sono evidentemente le sei seguenti:

m
2 Aimn (ym n "l" Yn zm) — Uy Uy; n 1 ’ 2 B 6.

m,n

I punti y e z apparterranno a S costituendone una coppia di punti corri-
spondenti, ciod tali che I'uno & situato in un vertice del triangolo polo-
hessiano dell’altro. La retta wu descrivera l’inviluppo w. Risolvendo le 6
equazioni precedenti rispetto alle sei quantitd g, 2, -+ y» 2» che vi com-
pariscono linearmente avremo:

D (4ym 25 + Yn zm) = X Apnix Wi U
ik

dove D & il determinante dei coefficienti cioe:

Ai311 Q22 Qrizz iz @ Aniss
Q3311 (a2 (aagz  Aaa1z  Aagpz Aa223

2 228

Q3311 Q3zzz  A3333 (3312 @333 (aass

|
S

Q11 Qrzzz Q233 Q1212 Q1213 G223

Q311 Q1322 Q333 Q1312 Q313 Q1323

Q3311 (Q23az  Q23z3  (lagiz Oazj3 (393

e A,..ir ¢ elemento reciproco di a,,,ix-
Ora, fra le sei quantita ¢, 2, -+ yn 2m DPassa sempre la relazione iden-
tica:
Y2ty nmrtyn patyssh
| Y 2ot Y22 Y23 1 Y22 Y223+ Y22, | =0,
l Yi2s+Ys2 ya2stYs? Y3t Ys2s
Sostituendo dunque, in questa, i valori trovati otterremo:
SAppuiny I Appuive X Agic U U
ik ik ik
p=| SAnvxtiu I Appuity Z ApictliWe | —
ik ik ik

SAppuwing X Asgip iUy 3 Asgin Wi ug
Wk ik ik
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Anig Az Agic

= X Agrie Assie Aogie | Wikl % Uiy Wim g = 0.
ik in k!
Agiie Assie Asziz

A questo punto il Clebsch applica il seguente teorema sui determinanti:
«Un minore A d’ordine p del determinante reciproco 4 e uguale
al prodotto del complementare di A (nel determinante primitivo D) per
la (p — 1)esim2 potenza di D », onde ne conclude che da tutto il primo
membro dell’equazione di v si stacca un fattore D°. Questa conclusione
non & esatta, giaccheé non & vero che il determinante

Aion Aiwre Ainenis
0= A Ay gt oo Ay pnog ;

Aigyn Appss Aimgra

sia sempre un minore di 4 per qualunque combinazione degli indici i,
k, i, k', i’, k”. Perché¢ questo accada, non basta che gli elementi di una
stessa colonna di é appartengano alla medesima colonna di 4, ma bisogna
che altrettanto accada per le linee e c¢io avviene solamente quando le tre
coppie ik, i k', i k” hanno almeno un indice comune. In caso contrario
d, quantunque composto con elementi di 4, non & un minore di A. (Cosl
per es. per i—k—1 , ¢ =k =2 , " = k” = 3). Dunque il fattore D’
non & comune a tutti i determinanti 6 e non si stacca dal primo membro
delPequazione di . Cadono quindi le considerazioni ulteriori che si fon-
davano sopra questo distacco.

3. Anche col seguente calcolo semplicissimo si pud direttamente di-
mostrare che linviluppo v non & quello armonico. Infatti, costruiamo la
conica polare mista dei due vertici (1, 0, 0) e (0, 1, 0) del triangolo
fondamentale. Essa &

Ji2 = 2; @ik i 0k = 0.
%,

Prendiamo questi due vertici in due punti corrispondenti di S e quindi
tali che la loro seconda polare mista sia una retta contata due volte e su
questa retta r prendiamo il terzo vertice del triangolo fondamentale e il
punto unita. Dovremo avere identicamente

Jeo=r=(x — 2,)=0,

e quindi Q1393 = Q331 — Uy933 — 0, Q1113 = Q233 = — Ag123 = O Cosi r € una

4
|
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tangente di . Ora i quattro punti d’incontro di » con f, sono dati dalla
binaria:

4 | 30
' | @+ Gnt2a +4 Xy T3° | Wa93 + Qyp13 2 4+
2a.2! i £l
+ 6 @5" ay’ | @asss + ugss | 1 Assss 5’ = 0.

Se la coincidenza voluta da Clebsch fosse giusta, fra i coefficienti di
questa binaria dovrebbe passare la relazione armonica ¢ — 0 , mentre essi
sono indipendenti.

4. Per studiare le relazioni che hanno luogo fra le curve S e y, di
cui per ora non abbiamo dato che la definizione, & necessario premettere
qualche considerazione sulle possibili forme e posizioni dei triangoli polo-
hessiani. Per brevita chiameremo polo di un tal triangolo il punto della
curva S = 0 di cui il suddetto triangolo rappresenta la polohessiana. La
Steineriana di f, possiede 24 cuspidi. Clebsch dimostra che la § =0 in-
contra la Steineriana appunto nelle sue 24 cuspidi. E facile determinare
anche dove la S — 0 incontra I’hessiana. Infatti se £ e una cuspide della
Steineriana, la sua cubica polare ha una cuspide nel punto P’ dell’hes-
siana che corrisponde a P (1). P’ & cuspide per la cubica polare di P e
la tangente in P’ & conica polare mista di P e P’. Cioe: S — 0 taglia ’hes-
siana nelle 24 cuspidi delle cubiche polari cuspidate. Vi sono dunque 24
triangoli polohessiani ognuno dei quali possiede due lati riuniti: i loro
poli sono le cuspidi della Steineriana. Viceversa se un triangolo ha due
vertici riuniti, il suo polo e una cuspide della Steineriana perche la cu-
bica polare di questo polo ha per hessiana due rette di cui una contata
due volte. E utile per tutto quel che segue (Ni 6, 7, 8) esaminare con
esattezza questo caso dando alla equazione di f, una forma conveniente.
Percio situeremo il vertice (1, 0, 0) del triangolo fondamentale in una
cuspide della Steineriana, il vertice (0, 0, 1) nella cuspide della cubica
polare di (1, 0, 0) prendendo il lato a, — 0 per tangente cuspidale di que-
sta cubica, il terzo vertice (0, 1, 0) nel punto comune a questa tangente
e alla tangente di flesso della cubica suddetta e finalmente il punto unita
nel flesso medesimo.

Allora I’equazione della cubica polare di {1, 0, 0) sard:

(wi SR wz)a —3 xiz ((lfi P “'3) =0,

Ma, calcolandola dall’equazione generale di f,, si trova:

(1) CREMONA, Curve piane, pag. 98.

R e T L e e e o -
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3 3 3 2 2
Ay111 X4 + Q1222 X + @333 23 =+ 3 ay 2 Lo + 3 Agq9n Ty Xy -+
2 2 2 2
+ 8 aqnis @, @3 + 3 Quizs @y @5" + 3 Quzas 5’ 3 1 3 Mangz 5" +
+6a1123a:ix2a;3:0.

Dovremo dunque avere:

Ay = Q2 = Qg9 — 1

@iy =3 =——1, Q3331 == Oggq1 == g1 = Qg2 — 0 .

Chiamando per brevita con a, b, ¢, d, e i coefficienti rimanenti di f sa-
sa quindi:

fi=2xttdale, —dalay +4x 2 — 6xla’ +
daxtabatasF 6o a2+ 4dmya® + eayt =0.

La polohessiana di (1, 0, 0) & (x, — ;) a,” = 0; la seconda polare mista
di (1, 0, 0) e di (0, 0, 1) & la o, = 0; quella di (1, 0, 0) e di (0, 1, 0) &
xy —xy=0.

Annullando Vinvariante S di una qualunque cubica polare, otterremo
Tequazione del covariante § di f,. Si trova cosi:

S=a \Gas+ ey — (a0, + amy +bay) (cay +day)| +
+ lbaey+cacy) @y -eag)— (cagt-daey | |(20, oty — g @y—ac,) — ay—a)"| —
— | g+ aary + bary) (dwy + eg) — (bary +- cavy) (ewy + ) | (2, — g @, +
+ @y — )’ (A + e xs) 2, = 0.

In queste equazioni e facile rilevare che:

« La retta che unisce la cuspide e il flesso di una stessa cubica polare
cuspidata é una tangente comune di S e y ».

5. K necessario ora dimostrare il seguente teorema:

« Una retta r la quale, contata due wvolte, costituisca la conica polare
mista di due punti M ed N é sempre lato comune a due triangoli polohes-
stani e a non pin di due ».

Intanto ¢ evidente che » appartiene ai triangoli polohesiani di M e
di N, quindi basta dimostrare che M ed N sono sempre distinti e che r
non puo costituire la seconda polare mista di un’altra coppia di punti
P e (). Che i punti M ed N non possano essere riuniti ¢ evidente perche,
se lo fossero, ogni punto di » sarebbe doppio per una conica polare pura
e quindi r farebbe parte della Steineriana che, in generale, non si spezza.

ol MG LuX g gin



SOPRA DUE CURVE INVAEIANTIVE DI UNA QUARTICA PIANA. 159

Supponiamo allora che la retta r, oltre esser conica polare mista per la
coppia 3, N, lo sia anche per la coppia P, . Se il triangolo fondamen-
tale ha la stessa posizione del N° 3 [M = (1,0,0), N= (0,1, 0); r =&, — T,]
e se y e z sono le coordinate di P e ¢, la conica polare mista di M, N &:

r=@ —a)=0,
quella di P, Q &:

2 G Y12 — Y2 %2 + s ys 23 + Yy 22 + Yo 20+ @ans (yy 23 + 3 2) ! +
+axy’ ; — Yy 7y T @222Y2 2, + 2033323 + Yy 22+ Y2 2y T+ A2223'Y2 23 1+ Y3 22) f -+
+as’ j a‘3311y1zi“]‘“332?..’/2%‘1"“33333/3%“‘a3323(!/223+?/322\+43313(y324+y,z;;) % +
+ 2 x5 Y12+ Y222 — Yy 22+ 922, z + 22, x, {0'1311 Yy 2+ Qa3 Y323 +
+ @13 (yy 23+ Y5 2) f +2 0,24 ;“zézzygzg + @az339325 + Ao (y2 23+ y325) % =

Se anche questa deve ridursi alla
r=(x, —x,)’ =0,
abbiamo le condizioni:

Ay =Ap= A3 =0, Ay = Ay = — Ay,

chiamando con A;; i coefficienti della precedente equazione. Queste con-
dizioni portano evidentemente che i punti y e 2 siano coningati rispetto
alle cinque coniche:

Ay =apnx + 2 aysz e, 05 + Az’ =0 2 )
An + Ay =(apn+1) 11312 —+ 2 a3 2y 3 + Q1133 ﬂ‘gz =0 5
Ay = @aga9 5% - 2 Qs p X3 + Aazgz 03 = 0 (2)

Az + Az = (@2299 -+ 1) 20g® 4 2 Aza93 X5 X3 + Az 23° =0
Ay = Q311 %" ~+ Qg0 X"+ Qass3 3"+ 2 Wasns o 3 + 2 Az g 23 =0, (3)

delle quali, le prime quattro sono quattro coppie di rette. Bisognerebbe
dunque cercare i raggi doppi dell’involuzione (1), quelli dell’involuzione
(2): essi formano un quadrilatero completo di cui M ed N sono una cop-
pia di vertici opposti: dovremo dunque esprimere analiticamente la condi-
zione che una (e quindi laltra) delle due rimanenti coppie di vertici op-

o

e
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posti fossero coniugati rispetto alla conica (3) ed otterremo allora una re-
lazione fra i coefficienti di f; che la particolarizzerebbe.

Se le due coppie M N, P @ potessero avere un punto comune baste-
rebbe porre nelle formule precedenti gy, — 1, y,=1y; =0 e si otterreb-
bero le condizioni:

2 s
@3311 — Q3331 Wy13— 0 (@1 + 1) @z315 — @g311 @113 =0,

le quali ancora particolarizzerebbero la curva. Pero la dimostrazione fatta
non & applicabile al caso in cui uno dei punti M, o N possa trovarsi sulla
retta » e noi vogliamo anche in questo caso escludere la possibilita che
» possa costituire la conica polare mista di altri due punti P, Q. Se M
si trova sopra r, la cubica polare di N ha una cuspide in M, » ne ¢ la
tangente cuspidale, N & una cuspide della Steineriana. Allora, facendo
uso della equazione del N° 4, costruiamo la conica polare mista di due
punti qualunque y, 2

een ok W S

A i

f Oy = t Coyty—y) 2+ — Y2 — s % 2 -
tat la@e— )ty Tyt tatyntep !+
+a'e"3z2(0y2+dys)+zs(dyz+wa) g T+ 2@y, — Yo) () — ) —
— 2,239, 2 + 2225 3 20yt ey +23(cys + dys) f —1F

s i bt b e SN e N { S AT s A N T SN A e R L A b - bt i g -

In questo caso & dunque:
M=a, o0, 0), N=(0, 0, 1),

P=(y,) y3» 93 Q= (2,2,2) , r=zx,=0.

Se deve essere

si hanno le condizioni:
Agp = Ay :A12=A23:A31=07

ove Aj sono i coefficienti di f®,,. Si vede allora facilmente che i soli
sistemi capaci di soddisfarle, che non particolarizzino la f, sono y, =1,
Yo=0, y3==0), (3, =0, 2,—=0, 23, =1) cioé i punti P e ¢ non pos-
sono essere distinti dai punti M ed N.

6. Cio premesso, siano P e @ due punti corrispondenti del covariante
8, cioe tali che il triangolo polohessiano di uno abbia un vertice nell’al- ]
tro e quindi la loro conica polare mista sia ridotta a una retta r contata
due volte la quale incontri la S nei quattro punti 4, B, C, D.
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13 necessario ora occuparsi delle possibili coincidenze che possono avveni-
re fra i quattro punti A, B, C, D. 11 triangolo polohessiano di P ha un
vertice in ¢ e due in r, analogamente quello di @: dunque A, B, C, D
sono i quattro rimanenti vertici delle polohessiane di P e di Q.

Sia Q@ C D la polohessiana di P e P A B quella di . Intanto P e
() saranno sempre distinti altrimenti (come abbiamo gia osservato al prin-
cipio del N° 5), r appartiene alla Steineriana. Relativamente alle coinciden-
ze possibili fra A, B, C, D, bisogna distinguere il caso in cui vengano a
govrapporsi due che appartengano 1'uno al triangolo polohessiano P A B,
e Daltro al triangolo polohessiano ¢ C D, ovvero due che appartengano al
medesimo triangolo polohessiano.

Se A e B sono coincidenti, l1a polohessiana di @ ha due lati sovrap-
posti, ¢ ¢ una cuspide della Steneriana (N°4), A & cuspide della cubica
polare di @ e poiché » ha in A due punti riuniti a comune con §, » &
la retta che unisce la cuspide e il flesso della cubica polare di @ (N© 4),
ma allora, dalle formole dello stesso paragrafo, si ricava che essa incontra
la 8 in altri due punti distinti. Dunque se A e B sono riuniti, C e D
sono distinti. Contemporaneamente si viene ad escludere che, dei quattro
punti 4, B, 0, D, tre, o tutti e quattro, possano essere coincidenti in uno solo.

Sieno ora riuniti A con ¢ e B con D. Poicheé A & vertice per i trian-
goli polohessiani di P e di @ ne viene che il triangolo polohessiano di A
ha due vertici in P e @ [N° 1 (¢)]; per la stessa ragione il triangolo polohes-
siano di B ha due vertici in P e Q; cioé P @ & lato comune ai triangoli
polohessiani di A e B. Segue che B ¢ il terzo vertice del triangolo po-
lohessiano di A, perché se fosse un altro punto E; la retta P @, contata
due volte, sarebbe la conica polare mista di A e di E e quindi il trian-
golo polohessiano di F avrebbe due vertici sopra P Q e P @ sarebbe lato
comune a tre triangoli polohessiani il che & impossibile (N° 5). Dunque P
B @ é il triangolo polohessiano di 4 e per la stessa ragione P @ A quello
di B. Ne viene che P () e la seconda polare mista di A e B e incontra
S in due punti riuniti in P e in altri due riuniti in . Analogamente si
vede che le rette P A, A Q, P B, B @ sono le seconde polari miste delle
coppie BQ, BP, A Q, AP e ognuna incontra la S in due punti coineci-
denti. Cioé per ognuno dei punti 4, B, P, @, escono tre rette incontranti
(ciascuna) nel loro punto comune la S in due punti coincidenti; dunque 4,
B, P, Q sono quattro punti doppi per S la quale quindi dovrebbe spez-
zarsi in due coniche il che in generale non avviene. E quindi impossibi-
le la coineidenza simultanea di A con C e B con D.

a) Possiamo quindi concludere che, dei quattro punti 4, B, C, D, due,
al massimo, possono essere coincidenti e, quando cioe avviene, gli altri due
sono sempre distinti.

Craxt, 11
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7. Una prima conseguenza di questo teorema e che il covariante §
non ha punti doppi. Infatti, ammettiamo che S abbia un punto doppio P.
Tutte le rette uscenti da P incontrano la S fuori di P in due punti, e fra
queste, sei sono tangenti di y» perché vedremo che la classe di y & 6
(N° 8). Sia » una retta uscente da P e tangente di v, cio¢ lato comune a due
triangoli polohessiani di cui i vertici opposti a » staranno fuori di », giae-
che, se uno di essi stesse sopra r, questa sarebbe tangente cuspidale di
una cubica polare cuspidata e sopra tali rette non esistono certo punti
doppi di S, come si pud verificare sull’equazione del N° 4. Sieno dunque B
e O questi due vertici opposti e siano A e D gli altri due punti in ecui
la » incontra la S fuori di P. P sara vertice comune a due triangoli po-
lohessiani, perche, se rappresentasse due vertici riuniti di uno stesso trian-
golo polohessiano, esso sarebbe cuspide di una cubica polare e ricadrem-
mo in un caso gia considerato (N° 4). Sia quindi P € D il triangolo polo-
hessiano di B, A P B quello di C, le rette P B, P  sono tangenti di v e
poiché P e doppio per S, ciascuna di esse incontra ulteriormente S in un
punto F e in un punto F distinti da B, ¢, P [N° 6 (a)]. Essendo P C D
il triangolo polohessiano di B, la P C rappresenta la seconda polare mista
di B e D, cioe il triangolo polohessiano di ) deve avere un lato sopra
P C e un vertice in B. I rimanenti vertici di questo triangolo, situati so-
pra P C, dovranno essere: uno P perche ivi la P C incontra la § in due
punti coincidenti, ’altro non pud essere C, altrimenti esso conterebbe due
volte nelle intersezioni di P C con S, dunque sara E. Cioe:

P B E e il triangolo polohessiano di D

e analogamente:

PCF » » » A,
PCD » » » B,
PBE » » > A.

Dunque [N° 1 (¢)] il triangolo polohessiano di P deve aver vertice in A, B,
0, D il che & impossibile perche due di questi punti non possono coin-
cidere [N° 6 (a)]. Quindi S non ha punti doppi.

Eeceo dunque le sue caratteristiche pluckeriane:

ordine — 4, classe = 12, punti doppi = cuspidi = 0,
flessi = 24, bitangenti = 28.

8. Cerchiamo ora la classe di y, cioe vediamo quanti lati di triangoli
polohessiani passano per un qualunque punto P. Tutte le polohessiane
passanti per P sono polohessiane di punti che appartengono alla polohes-
siana di P [N° 1 (a). Ma quest’ultima & del 3° ordine e incontra la S in
dodici punti. Vi sono dunque dodici punti i cui triangoli polohessiani pas-
8ano per P. P non appartiene ad 8, dunque P non & vertice per nessuno
di essi, cioe due qualunque tangenti di , passanti per S, non apparten-
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gono a uno stesso triangolo polohessiano. Ognuna di queste tangenti deve
appartenere a due e a non pin di due (N°5)] e cioe ai triangoli polohes-
siani di quei punti di cui essa rappresenta la seconda polare mista. Per
ogni punto y debbono passare cinque tangenti a vy, contando quella nel
punto, e ¢io non ostante nessuna di esse puo appartenere a piu di due
triangoli polohessiani (N° 5) Possiamo dunque concluderne:

a) « L’inviluppo dei triangoli polohessiani é una curva della sesta clas-
se contata due volte. »

b) « La polohessiaua di un qualunque punto P taglia il covariante S
in sei coppie di punli corrispondenti, tali che quelli di una stessa coppia han-
no per seconda polare mista una tangente di vy passante per P.»

¢) «Se P appa tiene a vy, queste sei coppie si riducono a cinque, di
cui una é costituite da due punti di contatto fra S e la polohessiana di P;
la seconda polare mista di questi due punti é la tangente di vy in P.»

9. La tangente cuspidale di una cubica polare cuspidata, rappresenta
due lati coincidenti del triangolo polohessiano della corrispondente cuspi-
de della Steineriana: si pud dunque dire che, per ogni punto di questa
retta, passano due tangenti infinitamente vicine di vy, ossia che essa ap-
partiene alla curva 1 riguardata come luogo.

Fanno parte quindi di y, considerata come luogo di punti, le 24 tan-
genti cuspidali delle cubiche polari cuspidate. Sia 2 la curva-luogo rima-
nente. Si vede subito che le 24 rette suddette sono tengenti a £, giacche,
se r ¢ una di esse, C'la cuspide che contiene e ¢’ la cuspide corrisponden-
te della Steineriana, r & seconda polare mista di ¢ e ¢’ e quindi, oltre
rappresentare due lati coincidenti del triangolo polohessiano di C’, appar-
tiene anche al triangolo polohessiano di C e quindi deve pure riguardarsi
come il lato comune ai triangoli polohessiani di C e di C’. Onde sotto
questo aspetto ¢ una tangeute di Q.

Ogni tangente di vy, o di £, appartiene a due triangoli polohessiani
e a non pitt (N° 5. Dunque ne 1 (o £) posseggono bitangenti, o tangenti
stazionarie. La classe di £ ¢ uguale a quella di .

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema:

« Il contravariante < riguardato come luogo, é costituito da una curva di
30° ordine e di 6 classe e da 24 tangenti semplici di questa curva, le quali
non sono altro che le 24 tangenti cuspidali delle cubiche polari cuspidate».

Mentre dunque da 1), riguardato come luogo, non si distaccano né bi-
tangenti, neé tangenti stazionarie perché non ne possiede, si distaccano
pero 24 rette, cioe quelle sopra descritte.

10. I’equazione di v pud trovarsi riflettendo che di esso si puo dare
questa definizione. [N° 8 (¢)]:
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« 11 contravariante ) é il luogo di un punto la cui polohessiana tocca

il covariante S ».
Basterad dunque esprimere la condizione di contatto fra le due curve
(abe)a,by e, tbyca=0, :
(abe)(abd)(acd)(bed)a,bycede=0.

La curva che ne risulta dovra essere costituita da £ contato due vol-
te, perché Q, come inviluppo, & contato due volte [N° 8 (a)] e dalle 24 tan-
genti cuspidali, contate ognuna una volta, perche¢ esse entrano gia due
volte in £. La condizione di contatto & di 84° ordine nelle y; dunque l’or-

. 84 — y ;
dine di 2 e 1—2—2% — 30 come abbiamo gia trovato (N° 9).

Sono per conseguenza trovate le caratteristiche pliickeriane di 1;
classe = 6, ordine = 30, punti doppi = 396, cuspidi = 72, bitangenti =
flessi = 0 (1).

(1) L’inviluppo vy & doppio come inviluppo di triangoli polohessiani, & semplice co.
me inviluppo delle rette che sono seconde polari miste di coppie di punti. Riguardando-
le sotto questo secondo aspetto, il CAPORALI ritrova la classe di y per mezzo di una pro-
prieta del covariante G, relativa a una retta r (Jacobiana delle coniche polari dei punti
di r) e del controvariante K, farmato con le rette che, insieme ad r, costituiscono la coni-
ca polare mista di coppie di punti corrispondenti di Gy (CAPORALIL loc. ¢it, n. 11, 23,
24, 30).



SOPRA LE HESSIANE DELLE SUPERFICIE CUBICHE.
[Rendic. Isti. Lomb. 1893).

\

La presente Memoria ¢ una studio della Hessiana di una superficie
cubica (in casi particolari che sono fra i pii notevolil. — Quando venne
pubblicata nei Rendic., dell’istit. Lomb., dovette essere divisa in tre Note
per ragioni tipografiche di spazio. - Nella stampa attuale, scrivendo di
seguito le tre Note, ho perd mantenuto la divisione del lavoro in tre
parti. Nella prima ho dimostrato che esiste una sola hessiana non dege-
nere e dotata di linea multipla. Essa possiede una retta doppia con un
punto triplo su questa retta ed & relativa a una superficie cubica dotata
di un punto biplanare. Viene quindi un breve studio di questa hessiana,
che costituisce la seconda parte del lavoro. L’ultima considera tutti i modi
e le forme possibili in cui una hessiana puo spezzarsi. Ne ho fatto un
riassunto in una tabella la quale comprende tutti i casi trovati e che mi
sembrano anche i soli possibili.

I. PARTE.

Hessiane non degeneri dotate di linee multiple.

1. Teorema. — L’unica superfcie del 4° ordine, irriduttibile dotata di
una linea multipla, che possa riguardarsi come hessiana di una superficie
cubica, possiede una sola retta doppia con un punto triplo su di essa ed &
relativa a una superficie cubica dotata di un punto doppio biplanare.

2. B facile vedere che le superficie del 4° ordine, non degeneri e do-
tate di linea multipla, possono classificarsi cosi;

1° Superficie romana di Steiner,

2° Superficie dotate di conica doppia,
3° Superficie dotate di retta doppia,
4° Superficie rigate,
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Cio premesso, la dimostrazione del suenunciato teorema puo farsi per
esclusione. Escluderemo cioe che 1’hessiana di una superficie cubica possa
appartenere alla 1%, alla 2%, alla 4* delle specie sopra descritte e dimo-
streremo che quando appartiene alla terza, essa possiede conseguentemente
gli altri requisiti indicati dal teorema medesimo. Questa esclusione si puo
far dipendere dai seguenti teoremi.

3. «Se esiste un punto P la cui quadrica polare (1) & costituita da
un piano doppio =z, e se la superficie fondamentale non & degenere, I'hes-
giana si spezza in quel piano e in un cono cubico col vertice in quel
punto quando & non passi per P; quando poi s passi per P, I’hessiana
si compone di & contato due volte e di un cono quadrico col vertice in
P: P naturalmente in quest’ultimo caso e uniplanare per §;.».

Infatti: Se P non giace sopra z, collochiamo in P il vertice (0001)
del tetraedro fondamentale e prendiamo =z per faccia opposta. La quadrica
polare di P & allora

Zig i ;7 = 0.

Se essa deve ridursi a #°;, =0, si esigono le condizioni:

Qq1) == Qy33 — G433 — Q412 = Qq13 — Qgq — Ay93 — Qy34 — A3y — O
e quindi il primo membro dell’equazione di H si spezza in @, =o0 e in
un cono cubico col vertice in (0001

Se invece P giace sopra =, P & certamente uniplanare per S, e pre-
dendo nz per piano ¥, — o, avremo:

Sy=a’w,+p=0
dove ¢ & una ternaria cubica in o, x,, x;. Conseguentemente si trova:
) olg
H=2|¥n¢u—@n'| = 0; (""”‘:W)
il che dimostra la seconda parte del teorema.

4. Proponiamoci ora la seguente questione. — I.inviluppo dei piani
polari dei punti di una retta r & un cono quadrico. Se r appartiene ad
H, il vertice di questo cono & un punto doppio di H e il cono suddetto
costituisce il cono osculatore di H in quel punto doppio. La quadrica po-
lare del vertice del cono & una coppia di piani che si tagliano lungo la
r(2). Chiamando dunque corrispondenti due punti di H quando uno &

(1) D’ora innanzi quando parleremo di elementi polari intenderemo di considerli tali
sempre rispetto a una superficie oubica fondamentale che rappresenteremo con S;; per
indicare la sua hessiana useremo il simbolo H.

(2) CREMONA, Sulle superficie del 3. ordine. Crelle, Bd. 68. N. 14, 93, 56,
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vertice del cono polare dell’altro, o (cio che e lo stesso) quando il piano
polare dell’uno tocca H nell’altro, segue che, in generale, a una retta di H
corrisponde un punto (doppio! di H. Si puo ora domandare, a wuna retta
r -di H puo, eccezionalmente, corrispondere una curva che mon sia ux punto
sen-a che, per questo, H si spezzi?

Intanto & certo che, se questa curva esiste, non puo esser altro che
una retta, perche i coni polari dei punti di » debbono formare un fascio
e il luogo dei vertici dei coni di un fascio, quando non e un punto, & una
retta (1). Vediamo dunque a quali conclusioni si perviene, se a una retta »
di H, si fa corrispondere un’altra retta »’ pure di H. Mentre un punto va-
riabile P percorre r, il piano polare di P tocca H in un punto P’ di »’ e
quindi contiene »’. Cioé i piani polari dei punti di » fanno faseio attorno- a »’.
Dunque, in questo caso particolare, la sviluppabile formata con tutti i piani
polari dei punti di », e che ¢ generalmente di 22 classe, & ridotta alla prima:
a un fascio di piani. Viceversa, si vede subito che anche i piani polari dei
punti di v’ fanno fascio attorno ad » e sotto questo aspetto le r, ' sono in
posizione reciproca. I coni polari dei punti di » debbono formare un faseio,
avere i vertici sulla #’ e, nel fasecio, non debbono esser contenuti piani doppi,
altrimenti H si spezza; dunque questi coni si toccano lungo la »' (1) e si ta-
gliano ulteriormente secondo una conica non degenere. In questo faseio
esiste una sola coppia di piani costituita dal piano tangente a tutti i coni
e dal piano della conica; 'intersezione di questi due piani si appoggia a
»'; sia 2”7, e sia P, il punto di » la cui quadrica polare & la suddetta copia
di piani. Il piano polare di P, deve esser tale anche rispetto alla quadrica
polare di P,, dunque esso passa per r” e siccome P, appartiene ad r, cosl
il suddetto piano passa anche per 7’ cioé contiene »’ ed r” e quindi e il
piano tangente a tutti i coni del faseio. Esso dunque fa parte della qua-
drica polare di Po, cioeé passa per P, e per conseguenza P, appartiene alla
superficie fondamentale §;. Quindi ipotesi fatta che a una retta » di H
corrisponda un’altra retta »’ pure di H, si trasforma in quest’altra: la S,
passa per un vertice del pentaedro, cioe possiede un punto di Eeckardt (2).
Allora, secondo i noti resultati di Eckardt, si conclude subito che le », #’
s’incontrano, che la »” si appoggia a entrambe e che P, =, »’. Dunque.

(a) I’esistenza di una retta r di H a cui corrisponda una retta v’ pure

(1) SEGRE, Ricerche sui fasci di coni quadrici in uno spazio lineare qualunque (Aocec.
delle Scienze di Torino. Vol. XIX, 1884'. — BERTINI, Sui fasci di quadriche in uno spazio
a n dimensioni. (Ace. dei Lincei, Rendiconti, Vol. II, serie 42 , 18836),

(2) Ueber diejenigen Flichen dritten Grades, auf denen sich drei gerade Linien in einem
Punkte schneiedn: Math. Annal, Bd. 10,
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di H, esige che r e v’ 8’incontrino, costituendo wna coppia di rette sopranu-
merarie conjugate.

La proposizione reciproca & contenuta nei Ni 8 e 9 della mia Nota
Sulle superficie algebriche simmetriche (Ace. dei Lincei, 1890).

Per le ricerche che seguono, & necessario tener presente che:

(b) Se H mon ¢ degenere, a una retta di H non puo corrispondere altro
che un punto, od una retta.

5. «Se a uno spigolo a del pentaedro, corrisponde un vertice 4 e se
i tre vertici situati sopra a« sono riuniti in uno stesso punto B, lo spigolo
b corrispondente di B, non pud possedere, riuniti in uno stesso punto, i
tre vertici che contiene, senza che H si spezzi ».

Collochiamo il vertice (0001) del tetraedro fondamentale nel vertice
A del pentaedro e prendiamo la retta x; = 0, x; — 0, sullo spigolo corri-
spondente a. B cosi implicitamente ammesso che a non passi per A, ma
se cio avviene, A & biplanare per S; e vedremo a suo tempo (Cap. II) che,
in quel caso, il teorema e verificato. ;

Otterremo che il tetraedro fondamentale abbia la sopra indicata po-
sizione esigendo che la quadrica polare di un qualunque punto (y,, ¥, 0,
0) di a sia un cono col vertice in A. Si trova cosi:

Qg1 = Qg — Qi3 = Aygq = Qagp = Qa3 = Qggy = 0. (1)

Si pud anche, senza toglier nulla alla generalitd, situare il punto
B =(1000) di @ in uno dei vertici del pentaedro. Si ottiene ¢io esprimendo
che la quadrica polare di B sia una coppia di piani passanti per A. In-
tanto escludiamo subito, come contrario all’ipotesi del teorema, che la retta
d’intersezione dei piani della suddetta coppia incontri ¢ in un punto P,
perche la quadrica polare di P avrebbe un vertice in A e uno in B e
quindi si spezzerebbe; onde P sarebbe un vertice del pentaedro. Ma 1i-
potesi del teorema sopraenunciato, richiederebbe che P coincidesse con B,
cioe che B fosse biplanare per S,, caso il quale, come gia abbiamo avver-
tito, sard studiato a parte (Cap. II). Si pudo dunque prendere per retta
b= (x, =0, v, — 0) quella comune ai piani che costituiscono la quadrica
polare di B. Questi piani sono distinti, altrimenti H si spezza (N° 3). Puo
darsi che nessuno di essi passi per B, puo darsi che ce ne passi uno e
non l’altro {se passassero entrambi per B, B sarebbe biplanare, ece.). Trat-
tiamo separatamente questi due casi.

(a) Nel 1° potremo situare il punto € =(0100) di a, nel conjugato ar-
monico di B rispetto alla coppia di piani che formano la quadrica polare
di B stesso. Allora questa quadrica é:

2 ¢ MR
@y T~ Qo " = 0
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onde, questa particolare scelta del punto (0100), esige che, alle condizioni
gia imposte (1), si aggiungano le altre:

Qg3 = Qizp = Gyz3 = @13 = 0.
I tre valori del rapporto Y4 che individuano i 3 vertici del pentaedro,
J2

situati sopra a, si trovano annullando il discriminante della ternaria che
rappresenta il cono polare di un qualunque punto di a. Questo diserimi-
nante e:

) 2 2
Y2 1U," @11y Quas Qazz —+ Yy Yy (@111 Gagy Gpgz — Qygq @on3) —

2 %, e
— @213 Q233 Yo f = 0.

Uno dei tre vertici suddetti & naturalmente in y,—0: se si vuole
dunque che anche gli altri due siano ivi riuniti, dovremo annullare i coef-
ficienti di y,° e di y, ¥, Ma a;;; € @;2» non possono esser nulli, altrimenti
I si spezza (N° 3); dunque dovra essere a,;; — 0 e ’equazione precedente
diviene y, y,° = 0. Essa ci esprime che non si pud esigere (se H non si
spezza) che i tre vertici del pentaedro giacenti sopra a siano riuniti in
un punto; che se due sono riuniti in B DPaltro cade nel 4° armonico di
B rispetto ai piani che formano la quadrica polare di B. B dunque im-
possibile realizzare, in questo primo caso, U'ipotesi contenuta nell’enunciato
del teorema.

(b) Nel 2° caso, potremo prendere x, r, — 0 per quadrica polare di B.
Allora, alle condizioni 1) gia imposte, si aggiungono le altre:

@1y = Gyay == Q33 = Q33 — A3 — 0.

Per trovare i tre vertici del pentaedro situati sopra a, basta annullare il
discriminante della quadrica polare di un punto di a, come nel caso pre-
cedente). Si ha cosi:

2 :
a1 Yz | Yo (A2 @zp3 — a®y3 ) — Aagz dap v (=0.

Ora ay; & diverso da zero, altrimenti nella equazione di S, manca una
coordinata, S, € un cono e H & indeterminato (N° 19). Se dunque l'equa-
zione precedente deve ridursi a y,’ = 0, sard a,;3 — 0 e allora Dipotesi del
teorema e realizzata. La dimostrazione ne segue immediatamente.

Infatti basta calcolare il discriminante della ternaria che rappresenta
la quadrica polare di un punto di b (2, =0, x, = 0).

Annullandolo, si trova:
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L
A
B i
. 1 U322 Yg : Y3 (@333 Q344 — @334 B Y3 Yy (@333 Ay — agay @3uq) +
258 2/, 2 Jie
3 + y4 (s ayyy — a%yy) | = 0.

Ma as,, == 0, altrimenti il punto C = (0100) ¢ un vertice del pentaedro e
i tre vertici di esso, giacenti in a, non sono piit coincidenti in un unico
punto. Se Pequazione precedente deve ridursi a y,> = 0 occorre che sia

R
Uggz Uygy — Qggq Qgqq = g3y Aygy — gy = 0

e quindi a’y; — @y az, = 0, cioe le quadriche polari di tutti i punti di
b sono indeterminate, il calcolo di / mostra subito che si spezza. — c. d. d.

6. Siamo ora in grado di dimostrare il teorema enunciato al prineipio
di questo capitolo. Prima pero faremo la seguente osservazione generale.
Se H possiede una linea doppia, non ne segue che ogni punto di questa
linea, pur essendo doppio per H, goda della proprieta che la sua quadrica
polare si spezzi. 11 ragionamento che fa il prof. Cremona al n. 83 della gia
citata memoria, non & qui applicabile. Potrebbe darsi che tutti i punti
della linea doppia fossero uniplanari, dotati cioe ognuno di un solo piano
osculatore. Potrebbe anche essere che la superficie fondamentale avesse
dei punti doppi. Essi apparterrebbero certo a H e il piano polare di uno
d’essi, essendo indeterminato, potrebbe pure esser rappresentato da uno
degli infiniti piani osculatori di H in un punto della linea doppia. Pero,
viceversa, se esiste un punto la cui quadrica polare ¢ una coppia di piani,
quel punto & doppio per H.

7. Cominciamo dall’escludere che ogni superficie del 4° ordine, non
degenere, dotata di conica doppia, possa essere H di una S,. Sia ¢, la co-
nica doppia. Se H non ha punti singolari fuori di ¢,la sua classe e 12 :1).
Cio significa che, costruita la eurva polare di una qualunque retta » dello
spazio (cioe la base del fascio delle quadriche polari dei suoi punti), essa
incontra H in 16 punti tali che 12 di essi hanno i loro corrispondenti si-
tuati fuori di ¢,. Ora si vede facilmente che se la supposta /1 deve essere
hessiana, possiede di conseguenza almeno un panto doppio fuori di e¢,. In-
fatti: consideriamo un punto A di H la cui quadrica polare si spezzi in
due piani e poniamo pure che 4 giaccia sopra ¢,. Ad A corrisponde una
retta a non passante per A ‘altrimenti A & biplanare per S§,) e vedremo ;
che allora H non possiede ¢, Cap. II'. La retta a avra a comune con ¢, o
un punto B al pitl, la retta b corrispendente di B passa per A. I tre ver-
tici del pentaedro, situati sopra a, possono essere riuniti in B, ma allora
non possono essere riuniti in A i tre che si trovano sulla b senza che II si

(1) BerzoLARIL, Sopra la superficie del 4> ordine dotata di conica doppia. (Annuali di
mat, tomo XIil).
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spezzi (N° 5). Dunque H possiede almeno un punto doppio fuori di ¢,. Quindi
nel computare la classe bisogna fare una ulteriore diminuzione di due al-
meno, dovuta al punto doppio P ulteriormente trovato. Cio indica che la
curva polare di una qualunque retta dello spazio passa per due punti
fissi, o variabili, riuniti, o distinti, ma corrispondenti di P, situati cioe
sulla retta p corrispondente di P. Essi non possono essere variabili, sulla
p, perche, se cio accadesse, i piani polari dei punti di p sarebbero cosi di-
stribuiti nello spazio che per ogni retta arbitraria ne passerebbero due
distinti, o riuniti), e questo & impossibile perche i piani polari dei punti
di una retta o inviluppano un cono, o formano un fascio (N° 4). Dunque i
suddetti punti saranno fissi (distinti, o no). Sia @ uno di questi; esso &
comune alle curve polari di tutte le rette dello spazio, dunque @ & doppio
per S,. Se e conico, il vertice del suo cono polare & @ stesso, cioe P coin-
cide con @, il che non puo essere perche si ¢ gia dimostrato che la qua-
drica polare di P & una coppia di piani; dunque ¢ & biplanare, o unipla-
nare per S;. Ma se e uniplanare, H si spezza (N° 3), se & biplanare, stu-
diando dettagliatamente /, dimostreremo che non contiene ¢, (Cap. II).

8. (@) Escludiamo ora le superficie rigate. Essa contengono infinite
rette. A una retta di H corrisponde o una retta, o un punto (N° 4)se H
non si spezza. Nel primo caso, il punto comune alle rette che si corrispon-
dono, nel secondo caso il punto corrispondente alla retta ha la quadrica
polare che si spezza. Potrebbe fare eccezione il caso in cui una retta coin-
cidesse con la propria corrispondente, ma allora essa apparterrebbe a §,
(N° 9 (a) e quando questo si ripetesse generalmente per ogni retta di H,
H si spezzerebbe in §; e in un un piano (N°26). Si puo dunque dire che
sulla superficie H esistono infiniti punti le cui quadriche polari si spez-
zano. Il piano polare di uno qualunque di questi punti tocea H lungo la
retta corrispondente, dunque la superficie H deve essere sviluppabile; e
cosl intanto possiamo affermare che se H & una superficie rigata, irridut-
tibile, essa e sviluppabile. Basta dunque escludere che H possa essere un
cono di 4" ordine, o la sviluppabile di 4" ordine e di 3* classe osculatri-
ce di una cubica gobba.

(b). I1 cono di 4° ordine (irriduttibile) si esclude subito. Infatti a una
sua generatrice g corrispondera un’altra generatrice ¢', ovvero un punto.
¢’ non puo coincidere generalmente con g altrimenti S, fa parte di H, e H
si spezza. Essendo ¢’ distinto da ¢, la quadrica polare di V=g g¢', verti-
ce del cono, si spezza in una coppia di piani (N° 4), la di cui retta comu-
ne dovendo appartenere a H passa per V, cioé V & biplanare per S,;. Se
poi a una generatrice g corrisponde un punto G, o G ¢ V e quindi V
biplanare per §;, o altrimenti, la quadrica polare di V, avendo infiniti ver-
tici negli infiniti punti analoghi a @, si spezza in due piani la cui retta comune,
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appartenendo a H, passa per V e ancora V & biplanare per S;. — In ogni
caso dunque D’ipotesi fatta che H sia un cono del 4° ordine irriduttibile
ci fa concludere che il vertice del cono deve essere biplanare per S;. Ora
in questo caso vedremo (N° 17) che H non pud esser un cono di 4° grado
senza spezzarsi. .

(¢'. Passiamo alla sviluppabile di 4° ordine. Alle sue generatrici cor-
rispondono i punti della cubica gobba di cui e osculatrice (perche questa
cubica & doppia per la supposta /) Uno dei punti P in cui la cubica
taglia §; € un punto di Eckardt. La generatrice p, corrispondente di P,
non pud passare per P, altrimenti P & biplanare per S; e allora H non
& rigata, ne sviluppabile (Cap. II). Quindi non passando p per P, bisogna
che il piano polare di P passi per P e tocchi H lungo p, cioe abbia co-
muni 4 punti con la cubica gobba, il che & assurdo se essa e quindi A
non si spezza.

9. Finalmente dimostriamo che I’unica H che possiede una retta dop-
pia & quella relativa a una §; dotata di punto biplanare. Le considera-
zioni seguenti spettano a qualunque superfieie di 4° ordine che possegga
almeno una retta doppia. Onde le conclusioni saranno applicabili tanto
alla superficie di Steiner, quanto a un caso particolare di una H dotata
di conica doppia che forse potrebbe non rientrare nelle considerazioni del
N©o 7; il caso in cui la conica doppia sia degenere. Abbiasi dunque un’H
dotata di una retta doppia ». A r corrispondera una retta, o un punto (4).

(@). Supponiamo che a » corrisponda una retta »’ costituendo insieme
una coppia di sopranumerarie conjugate. Sia, dapprima, la »’ coincidente
con la r. Allora i piani polari dei punti di » passano per r», ossia r ap-
partiene anche ad S; Fra i punti di » e stabilita una projettivita essendo
corrispondenti due punti che siano I’uno il vertice del cono polare del-
P'altro. I punti uniti di questa corrispondenza sono dunque doppi per S,
e potranno essere distinti, o coincidenti. In ogni caso uno qualunque di
essi non puo essere conico per N, perche sarebbe tale anche per H e di
piu il cono osculatore ivi di &; sarebbe cono osculatore ivi anche per H.
Ora tutti i punti di » sono biplanari, o uniplanari per H ; dunque i sud-
detti punti uniti saranno biplanari o uniplanari per 8, e quindi H & re-
lativa a vna S, che possiede almeno un punto biplanare. ovvero H si
spezza. Se poi r’ & distinta da », il punto » 7’ avrd per quadriea polare
una coppia di piani che si taglieranno lungo una retta »” che si appog-
gia a r e »’ (N° 4\. Il piano polare del punto » »’ & il piano » »" e deve
toccare H lungo la »” corrispondente del punto r#" (N° 4). Se »” & distin-
to da » e da »’ il piano polare suddetto taglia H in una curva del 5° or-
dine (composta di r, »” contate ognuna due volte e di »’ contata una
volta) e quindi H si spezza. Se »” coincide con r, o con #’, il punto » '

53
£
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¢ biplanare per S; e ancora H e I’hessiana di una §; dotata di un punto
biplanare.

:b). Supponiamo adesso che a » corrisponda un punto R. Io dico che
r deve contenere R e quindi R deve essere biplanare per S;. Infatti, am-
mettiamo che r non contenga R e prendiamo » per lato x;, =0, x, = 0,
del tetraedro fondamentale, R per vertice (0001) e poniamo inoltre il punto
(1000) in uno dei tre vertici del pentaedro che appartengono e r. Ci oc-
corre ora distinguere due casi a seconda che la retta comune ai piani che
formano la quadrica polare di (1000) non incontra », ovvero la incontra.

Nel 1°caso il tetraedro fondamentale potra avere le stesse posizioni
del N° 5 (a), o (b), a seconda che la quadrica polare di (1000)non passa, o
passa per (1000). Si hanno cosi le due equazioni seguenti per H :

H = % Aypy %y (@ogy Xy - sy Ty | lggy Ty) — @129 Xy % Phere
: 2 : gt
— Q11 Ty (@gg9 Ty - oy Xy (Ayys X3 1 Ay 204) = 0,
H = 3 A1z Xy (A2 Xy + lzoy Xy) + oy xt-z: D — a1, %y (@232 %, +

+ a3 “’3‘2 Ay @3+ Ay ) = 0

dove :

Qg3 Ty - Ag33 Xy - g3, X Q343 Xy + Agqy X4

Ayg3 Oy 4 3, %, Qg3 Xy —+ Ay Ty

Ora, se H possedesse, nell’una, o nell’altra delle due forme, come ret-
ta doppia la r = (¥; = 0, , = 0), bisognerebbe che posto x, — A &, si stac-
casse dal primo membro il fattore @°,. E questo non puo avvenire senza
che sia @gy; — dgy3 = 0, cioé senza che H si spezzi.

Nel 2° caso, la quadrica polare di (1000) potra prendersi sotto la for-
ma a3 %, £, = 0, ovvero a;; ®,° -} a;33 %, — 0 a seconda che essa passa,
o no per (1000). In ogni modo, calcolando H si trova, analogamente a quel
che si e fatto sopra, che essa non puo possedere come retta doppia la
r = (%3 = 0, @, — 0) senza spezzarsi. Dunque se un’H possiede una retta
doppia », ad » deve corrispondere un punto R di », cioe R deve essere
biplanare per S.,.

Il teorema enunciato al principio di questo capitolo e cosi dimostrato.
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II. PARTE

I’Hessiana di una superficie cubica dotata di un punto biplanare.

10. Se si colloca il vertice (0001) del tetraedro fondamentale nel pun-
to biplanare e se si prendono per piani x, =0, x, =— 0 quelli che ne co.
stituiscono il cono osculatore, equazione di S; pud seriversi sotto la
forma:

B=w 2, 7+ ¢=0

n2
: 2 e 0
dove ¢ e una ternuria cubica in x, , @, , 23 - Ponendo ¢; = fp Ie-
0 i 0 Tp
quazione di H &
toi cs 2 !
H=2% 2,2, %5 — Pu i@ $u+ o P~ 22,2013 + )

+ (2, P13 — 2 o3’ = 0.

Essa mostra immediatamente che il punto biplanare di S, & triplo
per H, che la retta (x, = 0, a, = 0) ¢ doppia, e che il cono osculatore nel
punto triplo si spezza nei tre piani:

w1=0, a‘,2:0’ (/733.—_—0_

11 piano @, — 0, oltre la retta doppia, contiene le altre due rette di
H date da

=0, @@y — @p’'=0.

Cosi il piano x, =— 0, oltre la retta doppia, contiene le altre due
x; =0 P33 Pu— @y3" = 0.

Finalmente il piano ¢,; — 0 tocca H lungo le due rette:
@3 =0 Ty Pz — PPz =0

Dunque, per il punto, passano 7 rette di H: esse costuiscono la com-
pleta intersezione (di 12° ordine) del cono, osculatore in quel punto, con
H, giacche la retta doppia conta 4 volte in quella intersezione, le rette
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situate in @z; = 0 contano ciascuna come due, le altre 4 contano ognuna
semplicemente.

11. La rappresentazione piana di H & ovvia e si puo ottenere projet-
tando H dal suo punto triplo sopra un piano, non passante per quel pun-
to. Lia rappresentazione ha sette punti fondamentali di cui due coppie
allineate con quello che rappresenta la retta doppia: sia 1 quest’ultimo;
(2, 3), (4, 5) le coppie allineate con 1 ; 6 e 7 gli altri due. Tutte le oo?
quartiche piane che hanno in 1 un punto doppio, che passano semplice-
mente per 2, 3, 4, 5 e che in 6, 7 toccano la retta 6 . 7 sono immagini
delle sezioni piane della superficie. Le rette 1.6, 1 .7 sono immagini
di altre due rette della superficie che si appoggiano alla retta doppia senza
passare per il punto triplo. Indichiamo con r; la retta di A la cui imma-
gine e i. Tanto in 6, quanto in 7, la rappresentazione ha due punti infi-
nitamente vicini, dunque sulle rette rg, », esistono altri due punti doppi
di H. Le sezioni piane di H, che passano per questi due punti doppi, so-
no rappresentate dal fascio di quartiche, ognuna delle quali ha 3 punti
doppi in 1, 6, 7 e 4 punti semplici in 2, 3, 4, 5. Dunque H possiede
altri due punti doppi situati fuori della retta doppia. Non ne esistono al-
tri. Infatti, se un punto doppio P esiste sopra H e giace fuori della retta
doppia, esso deve trovarsi sopra una delle rette di H che passano per il
punto triplo 7. Se giace p. es. sulla retta la cui immagine & 2, tiriamo
il piano tangente a H in un punto ¢ della suddetta retta distinto da P.
La sezione di questo piano e costituita dalla », e poi da una cubica che
ha in 7 un punto doppio e che passa per P e per ; dunque la r, fa
ancora parte di questa cubiea, cioe il piano suddetto tocca H lungo 7,
il che & impossibile, altrimenti le immagini delle sezioni piane non sareb-
bero pitt oc®. Dunque il punto doppio P sara sopra una delle ry,, o 7.
Ma sopra ciascuna ce ne gia un altro oltre P e 7, essa quindi sarebbe
doppia per H, il che e assurdo (Cap. I). Le singolarita di H possono dun-
que riassumersi cosi:

« LI’hessiana di una superficie cubica dotata di wun punto doppio bipla-
nare ¢ un monoide di 4° ordine, con una retta doppia passante per il pun-
to triplo e con altri due punti doppi fuori della retta doppia. Nel punto tri-
plo coneorrono, oltre la retta doppia, altre 6 rette della superficie: due cop-
pie di esse si trovano in due piani passanti per la retta doppia, le altre due
giacciono in un piano il quale tocca H lungo entrambe. La superficie pos-
siede almeno altre due rette che si appoggiano alla retta doppia ».

12. Tutti i punti della retta doppia sono biplanari. La coppia di piani
che costituisce il cono osculatore in un punto di quella retta &:
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2

; 2 | 2 1
:1:12 ; (@135 — 13 Q333) Ys | ot ; (@335 — Qo @333) Ys i +

) § |
+ 22y 2y i (Qra3 Azgs — Q3 Aang) Y3 + 2 asgz Yy  =0.

Dunque: « La retta doppia contiene due punti uniplanari » dovuti ai
Ys

due valori di = per i quali & nullo il disecriminante della precedente equa-
Ya g
zione. Questo discriminante puo porsi sotto la forma:
(311 Y3 312 Y3 + Q333 Yy Q313
333 A312 Y3 + 333 94 Q323 Y3 313 (1)
A313 Y3 323 Y3 Q333

esso, manifestamente non differisce dal diseriminante della quadrica pola-
re di (0, 0, y;, ) che per il fattore a3, il quale per ora supporremo
non nullo. Quindi:

« Sulla retta doppia esistono, oltre il punto triplo, altri due punti la
cui quadrica polare, rispetto a S si spezza in due piani e questi due punti
sono uniplanari per H ».

Inoltre si vede facilmente che:

« Le due rette di 1I, che non passano per il punto triplo, uniscono cia-
scuna uno dei punti doppi, che sono fuori della retta doppia, a uno dei punti
uniplanari ».

Da cui segue:

« Nella rappresentazione piana di H la retta 6.7 é toccata met punti
6, 7 da due coniche del fascio i cui punti base sono 2, 3, 4, 5».

13. Indicando con T il punto triplo, con P4 P, i punti doppi di H
che giacciono fuori della retta doppia; con U,,, U,, i punti uniplanari in
modo che sia r,3= Pg. Uy 7= P,. U, ¢ facile constatare che la cor-
rispondenza fra le rette e i punti doppi di H si stabilisce cosi,

la retta », al punto T
 Jaeie it et TG SRl
- RIELE A AR S SR
RS Al R
B e » U
Le rette r, rq; r, r, formano due coppie di sopranumerarie conjugate.

14. Osserveremo un caso particolare di questa H: quello che corri-
sponde all’ipotesi as3; == 0, Allora la retta lungo la quale si tagliano i
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piani osculatori di §; nel punto biplanare, appartiene per intero a S; e
rappresenta due delle sei rette di S; che giacciono nei piani suddetti. H
si specializza cosi:

« Tutti © punti della retta doppia sono uniplanari» come risulta subi-
to dall’esame del discriminante (1) del N° 12.

15. Si pud ora completare la dimostrazione del teorema del N° 8 (a)
cosl enunciato « H non puo mai essere un cono del 4° ordine irriduttibile ».

Infatti, per le considerazioni allora svolte, tale dimostrazione si riduce
ad esaminare se I’H studiata in questo capitolo II pud esser un cono non
degenere col vertice nel punto triplo.

Ma per la speciale posizione del tetraedro & evidente che se cio av-
venisse, dovrebbe nella (1) del N° 10 mancare la coordinata x, e quindi,
o mancare questa coordinata anche nell’equazione di §,, ovvero essere
identicamente @5, — 0. Nel 1° caso S; & un cono e H & indeterminata
(N° 17); nel 2° caso H degenera in due piani ognnno contato due volte.

IIT PARTE

Hessiane degeneri.

16. Prima di intraprendere le seguenti ricerche, sopra le hessiane de-
generi, & necessario completare il teorema del N° 3 considerando tutti i
casi in cui S; si spezza. Se §; si compone di una quadrica e di un piano

secante, la sua equazione potra scriversi

8=, (2 + @’ + a5 +2a)=0,
da cui

H=g’(—32 4 o'+’ +2’)=0.

La quadrica polare del punto (1000) & x,> = 0. Se poi il piano che
compone §; ¢ tangente alla quadrica, allora potremo scrivere S; =
(e 5 + 23 2,), da cui H=2,* = 0 e ancora la quadrica polare di (1000)
¢ ,°=0. Se finalmente 8, degenera in tre piani distinti, o coincidenti,
H ¢ indeterminata. Dunque:

Se la §; ¢ degenere e H non ¢ indeterminata e se esiste un punto,
la cui quadrica polare & un piano doppio, la S; & composta di un piano
e di una quadrica. Se il piano non tocca la quadrica, H & composta di
quel piano contato due volte e di un’altra quadrica; se il piano tocca la
quadrica, H ¢ quel piano contato 4 volte. In entrambi i casi il punto, la
cui quadrica & costituita dal piano contato due volte, & il polo di quel
piano rispetto alla quadrica che compone Sy ».

Crant. 12

.
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17. Aggiungeremo anche che se la S; fondamentale ¢ un cono (dege-
nere, o0 no) la H ¢ indeterminata. Perché basta osservare, che ponendo un
vertice del tetraedro fondamentale nel vertice del cono, manca una coor.
dinata nella equazione di §; e quindi nella equazione di H (sotto forma
di determinante) manca una linea e una colonna.

18. Ammettiamo ora che H sia composta di un piano (che diremo
piano hessiano) e di una superficie cubica non degenere. Un caso in cui
questa ipotesi e verificata ’abbiamo gia notato (N° 3). Se la superficie
fondamentale non ¢ degenere e esiste un punto la cui quadrica polare e
un piano doppio non passante per il punto, quel piano appartiene ad H
e il rimanente di H & un cono cubico col vertice in quel punto. Esami-
niamo ora se l’ipotesi ammessa ¢ realizzabile altrimenti. Essa puo certo
conseguirsi anche nel seguente modo. Supponiamo che una retta di H go-
da la proprieta che i coni polari dei suoi punti siano coppie di piani tali
che nessuna coppia sia formata da piani coincidenti (altrimenti si ricade
nel caso gia considerato N° 3). Affinche accada questo, si vede facilmente
che gli assi delle infinite coppie non debbono coincidere e che tutte le
coppie debbono avere un piano comune. In questo piano gli assi suddetti
formano un fascio. Onde esso si stacchera da I. Sia allora 2o = 0, 223 = 0
la retta suddetta: il piano comune a tutte le coppie che formano le qua-
driche polari dei punti di quella retta non la conterra, o la conterra. Nel
primo caso potra prendersi quel piano per x;, — 0 e quindi la quadrica
polare di un punto (y;, 0, 0, g, di x,— 0, 23 = 0 sara:

{ 2 ] 9.0
Yi | G @y - 2 Gy 45 & Ty - 2 Qi3 0y @3+ 20002, @4 { Yy O 2 =0
e quindi
Q193 == @133 = Q193 == Q134 = A134 — Qg3 = Q433 — Ayqq = Qy33 =

g1y = Qg = Qy3, = 0.

Ma allora il punto (0001) ¢ uniplanare per §;; x; si stacca due vol-
da H e il rimanente di H & un cono quadrico col vertice in (0001) (N° 16).
Nel 2° caso il piano comune suddetto potra esser preso per piano
2, =0 e quindi la quadrica polare di (y,, 0, 0, y,) sara:
Y1 : 2 a1 4 Xp - Qras X"+ 2 Q193 27 + 201 Ty 24 f 4 Ya 3 2ap, 2y
+ g x22 + 2ay; Lo X3 + 2 a4, XL XLy i =0
onde:

Q1) == Qy13 = Qg = Q33 == Qg = G134 == Q33 = gz — Ayqy — 0.
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Segue che la retta x, = 0, a3 — 0, appartiene anche alla §; e su di
essa esistono due punti (distinti, o coincidenti) tali che le loro quadriche
polari si spezzano in coppie di piani i cui assi passano per quei punti
stessi. Per ottenerli, basta scrivere 'equazione del piano il quale insieme
a x, — 0 compone la quadrica polare di (y,, 0, 0, y,) ed esprimere che
il piano suddetto contenga il punto (y,, 0, 0, y,) stesso. Si ottiene cosi
I’equazione:

Ay12 y,’ + 2a,5 Y1 Y4 + @i ?/42 =0

la quale individua due valori del rapporto Y1 ¢ quindi i due punti doman-
Ys

dati sopra xy =0, x; — 0. Essi sono evidentemente biplanari per 8,.

19. Prima di esaminare, con maggiori dettagli, questo caso particolare
e vedere se la parte residua di H e ulteriormente degenere, & necessario
fare le seguenti considerazioni. Nel N° precedente abbiamo veduto come
ai punti della retta x, — 0, x; = 0, corrispondessero le rette di un fascio
il cai piano passava per la refta suddetta. E cosi abbiamo trovato due
casi in cui da H si staceca un piano: essi si ottengono facendo corrispon-
dere a quel piano un punto, od una retta. Si puo ora domandare: a un
piano puo corrispondere qualche altro elemento che non sia un punto, ne
una retta? La risposta dipende dalle seguenti considerazioni. Esista un
piano n che faccia parte di H. Escludiamo che i coni polari dei punti di
s abbiano il vertice comune, giacche allora & indubitato che la quadrica
polare del vertice € = contato due volte e conosciamo quali particolarita
ne seguono per S; e per H (N0 3 e 16). Fatta questa esclusione si pre-
sentano i due casi seguenti:

1° T coni polari dei punti di = in generale non si spezzano in coppie
di piani.

2% Tutti i coni polari dei punti n sono formati da coppie di piani.

Tanto nel 1° caso, quanto nel 2°, bisogna avvertire che non debbono
esistere quadriche polari formate da piani doppi, altrimenti si ricade nel-
Pipotesi gia considerata, che esista un punto la cui quadrica polare & un
piano doppio (Ni 3 e 16).

Tenendo presente questa condizione, cominciamo dall’esaminare il pri-
mo caso.

a). I vertici dei coni polari dei punti di = costituiranno un luogo L
di punti A i cui corrispondenti A’ giacciono in .

Il piano polare di A deve toccare H in A’, dunque il piano polare
di A & = e siccome A & un qualunque punto di L, cosi ne viene che L
appartiene a tutti i coni polari dei punti di n. Questi coni formano dun-

A O S
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que una rete particolare che ammette una base L la quale potra essere
una superficie, o una linea. Ma se & una superficie, non puo esser altro
che un piano comune a tutti i coni, cio¢ tutti questi coni si spezzano, e
si eade nel 2' caso.

Sia dunque L una linea. Dico che e una retta. Infatti, preso un fa-
scio della rete, se i coni del fascio hanno il vertice comune, si tagliano
secondo 4 rette (concorrenti in un punto) alle quali deve appartenere la
linea L. Ma essa non puo esser costituita da piu di una di queste rette,
perché se fosse costituita da due, il loro punto d’incontro sarebbe eviden-
temente vertice comune a tutti i coni, non solo del fascio, ma bensi della
rete, il che e stato precedentemente escluso. Se poi i coni del suddetto
fascio non hanno il vertice comune, il luogo L e ancora una retta (1).
Onde al piano =z corrisponde nel 1° caso una retta. E quindi valgono le
considerazione svolte al N° 18.

b). Nel 2° caso prendiamo una retta » di z. Le quadriche polari dei
suoi punti debbono essere coppie di piani sempre distinti. Bisogna dunque
{(N° 18) che queste coppie abbiano un piano comune passante per r e sic-
come » & una qualunque retta di =, si vede subito che questo piano & 7.
Quindi, in questo caso, la quadrica polare di un punto P qualunque di =
e composta di =« e di un altro piano variabile che genera al variare di P
(in ) una stella il cui centro ha per quadrica polare n’, onde x= appar-
tiene una volta a S; e due volte a H [perché ogni punto la cui quadrica
polare si spezza & doppio per H e (anche per il N° 16) n corrisponde a
se stesso].

20. Possiamo dunque concludere che, se sirichiedono tutte quelle su-
perficie cubiche le cui H sono composte di un piano = e di una ulteriore
superficie cubica non degenere, basta esaminare i due casi in cui a z cor-
risponde un punto, od una retta. Il caso in cui gli corrisponda un punto
¢ gia stato esaminato (N' 3, 16): rimane dunque il caso in cui gli corri-
sponda una retta. In altre parole: se esistono H composte di un piano e
di una superficie cubica, che non ¢ un cono e non & degenere, esse non
possono provenire altro che dal caso svolto al N° 18 e che ora vogliamo
ulteriormente sviluppare.

21. In virta di quelle considerazioni (N° 18) e della precedente con-
clusione, la questione dell’esistenza di un’H composta come sopra si e det-
to & ridotta allo studio del seguente caso abbastanza semplice:

« La §; fondamentale possiede almeno un punto biplanare e il piano
che deve entrare a costituire H passa per il punto biplanare. Se 1’§, ha
un punto biplanare abbiamo (N° 10)

(1) BERTINI e SEGRE: loc. cit,.
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{ 2 2 |
H—=2x; %324 Q33 — P33 4 Qu+ X’ Q2 — 22, wz(Plz\"(‘

(1)
—+ (2, 13— X ‘pza)? —0.

Essa & lineare in w,. Se si deve staccare un fattor lineare in x,,
x5, a3 bisogna che esso sia contenuto nel coefficiente di a, e nel termine
indipendente da x,. Dunque: o si stacca ¢, oppure a, (0 a, che & lo
stesso).

Supponiamo che si stacehi @z = 0, €io® agy @ 4 @g30 25 - @333 205 = 0.
Sihanno quindi le condizioni a3 = @33 = y35 = @y3; = 0, onde P33 = 2, —0.
Allora & facile constatare che la quadrica polare del punto (0, 0, 1, - 2 as;3)
¢ o, = 0: dunque (N! 3, 16) la parte rimanente di # ¢ un cono cubico
col vertice in (0, 0, 1, -2 ay3). Questo calcolo esclude perd che ¢j; sia di-
verso da », , o da X,, giacche allora dovrebbe essere a;;,—0, ovvero as3;»—0.
Sia dunque @33 =x,, onde si abbia aj;; = as;; = 0. Perche dalla (1) prece-
dente si stacchi x,, dovra essere anche a,; = 0. Quindi indicando con Hj
la parte residua di H, abbiamo:

8; = @, X3 x4 + @111 11313 + @ags 2y’ + 3 ay: %2 Tyt 3ayy Xy 11322 :

" 5 S
+3ays eyt 3aps w6, Xy 23 =0,

Hy = o 29wy — 3ama,’ — 3amxy’ + 302 Ty + 3 oy 25" +

“F Bans ay® 23 - 3 args xy @5° + 6 aya; 2 2523 : gy + 3’32, =0

Ciot: «tanto S;, quanto H,, hanno lo stesso punto biplanare e ivi gli
stessi piani osculatori, e per entrambe, la retta d’intersezione di questi piani
rappresenta quattro delle sei rette dell’una e dell’altra che passano per il
punto biplanare ».

Supponiamo ora che ¢;; sia diverso da x, e da x, e che dalla (1) si
stacchi x,. Si hanno allora le condizioni:

Ay = Qi = Ay = 133 = 0

onde:
Sy == a; Ty 24 + @203 wzﬁ + agy; wsz G+ 3amx, w22 + 3 g3 w22 X3 +-
+ Bty xp X" + 632 Xp w3 =0,
H. 3= & T4 (ag30 Lo + Q333 ms‘ — (@332 L9 + Q333 ms) ’ 3 @395 -’172.Z -1
T+ 3@y xa X3 — 3y 2y Ty — 6@y x, X3 | + 3 &y (@3 X5 + @33 23)° = 0.

Da cui risulta che tanto §; quanto H,; godono di questa proprieta:
« Ognuna possiede due punti biplanari i quali hanno @ comune un piano
osculatore, senza che i piani osculatori dei punti biplanari stessi passino per
una medesima retta ».




R T AT N T, YR

Ry

N T T T R L S e e W T TR - RGN ST, 1o g N T iy e T Yy v B B TR 35 bt

182 SOPRA LE HESSIANE DELLE SUPERFICIE CUBICHE.

« Uno di questi punti biplanari appartiene contemporaneamente a 8,
e Hy».

22. Riunendo i resultati dei N precedenti, possiamo dunque afferma-
re che:

« Le condizioni che debbono essere soddisfatte affinché un’H sia compo-
sta di un piano e di una superficie cubica, in generale non degenere, sono
una delle sequenti:

12, Hsiste un punto la cui quadrica polare é un piano doppio non
passante per il punto e la S; fondamentale nmon é degenere. La rimanente
parte di H é un cono cubico col vertice in quel punto.

2% La 8; fondamentale possiede un punto biplanare tale che, nella ret-
ta d’intersezione dei suoi piani osculatori, cadono quattro delle sei rette di
S; che passano per il punto biplanare stesso».

3% La S, fondamentale possiede due punti biplanari i quali hanno
un piano osculatore comune senza che i piani osculatori dei punti biplanari
stesst formino un fascio ».

«In questi due ultimi casi la parte di H, che non é un piano, é una
superficie cubica H, dotata di uguali singolarita della superficie fondamen-
tale, onde a sua volta Vhessiana di H; si spezza in un piano e in una nuova
superficie cubica completamente analoga nelle singolarita e melle circostanze
di singolarita delle due antecedenti ».

23. Vogliamo ora esaminare, con qualche dettaglio il caso, (b) del N° 19
in cui si & ritrovato un esempio, gia notato al N° 16, di un H composta
di un piano e di una quadrica relativa a una §; composta del medesimo
piano e di un altra quadrica. Onde si ha:

By =a, @’ + o oy +ad) =, f=0; H=a(— 32+

+ )’ + 2’ + ') =, Hy=0.
chiamando con S, e H, le quadriche che compongono S; e H.
« La quadriea-hessiana tocca S, lungo la intersezione di S, col piano-hes-
siamo e insieme a S,, al cono tangente comune e al piano suddetto contato

e 1
due volte, forma un gruppo il cui rapporto anarmonico é — 3>

Inoltre, si verificano facilmente le seguenti proprieta:

« Il piano hessiano corrisponde a se stesso: mentre un punto percorre
questo piano la sua quadrica polare si spezza in due piani di cui uno €
fisso e coincide col piano hessiano stesso, Paltro é il piano polare del pun-
to rispetto a entrambe le quadriche onde passa per un punto fisso, polo del
piano-hessiano rispetto alle quadriche suddette. Questo punto fisso ha per qua-
drica polare, rispetto alla S, il piano-hessiano contato due volte ». Chiamando
conica-hessiana l'intersezione del piano-hessiano con H,, o con §,, abbiamo
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anche che «ogni punto della conica hessiana corrisponde alla tangente alla
conica in quel punto e le due generatrici di H,, che vi passano, formano una
coppia di sopranumerarie conjugate ».

24. Sia 8, un cono. Se il vertice giace sopra x; — 0, H & indetermi-
pnata (N° 17): se si trova fuori, avremo:

8=, (s’ + ' +2/)=0, H=ua] (x4 x’ + x,)=0.
cioe S, fa parte della propria H. E questo 1’unico caso in cui accade que-
sta singolare coincidenza. Infatti, se §; deve appartenere alla propria H,
bisogna che H si spezzi in un piano e in una H, che non puo essere un
cono perché se §; ¢ un cono, H ¢ indeterminata (N° 17). Esaminando al-
lora i casi trovati al (N° 21), si vede che, in entrambi H, non puo coin-
cidere con S;, senza che S, si spezzi in un piano e in una quadrica. Ora,
quando S; & cosl composta, 'equazione di H del N° precedente, ci dice
appunto che la coincidenza voluta non pud avvenire se la quadrica S,
non & un cono col vertice fuori del piano che insieme a S, compone S,.
D’altra parte se S, degenerasse in due piani, S; sarebbe un cono e quindi
H indeterminata.

Dunque:

« ’unica superficie cubica che appartenga per intero alla propria hes-
siana, senza che questa hessiana sia indeterminata, é composta di un cono
quadrico non degenere e di un piano che non passa per il vertice del cono.
L’hessiana ¢ cosi composta della S; fondamentale e del piano contato un’al-
tra volta ».

Le proprieta gia esposte relative alle corrispondenze stabilite fra i
punti di H, quando §; & composta di un piano e di una quadrica si par-
ticolarizzano qui molto facilmente. Fra di esse noteremo la seguente:

« Le generatrici del cono corrispondono a se stesse, cioé mentre un pun-
to percorre una generatrice, il vertice del cono polare di quel punto percorre
la stessa generatrice mantenendosi conjugato armonico del suo corrispondente
rispetto al vertice del cono e al punto in cui la suddetta generatrice incon-
tra il piano che fa parte di S; e di H ».

25. Cosl abbiamo esaminato i casi possibili in cui un’H & composta
di una superficie cubica e di un piano e abbiamo anche trovato un caso
in cui essa componevasi di un piano doppio e di una quadrica (§ 23, 24).
Conviene ora discutere, nel modo piii completo, i casi in cui H contenga
una quadrica. Cominceremo quindi dall’osservare che un’H non puod esser
composta di due quadriche irriduttibili che non siano entrambe coni. Cio
riesce evidente per mezzo delle considerazioni stesse con le quali al N° 8
dimostrammo, che se una superficie rigata irriduttibile era hessiana, bi-
sognava che fosse sviluppabile. Infatti, quelle considerazioni si fondavano

— g
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sul teorema che « se un’H non si spezza, a una retta corrisponde 1n punto,
od una retta ». Ma se H e costituita di due quadriche irriduttibili, a una
retta corrispondera ancora una retta, o un punto, giacche, se le corrispon-
desse un piano, esso farebbe parte di H e una almeno delle due quadri-
che che compongono H sarebbe degenere. Dunque se 77 & composta di
due quadriche, una di esse almeno sara sviluppabile e quindi un cono C.
Ma si vede subito che anche Daltra ¢ deve essere un cono. Giacche ’u-
nico caso che potrebbe, a prima vista, presentare eccezione sarebbe que-
sto: che a una retta » di @ corrispondesse pure una retta » di Q e che
al punto » 7’ corrispondesse una generatrice g del cono C. Ne seguirebbe
che la quadrica polare del vertice di C avrebbe un vertice nel punto » »';
e poiché questo punto ¢ un qualunque punto di ¢, la quadrica polare
suddetta sarebbe un piano doppio. Possiamo dunque dire intanto che:
I’ipotesi che H sia composta di due quadriche irriduttibili &, per ora, am-
missibile solamente quando le due quadriche sono due coni.

26. Dimostriamo ora che uno almeno di questi coni deve spezzarsi
in due piani. Infatti, ammettiamo che entrambi siano irriduttibili. A una
generatrice qualunque non potra corrispondere altro che un’altra genera-
trice, ovvero un punto, perche, se le corrispondesse un piano, esso appar-
terrebbe ad H e quindi uno dei supposti coni si spezzerebbe.

(a). Cid premesso, consideriamo dapprima il caso in cui la quadrica
polare del vertice V, di uno dei coni ¢, non si spezzi. E evidente allora
che a non piu di una generatrice del cono suddetto puo corrispondere un
punto, perche, se cio accadesse, anche solamente per due generatrici, la
quadrica polare di V, dovrebbe avere, nei due punti corrispondenti, due
vertici, e quindi spezzarsi. E nemmeno a una generatrice g, del cono c,
puo corrispondere un’altra retta di H che passi per V,, altrimenti V,,
punto comune a due sopranumerarie coniugate, avrebbe la quadrica polare
che si spezza (N° 4). Finalmente non pud g, corrispondere a una generatrice
g, dell’altro cono ¢,, perche la quadrica polare del punto g, g, dovrebbe
spezzarsi in due piani la cui retta comune si appoggerebbe a g, , g, (N° 4).
Ora questo non pud avvenire, giacche la retta suddetta apparterrebbe a
entrambi i coni e quindi passerebbe per i due vertici, onde la quadrica
polare di V, avrebbe infiniti vertici negli infiniti punti analoghi a g, . g,
e quindi si spezzerebbe. Non rimane altra ipotesi che g, corrisponda a se
stessa, ma allora essa appartiene a S; [N° 9 (a)] e tutto il cono ¢, fa parte
di 83 Ora se §; contiene un cono quadrico, H non & certo costituito da
due coni quadrici irriduttibili (N° 24). Escludiamo dunque 1’ipotesi che la
quadrica polare di V, non si spezzi.

(b). Se essa si spezza, sia r la retta comune ai piani che la compon-
gono: la retta » non pud passare per Y, altrimenti V, & biplanare per
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S, ed H non puo essere composta come l'ipotesi fatta richiede (cap. II).
Quindi » sard una generatrice del cono ¢, (e il vertice V, di ¢, sara di-
stinto da V,, altrimenti V, & biplanare). Ora se a una generatrice ¢, di
¢, corrisponde un punto, esso si trova certamente sopra r ed ¢ doppio per
H (N° 6). Dunque a una generatrice generica di ¢, non pud corrispondere
un punto, altrimenti » ¢ doppia per H e quindi ¢, si spezza in due piani
per r. Le corrispondera una retta ¢g,’, in generale, distinta da g,, altrimenti
¢, appartiene a S, [N° 9 (a)]e H non & costituita come si richiede (N° 24).
Neppure accadra, in generale, che g,” appartenga a ¢,, altrimenti la qua
drica polare di V, ha nel piano g, ¢, una retta doppia e avendone quin-
di infinite si riduce a un piano doppio che fa parte di H. Non rimane quin-
di altro caso che, alla g, generica, corrisponda una generatrice g,” di c,.
In questo caso le g,,¢,” s’incontrano e la quadrica polare del loro punto
d’incontro ha una retta doppia che si appoggia ad entrambe ed & genera-
trice comune ai due coni. Segue che i coni hanno infinite generatrici co-
muni, cioe coincidono. Ora, si esclude facilmente che un’H possa esser
composta di un cono quadrico contate due volte, perche se la quadrica
polare del vertice si spezza, quel punto & biplanare per S§;: se non si
spezza si pud ripetere il ragionamento (a) di questo N. e trarne la conclu-
sione della impossibilitd che H sia cosi costituita. Possiamo quindi affer-
mare che :

«Se uw’H é composta di due quadriche, una almeno di esse deve spez-
zarsi in due piani ».

Ora questo modo di composizione di H discendera come caso parti-
colare da quelli nei quali H & composta di un piano e di una superficie
cubica (N. 22). Bastera dunque discutere separatamente i tre casi di quel N.

27. — 1° « Esiste un punto la cui quadrica polare ¢ un piano dop-
pio ». Se questo piano passa per il punto, abbiamo un primo esempio che
risponde all’ipotesi fatta. H é composta di quel piano contato due volte e
di un cono quadrico col vertice in quel punto (N. 3). Se non passa per il
punto, ’equazione di S; pud seriversi:

8 =ayx +9=0

dove @ & una ternaria cubica in x, , x,, x;. Indicando con Hgyp ’hessiana
di questa ternaria, si trova:

H—g,Hp—=0.

Se da Hyp deve staccarsi un piano, esso deve pure staccarsi da ¢ (1)
e allora potremo scrivere

Sa = Qyyy w43 + xy (@11 w12 + U122 11‘22 + Q33 21332) =0,

H=x,x, (—3am w42 + @y x5 + @33 w;;?) =0.
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La quadrica polare di un qualanque punto (0, ¥,, y;, 0) della retta

N

x, =0, x,—0 &
| |
Xy | Cros X Yo+ Tizz w3 y3i = 0.

Cioé alla retta suddetta corrisponde il piano x, — 0 . Essa contiene

due punti biplanari per §; corrispondenti ai due valori di T;;—z per i quali:
@15 Yo' + @133 3 = 0. Questi punti non possono essere riuniti, a meno che
@23 =0, ovvero a;33— 0, ma allora §; ¢ un cono e quindi H indetermi-
nata (17). Inoltre, si vede subito che questi punti biplanari hanno a co-
mune un piano osculatore senza che i piani osculatori dei punti stessi
passino per una medesima retta: dunque questo caso deve discendere dal
3° del N° 22 e lo tratteremo insieme agli altri che ci fornira quell’ipo-
tesi (N° 30).

28. Prima di trattare il 2° e il 3* caso del N° 22, faremo la seguente
osservazione che vale per entrambi. Se si rappresenta con H, la super-
ficie cubica che compone H, in quei due casi, si ha

Hy =, a0, +9=0.

Se H, deve degenerare in un piano u, — 0 e in una quadrica a’» — 0,
sara identicamente

UL ¢ Jese B
T Xy F =0’ =0,

e allora confrontando i coefficienti di a, si trova che &, non puo compa-
rire in u, se a%, non si spezza, il che per ora escludiamo. Dunque il pia-
no che costituisce parte di H, deve passare per il punto biplanare.

29. Allora, nella seconda delle ipotesi del N° 22, abbiamo

Sy =2 X 0y + @1 2 + Q03" + 3y x,” + 3 agy, Xy x5’ +

: 2
+ 3ayz ey w3+ 3aig x, x5 +6a32, Xxyx3 =0,

Hy=|ay w0y @y — 3o — 3@ a05® + 3y 2" @y + 3 sy o0y 5" +-

222

4 L2 ) 2
—I— dangmf x3+ 3(’/133%133 + 6a123x1 :1326173 ( Ag31 +3a 113“7‘3:0

(1) Con considerazioni geometriche semplicissime, si vede che se I’hessiana di una
cubica piana si compone di una retta e di una conica, anche la curva fondamentale &
costituita di quella retta e di un’altra conica.
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e, per losservazione del N° 28, da H, non puo staccarsi che x,, o x,. Se
da H, si stacca x,, si ha as, —0 e si trova §; costituita da un piano e
da una quadrica. H ¢ composta di quel piano contato due volte e di un’al-
tra quadrica che coincide con la quadrica che compone §;, quando quest’ul-
tima quadrica & un cono. Se da H, si deve staccare x,, si trova neces-
sariamente as; — 0 e quindi H costituita da un piano contato 4 volte,
il che non risponde a quel che cerchiamo.

30. Nella 32 ipotesi del N° 22 si ha:

Sy =@y X3 Ty + Caza Xy | Ags3 5" + 3 @10 @y T" ~+ 3 Agp3 5 03 +
+ 3@y xy 25” + 6y wp 3 =0
H; = x, @4 (a333 25 + @335 c3) —
i ’
— (@330 2 + Q33 23) | 3 Aoy %22 + Bag xy 3 — 3 @y g 25 —
— 6 a3y a3 2 + 3@y (@323 5 + Aaag 223’ = 0
e 'H di §; & cosl composta di H; e di a,—=0. Per l'osservazione del
Ne 28, da H, si staccherd o g, = 0, oppure ag, as + @333 23 — 0, ovvero

xs =0, o finalmente ;3 =10.
Se si stacca &, — 0, si hanno le condizioni @y = ay; —0 e

H =, 2 23 (@355 4 + 3 a9y 333 Ty - 6 @93 ayzs 3) =0

onde H & composta di 4 piani.
Se si stacca @y &y -Gz 03 =0, 0 ;= 0, si hanno le condizioni:

Agg3 = Aog33 = 0

e quindi

ot 3 3 2 2
Sy = o) X X4 + Q229 X" + Cas3 23" + 3 Mg 2y X"+ 6tz a3 =0,

Y { 2 e
H = gz, @3 333 | X4 2y — 3z Xy + a2, 2y + 6 a; x, x5 % =0

cioe H composta di due piani e di un cono quadrico col vertice in uno
di questi piani. Il punto (0, 0, 1, — 6a,5;) ha per quadrica polare z,” — 0-

Se finalmente si stacca x, = 0, deve essere necessariamente az; — 0,
cioe x, fa parte anche di S; e quindi H & costituita di un piano doppio
e di una quadrica.

31. Riunendo i risultati dei N! 27, 28, 29, 30, possiamo ora affer-
mare che:

« Le condizioni che debbono essere soddisfatte perché un cono quadrico
Jaccia parte di un’H sono una delle sequenti :
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1°. La S; ha un punto uniplanare di 1* specie. H é composta del piano
osculatore in quel punto, contato due volte, e di un cono col vertice nel pun-
to (Nt 3, 27).

20, La S; é composta di un piano ¢ di un cono che ha il vertice fuori
del piano. H si compone di S, e del piano contato un’altra volta (N' 24, 29).

3°. La 8, possiede le medesime singolarita che al (N° 22, 3%) (cioé ha
due puuti biplanari con un piano osculatore comune senza che i piani oscu-
latori dei suddetti puuti passino per una medesima retta): inoltre esiste un
punto che ha per quadrica polare un piano doppio mon passante per il pun-
to stesso. H si compone di due piani e di un cono quadrico col vertice in uno
di questi piani (NI 27, 30 ».

E finalmente:

a). « L’unico caso in cui una quadrica propria entri a far parte di
una hessiana, si ottiene quando la S; fondamentale é costituita di una qua-
drica propria e di un piano che non le é tangente. H é costituita di questo
piano contato due volte e di un’altra quadrica » (N' 23, 29, 30

32. Passiamo ora alle H composte di quattro piani. Esse debbono
ottenersi come casi particolari di quelli enumerati ai Ni 22 e 31. I casi
in cui i 4 piani sono tutti distinti discenderanno da quelli piu generali
1o, 20, 3° del N° 22, e dal 3° del 31 e poiche ’esame del 2° e del 3° del
Ne 22 si riduce all’esame del 3° del N° 31, non rimane che discutere il
1° del 22 e il 3° del 31.

Nel 1° del N° 22, conseguiremo H compostadi 4 piani quando Hg
(N° 27) si spezza in tre piani. Onde ponendo Hep = x; a, 23 — 0, avremo:

8=+ +x'+a’'=0,

H=a,g,0,2,—=0.

S non possiede punti doppi ed & cosi caratterizzata:

« Esistono 4 punti le cui quadriche polari sono formate ognuna da wun
piano doppio ».

Nel 3° del N° 31 si trova (N° 30):

: : : I
Sy =ux' + @, 205 @1+ 31292+ 6a1p3251 =0
0, con una semplicissima trasformazione di coordinate:
— s = A
8 =x, a3 +a=0, H=ux xpayx,=0.

« La 85 possiede 3 punti biplanari ». Essi sono di 3* specie e hanno
a due, a due, a comune un piano osculatore.
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Abbiamo cosi trovato due casi in cui H & composta di 4 piani di-
stinti: si vede facilmente che, se essi debbono rimanere distinti, non pos-
sono possedere neanche un punto comune a tutti. Infatti, o si avrebbe un
punto la cui quadrica polare ¢ un piano doppio passante per il punto e
allora quel piano farebbe parte di H non piu come semplice, ma come
doppio (N° 3), ovvero due dei suddetti punti biplanari sarebbero infinita-
mente vicini. Ma poicheé essi sono di 3* specie, si vede subito che, quan-
do si avvicinano indefinitamente, danno luogo a un punto uniplanare e
allora il piano osculatore contato due volte fa parte di H.

33. Tutti i casi in cui, fra i 4 piani che costituiscono H, ce n’¢ uno
doppio proverranno dunque da quelli segnati 1°, 2°, (a) del N° 31. 11 2° si
esclude perche il cono quadrico che fa parte di H non si spezza in due piani
finche non si spezzi in due piani il cono che fa parte di §; (N° 24) e al-
lora H & indeterminata (N° 17). Per le stesse ragioni si esclude {(a\. Dun-
que i casi, che ci rimangono a esaminare, provengono da una S; dotata
di punto uniplanare e della quale ’equazione pud secriversi:

2 xs+9=0 (1)
dove ¢ ¢ la solita ternaria cubica in x, x, x
34. Ora, nella (1) precedente, la binaria cubica:

Qs 5"+ 3 Wasg "3 - 3 Aagy p 25" + Ay 5’
potra porsi sotto 'una, o l’altra delle due forme seguenti:
Qygs Ty' - @gzz k5’ , 3y 3'22 X3 -

La prima (in cui puo anche essere a,,, — 0, ovvero a;;; — 0) comprende
i casi in cui il punto uniplanare sia di 1* o di 3* specie, la 2* & relativa
al punto uniplanare di 22 specie.

Assumendo la 12 si trova:

H =) (A t35 — @123) T;° + @y Qg1 2 3 + 2 ()

I
+ @331 Qaoo @y Ty + Arn Az X 03\ =2, Hy=0. ,

Se H, si spezza in pue piani, sara as,, =— 0, ovvero a;;; — 0, oppure:

2

Q331 Wg31 — Qggy Qgyy Qg —= @ pag Qgy = 0.

« Net primi due casi il punto uniplanare é di 3* specie, cioé la sezione

del piano osculatore con S; é costituita da tre rette coincidenti. H é com-
posto di tre piani coincidenti e di un 4° distinto ».
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Questo piano puo essere riunito agli altri tre quando, alle condizioni
gia trovate @iy = @33 = aa3; = 0, si aggiunga a;y == 0, ovvero az; = 0.
Se si aggiunge as;,, = 0, si ottiene la superficie di 22 specie (cioé quella
che ha coincidenti le direttrici rettilinee). Se invece si aggiunge a4 — 0,
la S; non acquista per questo altri punti singolari e potrebbe caratteriz-
zarsi cosi: «In una §; dotata di un punto uniplanare P esiste un punto
Q distinto in generale da P, la eui quadrica polare & un piano doppio. Se
Q coincide con P, si ottiene la specie corrispondente ad a3 = 0.

Se finalmente :

2 2 =g
@91 @331 — Qa1 Aggs Qg3 + @ pa3 Agz3 — 0

H, si compone di due piani i quali, quando coincidessero con x, = 0, ci
riporterebbero ai easi precedentemente trattati. Assumendoli per piani
z,— 0, x;—0 avremo: a; = a;53 —= 0. Allora si vede facilmente che
esistono due punti, ognuno dei quali ha per quadrica polare uno di que-
sti piani contato due volte. La forma della equazione di H ec¢i dice che
la retta d’intersezione di questi due piani giace fuori di 2y — 0, e che
essi non possono coincidere fra loro, finche i piani fondamentali 2, =0,
x; == 0 hanno la posizione assegnata ul principio di questo N°, cioe finche
il punto uniplanare ¢ di 1%, o di 3* specie.

35. Sia il punto uniplanare di 2* specie, cioé la sua sezione sopra
S, sia composta di 3 rette di cui due sono riunite.

Allora prendendo

Q95 = (333 — @333 — 0,
avremo:

ELTN 5 2
H=g |x, (0221 Q331 — @'123) — 2 @31 Uz Xy Xp - @asg Qg3 T4 T3 —

2 4 R 2 de
— Q%393 Ty ‘_ar:1 H, = 0.

Se H, si spezza, deve essere a,; — 0, oppure as; — 0. Nel 1° caso §; &
composta di una quadrica e di un suo piano tangente. H & composta di
quel piano contato 4 volte.

Nel 2° caso §; e rigata di 1* specie (con le direttrici rettilinee di-
stinte). H & composta di due piani doppi. — E quindi possiamo anche
dire che:

« Se Vhessiana di una superficie cubica é composta di due piani doppi
distinti, la superficie fondamentale é rigata con le direttrici rettilinee distinte ».

Il qual teorema si rende evidente anche mediante la seguente osser-
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vazione: Se H deve essere composta di due piani doppi distinti, essa deve
possedere due punti uniplanari distinti (N° 33) situati sulla retta d’inter-
sezione di quei piani. Un punto qualunque di questa retta ¢ doppio per
la quadrica polare dell’'uno e dell’altro dei punti uniplanari (N° 3}, dunque
la quadrica polare di quel punto si spezza: ma la intiera suddetta retta
appartiene a 83, quindi quel punto ¢ doppio, tutta la retta & doppia e
S & rigata (1).

36. 11 quadro seguente riassume i risultati ottenuti nei Ni precedenti
comprendendo tutti i casi in cui un’H puod degenerare senza essere inde-
terminata. La notazione P,? indica un punto la cui quadrica polare & un
piano doppio ¢ non passante per il punto.

(1) Relativamente a queste superficie sono forse meritevoli di nota le seguente os-
servazioni: La direttrice rettilinea semplice incontra i piani hessiani in due punti tali
che la quadrica polare di uno di essi P & costituita da un piano passante per P e dal
piano hessiano che non passa per P.— P & dunque un punto di Eckardt. Quindi:

« In una superficic cubica rigata generale, le due omologie armoniche di ciascuna delle
quali é centro il punto d’incontro della direttrice rettilinea semplice con un piano hessiano e
piano di omologia Valtro piano hessiano, trusformano in sé stessa la superficie ».

Oppnre:

« Ogni superfieie cubica rigata generale é trasformabile projettivamente e¢ in due modi di-
versi in superficie simmetrica ».

S’intende che fanno eccezione quelle superficie rigate che hanno coincidenti le due
direttrici rettilinee.




H composte di un piano di una
superficie cubica H; (n. 22)

H degeneri

| /{ composte di 4 piani (n

| 33, 34, 35).

. 82,(

H composte di due pianie di’
una quadrica Hy (n. 31)

1.0 8; possiede un punto biplanare di 3= specie. /1 & composta del piano che
ha comuni con 8, tre rette infinitamente vicine e di una f1;analogaa S;.

Hy & propria .{2.0 S, possiede due punti biplanari i quali hanno un piano osculatore
comune senza che i tre piani osculatori passino per una stessa retta.
H & composta del piano osculatore comune e di una H; analoga a S;.

3.0 Esiste un punto P, H ¢ composta del piano ¢ e di un cono cu-

Hy o °°“°§ bico di vertice P,

i ST 1.08; & composta di una quadrica propria e di un piano secante. H &
2 © prop - composta di quel piano e di un’altra quadrica.

2.0 §; possiede due punti biplanari i quali hanno un piano osculatore
comune senza che i tre piani osculatori passino per una stessa retta.
Inoltre esiste un punto P, Il & composta del piano ¢, del piano

osculatore comune e di un cono col vertice in quest’ultimo.

fy & W o8n0 3.0 83 possiede un punto uniplanare di 1 specie. H & composta del

piano osculatore doppio e di un cono col vertice nel punto uniplanare.
4.0 8; & composta di un cono quadrico e di un piano non passante per il
vertice. // ¢ composta di S; e del piano contato un’altra volta.
1.0 Esistono 4 punti P,®. H & costituita dal tetraedro di quei punti.
4 piani distinti 2.0 g, possiede 3 punti biplanari. // & composta dei piani osculatori
e del piano dei tre punti biplanari.
Unpianodoppio § 3
e due distinti

Due piani dop-
pi.

o S, possiede un punto unlplfmnre di 12 specie ed esistono due punt1
Pq2 H & composta del piano osculatore doppio e dei due piani q.

4,08 & rlgatd con le direttrici rettilinee distinte. H ¢ composta dei
due piani osculatori doppi nei due punti uniplanari.

. Un piano triplo } 5.° 8 possiede un punto uniplanare di 3+ specie ed esiste un punto Pg2.

e uno semplice H & composta del piano osculatore contato tre volte e del piano q.

pmno osculatore, nel punto uniplanare, contato 4 volte.

S3 ha un punto uniplanare di 3* specie e non esistono punti Pg®. H
é costituita dal piano osculatore nel punto uniplanare contato 4 volte.

S3 & composta di una quadrica e di un suo piano tangente. H &
costituita dal piano tangente contato 4 volte.

Un piano qua—

f
t
6.0 Ss 6 rigata con le direttrici rettilinee coincidenti. // & costituita dal
druplo .




SOPRA QUELLE SUPERFICIE CUBICHE
LE QUALI SI POSSONO RIGUARDARE COME PARTI
DELLA HESSIANA DI UN’ALTRA SUPERFICIE CUBICA.

[Rendic. Istit, Lomb. 1894].

1. B noto che una binaria quadratica pud considerarsi come hessiana
di infinite binarie cubiche, e che una cubica piana generale puo conside-
rarsi come hessiana di tre altre cubiche. Nello spazio a tre dimensioni, si
puod presentare, per analogia, il problema di determinare quali sono le su-
perficie del 3° ordine che possono riguardarsi come parti dell’hessiana di
un’altra superficie del 3° ordine. La presente Nota ha per scopo principale
la risoluzione di questo problema (n. 11) e ’esame della corrispondenza
che viene a stabilirsi punto, a punto, sopra ogni superficie trovata, in virta
della sua qualita di hessiana (n. 14).

2. Siccome le superficie che risolvono il problema posseggono, come
vedremo, due punti biplanari, cosl ci e necessario premettere qualche loro
proprieta di cui, in seguito, c¢i serviremo.

Sia dunque S, una superficie cubica dotata di due soli punti bipla-
nari. Allora si riconosce facilmente che:

(a) La intersezione dei piani osculatori di uno stesso punto biplanare
non puo coincidere con la retta che passa per entrambi i punti biplanari
finché questi rimangono a distanza finita fra loro.

(b) I punti biplanari hanno necessariamente un piano osculatore a co-
mune.

3. Chiamando piano osculatore principale quello comune ai due punti
biplanari, e piani osculatori secondari gli altri due, la proprieta (a) si esprime
anche dicendo che il piano osculatore principale e i due secondari costi-
tuiscono un triedro il quale non pud degenerare in un fascio di piani. As-
sumendone le faccie come tre piani di riferimento, individueremo il te-

Ciant. 13
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traedro fondamentale cosi: il piano osculatore principale per faccia x, — 0
i due secondari per faccie z, =0, x, == 0; la faccia x; — 0 sia un qua-
lunque piano passante per i due punti biplanari (diverso s’intende da quello
gia assunto per x, = 0). Allora, le coordinate dei punti biplanari stessi
sono (0001}, (1000); x, x, & la quadrica polare del 19 «, x, ¢ la quadrica

polare del 2° e 'equazione della nostra superficie e:
Sz = 6 @134 2y Ty X4 + A3 @, + 3 @ga :1222 xy + )
+ 3 @y s w32 + agz a5’ =0

alla quale possono darsi anche le altre due forme, a noi ugualmente utili:
6 a4 Xy X9 X4 + 6 a3 Xy X3 T4 “+‘ 3 a3 w; X3 —+ 3asg; ) 1‘33 =0 (2
6 ayy @y x4 + 6 Q134 2 X34 + A222 3323 + azg -’1333 =0. (3)
Basta per questo riferire la binaria
Az Ty’ + 3 aa3 X 3 + 3 Qg5 Xy 5" + A 11333
contenuta nella (1), a due dei suoi elementi, o al suo gruppo hessiano.
4. Da queste equazioni risulta: il piano osculatore principale ha a
comune con la superficie tre rette infinitamente vicine; ciascun piano
osculatore secondario la taglia secondo tre rette, in generale, distinte con-
correnti nel punto biplanare contenuto in quel piano. La superficie pos-
siede in tutto 7 rette. Imoltre: ogni punto della retta che passa per i
punti biplanari, gode della proprieta che la sua quadrica polare e com-

posta di due piani, di cui uno fisso e passante per quella retta (il piano °

osculatore principale), l’altro variabile. Viceversa, se una retta giacente
sopra una superficie cubica, & tale che la quadrica polare di ogni suo punto
sia costituita da una coppia di piani, di cui uno e fisso e passante per
la retta e l’altro variabile; la superficie possiede sopra quella retta due
punti biplanari distinti (o anche infinitamente vicini N 5 e 6\. Infatti, sia
@®, = 0 Vequazione di una superficie cubica generale, prendiamo la retta
suddetta per lato x, — 0, x, = 0, del tetraedro di riferimento; scriviamo la
quadrica polare di un suo punto (0, 0, y,;, ¥, e supponiamo che se ne
stacchi il piano x; = 0, qualunque siano s, ¢, . Si trova che deve essere:

Q393 = Q33 = Qagz — Qygg — Qgqy = Gy = Agpz = (g3 =— Gygy = 0

e la quadrica polare diviene:
&y zwi (@311 Y3 + @a11 yo) + 2 25 (@312 Y3 + g, Y1) o
+ 2 25 (@313 y3 + @as o) + 2 24 (@314 Y5 + @14 y4) { = 0.

Esprimiamo ora la condizione perche il piano diverso da x,, che com-
pone questa quadrica, passi per il polo (0 0 y; y,). Otterremo cosi:
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sz Y3° + 2 sy Ys Ys + W yi = 0. (4)
I due punti, sopra x, — 0, x, — 0, individuati dai valori del rapporto

Y3 che sono radici di questa equazione, sono evidentemente due punti bi-
1

iﬁanari per la nostra superficie Sj.

5. Supponiamo che questi due punti si avvicinino indefinitamente
(muovendosi sulla retta comune che terremo fissa) a una posizione limite
comune che assumeremo per vertice (0001) del tetraedro di riferimento.
Basta percio aggiungere, alle condizioni gia imposte nel precedente N°, le
altre due: asy — ayy — 0, per le quali la precedente equazione di 2° grado
viene ad avere due radici uguali, appunto in (0001): prendiamo inoltre il

piano
g1 % + Ay x, =0

per piano x, — 0. Allora, la quadrica polare di (0001) & , x, e ’equazione
di 8, diviene:

6 a4y X5 24 + a1 wis + @ -’1523 + 3 a2’ x, (5)

+ 3 @ioe 2y 5" + 3 @nz x," 3 + 3 ugg @y X" 6 Mo @y g3 =0
dalla quale si vede che il punto biplanare (0001), in cui si sono riuniti i
due punti biplanari del caso procedente, gode della proprieta che la in-
tersezione dei suoi piani osculatori rappresenta 4 delle 6 rette che pas-
sano per un punto doppio di una superficie cubica e sono in generale di-
stinte. Ma & noto che l’intersezione dei piani osculatori di un qualunque
punto biplanare di una superficie del terzo ordine, non puo rappresentare
piu di quattro delle sei rette in discorso. Dunque il punto biplanare del-
la (5) & della specie la piu elevata possibile. D’altra parte, se una superficie
del terzo ordine possiede un punto biplanare di questa specie, si vede su-
bito che la sua equazione pud porsi sotto la forma (5. Dunque:

Ogni superficie del terzo ordine dotata di un punto biplanare della specie
pin elevata possibile, puo sempre riguardarsi come il caso limite di un’altra
superficie cubica con due punti biplanari infinitamente vicini.

6. Per esaminare meglio questo passaggio al limite, riprendiamo la
(4) del N° 5 e supponendo sempre i due punti biplanari a distanza finita
fra loro, collochiamo in uno di essi P, il vertice (0001) del tetraedro fon-
damentale: percio basta fare ay, == 0. Le coordinate dell’altro punto bi-
planare P, sono (0, 0, 2 aj,, — a3;3) e quelle dal punto @ comune ai tre
piani osculatori sono date da:

o Y 2
Q=1(0, — @’314 Aus U314, Q313 U314 — Qg Q33 ).
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Ma quando P, tende a P,, lungo la &, = 0, x, = 0, ay, tende a zero. Le
coordinate di @ mostrano che anche @ tende a P, nella direzione P, P,.
Dunque, mentre il punto biplanare P, tende indefinitamente a P, anche
il punto ¢ comune ai piani osculatori tende a I, lungo la retta P, P, e
quindi le intersezioni dei piani osculatori nei punti P,, P, (cioe¢ le rette
P, Q, P, Q) tendono a cadere sulla congiungente P, P,.

E cosi completata la proposizione [2(a)] e giustificata la restrizione
ivi fatta.

Dunque, d’ora innanzi potremo sostituire alla denominazione e al con-
cetto di un punto biplanare della specie piw elevata possibile, la denomina-
zione e il concetto di due punti biplanari infinitamente vicini, o coincidentt.

7. La (5) del N° 5 puo semplificarsi cosl. Tralasciamo i coefficienti
binominali e applichiamole la omografia:

Xy=1Yyy Xe=VYs X3=1Y3 T4+ W12 &; + Q122 X + Qs s = ys

Si trova:
=y oyt oy’ + @0y’ + sy’ y;+ any y’ =0,

la quale ¢ identica con

a 2 a’
33 Yy Yo Ys T Yii Wiz Y3 1+ % 3/1; -+ (am Qi35 — :3) '+ -

- Wl
—+ asss ay33 y,° = 0.

Si noti qui che @33 —|= 0, altrimenti la retta x, = 0, x, = 0 & doppia e
S, rigata. Ora applichiamo D’altra omografia:

fad Ll ans W L1
Y=o, Y2=1x3 s 3/3""—‘—2 h=%3 Y, ==
e troveremo la nostra equazione sotto la forma voluta:

6 ayoq ¢, Xy 24 + 3 tyzz a0y x5" + Wy 2 - Qo 22 = 0. (6)

3 8. Premesse queste proprieta fondamentali, dalle conclusioni della mia
ultima nota Sopra le hessiane delle superficie cubiche (1), risulta che se una
o superficie cubica non degenere H, deve far parte dell’hessiana di un’altra
- superficie cubica §;, la H, possiede necessariamente due punti biplanari di-
gt stinti, o coincidenti. -— Viceversa: una qualunque superficie cubica do-

(1) R. Istituto Lombardo. — Rendiconti, Serie 1I, Vol. XXVI, p. 557.
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tata di due punti biplanari (distinti, o non) potra sempre riguardarsi come
parte della hessiana di un’altra superficie cubica ? La risposta & afferma-
tiva e dipende, in modo semplicissimo, dal calcolo delle hessiane delle su-
perficie in discorso.
9. Sia dapprima una S; con due punti biplanari distinti. Assumia-
mo per la sua equazione la (3) del N° 3:
Ny = 6 @520, Xy 2+ 6 W13y Xy Tz Ty - Co93 Xy’ - A3 %5° = 0 .

La sua hessiana si compone del piano osculatore principale e della superficie :

5 2
Hy= — 2 @3 Q333 %, Ty Ty — 2 @134 Ay T, Xy T, +

2 —
- Qg Qagp Agzy B’ Xy - @34 Qoyy Qgys X X2 =0 .

Noi supporremo che H, non si spezzi e quindi necessariamente am-
mettiamo che nessuno dei coefficienti di S; sia zero.
Indicando con Ay i coefficienti di H; abbiamo :

Hy=06A4;52 2%, 6 A5, X 2y, 4 3 Ay 8" Xy + 3 Appy X, 27 =0,
Ora la forma di questa equazione & generale per una superficie dotata di
due punti biplanari distinti (vedi la (2) del N° 3); dunque, per il nostro sco-
po, basta far vedere che, dalle relazione seguenti, le quali legano le a alle
A, si possono ricavare in modo unico, i rapporti delle a espressi per le

A. Queste relazioni sono :
BAy = — @’y Q333 5 3 Ayay = — @13, @y ,
3 Aygg = @yay Qagy Qgz3 5 3 Aygz == Qyzq Aoy gy
da cui:

Q13 Ay @y Assy gy A’y
SR ’ ’ 57
Q1324 Agyy * gy Az 7 gy Aggz Asgey

Se dunque si prendono i coefficienti di S; come sono dati da queste equa-
zioni, 'H, di S, sara:
Hy =6 App @y @y @y + 6 Ay3y 0, By 0y + 3 Agyy 2" Xy - 3 Ay X, 23" = 0
dove le A sono arbitrarie.
10. Se i punti biplanari di S; sono coincidenti, la sua equazione pud

~

assumersi come la (6) del N° 7:
A\vs = 6 a;lz{ (151 wz w4 —|— 3 0133 w‘ (L'az + aln wig + a22~_)_ (v23 = 0 .

L’hessiana & composta del piano osculatore principale , =0 e della
superficie :

Hy =2 @15, %, 2y By 4 33, ® — g3, X3 — @32 X,° = 0.




198 SOPRA QUELLE SUPERFICIE CUBICHE.

Dei coefficienti di S;, solamente a;;; pud esser zero senza che S, si spezzi,
o sia un cono. Indicando con Ay i coefficienti di H,; abbiamo :

! ; 2 3 )
Hy = 6 Ay @, Xy 0y + 3 Ay ®, 23° + A1y @, + Agyy @)’ = 0.
e quindi le relazioni :
BApi= @ y 3A13 =033 y Ajn=— 11 , A= — Ay

le quali, analogamente al caso precedente, servono a risolvere il problema:
11. Possiamo dunque enunciare il seguente teorema :
Mentre una cubica piana generale puo sempre riguardarsi come hessiana
di altre tre cubiche, e una binaria quadratica puo riguardarsi come hessiana
di infinite binarie cubiche ; una superficie del 3° ordine (non degenere) per-
ché si possa considerare come parte dell’hessiana di un’altra superficie del
3% ordine, é necessario e sufficiente che essa possegga due punti biplanari di-
stinti, o coincidenti.
12. Vogliamo ora occuparci della corrispondenza stabilita fra i punti
di H,; per mezzo dei coni polari rispetto a S;, in virtu della quale si cor-
rispondono quei punti che sono 'uno il vertice del cono polare dell’altro.
Per brevita di linguaggio la chiameremo : corrispondenza dei coni polari di
H, rispetto a S,
Vediamo di renderla indipendente dal concetto di hessiana.
Cominciamo dal caso in cui i punti biplanari sono distinti. La forma
dell’equazione che conviene piut per i calcoli che seguono e la (1) del
Ne 3. Cioe:

pa—. 3 2 2 < A
83 =6 @13y By Ty Ty - @ggy Xy + 3 Qg5 %" Ty + 3 Qg Xy X" 4 @330’ = 0.

Sia y un punto di H,, le coordinate del punto corrispondente z si trove-
ranno scrivendo la equazione del cono polare di y e annullando le deri-
vate parziali del primo membro di questa equazionme. Si ha cosi:

Q94 (24 Y + 2, yﬂ + @3 (23 Y2 + Y3 2Zy) - @agy Y2 %2 + @33 23 y3=0,
Q33 (23 Yo+ Y3 %) - Aaos Yo 73 + Asz3 Y323, =0,
Y12+ y22, =0,
Yo#u T ysz=0.

Queste formole stabiliscono la corrispondenza in discorso. Esprimendo la
condizione di coesistenza delle 4 equazioni nelle 4 variabili y, o 2, si tro-
va, come & naturale, I’equazione di H, in 2 o y. Risolvendone tre qualun-

Q333

. 3 : . @ -
que rispetto alle y, chiamando con m, n i rapporti —= , 22 i ha:
G3zz = (333
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Yyp=2 (02 4-23); yo = — 2, (n2, + 23), t (8)
Ys =72 M2z n25), ys =2, (2,4 25). ’

Dunque la corrispondenza dei coni polari non & altro che una trasforma-
zione quadratica involutoria (& involutoria perche le (7) sono simmetri-
che in y e 2).

Ai piani %, — 0 di uno spazio corrispondono, nell’altro spazio, i coni :

uy 2, (0 2y - 25) — Uy 25 (N 2y -+ 23) Uy 25 (M 25 1m0 25) | | E
(
+ ugz 2y +25) == 0 g )

i quali debbono formare un sistema omaloidico percheé, come abbiamo gia
osservato, fra ¥ e z passa una corrispondenza biunivoca. Si pud dunque
concludere senz’altro che i coni del sistema (9) si toccano lungo una ret-
ta ed hanno un punto comune fuori di essa (1). Del resto, cio si verifica
immediatamente sulla (9).

La generatrice comune & quella che congiunge i punti biplanari di
H,; il piano tangente comune & il piano osculatore principale di Hj; il
punto base del sistema, esterno alla generatrice comune, & il vertice del
triedro formato con i piani osculatori di S;. Se per brevita di linguaggio
chiamiamo #rasformazione quadratica singolare, quella trasformazione qua-
dratica nella quale le quadriche che corrispondono ai piani sono coni,
possiamo dire che :

La corrispondenza stabilita fra i punti di Hy, per mezzo dei coni polari
rispetto a S;, esiste in una corrispondenza quadratica singolare.

13. Si presenta ora la questione inversa. Data una trasformazione
quadratica singolare, esistera una superficie cubica H, dotata di due punti
biplanari (e quindi una 8, relativa N° 11) tale che la corrispondenza data
si possa interpretare, sopra IH,, come corrispondenza di coni polari di H,
rispetto a S;1%

Per risolvere la questione, costruiamo l’equazione di un sistema oma-
loidico di coni quadrici che sia il piu generale possibile. Esso sara con-
tenuto nel sistema oo? di tutte le quadriche dello spazio: a,’ = 0. Pren-
dendo la generatrice comune ai coni per spigolo X, =0 , x; — 0, del te-
traedro fondamentale e ponendo il punto base esterno, nel vertice (0001)
avremo intanto le condizioni :

gy = Qgy = Q4 = Ug3 = 0.

11 piano tangente in un punto qualunque (y, 00y,) di 2, =0,%; =20

(1) PIERI, Rivista matematica. Anno 1893, pag. 44-47.
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&: %y (@ g5y + @y + %5 @3y, -+ a3 ¥) =0. i3
Otterremo che ogni quadrica del sistema sia un cono, rendendo indipenden- S

te dal rapporto %’— la precedente equazione. Dunque dovremo avere :
" {

a a
a2 T8 g
A3 Qg

e allora il suddetto piano tangente diviene :

(kxy 4 5) (@394 + ag39) =0
dove k & fisso, indipendente dalle a;. Il vertice del cono & il punto
(— @43, 0, 0, a,3). L’equazione cercata & quindi:

aXy’ 4 Baywy 4y (kw, @y + 2, 2,)4-8 (kwy 2+ 2,2,) =0 (10)
dove a, f3, y, d sono parametri variabili e k e fisso. Essa rappresenta, nel mo-
do piu generale, un sistema omaloidico di coni quadrici, purche il punto
base esterno alla generatrice comune non sia a distanza infinitesima da
questa. Confrontando la (10) con la (9) del N° precedente, si trova che esse
coincidono quando sia:

k=mn, w, =y, =06, Mmug—nuy—a, NuU;— U =24,

In altre parole, si passa dalla (10) alla (9), mediante una sostituzione li-
neare che lega i parametri del sistema (10) a quelli del sistema (9). Frai
coefficienti di questa sostituzione figura n che deve essere uguale a k e il
numero m che & arbitrario. Segue che anche il sistema omaloidico (9) &
generale (finche il punto base esterno alla generatrice comune & a distanza
non infinitesima da essa). Inoltre, rammentando il significato di m ed n
(N° 12) e Vequazione (1) di S,, si vede che dato un sistema omaloidico ge-
nerale di coni quadrici (10), & individuato un solo coefficiente di S; e cioe
n. Ma la stessa (1) ci dice che esistono oc’ S, che hanno lo stesso coef-
ficiente n e poicheé ogni §; individua una F, e viceversa (N° 12) cosl pos-
siamo anche affermare che:

Per ogni sistema omaloidico di coni quadrici (aventi il punto esterno
alla generatrice comune a distanza mon infinitesima da essa), esistono oo®
superficie cubiche H, dotate ciascuna di due punti biplanari distinti, le quali
sono trasformate in sé stesse da trasformazioni quadratiche singolari cui quel
sistema é relativo.

14. Siamo ora in grado di risolvere la questione posta al principio
del N° 13. Infatti, riprendiamo il sistema (10). Le trasformazioni relative si
ottengono facendo corrispondere ai coni: :

az’ +Brazgtyka s+ 22)+ 0 ke +242)=0
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i piani:
aw;—}—ﬂxh-}—yxj —}—6.’0,:0

dove i, h, j, Il sono i numeri 1, 2,3,4 in un ordine qualunque. Dunque le
formole della trasformazione sono:

—_— 2 — A A
T =29y XIp==1223 X =kz 2,122 wmi=lkzy2, + 252

da cui, mediante la omografia:

—kxi —axny, yy=pait+kaor, y=wu

f

YW=, Y

si ottengono le (8) del N° 12.

Dunque & vera la reciproca del teorema N° 12.

Ogni trasformazione quadratica singolare puo sempre interpretarsi, a
meno di omografie, come corrispondenza di coni polari sopra una delle oo’
superficie cubiche H,, dotate di due punti biplanari, che sono mutate in sé
stesse dalla trasformazione.

In altre parole: quando si applica la trasformazione suddetta ai punti
delle superficie H,, si ottiene la corrispondenza dei coni polari (N® 12) dei
punti di Hy rispetto alle S; di cui le Hy possono riguardarsi hessiane.

15. Tanto la dimostrazione di questo teorema, quanto quella dei N° 13,
12 presentano delle eccezioni che ora mi propongo di togliere. Queste ec-
cezioni consistono in quanto nei suddetti Ni & escluso il caso che i punti
biplanari di H, siano coincidenti, come & escluso il caso che il punto base
esterno alla generatrice comune nel sistema omaloidico di coni, si trovia
distanza infinitesima da questa. Pero le conclusioni di quei N' sono ancora
vere e noi le riuniremo affermando che:

Se i punti biplanari di una H, sono infinitamente vicini, nel sistema
omaloidico di eoni relativo alla trasformazione quadrica singolare che muta
H, in sé stessa, accade che il punto base esterno alla generatrice comune dei
coni le é infinitamente vicino e tende alla posizione limite comune ai punti
biplanari medesimi.

16. Per giustificare quest’affermazione c¢i serviremo del seguente lem-
ma:

« I’equazione di un sistema omaloidico di coni quadrici, nel caso che
il punto base esterno alla generatrice comune si trovi a distanza infinitesima
da essa, puo sempre porsi sotto la forma:

Aizg® 4 A Xy Xy + Mz g T3 Ao (a:27 +Ekayx) =0 (11)
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dove A1, A1z, 4135 A2 sono i parametri i cui rapporti individuano gli oo’

coni del sistema e dove k¥ & un numero fisso indipendente dalle A ».

Infatti, sia ¢ la generatrice comune, P il punto base esterno a g: per
ipotesi P> ¢ a distanza infinitesima da g. Prendiamo g per retta x, — 0,
a; =0, e il piano &, — 0 per piano tangente comune. Il sistema oc* dei
coni che si toccano lungo ¢ sara allora

Ay + Ay’ + Aip ey 2o + A1z, @3 + Ay, 0 = 0.

dove le A sono tutte variabili. Questo sistema conterra quello che noi cer-
chiamo. Ammettiamo ora, di piu, che il vertice (0001) del tetraedro di ri-
ferimento sia infinitamente vicino a P onde si abbia

P= (&, &, & 1)

dove E; sono infinitesimi. I1 piano Pg & tangente a tutti i coni del sistema,
dunque il piano Pg ¢ infinitamente vicino a ®, — 0 e quindi §, & infini-
tesimo di ordine superiore a E,. Ora il piano tdngente in P &

It ks It &,
4 R S VO TRV VBN T ) Y W W VM W

+ 114 Ei
A& 4 A é Az & - A

+

m4:0

ovvero, a meno di infinitesimi di ordine superiore:

Ay Ep
x =
Ty OO v e

Per un altro sistema di valori di A avremo:

Vo &

7 7 7 :O.
@ Nipks+ Nigks + My

Ma il piano Pg deve essere il medesimo per tutti i coni del sistema, dun-
que:

122 A ;\-'22
A~12§2‘l‘ }\1253 +)¥14 1112 52‘*"1,13 fa"i‘l’u

a meno di infinitesimi:
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’ ’
}-22 A 14 =2 22 114
cioe:
4
b _ X
3R ’
ST ¥

= costante c.d.d.

17. Riprendiamo adesso la (6) del N° 7 che & I’equazione di una su-
perficie cubica con due punti biplanari coincidenti. — Annullando le de-
rivate parziali del 1° membro dell’equazione del cono polare di un punto
¥, troveremo le analoghe delle (7)

Q1 g Yy + Grzs (@5 Yo + X3 ys) + Gz y3 = 0,
Ayag (@syy + %4 yo) + Qo X Yy, =0,
x3 Yy + 2 23 = 0,

X, + 2y =0.

(12)

Anche in queste, comc nelle (7), osserveremo che, esprimendo la condi-
zione di coesistenza per le x, o per le ¢, si trova ’equazione di H, nelle
7, o nelle g, rispeitivamente. Risolvendo, troveremo le analoghe delle (8):

— 2 ot e —_— 2
h=—x" Y=o %y Yo=X 1 X3y Y1 =T; Ty — N X5 (13)

dove ‘s = 22
Q124
Le (12), (13), ci dicono che la trasformazione & quadratica involutoria.

Ai piani u, = 0 corrispondono i coni del sistema omaloidico:

—u Y’ Uy Yo+ sy, Y3+ Wy ys— nyy) =0. (14)

E ora il semplice confronto della (14) con la (11) prova che la pro-
posizione del N° 15 & vera.

Viceversa: Ogni trasformazione quadratica singolare il cui sistema oma-
loidico di coni abbia il punto base a distanza infinitesima dalla generatrice
di contatto, puo sempre interpretarsi, a meno di omografie, come corrispon-
denza di coni polari sopra una delle oo® H, dotate di due punti biplanari
COINCIDENTI che sono mutate in sé stesse dalla trasformazione.

Infatti, riprendiamo la (11)

My + Aoy @ + Ay 3+ Aoy (" + kg ) = 0.

Si ottengono le trasformazioni quadratiche singolari relative a questo
sistema omaloidico, riferendo i coni precedenti ai piani », — 0. Le formole

n’i‘

s
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della corrispondenza sono:

=a =@ %y =0y ="+ ka,x

dove i, h, j, I sono i numeri 1, 2, 3, 4 in un ordine qualunque. Adesso,
dividendo prima per k e poi applicando la omografia:

y,E—z,-.k, yzEz;,.k, y3Ezik, Yi=2

8i ottengono le (13). La costante k individua uno dei coefficienti
cioeé oo® H,. '




SOPRA LE SERIE QUADRATICHE DI CONICHE
INVILUPPANTI LA QUARTICA PIANA.

[Rendic. Istit. Lomb. 18951

I

Osservazioni sopra le serie quadratiche oc! di coniche.

1. — Una serie quadratica oo' di coniche si pud rappresentare me-
diante ’equazione

2at+22b% + ¢t =0

dove 1 e il parametro della serie e a®>, =0, b’, — 0, ¢*> =-0 sono coni-
che le quali non appartengono al medesimo fascio. Il sistema lineare di
dimensione minima che contiene la serie & la rete

ad’y+pb +ycf,=0.

5

Alla serie e coordinata la quartica
=) —a%.c%=0

che & linviluppo delle coniche della serie. Le due coniche a’, = 0, ¢, — 0
appartengono alla serie; la b°, — 0 non vi appartiene ma & legata alle
prime due dalla proprieta di contenerne gli otto punti di contatto con la
quartica f.

In tutto quel che segue, parlando di serie oo' quadratiche di coniche,
sottintenderemo sempre le qualifiche di quadratiche e di semplicemente infi-
nite dicendo serie senz’altro.

2. — Date due coniche qualunque delle serie

AMa,+24, 0, +c=0, Aa, + 24,0+ =0
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individuate dai valori 4, , 4,, del parametro 4, I’equazione della conica che
passa per gli otto punti di contatto delle prime due con la quartica f &:

g ats + (A 4 1) b% + ¢ =0

per cui 'equazione della serie pud scriversi

42 a% 21, 0% | 2204, La% 4 A+ )0, 42, L
+22a% 20, 0% + ¢ =0

e l’equazione della quartica f cosi:

A @ + 24, V5 + €2) (A @2 + 24, Ve + ¢%) —
— 1A A e’ + (4 + ) b + 2 (>=10

3. — Segue che data una conica

ad@y+ BVt y s =0

appartenente alla rete, ma non alla serie, essa pu0 sempre pensarsi come
quella che contiene gli otto punti di contatto con la quartica, di due co-
niche della serie. Infatti, per trovarne i parametri corrispondenti, basta
risolvere ’equazione di 2° grado

y2 —fz+a=0.

Fa eccezione il caso in cui si hanno due radici uguali: ma allora si
vede subito che il parametro corrispondente individua una conica della
serie. Cioé:

Una qualsiasi conica della rete individuata dalla serie, o appartiene
alla serie, o altrimenti & collegata a due coniche della serie cosi da con-
tenerne gli 8 punti di contatto con la quartica.

4. — Esiste una conica-luogo che & armonica rispetto a tutte le coni-
che delle serie riguardate come inviluppo (1).

Ma nella =erie vi sono 6 coppie di rette. Dunque:

I sei punti doppi delle sei coppie di rette esistenti,in una serie qua-
dratica di coniche, appartengono a una stessa conica: alla conica armonica
a tutte le coniche della serie.

(1) CaporALl, Sulla teoria delle curve piane del 40 ordine. (Volume delle Memorie,
pag. 364)
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5. — Al teorema precedente si pudo dare anche un’altra forma. Per
questo consideriamo la rete:

ad’y + B0+ ycts=0

come rete di coniche polari rispetto a una cubica. Se un punto si muove
lungo una conica ¢, la conica polare descrive una serie quadratica, la
quale, a sua volta, individua la propria conica armonica ¢’ e si vede su-
bito che la jacobiana della retta taglia le due coniche ¢ e ¢’ in coppie di
punti corrispondenti. I1 che pud esprimersi cosi:

I sei punti corrispondenti a quelli nei quali una conica, non degenere,
taglia Vhessiana di una cubica, appartengono, a lor volta, a unw’altra conica.

Oppure:

Data wna conica e una cubica, se si prendono i sei tangenziali dei punti
comuni alle due curve e da essi si conducono le altre 18 tangenti alla cubi-
ca, i diciotto punti di contatto vengono a esser distribuiti sopra tre coniche.

6. — Ritornando alle sei coppie di rette esistenti in una serie, osser-
veremo che, in generale, due di tali coppie non possono avere una refta
comune. Infatti, se questo accadesse, la rete, cui appartiene la serie, po-
trebbe porsi sotto la forma

axyxy+pxya;+y0=0

dove 6 & una conica non degenere. Ma allora si vede subito che, dalla ja-
cobiana della rete, si stacca il fattore x, — 0: la rete non & piu generale.

7. Riassumendo le poche osservazioni precedenti, enumeriamo qui le
curve principali coordinate a una serie quadratica di coniche e di cui ci
varremo essenzialmente per lo studio della quartica:

1°. La conica sostegno della serie,

2° La conica armonica alla serie,

3°. La cubica di cui la rete che contiene la serie ¢ rete di coniche
polari,

4°, La hessiana di questa cubica, jacobiana della rete,

5°. La quartica inviluppo delle coniche della serie.

1II.
Le 63 serie di coniche quadritangenti a una quartica piana.

8. — I noto che «data una conica quadritangente a una quartica,
qualsiasi conica che passa per i 4 punti di contatto, taglia ulteriormente
la quartica in altri 4 punti che sono punti di contatto di un’altra conica
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con la quartica medesima (1). Da cui segue che:

« La condizione necessaria e sufficiente perche due coniche apparten-
gano alla medesima serie ¢ che gli 8 punti di contatto si trovino sopra
una medesima conica ».

Onde si ricava anche:

«Una conica quadritangente appartiene a una serie e a una sola ».

In particolare:

«Una qualungne coppia di bitangenti individua una e una sola serie
a cui appartiene ».

Viceversa una serie contiene 6 coppie di bitangenti.

Dunque:

: 1 28.27

Esistono 5 9

E per il teorema del NO 4:

1 punti d’incontro delle bitangenti giacciono, a sei, a sei, sopra 63 co-
niche armoniche alle serie precedenti (2).

9. — Vogliamo ora vedere se si possano considerare le coniche d’una
serie come coniche polari dei punti di una curva ¢ rispetto a una curva
Y nei due seguenti casi, che forse sono i soli possibili, almeno finche la
¢y e generale del suo ordine:

1°. La ¢ sia una conica e la ¢y una cubica.

2¢°. La ¢ sia una retta e la ¢y una quartica.

Vedremo facilmente come il problema possa essere risoluto, in entram-
bi i casi, e quindi ne nasceranno due definizioni- della quartica stessa col-
legati alle curve ¢ e .

10. Nel 1° caso la soluzione & semplicissima e nota. Sia:

= 63 serie di coniche quadritangenti (1).

a4 200+ ¢ =0

una delle serie di coniche inviluppanti la quartica. Essa appartiene alla
rete:

ad’y+ 0ty =0

la quale & rete di coniche polari rispetto a una cubica . Per scriverne
Iequazione sotto forma opportuna, prendiamo, per triangolo di riferimento,
quello costituito dai tre poli di a’» =0, b*, = 0, ¢, = 0. Allora sard:

(1) Hessk, Ueber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie, insbesondere auf
Curven vierter Ordnuny. Crelle, Bd. 49. ’

(2) Questi due teoremi si trovano per la prima volta e senza dimostrazione in STEI
NER, Uuber die Doppeltangenten der Curven vierten Grades. Crelle, Bd. 55,
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Y=, @y + a0y V' 256 =0

e la conica ¢, sostegno della serie, sara rappresentata da

=4z, 23—, =0
e quindi & manifesto che la serie data e costituita da tutte e sole le co-
niche polari dei punti ¢ rispetto a . Dunque:

Una quartica generale puo sempre considerarsi come UPinviluppo delle
coniche polari dei punti di una conica rispetto a una cubiea, o come il luo-
go di un punto la cui retta polare, rispetto a una cubica, tocca una conica (1).
Per brevitd chiameremo le curve ¢ e vy le curve direttrici della quartica,
e coniche generatrici quelle della serie. Le curve ¢ e ¢ sono legate da
questa proprieta che ¢ evidente e che ci occorrera nel seguito:

Se ¢, , ¢,, sono due coniche della serie e quindi polari dei punti M, ,
M,, di @; la conica che passa per gli otto punti di contatto di ¢, € ¢y con la
quartica, é polare del punto d’incontro delle tangenti a ¢ in M, , M,.

11. — Ogni serie di coniche quadritangenti individua una cubica e
una conica direttrice. Viceversa: dico che due curve @ e { appartengono a
una sola serie.

Infatti, & intanto evidente che le medesime iy e u» non possono es-
sere relative a due serie diverse; ma neppure pud darsi che due serie
posseggano la medesima curva 1 e due diverse ¢, e ¢, quando si pensi
che la conica direttrice ¢ l'inviluppo delle rette polari, rispetto a 1, dei
punti della quartica.

Rimane a dimostrare che due serie diverse non possono avere a co-
mune la curva ¢, a meno che, g’intende, la quartica generata, non si par-
ticolarizzi. Per dimostrarlo ci varremo qui di una osservazione che sara
esposta in seguito (N° 20) e consiste in questo.

Indichiamo, secondo la notazione del Salmon, con a, b, ¢, d, e, f, g,
hy i, j§, k, 1, m, n, 0, p, q, 7, 8, t, u, v, W, , Y, 2, @, P, le 28 bitangen-
ti: ogni serie di coniche inviluppanti la quartica contiene 6 coppie di bi-
tangenti distinte cosi che due coppie non possono avere neppure una bi-
tangente comune (N° 6): ebbene, prese due qualunque serie esse hanno o
4, o 6 bitangenti comuni: nel 1° caso sono del tipo:

(@b, cd, ef, gh, ij, k1), (ac,y,mn, op, qr, 81),
nel 2° caso sono:
(@b, cd, ef, ghy, i j, k1l); (am, cn, eu, g, 12, k).

(1) SALMON, Curve piane, N° 254. — GERBALDI, L’equazione di 240 grado da cui dipen-
de la ricerca dei flessi nella curva generale del 40 ordine. Rend. Circ. Mat. Palermo, 1893.

O1aN1. 14
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Cominciamo dal dimostrare che due serie del 1° tipo non possono avere
a comune la conica ¢. Per questo, intenderemo definita la 1* serie dalle due b
coniche di essa ab, ¢cd e la seconda da ae¢, bd; la conica che ne con-
tiene i punti di contatto sia la V. Per trovare le equazioni delle cubiche
direttrici ¢ e 1, delle due serie basta prendere (N° 10; per triangolo fond.
nel 1° caso i poli M, N, P di ab, V, ¢d rispetto a 1, e nel 2° i poli M, i
N, P’ di ac¢, V, bd rispetto a v,. Sieno z, y, le coordinate dei due si-
stemi. Avremo:

Y@)=a,ab+ta, V+acd=0,
'lvi(y)=?/1 (ac)+y2(VJ+y3(bd):01

dove (ac), (V), (b d) indicano le equazioni di ac¢, V, bd nelle coordinate y.

Introduciamo ora Vipotesi che la curva ¢ sia la medesima per le due
serie. Cio significa che sulla ¢ oltre trovarcisi i punti M, P, ci sono an-
che i punti M’, P’ essendo rispettivamente N e N’ i punti d’incontro
delle tangenti in M e P, in M’ e P’ (N° 10). Dico intanto che M’ P’ N’
coincidono con M, N, P. Infatti, equazioni di ¢ riferite all’'uno e all’al-
tro triangolo sono:

dajag—x’ =0, 4y y3—y, =0 gl

dunque le formole di trasformazione delle coordinate sono x; — y;. Ope-
rando questa trasformazione sulla v, (y) essa diviene .

Yy =z,acta, V43 0d=0 :

e poiché prima della trasformazione era:
0 Yy 0 Yy 0 Yy 1

__:(ac) =) —=(bd) g v

0 Y B i o Y3 ’ e

sard adesso:
6w1=¢lc, .a_w?:V, BW1—bd, -:“

ciog¢ saranno ac, V, bd le polari di M, N, P rispetto a« p, ossia
M=M, N=N P=P. S

Dunque le equazioni delle y e 1w, riferite al medesimo triangolo
M, N, P sono:
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py=wx,ab-+tax, V+ax3cd =0,

yy=xac+xV +a3bd=0,
cioe, le equazioni di abd, V, ¢d, di ac, V, bd riferite a tal triangolo deb-
bono esser tali da potersi riguardare le prime come 1° derivate parziali

di una stessa 1, le seconde come 1° derivate parziali di una stessa y, .
Si hanno dunque le seguenti condizioni rispettive:

Ay by =15, 2a3b;=c,dy3+c3d;, 2v, =a,b,+ayb,,
ay byt azh, =2¢,d,, aybytazb,=2v3=c¢ dy+cyd,,

203 =10y dy+3dy, 203 =10yd,.

@y =Ty5; 20a3¢3=0,d3+bgd,, 2v,=a,0¢+ayc,
ay et age, =2bdy, aye34az0,=2v3="0dy+ byd,,
2033 =Vbydy +b3dy, 20vy3=0,d,,

da cui segue

by=1¢, by=¢cy, by=rc;.

Ossia le due bitangenti b e ¢ debbono coincidere: la quartica non & piu

generale.
Facciamo ora il caso di avere due serie del 2° tipo. Dico che neppur
queste possono avere la medesima conica ¢. Siano esse:

(@b, cd, ef, gh, ij, k1), 1)

(@m, cn, eu, g, i2, k). 2)
Insieme a queste si dimostra l’esistenza anche di quest’altra (N° 11)
(af, nv, be, pa, rz, ty) 3)

la quale, con la (2), forma una coppia di serie di 2° tipo, ma con la (1)
ne forma una di 1° tipo: se dunque due serie qualunque di 2° tipo aves-
sero la stessa conica ¢, questa sarebbe comune alle serie (1) e (2) e (2)
e (3) e quindi alle (1) e (3) che sono di 1° tipo, il che si e visto che non
puo accadere senza che la quartica si specializzi. Dunque:

Esistono in generale 63 coppie di curve direttrici ¢ e yp una per ogni
serie e quindi 63 modi diversi di riguardare una cubica come inviluppo delle
coniche polari dei punti di @ rispetto a .
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12. — Mediante questa definizione di una quartica, si viene a stabi-
lire fra essa e la ¢ una corrispondenza (4, 1) di cui ora vogliamo cercare
le formole. Per maggiore semplicita scriviamo la 1 sotto la forma canonica

v=a+ o’ + 2’ +6ma,wpay =0

e invece di riguardare la quartica come inviluppo delle coniche polari dei
punti di ¢ rispetto a y, pensiamola come luogo di un punto y la cui ret-
ta polare inviluppa la conica ¢ = a’, = 0. La polare &:

2y §y12—|-2my2ysf+a:2ly22+2my3y,%+w3}y32+2my,y2}=0.

Per conseguenza l’equazione della quartica sara:

an ¥+ 2my Y3 1* 4 an |y +2mys y, !2+033§!/32+2m3/1!/2z2+.
+2anly’+2mypay | lyd+2mysy |+ 2aui 9+
+2mypys ! (gt +2my yol 420l g F2mysy, | |y +
+2m.%?!2§=0,

ovvero, mettendo in evidenza, l'invariante assoluto di :

mfy+mfy+f3=0 (1)

Si=any ys' + anys’ Y’ + ais y Yy +
T+ oy Yo ys' + @y yo° Ys + any ya ys,
So=any’ Yy Ys+ anys ysys + anys' Yy +
+ any; (y' + y2') + as g, (?/13 + ys) + as yy @'+ 93),
fs=an¥* + anys* + assys* + 200y’ Y’ + 2asy ¥y’ +
+2any ys' -

Cosl sono riferite le _tangenti della conica ¢ alle quaterne dei punti della
quartica mediante le relazioni

Uy =.y,’—|—2my2y3,
Uy =gy’ + 2m ys3 gy,
Uy = y3' + 2m y, ys.

A«.,.,.ﬁm‘.-
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Ma fra le coordinate della tangente e quelle del punto di contatto
passano le relazioni

T = iy Wy - aip Uy |- ay3 U,

quindi le formule richieste saranno le seguenti:

xy = an }yf +2my, y3i + a2 jyy" - 2m Yo ?/1! + a; 33/32 +2my, ?/2%’
Ty = az1 1y -+ 2my, ?/3‘ + as (Y, 4 2m gy g, |+ 0z $y32 +2my yols 0" (@)
X3 — @31 :?/12 + 2m y, yag + as iy’ +2m Ys yii' -+ ass 33/32 + 2m y, ?/2:'

Esse stabiliscono una trasformazione quadratica del piano in sé stesso che
¢ la pin generale possibile perche le rette del piano vengono a essere ri-
ferite projettivamente alla rete delle coniche polari rispetto a una cubica
w che e generica. Dunque:

La corrispondenza (1,4) fra una conica direttrice e la quartica é conte-
nuta nella corrispondenza quadratica generale (2).

13. — Le formule precedenti si prestano con semplicita allo studio di
casi particolari notevoli, fra i quali, per primi quelli per cui m=—0, m—oco.

Per m —= 0 la cubica direttrice & equinarmonica, la trasformazione (2)
si mantiene sempre quadrupla, solamente si specializza la rete delle co-
niche sul piano quadruplo acquistando esse per comune triangolo autopo-
lare il triangolo hessiano della cubica direttrice. La quartica generata non
ha punti singolari e poiche la sua equazione (1) ¢ simmetrica in +, , in
+ ®,, in + x; ne viene che esistono 3 omologie armoniche che la trasfor-
mano in sé stessa e di cui gli elementi fondamentali sono qnelli del triangolo
hessiano suddetto.

Viceversa ogni quartica la cui equazione sia simmetrica in + =, ,
+x,, 4 x; puo esser generata mediante una cubica y equanarmonica. Si
vede subito che una delle due omologie ¢ il prodotto delle altre due. In
altre parole se al punto A, corrispondono rispettivamente A4, 4, A, nelle
tre omologie, ne viene di conseguenza che per effetto della 1* omologia
mentre A, va in A4,, A; va in A4,; per effetto della 2*, mentre A4, va in
Ajy A, va in A, e per effetto della 3* mentre 4, va in 4,, 4, va in 4,.
Piu brevemente, si puo dire che una qualunque delle tre omologie per-
muta fra loro i 4 punti 4, 4, A; A, Diremo che essi costituiscono un
ciclo.

Una qualunque conica polare, rispetto a y, ha il triangolo hessiano
come triangolo autopolare, dunque (N° 3) o tocea la quartica nei 4 punti
di un ciclo se il polo si trova sopra ¢, ovvero la taglia in due cicli se il
suo polo si trova fuori di ¢. Segue:
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I cicli esistenti sulla quartica sono rappresentati sopra i punti della
conica .

I 4 punti di un ciclo sono punti di contatto di una conica con la
quartica.

Qualunque conica che contenga un ciclo, ne contiene necessariamente un
altro (N° 8).

Due cicli si trovano sempre sopra una conica.

. In una omologia armonica a un flesso deve corrispondere un flesso.
Dunque:

I 24 flessi della quartica si distribuiscono in sei cicli, ma due cicli
appartengono a una conica, quindi:

I 24 flessi si trovano a 8, a 8, sopra 15 cowiche aventi per triangolo
autopolare il triangolo hessiano (1).

La conica armonica alla serie di coniche che toccano la quartica nei
cicli, deve tagliare 1’hessiana di v nei sei punti corrispondenti a quelli
nei quali I’hessiana stessa taglia la conica ¢ sostegno della serie. Dunque:

Per ogni vertice del triangolo hessiano passano quattro bitangenti della
quartica, ecc.

Per m = oc la cubica direttrice & un triangolo, la (2) diviene l’ordi-
naria trasformazione quadratica biunivoeca, la quartica generata ha tre pun-
ti doppi nel triangolo fondamentale. Se la conica ¢ — a’, = 0 si riduce
a un punto contato due volte, la quartica ha tre cuspidi. La generazione
di essa come inviluppo delle coniche polari dei punti ¢ rispetto a y per-
de significato; si mantiene pero I’altro modo di esprimere la stessa gene-
razione, per cui la quartica si riguarda come il luogo di un punto le cui
rette polari rispetto a y toccano ¢, cioe passano per il punto a cui é ri-
dotto v. Se questo punto e il centro del cerchio circoscritto al triangolo
v, la quartica generata e l’ipocicloide di Steiner. Si ha quindi la seguen-
te definizione di tale curva (come caso particolare di quella data al N° 10):

L’ipocicloide di Steiner si puo riguardare come il luogo del polo varia-
bile, rispetto a un triangolo, di una retta che ruota attorno al centro del
cerchio circoscritto al triangolo. Quando sia noto questo centro, la costru-
zione e lineare.

14. — Andiamo ora al secondo dei casi enunciati al N° 9. Riprendia-
mo quindi la solita equazione della serie

2a’ 4210+ =0. 1)

Si tratta di esaminare se le coniche di questa serie si possano riguar-

(1) GERBALDI, loc. cit..
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dare come polari dei punti di una retta ¢ rispetto a una quartica » di
cui le equazioni siano rispettivamente x, — 0,m*, — 0. Le coniche polari
dei punti di ¢ rispetto a y individuano la serie:

8’ vy AR

2 ¥ 12 2 e
Y Syie——— T+ Y7 =0 2
yi Oxil J1J3 6'1'1 awa 8x32 ( )
dove:
o’ v il 2 | 2 2
FYY Aan Mgy @4° - Mypos Ty” - Myyzs T5° + 2 Myype ) Ty -
1
+ 2'7”1113 wi iva + 2"”1123 :1:2 $3 =10 ’
i, DA . » §
T = Mg & - Myaze Ty - Mgy T3° - 2Myg0 Xy Ty -
0%y 0%y
- 2myg3 2, 25 + 2Myg03 2 23 =0,
Oy

~ 22 2 2 2 5
PR = Mgy &;" - Magas Ty' - Magzs Tg” - 2 Mygp0 &y Ty -

- 2mgg3 @, g | 2Myz03 T, 3 =0 .

Vogliamo dimostrare che la (2) & una serie quadratica generale. Percio
confrontiamola con la (1), esaminiamo le condizioni che ne conseguono per
i coefficienti della (1) e vediamo se queste condizioni specializzano effet-
tivamente la serie, ovvero se dipendono da opportuna scelta degli elemen-
ti fondamentali.

Le condizioni suddette sono le seguenti:

@3 ="y, byy=cp, byy=cy, a3="by,

@33 = by3 = ¢y

le quali esprimono che, sul lato , = 0, i due punti 4 =(1,0, 0), C =(0, 0, 1)
godono della proprietd che la polare di A rispetto a b, —0 coincide con la
polare di C rispetto a a’, = 0 e che la polare di A rispetto a ¢*, — 0 coin-
cide con quella di C rispetto a b%, =0, il che indicheremo brevemente
con le notazioni

Ab:0a, _Ac=0b.

La questione & cosl ridotta a vedere se esistono due punti 4 e C i
quali godano di queste proprieta.
Percio consideriamo la collineazione composta delle 4 polarita se-
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guenti: 1* rispetto ad a, 2* rispetto a b, 3* rispetto a ¢, 4* rispetto a b,
e applichiamo questa collineazione a un punto C. Prendiamo la O, polare
di C rispetto ad a, di questa C, cerchiamo il polo rlspetto abe sia A:
intanto & realizzata la condizione

O —=4g.

Dopo, costruiamo la A, polare di A rispetto a ¢ e finalmente il polo di
quest’ultima rispetto a b: otterremo cosi un punto ¢’ che & il corrispon-
dente di C nella collineazione in discorso. Se ¢’ coincidesse con C sareb-

be realizzata anche la seconda condizione:
A, = 0y .

Dunque i tre punti uniti ¢, C, C; della projettivita possono ognuno
servire da punto C. Partendo da uno qualunque di essi C; ed eseguendo
le prime due polarita, si giunge a un punto A4; il quale insieme a C; ri-
solve la questione proposta. Si osservi che A; e distinto da C; perche, se
cio non fosse ed entrambi coincidessero in un unico punto P, dalle condi-
zioni precedenti si vedrebbe che P avrebbe la stessa retta polare rispetto
alle tre coniche, la quale dunque si staccherebbe dalla jacobiana della loro
rete; la serie sarebbe speciale. Dunque, in generale A; & distinto da C; .
Si vede subito che A; & unito nella projettivitd che si ottiene eseguendo
le 4 polarita seguenti: 1* rispetto a ¢, 22 rispetto a b, 32 rispetto ad a,
42 rispetto a b. Riassumendo:

Date tre coniche in posizione generica, esistono 3 coppie di punti
A, 0, A, Cy, Ay O, tali che presi come punti 4; = (1, 0, 0), ¢; = (0,0, 1)
i primi membri delle equazioni delle coniche si possono riguardare rispet-
tivamente come le tre derivate seconde

vy Sy 8y
da’’ow 05 9yt

di una medesima forma ternaria biquadratica y. Quindi

Una quartica generale puo sempre considerarsi come Vinviluppo delle
coniche polari dei punti di una retta ¢ rispetto a un’altra quartica v, ov-
vero come il luogo di un punto la cui conica polare rispetto alla stessa quar-
tica v, tocca la retta fissa @.

Adottando nna definizione del Cremona (1) si pud esprimere il teo
rema pilt brevemente cosi:

(1) Curve piane, No 104.
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La seconda polare di una retta, rispetto a una quartica generale, é di
nuovo una quartica gemerale.

15. — Riprendiamo la serie quadratica di coniche polari dei punti di
@ rispetto a y. La retta ¢ taglia la hessiana di » in 6 punti le cui co-
niche polari costituiscono le 6 coniche della serie spezzate in coppie di
rette: i 6 punti doppi di queste coniche stanno sulla steineriana di v e
anche (N° 4) sulla conica armonica della serie. Dunque si pud dire che:

I sei punti della steineriana di una quartica che corrispondono ai sei
punti nei quali Phessiana é incontrata da una retta qualunque, appartengono
a una medesima conica.

16. — Analogamente a quanto fu fatto nel N° 11, si tratta di vedere
adesso da quali condizioni sono legate una retta e una quartica direttriei
per generare una quartica secondo la definizione del N° 14. Cominceremo
percio dal tener fissa la retta direttrice ¢. Dal N° 14 resulta che riman-
gono fissi i coefficienti: mi11y , Magss s Mirrz y Manrz s Magss , Mazzs s Murz2 y Maass 5
Maszz s Migazy Myze3 5 My2zz € PEr conseguenza Sono arbitrari: Mmass; , Mases
Mage3 © quindi Pequazione di y potra seriversi:
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y=0+4+ 22 (ax, -zt y2;) =0

dove O & la parte fissa e a, f, y i coefficienti variabili. Dunque;

Per ogni retta che si puo assumere come direttrice, esiste un sistema li-
neare triplo di quartiche direttrici aventi tutte sulla retta medesima quattro
contatti tripunto.

17. — Un punto comune alla quartica data e alla hessiana di una
quartica direttrice v, gode della proprieta che la sua conica polare deve
spezzarsi in due rette ed esser tangente alla retta direttrice ¢ (N° 14).
Cioé, a un punto A comune all’hessiana di ¥ e alla quartica data corri-
sponde un punto A’ della steineriana di v situato sopra ¢: ma i punti 4
sono 24, i punti A’ sono 12 il che vuol dire che 1’hessiana di v tocca
i 12 punti la quartica data. Quindi:

Le hessiane delle quartiche direttrici inviluppano la quartica data.

18. — Per completare la questione del N° 16 occorre vedere quali
posizioni pud assumere la retta direttrice ¢.

Sia @ una retta generica del piano. Cerchiamo se, sopra di essa, esi-
stano due punti A e C cosi che siano soddistatte le due condizioni del
Ne° 14:

Ay =0, y Ac= Gy

dove a e ¢ sono due coniche della serie che si considera e b & la conica
che ne contiene gli otto punti di contatto con la quartica. Indichiamo con

Ao
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My s Msy 1 parametri che individuano sulla ¢ i punti A e C, con 4, 4, i
valori del parametro i che nella serie data individuano a e ¢ (la b dipen-
de dalle prime due (N° 3)). Le due condizioni precedenti danno luogo a
4 equazioni che contengono non omogeneamente 4,, Ay, m,, u,. Esiste
quindi almeno un numero finito di soluzioni. Per conseguenza:

Una quartica generale puo sempre considerarsi come la seconda polare
di una retta generica del piano rispetto a un’altra quartica che, fissata quella
retta, varia in un sistema lineare oo’.

III
Aggruppamenti di bitangenti.

19. — Dal N° 8 e dal N° 6 resulta che « quattro bitangentiabcd i cui
8 punti di contatto si trovano sopra una conica, individuano tre serie di
coniche quadritangenti e cioe quelle determinale da abd, c¢d; ac, bd;
ad, be. Due di queste tre serie non possono avere altre bitangenti co-
muni a meno che la quartica non abbia un punto doppio (1).

Due coppie di bitangenti come a b, ¢ d, appartenenti alla stessa serie,
le chiameremo congrue e scriveremo a b— cd, in caso contrario le chiame-
remo incongrue e scriveremo a b =|=c d. Con queste notazione il teorema
precedente si esprime molto semplicemente cosi:

Se ab= cd, ne consegue ac=>bd, ad=Dbec.

20. — Con P’ajuto di questo teorema e con l'osservazione fatta sopra,
che due serie individuate da ab, ¢d e da ac, b d non possono avere al
tre bitangenti comuni, & facile scrivere il prospetto delle 63 serie di co-
che quadritangenti desumendolo dalle 6 coppie di bitangenti che ogni
serie contiene. A noi occorrono le seguenti (2):

ab=cd=ef =gh=ij =kl, (1)
ac=bd=mn=op =qr=st, (2)
ad=bec=uv=wr=yz= 9@y, (3)
ae =bf=mu=ow=qy=tvy, 4)
af =be=nv=pr=rz=tvy, (5)
am=cn =eu=gr=1iz =kv, (6)
an=cm=fvr=hw=jy =1vy, (7)
bm=dn=uf=hx=jz =1y. (8)

(1) SALMON, loc. cit. No 258.
(2) SaLMON, loc. cit. No 259,
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Si rileva facilmente che due serie qualunque o hanno 4, ovvero 6 bitan-
genti comuni (1). Nel 1° caso sono del tipo

ab=cd=ef=gh=ij=kl,

ac=bd=mn=op=qr=st.

Nel 2° caso sono dell’altro tipo

Chiameremo le prime: serie congiunte di 1° specie e le seconde: serie
congiuute di 2% specie, Occorrendo nominare nel primo caso le coppie a b,
¢,d, ac, bd, le diremo coppie di congiunzione.

Una serie é congiunta di 1° specie ad altre 30 e di 2¢ specie ad altre 32.

Le serie congiunte di 1* specie si presentano a gruppi di 3, a 3, tali
che due qualunque di un gruppo sono congiunte fra loro. Ecco un esempio:

ab=cd=ef =gh =ij=kl,
ac=bd=mn=o0op =qr=st,

ad=bec=uv =wr=yz2=0¢\y.

Chiameremo un tal gruppo gruppo di 1* specie. Esso esaurisce le 28
bitangenti.

Anche le serie congiunte di 2* specie si presentano in gruppi analo-
ghi di tre, a tre, cosi che due serie qualunque del gruppo sono congiunte.
Chiameremo questi gruppi gruppi di 2% specie.

ab =cd=ef=gh=ij=kl,
am=cn =eu=gr=iz=kv,
bm=dn=uf=hr=jz=1,
da cui si vede che:
In un gruppo di 2% specie una qualunque delle serie é costituita dalle
bitangenti non comuni delle altre due.

Un gruppo di 2* specie contiene solamente 18 bitangenti. Vedremo
in seguito (N° 22) a che cosa da luogo l'insieme delle 10 rimanenti. Ogni

(1) HUMBERT, Sur une classe de courbes planes et sur surface remarquable du quatriéme
ordre. Journal de Mathémetiques (RfsaL), Tome VI.
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gruppo di 1* specic individua una conica che passa per i quattro punti
di contatto delle bitangenti che formano la quaterna di congiunzione e
viceversa. Dunque:

I gruppi di 1 specie sono 315. Il che risulta anche dall’osservare che
una serie appartiene a 15 gruppi di 1* specie e che, contando in tal modo i

gruppi, ognuno e contato 3 volte. (Quindi il numero cercato & 5008

— 31bH%
Analogamente si vede che:

o iy 3 16 . 63
I gruppi di 2 specie sono wgee- YUK O 336.

21. Prendiamo un gruppo di prima specie:
ab=cd=c¢ f=gh=ij =kl,
ac=bd=mn=op=qr=st.
cd=be=ur=wr=yz=@y.

Esistono serie congiunte di 22 specie con ciascuna serie del gruppo?

La risposta é negativa. Infatti, ammettiamo che esista una serie con-
giunta di 2* specie con le prime due: si vede subito che e congiunta di
12 specie con la 32 . Poiche la serie supposta avrebbe 6 bitangenti comuni
con la 1* serie, una in ogni coppia, altre 6 comuni con la 2* serie; se
fosse congiunta di 2* specie anche con la 32 serie, dovrebbe avere anche
con questa a comune 6 bitangenti; cioé nella 3 serie dovrebbero figurare
6 bitangenti appartenenti alle altre due; il che non &. Dunque le serie che
sono congiunte di 2* specie contemporaneamente con le prime due del
gruppo, vanno cercate fra le serie congiunte di 1* specie con la 32 del
gruppo medesimo, cioé con la

cd=be=urv=wr=yz=@y.

E ora si vede subito che, se una delle coppie di congiunzione & ad,
ovvero be¢, si trovano effettivamente serie congiunte di 2* specie con le
prime due del gruppo, altrimenti no. Quindi: .

Non esistono serie congiunte di 2% specie con tutte e tre le serie di un
gruppo di 1% specie.

Date due serie congiunte di 1¢ specie fra loro, ne esistono 16 che sono
congiunte di 2% specie con entrambe.

a

Un esempio & il seguente: date le due congiunte di 1* specie

ab=cdi=ef=gh=ij=kljac=bd=mn=po=rq=ts

la:

au=dv=em=hp=ir=kLs
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¢ congiunta di 2* specie con entrambe.
22. Sia un gruppo di 2* specie:

ab=cd=ef=gh=ij =kl,
am=cn=eu=gr=iz=hvy,
bm=dn=uf=he=jz=10.

Per ottenere una serie congiunta di 1* specie con le prime due, basta
costruire una serie congiunta di 1* specie con una qualunque di esse pren-
dendo, per una sua coppia, due bitangenti comuni alle due serie. La serie

che si ottiene & congiunta di 1* specie, non soltanto alle prime due, ma
anche alla terza. P. es. la:

ac=bd=mn=op=qr=st,

da cui si vede che le serie congiunte di 1* specie con tutt’e tre le serie
del gruppo dato sono costituite da tre coppie di congiunzione e da altre
6 bitangenti che appartengono alle 10 bitangenti escluse dal gruppo dato
di 22 specie. Dunque:

Una serie congiunta di 1 specie con due di un gruppo di 2% specie é
congiunta di 1% specie anche con la terza serie del gruppo.

Esistono 15 serie congiunte di 1¢ specie con tutt’e tre le serie di um
gruppo di 2% specie.

Le 10 bitangenti che rimangono escluse da un gruppo di 2° specie co-
stituiscono 45 coppie esistenti a tre a tre nelle 15 serie congiunte di 1° specie
al gruppo dato: le alire tre coppie, in ogni serie, sono coppie di congiunzione

23. — Per procedere oltre nello studio delle configurazioni nascenti
da particolari aggruppamenti di tangenti doppie, & necessario citare il se-
guente teorema dovuto a Aronhold (1) e riprodotto dopo da vari autori (2\.
Siano due serie congiunte di prima specie ab =cd=...; ac=bd=...
siano m n, ef due coppie qualunque rispettivamente della 12e della 22 se-
rie. Allora, il teorema sopracitato stabilisce che le due terne di punti

be, fny,me ; ad, ne, fm

appartengono a due rette; che esistono 5040 di queste rette le quali pas-
sano a 40, a 40, per ogni punto comune a due bitangenti. Vogliamo stu-
diare un po’ piu da vicino queste rette che chiameremo rette p.

(1) Ueber den gegenseitigen Zasammenhang der 28 Doppeltangenten einer allgemeinen
Curve 4ten Grades. Monatsberichte, Berlin, 1864.

(2) SALMON, loe. cit., n. 258, 266. — DE PAoLis, La trasformazione piona doppia e la
sua applicazione alle quartiche (Ace. Lincei, Memorie 1877-78).

ooy
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S

24. La prima questione che si presenta ¢ la seguente:

Date due coppie di bitangenti a piacere s ¢, p ¢, esiste un criterio
semplice per giudicare se i punti s ¢, p ¢ appartengono a una retta o? Siano
le rette o del N. prccedente

be, fn, me,

ad, ne, fm.

Per ottenerle si sono prese le due serie congiunte di 1* specie

ab=cd=ef=...

ac=bd=mn...

dove ef, mn erano due coppie qualunque delle due serie con la sola con-
dizione di esser diverse dalle coppie di congiunzione: poi si & costruito il
quadrilatero e fm n: una diagonale & la e f. m n congiungente le due coppie
date ef,m n: le altre due diagonali sono appunto le due rette p e cia-
scuna passa per uno degli altri due vertici del quadrilatero a« b ¢d che sono
diversi da quelli che forniscono le due coppie di congiunzione. Questa pro-
prieta che caratterizzerebbe le coppie segantesi sopra una retta p, oltre
non esser semplice, ha lo svantaggio di far comparire in modo non sim-
metrico le tre coppie perche essa pone in condizioni diverse le due coppie
fn, me della coppia bc nella 1* retta g, e in condizioni ugualmente di-
verse le due coppie ne, fm della coppia ad nella 2* retta p. Invece ri-
sultera dalle considerazioni che seguono come le tre coppie di una p vi
compariscano simmetricamente.

25. Per questo ci varremo delle serie scritte al n. 20. La (5) di quel
n. ci dice che af= nv, dunque (n. 19) sara fn = av. Analogamente, la
(3) del medesimo N da av=du, au=du, e la (4) au=me. Quindi si
ha il gruppo di 1® specie (N 20);

su=du=fn=...,

au=do=me=...,

ad=uv=be=...,
il che prova che due qualunque delle tre coppie b ¢, fn, m e della retta o
si possono riguardare come appartenenti a due serie congiunte di 1* spe-
cie, ma diverse dalle coppie di congiunzione. Cosi apparisce intanto come

le tre coppie di una g siano in condizioni simmetriche le une rispetto alle
altre.
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Viceversa, prese due coppie come ef, m n, appartenenti a due serie
congiunte di 1* specie e diverse dalle coppie di congiunzione, dico che
esse giacciono sopra una retta p. Per convincersene basta prendere le due
serie congiunte di 1* specie:

av=du=fn=...

au=dvr=me=...

e osservare che ad esse & applicabile il medesimo processo che il Salmon ad
esempio applica (N. 258) alle due serie congiunte di 12 specie ab = cd = ef...,
ac=bd=mn=... per ottenerne due rette p. Nel nostro caso quello
stesso processo conduce alle due rette o seguenti:

uv, ef, mn; ad, ne, fm.

Dunque:

La condizione necessaria e sufficiente affinché due coppie di bitangenti
ef, mn, abbiano i loro punti ef, m n, sopra una stessa retta o é che le due
coppie appartengano a due serie congiunte di 1° specie e siano diverse dalle
coppie di congiunzione.

Segue che le 63 coniche armoniche alle 63 serie non possono spez-
zarsi in coppie di rette o percheé le coppie di bitangenti di una retta o
sono a due, a due, incongrue. Quindi:

Dato un quadrilatero di bitangenti, se una diagonale ¢ una retta o, an-
che le altre due diagonali sono rette p.

26. Sopra i gruppi di 1* e di 2* specie abbiamo poi i seguenti teo-
remi di cui il 1* discende subito dalle considerazioni precedenti: '

In un gruppo di prima specie, le 18 coppie di bitangenti delle tre serie
che lo compongono, sono cosi costituite che i 18 punti di incontro delle 2 bi-
tangenti di ciascuna coppia, stanno sei, a set, sopra le tre coniche armoniche
alle serie: 6 sono dati dalle coppie di congiunzione e sono i vertici del qua-
drilatero formato con le 4 bitangenti comuni alle 3 serie; gli altri 12 giac-
ciono a 3, a 3,s0pra 16 rette p. Questa configurazione esaurisce tulte le 28
bitangenti.

Il numero di tali configurazioni é 315 (N. 20).

Di qui si trova che il numero delle rette p ¢ 315. 16 — 5040.

Le 18 bitangenti di un gruppo di 2¢ specie danno luogo a 6 triangoli
aventi ciascuno wn vertice sopra ciascuna delle 3 coniche armoniche alle 3
serie che compongono il gruppo.

27. La (5) N. 20 &:

af=nv=be=...

e D Rgs % A e N

MR ) (1))

EYee,
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segue (N. 19):

bn=ev,
ma dalla (2) (N. 20);
bn=dm,
% per cui:
i bn=ev=dm=... 9)
";‘ segue:
{ de=mv |
e dalla (1) (N. 20)
de=cf
onde:
de=mv=cf... (10)
Allora esistono le seguenti coppie di serie congiunte di 1* specie
¥ 3abscdz—ef—-——.... 1) (N. 20)
a
ac=bd=mn=... (2) @(d) !
%afznvzbe—... (5) (N. 20) g
9a
an=fr=cm=... (1) @d.)
%cvzdm;_bnz... 9) (N.4)
32 3
: de=mv=fc=... (10) (id.)

Applicando a tutt’e tre queste coppie di serie il teorema che al n. 23 &
stato applicato solamente alla prima coppia, si hanno le seguenti rette o:

o=be,fn, me

1)

o, =ad, ne, fm

=fn,be, me
@ e=Jsnbe,

s = av,bm, ec

L | o=-em, fn, be

3)

o;=duv,bf,nc
Cosl a una retta g sono associate le altre tre:
0y = ad, ne, fm,

0, =av, ec,bm,

gg=dv,ne,bf,
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sopra ognuna delle quali hanno un vertice ciascuno dei tre triangoli:
adv, enc, mfb.

Ma gli ultimi due sono prospettivi a causa della esistenza della retta p = be,
Sn, me: dunque le rette g, o, 0; s’incontrano in uno stesso punto R.
Intanto si puo dire che:
Esistono degli aggruppamenti di 9 bitangenti costituiti, ciascuno, da tre trian-
goli prospettivi con la ulteriore particolarita che il centro di prospettiva é il
medesimo per tutt’e tre le coppie di triangoli e sono pure le medesime le
congiungenti i vertici corrispondenti.
28. Riprendiamo i triangoli adv, enc, mfb e le tre rette o che ne
contengono, ognuna, tre vertici corrispondenti:

oy =ad, ne fm,
ps=av, ec, bm, (1)

03 =dv, ne, bf.

I triangoli precedenti danno luogo alle tre coppie:
adv, enc; adv, mfb; enc, mfb

i cui assi di prospettiva sono le tre rette p:

oy=ae nd, cv,
ey=am, fd, bv, 1)

o's=em, fu, be.

Ora, sopra ciascuna di queste tre rette, ha un vertice ognuno dei tre trian-
goli:

aem, dnf, veb

che sono prospettivi a causa delle (1): anzi le (1) sono gli assi di pro-
spettiva delle tre coppie. Dunque anche le rette o', ¢’y o'; concorrono in
uno stesso punto R. Quindi:

Ai triangoli di bitangenti adv, enc, mfb, prospettivi da un medesimo
centro, fanno riscontro i triangoli aem, dnf, vecb prospettivi da un altro
centro, cosi che gli assi di prospettiva delle coppie di triangoli, contenuti
nella prima terna, sono le congiungenti i vertici corrispondenti nella seconda
terna e viceversa. Gli assi di prospettiva sono sei rette o e a tre, a tre, pas-
sano per i due centri di prospettiva.

Indicheremo con 2 la configurazione formata con le 9 bitangenti in

CraANIL 15
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discorso. A ogni configurazione £ sono coordinate 6 rette g e due punti R.

29. 11 seguente lemma riesce evidente quando se ne costruisca la fi-
gura relativa:

Date 3 coppie di rette che si tagliano in 3 punti in linea retta, si
possono formare con esse 4 coppie di triangoli prospettivi: i centri di pro-
spettiva e le congiungenti i vertici corrispondenti sono vertici e lati di un
quadrangolo completo.

Prendiamo, per le tre coppie di rette date, le tre coppie di bitangenti
be, fn, me che si tagliano in punti di una retta p. Si vede subito che
le congiungenti i vertici corrispondenti dei triangoli prospettivi non sono
altro che le diagonali dei quadrilateri bc¢fn, beme, fnme i quali hanno
per diagonale comunale la retta p. Dunque (n. 25) anche le altre diago-
nali sono rette p.

Il lemma precedente da il seguente teorema:

Data una retta o, con le 6 bitangenti che a due, a due, si tagliano su
di essa, si possono formare 4 coppie di triangoli prospettivi: i centri di pro-
spettiva e le congiungenti i vertici corrispondenti compongono un quadrangolo
di quattro punti R e di sei lati o.

30. Segue che una retta p individua 4 punti R. Ma si vede facil-
mente che a uno stesso punto R si giunge mediante 3 rette p. P. es.,
detto R, il centro di prospettiva dei triangoli b fm, ¢n e, si trova subito
che si giunge a R, non solo considerando la retta be¢, fn, me, ma anche
le altre due ae, nd, cv; am, fd, bv scritte al N 29 sotto l’indicazione
(1) e le quali, alla lor volta, concorrono in un punto E. Dunque il numero
dei punti R &

——504;) S = 6720.

Segue che, sopra ogni retta g, ci sard un numero X di punti R tale che

5040 . X
T s 6720,
perche per ogni punto R passano 3 rette po. Quindi X = 4. Le 5040 rette
o s'incontrano a 3, a 3, in 6720 punti R, cosi che, sopra ogni retta g, esistono
4 punti R.

Gli aggruppamenti Q sono

6720 _ 3340.

2

H
1

P —
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31. Riprendiamo un aggruppamento Q: p. es. quello dei Ni 27 e 28
costituito dalle 9 bitangenti a, d, v, e, n, ¢, m, f, b organizzate nelle due
terne di triangoli:

adv, enc, mfb; aem, dnf, veb.
Si riconosce subito che esiste una e una sola bitangente » tale che con
ciascun triangolo dia luogo a due coppie di bitangenti congrue. Diremo
che la bitangente u e coordinata all’aggruppamento Q. Vogliamo dimostrare
che se si sostituisce una qualunque delle bitangenti dell’aggruppamento:

p. es. la v, con la u, si trova un nuovo aggruppamento £ la cui bitan-
gente coordinata & la v. Infatti: esistono le rette p seguenti (N° 23):

o,=uad, ne, fm, oy =Jsmn, be, me.

Poi, si prenda la serie (4) e la (6) del N° 20 e si trovera (N° 23), insieme
alla o', 1a g, —=awu, bn, fc: secondariamente si osservi che dalle (6) e (8)
del N° 20 medesimo si ha:

ec=un=df

e quindi da questa e dalla (8) suddetta si ottiene, insieme alla p’,, la o’';—u d,
eb, m ¢: ugnalmente dalla (6) e dalla ec=un=d f risulta la esistenza
della o, e della o';—=af, uc, dm, e cosi pure dalle (4) e (8) si trovano
la o, ¢ la o'y—=amn, ub, de. Quindi, riassumendo, si hanno le seguenti
6 rette p:

oy=ad, ne, fm
ge=au bn, fo )

o3=ud, be, me

o'y=sn, bec, me
o's=an, ub, de 1"
e's=af, ue, dm
il che significa che i triangoli di bitangenti
adu, endb, mfc; anf, wucbh, dem,
formano un aggruppamento 2 c. d. d.
Dunque:

Le 9 bitangenti di un gruppo Q e la bitangente x coordinata al gruppo
sono in tal relazione che aggiungendo x al gruppo e togliendone una qua-

: S

v
s
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~

lunque delle altre, il pruppo che risulta é ancora un gruppo Q.

Si vede subito che le 18 bitangenti che si escludono assumendo un
gruppo 2 e la bitangente coordinata, costituiscono un gruppo di 2* specie,
e viceversa. Dunque :

Le 10 bitangenti che rimangono escluse da un gruppo di 2% specie co-
stituiscono, in 10 modi diversi, un aggruppamento Q con la relativa bitan-
gente coordinata.

Ecco quindi una regola semplice per costruire un aggruppamento Q: s
prenda un gruppo di 2% specie e delle 10 bitangenti che non entrano nel gruppo
se ne escluda una qualunque. Le 9 rimanenti costituiscono il gruppo cercato.
Si ritrova cosi anche il numero dei gruppi Q. Esso deve essere il decuplo
del numero dei gruppi di 2* specie, cioe (N° 20): 336. 10 — 3360.

32. Le rette o e i punti R si sono presentati anche a Geiser nella
nota configurazione che egli ha immaginato per lo studio della quartica
piana (1). Ma nel valutare il numero tanto delle rette p quanto dei punti
R bisogna tener conto che tutta la configurazione & per cosi dire attac-
cata a una bitangente (che potrebbe dirsi fondamentale) della quartica e
quindi quel che si dice per una tale bitangente si puo ripetere per tutte
prendendo successivamente tutte le bitangenti per bitangente fondamen-
tale e costruendo, volta per volta, una nuova superficie cubica ausiliaria.
Altrimenti la enumerazione suddetta non & esatta. Cosi p. es. il Geiser
trova soltanto 720 rette p e 240 punti R. Riprendiamo qui tutta la figura
di Geiser e con l'aiuto della notazione adottata, e di qualcuno dei teoremi
gia stabiliti, ritroveremo il numero dei punti R e delle rette p. Da quella
figura risulta, prima di tutto, che la condizione necessaria e sufficiente af-
finché un triangolo di bitangenti sia immagine di un triangolo esistente
sulla superficie cubica F;, ¢ che i 6 punti di contatto stieno sopra una
conica la quale contenga anche i punti di contatto della bitangente fon-
damentale a.

Ora una bitangente fa parte di 27 coppie e ciascuna di esse e con-
grua ad altre 5, quindi il numero dei triangoli di bitangenti che sono im-

Ao b3 . b.27
magini di triangoli esistenti in Fj &

— 45. 1 720 spigoli e i 240 ver-

tici dei triedri di Steiner si projettano in 720 rette o e in 240 punti R.
Una coppia di triedri conjugati si projetta in un aggruppamento . Ma
per bitangente fondamentale puo esser presa una bitangente qualunque,
quindi le rette o sono al massimo 28 .720. Dico al massimo perche si
vede che una retta ¢ & cosl contata 4 volte. Infatti sia la retta o =1b ¢,

(1) Ueber die Doppeltangenten einer ebenen Curve vierten Grades. Math. Ann. Band I,

H
3
=
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fn, me (N° 23\. Le 3 coppie be, fn, m e appartengono alle tre serie con-
giunte di 1* specie (N. 25):

srv=du=fn=...,

au=dv=me=...,

ad=uv=bdec=....

Allora, secondo l'osservazione precedente, sono projezioni di triangoli esi-
stenti sulla Fj:

. emu
quando si prenda per bitangente fonda- ' b
mentale la a, i seguenti
fno
ema
quando si prenda per bitangente fonda- AL
mentale la u, i seguenti
fnd
emd
quando si prenda la v. beu
Sfna
emv
quando siprenda lad. . . . . . . . bca
fnu
e ogni terna di triangoli da la medesima retta p =bc¢, fn, me. Dunque
720 . 2
il numero delle rette p & ‘—4—8=5040.

Ogni bitangente, assunta come fondamentale, da origine a 120 ag-
gruppamenti 2. Viceversa, si vede subito che una stessa fig. 2 non puod
provenire da due diverse bitangenti fondamentali, perche se esse fossero
a e b e se mnp fosse un triangolo di 2, dovrebbero trovarsi sopra una
stessa conica i punti di contatto di a, b, m, n, p, cioe la quar-

" tica dovrebbe spezzarsi. Dunque le figure 2 sono 120 . 28 = 3360 e i
punti R: 3360 . 2 — 6720. Segue anche: Mentre un aggruppamento Q é coor-
dinato a una sola bitangente, una bitangente é coordinata a 120 aggruppa-
menti Q. Ogni aggruppamento 2 puo sempre pensarsi come la projezione di
due triedri conjugati di Steiner.

[T
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Dei 4 punti R, esistenti sopra una retta g, uno qualunque, ma non pii
d’uno alla volta, pud pensarsi come la projezione del vertice di un triedro di
Steiner.

33. Una bitangente a quanti aggruppamenti { appartiene? Sia a la
bitangente data; b la bitangente coordinata al gruppo 2. Supponiamo che a
appartenga a Q. Permutiamo « con b, troveremo (N. 31) un gruppo £,
coordinato ad a e contenente b. Allora, se scambiamo a con ogni bitangente
di 2, otteniamo 9 gruppi 2 che contengono a. Dunque ogni gruppo coor-
dinato ad a da 9 gruppi Q cui a appartiene. Si vede facilmente, che in
questo modo di enumerazione, ogni gruppo non & ripetuto. Dunque il nu-
mero cercato € 120 . 9 — 1080. Da cui si ritrova ancora il numero dei
gruppi 2 uguale a

1080 . 28:3360.
9

Una bitangente fa parte di 1080 gruppi 0.

Supponiamo fissata una bitangente fondamentale nella figura di Gei-
ser. Togliamo i 120 gruppi Q che esauriscono tutte le projezioni dei trie-
di di Steiner, togliamo i 1080 gruppi 2 a cui appartiene la bitangente
fondamentale. Rimangono 2160 gruppi £, ognuno costituito di 9 bitangenti,
le cui obbiettive sono rette esistenti sulla F,, ma non costituenti coppie
di triedri di Steiner conjugati, benche la projezione del gruppo fatta da
un punto della superficie non si distingua da quella di una coppia di triedri
conjugati.




SOPRA LA CORRISPONDENZA POLARE FRA CONICHE INVILUPPO

E CONICHE LUOGO STABILITA DA UNA QUARTICA PIANA.
[Rendic. R. Acc.: Lincei 18935)

La Nota presente ha per iscopo di mostrare come molte delle piu co-
nosciute curve invariantive di una quartica piana, provengono dalla nota
corrispondenza polare fra coniche inviluppo e coniche luogo che la quartica
medesima stabilisece e come, per mezzo della stessa corrispondenza, tali curve
si possano organizzare in modo semplice e naturale. Fra di esse sono il cova-
riante S e il contravariante v di Clebsch (1) di cui ritrovo qui le caratteristi-
che pliickeriane con procedimenti molto piut rapidi di quelli impiegati per lo
stesso scopo nella mia Memoria antecedente su tale argomento (2. Le con-
siderazioni di cui mi valgo sono in gran parte prese dalla geometria degli
iperspazi e in particolare si riferiscono alla superficie di Veronese, alla
varieta costituita dai suoi piani tangenti e alle varietd duali d’entrambi,
che indico rispettivamente coi simboli Fs, M}, &5, M gia impiegati da
Veronese (3} e da Segre (4).

1. — Sia la quartica ah = by = ¢, = del piano z. Presa una qua-
lunque conica inviluppo ,ui — 0 di =, la conica luogo a?‘ a; = 0 & la po-
lare della prima e la prima lo & della seconda. Se la conica u? = 0 con-
siste di una coppia di punti, ovvero di un punto doppio, la conica polare
diviene la conica polare mista, o la conica polare pura della coppia di

(1) CLEBsCH, Ueber Curven vierter ordnung. Crelle, Bd. 59.

(2) Sopra due curve invariantive di una quartica piana. Ann. di Mat. pura e applicata,
serie II, tomo XX, 1892.

(8) VERONESE, La superficie omaloide normale a due dimensioni e del <4° ordine dello
spazio a cinque dimensioni. Mem. Ace. Lincei, serie III, vol. XIX.

(4) SEGRE, Sulla geometria delle coniche di un piano. Atti Accad. delle Scienze di
Torino, 1885.
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punti, o del punto. Questa corrispondenza fra coniche inviluppo e coniche
luogo e la sua inversa si rappresentano molto opportunamente nell’S;, di
cui i punti e gli iperpiani sieno rispettivamente le coniche inviluppo e le
coniche luogo di =, mediante la polarita rispetto a wuna certa quadrica
Q;, che chiameremo fondamentale, di cui I'equazione &:

Qi = a4y Y; + Ag9pe Ys + 333 Y3 1+ Wyaq0 Y+ 33 y: + @g303 Y5 1+
+ 204395 Y1 Yo + 204433 Y1 Y3 + 200000 Y1 Y1 F 204443 Y4 Ys - 204455 Y1 Ys 1+
+ 285533 Yo Y3 + 200913 Yo Y1 T 200913 Y2 Y5 + 202003 Yo Y5 1 203315 Ys 44 1+
T 23315 Y3 Y5 + 203303 Y3 Ys + 204213 Y4 Ys 1 204203 Y4 Yo + 204303 Y5 Y5 = 0

e la quale gode la proprietd di essere apolare alla @} (1). Il discriminante
D della quadrica fondamentale & il noto invariante di sesto grado della
quartica: cosl possiamo intanto affermare che:

La corrispondenza polare fra coniche inviluppo e coniche luogo e la sua
inversa sono biunivoche senza eccezione finché D == 0.

Le corrispondenze polari stabilite da tutte le quartiche di =, per cui D
ha la stessa caratteristica, sono proiettivamente identiche.

2. — Nella corrispondenza inversa, data la conica luogo m. — 0, si
scrive immediatamente l’equazione della conica inviluppo polare sotto la

forma :
2

A A=
ove i simboli A e A (equivalenti) sono legati ai eoefficienti effettivi dalle
relazioni:

1 1
i Air,js

ir Qjs

A; A, A A, =

essendo (2)
Airjs = Apijs = Aipsj = Arisj = Ajsjir = Ayjiir = Agjri = Ajo i

il complemento algebrico di a;., in D e avvertendo che tanto a;, , quanto
ajs rappresentano 1, o 2 a seconda che gl'indici che affettano il simbolo
a sono uguali, o disuguali.

Quando la conica data si scinde in un paio di rette v, w, ’equazione
della conica polare diviene:

Ay A, AL =0

(1) SEGRE, Alcune idee di Ettore Caporali intorno alle quartiche piane. Annali di Mat.
serie II, tomo XX. — I simboli della equazione sopra seritta di Q% divengono quelli
di Segre, ponendo:

Yy = Ty, Yp = Xgp, Y3 = X33, Y4 = 2Xy9, Y5 = 2%;3 , Yo = 2y .
(2) CrLEBscH, loec. cit.

-
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Se le rette v,w coincidono, essa ¢ infine
2,42
A, 4,=0

valendo tutte le circostanze precedenti nel passaggio dai coefficienti sim-
bolici agli effettivi con la sola differenza che adesso a; & sempreuguale a uno.

3. — La polarita cosi stabilita mette in rilievo una certa corrispon-
denza fra le pill note curve invariantive della quartica, mediante la quale
esse si organizzano a due, a due, cosi che le caratteristiche pliickeriane
duali di curve corrispondenti vengono a essere uguali. Cominciamo dalla
polohessiana di un punto P (1) (hessiana della cubica polare di P). La
polohessiana di P pud considerarsi come il Iuogo di un punto variabile
R tale che la coppia di punti PR abbia per conica polare una coppia di
rette. Nel nostro S,, I'obbiettiva della polohessiana di P si ottiene eviden-

temente prendendo 1'S, di seconda specie tangente alla F; nel punto che
& Dobbiettivo di P e tagliando, con questo piano, la polare reciproca di M :
rispetto alla Q3: la sezione corrisponde omograficamente (2) alla polohes-
siana di P. Eseguiamo la costruzione duale in S;. Dovremo prendere la
@}, uno dei suoi iperpiani I, I'S, che contiene la conica di contatto del-
Piperpiano I e costruire la sviluppabile inviluppo degli iperpiani che pas-
sano per I’S, nominato e appartengono alla polare reciproca di M} rispetto

a Q. Questa sviluppabile sara rappresentata dallinviluppo di quella
retta variabile la quale associata con una retta fissa (la immagine di I,
individua una conica che ha per polare una coppia di punti. Ebbene
quest’inviluppo non & altro che la K, di Caporali (1). Mediante qﬁindi la
dualita che esiste in S;, fra le obbiettive della polohessiana e la K, di
una retta, e facile passare da proprietd della prima a proprietd della
seconda. Cosi p. es. ai teoremi: la polohessiana & una curva del 3° or-
dine; se la polohessiana di P passa per P’ viceversa la polohessiana di P’
passa per P, fanno riscontro quest’altri: la K, & una curva di 3* classe;
se la K, di r tocca r tocca o', viceversa la K,, di »’ tocea r (1.

4. — L’hessiana della quartica puo pensarsi come il luogo di un punto,
il quale contato due volte, costituisce una conica la cui polare & una

coppia di rette. La sua obbiettiva in S, & la sezione di F; con la polare
reciproca di M} rispetto a Q; (3). La sviluppabile duale & Vinviluppo degli

(1) CaporALl, Sopra le quartiche piane. Volume delle sne Memorie.

(2) SEGRE, Sulla geometria delle coniche di un piano, loc. cit.

{3) Di qui si ritroverebbe l'ordine dell’hessiana. Perche tale sezione in S; & di 120
ordine, per cui ha 12 punti comuni con la C,* sezione di un iperpiano con la Fp!, ma
la C,* si rappresenta in una conica: dunque I'ordine cercato & 6.
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iperpiani comuni a @; e alla polare reciproca di Mi, e la sua immagine
¢ evidentemente linviluppo di una retta la quale, contata due volte, ha
per conica polare una coppia di punti, cioe la y di Clebsch. Segue che
Pordine dell’hessiana & uguale alla classe di y, che il genere della prima
¢ uguale a quello della seconda, che y & privo di bitangenti, perche, I’hes-
siana non ha punti doppi, che insomma pud enunciarsi il teorema:

L’hessiana e il contravariante vy di Clebsch hanno le caratteristiche
pliickeriane duali uguali (1).

5. — 11 medesimo processo mediante il quale si trova l’equazione
della polohossiana di un punto e da essa quella della hessiana, serve per
trovare ’equazione della K, e da essa quella di y. Per la polohessiana di
un punto g, basta esprimere che la conica polare della coppia costituita
da y e da un punto variabile £ ¢ una coppia di rette. Si trova come &
noto :

ay by e, a,b, ¢y (abe) =0

L’hessiana puo pensarsi come il luogo di un punto che giace sulla
propria polohessiana. Quindi la precedente per y — x da 'equazione della
hessiana. Analogamente, esprimendo che la conica polare della coppia di
rette uv , delle quali » ¢ fissa e w variabile, si spezza in due punti, tro-
veremo la equazione della K,

K,=A,B,C, A,B,C,(ABC) =0

e cosl pure, riguardando la iy come linviluppo di una retta tangente alla
propria K, , ne troveremo l’equazione ponendo nella precedente v — v, onde

= ALB, OL (ABO) =

nelle quali valgono per i simboli A, 4; B, B; C, C le avvertenze fatte
alla fine del n. 2 per i simboli A, A (2).

(1) Ciani, loe. cit.

(2) L’equazione di v si trova anche in Clebsch, loc. cit., ma non sotto forma simbolica.
Essa e ottenuta nel N. 4 della sua citata Memoria. — La riduzione fatta al N. 5 non
& giusta, come gid ebbi a osservare nel n. 2 del mio lavoro. Al qual proposito anzi & da
notarsi come i determinati della forma:

[ Aik,yy  Aimryp  Airkr, 3

‘ Air ot Aitk, 99 Ak, 2g

| Aike,oy  Airkr,os  Aingr, sg
che comparizcono nella equazione suddetta, non solamente per qualche valore di i, k, i/, ¥/,
i”, k” non possono essere minori del reciproco di D, ma per nessun valore dei sunnominati
indici cid pud accadere: dunque il distacco del fattore D, invocato da Clebsch, non avviene
per nessun termine della equazione medesima.




SOPRA LA CORRISPONDENZA POLARE TRA CONICHE, ECC. 235

6. — Riprendiamo la curva e la sviluppabile, in S;, le quali sono le
obbiettive di una polohessiana e di una K, . Le loro polari reciproche
rispetto a Qi’, saranno rispettivamente rappresentante, in z, dall’inviluppo
costituito da tutte quelle coppie di rette, le cui coniche polari sono coppie
di punti aventi tutte un punto fisso comune e dal luogo di quelle coppie di
punti le cui coniche polari sono coppie di rette dotate di una retta
fissa comune. L’inviluppo & la polocayleyana del punto (cayleyana della
cubica polare); il luogo & la G, della retta (cfr. Caporali). Queste due
curve sono rappresentate contemporaneamente dalla forma mista

(abu) (acw) (beu! (abe) ay, by cp = 0

a seconda che vi si faccia x — cost, ovvero u = cost (1).

7. — Analogamente, costruendo, in S, le polari reciproche, rispetto a
Qi, di quella curva e di quella sviluppabile rappresentate in n dall’hes-
siana e dall’inviluppo y, troveremo un’altra sviluppabile (¢) e un’altra curva
(S) 1e quali saranno rappresentate, in z, rispettivamente dall’inviluppo o
delle coppie di rette che sono coniche polari dei punti dell’hessiana e dal
luogo S di quelle coppie di punti le cui coniche polari sono le tangenti
di ¢ (ognuna contata due volte': quest’ultima & il covariante S di Clebsch.
La corrispondenza fra (¢) e (S) & biunivoca, ma non fra (¢) e ¢ né fra (S)
e S perche gliperpiani di (o) si specchiano in coppie di tangenti dio e i
punti di (S) in coppie di punti di S non dotate di elementi fissi. Non si puo
quindi inferirne che S e ¢ abbiano le caratteristiche pliickeriane duali
uguali. Infatti € noto che S & di 4° ordine: ¢ & di 122 classe (2) e non
riducibile certamente a una curva tripla di 4* classe, altrimenti essa,
avendo a comune con l’inviluppo equianarmonico le 24 tangenti di flesso
della quartica, dovrebbe coincidere con l’inviluppo equianarmonico mede-
simo il che, si vede facilmente, non puo avvenire per una quartica gene-
rica (3).

8. — Cade qui opportuno il dimostrare con molta semplicita che il co-
variante S e privo di nodi e di cuspidi (efr. la mia prima Memoria). Per
questo osserveremo prima, come la sola considerazione della nostra pola-
ritd, in S, ci dice che presa, una conica luogo L, di essa una conica ar-
moniea, di questa la polare; la conica polare di L e armonica a que-

(1) MaisaNo Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ternaria biquadratica
ecc. Giornale di Napoli, vol. XIX.

(2) CREMONA, Curve piane, n. 128.

(3) Per accertarsene si prenda per un vertice del triangolo fondamentale un punto
dell'hessiana e per lato opposto una delle due rette in cui si spezza la conica polare del
punto preso. — Dopo, si tagli con questa retta la quartica, e si vedra che la condizione
equianarmonica non 8 genericamente adempiuta.
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st’ultima. Nel caso particolare che la conica data sia una retta doppia, ne
segue il teorema:

« I quattro triangoli polohessiani dei 4 punti nei quali una retta taglia
il covariaute S, sono circoscritti alla conica polare della retta ».

I loro lati costituiscono le 12 tangenti comuni a i e a tale conica.
Ammettiamo ora che esista un puto doppio per S. Cio significa che qua-
lunque retta, per quel punto, taglia S in tre punti distinti e quindi i 4
triangoli precedenti sono ridotti a tre, onde tutte quelle rette, ciascuna
pensata come doppia, avrebbero una medesima conica polare: cioe quella
che tocca y nei tre punti in cui 1 & toccato dal triangolo polohessiano
del punto doppio supposto (e qui si noti come P, non avendo tangenti
multiple, il suddetto triangolo deve toccare v in tre soli punti, uno sopra
ciascun lato. Ora tutto questo & impossibile perche la polarita in discorso
¢ corrispondenza biunivoca finché D == 0, ossia finche la quartica & generale

Il ragionamento precedente potrebbe far difetto per quei punti di S
che sono cuspidi della Steineriana, giacché i loro triangoli polohessiani
hanno ciascuno due lati coincidenti, ma se si pensa che le 24 cuspidi della
Steineriana, riguardate come punti semplici di S, esauriscono tutte le in-
tersezioni di S con la Steineriana medesima, si vede che il dubbio anche
in questo caso si toglie. Dunque S non ha né nodi, ne cuspidi. E a pro-
posito del covariante S e del contravariante y noto qui una inesattezza
sfuggitami ai due Ni, ultimi della mia gid citata Memoria. E consiste in
questa: «ogni punto di v gode la proprieta che la sua polohessiana tocca
S » cido & indubbio. Ma viceversa non pud dirsi che iy esaurisca tutto il
luogo dei punti che godono tale proprietd (come nei due N! suddetti & ine-
sattamente affermato). Tal luogo & evidentemente costituito da v e da S
medesimo. Dunque quando si esprime la condizione di contatto di una po-
lohessiana in S annullando il relativo tact- invariante si trovera ’equazione
di y e quella di S contata un certo numero di volte (sei volte).

9. — B noto che il covariante S puo anche pensarsi come il luogo di
un punto la cui polohessiana & un triangolo (1). Una tal definizione riguarda

(1) Un punto P di S associato con uno variabile, sopra un lato del triangolo polo-
hessiano di P, dA lunogo a una schiera di coppie di punti tali che le loro coniche polari
sono coppie di rette involutorie di un fascio di cui il centro & il vertice opposto del trian
golo polshessiano. In S; gli obbiettivi di quella schiera e di quel fascio sono una retta
e un S, polari reciproei rispetto a Q. e contennti rispettivamente nell’M4*. — Variando il
punto P sopra S si hanno due superficie (0 meglio un luogo di S; e un luogo di S;) polari
reciproche I'una dell’altra, le quali non sono forse prive di qualche interesse. Cosi, ad
esempio, quella (rigata) che giace in My’ @ costituita da infiniti triangoli di cui i vertici
costitniseono la obbiettiva del covariante S. — L’ordine della superficie & 36 e lo si deter-
mina facilmente tagliandola con un S3 rappresentato in = da tutte le coniche tangenti
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non piu coppie di punti di S, ma i suoi singoli punti. Quando voglia farsi
altrettanto per g, si puo dire evidentemente che «essa ¢ Uinviluppo di una
retta la cui G, ha un punto doppio». Approfittando di questa definizione - 72
I’equazione si scrive facilmente percheé l’equazione di G, & nota (N° 6).

10. — Riprendiamo il covariante S, il contravariante o e le loro obbiet-
tive iperspaziali (S) e (o). Se (P) & un punto di (S), poiche (P, & sopra M}
ne viene che per (P) si possono tirare due piani di 2* specie di cui i punti
di contatto (U) e (V) con F: sono rappresentati dai due punti U e V di
S che sono obbiettivamente dati da (P). Quindi Viperpiano di @] che tocca
F} lungo la conica passante per (U) (V) & rappresentato in n dalla retta
UV. La costruzione duale in S; conduce a questo. Sia (p) un iperpiano ;
generico di (0): esso taglia F! in due coniche (u) (v) che sono rappresen- 4
tate in = da quelle rette u, v di o che costituiscono la coppia di cui l’ob- ST
biettiva & (p). Quindi il punto (u) (v) di F{ & rappresentato dal punto uw ;
di # e imitando il ragionamento del N° 4‘p0tremo concluderne che:

« Hanno caratteristiche pliickeriane duali uguali la Steinariana e U in-
viluppo delle rette che congiungono punti corrispondenti del covariante S ».
Cio¢ quest’inviluppo & di 12* classe, ha 21 bitangenti, 24 flessi, & di or- 3
dine 18, ha 84 punti doppi, 42 cuspidi. s

Si vedrebbe anche che le 21 bitangenti sono costituite da quelle 21 =
rette che si staccano dalle cubiche polari dei 21 punti doppi della Stei-
neriana.

a due rette: 'obbiettiva del covariante S & quadrupla per la superficie medesima, ciod
in un punto di quella obbiettiva hanno un vertice comune due triangoli: il piano di cia-
scuno di quei triangoli ® un §, di seconda specie, ogni altro S, di seconda specie & spa-
zio 12-secante. La sezione iperplanare ® di 369 ordine e possiede 12 punti quadrupli
(perch® l'obbietiiva di S & di 12° ordine). — Se pero liperpiano secante d di St la-
sezione si eompone di 4 triangoli e di una curva residua di 24° ordine ece.







SOPRA I SISTEMI LINEARI DI CURVE ALGEBRICHE PIANE

[Giorn. di mat. 1895]

Le considerazioni seguenti si svolgono nel medesimo ordine d’idee delle
« Ricerche sopra i sistemi lineari di curve piane » del prof. G. Castelnuo-
vo (1'. Noi ci poniamo nelle stesse ipotesi prestabilite in quella Memoria,
ne adopreremo continuamente i resulati e anche le notazioni: dovendola
citare ci serviremo per brevita del simbolo C con I’indicazione del N utile
caso per caso.

B quindi opportuno, anzitutto, riportare qui il significato di tali sim-
boli e notazioni insieme a qualcuno dei resultati principali.

I sistemi di curve algebriche piane i quali formano oggetto di questi
studii sono quelli definiti completamente dai loro punti base.

Siffatti sistemi si ottengono scegliendo, fra tutte le curve di uno stesso
ordine 7, quelle che soddisfano a condizioni lineari esprimenti soltanto il
passaggio multiplo, o semplice, per determinati punti del piano il cui grup-
po indichiamo con A.

Ora, puo darsi che assegnando la moltiplicita »; nel punto base 1 alla
curva generica del sistema, essa venga a passare per quel punto con una
moltiplicita superiore a »; in conseguenza di tutte le codizioni a cui il si-
stema e sottoposto.

Quest’ultima che & superiore o uguale a »; si chiama « moltiplicita
effettiva » del sistema nel punto i, mentre il numero »; vien detto « mol-
tiplicita virtuale «. Analogamente, il numero K definito dalla

K = iz {n(n43) —Z»(v41) |

si chiama « dimensione virtuale » del sistema, mentre vien chiamata « dimen-
sione effettiva» il numero % dei punti arbitrari del piano per i quali

(1) Memorie della R. Accademia di Seienze di Torino. — Serie II, T. XLII anno 1891.

e
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passa una sola curva del sistema. Se k= K il sistema si chiama « rego-
lare>, se k > K il sistema & detto « sovrabbondante » e la differenza k — K
esprime la « sovrabbondanza » del sistema. Quando il sistema & costituito
da una sola curva € ¥k — 0. Se un sistema e sovrabbondante, esistono
quindi dei vinecoli che legano i punti base, ma non viceversa. Infatti si
costruiscono facilmente sistemi regolari i cui punti base sono vincolati [ad
esempio quello formato da tutte le cubiche aventi tre punti base semplici
in linea retta e regolare percheé il numero dei punti base & inferiore a
nove (C N° 26)].

« La serie caratteristica » del sistema & quella segnata, sopra la curva
generica, da tutte le altre. La condizione necessaria e sufficiente affinche
il sistema sia regolare si esprime molto semplicemente esigendo che la
serie caratteristica sia non speciale (C N° 18).

Il numero D definito dalla relazione
D=n—23%

esprime generalmente il numero delle intersezioni di due curve del siste-
ma fuori dei punti base (o secondo la denominazione di Castelnuovo) il
numero delle intersezioni rispetto ad A), ma molte volte un tal significato
geometrico puo mancare riuscendo D nullo, o negativo. In ogni caso pero
noi seguiteremo a chiamare D il « grado » del sistema.

Il sistema aggiunto d’ordine n — 3 & in generale costituito da una
parte fissa e da un si stema irridueibile. Quest’ultimo e il cosidetto « 8i-
stema aggiunto puro » di Castelnuovo ed ha carattere invariantivo per tra-
sformazioni Cremoniane (C N° 27). Noi manterremo insieme alle altre an.
che questa denominazione e chiameremo « sistema aggiunto totale » Vintero
sistema aggiunto d’ordine n — 3. Se k', K’ ne sono le dimensioni effet-

tiva e virtuale, i numeri
p=¥+1 , P=KJ4|1

8i dicono i generi effettivi e virtuale del sistema.
Segue p = P. Se il sistema & irriducible si ha p —P.
I numeri k¥, K, 8, D, p, P hanno carattere invariantivo per tra-

sformazioni cremoniane (C N° 8) e fra di essi passa la nota relazione
D=K+P—1
ovvero laltra ugualmente utile:
3n—2Zy=K—P-+1.

Nel seguito, parlando di sistemi lineari e delle loro curve fondamen-
tali sottintenderemo sempre il carattere di irriduttibilita tanto per gli uni
quanto per le altre a meno che non si dica espressamente il contrario.
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Quello che dovremo esporre riguarda diversi capitoli che tratteremo sepa-
ratamente.

I. — Le curve fondamentali proprie ed improprie.

1. Cominceremo dal distinguere due specie di curve fondamentali.
Vedremo in seguito la opportunita di questa distinzione.

Una curva fondamentale la diremo «impropria» quando, mediante
una conveniente trasformazione cremoniana si puo ridurla a un punto che
non sia un punto base del sistema trasformato. In ogni altro caso la chia-
meremo « propria ».

La ragione della prima denominazione muove dall’osservare che la
presenza di una curva fondamentale impropria, nel sistema, ¢ puramente
accidentale tant’e vero che essa puo eliminarsi senza lasciar traccia di se
nel sistema, eseguendo quella trasformazione cremoniana per cui essa ri-
ducesi a un punto. Per esempio, nel sistema di curve del 4° ordine
[a? a,® b,] 1a retta a, @, & una curva fondamentale impropria, perche ese-
guendo la trasformazioue quadratica che ha i vertici nei punti base, si
trova un sistema di curve del 3° ordine con due punti semplici a comune
e nel quale non e piu traccia della retta a, a,. Precisamente perche la
retta suddetta si & trasformata in un punto ('omologo di b,) il quale non
e fra i punti base del sistema trasformato.

2. Sorge qui spontanea l’idea di esaminare il caso in cui una curva
fondamentale possa ridursi a un punto base del sistema trasformato, ma
prima di venire a parlare di questo e utile stabilire il teorema seguente
il quale serve a caratterizzare le curve fondamentali improprie.

« La condizione necessaria e sufficiente perché una curva fondamentale
sia vmpropria é che sia razionale e regolare ».

La condizione & necessaria. Sia infatti f la curva considerata. Indi-
chiamo con l'indice f i suoi elementi (genere, dimensione virtuale ecc.):
sia T la trasformazione cremoniana per la quale f & ridotta a un punto
P. Aggiungiamo a T una trasformazione quadratica la quale abbia un pun-
to fondamentale in P e gli altri due comunque. Otterremo cosi una tra-
sformazione T’ per la quale f corrisponde, cremonianamente a una retta.
Il genere di questa retta & zero e anche la dimensione virtuale & zero,
perche se la retta contenesse pitt di due punti base del sistema trasfor-
mato, effettuando la inversa della trasformazione quadratica suddetta tro-
veremmo, nel punto fondamentale P, non un punto qualunque del piano, ma
un punto base del sistema trasformato. Ora, il genere e la dimensione

virtuale si mantengono attraverso qualunque trasformazione cremoniana
(C N° 8), dunque

CIANL, 15
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Kr=0 ’ pr=0.

La condizione ¢ sufficiente. Cio risulta dal 1° N °di una nota del
prof. Bertini (1) finché la singolarita della curva che si considera e quelle
che vanno introducendosi, per effetto delle trasformazioni che occorrono,
sieno ordinarie: se fra esse ve ne sono delle straordinarie, basta ripetere
un ragionamento applicato dal Noether in un caso piu generale e miglio-
rato poi dal Gueecia (2) per assicurarsi che il teorema e vero.

3. Si puo aggiungere di piu, che quando il sistema dato non sia un
fascio (il che molte volte escluderemo) le due condizioni stabilite dal
teorema precedente (e cioe Kf =0, pr — 0) non sono indipendenti: la 22
¢ conseguenza della 1% Infatti, in tale ipotesi, il grado appartenente a una

N

curva fondamentale & negativo (C N° 25 (6)), cioe

D=pr+Kr—1<<0,

Kr=0 , pr=0

dunque pr = 0.

« Se il sistema dato non é un fascio, ogni curva fondamentale regolare
¢ necessariamente razionale e quindi impropria ».

4. Dai Ni precedenti segue quindi che una curva fondamentale pro-
pria, deve anzitutto essere sovrabbondante, quanto al genere essa puo es-
sere razionale, o no.

Se non & razionale ¢ certo che non esiste trasformazione cremoniana
capace di ridurla a un punto, essa e per cosl dire permanentemente attac-
cata al sistema e la sua presenza non dipende da qualche particolare tra-
sformazione cremoniana che ’abbia introdotta, per cui puo dirsi che i suoi
numeri Ky, py forniscano altrettanti caratteri invariantivi del sistema me-
desimo. D’onde l’appellativo di propria. Per esempio, il sistema di tutte
le curve di 6° ordine aventi 24 punti base semplici sopra una quartica
generale, possiede questa quartica come curva fondamentale propria. Pero
nella definizione che noi abbiamo dato di curva fondamentale propria rien-
trano anche quelle sovrabbondanti razionali. Or bene, come fra poco ve-
dremo, una gran parte di esse sono ancora riducibili a punti mediante

(1) BERTINL — Sulle curve razionali per le quali si possono assegnare arbitrariamente i
punti multipli. — Giornale di matematica (1877).

(2) Guccia. — Generalizzazione di un teorema di Noether. — Rendie. cire, mat, di Pa,
lermo, 1866.
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convenienti trasformazioni cremoniane. Sembrerebbe dunque a prima vi-
sta, inopportuno l’aggettivo proprio applicato a tali curve. Ma vedremo
anche, che quei punti non sono gia punti qualsiasi del piano, ma preci-
mente punti base del sistema trasformato e godono inoltre di una parti-
colare proprieta la quale serve ancora a giustificare il nome di « proprie »
dato alle curve fondamentali che li hanno generati.

5. Intanto, l'esistenza di curve fondamentali sovrabbondanti che si
possono ridurre a punti, non e dubbia.

Un esempio semplicissimo ¢ fornito dalle curve di terzo ordine aventi
tre punti base semplici sopra una retta r. La » e evidentemente una cur-
va fondamentale con la sovrabbondanza uguale a uno. Se si trasforma
quadraticamente ponendo due punti fondamentali in due dei punti base,
si trova un sistema di curve di 4° ordine con due punti doppi comuni e
tangenti in uno stesso punto R a una medesima retta. Per effetto della
trasformazione, la retta r si e ridotta a un punto base R del sistema tra-
sformato, punto base che devesi riguardare come straordinario perche co-
stituito da due punti base infinitamente vicini. La retta » che li unisce,
cioe la tangente comune in R, a tutte le curve del sistema, corrisponde
a quel punto base del sistema primitivo che apparteneva alla » e che non
fu preso come punto fondamentale della trasformazione. In questo caso
possiamo dunque dire che, per effetto della trasformazione suddetta, la r
si & eliminata, ma le si & sostituito un punto base semplice con la ulte-
riore particolarita che tutte le curve del sistema trasformato hanno ivi
una direzione fissa. Se la trasformazione precedente avesse avuto due pun-
ti fondamentali, sempre sulla », ma fuori dei punti base, ovvero uno in
un punto base e l’altro no, la r si sarebbe ancora ridotta a un punto e ivi
si avrebbero avuti 3, o 2, rispettivamente rami fissi del sistema trasfor-
mato. Insomma e impossibile ridurre la » a un punto che non sia punto
base straodinario per il sistema trasformato. Tutti i rami per il punto sono
fissi. Quanto al loro numero, esso pud superare di una, o due, unita la
sovrabbondanza di r, ma mnon puo esserle inferiore. Onde pud dirsi che
la sovrabbondanza stessa, si muti per effetto della trasformazione, nel
minor nnmero possibile di rami fissi che il sistema trasformato possiede
nel punto al quale la curva & ridotta e quindi, in questo senso, tal numero
(o sovrabbondanza) ha carattere invariantivo. B dunque naturale di riguar.
dare la r come curva fondamentale propria sebbene riducibile a un punto.

6. Questi concetti si generalizzano immediatamente cosi:

« Se una curva fondamentale propria é riducibile a un punto, esso ¢ un
punto base straordinario per il sistema trasformato, tutti i rami per quel
punto sono fissi ed in numero uguale alla sovrabbondanza della curva fon-
damentale, ovvero superiore di una, o due unita.
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Infatti riduciamo a una retta la nostra curva fondamentale mediante
opportuna trasformazione eremoniana. Siccome la dimensione virtuale Ky
si mantiene attraverso qualunque trasformazione cremoniana (C N° 8) cosl
la retta avra la dimensione virtuale K e quindi la sovrabbondanza — Ky
per cui essa conterra 2 — K punti base del sistema trasformato. Se ora
eseguiamo una ulteriore trasformazione quadratica, prendendo due punti
fondamentali sopra la retta (in punti base, o no del sistema), la verita
dell’affermazione fatta risulta evidente.

7. Una gran parte delle curve fondamentali proprie razionali sono
riducibili a punti. Non conosciamo un criterio decisivo per giudicare facil-
mente quando ci0 avvenga: pero ripetendo il seguente processo (che il
Guecia applica a una questione piu generale (1)) ci si persuade facilmente
come l’affermazione precedente possa sussistere. Sia m l’ordine della cur-
va fondamentale, u; la sua moltiplicita nel punto base h ed abbiasi

M P = g =eee
Per ipotesi e

(m—1)(m —2) — 2 py(up —1)=0
e per definizione
h [ e
Kr=gimm+3)—Zumm+D}{, K <0
da cui segue
Sp=m'41—Ky,
1
2up,=3m—1—Kr. =
. :
Esse possono anche scriversi
St =m 41— Kr— p’ — p® — g’ k
4

T e N R b A & W o, Jp s e

Moltiplichiamo l'ultima per u, e sottragghiamo:

Py 2 — 2 gt =m @ py —m) + p* + p® —

—pg(py +py+1) — 1 — Ky (g — 1) ‘ "

(1) Guccia. — Generalizzazione di un teorema di Noether (Tomo I fase. 3, 1886 Circolo
mat. di Palermo. Rendiconti).




SOPRA I SISTEMI LINEARI DI CURVE ALGEBRICHE PIANE. 245

e poiche il 1° membro & positivo, o nullo, sara anche
m Bpg — m) + p® + pu® — py (g + s+ 1) —1 — K (g — 1) = 0.
Supponiamo adesso che si abbia:
m = py - py + g
segue m = 3ug. — Allora si vede subito che, a piu forte ragione, sara:
(g Fpat 12y — 1y — pro) 1"+ 19" — gty -y +1)—1—Ke(uz—1)=0
cioe:
2 (ug” — py prg) — 1 — pg — K (g — 1) =0
Se dunque — K, cio¢ la sovrabbondanza della curva, é tale che sia
2 (ug® — py prg) — 1 — pg — Ky (ug — 1) <O

¢ impossibile realizzare 'ipotesi m = u, + u, + u;. Per questo basta che

(pype—p) + 1+ p3

2
we Kp s
¢ py—1

Dunque se — Ksoddisfa a questa condizione, 'ordine della f pud es-
sere abbassabile mediante opportuna trasformazione cremoniana e puo
darsi che la f sia riducibile a un punto. In particolare, la condizione &
certo soddisfatta se u;=—1. Si vede facilmente allora che la f & una curva
d’ordine m con un punto (m — 1)-P%, Trasformando quadraticamente con
un punto fondamentale nel punto multiplo e gli altri due punti fonda-
mentali in due punti semplici, si trova una curva d’ordine m — 1 con un
punto (m — 2)—Pl e cosi via.

Dunque:

« Ogni curva fondamentale d’ordine m con un punto (m — 1)=P® in un
punto base del sistema e passante almeno per altri 2m - 1 punti base, é una
curva fondamentale propria riducibile a un punto ».

Come esempio si puo citare il sistema di tutte le curve di 8° ordine
aventi un punto quadruplo in un punto triplo di una curva del 4° e pas-
santi semplicemente per altri 20 punti di quest’ultima.

Essa & una curva fondamentale propria razionale con la sovrabbon-
danza uguale a 6 e riducibile a un punto.

:
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8. Prima di chiudere questo capitolo osserveremo due proprieta delle
curve fondamentali improprie le quali c¢i saranno utili in seguito. La 12
risulta immediatamente dal N° 27 C e dal N° 2 di questa Memoria:

« Ogni curva fondamentale impropria si stacca dal sistema aggiunto
totale ».

9. La 22 si dimostra mediante la formola (C N° 13)

K,=K,+K,+1

nella quale K, , K,, sono le dimensioni virtuali di due curve fondamentali,
K,, ¢ quella della curva fondamentale composta di entrambe e 1 & il nu-
mero delle intersezioni, rispetto ad A delle prime due.

Poiche K,, =0 segue

£ (K 'K)

Se K, =0, K,—=0 & I—=0. Onde (N° 3):
« Due curve fondamentali improprie non si segano fuori dei punti base
del sistema » (1).

II. — La parte fissa del sistema aggiunto tolale.

10. Ogni curva che si stacca dal sistema aggiunto totale & fondamen-
tale per il sistema dato (C N° 27), quindi la parte fissa suddetta & ancora
una curva fondamentale (in generalé composta) per il sistema primitivo [C].
Abbiamo gia veduto, come, a questa parte fissa, appartenga una curva fon-
damentale impropria qualunque (N° 8). Vogliamo ora esaminare, il modo
di presentarsi di una curva fondamentale impropria f nel sistema aggiunto
totale. Per questo, supponiamo che il punto M, a cui una tal curva puo
esser ridotta, pure non essendo punto base per il sistema dato [C], possa
esserlo per il sistema aggiunto e precisamente con la molteplicita p (= 0\
Consideriamo la trasformazione per la quale M diviene f e, per vederne
le particolarita, eseguiamo la prima trasformazione quadratica che compo-
ne (insieme ad altre) tale trasformazione. Prendiamo in M uno dei punti
fondamentali, e prima consideriamo il caso in cui gli altri due N e P sia-
no punti base per il sistema dato, con le molteplicitd rispettive »,, »,
(»5>0, v,>>0). Sia [C,] il sistema trasformato di [C] e M' N’ P’ il
triangolo fondamentale del piano trasformato. Il sistema [Cj| & d’ordine

20 — vy — v

(1) BERTINI. — Sulle cuvve fondamentali dei sistemi lineari di curve algebriche piane. Ren-
diconti del oirc. mat. di Palermo 1888.

i,
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con le moltiplicita seguenti in
M=n—v,—»; , N=n—v»; , P=n—y,.
Trasformiamo ’aggiunto totale di [C]. Troveremo un sistema d’ordine
20 — p— vy — vy — 4
con le molteplicita seguenti in
M=n—1—yv,—yv, , N=n—p—»,—2 , P=n—p—v,—2

il quale evidentemente deve far parte dell’aggiunto totale di [C,]. Ma
Paggiunto totale di [Cy] & dell’ordine

2n — vy — w3 —3
con le molteplicita

M=nr—y,—»,—1 , NN=a—»,—1 , PP=n—wy,—1

dunque esso si compone del trasformato dell’aggiunto totale di [C] e della
retta N’ P’ contata u -+ 1 volte.

Alla medesima conclusione si giunge se i punti N e P non sono
punti base per il sistema dato.

Anzi, per maggior generalita, supponiamo che N e P abbiano le mol-
teplicitd » e sz per il sistema aggiunto totule, senza escludere per » e =
i valori zero. Allora il sistema [C,] & d’ordine 2n con le molteplicita

M=n , NN=a2 , P =n.
I1 trasformato dell’aggiunto totale di [C] & d’ordine
2n—6—pu—v —=n
con le molteplicita
M=n—3—»-—-a2 , N=0—3uy—a , P=n—3—pu—v»

e deve far parte dell’aggiunto totale di [C].
Ma quest’aggiunto totale & dell’ordine

2n — 3
ed ha le molteplicita:

M=N=P=nr-—1,

= T R Ry DRI vy

o
!
g
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dunque esso si compone del trasformato dell’aggiunto totale di [C] e delle
rette M’N’, N'P’, P'M’ contate rispettivamente = + 1, u + 1 ,» - 1 volte.
Analogamente si vedrebbe che questa conclusione non muta se, dei due
punti N e P, uno ¢ base per il sitema dato e l’altro non lo &. Quindi:

(@) Se il punto a cui puo ridursi una curva fondamentale impropria é
un punto base u — plo per il sistema aggiunto puro, ma non per il dato, la
curva st stacca p -1 wvolte dal sistema aggiunto totale e me incontra la
curva generica rimanente in u punti.

Per £ =0 si ha:

b) Ogni curva fondamentale impropria che si stacca una sola volta dal
sistema aggiunto totale, é fondamentale anche per il sistema aggiunto puro.

11. Le considerazioni di questo N° e di tutti i seguenti riguardano si-
stemi lineari, comunque vincolati, ma dotati di punti base ordinari. Dunque,
prima di applicare le formule seguenti, noi intendiamo fatta, se ve ne &
bisogno, la trasformazione cremoniana per la quale tutti i punti base sono
fra loro a distanza finita.

Sia @ la parte fissa del sistema aggiunto totale. Indichiamo con l’in-
dice @ gli elementi relativi a ¢ e con 'accento gli elementi del sistema
aggiunto puro. Allora si ha (C 21)

%%(n-——n')(n-—n’—-{—3)—-Z(v—v’)(v—v'+1)3:K—2p+P'+1,(1).

I1 1° membro di questa formula ha una interpretazione geometrica
semplice, se esiste il sistema residuo dell’aggiunto puro, giacche in questo
caso ne esprime la dimensione virtuale (C N° 29), ma se questo sistema
residuo non esiste (N° 22) linterpretazione suddetta manca. Pero se ne
trova subito una che vale in ogni caso.

Infatti si ha:

n—3=ng +2 , v,—1lwvge-+»/
Quindi il 1° membro della (1) si pud scrivere:

%i(nws) (g +6) 2 (g + 1) (vp +2) |

S

la quale espressione & identica con

Ky +3np — 379 +9 —i
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dove i & il numero dei punti base del sistema. Ma si ha (C 4)
371¢-27¢:K¢—P(p+1
dunque:

fm—w)(n—n'43)—S(p—»)r—» + 1] =2Kg —Pp— i+ 10

10| =

e quindi dalla (1)

dove ora K¢y e Py hanno significati geometrici che valgono in ogni caso.
La (2) ci servird per collegare il genere del sistema aggiunto puro con
«Peccesso di Jung» (cf. cap. III).

12. La (2}, confrontata con una formnla di Castelnuovo (C N° 30), ci
fornisce la seguente limitazione per la parte fissa ¢

2Ry =Ppi =1

la quale pud tornare utile nei casi in cui Py <0.

13. Se s’indica con P; il genere virtuale del sistema aggiunto totale
si ha (dal calcolo diretto)

3) Pp=2p—K-4|+8—1,
Da questa e dalla (2) segue:
Pi=P 4+ Pp—2Kgp—1.
Ma d’altra parte deve essere (C 13)
Pi=P +4+Pp+1I—-1

dove I rappresenta il numero delle intersezioni, rispetto ad A, della curva
generica del sistema aggiunto puro con la parte fissa @. Segue;

(4) I—=—2Ko.

Osservando ora che il sistema aggiunto totale & regolare rispetto ad A,
avremo (C N° 13)

p—1=Kp+ K +1I

/
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e per la (4)
(5) — Kp =p — 1K’

quindi —Kg, che ¢ la sovrabbondanza di ¢, ¢ anche la sovrabbondanza
del sistema aggiunto puro (rispetto ad (A)).

Dunque possiamo enunciare il teorema:

La sovrabbondanza del sistema aggiunto puro é uguale a quella della
parte fissa del sistema aggiunto totale. Entrambe equivalgono alla meta delle
intersezioni della curva genmerica del sistema aggiunto puro con la parte fissa
suddetta. Onde il numero di queste intersezioni é sempre pari.

Ne segue:

La condizione necessaria é sufficiente perché la parte fissa e il sistema
aggiunto puro siano regolari ¢ che la prima sia una curva fondamentale sem-
plice, o composta, per il secondo.

I11. Sopra l’eccesso di Jung.

14. Secondo una denominazione introdotta da Jung chiamasi «eccesso»
la differenza fra il numero dei punti base e quello delle linee fondamen-
tali.

Al medesimo autore ¢ dovuto il teorema che stabilisce il carattere in-
variantivo dell’eccesso per sistemi regolari (1). Lo scopo di questo capitolo
¢ di mostrare come si possa estendere questo teorema a sistemi vincolati
regolari, o no, e contemporaneamente di esaminare qual legame passi fra
Teccesso e il genere del sistema aggiunto puro. Per ¢id & necessario ri-
guardare piu da vicino le componenti della curva fissa ¢ (N° 12) e distin-
guerle in tre gruppi. Porremo nel 1° gruppo tutte quelle curve fondamen-
tali improprie che si staccano da ¢ una sol volta, nel secondo le curve
fondamentali improprie che si staccano pitt di una volta, nel terzo quelle
curve fondamentali proprie alle quali non possiamo ancora negare ’esi-
stenza nella curva . Indicando con f, , f,,f; i tre gruppi, avremo: (C N° 13)

K,,,:Kf1 +Kf2 4+ ng + Jo + T3 +Jas,
P@:Pfi +Pf2 + Pfs + Jip I3 4 I —2,

(1) JUNG. — Ricerehe sui sistemi lineari di curve algebriche di gemere qualunque — (An-
nali di Mat. serie II tomo XV.
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dove Jj; rappresenta il numero delle intersezioni, rispetto ad A, di f3,
Ji Ma dal N° 9 resulta J,, = 0, dal N° 10 (a), per =0, si ha J,;=20.
Inoltre se » indica il numero delle componenti di f; ¢ (N! 2 e 9 e C N° 13):

K —90 P =—7 1.
s, b, *

Onde:
Ke=K,6+K,k6 +J
Js 3

Pp=P +P +J—r—1

dove si sono tralasciati gl’indici di J,; non essendo piu opportuni ora che

si e veduto essere J,, —=J,;, —0.
Prendiamo a esaminare piu particolarmente K

AR 3
Percido supponiamo f, costituita dalle ¢ curve ¢, , ¢; , . . . , ¢o de-
gli ordini m, , my , . . . , mp contate ciascuna u, , uy , . . . , e volte.
Applicando a f, le solite formule avremo:

K2:ﬂ1K1+/‘2K2+-"+,“@KQ+j7

J:
szzﬂipi‘l‘#zl’z‘i‘---‘["ﬂeKe +i—2m+1;
ma
K=K — L —Ks=—0 5 Pi=Ps=...—=po=0
perche le ¢, , ¢, , . . ., cop Sono curve fondamentali improprie, j rappre-

senta il numero delle intersezioni a due, a due, rispetto ad A, delle com-
ponenti di f,, dunque per il teorema del N° 9 rimarra per j il numero:

e G —1)
=iy el g,

Dh:Ph+Kh_1:—1'

onde

L o e 1)
 follie S e
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:
)

€ per conseguenza

e ;Whﬂ% P —_yu—0E+4+2 1
e P e b
quindi:

S Ko z”m -+%+J
iy ( —1)( +2)

( Pp=—3 L LT +P, +I—(+o

Sostituendo nella (2) del N° 11 si ottiene:

ol ' 1 e _'12— ) ~
M Plegp—E4IK B 4aq BT W ygay
1

nella quale & stato soppresso l'indice di f; divenuto ora inutile (per cui
f rappresenta adesso l’insieme delle curve fondamentali proprie che si tro-
vano nella ¢) e dove E rappresenta l’eccesso fia il numero delle curve
fondamentali improprie e il numero dei punti base del sistema. La (7)
esprime dunque il legame che passa fra quest’eccesso e il genere del si-
stema aggiunto puro.

15. Ci proponiamo ora di vedere in quali termini si possa stabilire
la invariantivita dell’eccesso per trasformazioni cremoniane.

Per questo, osserviamo che la formula precedente puo scriversi

@)F_%—K+MQ—B+J_2” +E+zw—n+9

I numeri P’, p, K, hanno carattere invariantivo (Ni 8, 27 N° C). Inol-

tre, secondo l’ipotesi introdotta al principio del N° 11, noi intendiamo di

escludere quelle trasformazioni cremoniane le quali portano singolarita

straordinarie. Dunque, se nella parte fissa ¢ entrano delle curve fonda-

mentali proprie riducibili a punti (N' 4, 5, 6', noi intendiamo di esclu-

dere, dalle considerazioni che seguono, quelle trasformazioni cremoniane che

possono ridurre a punti tali curve. Segue, che I'insieme f delle curve fon-

damentali proprie che entrano a costituire la @, si muta per effetto di una

P qualunque delle trasformazioni che noi consideriamo, nell’insieme f, delle
= curve fondamentali che entrano a costituire la ¢, del sistema trasformato
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e quindi i numeri Ky, Py non mutano. Allora, dalla 1* delle (6) ne viene
che ha carattere invariantivo la differenza
o

— 1)
J—E”(‘uz )
1

anche perch¢ K¢ & la sovrabbondanza del sistema agginnto puro cambiata
di segno (N° 13).
Quindi, tornando alla (8), resulta che ha carattere invariantivo anche

4 s . &
E + ¥ (u—1), cioé Peccesso tra il numero delle curve fondamentali im-
1

proprie e il numero dei punti base, purché ogni curva fondamentale im-
propria sia contata tante volte quante essa si stacca dal sistema aggiunto
totale.

Questo, nell’ipotesi pitt generale, che cioé nella parte fissa ¢ del si-

stema aggiunto totale possano entrare, a costituirla, curve di tutt’e e tre

le specie f, , f,, f5 senza discutere se cio possa aver luogo effettivamente.
Certo pero che, se questo accade, vale la (7). Sono, almeno per ora, ugual-
mente probabili le tre ipotesi che nella ¢ manchi il gruppo f;, ovvero f,,
o f;, e allora la (7) diviene rispettivamente:

1 —1)(2 —
P':OP—K+2L‘)2—(‘—‘/£+8+E’

P'=2% — K+ 2K, —P;+ 9+ E,

P':2p—K+2Kf—Pf+J+2w_—'u)+9+E.

Se finalmente nella ¢ mancano i gruppi f, e f;, ovvero f; e f,, 0 f, f5,
si ha successivamente:

PP=2—K-+84E,
1)
Pr=2% K+42K,—P;49—i

Cosl si vede che tutte queste formule possono dedursi dalla (7) po-
nendo per convenzione 2K; — Pr— — 1 quando maneca il gruppo f;, fa-
cendo tutte le x uguali all’unitd quando manca il gruppo f,, lasciandola
inalterata quando manca il gruppo f,.

TS A = =
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Resulta inoltre che, quando fra le componenti di f, non ve n’¢ alcuna
la cui moltiplicita superi 2, la considerazione del gruppo f, diviene perfet-
tamente inutile, tutte le sue componenti potendosi includere in f;.

Allora il teorema dell’eccesso pud stabilirsi cosi:

«In un sistema lineare, regolare, o comunque vincolato, ma dotato di
punti base ordinari, ha carattere invariantivo Ueccesso fra il numero totale
delle curve fondamentali irriducibili e il numero dei punti base, nelle sequenti
circostanze:

1% La trasformazione cremoniana che si considera mon deve introdurre
punti base straordinari.

20. Se, fra le curve fondamentali improprie, ve w'é anche una sola la
quale si stacchi dal sistema aggiunto totale pin di due volte, allora, nella
valutazione dell’eccesso, ogni curva fondamentale impropria va contata tante
volte quante essa si stacca dal sistema aggiunto totale suddetto.

30.8e invece ogni curva fondamentale impropria non si stacca pin di due
volte dal sistema aggiunto totale, essa, mella valutazione dell’eccesso, deve
esser contata una sola volta.

4%, Finalmente & a prevedersi anche quest’ultimo caso: quando nella
@ esiste il gruppo f; € certo impossibile eliminarlo con trasformazioni cre-
moniane, ma altrettanto non si pud dire dei gruppi f,, o f;: nulla vieta
ritenere che per opportuna trasformazione cremoniana si possa passare da
una ¢, che contiene tali gruppi, a una che non li contiene. In tal caso si
riconosce subito dalle formule precedenti che il teorema dell’eccesso si
puo enunciare cosi:

« Per ogni trasformazione cremoniana la quale faccia svawire il gruppo
fo della curva @, ovvero ve lo porti, se non vi esiste, si ha:

LR = .
R E T, )2___‘ S

dove B’ si riferisce al sistema la cui @ non contiene il gruppo f, e dove J
ha il significato geometrico gia attribuitogli (N> 14) se esiste il gruppo f,,
ed é nullo se f; mon esiste (1).

(1) Il teorema sulla invariantivitd dell’eccesso @ stato dimostrato per la prima volta
dal prof. Jung nel caso di sistemi non vincolati (Ricerche sui sistemi lineari di curve alge-
briche: Mem. I: Ann., di Mat. serie Il2 Vol. XV). Nel No 9 della stessa memoria, il teo-
rema viene esteso a sistemi comunque vincolati con punti base ordinari e finalmente in
una Nota successiva (sull’eccesso degli elemenli fondamentali di un sistema lineare di genere
qualunque. Rend. Istituto Lombardo serie IIa Volume XXI, fase. XVIII) il medesimo au-

tore si & proposto di estenderlo anche a sistemi con punti base straordinarii. Ma en-
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16. Nelle considerazioni dei Ni precedenti, oltre essere esclusi i siste-
mi a punti base straordinari, sono anche esclusi i sistemi razionali ed ellit-
tici perche, per essi, non si puo parlare di sistema aggiunto puro e quindi
la (2) del N° 11 non ha piu significato. Ora, i sistemi razionali sono cer-
tamente regolari e, fra gli ellittici, i soli sovrabbondanti sono i fasci perche
s=p—k-1 (C N° 19. Tanto per gli uni quanto per gli altri il teore-
ma dell’eccesso & quindi stabilito nella prima Memoria del prof. Jung
(loc. cit.) ai Ni 25 e 65.
La piu semplice di tutte le formule precedenti &

PP=2 —k48+E

essa (ma non il processo per ottenerla) mi fu comunicata dal prof. Castel-
nuovo e vale nei casi in cui manchino nella ¢ i gruppi f, e f;, ovvero
(N° 19) quando il sistema aggiunto puro sia regolare e manchi il gruppo f,.

Per tali sistemi, applicando a P’ una disuguaglianza di Castelnuovo,
(C Ne° 35) si trova

—E<1
cioe il numero dei punti base superiore a quello delle linee fondamentali
improprie.
Quindi :

« Ne la parte fissa del sistema aggiunto totale é costituita dalle sole cur-
ve fondamentali improprie, contate ciascuna una volta, il numero dei punti
base supera il numero di queste linee fondamentali improprie ».

trambe queste estensioni presentano delle lacune: lacune rilevate, in parte, dall’autore
stesso per primo e manifestate, per iseritto, ad aleuni colleghi insieme al proposito di con-
sacrarvi una successiva pubblicazione; proposito, per circostanze speciali, non effettuato.
Debbo alla cortesia di uno dei colleghi del prof. Jung, di aver potuto leggere le lettere
originali in cui 'autore trattava di questo argomento. Nell’intento di colmare tali lacu-
ne ho scritto il No precedente, ma riuscendo solo a metd nello scopo prefissomi. Infatti,
mentre mi sembra che colle considerazioni precedenti il teorema dell’eccesso risulti dimo-
strato, in modo chiaro e rigoroso, per sistemi comunque vincolati a punti base ordinari,
non vedo come le considerazioni stesse possano estendersi a sistemi a punti base straor-
dinarii. Tutto il No precedente infatti, poggia sulla (2) del No 12 la quale & vera se i
punti base sono tutti ordinari; se ve ne sono di straordinari, essa non & pin valida e il
teorema dell’eccesso cade, o almeno, per enunciarlo anche in questo easo, occorre presen-
tarlo in forma alquanto diversa da quella sopra stabilita.
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IV. Sopra i sistemi residui.

17. Prendiamo a considerare, dapprima, il sistema residuo dell’aggiun-
to puro. Se ne indichiamo con %” la dimensione effettiva, poiché p — 1 &
la dimensione effettiva dell’aggiunto puro, dovremo avere: (N° 21 O)

E>p—14+F%
dunque, econdizione necessaria per I’esistenza di questo sistema & £ > p — 1.
Allora dieo che:

« Un sistema lineare regolare, o no, ma con k <p -+ 1 ha necessaria-
mente almeno 9 punti base ».

Infatti, se k <p il sistema residuo suddetto non esiste, quindi i punti
base non possono essere in numero minore, o uguale a 9, giacche le cu-
biche, o la cubica per essi, insieme alla parte fissa ¢ del sistema aggiun-
to totale costituirebbero il residuo dell’aggiunto puro. Dunque il numero
dei punti base deve essere maggiore di 9 e inoltre essi non debbono ap-
partenere a una stessa cubica. Se ¥ — p & k” — 0, quindi, neppure in
questo caso, puo essere i <9 e se i — 9 non possono i punti base appar-
tenere a oo! cubiche altrimenti sarebbe k¥’ — 1. Si pud dunque aggiun-
gere:

«8e k< p, i punti base debbono essere in numero superiore a 9 e non
possono giacere sopra una medesima cubica, se k = p i punti base possono
esser 9 ma non debbono appartenere a oo' cubiche » (fa eccezione il fascio
di cubiche perche allora non si pud piu parlare di sistema aggiunto).

Un sistema sovrabbondante ha necessariamente k¥ <p +1 (C N°19),

quindi segue, come caso particolare il teorema di Castelnuovo: « Un si-

stema sovrabbondante ha almeno 9 punti base » (C NO° 26).

Piu generalmente si vede che «per k —=p -} 1, (1<<9) il numero dei
punti base non pud essere inferiore a 9 —1».

18. Passiamo a considerare il sistema residuo [C,] di una curva fon-
damentale f;. Sia [C,] costituita di una parte fissa f, e di un sistema va-
riabile [C,,]. La dimensione effettiva di [C,,], o di [C,] che & lo stesso, &
k —1 (C N° 22): anche quella dellinsieme f, [C,,] & k¥ — 1, quindi f, co-
stituisce lintiero sistema residuo di f; [C,,] e per conseguenza & fonda-
mentale per [C] [N° 21, C]. Quindi:

« La parte fissa del sistema residuo di una curva fondamentale é a sua
volta fondamentale per il sistema dato ».

Se si chiama sistema residuo puro di una curva fondamentale, il si-
stema residuo totale, spogliato della parte fissa, si puo dire evidentemente
che:
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« Il sistema residuo puro di qualsiasi curva fondamentale segna, sopra
la curva generica del sistema dato, la serie caratteristica ».

19. Vogliamo ora considerare il caso in cui il sistema aggiunto puro
sia regolare e, valendosi dei sistemi residui, dimostrare, come in tal caso,
lesistenza del gruppo f,, nella parte fissa ¢, dipenda da quella di f,:
(ef. N° 14 e seg.). Per questo & necessario premettere due osservazioni.
La 1* e la seguente:

« Se pin curve fondamentali, distinte, o no, ma non razionali, compon-
gono un insieme che é regolare, tale insieme non ha sistema residuo ».

Siano infatti K, | Ky , . .., K¢, p, , P55 . .., p; le dimensioni
virtuali e i generi delle curve fondamentali date, sia f I'insieme di esse:
avremo, per le solite formole,

K=K, +EK+...+K+1
Pr=p +p+-..-+m+I—1+1

dove I rappresenta il numero delle intersezioni, rispetto ad A, delle com-
ponenti di f, ed e composto di termini positivi e negativi, quelli negativi
essendo dovuti alla presenza di componenti multipli (come p. es. nel N° 14).
Ma per ipotesi ¢ K= 0, dunque 1 = 0, perche tutte le K sono negative
(N° 13). Segue Py 0 e per conseguenza

D;=K; 4+ Pr—1>0.

Da cui ne viene che la curva fondamentale f non pud avere sistema re-
siduo, perche, se lo avesse, sarebbe Dy <7 0 (sono esclusi i fasei C N° 25).
20. La 2* osservazione, di cui & parola nel N° precedente, & questa:
« Il gruppo f; della curva fissa @ ammette sistema residuo ».
Infatti sia /' la componente irriduttibile di ordine minore, fra quelle
che formano il gruppo f;, e sia F’ il sistema residuo di f’, sia inoltre f”
Pinsieme delle altre componenti di f, cosi che si abbia

J'T" =1y

Una curva aggiunta di f’, insieme ad [F’], compone un sistema con-
tenuto nell’aggiunto totale: da un tal sistema deve staccarsi 7, ma niuna
delle componenti di f” pud staccarsi dall’aggiunta di f’, perche, per ipotesi,
/' & la componente di ordine minore, fra tutte quelle che compongono f;,
dunque f” si stacca da [F’], ciod [F’] ¢ composto di f/” e di un sistema
residuo [F”] il quale & evidentemente il residuo di /-f” — s

21. Cido premesso risulta subito il seguente teorema:

Crant. 17

T AN
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« Se il sistema aggiunto puro é regolare e ogni curva fondamentale im-
propria si stacca una sola volta dallaggiunto totale, la parte fissa ¢ di tale
sistema non contiene curve fondamentali proprie ».

Infatti, ammettiamo pure che la ¢ contenga il gruppo f;. Siccome, per
ipotesi, manca il gruppo f,, cosl avremo (N 14)

Kop=K, .
R
Ma il sistema aggiunto puro & regolare, dunque (N° 13), Ky = 0 e quindi
K. =49.
/s

Allora la f; e precisamente nelle condizioni volute dal teorema del
N° 19 e come tale non possiede sistema residuo il che & in contraddi-
zione con il N° 20. La contraddizione & nata dall’aver ammesso ’esisten-
za della curva f;.

22. Osserveremo anche che:

« 8e una curva fondamentale propria deve staccarsi, dal sistema aggiunto
totale, essa si stacca conseguentemente dal suo sistema residuo ».

Infatti, sia f la curva fondamentale, F il suo sistema residuo. Una
curva aggiunta di f, insieme ad F, costituisce un sistema contenuto nell’ag-
giunto totale; da tale sistema deve quindi staccarsi f, dunque f & parte
di F.

23. La somma dei generi di k curve fondamentali distinte non puo su-
perare la sovrabbondanza del sistema ».

Infatti, presi k punti, uno su ciascuna, la curva del sistema, per que-
sti k punti, si spezza in quelle & curve e in una parte residua. Segue che
la curva fondamentale composta dall’insieme delle curve fondamentali con.
siderate possiede sistema residuo e quindi il suo genere non pud superare
la sovrabbondanza del sistema e per conseguenza non pud superarla nemme-
no la somma dei generi di tutte le sue componenti (N° 15 (b) C). Onde:

« 8e un sistema possiede una curve fondamentale di genere uguale alla
sovrabbondanza, tutte le altre curve fondamentali sono necessariamente razio-
nali ».

V. Sistemi sovrabbondanti iperellittici.

24. Termineremo esponendo, sopra i sistemi iperellittici, un teorema
la cui opportunita sara manifesta nel caso s — 1. Per questo cominciamo
dal metterci nell’ipotesi che il sistema dato sia sovrabbondante, che la
dimensione effettiva sia uguale al genere e conseguentemente la sovrab-
bondanza uguale all’unila (C N° 19). Poiché p — k, ne viene che presi
P — 1 punti, per essi, si hanno co! C le quali 8’incontrano in altri p — 1.
Questi e i primi formano un gruppo di 2p — 2 punti della serie caratte-
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ristica e giacciono quindi sopra una C’ del sistema aggiunto puro. Quindi
la C passante per i p — 1 punti secelti prima e per un punto generico di
(', si spezza nella C’ stessa e in una parte rimanente. Cioe, in questo
caso, il sistema aggiunto puro ammette un sistema residuo [C”] e poiche
la dimensione dell’aggiunto puro & p — 1, quella di [C”] sara zero e quindi
[C"] sara una curva fondamentale (C N° 21).

Indicandola con f avremo (C N° 30) Pr—=pr—1—=s.

Dunque (C N° 23 (b)): « Ogni sistema con la sovrabbondanza wuguale
a uno e con p =k, possiede una curva fondamentale semplice, o composta,
di genere uno, la quale passa per tutti i punti base del sistema » (C pref.
pag. 7).

25. Se con s, s’indica la sovrabbondanza del sistema residuo di una
curva fondamentale f monovalente, deve essere (C N° 24)

Pr=28 —3,.

Nel nostro caso si ha py=—1, onde s, — 0.

Cioe : « Il sistema aggiunto puro é regolare ».
Per il suo genere si pud osservare che deve essere (C N° 24)

P=p+ K

dove K; non pud esser nullo altrimenti sarebbe Dy;— 0 e quindi il siste-
ma sarebbe un fascio (C N° 25) il che si esclude. Dunque

P'<p.

26. Andiamo al caso iperellittico. Il prof. Castelnuovo applicando alla
serie caratteristica il teorema di Clifford (C N° 19) trova il seguente li-
mite superiore per la sovrabbondanza:

s<p—k+1.

I1 segno d’uguaglianza va preso quando p —% , s =1 , oppure quan-
do il sistema & iperellittico, onde il citato autore ne conclude che per i
sistemi iperellittici sovrabbondanti & verificata la relazione s = p — k -+ 1:
pero il ragionamento & invertibile onde puo dirsi che:

« La condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema che ha la
sovrabbondanza maggior d’uno sia iperellittico é semplicemente espressa dalla
relazione s —p — k -+ 1 ».

27. Rimane il caso 8 =1 in cui la relazione suddetta & ancora veri-
ficata senza che si possa affermare essere il sistema iperellittico. Ci pro-




ER sino, in conseguenza, per un altro punto determinato dal primo. Intanto,

fg ‘ (2) BERTINI — loe. cit. No 52,
é (3) BERTINI — loc. cit. No 31.
B (4) BERTINI — loc. cit. No 32.

¥ e la dimensione di [C’] & p — 1) le quali passano in conseguenza per i p — 2

q: (quindi (N° 26) le sole due ipotesi p'=p—1,—p — 2).
¢ == 28. Viceversa ammettiamo che il sistema aggiunto puro sia iperellit-

A e
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poniamo ora di determinare, in tal caso, quali altri criterii siano da consi-
derarsi per potersi assicurare della iperellitticita, o no, del sistema dato.

Sempre nell’ipotesi s — 1 , p — k, ammettiamo che [C] sia iperellitti-
co. Allora la serie caratteristica & speciale completa (C N° 18), dunque (1)
¢ una ¢,,” composta con la g,’, d’altra parte, essa deve potersi ottenere
col sistema aggiunto puro, quindi la eurva generica C’ del sistema ag-
giunto puro, taglia la C in p — 1 coppie della g,’. Cioe: « Se C’ passa per
un punto M di C, essa passa anche per quel punto M’ di C che corrispon-
de a M nella gy’ »: ma tutte le C per M passano per M’ e non hanno
G & altri punti comuni fuori di A (2): si ha dunque sulla C’ una involuzione
: di gruppi (di due punti ognuno) che si tratta di dimostrare essere razio-
nale. Il che risulta subito quando si consideri che il sistema dato [C] se-
gna sulla curva generica dell’aggiunto puro una serie che & una gP—1,, ,
e la quale e evidentemente composta con la involuzione precedente. Dun-
que questa involuzione & razionale (3). Si ha quindi sulla C’ una g,'.

Segue:

« 1l sistema aggiunto puro é iperellittico» e di piu, tenendo conto
della osservazione fatta precedentemente, « tutte le curve del sistema ag-
= giunto puro, passanti per un punto del piano, passano, in conseguenza, per un
i - solo altro punto ».

Inoltre:

; « La serie caratteristica dell’aggiunto puro é composta con la g, » (3).
o Segue che « il genere dellaggiunto puro mon puod essere inferiore a
3 p — 2 ». Infatti, per p — 2 punti generici passa un fascio di C’ (perche

punti corrispondenti. Dunque questo fascio ha la sovrabbondanza uguale
almeno a p — 2. Ma in un fascio la sovrabbondanza uguaglia il genere
(C'N° 19): dunque il genere di [C'] non pud essere inferiore a p — 2

o tico e di piu che tutte le sué curve, passanti per un punto del piano, pas-

per il solo fatto p =k, s — 1 segue (come abbiamo gid osservato al N? 24)
che presi p — 1 punti generici, per essi passa un fascio di C aventi altri

(1) BERTINI — La geomeiria delle serie lineari sopra una curva piana secondo il metodo
algebrico (No 32) Ann. di mat. Serie 1I, Tomo XXII, 1894,

v
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p — 1 punti base cosl che i 2p — 2 punti del gruppo appartengono a una
sola C, a quella individuata dai p — 1 punti generici scelti avanti. Allo-
ra, assumiamo p — 2 punti A, , A, , ... A, , in posizione generica.
Tutte le C’, per essi, formano un fascio avente gli altri punti base in al-
tri p—2 punti A, A, .. .A", , corrispondenti dei primi nelle g," sup-
poste giacenti sulle C'. Invece tutte le C per A, , A, , ... A, , for
mano ana rete (percheé & = p). Preso un altro punto M generico del pia-
no, per A, , Ay, ... A, ;e M passa una sola ¢’ e oo' C i cui rima-
nenti punti base stanno sulla C’. Ma se M coincide con A (i=1,
2,...p—2),allora peripunti A, , A,,... A, ,, A/ passa ancora
un fascio di C’ perche il passaggio delle C’ per A; non impone alla C’
niuna nuova condizione, e cosl vi passa una rete di C perche, se ve ne
passasse un fascio, quei punti servirebbero a individuare un gruppo della
serie caratteristica e quindi una C’. Dunque la rete delle C individuata
da A, A, ... A, ,passaanche per A, A,’ ... A’, , e quindi il fascio
delleC’ per A, A, , ... A, 5, A’ Ay ,...,A’ ,segna, sopra ogni
C della rete, una g,. Il sistema [C] & iperellittico.

Quindi:

« La condizione necessaria e sufficiente perché il sistema [C] sia iperel-
littico e che lo sia Vaggiunto puro e di piu che le curve di quest’ultimo, pas-
sanli per un punto del piano, passino in conseguenza per un altro punto ».







LA QUARTICA DI CAPORALI
[Estratto dai Rend. della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli]

Fascicolo 40 — Aprile 1896.

Nei rendiconti di questa Illustre Accademia & pubblicata (fase. 12°,
Dicembre 1882) una breve Nota, di Ettore Caporali, nella quale sono e-
nunciate, in modo molto sommario, le proprietd fondamentali di una note-
volissima curva piana del 4° ordine che viene definita come la jacobiana
di un fascio di cubiche sizigetiche e di una retta. Una delle proprieta prin-
cipali, attorno alle quali molte altre si aggruppano, si & che la medesima
curva ammette una seconda generazione come jacobiana di un altro fascio
di cubiche sizigetiche e di un’altra retta.

Di questa curva sono accenni pili, o meno espliciti, in altri seritti del
Caporali, pubblicati dopo la sua morte. Cosi un altro eleneo degli enun-
ciati dei teoremi fondamentali si trova in « Alcuni teoremi sui fasci sizi-
getici di cubiche» (pag. 333 del volume delle memorie), nei «frammenti
sulla teoria generale delle quartiche piane » (pag. 340 349 loc. cit.) e in due
lettere indirizzate al prof. Segre e da questi molto opportunamente pub-
blicate (cf. Segre: « Alcune idee di Httore Caporali intorno alle quartiche
piane » (Annali di matematica, Serie II, tomo XX, 1892). I’accenno & piu
esplicito nell’altro lavoro: « Sulla figura costituita dai punti di contatto dal-
le tangenti condotte a una cubica da tre suoi punti in linea retta » (p. 338
delle « memorie »). Ivi ’autore, partendo appunto da una tale configura-
zione, dimostra geometricamente la doppia generazione della curva. Ma la
configurazione & tutt’altro che semplice e il modo col quale ’autore viene
a stabilire il secondo fascio e la seconda retta di cui la curva e ancora
Jjacobiana, non lascia vedere come si possa analiticamente trovare la equa-
zione dell’'uno e dell’altra.

I’argomento & piut interessante di quel che non sembri a priori. Non
si tratta soltanto dello studio puro e semplice di una curva che, a dir vero,
€ caso molto particolare, delle curve di 4° ordine; ma bisogna considerare
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che la quartica medesima & cosi intimamente legata ai fasci sizigetiei, i
quali servono a generarla, che quasi tutte le proprieta della prima si possono
interpretare come proprieta relative a fasei sizigetici. Inoltre, quando, nel-
la quartica stessa, si tenga fisso uno dei fasei che la generano e si fac-
cia variare la relativa retta si & condotti a una rete notevole, di quartiche
di Caporali, la quale & l'nnica (come ho dimostrato ai N; 18, 19) che si
possa costruire, fra quelle dotate di 12 punti base, cosi che ogni quartica
della rete abbia, in ciascun punto base, un flesso.

Nel presente lavoro mi son proposto di dimostrare, con metodo ana-
litico semplice e uniforme, i teoremi di Caporali connettendoli fra di loro
e aggiungendo lo studio della rete suddetta. Per questo ho diviso il lavo-
ro in due parti: la 1* riguarda le proprieta fondamentali della quartica
in discorso; la 2* considera la rete suddetta. Fra le curve di questa e
degno di osservare un caso particolare (N° 23) nel quale, le due rette, che,
insieme ai due fasci, servono a generare la curva, nei due modi che si e
detto, possono coincidere, cosl che la quartica pud pensarsi contempora-
neamente come jacobiana di una retta e di uno qualunque di due fasci
sizigetici. In questo caso singolare la curva, & caratteristica dal possedere
4 ondulazioni in linea retta formanti gruppo equianarmonico e dall’avere
concorrenti in un punto le 4 tangenti di ondulazione.

Gli enunciati dei teoremi di Caporali sono contrassegnati con lindi-
cazione [C pag.... N° ... del volume delle memorie].

Le principali proprieta della quartica di Caporali.

1. Chiameremo « quartica di Caporali » la jacobiana di una retta r e
di un fascio @ di cubiche sizigetiche. Assumendo per triangolo fondamen-
tale uno dei trilateri sizigetici di ¢, la equazione di una tal quartica & la
seguente :

=0, (# — @) F- vy @, (25° — 2,°) J-v3 25 (2, — 2,°) =0, (1)

dove le v, sono le coordinate di ». Da questa equazione resultano subito
le proprietd seguenti: i tre punti fondamentali sono tre flessi di f; le tre
tangenti di flesso le quali sono rappresentate dalle equazioni

VX — V=0 , 0,2 —X=0 , V%, —V;2,—0

concorrono in un medesimo punto P, = (v, v,, v; v, , v, v,) che appartiene a

3

Jf, la polare armonica di ciascuno dei tre flessi precedenti & la retta che
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passa per gli altri due. Cio posto, siccome il triangolo fondamentale & uno
qualunque dei 4 trilateri sizigetici di ¢, cosl ne seguono questi teoremi:

(a) « La quartica £ di Caporali ha 12 flessi nei 12 vertici dei trilateri
sizigetici di ¢ » |C pag. 336, N° 24].

(b) « In un medesimo trilatero sizigetico, le tre tangenti a f concorrono
in uno stesso punto che appartiene di nuovo a f [C pag. 336, N° 20]; ogni
lato ¢ la polare armonica del vertice opposto» [C pag. 336, N° 21].

Noi porremo il teorema (a) sotto quest’altra forma che ci sara utile
nel seguito:

(¢) « La quartica di Caporali ha 12 flessi distribuiti, a 4, a 4, soprale
9 rette polari armoniche di un fascio di cubiche si:igetiche ».

Indicheremo con F, il gruppo di questi 12 flessi di f. Piu tardi rico-
nosceremo che anche gli altri 12 costituiscono un gruppo perfettamente
angolo a F.

2. Premetteremo adesso una osservazione relativa a una quartica qua-
lunque e che & perfettamente analoga per enunciato e per dimostrazione
a una ben nota che riguarda le cubiche. E’ la seguente: « Se una quartica
ha 4 flessi in linea retta, i loro 4 tangenziali giacciono pure sopra un’al-
tra retta ». Quest’osservazione applicata ai teoremi (b) e (c¢) del N° prece-
dente ci dice che:

() « I quattro punti della quartica di Caporali nel quali si tagliano,
a tre, a tre, le 12 tangenti di flesso del gruppo F, sono le 4 intersezioni di
una medesima retta con la. quartica» |C pag. 336, N° 26].

I1 seguente calcolo semplicissimo, mentre ci fornisce una conferma a-
nalitica del teorema precedente, ci da anche l’equazione di tale retta. I
vertici dei trilateri sizigetici di ¢ hanno le coordinate

0012 L i | & o ot g5, A
10= 0105’20581’1’1 ,30={1,¢,1y,4°={1,¢,1

100 g, 1.6 (1,1,3 1., 1 e

dove &, & sono le due radici cubiche immaginarie dell’unita positiva. Se
indichiamo con P; il punto di concorso delle tangenti di flesso nei vertici
di uno stesso trilatero, si vede subito che &:

P, =(v,v5 , v30, , v, Vy),

L A 2 AL 2
Pyo=(v," — 003 y v° — 030, , 03 v, %),

pLik 2 2 - 2 2 N
Py=(v2—&v,v5 , v — 030, , v>— & v, vy),

= 2 2 2 9
P,=(v— evy05 , v’ —ev30, , v’ — €9, V).
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La retta che passa per due qualunque di essi, contiene anche gli al-
tri due ed & rappresentata dall’equazione:

r'= (v —vd) v, 2, (v —0,) v, (v2 — V) vy 23 =0, (2)

che & quella cercata (1). Essa ci mostra anche che la retta »r = v, ¢ la retta
armonica di P, rispetto al trilatero sizigetico i™°. Cosi la retta »’ viene a
dipendere dalla retta r per mezzo del fascio ¢ in modo estraneo alla quar-
tica f. E si ha quindi il teorema:

(b) «I quattro poli di una retta qualunque r rispetto ai 4 trilateri di un

JSascio di cubiche sizigetiche appartengono a un’altra retta r » |C pag. 336, N* 25]

Per brevita di linguaggio introdurremo le seguenti notazioni: il fascio
sizigetico ¢ lo chiameremo fascio generatore della quartica, la retta r la di-
remo la direttrice del fascio; quanto alla »' adotteremo la denominazione
analoga impiegata per le cubiche; la chiameremo la satellite delle nove po-
lari armoniche di ¢, o pit brevemente, la satel’ite di ¢ rispetto a f. Ser-
vendosi di questa denominazione il teorema (a) pud enunciarsi cosi:

(¢) « Le nove polari armoniche del fascio ¢, ognuna delle quali contiene
quattro flessi della quartica di Caporali, hanno rispetto alla quartica una
medesima retta satellite ».

3. Vogliamo adesso caratterizzare proiettivamente la quartica di Capo-
rali. Dalla nota formula simbolica a,’ @, > — 0 che rappresenta la conica po-
lare di una data conica inviluppo a,?—=0; si trova subito che sono apo-
lari le due coniche:

2 2 -3 00
v " 4 vy u,” - vy uy’ =0,
Vg Uy o - D, Uy Uy |- Vy Uz Uy = 0,

e quindi & apolare ogni conica della schiera:

0 U+ v g’ vy ug’ A (Vg uy vy U uy vy uzu) =0, (3)

Esisteranno altre coniche apolari? La risposta e negativa giacche se
ne esistesse anche un’altra, non contenuta nella schiera precedente, ne esi-
sterebbe un tessuto e quindi I’equazione della nostra f sarebbe rappresen-
tabile con la somma di 3 biquadrati. Ma allora ogni cubica polare sareb-
be equiamarmonica, il che nel nostro caso non succede.

Dunque esiste una sola schiera di coniche apolari.

(1) E’ notevole che l'equazione di r’ divenga quella di f scambiando le v con le z.
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La chiameremo brevemente: « la schiera apolare ». Ne segue che « Il
covariante S di Clebsch si compone di 4 rette: le 4 tangenti base della schie-
ra apolare ». Queste 4 rette sono in generale distinte perché il discrimi-
nante della (3) che &

20 v, vy v3 — X (v + 09’ + v5)) +- v, 0,03 =10, (4)

non ha radiei multiple per posizioni generiche della r = v, — 0. Dall’esi-
stenza di una schiera apolare segue, com’¢ ben noto, la riduzione della
equazione della quartica alla somma di quattro biquadrati. Ma una tale
curva dipende evidentemente da 11 costanti, mentre, dalla definizione
medesima della quartica di Caporali, si rileva che essa deve dipendere sol-
tanto da 10 [C p. 204]. Cio indica che la quartica suddetta non & la piu
generale possibile fra quelle che posseggono una schiera apolare: e infatti
si trova, dalla equazione (1), che & nullo il suo invariante cubico [C p. 349].
Esso puo considerarsi come ’armonizzante simultaneo della quartica e del
suo inviluppo equianarmonico (cf. ad es. Salmon, Curve piane, pag. 370).
Ne concludiamo che : -
La quartica di Caporali puo essere caratterizzata analiticamente cosi :
12 I invariante di 6° grado si amnulla insieme a tutti i swoi minori
di 5° ordine (tre condizioni).
22 F nullo Uinvariante cubico (uw’altra condizione).
0, geometricamente, dalle condizioni che equivalgono alle precedenti e che
eonsistono :
12 Nel possedere una schiera apolare.
22 Nell’essere armonica col proprio inviluppo equianarmonico.

4. In questo caso dunque la corrispondenza polare fra coniche invi-
luppo e comiche luogo non & piu biunivoca. Presa una qualunque conica
inviluppo I, la sua polare L e tale rispetto a tutte quelle del tessuto in-
dividuale da I e dalla schiera apolare e inoltre L. & armonica con qua-
lunque conica della schiera suddetta [C pag. 352, N° 60]. Ne segue che:
« Le due rette che costituiscono la conica polare di un punto dell’hessiana di
f sono i raggi doppi della involuzione che si ottiene proiettando dal punto
corrispondente della Steineriana 1 vertici del quadrilatero costituente il
covariante S ».

5. Ci proponiamo ora lo studio degli altri flessi della f dimostrando che:

« La quartica di Caporali possiede, oltre i 12 gia considerati costituenti
il gruppo F,, 12 nuovi flessi i quali formano un gruppo F, perfattamente
analogo a F, e cioé il gruppo dei 12 punti doppi di un nuovo fascio @' di
cubiche sizigetiche » [C pag. 204; pag 337, N° 37].
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E cosl sard anche implicitamente dimostrato che la nostra f non pos-
siede punti doppi.

Per questo & necessario ricordare qui qualche nota proprietd delle
quartiche dotate di schiera apolare, o, quel che & lo stesso, rappresenta-
bili con la somma di 4 biquadrati (1).

Sia percio la quartica

4
f=Xax! =0 , dove >Sx;=0.
1

Rammenteremo dunque che ogni vertice del quadrilatero S & doppio per
I’hessiana, e quadruplo per la Steineriana ; i due rami della prima sono di-
stinti, i 4 rami della seconda hanno una stessa tangente. Ma quel che piu
interessa, per noi, di rilevare si ¢ che mentre I’hessiana non ha altri
punti singolari, la Steineriana ha invece altri tre punti doppi la cui esi-
stenza si pud accertare cosi. Si consideri la conica C =X a; 2’ = 0: le
rette polari dei vertici del quadrilatero S rispetto a f, sono tali anche
rispetto a C; dunque esse costituiscono un quadrangolo completo. Ebbene,
si riconosce facilmente che la cubica polare di uno qualsiasi dei tre punti
diagonali di tale quadrangolo si spezza in una diagonale del quadrilatero
S e in una conica: dunque i tre punti diagonali suddetti sono i tre punti
doppi cercati. La Steincriana di f non ha altre singolarita oltre quelle citate.
Con ugual facilita si vede anche che la C & conica polare dei tre vertici del
trilatero diagonale del quadrilatero S. Ora il diseriminante C & proporzio-
nale all’invariante cubico di f. Se quest’invariante & zero, C & una cop-
pia di rette, f & la quartica di Caporali (N° 3) i tre punti diagonali sud-
detti danno luogo a un punto triplo la cui cubica polare si compone del
trilatero diagonale di S [C pag. 353, N° 67, 68].

Dunque ne concludiamo che la Steineriana della quartica di Caporali
possiede, fuori dei vertici del quadrilatero S, un punto triplo di cui la
cubica polare e costituita dal trilatero diagonale di S: per il punto triplo
suddetto passano due rette le quali, insieme, formano la conica polare di
uno qualunque dei tre vertici del trilatero in discorso.

6. Ebbene dimostreremo adesso che le due rette precedenti sono le
rette », ' dei Ni 1° e 2", che il loro punto comune R =r. »’ & il punto
della Steineriana di f. Cominciamo da quest’ultima asserzione.

Percio riprendendo il triangolo fondamentale e le notazioni dei primi
3 Nt osserveremo che le coordinate y di R sono:

(1) DeL PEzzo, Sulla curva Hessiana — (Questi rendic., fasc. 60, 1883).
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Yy =005 (0° + 0 — 20%) , y=v30,(vy’ + v, — 20)), (5)

== .« (29 9 5 5
Y3 =, vy (v, + vy — 203

e la sua cubica polare &

U=v,0,0, :(”23 — o) 2 + (v — 0) 3’ 4 (v — v5’) &)’ ! =+
+ 95 93 (v5° + v5° — 203) X,* (v @3 — vy @)
+ v3 9, (v’ + v, — 20)°) ®,° (v, @, — vy 23) -

+ v, vy (v)° + vy° — 2057) 2 (v, 5 — v, @) + 0.

Per dimostrare che U & il prodotto di tre fattori lineari basta calcolarne :
I’hessiana. Si trova che essa e s

39305} (v + 9" + ) — 2T 0 w0y [ ]U =0

ossia & composta di due fattori di cui uno & U. Se dunque le » non an-
nullano il fattore diverso da U & certo che la cubica polare di R & 1'in-
sieme di tre rette non passanti per un punto, cioe R ¢ effettivamente il
punto triplo della Steineriana. Il fattore che moltiplica U, nella hessiana
precedente, ha un significato geometrico molto semplice. Supponendo le »
variabili esso rappresenta, in coordinate di rette, ’equazione complessiva
dei 12 vertici dei trilateri sizigetici apparteuenti al fascio generatore g.
E infatti basta, per questo, osservare che detto fattore pud scomporsi ne-
gli altri 4

v V3=0,
v+ v’ 40 — 30, 0,0, =0,
v’ v v’ —3ev, v,05=0,
v + v + v’ — 3¢7 0, 0,0, =0, 2

i quali rappresentano i 4 triangoli sizigetici della schiera di curve di 32
classe

v + v’ + v’ -+ 6dv, vy v, = 0.
Quindi escludendo, per ora, il caso (che sara trattato a parte N° 22) in cui
la r passi per uno dei flessi del gruppo F, possiamo ritenere dimostrato

che R e il punto triplo della Steineriana di cui e parola nel N° precedente.
Quanto alle rette r, »’, basta verificare che il loro prodotto:

(v — 05" ) (v v 2, Ty — v3° 5) 4 (05° — ©5°) (v, V3 B 23 — v, @) + : -

+ (05° — o) (3 v, 232, — v2x)) =0
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rappresenta una conica armonica della schiera apolare, giacché una tal co-
nica & unica per il teorema del N°¢ 4. Cosl resultano dimostrate entrambe
le asserzioni fatte al prineipio di questo N°.

7. Questo prova intanto che le rette » ed »’ si trovano in condizio-
ni perfettamente uguali rispetto alla nostra quartica, e quindi, come esiste
un fascio generatore ¢ tale che f si possa riguardare jacobiana di ¢ e di
r, cosi & facile prevedere che esistera un secondo fascio generatore ¢’ tale
che f si possa ancora riguardare come jacobiana di ¢’ ed »’. Questo secon-
do fascio ¢’ & quello cui appartiene la cubica

@' =050, (035 — V32") 050, 25(0,85"— 032, ") 0,050y, *— 0, 27)=0.

Infatti la jacobiana di un tal fascio e di »' & appunto
(g’ — v5) (vg’' — %) (2 — v,°) = 0.

Il fattore che moltiplica la f rappresenta, in coordinate di rette, ’equazio-
ne complessiva dei tlessi di ¢. Escluderemo che la » vi soddisfi; che cioé
la r passi per uno di tali flessi riserbandoci di trattare separatamente un
tal caso (N° 20). Fatta questa esclusione, noi possiamo dire evidentemente,
che «la 1’ satellite del primo fascio generatore ¢, é direttrice del secondo
fascio generatore ¢’ e viceversa ».

8. Secondo il N° 3, una quartica dotata di schiera apolare e armonica
col proprio inviluppo equanarmonico & una quartica di Caporali. E cosi
siamo giunti a una nuova definizione di tale curva. Le considerazioni dei
Ni 5 e 6 mostrano, come, partendo da questa nuova definizione, si possano
trovare le due direttrici (o satelliti) », »’ dei due fasci. Manca d’indicare
una costruzione geometrica che serva a trovare i due fasci medesimi. Cio
si puo conseguire mediante la osservazione seguente:

« 1 nove punti base del fascio generatore ¢ sono quei nove punti della
hessiana di f che corrispondono alle move intersezioni della Steineriana con
la direttrice T situate fuori del punto triplo R [C pag. 337, N° 35].

Per accertarsene basta, servendosi della (1), calcolare la equazione del-
la conica polare di un flesso di ¢: si vedra allora essere costituita tale
conica da un paio di rette (una & la polare armonica del flesso) che si ta-
gliano sopra 7.

Altrettanto puo dirsi di ¢’ ed r'.

Eeco dunque, come, partendo dalla nuova definizione, si possano ri-
trovare gli elementi dell’antica e cioe i fasci generatori e le rette direttriei :
basta prendere il punto triplo della Steineriana e considerare la coppia
di rette per quel punto le quali costituiscono una conica armonica alla
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schiera apolare: queste sono le direttrici. Dopo, si considerino i 2 gruppi,
di 9 punti ognuno, costituiti dalle intersezioni delle direttrici suddette,
con la Steineriana fuori del suo punto triplo: ebbene, i 2 gruppi di punti
dell’hessiana che corrispondono ai precedenti costituiscono precisamente i
punti base dei fasci generatori ¢ e ¢'.

9. L’hessiana H di f e rappresentata dalla equazione

H= (x‘3 + 1‘2"’ + m33) (P’i o Ty Tyag 90,2 =0
dove ¢’, & quello del N° 7 e

¢’y =2 (05 — v%) - @ (v° — v3%) + @5® (0" — v,%) +
30503255 (VL — Vg%g) + 3030, Ly (V323 —0, X, )+ 30,0,%, 2,(v, 2, — v,%,)=0.
Segue che H si puo generare mediante i due fasci proiettivi
X042 2 — e, 2, Xy =0,
¥'s+ 4¢', =0.

I1 1° & il fascio generatore @: il 2° & il fascio generatore ¢’ perche si ve-
de facilmente che per

8.2 s = Sl
1_”1 vy 1+ vy’ vy’ 4 v’ v,
W 2 2 2z

v e’ v,

la seconda delle equazioni precedenti da la hessiana di ¢’y- Nella proiet-
tivita suddetta sono curve corrispondenti

- ol -
X2y =0 , ¢, =0

la seconda delle quali tocca r’ nel punto P, del N° 2.

Riassumendo dunque questi ultimi resultati, nei possiamo enunciare
i seguenti teoremi:

a) « La quartica di Caporali generata come jacobiana del fascio sizigetico .

P=a + @' 2’ — A, T3 =0
¢ della retta
F=0 8 A 0y 4 vy 73 =10

ammette una seconda generazione come Jacobiana dell’altro fascio sizigetico :

T S PRI et J I
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¢ = (v3" — v®) + 2° (02 — v) + 23" (0" — v))) +
305032524057y — V3%)+- 30,0, 24, (0523 — 0,2 )20, 0,0, 25(0, 2, — V)
41030, (032, — 05" ) 050, 250,25 — Vg2, 7) 0,025 0,2, — 0, 2,7) =0
e dellaltra retta :
r'=uv, (0 —v®) & + 0y (v — v @, + 05 (0 — vy 2y = 0.

~

b) La direttrice di un fascio ¢ satellite dell’altro.

¢) I due fasci sono proiettivi e generano la hessiana della quartica. Ai
trilateri sizigetici del 1° fascio corrispondono le cubiche del secondo tangenti
alla satellite del primo e vicerversa » [C pag. 341, 342, Ni 9 e 10].

11 teorema enunciato al principio del N° 5 & cosi completamente di-
mostrato. Contemporaneamente resulta, specie dai Ni 5, 6, 7, 8, che non
e possibile una terza generazione della curva come jacobiana di un terzo
fascio sizigetico e di una terza retta. Cosl pure e evidente che i due fa-
sci @ e ¢ non hanno, in generale, punti doppi a comune. Se tali punti
esistessero, essi sarebbero punti di ondulazione per f e farebbero parte
dei gruppi F, e F, del N° 5. E come facenti parte del 1°% la loro pre-
senza sarebbe manifestata immediatamente della equazione (1). Dunque la
f ha generalmente 24 flessi distinti.

10. Dall’equazione della schiera apolare (N° 3) si vede che sono coniche
della schiera quelle che toccano un trilatero sizigetico nei punti d’incon-
tro di ciascun lato con la tangente di flesso di f nel vertice opposto. Que-
sta osservazione c¢i da il mezzo di esprimere geometricamente il legame
che passa fra i fasci generatori ¢ e ¢':

« Le 18 coniche ognuna delle quali tocca uno dei 18 trilateri sizigetici
di ¢ e ¢' nei punti dove ciascun lato é incontrato dalla tangente di flesso
di f nel vertice opposto, appartengono a una medesima schiera (la schiera
apolare): le 4 tangenti base della schiera mentre costituiscono il covariante
8, rappresentano anche il legame geometrico che passa fra i fasci @ e @' ».

In casi particolari (N° 22, 23) questo legame & piu espressivo.

11. Il tangenziale di un punto A d’una cubica & P’intersezione della
tangente alla cubica in A con la retta polare di A rispetto alla hessiana.
Segue che, preso un punto P della retta », e la cubica del fascio ¢ pas-
sante per P, i 4 punti di contatto A, B, C,C delle tangenti alla cubica
tirate da P, appartengono alla jacobiana di ¢ e di r, cioé alla quartica f.
Ci occorre dimostrare il seguente lemma: «la conica polare di A rispetto
a f passa per B,C,D>» [C pag. 336, N° 31]. Infatti sia ®=0,"—=0 la
cubica del fascio che passa per ¥, H = h,” = 0 la hessiana di © e v, — 0
la r. Prendiamo (001) in P, (100) in A e (010) in B. Avremo allora:

e W g T e T, Y
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f=7v,(0, Hy— O3 Hy) 4 v,(6; H, — 6, H;) =0 (6)
dove gl’indici indicano le derivate parziali; e
O=30,,52,"y~+30,552, 8"} 30, 352, 5’ 30338525’ +- 60, 932, 2,203—=0.

I coefficienti di H che vengono adoperati nel calcolo sono solamente i se-
guenti: (Salmon, Curve piane, pag. 271)

Pyyg = hogy =0
Shyy = 92123 0142 — 0195 0435 0,45 — Oag3 93112 ’
3 ]"122 = 91123 6122 g 9233 9112 6122 i 0133 61122 ’

3 "123 == 01123 s 0123 0122 0133 =3 0123 9233 0112 5
La conica polare di A, rispetto a f, &
v,(0,42H3 +260,,H,3;—3603H,,—O;H, ) +v,(20,,H,,+6;H,,,—26, H,;)—0

dove ancora glindici rappresentano le derivate.

Per dimostrare il lemma, basta verificare che la equazione precedente &
soddisfatta da (010). I1 che si fa molto facilmente perche, per tali valori
delle coordinate, &

H, = 93 =0,
0, Hyy — 03 Hyp = 0,55 hyp3 — 0,95 fiypp =0,
®13 o, ®11 Hyg =050 hyys — 045 1y53=10.

12. Ne segue che i lati del quadrangolo A B C D tagliano armonica-
mente la quartica f perche si dimostra facilmente che « le sei rette con-
dotte da un punto M della quartica ai punti d’incontro della quartica stessa
con la conica polare di M appartengono allinviluppo armonico» [C pag.
357, N° 20].

A tal uopo basta osservare che, se una binaria biquadratica & tale
che il secondo gruppo polare di uno dei suoi elementi sia costituito oltre
quell’elemento da un altro pure appartenente alla forma, la forma stessa
¢ di conseguenza armonica e i due elementi in questione sono coniugati,

B cosi accertata la esistenza di infiniti quadrangoli, iscritti nella quar-
tica f, di cui ogni lato la sega armonicamente. Diremo, con Caporali, che
il gruppo dei 4 vertici di un tal quadrangolo & «un gruppo, o quadrango
lo di punti congiunti » |C pag. 336, N° 30]. A questi gruppi spetta qual-
che proprieta interessante che ci proponiamo ora di stabilire.

Crani, 18

’
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13. Intanto, la doppia generazione della nostra curva da luogo alla
seguente costruzione. Si prenda un punto P di f, si considerino le due
curve di ¢ e ¢’ che passano per un tal punto e si conducano le tangenti
in P a tali curve: queste tangenti tagliano le rispettive » ed »’ in due
punti dai quali si possono condurre altre tre tangenti all’'una e all’altra
delle due cubiche in discorso; considerando i due gruppi dei 3 nuovi pun-
ti di contatto associati a P potremo dire, evidentemente, che:

« Un punto P appartiene a due quadrangoli congiunti: uno relativo al
1° fascio, uno relativo al 2°: i 6 vertici di tali quadrangoli, diversi da P,
sono le 6 intersezioni di f con la conica polare di P rispetto a £» [C p.
336, N° 31]. 3
- B 14. I punti diagonali del quadrangolo AB C D del N° 11 apparten-
&7 gono nuovamente alla cubica ©: uno di essi & il terzo punto d’incontro
: con O della retta A B. — E, secondo il triangolo fondamentale, allora adot-
tato, esso ha le coordinate (6,55, — 0,5, 0). E facile verificare che un tal
punto appartiene alla hessiana di f. Il calcolo non & cosl laobrioso come
sembra a priori. S’indichino con a, b, i coefficienti di v, ,v,, nella (6) del
N° 11; e con a, by, le loro derivate parziali.

La hessiana di f & rappresentata da

ST

-
o

T

\

ey
AT

Vy @y fVabyy Vg, by vy a0, 0y
Oy @yp + Vo byy 0 gy by Vg 103Dy |=0.
Vg + Vb Uy Ay -V by Vg Ay | Dy by
Ma indicando con [a;], [bik], quel che divengono a;, by, quando al posto

delle coordinate correnti si sostituiscono le 6,5, ,— 0,,,,0 si vede subito
che é:

[ay,] = [ags] = lay3] = [bgy] = [bgs] = [by3] =0

e non rimane a verificare altro che

V [by4] vy [ays] + vy [bys] v, [by5]
vy 1049 + v [by5] 0y [ag] v, [ag] |=0.
g [by] v, [ag] 0

Dunque possiamo enunciare il teorema:

« La quartica di Caporali é generata da due serie oo! di qnadrangoli
di cui © lati la segano armonicamente e di cui ¢ punti diagonali descrivono
la sua hessiana » [C pag. 337, N° 36, pag. 340, N° 7, pag. 204, 205. Si
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confronti inoltre: « Segre, Alcune idee di Ettore Caporali intorno alle quar-
tiche piane » [loc. cit.].

15. Siano due quartiche di Caporali aventi a comune il fascio ¢ e di-
verse le relative direttrici. Per il punto comune a tali direttrici passa una
gola cubica del fascio @: i 4 punti di contatto delle tangenti, a tale cu-
bica, condotte per il punto comune suddetto appartengono, secondo la co-
struzione del N° 13, a entrambe le due quartiche e insieme ai 12 punti
doppi di ¢ costituiscono i 16 punti base del loro fascio. Dunque:

« Uno qualunque dei gruppi di flessi ¥, o F, (N° 5) insieme con un grup-
po qualsiasi di punti congiunti relativo al fascio ¥, o0 al fascio @', (rispetti-
vamente) costituiscono i 16 punti base di un fascio di quartiche di Caporali »
[C pag. 336, N° 30].

16. Chiuderemo questa breve esposizone delle proprieta fondamen-
tali della quartica di Caporali con qualche osservazione sopra il suo invi-
luppo equianarmonico.

L’equazione di tale inviluppo, calcolata dalla (1), &

(0, ty" - ") (g 003 gV, gD Vo) — Uy U Ug (0,0, U0y - Ug5")=0 .

Esso dunque resulta generato dalle due schiere proiettive:

u,’ + uy’ + ug’ + 3huy uyuy =0,

Uy 0, + Uy Vg’ + Uz 5" 4 Ay Va3 - Uy V30, U3V, V) = 0.

Segue :

« IZinviluppo equianarmonico puod essere generato da due schiere proiet-
tive costituite dalle Cayleyane di un fascio generatore e dai punti della ret-
ta direttrice dell’altro fascio ».

« Le due direttrici toccano entrambe Vinviluppo equianarmonico» |C p.
336, Ni 26 e 27).

17. Se y & un punto variabile sopra »’, avremo

pR 2 2 A 2 L 2
Y=+ A0 , Yp=0vyFAvzv, , Y3=0v+ v, v,.

La curva di 3* classe che gli corrisponde, nella proiettivitd precedente, &
u® 4wy’ Hug’ 4 3w, uyug =0.
Dunque, se 1 adempie alla condizione

0,3 + v + v’ + 3Av, v, v, =0

3 3 3
la curva suddetta & tangente alla » = v, = 0. Ora, per A= — ﬂ_j__v?i_”i
3v, v,
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il punto y diviene il punto »’. Di qui si trae facilmente che le rette »
ed »’ assorbono tutte le tangenti che da ».»" = R si possono tirare all’in-
viluppo equianarmonico. D’altra parte si verifica facilmente che non ne
annullano le derivate parziali, che cioé non sono bitangenti.

Dunque: « Il punto comune alle due direttrici dei fasci, che é triplo
per la Steineriana, é doppio per Vinviluppo equianarmonico, essendo le diret-
trici suddette le tangenti nodali » [C pag. 342, NO 12|.

'T

La rete sizigetica di quartiche.

£5C 18. — Diremo che una rete di quartiche, dotata di 12 punti base, & sizi-
getica, quando ogni quartica della rete ha in ciascun punto base un flesso,
e la quartica generica della rete medesima & irriduttibile.

Un esempio ci e fornito appunto dalla:

v, 2, (85’ — @3") + vy @, (03" — @,7) - v3 %3 (2" — 2,°) =0 (7)

g dove i parametri sono le ». Ci proponiamo di dimostrare che & l’unico.

i Per questo, cominceremo dall’osservare che, non essendo in posizione
fl generica i 12 punti base della rete (7), pud venire il sospetto che essi non
; 4 rappresentino tutte condizioni indipendenti alle quartiche che li conten-
gono e che quindi ftutte le quartiche per quei punti costituiscano un si-
e stema lineare co! (I > 2) nel quale & perd contenuta la rete sizigetica (7).
I1 sospetto si toglie (1) osservando che la serie caratteristica di un tal si-
stema oc! non pud essere speciale giacche, se lo fosse, ogni suo gruppo
sarebbe costituito da 4 punti in linea retta. Ora, gli co’ gruppi di punti
congiunti, sulla curva generica del sistema, appartengono alla serie carat-
teristica (N° 15) e, pel modo col quale uno di tali gruppi pud essere ot-
tenuto (N°11), si vede subito che non pud esser costituito, in generale, da
4 punti allineati. Dunque:

« Tutte le quartiche passanti per i 12 punti doppi di un fascio sizige-
tico di cubiche, hanno in ciascuno di quei punti base un flesso, cioé formano
una rete sizigetica ».

L) 19. Poniamo la questione inversa. Se una rete di quartiche e sizige-
’ tica, secondo la denominazione introdotta nel N° precedente, i 12 pun-
ti base si potranno riguardare come i 12 punti doppi di un fascio sizige-
tico di cubiche? Per rispondere a questa domanda, cominceremo dall’os-

K (1) CASTELNOVO, Ricerche sopra i sistemi lineari di curve piane — (Mem. Ace. Se. di
e Torino, 1895).

o ~
e
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gervare che: « Se una rete di quartiche ha un punto base che é flesso per
ogni curva della rete, anche la polare armonica del flesso deve essere la
stessa per tutte le curve della rete ».

Infatti, tutte le coniche polari del punto base, rispetto alle quartiche
della rete, debbono spezzarsi e costituire al pitt una rete. Dunque, o esse
sono tutte le possibili coppie di rette per un punto; ovvero esse si com-
pongono di una retta fissa e di una variabile nel piano della rete (1).

I1 1° caso si esclude subito perche di ciascuna conica polare suddetta
deve far parte la tangente di flesso che passa sempre per il punto base;
e quindi, se un tal caso si verificasse, tutte le quartiche della rete avreb-
bero, nel punto base, non gia un flesso, ma un punto doppio. Rimane il
920 caso il quale accordato appunto col fatto che ogni conica polare deve
contenere la tangente di flesso, porta alla conseguenza che tutte le coni-
che polari in discorso non costituiscono gia una rete, ma bensi un fascio
di cui ogni elemento e composto dalla tangente di flesso (variabile attor-
no al punto base) e da una retta fissa non passante per quel punto e
ciod la polare armonica del flesso.

Cio premesso, abbiasi una rete sizigetica di quartiche e sia P un pun-
to base della rete. Potremo sempre disporre dei due parametri della rete
esigendo che una delle sue quartiche f, passi per due punti infinitamente
vicini a F in direzioni diverse cosl che essa abbia in P un punto doppio.

Allora la conica polare di P, rispetto a una tal quartica f;, in quanto
P & un suo punto doppio, deve essere costituita da due rette per P, e
in quanto una tal quartica f, appartiene alla rete, deve contenere la po-
lare armonica di P rispetto a tutte le quartiche della rete medesima. Ma
questa polare armonica non passa per P, dunque la conica polare suddetta
¢ indcterminata, cioe P e triplo per f,. Ne segue che f, si spezza (perche
non esiste una quartica dotata di un punto triplo e di 11 flessi). Esami-
nando le diverse ipotesi a cui puo dar luogo lo spezzarsi di una quartica
e assoggettando queste ipotesi alle condizioni che il caso nostro esige, si
vede facilmente che la f, deve esser composta di 4 rette di cui tre pas-
sano per P. Queste ultime contengono, oltre P, altri tre punti base cia-
scuna: i due rimanenti giacciono sulla 4* retta che, insieme alle prece-
denti, compone P. Ripetendo le medesime considerazioni per tutti i punti

: i) S 12.3 2P
base si trova che essi giacciono, a 4,a 4, sopra — 9 rette le quali si

tagliano, a tre, a tre, precisamente in quei 12 punti.
E allora si riconosce facilmente che le 9 rette suddette non possono

(1) SEGRE, Intorno alla geometria delle coniche di un piano — (Rend. Ace. Sc, di Torino,
1883).
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esser altro che le 9 rette base di una chiera sizigetica di curve di 3* classe
e i 12 punti base, non possono essere altro che i punti doppi del fascio
di cubiche di cui le precedenti sono le Cayleyane.

Dunque :

« La rete di quartiche di Caporali é Vunica rete sizigetica ».

E riunendo questo teorema a quello del N° precedente possiamo dire,
evidentemente, che:

« La condizione necessaria e sufficiente affinché una rete di quartiche
sia sizigetica é che abbia 12 punti base nei 12 punti doppi di un fascio sizi-
getico di cubiche ».

20. Vogliamo ora occuparci delle curve notevoli delle rete cominciando
a cercare quelle degeneri. Per questo, osserveremo che la jacobiana della
rete &:

(#° — 25°) (x5’ — 25°) (@5’ — 2,°) =0

ossia si compone delle 9 polari armoniche del fascio generatore @. Esse
dunque rappresentano il luogo dei punti doppi della rete. Se quindi si con-
siderano tutte le quartiche della rete medesima che passano per un punto
P,, di una di tali rette p,, esse avranno in P, un punto doppio e forme-
ranno un fascio. Ma ciascuna delle 9 polari armoniche di ¢ incontra gia
in 4 punti base tutte le curve della rete (N 2 (c)): ne segue che il fascio
precedente si comporra della polare armonica p, e di un fascio sizigetico
di cubiche.

Cio e confermato dal calcolo seguente :

Vogliamo ad es. staccare dalla nostra rete (7) il fascio costituito da
tutte le curve delle rete che passano per il punto (1,1,1) della x,—x,—=0.

Sostituendo nella (6), al posto delle coordinate correnti, le1,1,1 si tro-
va la condizione v, — v, e il fascio richiesto si compone della parte fissa.

Ty —23=0
e del fascio sizigetico di cubiche
vy @y (35" + @y @3 + 25°) — v, (0, — @y 25 (2, + 25) ) = 0

nel quale, evidentemente, il coefficiente di v, & I’hessiana del coefficiente
di v,. I nove punti base dell’ultimo fascio sono costituiti da quel flesso di
@ la cui polare armonica & ¥, — %, — 0 e dagli 8 punti doppi di ¢ che
non giacciono sulla #, — x; — 0 medesima. Duuque possiamo enunciare i
seguenti teoremi :
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(a) « In una rete sizigetica non esistono quartiche proprie dotate di
punti doppi. Se si obbliga una quartica della rete ad avere un punto doppio,
essa si spezza in una delle 9 polari armoniche p; di ¢ e in wna cubica ».

(b) « Tali quartiche degeneri della rete somo organizzate in 9 fasci di
ognuno dei quali é parte fissa una delle 9 polari armoniche p;, di @ e parte
variabile le cubiche di un fascio sizigetico di cui i punti base sono gli altri
8§ punti base della rete, non appartenenti a p;, e quel flesso di ¢ la cui polare
armonica € P;».

(¢) « Le quartiche degeneri della rete, oltre le precedenti, sono soltanto
12 e costituite, ognuna, di 4 rette le quali consistono delle 3 polari armoniche
di @ che passano per un medesimo punto base della rete e del lato opposto
del trilatero sizigetico di @ cui quel punto base appartiene come vertice »

La proposizione (b) da luogo a quest’altra che riguarda solo le cu-
biche sizigetiche :

(@) « In un fascio sizigetico di cubiche, un flesso, insieme a quegli 8
vertict dei trilateri sizigetici che mon giacciono sulla polare armonica del
flesso medesimo, costituiscono i 9 punti base di un nuovo fascio sizigetico di
cubiche ».

Cosi dal primo fascio se ne deducono altri 9, uno per ciascun flesso.

21. Riprendiamo la schiera apolare (3) e consideriamo il suo diseri-
minante

20,0503 — N (v +0v,° +v°) + v, 0,0, =0.

La condizione necessaria e sufficiente affinche esso possegga una radice
doppia e che le » annullino

vy 003 (0 4 05’ 4 v5?) — 27 0% vy vy’ .

Se poi si obbliga ad avere una radice tripla si trova che deve essere con-
temporaneamente :

28 g5 3 3
VU0 =0 v+ v =0

nel qual caso esso & identicamente nullo. Dunque :

La schiera apolare presenta questi due soli casi particolari:

1° le sue coniche sono tangenti a due rette in punti variabili e a u-
na terza retta in un punto fisso;

2° ogni conica della schiera & una coppia di punti.

Ci proponiamo l’esame di ciascuno di questi due casi particolari.
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22. Cominciamo dal 1°, Esso si manifesta quando le » annullano la
(8) del N° precedente, cioe quando (N° 6) la direttrice » di ¢ passa per
uno dei punti base della rete. Dunque possiamo studiare un tal caso, sen-
za sottoporlo ad alcuna restrizione, nella nostra equazione (1) ove si sup-
ponga ad esempio v, = 0.

Allora, I’equazione della quartica e:

(€, — 25%) 03 %5 - (X° — @,%) v, 4, =0,
le due direttrici », »' sono
r=0% w3 =0 , ¥ =0, (v —v°) + 325 (02 —0,°) =0,
e i due fasci generatori:

P =2+ @) + X5 — I, 2, X3 =0
P =23 (v3® — v,%) — Xp® vg® | @® 0,3 - 3v, vy X, Xy (v, %, — V3 T) |-

+ Ay v, vy (v 25 — v, 2,7) =0

sopra le quali equazioni si verificano subito i teoremi seguenti:

« Quando si prende per direttrice di ¢ una retta passante per un punto
base della rete, la quartica ha in quel punto una ondulazione (1): il secondo
Jfascio generatore ¢’ & cosi legato a @ che un certo trilatero sizigetico delluno
e un certo trilatero sizigetico dell’altro hanno a comune un vertice e il lato
opposto: il vertice comune ¢é il punto di ondulazione della quartica, il lato
comune € la retta a cui sono tangenti, in un punto fisso, tutte le coniche del-
la schiera apolare ».

I1 punto fisso suddetto & quello comune al lato in questione e alla
tangente di ondulazione.

11 covariante S si compone, in questo caso, di #,° e di due rette per
il punto di ondulazione.

E’ dunque impossibile, in questo caso, rappresentare I’equazione della
quartica con la somma delle 4° potenze delle rette che compongono S, per-
che ogni quartica rappresentabile con la somma di 3 biquadrati ha S in-
determinato.

« Beco dunque un esempio motevole di quartica dotata di schiera apola-
re eppure non rappresentabile con la somma né di 4, neé di 3 biquadrati di
fattori lineari ».

(1) Si vede facilmente che la curva non ha altre ondulazioni, giacch® occorrerebbe
che @ e @’ avessero altri punti doppi comuni.
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23. Andiamo al secondo dei casi trovati al N° 21.
La retta », dovendo soddisfare alle due condizioni

P e 2 3 3 P
0, 0,03=0 , v°+9v’+v° =0,

& una polare armonica del fascio ¢. Sia ad esempio quella di coord. 0,1 — 1.
Allora la equazione della quartica sara:

(@ — 25') 2y + (2, — x°) 23 =0,

da cui si pud vedere, assai semplicemente, che la curva non si spezza.
11 secondo fascio generatore & dato da:

¢ =22 — xy" — @5’ -+ 3wy @3 (w5 + 3) + A2, (2" + 25°) = 0,

e, quel che & notevole, la seconda direttrice & ancora la r’ medesima. Vi-
ceversa, ponendosi il problema, semplicissimo del resto, di determinare
quando ¢ che r ed r’ coincidono, si vede subito che cid avviene solamen-
te quando r diviene una delle 9 polari armoniche di ¢, ovvero quando r
coincide con uno dei lati trilateri sizigetici di ¢. (Ma in quest’ultimo caso
la quartica si compone di 4 rette).

Dunque:

« NSe si prende come direttrice T una delle nove polari armoniche di @,
si trova che essa é anche direttrice v’ del 2° fascio ¢'. I due fasci hanno a
comune: le polare armonica t, il flesso R di cui essa é polare armonica, i
4 vertici di trilateri sizigetici situati sulla prima e © 4 lati degli stessi tri-
lateri passanti per R. La quartica ha, nei 4 wvertici suddetti, 4 ondulazioni
in linea retta formanti gruppo equianarmonico; le 4 tangenti di ondulazione
passano per R; i 16 flessi giacciono sopra 4 rette passanti per R: la curva
¢ omologica armonica essendo centro e asse di omologia R e 1 ».

Oppure:

« La quartica :

a3 3 3 3 L
(@ — ') oy + (2" — 2,°) 23 = 0
puo pensarsi contemporaneamente come jacobiana della retta
r=r'=x,—x;,=0

e di uno qualunque dei due fasci di cubiche sizigetiche:

i el 8 3 3 N
p=w’+ 2"+ 2’ — Ao,y 0, =0

¢ =2a — a) — @ 4 3w, Ty (w5 + 25) + A, (3,° + 27) =0 .
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Viceversa; una quartica dotata di 4 ondulazioni in linea retta formanti
gruppo equianarmonico e tale che le 4 tangenti di ondulazione concorrano
in un punto, ammettera la doppia generazione espressa dal teorema prece-
dente? La risposta e affermativa.

Per convincersene si osservi, prima di tutto, che la equazione di una
quartica con 4 ondulazioni in linea retta e con le 4 tangenti di ondulazione
passanti per un medesimo punto pud seriversi:

U——.’L‘3‘:0

dove U & una binaria biquadratica in x, #, (1). Questa equazione pro-
va che la curva & omologica armonica essendo centro ed asse di omologia
rispettivamente il punto (1, 0,0) e la retta x; — 0. L’hessiana si compo-
ne di x>’ =0 e di 4 rette per (100). Cio dimostra che i 16 flessi si tro-
vano, a 4, a 4, sopra 4 rette per (10 0) ed anche che quei quattro giacenti
sopra una medesima retta formano due coppie di una involuzione di cui
sono punti doppi (L 00) e il punto dove la retta taglia ®; = 0. Aggiun-
giamo ora 1’ipotesi che il gruppo delle 4 ondulazioni sia equianarmonico.
In tal caso, approfittando delle proprieta esposte, ¢ facile vedere come si
possa scegliere un conveniente triangolo fondamentale cosl che ’equazione

della curva sia:

(®g — ) (X +-25)(20, — (25 +-25))( 22, — ey 1-25))(2, — & (0,4 (w5)) =

= 8 (@ — #5)) 73 + (2" — @) xp) c. d. d

Cioe:

« La condizione necessaria e sufficiente perché una quartica possa riguar-
darsi contemporaneamente come jacobiana di una retta e di wuno qualunque
di due fasci sizigetici di cubiche, é che essa sia dotata di 4 ondulazioni in
linea retta formanti gruppo equianarmonico e che le 4 tangenti di ondulazio-
ne concorrano in un medesimo punto».

(1) Masoxi, Sopra alcune curve del 4° ordine dotate di punti di ondulazione — (Questi
rendic., fase. 20, 1882).
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1. Chiameremo con questo nome la figura costituita dall’insieme di
una terna di tetraedri desmici, dalla terna associata, dai due fasci di su-
perficie del 4° ordine che nascono ecc.

Le coordinate dei vertici di una terna desmica, riferita a uno dei suoi
tetraedri, possono scriversi cosi(1):

ER) ... {00 N L 0ROy e (8T
(B) Sy ( 17 17 1’ 1)3 (17 17 Bk 17 N 1)7 (17 v 1’ e 17 1)7 (17 300 11 1’ 5% 1)7
(C) UG (_ 17 17 17 ])7 (17 7% 1’ 17 1)7 (11 1’ 257 1’ 1)7 (1’ 17 17 S 1),

la terna desmica associata & la seguente (1)

(M)... ( 1,1,0, 0)7 (ly =1 0, 0), (Oa 0, 1, 1)7 (07 0, 1,— 1)7
N)... ( 1,0,1,0), (1’ 0,—1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 1y Wy 1),
®).-. ( 1,0,0,1),(1, o, 0;—1),(0, 1, 1,0),(0, 1,—1, O0)

I tetraedri della prima terna individuano il fascio: (1)
Zw?—2waxi+kxiw2.v3w4=o(1).

per i=—=oc,— 8, = — 8 si trova rispettivamente (A), (B), (C). Per ogni
altro valore di 1 si ha quel che si chiama una superficie desmica del 4°
ordine (2). La curva base del fascio & costituita dalle 16 rette & (1). —
Analogamente, o dualmente si trovano le 16 rette A'.

(1) VERONESE. — Sopra alcune notevoli costruzioni di punti, rette, piani ece. — Atti
R. lincei, vol. IX, 1881. Mem. II, pag. 307, 309, 338 e segg.

Si vegga anche: STEPHANOS: Sur les sistemes desmiques de trois tetraedres. Bulletin
des sciences mathematiques et astronomiques 1879. — SCHROTER. Elementare Construction
des Figur dreier in desmicher Lage benefindlicher Tetraeder. Crelle Bd 109.

(2) HuMBERT.  Sur la surface desmique du quatridme ordre. Journal de Mathemati-
ques, T. 7.me
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2. Cominceremo dall’occuparci delle superficie desmiche rilevando, pri-
ma di tutto, come (analogamente a quel che puo dirsi per le quartiche
desmiche (1)) la loro equazione possa mettersi sotto la forma :

ve' +¢x+re 82, - 2pqa, vy —2pra, vy —2p83, X, —

—2qrX, %y — 2qsX, X, — 208Xy Xy, =k X, @y a3 24

dove le p, ¢, r, s sono le derivate parziali rispetto a x, ,%,,®;, %, della
funzione quadratica (2):

f=adz’+Vx,}-c*x’ L dx’ — 2abx, X, —2ac%, x; —

—2adx, 2z, —2beXy %y —2bd X, X, — 2 cd X, X,.

La f ha la seguente interpretazione geometrica: Uguagliata a zero,
con opportuno cambiamento del punto unita, essa rappresenta una quadri-
ca la quale & tangente agli spigoli dei tetraedri (A) e (C) negli stessi 6
punti vertici della terna desmica associata. (A) e (C) sono polari reci-
proci; (B) & autopolare.

Dunque: « Data una terna desmica, esistono 3 quadriche ognuna delle
quali gode la proprieta di toccare le 12 costole di due tetraedri della terna
negli stessi 6 punti vertici della terna desmica associata e appartenenti, a
due, a due, allo stesso tetraedro di quella terna ».

« Le due terne sono autopolari rispetto a ciascuna delle 3 quadriche e
precisamente: sono polari re-iproci t© due tetraedri che hanno le costole tan-
genti alla quadrica, il terzo telraedro della stessa terna é autopolare nel sen.
s0 ordinario: ogni tetraedro della terna associata é autopolare, pero non nel
senso ordinario, ma solo in quanto due suoi vertici sono sulla quadrica e,
gli altri due, sono punti coniugati sulla intersezione dei piant tangenti nei
primi due ».

3. — Ogni superficie del fascio (3), cui appartengono i tetraedri del-
la 1* terna, ha 12 punti doppi nei 12 vertici della terna desmica asso-
ciata. Cid risulta ad es. dalla equazione superficie riferita ad uno dei tre
tetraedri (M), (N), (P). — La stessa equazione prova che la superficie &

(1) HUMBERT. — Sur une classe de courbes planes et sur une surface remarquable du
quatridme ordre. — Journal de Mathematiques — 1890.

(2) La quadrica f é generale. Soltanto il tetraedro fondamentale ha posizione par-
ticolare rispetto ad essa essendo le sue costole tutte tangenti della quadrica. Di tali te-
traedri ne esistono infiniti: basta prendere un piano e, in esso, tre tangenti alla conica se-
zione. — I vertici di Tale triangolo sono vertici del tetraedro, il 40 d uno dei quattro
punti comuni ai coni circoscritti alla quadrica dai primi tre.

(3) Cf la mia Nota: Sulla con‘igurazione di Kummer. — Giornale di Napoli, 1896.
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trasformata in se stessa da ciascuna delle 12 omologie armoniche di cui
& centro e piano fondamentale un vertice della terna desmica associata e
la faccia opposta del tetraedro cui appartiene quel vertice. — Occorren-
doci spesso di nominare queste omologie, le chiameremo per brevita omo-
logie principali, e chiameremo centri e piani centrali della superficie i cen-
tri e piani fondamentali della omologia medesima.

Osserveremo, prima di tutto, che, lungo ciascuna retta k, la superficie
ha il medesimo piano tangente: € questa una proprieta generale per tutte le
superficie del 4° ordine che posseggono 3 punti doppi in linea retta, sen-
za che la retta sia doppia. La considerazione delle omologie principali ci
mostra che il cono osculatore della superficie, in suo centro, & costituito
da rette aventi tutte un contatto quadripunto con la superficie e
inoltre che il cono di 4° ordine proiettante da un centro la sezione col
piano centrale relativo, tocca la superficie in tutti i punti di tale sezione.
Le generatrici comuni a questi coni sono evidentemente tutte e sole le
rette della superficie che passano per quel centro. Ma i due coni si toe-
cano lungo 4 rette: quindi le sole rette della superficie, per un centro, so-
no le 4 rette h che vi passano. — Di qui e per effetto delle solite omo-
logie principali segue subito che la superficie non possiede altri punti
doppi oltre i 12 centri. — E allora segue anche facilmente che la super-
ficie non possiede altre rette (oltre le 16 %) all’infuori di quelle che pos-
sono provenire dallo spezzarsi delle coniche situate sui piani tangenti lun-
go le rette h: coniche che in generale non si spezzano.

« La superficie in generale non possiede altre rette all’ infuori delle 16
rette h ».

4. I 16 piani tangenti lungo le 16 rette h costituiscono, secondo Ve-
ronese (loc. cit. pag. 340) una configurazione K, cioe, a 6, a 6, passano
per 16 punti i quali a loro volta giacciono, a 6, a 6, nei piani suddetti.
Dunque, per una proposizione nota (1) la configurazione K non & altro
che una configurazione di Kummer. Basta poi osservare che ogni piano
contenente una retta h contiene 3 vertici della terna desmica associata
per concluderne che la configurazione suddetta e tre volte tetraedroidale
rispetto a tale terna. — Dunque:

I 16 piani tangenti alla superficie lungo le 16 rette h costituiscono una
configurazione di Kummer tre volte tetraedroidale rispetto alla terna desmi-
ca associata ».

Dualmente ece.

A ogni piano per una retta h corrisponde biunivocamente una super-
ficie desmica, una configurazione di Kummer tre volte tetraedroidale, una

(1) HuMBERT. — Sur la surface ecc. pag. 583.
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superficie di Kummer tre volte tetraedroide. Onde si puo dire che « Le
16 rette h' e le 16 rette b costituiscono rispettivamente il luogo e U inviluppo
dei punti doppi e dei piani doppi di tutte le superficie di Kummer tre volte
tetraedroidi rispetto alla terna desmica fondamentale e all’associata ».

5. — Ci proponiamo adesso l’esame delle sezioni piane della super-
ficie distinguendo le seguenti varie posizioni del piano di sezione :

(a) posizione generica rispetto a entrambe le terne,
(b) passaggio per un solo vertice della terna fondamentale,

(e) » » » » » » »  associata,
(d) »  » » loro spigolo,

(e) » » una retta A,

(f) » » > » h o »,

(g) coincidenza con una faccia della terna fondamentale,
(i) » »  » » » »  associata.

Cominciamo del caso (a). Per questo, osserveremo che la sezione pro-
dotta sara una quartica desmica. Ricorderemo quindi (1) che i 12 lati dei
tre quadrilateri desmici sono tangenti a una medesima curva C di 3* classe
e che i 12 punti di contatto si trovano, a 4, a 4, sopra a 3 sue tangenti
uscenti da un punto M (per cui C & di 6° ordine cioe privo di bitangenti
ecc). — Mentre M descrive una retta, i 16 punti base del fascio desecri-
vono la quartica desmica: tutte le quartiche del fascio si ottengono facen-
do descrivere a M tutte le rette attorno alla sua posizione iniziale cosi
che a ogni retta per M corrisponde biunivocamente una quartica del fa-
scio. Alle tre tangenti da M a C corrispondono i tre quadrilateri desmi-
ci. Essi esauriscono 18 punti doppi del fascio. Le curve che posseggono
gli altri 9 corrispondono alle 9 congiungenti di M, con le 9 cuspidi della
curva C. Ora, di queste rette, 8 almeno sono distinte. Se ci fosse nel fascio
una coppia di coniche, o una quartica razionale, tolta la retta cui corri-
spondono, rimarrebbero almeno 7 rette distinte cui dovrebbero corrispon-
dere quartiche del fascio dotate di punto doppio: ma allora i punti doppi
sarebbero piu di 27 il che & assurdo. — In questo caso la sezione non
puo essere dunque una quartica razionale né comporsi di due coniche.

Nel caso (b) il punto M si trova sopra una tangente cuspidale di
C. — Il quadrilatero sezione del tetraedro per uno dei quali vertici passa
il piano, & composto della tangente cuspidale e delle altre tre tangenti
negli altri 3 punti comuni a C e alla tangente cuspidale suddetta: esso
ha tre vertici riuniti nel polo armonico di questa tangente: gli altri due
quadrilateri sono generici e puo ripetersi il ragionamento del caso (a)

Nel caso (c) tutt’e tre i quadrilateri hanno vertici distinti: il ragio-
namento ¢ quello ancora del caso (a).
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Anche nel caso (d) si esclude subito che la sezione possa essere una
coppia di coniche, o una quartica razionale (a meno s’intende che non si
cada nel caso (i). Perche tale sezione deve avere, in ciascuno dei centri,
un punto doppio e due flessi riuniti (N° 3) (le tangenti nodali essendo an-
che tangenti di flesso) e due tali singolarita sono irrealizzabili per il si-
stema di due coniche non degeneri. —— Ma nemmeno tale sezione puo es-
sere una quartica razionale, perche il 3° punto doppio (a causa delle due
solite omologie principali) dovrebbe trovarsi sullo spigolo opposto a quello
contenente i due centri; ora quello spigolo non incontra la superficie altro
che nei due punti doppi che contiene e quindi, per avere una quartica
con un 3° punto doppio, occorre tagliare con una faccia della terna asso-
ciata, non con piano qualsiasi per uno spigolo.

Nel caso (e), sempre riferendosi alle notazioni e considerazioni di (a),
si vede subito che il punto M si trova nell’incontro di 3 tangenti cuspi-
dali di C. Ognuno dei 3 quadrilateri ¢ composto di una tangente cuspi-
dale e delle 3 tangenti a C che si si possono tirare dal polo armonico
della cuspide. Il ragionamento di (a) vale anche in questo caso.

Nel caso (f), osserveremo che la rimanente sezione (oltre la retta )
non pud essere un’altra retta h e una conica non degenere, perché il pia-
no di due rette h ne contiene necessariamente altie due. Neppure puo es-
sere una cubica piana razionale perche il punto doppio dovrebbe essere
il punto comune ai 3 piani centrali relativi ai 3 centri che la retta &
contiene; cioe dovrebbe essere un vertice della terna fondamentale men-
tre la superficie non passa per quei vertici.

Finalmente nel caso (g) la sezione si compone di 4 rette k, nel caso (i)
¢ una quartica razionale.

Riunendo tutti questi resultati possiamo dire:

« La superficie possiede solamente 16 coniche: quelle contenute nei 16
piani tangenii lungo le 16 rette h; possiede soltanto 12 quartiche piane ra-
zionali: le sezioni dei piani centrali; non possiede alcuna cubica piana ra-
zionale ».

6. -— Sopra le sezioni piane di due terne desmiche associate faremo
ancora la seg.*® osservazione che riguarda la quartica di Caporali(1). —
Egli per stabilire la doppia generazione della sua curva parte da un si-
stema di quadrangoli desmici con relativa cubica C e retta r (N° 5) e ne
deduce, con sole considerazioni di geometria piana, un nuovo sistema di
quadrangoli desmici con relativa cubica C’ e retta »’, cosi che la sua quar-
tica si pud pensare contemporaneamente e come jacobiana di » e del fa-

(1) Volume delle memorie. « Sulla figura costituita dai punti di contatto delle tans
genti condotte a una cubica da tre suoi punti in linea retta, pag, 328,

I Py ‘._.-.w
3

s i
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scio sizigetico individuato da C e come jacobiana di ' e del fascio sizi-
getico individuato da C’. — Ebbene, se si trasforma dualmente tutta la co-
struzione di Caporali si riconosce facilmente che i due sistemi di quadri-
lateri desmici non sono altro che la sezione di due terne associate di te-
traedri desmici. E cosl il legame che passa fra le due generazioni della
quartica di Caporali viene, molto semplicemente, a farsi dipendere dal lega-
me che esiste fra due terne associate desmiche. E insieme si puo dire

che:
" « Nelle 24 facce di due terne desmiche associate, sono iscritte co’ curve
iy piane di 4¢ classe duali di quelle di Caporali (1) cioé capaci ognuna di es-
I sere riguardata come jacobiana di un primo punto e di una prima Sschiera
I, sizigetica di curve di 3% classe e come jacobiana di un secondo punto e di una

seconda schiera sizigetica. — Le due schiere sono quelle cui appartengono ri-

spettivamente le due curve di 3° classe inscritte Puna nei 3 quadrilateri se-

3 zioni dei tre tetraedri di una stessa terna, Ualtra nei 3 quadrilateri sezioni
Y della terna associata : i due punti si ottengono da ciascuna delle due curve
precedenti costruendo, per ognuna, il punto d’incontro delle 3 rette sulle quali

8i trovano, a 4, a 4, 1 12 punti di contatto dei quadrilateri in discorso ».

7. — Si e anche condotti alla costruzione di una ecfg desmica stu-

diando le omografie che mutano in se una quadrica e un suo tetraedro

autopolare (2). — Vedremo pure come si possa, con semplicita, passare da

(1) Per le proprietd fondamentali della quartica di Caporali veggasi anche la mia

Nota « La quartica di Caporali». R. Acc. delle scienze di Napoli, Aprile 1896.
(2) I1 medesimo problema, studiato in S;, pud dar lnogo ad applicazione notevoli. —
Si supponga di aver caratterizzato pienamente il gruppo delle omografie in S; che mu-

6
¢ tano in se una quadrica non specializzata 3 xf =0 e una sua sestupla polare
- 1

T, T, T3 Ty T3 Tg= O.

R Cid equivale allo studio di tutte le sostituzioni del tipo

& x, X X x,
! SR Uy IR iy B0 R SR
Tai, Tk, To,+2m, T 20, T2p

S’interpreti dopo la quadrica come rappresentativa dello spazio rigato: allora la sestupla
polare rappresenta, come & ncto, l’insieme di sei complessi lineari, a'due, a due, in invo-
luzione. Ogni trasformazione omografica di S; che muta in se la quadrica e la sestupla,
- individua nello spazio rigato, una trasformazione proiettiva in se della nota cfg di Klein
formata con le 30 direttrici delle 15 congruenze ecc. e viceversa. Cosicche il gruppo di
5] tutte le trasformazioni in se della c¢fg di Klein si specchia nel gruppo delle omografie

suddette di S5 molto pin semplici e caretterizzarsi. — Sono naturalmente fra queste le 16
ben conosciute (formanti gruppo a loro volta) che provengono dalle 6 omologie armoni-
i ~ % the della sestupla prese a una, a una; a due, a due; a tre, a tre. Queste, non solo mu-
s 1 tano in se la c¢fg di Klein, ma anche, ciascuna, delle oc® cfg di Kiimmer che la prima
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queste allo studio delle proiettivita che mutano in se tutta la terna fon-
6

damentale. — Per quelle che riguardano una quadrica 2 z ;’ = 0 e un suo
1

tetraedro autopolare :x, x, x5 ®, = 0, basta caratterizzare il gruppo delle
sostituzioni

( L e =2 4)1,k,1,m,=1,2,3,4.

twiyj—_wk,i—wl,tmm

Si trovano cosi 192 omografie che rispondono alla questione.
% ,wg,az3,w4). — Essa
Loy Ty 5 L3 5 Xy
¢ una omologia armonica che viene stabilita cosi: Si prenda uno spigolo
del tetraedro fondamentale e su di esso la coppia armonica contempora-
neamente ai due vertici e ai due punti d’incontro con la quadrica. Si
prenda uno di questi punti come centro e il piano che passa per l’altro
punto e lo spigolo opposto come piano fondamentale. Si hanno cosi 12
omologie armoniche di questo tipo. Ebbene si riconosce facilmente che i
12 centri e i 12 piani fondamentali sono i vertici e le facce di una terna
desmica: la terna (M), (N), (P), secondo le notazioni adottate. Ecco costruita
la terna desmica.
8. — Riassumiamo nel seguente quadro il gruppo delle omografie ri-
chieste.
1° I’identita.
2° 16 omologie armoniche divise in due specie:
(a) le 4 omologie principali del tetraedro fondamentale,
(b) le 12 omologie principali della terna desmica associata (cf. N° 7).
3° 39 omografie biassiali divise in 4 specie:
(a) 9 aventi per assi le coppie di spigoli opposti delle 2 terne desmiche,
(b) 18 i cui assi sono le coppie di generatrici e direttrici della qua-
drica fondamentale che si appoggiano a due spigoli opposti delle ter-
ne: 2 soluzioni per ogni coppia di tali spigoli).
() 12 i cui assi si costruiscono prendendo una coppia di spigoli op-
posti del tetraedro fondamentale e trovando le intersezioni di due

Fra queste citeremo prima di tutto il tipo (

individua: le altre invece le permuteranno. Onde, probabilmente, tali oo® cfz. di Kummer
8i divideranno in tanti gruppi di elementi proiettivi. E i legami ohe certamente sussisto-
no fra le varie cfz. pit volte tetraedroidali si esprimeranno molto opportunamente me-
diante tali proiettivitd (Bertini. Sulle efz. di Kummer pin volte tetraedroidali: ist. lomb.
1896). Naturalmente puod dirsi altrettanto delle sup di Kummer di cui le precedenti sono
le cfz. singolari, degli co* complessi quadratici relativi, di quelli, fra essi, che sono com-
Plessi di Battaglini ecec.

Oraxy 19

p
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pia da 4 soluzioni).

4° 44 omografie assiali divise in due specie: 4
(a) 32 di cui I’asse di punti uniti & una retta h, I’asse di piani uniti‘-,‘
& I'l’ reciproca. Ogni coppia h, &', di rette reciproche da due soluzioni, -
(b) 12 di cui Vasse di punti uniti e uno spigolo del tetraedro fonda-

aventi gli stessi elementi uniti.
5° omografie dotate di soli 4 punti uniti e divise in 4 specie: X
(a) 36 i cui punti uniti sono: due vertici di uno stesso tetraedro della
terna fondamentale e i due punti d’incontro con la quadrica dello spi-
golo opposto. — Ogni coppia di spigoli opposti da due soluzioni, per
ogni soluzione c¢i sono due omografie con gli stessi punti uniti. ;
(b) 32 i cui punti uniti sono: un vertice del tetraedro fondamentale,
il punto d’incontro con la faccia opposta di una retta h per esso ver-
tice, e i due punti d’incontro con la quadrica della 2’ reciproca. —
Ogni vertice da 4 soluzioni. Ogni soluzione da due omografie con glig;"
stessi punti uniti. -
(¢) 12 i cui punti uniti sono tutti sulla quadrica. Ogni coppia di rette
sghembe della quadriea, appoggiantesi a due spigoli opposti del tetrae-
dre fondamentale, dd una soluzione e per ogni soluzione due omogra-
fie ecc. :
(d) 12 i cui punti uniti sono: due vertici della terna associata situati
su di uno stesso spigolo del tetraedro fondamentale e i due punti d’in-vi‘

contro con la quadrica dello spigolo opposto. — Ogni coppia di spi-
goli opposti del tetraedro fondamentale di 2 soluzioni e per ciascuna
si hanno 2 omografie ecc. L

Queste omografie si possono poi distinguere in due categorie: 1° quel-
le che presentano carattere simmetrico rispetto a ogni tetraedro della ter-
na (1, 2 (b), 3 (a) (b), 4 (a), 5 (a)) tali ciot che mutano in se ogni tetrae-
dro della terna. Esse corrispondono alle sostituzioni

( Tyy Xy T3y Ty, )
T2k, ko, T, E
quando il numero dei segni cambiati ¢ zero, o due; 2° quelle rimanenti
che mutano in se (A) e scambiano (B) con (C) (2 (a), 3 (¢), 4 (b), 5 (b)
(¢) (d)) queste ultime corrispondono alla sostituzione k

( Doy ' 1 gy o gy "”47)

T oo, o, o, + %



SOPRA LA CONFIGURAZIONE DESMICA. 291

quando il numero dei segni cambiati & uno solo.

9. — Si passa ora, molto semplicemente, alle omografie che mutano
la terna in se. Perche ognuna di esse, o manterra in se almeno un tetrae-
dro della terna e rientrera quindi in quelle studiate, ovvero permutera i
tetraedri della terna portando ad esempio (A) in (B), (B) in (C), (C) in (A).
Non rimarra che a studiare quest’ultime, (1) — Tutte insieme costituiran-
no manifestamente un sottogruppo delle omografie di cui @ parola mnella
nota del N° 7 e potranno giovare nello studio delle c¢fz. tre volte tetrae-
droidali relative alla terna, dei tetraedroidi corrispondenti, dei complessi
di Battaglini relativi ecc.

(1) Un esempio di queste ® Iomografia biassiale equianarmonica di cui gli assi sono
le due rette ho di Veronese (loc. cit. No 18) che si appoggiano a 4 rette h sghembe a due,
a due.

dmakidi et







ALCUNE OSSERVAZIONI
SOPRA LA CONFIGURAZIONE DI KUMMER

[Giorn. di Mat.ca Vol. XXXVI. 1897]

Esse riguardano due punti essenziali.

Il 1" si riferisce alla questione seguente:

Dati sei complessi lineari, a due, a due, in involuzione, nel modo piu
generale possibile, fra le varie oo® configurazioni di Kummer che essi in-
dividuano ve ne saranno alcune che abbiano piu di due punti singolari
in linea retta?

Consideriamo una qualunque di tali oo’ configurazioni e sia P, uno
dei suoi punti singolari. — E noto che si passa da P, agli altri 15 punti
singolari per mezzo delle 15 involuzioni gobbe stabilite dalle 15 coppie di
direttrici fondamentali. — Se si esige che nella configurazione ci siano due
punti P,, P, in linea retta con P, , bisogna evidentemente che da P, par-
ta una retta che si appoggi a due coppie di direttrici. — Ora due coppie
di direttrici, o appartengono a uno stesso tetraedro, o a una stessa serie
rigata fondamentale. — Nel 1° caso una retta che si appoggi a entrambe
¢ uno dei due spigoli rimanenti del tetraedro medesimo, cioé & una diret-
trice e quindi la efz. nascente da P, ¢ degenere: nel 2° caso se il punto
P, ¢ sulla quadrica e giace fuori di qualsiasi direttrice fondamentale la
cfz. che nasce e particolare senza essere degenere.

La quadrica fondamentale Q suddetta, sulla quale giace P, , contiene
6 coppie di direttrici appartenenti, a tre, a tre, alle due serie rigate, di cui
Q & sostegno: ne viene che da P, partono due rette ciascuna delle quali
contiene altri 3 punti della cfz. medesima. Siano P,, P;, P, quelli situati
sopra una di esse e P., P, P, quelli sull’altra. Le rimanenti 9 coppie di
direttrici sono rette reciproche rispetto a Q. — Cid significa che anche i
9 punti rimanenti della cfz. giacciono sulla Q medesima. Il costruirli &
ovvio: basta ad es.: giovandosi delle 3 involuzioni gobbe che da P, han-
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no servito a determinare P,, P;, P,, partire da P;, o Pg, o P,z i 9
punti che si trovano si vede subito che non solo si trovano sopra rette
di Q uscenti da P,, o Py, o P,, ma anche sulle rette di sistema con-
trario passanti per P,, P;, P,, onde la cfz. si compone dei 16 punti e 16
piani individuati da 4 rette di un sistema e 4 dell’altro della stessa qua-
TR drica Q. Dunque:

« Se si obbliga una configurazione di Kummer ad avere 3 punti singo-
lari in linea retta, senza degenerare, essa generalmente viene a comporsi dei 16
punti e 16 piani individuati da 4 generatrici e 4 direttrici di una stessa
quadrica. Ogni piano singolare contiene 7 punti singolari, per ogni punto
singolare passano 7 piani singolari. — La superficie di Kummer si riduce
alla quadrica contata due volte ».

Dati 6 complessi lineari in involuzione, mentre le configurazioni di
Kummer degeneri nascono, come é ben noto, dai punti situati sulle direttrici
e le cfz. traedroidali nascono dai punti situati sulle faccie dei tetraedri fon-
damentali. le cfz.t della specie ora stabilite nascono dai punti delle quadriche
fondamentali che giacciono fuori delle diretirici suddette, e quindi costitui-
scono una o’ (divisibile in 10 classi).

Finalmente in forza di un teorema recentemente dimostrato sulle cfz.
di Kummer (1) si puo anche dire:

« Se si assoggetta una (164 ,16;) dello spazio ad avere pin di due pun-
ti in linea retta, essa diviene generalmente una (16,,16,) ¢ i 16 punti e @
16 piani appartengono, a 4, a 4, a 8 rette costituenti due quaderne di diverso
sistema di una stessa quadrica (2) ».

1. In questa seconda parte ci proponiamo, in sostanza, di costruire
la figura dei 6 punti singolari in un piano singolare di una cfz. di Kum-
mer pitt volte tetraedroidale (3) mediante semplicissime considerazioni di
geometria piana, indipendentemente quindi da qualsiasi processo inerente
alle configurazioni di Kummer medesime e all’insieme della figura costi-
tuita dalle 30 direttrici relative. Anzi per questo noi porremo la questione
semplicemente nei termini seguenti. — Sia data una conica, e per brevita
di locuzione, si dica che per 6 punti di essa si puo far passare un siste-
ma ¢ quando i punti medesimi si trovino, a due, a due, sopra tre rette pas-
santi per un medesimo punto. Quanti e quali sistemi o si possono far

(1) MARTINETTL. — Sopra le ¢fz. di Kummer (Vol, XXXV di questo giornaie,.
(2) MARTINETTL. — Le cfz. (84, 8,) di punti e piani (Vol. XXXIV id. N. 15).
(3) RoHN. — Einige specielle Fille der Kummer’ schen Fliche (Berichte der k. sichs.
Gesellschaft der Wissench. Mai 1884.
SEGRE — Sur un cas particulier de la surface de Kummer: ibid.).
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passare per 6 punti opportunamente scelti sopra una conica? - Come gia
si ¢ detto risolveremo la questione senza usecire dal piano della conica e
per questa via stabiliremo che i casi presentati dai piani singolari delle
configurazioni di Kummer piu volte tetraedroidali sono effettivamente i so-
li possibili. Questo risulterebbe anche dall’osservare i varii modi con cui
¢ elementi possono formare una involuzione (veggasi Segre loc. cit. pag.
133).

Alla locuzione gia introdotta relativa ai sistemi ¢ aggiungeremo
quest’altra, A seconda che troveremo esistenti uno, due, tre,... sistemi o
per un medesimo esagono diremo che esso e rispettivamente mono-esagono,
bi esagono, triesagono ecc.: indicheremo col nome di conica fondamentale
e con la lettera ¢ quella in cui e iscritto 'esagono medesimo. — Quando
i sistemi ¢ sono pit d’uno vedremo che le rette che ne congiungono i
centri (punti di concorso delle tre rette di ogni sistema) si distinguono
in due specie. Alcune di esse contengono tre di tali pun'i; le altre due
soltanto. Le chiameremo rispettivamente le rette ! e le rette k della cfz. (1).

2. La costruzione del mono-esagono ¢ ovvia. Un sistema qualsiasi di
tre rette, uscenti da un punto, taglia la ¢ in un mono-esagono. Andiamo
al bi-esagono. — Per questo, si ricordi che «se i lati di ordine pari di un
esagono ordinato passano per un punto e i lati di ordine dispari per un
altro, le diagonali principali si tagliano in un terzo che & il centro di
collineazione della proiettivitd stabilita fra i fasei di lati pari e dispari.
Cio significa che due sistemi ¢ non aventi alcuna retta comune traggono
seco di conseguenza la esistenza di un terzo sistema o non avente comu-
ne alcuna retta coi primi due: e si ha cosi un gruppo di 3 sistemi o tali
che uno qualunque di essi consegue dagli altri due. — Se dunque un bie-
sagono esiste, i due sistemi ¢ debbono avere una retta comune altrimenti
il biesagono diviene triesagono.

Per costruire un biesagono si prendano due punti conjugati rispetto
2 ¢ come centri di due sistemi o. Sulla congiungente quei due punti stan-
no due vertici: gli altri 4 si trovano sopra due rette passanti per uno
dei punti conjugati (e quindi sopra altri due passanti per laltro). — I si-

(1) KLEIN. — Zur Theorie der Linien complexe der ersten und zweiten Grades. — (Math.
Ann. B. 2 n. 8).
STEPHANOS. — Sur les systémes desmiques de trois tétraédres (Bullettin des sciences
math. et astr. 1897).
VERONESE. — Sopra alcune notevoli cfz. di punti, rctte e piani. — (Mem. Ace. Lincei
1831).

BERTINI. —— Le ¢fz. di Kummer piu volte tetraedroidali. (Rendic Istit. Lombardo, Se-
rie II vol. XXIX 1896).
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stemi ¢ sono ¢, =12, 34, 56, 0, = 12, 36, 45. — Un bi-esagono contiene
due mono-esagoni, non possiede rette !, possiede una retta & (1).

3. Andiamo ai triesagoni. — Ricordando il teorema citato al principio
del numero precedente, si vede subito che, per realizzare un tri-esagono,
basta costruire un esagono soddisfacente alle condizioni del teorema mede-
simo e contemporaneamente esigere che i 6 vertici siano sopra una coni-
ca. — Si prova facilmente che questa ultima condizione porta che i tre
centri dei tre sistemi ¢ siano in linea retta e viceversa: cio si ottiene se
il fascio dei lati pari e quello dei lati dispari sono prospettivi.

Dunque, per costruire un triesagono, si prendano, in due fasei di rag-
gi prospettivi, tre coppie di raggi corrispondenti aa’,bdb’,ecc’, I punti
ab’ ,a'b yac’ ya'e ,be’ ,b'c sono i vertici del triesagono. Designandoli colle
notazioni solite 1, 2, 3, 4, 5, 6, i tre sistemi o sono: '

0,=12,34,56 ; 0,=23,45,16 ; o, = 14,25, 36.

I tre centri relativi U, , U,, U, sono sopra una retta I(2). Non ci sono
rette h. :
Un triesagono contiene 3 mono-esagoni, ma niun bi-esagono (N° 2).
Per i centri U, ,U,, U; e per i vertici del triesagono passano le cu-
biche seguenti ognuna composta di 3 rette:

12, 45,36 ; 34,25,16 ; 56, 23, 14

e passa anche la cubica composta della conica ¢ e della retta h. — Dun-
que queste cubiche appartengono tutte a un medesimo fascio di cui i
punti suddetti sono punti base. Inoltre, ciascuna delle omologie armoniche
di cui & centro uno dei punti U,,U,, U; e asse la polare rispetto a ¢
cambia in se la conica ¢ e il triesagono e quindi taglia & nel coniugato
armonico del centro considerato rispetto agli altri due. Dunque i punti
U,,U,, U; sono flessi per tutte le cubiche del fascio; per tutte il triesa-
gono ¢ un esagono di Steiner (3) e finalmente la conica ¢ taglia la retta
h mnel gruppo hessiano di U, U, U,

4. Possiamo dunque dire che:

« I vertici di un triesagono sono gli ulteriori punti base di un fascio
di cubiche aventi fuori di esse tre flessi comuni».

(1) E la retta h che si trova in ogni piano singolare di nna cfz. di KuMMER due
volte tetraedroidale.

(2) E la retta I che si trova in un piano singolare di una cfz. di KUMMER tre volte
tetraedroidale.

(3y Cf. p. es. CLEBSCH-LINDEMANN. pg. 340.
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La condizione che questi ultimi siano in linea retta viene di conse-
guenza (essendo il triesagono iscritto in una conica). — Nessuno degli altri
6 punti base (vertici del triesagono) & flesso in generale: se pero lo & uno,
lo sono tutti. — Cio risulta facilmente giovandosi prima della osservazio-
ne seguente: se tutte le cubiche di un fascio hanno un flesso comune,
hanno a comune anche la polare armonica del flesso e considerando dopo
che da questa osservazione discende subito che se tutte le cubiche di un
fascio hanno due flessi comuni, ne hanno un terzo pure comune a tutte
sulla retta che unisce i primi due.

Cid completa la risposta che, in parte, poteva gia darsi alla questione
seguente:

«Dei 9 punti base di un fascio di cubiche, quanti di essi possono esser
flessi per ogni curva del fascio? 3

Pud esserlo evidentemente uno solo senza che lo siano gli altri. — s
Possono esserlo tutti e si ha il fascio sizigetico. — Resulta adesso, dalle R
considerazioni precedenti, che, all’infuori dei due casi suddetti, non v’& '
altro caso che quello fornito dai fasei aventi 3 flessi comuni.

5. Noteremo infine, prima di passar oltre, che il triesagono preceden-
temente costruito non proviene dal biesagono per l'aggiunta di un siste-
ma o. — Se si aggiungesse un sistema ¢ al biesagono si vedrebbe facil-
mente che esso non potrebbe avere comune con I'uno e D’altro dei siste-
mi o gia esistenti, una retta e quindi Paggiunta di un tale sistema por-
terebbe di conseguenza l’aggiunta di un 4° sistema o e il biesagono di-
verrebbe tetraesagono.

6. Passiamo al tetraesagono. Vediamo di costruirlo partendo prima
dal biesagono con l’aggiunta di un sistema o. — Sia il biesagono del N° 2

o, =12, 84, 56 ; o,=12, 36, 45.

Il sistema o da aggiungersi non pud contenere evidentemente la b < 5
retta 12 comune ai primi due, non puo avere una retta comune con ’uno
e una con l’altro, altrimenti il centro del nuovo ¢ sarebbe un vertice: per
cui rimangono due casi: o il sistema suddetto ha una retta comune con
uno dei due sistemi ¢ gia esistenti e non I’ha con l’altro: ovvero non ’ha g 1
con entrambi. — Nel 1° caso aggiungendo ad es. il sistema S

o, = 34, 15, 26.
si trova come conseguenza di o, e oy il 4° sistema o, = 13, 24,56 e nes- 2RSL
sun altro sistema o. — Si perviene cosl al tetraesagono simbolico o
g, =12, 36, 45
o, =12, 34, 56 , o= 34, 15, 26
o, = 13, 24, 56,
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I tre sistemi o, 0,0, individuano un medesimo triesagono, cio¢ uno di
essi & conseguenza degli altri due. — Invece o, 0,,0, 05,0, 6, sono 3 bie-
sagoni, ossia ¢, ha una retta comune con ciascuno dei sistemi rimanenti
0y, 0,0, — Dimostreremo poi che questo tetraesagono non e realizzabile
solo coi simboli, ma anche geometricamente.

Nel 20 caso aggiungendo ad es. il sistema o;= 23, 15, 46 si vede
che, in conseguenza, si hanno altri tre sistemi o.

Di guisa che si hanno i 6 sistemi o¢:

]
]
]
o,=12, 34, 56 o,=12, 36, 45 ., =12, 34, 56 o,=12, 36, 45 1
23, 15, 46 ; o5 = 16, 24, 356 ; o, =14, 26, 45 i
16, 24, 35 ¢, =13, 25, 46 o, = 13, 25, 46

g, = 23, 15, 46 ; o,

o, =14, 26,35 o

[l

l
If

ma allora la fig., anche se realizzabile, non e un tetraesagono, ma un
esa esagono e la discuteremo a suo tempo (N 11).

7. Nel numero precedente abbiamo costruito in simboli un tetraesa-
gono partendo dal bi-esagono. - Dimostriamo adesso che partendo dal trie-
sagono si trova il medesimo tipo simbolico gia ottenuto. — Per questo si
riprenda il triesagono del N° 3

o, =12, 34, 56 ; o0,=23, 45, 16 ; o;= 14, 25, 36 (@)

e si aggiunga un sistema o. — Per esaminare quali casi differenti puo por-
tare laggiunta di questo sistema, si osservi che delle 15 combinazioni, a
a due, a due, dei 6 simboli 1,2, 3, 4, 5, 6 rimangono disponibili,
oltre quelle contenute in ¢, ,0,,0; le seguenti:

13, 15, 24, 26, 35, 46. (b)

I1 nuovo sistema ¢ da aggiungersi non puo esser composto di tre ret-
te, scelte fra quest’ultime, perché e impossibile sceglierne tre, cosi che due
qualunque di esse non abbiano un indice comune. E neppure puo esser
composto di due rette (a) e di una (b) perche, di due rette appartenenti
a diversi sistemi scelti fra o,,0,,0; e prive di indici comuni, qualcuna
di esse ha comune un indice con le ().

Rimangono dunque due casi: o il nuovo sistema ¢ € composto di 3
rette (a), o di due rette («) e una (b). — Ebbene si riconosce subito che
questi due casi danno luogo rispettivamente alle medesime cfz. simboliche
prodotte dai due casi del numero precedente.
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8. Dunque l'unico tipo di tetraesagono e il seguente:
6, =12, 36, 45,
o, =12, 34, 56 ; o,= 34, 15, 26,
o, =13, 24, 56.

Per costruirlo si prenda un quadrangolo completo A1B2 e se ne co-
struisca il quadrilatero polare. I 4 vertici 3, 6, 5, 4 che si trovano rispet-
tivamente sopra Al, A2, B1, B2 insieme ai punti 1, 2, costituiscono il

tetraesagono richiesto. — I centri di prospettiva sono rispettivamente
U, =A1-B2 per 13 , 24 , 56,
U,=A2-B1 » 15 , 34 , 26,
e U;,=12-U, 0, » 12 , 36 , 45,
U,=AB-12 » 12 , 34 , 56.

Un tetraesagono contiene 3 bi-esagoni, e un triesagono; e determina
tre rette & concorrenti in un punto, e una retta I (1).

9. Il penta esagono non esiste (2).

Infatti si e gia veduto che aggiungendo un sistema o al bi-esagono
o al triesagono si e condotti necessaviamente al tetra-esagono, o all’esa-
€sagono.

Dunque se il penta-esagono esiste si deve potere ottenere dal tetra-
esagono con Paggiunta di un sistema o. Riprendiamo il tetra-esagono del
N° precedente

gy =12 , 36 , 4b,
o, =34 , 15 , 26, g, =12 , 34 , 56.
o, =13 , 24 , 56,
Le combinazioni che rimangono sono:
14 , 16 , 23 , 25 , 35 , 46.
Il nuovo sistema ¢, da aggiungersi, presentera, rispetto al triesagono
Oy 03, 04 i due casi gia considerati al N° 7. E quindi o quel triesagono
diventa un esa-esagono del medesimo tipo simbolico di quello trovato alla fi-

ne del N° 6, ovvero il sistema ¢ da aggiungersi e del tipo oy =36 , 15 ,

(1) Un piano singolare di una cfz. di Kummer 4 volte tetraedroidale, contiene tre
rette h concorrenti in un punto M, e una retta L

(2) Non esistono configurazioni di Kummer cinque volte tetraedroidali (BERTINI, loc,
cit. pag. 4)

A
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24: ma in tal caso o, e o individuano, per conseguenza, il sistema o=
13 , 26 , 45 e siamo condotti all’esa-esagono:

0, =36 , 12, o, =12, 34, 56
o; =34, 15, 26 - 0,=236 , 15 , 24

aje= 18§ M 0y == 185 20, 1y 4

10. Abbiamo trovato due tipi simbolici diversi fra loro per l’esa-esa-

gono. Uno & quello ottenuto alla fine del N° 6, un 2° & quello del N° pre-
Cedente.

Ma quest’ultimo non & realizzabile geometricamente. Infatti, ripren- j
dendo le notazioni del N° 8 e ponendo

AB:36=0C , AB.U,U,U,=D

si vede che si ha
(ABU,D)=—1 , (AU, CD)= —1.

Se potesse esistere ’esa-esagono del N° 20 dovrebbe esistere ad es.

o5t ma 15 e 24 si tagliano in B. Dunque dovrebbe coincidere B con C e
allora troveremmo

(ABU,D)= —1

cido che & manifestamente assurdo.
11. Rimane dunque l’esa esagono simbolico:

(AU,BD)=—1

o,=(12 , 34 , 56)...T, o

2

il

G5 TR AR |

oy == (08 AR A8 5 Ty 65

i
Lo
@

15 , 46... T,

I

o3 =(14 , 26 , 35)... U, b s 40 B0 350

g, =(12 , 34 , 56)...T, o, =12
05 = (16 , 24 , 35)., U, ; dy==14 , 96 . 3608
o, =(13 , 25 , 46... T, l0y=13 , 25 , 46... T,

dove i simboli U; indicano i rispettivi centri di prospettiva. Per realizza- 70
re geometricamente una figura siffatta si prenda « la conica dei 14 punti»
di un qualsiasi quadrilatero completo (1). Essa taglia il trilatero diagonale

(1) Ciod la conica che taglia ciascun lato del quadrilatero ne: gruppo hessiano dei
tre vertici.
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nei vertici dell’esagono richiesto (1). I punti U; sono i vertici del quadri-
latero. E infatti basta osservare che la fig. cosi costituita € un mono-esa-
gono, rispetto a ogni vertice del quadrilatero, il che risulta immediatamen-
te considerando che 1’intiera configurazione ¢ mutata in se stessa dalla
omologia armonica di cui & centro e asse un vertice del quadrilatero e la
sua polare rispetto alla conica in discorso. Dunque:

La conica dei 14 punti di un quadrilatero taglia le sue diagonali nei
vertici di un esa-esagono.

« Un esa-esagono contiene 4 triesagoni e 3 biesagoni e individua quin-
di 4 rette 1 e tre rette h: queste ultime sono le diagonali del quadrilatero
formato con le prime (2). Un esa-esagono mon contiene tetra-esagoni (3).

11 trilatero diagonale del quadrilatero delle ! ¢ autoconiugato rispetto
alla conica ¢. Segue che un esa-esagono non pud essere completamente
reale perche tali sarebbero il trilatero suddetto e la conica ¢, ma un tri-
latero reale autoconiugato rispetto a una conica reale non la taglia cer-
tamente in 6 punti reali.

Quindi

« Fino a tutto il tetra-esagono la cfz. puo essere completamente reale.
L’esa-esagono mon puo essere completamente reale ».

12. In ultimo, osserveremo che la risoluzione del nostro problema non
puo spingersi al di 1la dell’esa-esagono. — Infatti si aggiunga all’esa-esa-
gono un sistema o. Il centro di questo sistema e la polare rispetto a ¢
saranno centro e asse di una omologia armonica che trasforma in se tutta
la fig. e quindi anche il quadrilatero delle I. Ma tale omologia non puo
essere una di quelle che ha per centro un vertice del quadrilatero e per
asse la polare rispetto a ¢ perche esse sono relative ai 6 sistemi o gia e-
sistenti nella fig. Dunque tale omologia avra il centro in un vertice del
trilatero diagonale e avra per asse il lato opposto. Ma in un vertice di
questo trilatero non puo giacere certamente il centro di un sistema ¢ quan-
do si pensi che i 6 vertici debbono appartenere, a due, a due, ai lati del
trilatero medesimo.

Dunque:

« Al di la dellesa-esagono il problema non é risolubile » (4).

(1) SEGRE: loe. cit. p. 134

(2) Un piano singolare di una ofz. di KUMMER 6 volte tetraedroide contiene 4 rette
l e tre rette i cosi che le ultime sono le diagonali del quadrilatero formato con le prime.

(e B Cette surface de Kummer, qui est tétraédroide six fois, n’est pas un cas
particulier de celle qui est 4 fois tétraedroide..... (Segre loc. cit. .

(4) Non esistono cfz. di Kummer che siano piu di sei volte tetraedroida’i (BERTINI
loc. cit. p. 4).







SOPRA UNA CERTA CONFIGURAZIONE DI PUNTI E RETTE
RELATIVA ALLA QUARTICA PIANA

[Rendic. Istit. Lomb. 1898]

Abbiasi una quartica piana generica e si consideri una sua bitangen-
te qualunque. Essa & incontrata dalle altre bitangenti in 27 punti. — La
cfz. formata con le rette polari di questi 27 punti ¢ loggetto di questa
breve noticina.

S’indichi con p; una tal retta. E si osservi intanto che la retta pola-
re di un punto qualunque, situato su di una bitangente, taglia quest’ulti-
ma nel coniugato armonico del punto suddetto rispetto ai punti di con-
tatto della bitangente colla quartica e quindi la retta p; del punto comune
a due bitangenti & polare rispetto a qualsiasi conica che passi per i 4
pu