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AL LETTORE 

ll 1° Novembre dell'anno decorso 1936 ho compiuto 50 anni 
di servizio attivo (non mai intm·rotto) alle dipendenze dello Stato, 
p1·i1na assistente 'ltniversitcwio, poi insegnante di scuole rnedie e 
dopo Professore d'Università. Ecco il titolo di benemerenza al 
quale io tengo più d·i ogni altro (e il Lettore scusi la immodestia di 
questa mia dichiarazione pensando che la vanità è un vizio che 
cresce col crescere degli anni, secondo un ben noto detto Man­
zoniano). 

1l resto poco conta. · 
Ma, per gli antici e conoscenti che deside'rano qualche altro 

dettaglio, posso aggiungere che sono nato a Rocca S. Casciano 
(Forlì), il 7 Ottob1·e 1864, da Fede'rigo e Clorinda Mengozzi, 
miei primi e incomparabili educatori, che ho pm·corso le scuole 
medie tecniche a Forlì e che mi sono laureato a Pisa in mate­
matica te01·ica (e sotto la guida sapiente di RrccARDO DE P AOLIS) 

nel Decentbre 1886 (ma fino dall'inizio del Novembre precedente 
ero già assistente del PROF. A. NARDI-DEI). 

Primo di sei figli maschi e in condizioni difficili di fa,miglia 
dovetti provvedere a 1ne stesso, nel periodo universitario, vincendo 
per concm·so, una bm·sn di studio Lavagna alla quale poi si 
aggiunse il titolo di allievo della R. a Scuola Nm·male Su p. re di 
Pisa, titolo che ha sempre lusingato assai il mio amor proprio 
e che costituisce il più ambito 'ricm·do della mia lontana gioventù. 
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Dalla clipendenza del compianto PROF. NARDI-DEI, passai a 
q~tella del PROF. R.mcARDO DE PAOLIS col quale iniziai la mia 
vita di studioso, divtrwndo poi coadi,uto're di EUGENIO BERTThTI 

che mi fu Maestro insuperabile di scienza e di vita e col quale, 
in seg1tito, strinsi vincoli dolcissimi di pa-rentela (un rnio fratello 
avenclo sposato la figlia di Lui). 

Nel 1898, pe'r rniglio1·m·e le condizioni economiche della mia 
fantiglùwla (avevo nel frattempo sposato mia cugina Isolina Oiani) 
accettai un posto d'insegnante di Mrdernatic(t nel R.0 istit,uto 
tecnico di Messina e (dopo nn anno) fui t't·asferito in quello di 
Milano, jinchè nel 1906 mi 'riuscì finalmente (e pm· effetto di 
cmworso) di essere nontinato P1·of. di Geometria p1·oiettiva nella 
R. a Università di Genova 1·ealizzanào così il sogno che ho semp1·e 
accarezzato, .fino dall'inizio della 1nia can·im·a scolastica, quello 
cioè di insegnm·e Geometria dalla catted1'{t Univm·sitaria Italiana. 

« L' anwre del natio lo co » m'indU8se (dopo 20 anni di pm·­
mmtenza a Glnova) ad accettm·e le otfe'rte di amici e colleghi 
Fiorentini (primi, f1·a tutti, ANTONIO G ARBASSO e Gurno 
PELLIZZARI) che mi p1·oposm·o il t'l·asfm·imento nella R .a Uni­
versità di Fù·enze (allm·a alla1·gatasi dal vecchio e glm·ioso 
istituto di st~tdi supm·im·i di pmfezionamento) e quì, a Fi'l·enze, 
in questa incmnpm·abile e degna sede di studi (dopo 13 anni di 
pm·manenza) nti ha colto c1·udele, imp'l·ovviso, inaspettato, il de­
m·eto che, da 75 anni di età, ha abbassato a 70 il limite massimo 
da 'l'aggiungm·e per il collocamento a riposo dei p1·ofessori ~tni­
versita?·i. Leni'lnento a tanto dolore mi ha recato l'amorevole 
bontà dei miei cm·issimi colleghi che mi ha concesso, quale p'I'O­
fessore mnerito, di contimtm·e nel mio ~rfficio ancm·a per due anni, 
ma la g1·ave malattia (fo1·se ù-reparabile !) di mia moglie che 
nl-i f~t sempre contpagna amorOSi~ (senza alcuna mtbe !) per· oltre 
44 anni di vita felice, . mi toglie ormai quella serenità di animo 
che è indispensabile per compie're coscienziosamente l'u.fficio d'in­
segnante e vado q~tindi a rifugiarmi e cela1·mi fra le montagne 
del mio Appennino (nella mia casa avita e solitaria) in attesa 
serena del ter1nine che Dio mi ha segnato ! 
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Di cw che si suol chiama're la p1·op'r·ia p1·oduzione scientifica, 
contenuta nelle pagine che seguono, chiedo venia al Lettm·e se 
mi permetto di segnalare t1·e punti che io riguardo con una certa 
compiacenza patenta! 

1l p1·ùno è costituito dalla configurazione delle 1 O bitangenti 
di una quartica piana di genm·e 3 che si ottiene esclu,dendo dalle 
totali 28 quelle che compongono un g1·uppo di 2a specie (1). Q·uesta 
configurazione parve così intm·essante a ttn collega, straniero 
(il PROF. E. Tr 1ERDING della Università di SM·asbtt1·go) da 
propor1·e di chiamarla col mio nome: (Cianische Drei-Drei} (2). 

Il 2° punto considera le biquintuple di rette dello spaz·io a 
tre dimensioni (che fm·se rectlizza un p1·oblema di statica) (3). 

1l 3° è l'esagono di P .ASCAL dello spazio a 4 dùne·nsioni (4._). 
Nel chiudere questi b1·evi alttobiografici non posso a nwno di 
mandare un caldo saluto ai miei cari colleghi e alla Facoltà di 
Scienze di questa Univm·sità la quale lta voluto conb·ibuù·e alle 
spese di stampa dei present'i volnmi, non che alla Ditta editrice 
« la Gedam :. che ha dato loro una veste tipog·rafica appropriata 
e di mia piena sodd·isfazion e. 

Nè posso tacere di ricm·dm·e, con vivo cornpiacimrnto, quelli 
che jtt'rono m,iei allievi (e coadiutm·i) alcun·i dei quali hanno 
raggi'unto posizioni eminenti e di alto comando, o nelle an~mini­

strazioni dello stato, o nell'industria p'rivata, o infine nel pubblico 
insegnamento. È poi natlwale che, per a.ffinitcì di tendenze e d·i 
tempe'ranwnto, io mi compiaccia più pa1·ticolannente di questi 
ultimi segnalando fra di lm·o quelli (lau1·ectti ·in J.Jfatenutt·ica) che 
raggiunsm·o, insieme alla catted1·a universitaria, posizioni cospicue 

(l) «Sopra le serie quadratiche di coniche ilwUuppanti la quaTtica piana » 

N. 27 e 28 a p. 223 e seguenti del 1° volume. 
(2) E. TIMERDING: « Uebe1· die (fi·uppil'ungen de1· Doppeltangenten einer ebenen 

Curve vierte1· Ordnmung. (Crelle Bd. 122, p. 223 e seg.ti). 
(3 ) SopTa i gntpp_i finit·i di collineaz!oni qttaternarie oloedricamente isouwrji 

con quelli dei poliéclri 1·egolari, p. 423 e anche p. 873. 

(4) U1~a inte,-pretazione geometrica del yntppo totale di sostitu.zeioni sop1·a sei 
element·i, p. 589 e seg. ti. 
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nel mondo scientifico così che, dichim·andoli in o'rd!ine m·onologico 
(e a causa di on01·e) ne dico quì i nomi seguenti : FEDERI GO 

ENRIQUES, dell' Univm·sità di R 01na, CARLO RosATI, ONORATO 

NICOLETTI entrarnbi dell' Univm·sità di Pisa, G u rno F BINI 

dell' Univm·s~ità di :.ro'rino e GruLio RACAH dell' Univm·sita eli 
Fù·enze (e pur troppo e « ingiustmnente ~ i l 2° e il 3° eli essi 
rni sono prern01·ti !) . 

FiTenze, Università, Aprile clel 1937. 

E DGARDO CIANI 
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una d i Spoerri P isa 1922 e una della " Sten , Torino 1928). 
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LE SUPERFICIE RIGATE INERENTI A UNA LINEA 
A DOPPIA CURY A TURA C~) 

[TESI DI LAUREA] 

(Pisa 6. XII. 1886) 

[Giornale di Mate11~atica, I& serie. Vol. XXVII] 

Formule generali per qualunque superficie rigata. 

l. MOVIMENTI PER FLESSIONE. - Prima di intraprendere il nostro 
studio ci è necessario dare alcune formule che valgono in generale qua­
lunque sia la superficie rigata che si considera. 

Riferiamo perciò una tal superficie alle sue generatrici rettilinee e alle 
traiettorie ortogonali di queste chiamando con v l'arco di una traiettoria 
ortogonale D che assumeremo come direttrice e con 1~ 1a lunghezza di ge­
neratrice rettilinea contata a partire dalla direttrice D. allora se p, q, r 

sono le coordinate di nn punto mobile di D ; se l , 1n , n sono i coseni 
di direzione della generatrice che passa per il punto p , q , r l'elemento 
lineare della superficie assume la forma: 

ds2 = d1~2 + (M2 u 2 + 2 Nu + l) dv2 

dove 

N =~l'p' 

e gli apici indicano le derivate rispetto all'arco v della direttrice. 
Faremo inoltre le seguenti posizioni : 

N 
a---- !fl 

n I richiami di questa Memoria alla Geometria differenziale sono cosl numerosi e 
continui che io non posso fare altro che rimandare il Lettore al trattato ormai classico 
di «LUIGI BIANCHI >> nella Sna prima edizione di Pisa (E. Spoerri 1894). 

CIANI. 
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l" ?n" n" p" q" t·" 1" ?n" n" 

m n =P; ?n n + ?n n =Q; 

l' m' n' l' ?n' n' p' q' 1,1 

p" q" r" l' m' n' 

?n n =S; ?n n =T. 

p' q' r' p' q l r' 

È noto che a= 1t è l'equazione della linea di stringimento e {l è il 
coefficiente di distribuzione dei piani tangenti. 

Allora le sei funzioni che caratterizzano pienamente la superficie, a 
meno di movimenti nello spazio, sono le seguenti che noi seguiteremo a 
indicare con le notazioni in uso: 

E=l G = M2 u2 + 2 N1t + l 
D"= Pu~-f-Qu+S. 

VG 
Queste ei funzioni non sono completamante arbitrarie; fra di esse 

debbono passare le tre relazioni differenziali del Codazzi le quali, appli­
cate al nostro caso, divengono : 

(l) J (D" ) a ( D' ) 
o1t yG = av yG 

(II) 
aD' D' aVG 
au + VG "'BU= o 

D'2 iP y G 
yG=~ 

(ID) 

L'ultima ci dice che la funzione D' non cambia quando la superficie si 
deforma per flessione; dunque la l a ci esprime che per una tale defor­
mazione non cambia neppure la funzione : 

a
8
u (~) 

ossia, se con D0" s' indica, la funzione D", relativa a una deformata per 
flessione della superficie primitiva, si ha : 

D 0" =D" +q; (v) (G 
essendo q; (v) una funzione arbitraria della sola v, oppure una costante. 
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Ad ogni forma speciale della funzione q; (v) corrisponde una super­
ficie applicabile sulla primitiva e viceversa, di modo che tutte le defor­
mazioni per flessione della superficie vengono a dipendere da questa sola 
funzione q; (v) di cui si trova facilmente il significato geometrico rammen-

tando che se s' indica con ~ la curvatura normale delle u = cost. si ha 
u 

in generale, per coordinate ortogonali , 

l D" 
Ru -G. 

l 
Rappresentando quindi con Ru (o) la curvatura normale delle u = cost. do-

po che la superficie ha subìto un movimento per flessione, avremo: 

l D" + q; (v) yG 
R (O) = G 

u 

cioè 

l l q; (v ) 
Ru (O) - R u - y G . 

11 rapporto ; ~) ci indica dunque di quanto varia, nella flessione, la cur­

vatura normale delle traiet torie ortogonali delle generatrici rettilinee. 

2. Vogliamo ora mostrare come per la funzione q; (v), che serve a 
darci tutte le deformate per flessione, si possa prendere il raggio di 1• 
curvatura della direttrice. 

Infatti la (ID) sviluppata ci fornisce per D' 

Allora la (I) diviene : 

u2 
( 2NP - QM2

) + u ( 2P - 2M2S) + Q - 2NS = 

= { u2 (2N2 MM' - M2 NN' - M3 ~') + u (2N MM' - 2M2 N') + 

+ MM' - NN'~ . l . 
~ yMz+Nz 

Ma questa deve essere verificata identicamente se no avverebbe che la (I) 
sarebbe vera solamente lungo due linee speciali del1a superficie, lungo 
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quelle due le cui equa.zioni si otterrebbero risolvendo rispetto a u la 
precedente equazione di 2° grado. 

Avremo dunque le 3 relazioni differenziali 

2 NP - QM2 = j 2 N2 MM' - l\f2 NN' - l\f3 N' l l . 
l YM' -N21 

MM'-NN' 
Q --· 2NS= ; 

YM' - Nl 

di cui due solamente sono sono indipendenti. 
Ora, dalla posizione già fatta-, 

p" q" t•" 

1n n , =S 

p' q' t•' 

quadrando risulta : 

ma si ba 
I lp'= o 

perchè la direttrice è ortogonale alle generatrici, quindi 

I lp"=- N. 

(l) 

Dunque, se si rappresenta con e il raggio di 1• curvatura della di­
rettrice, sarà 

e dalle (l ) 

D 'altra parte le sole funzioni fra le 

E ; F;G p ; Q. S T 
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che variino, dopo che la superficie ha sublto un movimento pes fles· 
sione, sono 

p Q s 
perchè è 

Le funzioni M ed N neanche variano perchè si ha 

quindi le (2) precedentemente trovate ci rappresentano gli element i della 
superficie variabili, per movimenti di flessione, espresse per un altro ed 
unico elemento variabile che è il raggio di 111 curvatura della direttrice. 

3. EQUAZIONE DELLE ASSINTOTICHE. -L'equazione generale di que· 
ste linee, particolareggiata al caso nostro, si spezza in due : 

v = cost. 2 y M2 
- Nt • du + (Pu2 + Qu + S) dv = O. (l} 

Per una superficie deformata per flessione essa diviene quindi 

+ S + f{J (v) ~ dv = O • (2) 

Esiste una classe di deformate per le quali si conosce subito la forma 
della funzione fP (v) che le caratterizza. Queste deformate sono tutte quelle 
che si ottengono riducendo (come è sempre possibile) la superficie data 
a superficie di normali principali per una qualunque traiettoria ortogo· 
naie. Infatt i, dopo un tal movimente della superficie, l'equazione prece­
dente deve essere soddisfatta da 1t = k essendo k una costante, deve dun­
que essere: 

k~ ((P+ M2 fP (v)) + k (Q+ 2N fP (v)) + S + fP (v) = O 

e quindi 

e possiamo concluderne : 
« Nota una superficie rigata sono anche note t1ttte quelle deformate che 

<< si deducono da ettsa riducendola a supe~jicie di normali principali pm· una 
«qualunque traiettoria ortogonale delle genemtrici » 
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4. L'equazione delle assintotiche non s'integra che in casi particolari. 
Però è facile vedere come, data una superficie rigata S qualunque, esista 
un numero infinito di superficie rigate applicabili sopra S e per ognuna 
delle quali l'equazione delle assintotiche si riduca alle quadrature. In· 
fatti sia 

u = 1p (v) 

l'equazione di una linea tracciata sulla S. Questa linea si può rendere 
assintotica deformando la S : dunque esiste una couispondente forma 
della funzione cp (v) per cui questa deformazione si verifica e questa for­
ma si troverà ponendo u = 1p {v) nella (2) e risolvendola rispetto a cp (v). 
Si trova così : 

(v) = _ 2 V M2
- N2 

tp' (v) + P t "P (v)?+ Q 1p (v) + S ' . 
cp M2 (tp {v))2 + 2N 1p (v)+ l 

Ponendo allora nella t2) questa forma particolare della rp (v) otterre­
mo l'equazione delle assintotiche della deformata si ; ma di questa equa­
zione si conosce un integrale particolare 

u = 1p (v) 

quindi essa si riduce lineare del l 0 ordine e perciò alle quadrature. Dun­
que ad ogni forma speciale della funzione 1p (v) corrisponde una forma 
speciale di cp (v) e a questa una superficie si la quale gode la proprietà 
che le sue linee assintotiche si determinano con sole quadrature. 

5. SUPERFICIE RIGATE CONIUGATE. - Assumiamo per direttrice di 
una superficie rigata qualunque la sua linea di stringimento C. Indi­
chiamo con 

(cosa ' cos {3 ' cos r) (cos ~ ' cos 'YJ ' cos ~) (cos l ' cos fl ' cos v} 

rispettivamente i coseni di direzione della tangente, della normale prin­
cipale e della binormale di C ; con e e con r i raggi di l a e 2a curva­
tura. Si ha. quindi : 

l cos a + m cos {3 + n cos r = cos (J 

{l) l cos ~ + 1n cos 'YJ + n cos ~ = - e sen (J. (J' 

l cos l + m cos fl + n cos v = sen (J • y 1 _ Q2 e'z 

essendo (J l'angolo della tangente alla linea di stringimento con la gene­
ratrice rettilinea passante per il punto di contatto. 
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Intanto risolvendo rispetto a l ; 1n ; n le precedenti equazioni si trova: 

l = cos a· cos () + cos ~·e · sen () · ()' + cos l· sen () · V l - (/ 0'2 

ult = cos {3 • cos () + cos 17 • e · sen () · O' + cos w sen () · V l - (/ 0'2 

n = cos y•COS () + cos s·e·sen ().()' + cos V• sen ().V l-(/ ()'2 

Se s'indica con a l'angolo della binormale alla linea di stringimento con 
la normale alla superficie e con X ; Y ; Z i coseni di direzione di que­
st' ultima retta, abbiamo : 

X= sen a•COS ~ + COS a•COS À 

Y 7 sen a•COS 'fJ + COS a•COS P, 

Z = se n a· cos s + cos a· cos v . 

Moltiplicando la 2• delle (l) per sen a; la aa per cosa e sommando si trova 

cosa· V l - e2 ()'l= eO' sen a 

ossia 

f cosa 
() = -e- dv + cost. 

essendo dv l'arco elementare della direttrice. 
La formula precedente definisce per mezzo degli elementi e e a l'an­

golo delle generatrici sulla linea di stringimento. Viceversa si può dimo­
strare che, se per una linea C traeciata, su di una superficie rigata, si sa 
che l'angolo della sua tangente con la generatrice passante per il punto 
di contatto è la funzione definita dal 2" membro della formula precedente, 
tal linea C non può essere altro che la linea di stringimento della 
superficie. 

Infatti per questa linea deve essere 

( f cosa ) lcosa+mcosfJ+ncosy=cos -e- dv+ k , 

(/
cosa ) l cos ~+m cos 'fJ + n cos ç =cosa· sen -e- dv + k , 

( J 
cosa . ) lcosl+mcosp,+ncosv=sena•sen -e-dv+ k . 
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Risolvendo rispetto a l 1 tn 1 n , 

( f cos a ) ( f cos a ) = cos a cos --e- dv + k - cos ~ cos a sen e- dv + k + 

(Jcos a + cos l sen a sen -e dv + k ; 

( rcos a ) ( rcos a ) tn = cos {J·cos -e dv+ k - cos 1J cosa sen -e- dv + k + 

( rcos a ) + cos p,·sen a sen\ e- dv+ k ; 

( rcos a ) ( rcos a ) n=cosy•cos e-dv+ k -cosCcosa sen e-dv+ h + 

+ cos v•sen a sen (Jco;~ dv + k). 
Calcolando I l' cos a si trova : 

Il' cos a=O 

ciò che indica che la direttrice è la linea di stringimento. 
Possiamo quindi enunciare il seguente teorema : 
« La condizione necessaria è sufficiente ajjinchè la direttt·ice s·ia la linea 

« di stringimento è espressa dalla t·elazione : 

rcos a e= -e- dv + cost. 

<< essendo (J , a , e rispettivatnente l'angolo della tangente alla ·direttrice con 
<< la generatrice che passa per il punto di contatto; l'angolo della binonnale 
<< alla dit·ettrice con la nonnale alla superficie, il raggio di pt·ima ctwvatt~ra 
<<della direttrice ». 

6. Dal teorema precedente segue che se due superficie rigate si toc­
cano lungo la loro comune linea di stringimento e 01 e 02 sono rispetti· 
vamente gli angoli di questa linea con le generatrici dell'una e dell'altra 
superficie, si ha: 

!cosa 
01 = -e- dv+ cost. fcos a 

(}2 = -e dv + cost. 

e quindi 

/ 
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cioè: 
<< Se due superficie t·igate si toccano lungo la comune linea di stringi· 

« mento, esse hanno le generatrici con··ispondenti inclinate le 1tne sulle altt·e 
« di 1tn angolo costante >>. 

7. Dalla formula 

!cosa 
() = -e- dv + cost . 

per a = ~ si ha () = cost.: si ritrova così un riiiultato già ottenuto dal 
2 

Bo n n e t. « Se una linea di una supet'jicie rigata è contemporaneamente 
<< linea di st?'ingimento e geodetica, incontra le genet·atrici xotto angolo co· 
stante ». 

Per a = O si ha 

!dv 
0= e +cost. 

ossia: « La condizione necessaria e S1t_tficimtte perchè una linea di ttna su· 
« perficie rigata sia contemporaneamente assintotica e linea di stringi mento è 

eO' = 1 ». 

8. Le rette che passano per i punti centrali delle generatrici retti· 
linee di una superficie rigata e sono ognuna la posizione limite della per­
pendicolare comune a due generatrici infinitamente vicine costituiscono 
una superficie rigata che si chiama coniugata della primitiva. Viceversa 
questa è la coniugata della sua coniugata. Dalla definizione che si può 
dare del piano tangente a una superficie rigata, in un punto della sua 
linea di stringimento, risulta subito che due superficie rigate coniugate si 
toccano lungo la comune linea di stringiment{) (il pian tangente comune 
essendo il piano delle due generatrici corrispondenti). 

Due tali superficie costituiscono un caso particolare di quello consi-

derato al No 6; il caso di (Ji - 02 = ~ . 
9. Riferiamo una superficie rigata S0 alla sua linea di stringimento 

come direttrice e alle generatrici. Caratterizzando con l'indice l gli ele­
menti relativi alla superficie coniugata Si , avremo: 

da cui 

ll1 + 1nm1 + nn1 = O 

(l+ l'dv) l1 + (1n +m'dv) mi + (n+ n'dv) n1 =O 

tnn'- m'n 
li = --M=-::---

nl'- n'l lm' -l'm 
M 
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risulta quindi 

p' q' t•' 

~~v 
l ~lp' o 

' l ~lp' l o ~li p = l\'[ rn n 

l' rn' n' o o 1\P 

cioè 

e resta confermato anche analiticamente che due superficie rigate coniu­
gate si toccano lungo la comune linea di stringimento. 

Se dunque l'elemento lineare di una superficie rigata (quando la di­
rettrice è la linea di stringimento) assume la forma 

l'elemento lineare della coniugata si sarà 

ds1
2 = dui2 + 2 sen () dn1 dv+ (M1

2 u1
2 +l) dv2

• 

Determiniamo M1 per mezzo degli elementi della superficie S0• Si ha 
perciò 

e qumdi: 

" " M' 
l 

, ntn - rn n ( , , ) 
1 = M - Mt rnn - rn n 

nl" -n"l 
rn/ = ----::--::---1\'[ 

M' 
Ml (nl'- n'l) 

l " l" .,,., , 1n- rn ~u l'l') n 1 ·= - -. t rn - rn M M-

M'2 l M' 
M 2=~l '2=-- +-- ~(~Z"2 +(~ll")2'- 2-~·rnn"-m"n)(rnn'-m'n)= 

i i Mz Mz 1 1\P ' 

= M'
2 

+-t- j~z"z + (~ll" 21 _ 2 M' l~ l'l"- ~ll" -.;oll' ! Mz Mz . J l M3 l ~ • 

Ma è 

~l'l" =MM' ~ ll' =o 
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e perciò .. 

L: l"2 -- M'2 
Mi 2 = Mz + -Mc-::--n2--

Consideriamo le due coniugate di due deformate di una medesima 
superficie rigata. Siccome (} non varia nelle deformazioni, così perchè le 
due coniugate siano applicabili bisognerà, che la funzione Mi sia la stessa 
per entrambe le coniugate, dunque : 

<< La condizione necessaria e sufficiente affinchè le varie coniugate delle 
<<possibili defontwzioni che conservano rettilinee le generatrici di 1ma me­
<< de.~i1na s1tpe1'jicie rigata siano applicabili fra loro è che la. f1tnzione L: l"2 

<<non muti defonnando in tutti i modi possibili la superficie 80 >>. 

<< D-ne supe1'jicie 1·igate e coniugate fra loro sono applicabili se la tan­
<< gente alla loro contune linea di st·ringimento è bissettrice dell'angolo for­
<< 1nato dalle generatric·i che passano pe1· il punto di contatto e se 

Segue, per un noto teorema del B o n n e t : 

«La linea di st1·ingimento di due superficie rigate coniugate e applica­
« bili è geodetica per entrambe~-

10. Calcolando la curvatura totale della superficie coniugata si trova 

Mi cosz (} ~2 
M/ u2 + cos2 

(} 

Dunque la coniugata di S0 è sviluppabile nei due soli casi 

nel l 0 caso la coniugata coincide con la sviluppabile osculatrice del1a li· 
nea di stringimento di 8 0 ed è l'unico caso in cui le due coniugate in 
luogo di toccarsi si tagliano normalmente ; nel 2° caso la coniugata è 
un cilindro. 
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Le superficie rigate inerenti a una curva a doppia curvatura. 

11. N o i intendiamo per tali superficie le seguenti : 

l o Il luogo delle normali principali ; 

2° Il luogo delle binormali; 

3° Il luogo degli assi delle eliche osculatrici; 

4° Il luogo delle tangenti che è anche l'inviluppo dei piani OSCU· 

latori e si chiama sviluppabile osculatrice ; 

5° Il luogo delle rette rettificanti che è anche l'in viluppo dei piani 
rettificanti e si chiama sviluppabile rettificante ; 

6° L'in viluppo dei piani normali, o sviluppabile polare. 

Faremo uso delle seguenti notazioni. Indicheremo con 

e Il raggio di flessione, o di 1 .. curvatura della curva ; 
r il raggio di torsione, o di 2"' curvatura della curva ; 

cos a ' cos {J ' cos r 
cos ~ ' cos 1] ' cos ~ 

coseni di direzione della tangente della curva 
coseni di direzione della normale principale del-

la curva; 

cos l , cos J-t , cos v i coseni di direzione della binormale della curva ; 
v arco della curva. 

1 o La superficie luogo delle normali principali. 

12. Se si riferisce la superficie alla curva data come direttrice e alle 
generatrici rettilinee e si calcolano le funzioni date al N o l per una super­
ficie rigata qualunque, tenendo conto delle formule di Frenet, abbiamo 

P=-- log-l d ( r ) 
er dv e 

r' 
Q=- r2 

l 
N=-

e 

S=O 

dove gli indici indicano le derivate rispetto a v. 
L'elento lineare della superficie è 

~ ~ l ( l + l ) 2 + 21t + l . 2 d.ç = dtt + ~ 7 7 1t e l l dv 

l 
T=­

r 



l'equazione della linea di stringimento 

er2 
u = e2+r2 

il coefficiente di distribuzione del pian tangente 

e2r 
f3 = e2+ t·2 

13 

13. Della funzione M 2 si può dare con molta facilità un significato 
geometrico intimamente collegato con la natura della superficie che noi 
studiamo. Ecco come: 

Secondo le notazioni adottate, noi rappresentiamo con cos ; ; cos fJ ; 
cos C i coseni di direzione della normale principale nel punto della curva 
in cui il suo arco ha il valore v ; indichiamo con cos ; 1 ; cos flt; cos C1 i 
coseni di direzione della normale principale nel punto infinitamente vicino 
v + dv , avremo allora : 

cos; = cos ~- --+ -- dv (
cosa cos l ) 

1 e t· 

(
cos f3 cos p.) 

cos fJt = cosfJ- -e-+ -r- dv 

(
cos y cos v) 

cosC1 =cos~- - e-+ .-r- dv 

dunque, rappresentando con dk l'angolo infinitesimo di due normali prin­
cipali consecutive, sarà 

cos ; cos '/'} cos ' 
sen2 dk = 

cos ; 2 cos 'I'Jt cos C1 

e a meno d'infinitesimi d'ordine superiore al primo 

2 

l'l dk . h ' l rapporto dv SI suol c 1amare ·a curvat1tm totale della C'ltrva e il suo 

inverso, che indicheremo sempre con R, t·aggio di cut·vatura totale. 
La funzione M2 sta dunque a rappresentare in questo caso la cur· 

vatura totale della curva data, o altrimenti il rapporto fra l'angolo infi.­
nitesimo di duè generatrici consecutive della superficie e l'arco elementare 
della curva. 

Impiegando la notazione del raggio di curvatura totale, l'equazione 
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della linea di stringimento e il coefficiente di distribuzione del pian tan­
gente divengono rispettivamente 

Dunque: 
<< La superficie delle normali p1·i1wipali non è svilttppabile se non quando la 
<< c-ut·va è piana >> . 

14. Qualunque superficie rigata può rendersi superficie di normali 
principali per una qualsiasi traiettoria ortogonale delle generatrici giacchè 
basta deformare la superficie in modo che la traiettoria divenga assinto­
tica; però non è ugualmente vero che presa una superficie rigata qua­
lunque essa possa riguardarsi come la superficie delle normali principali 
di una traiettoria ortogonale delle generatrici. Perchè questo avvenga oc­
corrono delle condizioni che ora ci proponiamo di trovare. 

L'equazione delle assintotiche non rettilinee è 

2YM2-N2 ·du + (Pu2 + Qu + S) dv= O 

Assumendo per direttrice una traiettoria ortogonale tt = cost. la condizione 
cercata si otterrà- ponendo u = k nell'equazione precedente; si trova così 
che questa condizione è espressa dalla relazione 

(a) 

oppure dall'altra 

({J) 

od anche contemporanecmente da entrambe, dove k1 e k2 sono costanti 
reali. 

Quando è soddisfatta la (a) l'equazione della curva O di cui le nor­
mali principali sono le generatrici della superficie è 

-Q+YQ2-4PS 
u= . 2P 

Se è soddisfatta la ({J) l'equazione di O è 

-Q-}'QC4PS 
u = 2P 

Se sono soddisfat te entrambe, la superficie data è il luogo delle normali 
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principali comuni a due curve le cui equazioni sono 

-Q+ YQ'- 4PS 
1t= 2P 

-Q- YQ~- 4PS 
U= 2P . 

La condizione che il discriminante Q2 - 4 PS sia positivo è inutile por la; 
essa è implicitamente contenuta nell'altra che k1 e k2 siano costanti reali. 

Se finalmente si volesse che la superficie data fosse superficie di 
normali principali per la direttrice 1t = o, l'unica condizione da porsi 

sarebbe 

S=O. 

Resulta quindi: 
« .F1·a le a.ssi11totiche 'ltOn 1·ettilinee di 1ma superficie 1·igata non più. di 

c d1te di esse possono essere traettorie ortogonali delle generat1·ici senza che 
« lo siano tutte ». 

Oppure: 
« Una superficie rigata. non può essere il luogo delle nonnali principa­

<< li com-uni a pi1ì di due delle t1·aiettorie m·togonali delle genemtrici senza 
« essm·lo per tutte >). 

Se la superficie è il luogo delle normali principali comuni a tutte le 
traiettorie ortogonali delle sue generatrici, il sistema doppio delle sue 
assintotiche è ortogonale, quindi la superficie è d'area minima e dovendo 
essere rigata non può essere che l'elicoide a piano direttore. 

15. Come applicazione dei risultati precedenti cerchiamo a quale con­
dizione deve soddisfare una curva C affinchè la superficie S0 delle sue 
normali principali sia tale anche per un'altra curva. Secondo le conside· 
razioni del N° precedente, per la superficie S0 abbiamo le due condizioni 

- Q + YQ"l - 4 PS 
kt = ---'--'::2""P::-----

Di queste la l"' esprimerà che S0 è superficie delle normali principali di 
C; l'altra sarà la condizione richiesta. 

Servendosi dei valori di P, Q, S espressi per e e per r (N° 12) le 
due equazioni precedenti divengono 

Sa l"' ci dice infatti che S0 è superficie delle anormali principali di C; la 
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2~> è la condizione richiesta. Essa può anche scriversi così : 

' k r'e- e'r 
- r = 2 t e 

da cui , integrando 

c = cost. 

e quindi 

-l:::::::. k2 +!!. 
e r 

che è la relazione trovata per la prima volta dal Bertrand. 
16. Abbiamo già scritto al N° 3 l'equazione generale delle assintoti­

che di una superficie rigata e abbiamo anche osservato, come questa equa· 
zione in generale non s'integra. Il caso che ora trattiamo è uno dei po­
chi che fa eccezione. Infatti l'equazione di queste linee diviene, nel no­
stro caso 

r'e- e't· r' u' 
2 2 u2 - 1t 2 + 2 - = O. e r r r 

Di questa noi conosciamo un integrai particolare u O; se si pone 

u = 2_ si trova per u1 l'equazione lineare del l o ordine 
1t1 

u l l r' l t•' e- e'r 
-

1-+--u -- =0 r 2 r·z 1 2 e2T2 

da cui 

1 {JT'e - e'r } 1t1 = ,,- 1 dv + c 
2rr }r e2 

c = cost. 

ossia 

re - e r dv + c u=!, , 
Yr ez 

e l ' integrazione è ridotta alle quadrature. Se la curva data è una elica 

~ = cost. 
e 

cioè r'e-e'r =0 
e2 
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e rimane 

k = cost, 

Cioè: 
« Un'assintotica non t·ettilinea della st~perjicie delle normali principali 

<< di 1tna elica, intercetta sulle generatrici de·i segmenti pt·opm·zionali alla ra­
<< dice qt~rata del raggio di torsione .,, 

17. È noto che il piano tangente in un punto A di una superficie 
rigata è normale in un altro punto B della superficie situato sulla gene­
ratrice che passa per A. e vicev~rsa il piano tangente nel punto B è nor­
male in A. Le coppie di punti analoghe alla coppia A ; B generano sulla 
generatrice AB una involuzione di cui il punto centrale è anche il punto 
centrale della generatrice stessa. Se O è questo punto avremo dunque 

OA·OB = cost. 

L'angolo che il piano tangente alla superficie in un punto di una ge­
nerat-rice l col piano tangente nel punto centrale di l dipende dall e fun­
zioni M ed N e quindi non cambia flettendo la superficie; dunque flet­
tendo la. superficie la involuzione AB non cambia su ciascuna generatrice, 
se cioè A , B sono punti coniugati, rimangono coniugati qualunque sia 
la flessione che subisce la superficie ; segue che su di ogni generatrice la 
costante dell' involuzione AB non varia comunque la superficie si fletta. 
Per trovare sopra ogni generatrice il valore di questa costante deformia­
mo la superficie finchè divenga superficie di normali principali per una 
traiettoria ortogonale C delle generatrici. Se A è un punto di C e B e il 
relativo centro di curvatura, A e B costituiscono una delle coppie di punti 
coniugati appartenenti all'involuzione di cui abbiamo gia parlato e infatti 
è noto che la superficie delle normali principali e la sviluppabile polare 
di una curva si toccano lungo la linea dei centri di curvatura dunque il 
piano normale in A alla superficie delle normali principali è tangente in 
B alla stessa superficie. Se dunque O è il punto centrale della generatrice 
AB, si ha: 

e quindi 

R2 
OB=­

e 

Abbiamo già osservato che l'involuzione AB non cambia flettendo la su­
perficie; se dunque deformiamo questa superficie finchè diviene il luogo 
delle normali principali per un'altra traiettoria ortogonale C1 che dopo la 

o ••••. 
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flessione acquisti i raggi (!; ; r; ; R; avremo : 

OA·OB = OA;.OB, 
ossia 

R2 R/ -=--r r, 

Dunque: 
<< Se si deforma una supmjicie t·igata successivamente in superficie di nor· 

« ?l~ali pt·incipali per le tt·aiettorie ortogonali delle genemt1·ù;i ; queste traiet­
« tm·ie acquistano 1·aggi di curvat?,ra tali che la j?tnzione 

R2 
r 

non cambia da t1·aiettoria, a tmiettoria ». 
18. Consideriamo ora una linea tracciata su di una superficie rigata 

qualunque. Essa incontra le generatrici nei punti consecutivi Ai ; A 2 ; A 3 ; ... 
i punti coniugati Bi ; B 2 ; B 3 ; ... costituiranno pure una linea continua 
perchè le lunghezze consecutive (O i Ai ; 0 2A 2) ; (03A 3 ; •• ) ; •• differisco· 
no infinitamente poco fra loro e la costante dell' involuzione varia con conti· 
nuità nel passare da generatrice, a generatrice. Chiameremo (( coniugate » 
le due linee 

Ai A2 A3' 

Bi B2 B3' 

Esse si mantengono coniugate per ogni flessione della superficie. 
Relativamente a queste linee risulta: 
« Le linee coniugate delle traiettorie ortogonali delle generatrici sono 

«distribuite in modo sttlla superficie che ognuna di esse diviene la linea dei 
« cmltri di cm·vat?wa della tt·aiettoria coniugata qttando la sttperficie diviene 
« il luogo delle normali prin&ipali di qttesta tt·aiettoria >>. 

n piano tangente alla superficie è piano osculatore dell'assintotica 
passante per il punto dunque : 

<< Un'assintotica è lo spigolo di regresso della sv-iluppabile invil?tppo dei 
« piani 1wnnali alla sttpe~:fi&ie contenenti ogmHw la gmteratrice lt,ngo la li­
,~ nea coniuga.ta dell'assintotica ». 

Riguardo all'elicoide rigato d'area minima, abbiamo: 
« L'eliche di un el·icoide a piano direttot·e smw a due a due coniugate: 

<< quelle di una stessa coppia sono tali che ?tna è il l1wgo dei cent1·i di cur­
« vatura dell'altra>>. 
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19. Sia S0 la superficie delle normali prinGipali per una curva C di 
raggi e , T , R : deformiamola nella superficie luogo delle normali princi­
pali di una traiettoria ortogonale ci delle generatrici di so; sia k; la di­
stanza costante fra C e C;, e; , ~·; , R, siano i raggi che acquista C; dopo 
che S0 ha subìto la deformazione. Secondo i teoremi del N° 17 avremo la 
relazione 

(l) 
T 

Rz 
Inoltre- rappresenta la distanza che passa fra C e la linea di stringi­

e 
R ·z 

mento di S0 prima che S0 si deformi; e: rappresenta la distanza fra c, e 

la linea di stringimento di S0 dopo che S0 ha sublto la deformazione. 
Sarà dunque 

Rl R 2 

-=-+k, e• e -

da questa e dalla (l) possiamo ricavare e; ed ~-. in funzione di e e di r 

l (R2 
) l 

Q; = Q + k; (w + k•)2+ R4 
e - r2 

(2) 

Queste formule ci danno i raggi che acquista una traiettoria ortogonale 
C1 delle normali principali di una curva C quando qm'~ste normali prin­
cipali divengono quelle di C; espressi per i raggi che possedeva C prima 
che le sue normali principali subissero la detta trasformazione. 

Esse ci esprimono anche il seguente teorema: 

<< Tutte le curve le cui superfic-ie di nonnali principali sono applicabili 
(< sopm la superficie delle nonnali principali di una curva di Taggi e ed r 
<< so1w definite per mezzo delle con·ispondenti junzi01~i e• ed r; dalle dtte 
(<jormole (2) precedentem~~te t1·ovate ». 

20. Se nelle (2) del N" precedente secondo le notazioni dei N. 
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11 e 12 si pone in luogo di R
2 

e di R
2 

a e {3 rispettivamente, si ottengono e ,. 
le altre due 

l a± ki 
ei- (a± ki)2+ {32 

l {3 
r; = la + ki)2 + /32 

le quali risolvono il problema più generale seguente: 
<< Data una S1tperjicie t·igata qualunque -rijet·ita alle generatt·ici e alle 

« lo-ro traietto-rie ortogonali, detenninare i -raggi che acquista 1ma tt·aiettoria 
<< ortogonale Ti che dista di k; dalla direttt·ice, quando la supmjìcie si flette 
« t·iducmtdola il ltwgo delle no'rmaU pt·incipali di Ti >> . 

z.o La superficie luogo degli assi delle eliche osculatrici. 

21. È noto che una curva gobba è determinata a meno di movimenti 
nello spazio quando si conoscono i suoi raggi di curvatura in funzione 
dell'arco v della curva. Per fissare una di queste posizioni nello spazio 
basta dare la posizione di nn suo punto, della tangente e del piano oscu­
latore in esso; dunque l'elica circolare che in un punto :à'I di una curva 
ha comuni con essa i raggi di l" e 2" curvatura, la tangente e il piano 
osmùatore è perfettamente determinata e si chiama «l'elica oscttlat~·ice 

della cut·va data nel p1mto M ». 
Quest'elica ha pure comuni con la curva la normale principale, la 

binormale quindi il piano rettificante (piano della tangente e della binor­
male). L'angolo della retta rettificante (la retta di due piani rettificanti 
consecutivi) della curva con la tangente è una funzione dei raggi della 
curva stessa e siccome questi raggi appartengono anche all'elica oscula­
trice, così ne viene che anche la retta rettificante sarà comune alla curva 
e all'elica osculatrice. Ma la retta rettificante è perpendicolare a due nor­
mali principali consecutive, dunque agli elementi già notati comuni alla 
curva e all'elica osculatrice sono da aggiungersi anche le direzioni di 
due normali principali infinitamente vicine. 

Per ognuno dei punti di una curva a doppia curvatura passa una di 
queste eliche; il luogo di tutti i loro assi costituisce una superficie ri­
gata che ora vogliamo studiare. 

22. Cominceremo dal determinare la direzione dell'asse di ogni elica 
osculatrice. Siccome quest'asse è parallelo alla retta rettificante dell'elica 
e quindi della curva data, basterà associare l'equazione del piano rettifi­
cante nel punto x, y , z col piano rettificante nel punto consecutivo, sic­
chè la retta rettificante sarà quella comune ai due piani 
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(X - x) cos ç + (Y - y) cos 17 + (Z - z) cos l;; = O 

(
COSa+ COS l)+ •y (COS {J + COS p,)+(Z )(cosy+ COSY) _O (X- x) -- -- ( - y -- -- -z - - -

(l r e r e r 

dunque i coseni di direzione della retta rettificante, o dell'asse dell'elica 
osculatrice saranno: 

(l) 

cos m = R { co; a - co; l~ 
cos n= R l co: {J - co; P-l 

R lcos r cos v! 
cosp= -----1• r (! 

Quindi, indicando con H l'angolo della tangente colla retta rettificante 

(2) 
r 

tangH =­
e 

e con u il raggio della sezione retta del cilindro che contiene l'elica oscu· 
latrice sarà 

Per conseguenza l'equazioni dell'asse dell'elica osculatrice potranno porsi 
sotto la forma 

(3 e (X- x )- Wcosç = (! (Y- y)- R 2 COS?J = e (Z- z) - w cos c 
) e COS a - r COS l e COS {J - 1' COS p, (! COS y - r COS V 

23. Per mezzo delle formule precedenti si determina molto facilmen­
te di quale ordine è il contatto fra la curva e la sua elica osculatrice. 
Osserveremo perciò che quest'elica potrebbe anche definirsi come l'elica 
che ha comuni con la curva tre punti consecutivi e la retta rettificante. 
Ne conseguirebbe infatti che essa avrebbe a comune con la curva anche 
il piano osculatore, la tangente, la normale principale, la binormale, il 
piano rettificante, il cerchio osculatore, dunque il raggio di flessione e per 
la (2) anche il raggio di torsione. Mentre esiste una sola elica circolare 
che ha a comune con la curva t re punti infinitamente vicini e la retta 
rettificante; ne esistono un numero infinito che passano per i tre punti 
infinitamente vicini. E infatti siano M1 , M2 , M 3 questi punti: tiriamo per 
essi tre rette ugualmente inclinate (e parallele) sulle tangenti M1M2 , M 1M3 
e tagliamo queste tre rette con un piano perpendicolare ad esse; si ot­
tengono così t re punti i quali definiscono un cerchio che può riguardarsi 



22 LE SU P E Rl<'I CI I<: R IG ATE INER~~NTI A LINE A A DOPPIA CURVATU IIA. 

come sezione retta di un cilindro circolare sul quale è tracciata un'elica 
passante per i punti Mi, M2 , M3• Ora, esistono infinite direzioni ugual· 
mente inclinate sulle tangenti Mi M 2 , M2M3 dunque esistono infinite eli­
che circolari passanti per Mi , M 2 , M3• Fra tutte queste, l'elica oscula­
trice è quella che si scosta meno dalla curva perchè essa ha a comune la 
retta rettificante, dunque l'ordine del contat to fra l'elica osculatrice e la 
curva è superiore al secondo perchè l'ordine del contatto fra la curva e 
le altre eliche passanti per i punt i 1:1 , M 2 , M3 è appunto il secondo. 
Però quest'ordine, quantunque superiore al 2°, non può in generale arri­
vare al 3° perchè allora dovrebbero coincidere quattro punti infinitamen­
te vicini dell'elica e della curva e quindi i centri delle rispettive sfere 
osculatrici. Ma il raggio della sfera osculatrice della curva è dato da 

sz = (/ + 1.ze'2 

per l'elica è e' = o quindi s = e cioè dovrebbe il centro del cerchio 
oscillatore essere anche il centro della sfera osculatrice ciò che non av· 
viene per le curve in generale, ma solamente per quelle il cui raggio di 
flessione è costante. 

Riassumendo, possiamo dire che <<il contatto fra l'elica osculatrice e 
« la curva è di un ot·dine cornpt·eso fm il secondo e il terzo: è del terzo so­
<< lamente per qttelle cut·ve il cui raggio di flessione è costante :.. 

24. Come il raggio del cerchio osculatore serve a darci una misura 
del quanto la curva si scosta dalla tangente, così noi possiamo ugualmen­
te determinare un elemento che servirà a misurare di quanto la curva si 
allontana dall'elica osculatrice; e questa misura si otterrà evidentemente 
dividendo per l'arco elementare l'angolo infinitesimo formato dagli assi di 
due eliche osculatrici infinitamente vicine. Abbiamo già rappresentato con 

cos tn , cos n , cosp 

i coseni di direzione dell'asse dell'elica osculatrice in un punto della 
curva in cui l'arco ha il valore v: nel punto infinitamente vicino v + dv 
essi diverranno: 

d cos ?n 
cos tni = cos tn + dv dv 

d cosn 
cos n1 = cos n + ----a;;;- dv 

d cosp 
cosp1 = cosp + dv dv 

dunque, indicando con de l'angolo suddetto, sarà 
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cos m. cos n cos p 

costn1 cos n1 cos p 1 

e a meno d' infìnitesimi del secondo ordine 

de d(r) (/ 
dv = dv e rl + r2 

23 

che è la misura cercata. Essa infatti è nulla per tutte le eliche e in par­
ticolare per quelle che hanno a comune con la curva, nel punto conside­
rato, la tangente e il piano osculatore. Noi chiameremo questo rapporto 
curvatttra elicoidale e il suo inverso, che rappresenteremo sempre con la 
lettera E, il ragg·io di curvatura 1licoidale 

l d(r) (/ 
"E = dv e rl + r2 

• 

25. L'asse dell'elica osculatrice, essendo parallelo alla retta rettificante, 
è perpendicolare a due normali principali infinitamente vicine: dunque la 
superficie luogo delle normali principali e quella luogo degli assi delle eli­
che osculatrici sono due superficie rigate coniugate e per esse varranno 
tutte le considerazioni svolte al n. 5 e seguenti. 

Per queste due superficie possiamo quindi enunciare i seguenti teoremi: 

~ Esse si toccano lungo la comttne linea di stringimento la cui equazione è 

R2 

Se poi si ha 

u =- ». 
e 

R2 
- =cost. 
e 

la superficie degli assi delle eliche osculatrici è sviluppabile e coincide 
precisamente con la sviluppabile osculatrice della linea di stringimento 
della superficie delle normali principali, lungo la quale linea, le due su­
perficie, in luogo di toccarsi si tagliano ortogonalmente. 

Se dunque 

R2 
- = eost. 
e 

la linea comune alle due superficie gode le seguenti proprietà : 
~ È traiettoria ortogonale delle normali principali; 
q È geodetico e linea di stringimento della supet:ficie da esse generata; 
~È spigolo di regresso del luogo degli assi delle eliche osculatrici ». 
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26. N o n solamente nel caso in cui 

Rl 
- =cost. 
e 

avviene che la linea di stringimento della superficie delle normali princi­
pali sia geodet ica della superficie, ma per il teorema di Bo n n e t , quando 
è costante l'angolo sotto il quale questa linea taglia le generatrici della 
superficie; se questo angolo s'indica con (); si ha 

R l 
tg e=--;;- . .!:...(~) 

dv e 
dunque, se k è una costante, possiamo enunciare il seguente teorema : 

<< Le cut·ve per le quali si ka 

! ( ~2 ) = k· ~ 
« godono della pt·oprietà che la linea comune al ltwgo delle norm.ali princi­
« pali e a quello degli assi delle eliche osctdatrici, oltre a essere per entratn­
« bi linea di stringitnento, è geodetica e incontra sotto angolo costante le ge­
« net·atrici tanto dell'una quanto dell'a.ltra supet:ficie » 

Fra queste curve si possono cercare le eliche. Abbiamo allora le due 
condizioni per le due funzioni e ed r 

dove k1 e k2 sono costanti ; da queste risulta 

..R. = cost. 
v 

Se (lo e V 0 sono rispettivamente il raggio di curvatura e l'arco della sezio­
ne retta del cilindro sul quale giace l'elica segue ancora 

(lo= k3 V0 

dove k3 è una terza costante ; l'elica è la cilindro-conica. Essa perciò è la 
sola elica (all' infuori dell'elica circolare) per la quale sia geodetica della 
superficie luogo delle normali principali la linea di stringimento della su­
perficie stessa. 

3° La superficie luogo delle binormali. 

27. La superficie delle binormali di una curva è una superficie rigata 
non sviluppabile altro che nel caso che la curva data sia piana. Se si 
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prende per direttrice la curva, le funzioni M ed N del N° l sono date da 

M2 = _.!... ,.2 N=O. 

Segue che la direttrice è linea di stringimento dunque: 
<< Una cm·va è traiettoria o1·togonale, geodetica e linea d·i stringimento 

« della sttperficie ltwgo delle sue binor1nali ». 
« La condizione necessaria e sufficiente affinchè le sttperficie delle bi ­

« nor1nali di dtte curve siano applicabili è che le curve date abbiano lo stesso 
<< raggio di to1·sione ». 

28. La superficie coniugata di ques~ è costituita dalla sviluppabile 
osculatrice e lungo la loro linea comune queste due superficie sono orto­
gonali (N° 10). Se la superficie delle binormali di una curva C deve essere 
superficie di normali principali per un'altra curva 0 0 ; i raggi di C0 deb­
bono evidentemente (N° 25) essere legati dalla relazione 

R2 
-

0 = cost. 
e o 

In questo caso la superficie degli assi delle eliche osculatrici di C0 coin­
cide con la sviluppabile osculatrice di C. 

29. Consideriamo un caso particolare che conduce a una deforma­
zione notevole della superficie luogo delle binormali. 

Supponiamo che la curva data abbia costante il suo raggio di tor­
sione: allora è noto che la superficie delle sue binormali è applicabile 
sull'elicoide a piano direttore; ma a sua volta quest'ultimo è applicabile 
sul catenoide ed è pure noto che l'asse dell'elicoide si distende sul cer­
chio di gola del catenoide, abbiamo dunque il sAguente teorema : 

(( Esiste una deformazione della superficie ltwgo delle binormali di una 
(t curva a torsione costante per la quale la curva data si può trasformare 
« in una circonferenza. 

(( Questa deformata è il catmwide. 
(( Il cerchio su cui si dispone la curva data è il cerchio di gola del 

catenoide )) . 

4o La sviloppabile oscolatrice. 

30. Caratterizziamo con l'indice l tutti gli elementi relativi a una e­
volvente della curva data; avremo; se x, y, z, sono le coordinate di un 
suo punto 

x1 = X -- v cos a y1 = y - v cos {J z1 = z - v cos r 
differenziando, quadrando e sommando 
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v 
dv1 =-dv. 

e 
cos a1 =- cos ç cos {31 =- cos'l') 

e per il raggio di flessione 

.!._=1/ .E (dco~)2= . .!?.... 
Q1 V dv1 Rv 

per le direzioni della normale principale e binormale 

'i: __ R ~cos a + cos l} cos<:.1 - -- --, 
Q t• 

l

cos {J cos ,u) 
COS'1'j 1 =R -Q-+--,.-, l 

~" _ R {cos y + cos ,l cos., 1 - -- -- , 
Q r 

l, cos À. cos a~ 
cos },1 = R -- - -- ' 

Q t• 

cos tt = R lcos ,u - cos fJI ' 
1 Q 1' j 

icos, cos rl cosv =R ~-- - --, 
1 { Q t" 

Da queste formule risulta: 

cos y 1 = - cos 1; 

<< La tangente e la binormale dell'evolvente sono t·ispettivamente pat·al­
~ lele alla. normale principale e alla t·etta rettificante della curva data )> , 

Segue che, nei punti delle evolventi situati su di una stessa tangente 
alla curva, le loro tangenti sono parallele fra loro e così pure le binor­
mali quindi le normali principali, per conseguenza le rette rettificanti e gli 
assi delle eliche osculatrici. Dunque : 

<<Le s~~pet"jicie degli assi delle eliche osculatrici di tutte le evolventi co­
" litit~~iscono una serie di st~pm"jicie a generatrici pat·allele )> . 

Per il raggio di torsione di una evolvente si ha: 

Dunque 
« Le evolventi delle eliche sono curve piane)>. 
31. È noto che la curva data giace sulla sviluppabile polare comune 

a tutte le sue evolventi; ma queste superficie è l'inviluppo dei piani nor­
mali delle evolventi i quali sono piani rettificanti della curva data; dunque: 
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« La sviluppabi le polat·e di tutte le evolventi è la svilttppabile rettiji­
<< cante della mtt·va data •· 

<< Lo sp·igolo di t·egresso della svilttppabile t·ettijicante della ctt?··va data 
« è i l ltwgo dei cent1·i delle sjeTe osculatric·i delle evolventi >> . 

32. La distanza u che passa fra un punto di una evolvente e il pun­
to centrale della normale principale dell'evolvente che passa per quel 

•• punto, è data da 

R2 
U=-1-

l>i 

:Ma per la (2) del :N o 21 si ha: 

dunque 

ora è 

r/ Qz 
tang~ H 1 =-l = d ( ) 

!.>1 Rz- ~ 
dv ,t· 

ossia tang~ H 1 e per conseguenza sen2 H 1 è costante per tutti i punti delle 
evolventi situati su di una medesima tangente alla curva data; dunque 
il valore di u in questi punti è proporzionale a Q1• Ora se :M è il punto 
di contatto di questa tangente con la curva data, si vede subito che i 
centri di curvatura delle evolventi, nei punti di esse situati sulla tangente 
in l\1, sono tutti su di una retta che passa per :M. D'altra parte le nor­
mali principali delle evolventi, in questi stessi punti, sono parallele, dun · 
que i punti centrali di queste normali principali sono anche in linea retta 
con :M, o altrimenti : 

<< Le linee d·i stt·ingimento delle sttp erficie ltwgo delle normali pt··incipa­
« li delle evolventi generano una supetjicie rigata che contiene la curva 
<<primitiva>>. 

33. Noteremo inoltre che <<la svilttppabile osculatrice tocca la sttper­
<< ficie delle normali principali e incontt·a ortogonalmente la sviluppabile ret­
<< tificante lungo la curva data >> . 

5° La sviluppabile polare. 

34. Indichiamo con d-r , da , dk gli angoli di contingenza, di torsione 
e di curvatura totale della curva data; con (J l'angolo che la tangente a 
un'evoluta in un punto fa con la generatrice che passa per il punto di 
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contatto (questa generatrice è l'asse di un cerchio osculatore); caratteriz­
ziamo con l'indice l gli elementi di una evoluta; risulta allora molto 
facilmente 

d-ri =d-r. sen() dai = d-r. sen (). 

Rappresentando con a la lunghezza di generatrice rettilinea, compre­
sa fra l'evoluta e lo spigolo di regresso della superficie, si ha pure 

dV = ada 
i sen () 

e per conseguenza 

r - aQ 
i - r sen () cos () 

r 
tangHi = __! = tang (). 

Q t 

R- aQ 
i- r sen() 

Segue: <<Le evolute sono geodetiche della svilttppabile polat·e ». 
35. Su questa superficie abbiamo due linee notevoli: lo spigolo di 

regresso che è anche il luogo dei centri delle sfere osculatrici e la linea 
dei centri di curvatura. Nessuna di queste due curve è un'evoluta. 

Per definire una evoluta bisogna che sia dato l'angolo che la sua 
tangente fa con la normale principale della curva data nel punto corri­
spondente al punto di contatto della tangente dell'evoluta. Di più, sicco­
me la normale principale alla curva primitiva divide in due regioni il piano 
normale alla curva, così occorre anche fissare in quale di queste regioni 
deve essere situato il punto di principio della evoluta stessa. Le evoluta 
si presentano a coppie, ogni coppia disposta simmetricamente rispetto e 
questa linea. 

n 
Variando l'angolo () fra O e n passerà per 2 , allora la tangente del-

l'evoluta coincide con la normale principale della curva e siccome quest'ul­
tima non tocca, ma incontra la linea dei centri di curvatura, così ne viene 

n 
che tutte le evolute non toccano, ma incontrano questa linea. Per () = 

2 
segue dalle formule del N° precedente 

,.1 =cc 

quindi: 
<< Tttlte le et,olttte ai punti d'incontt·o con la linea dei centt·i di curva­

« ittt·a dtlla curva primitiva hanno il piano osculatore stnzionat·io '' · 
36. La normale principale dell'evoluta nel punto dell'evoluta situato 
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sulla linea dei centri di curvatura, è evidentemente parallela alla tangen· 
te della curva primitiva. Se dunque si porta sopra ognuna di queste pa· 
rallele, a partire dal corrispondente punto d'incontro dell'evoluta con la 
linea dei centri di curvatura, una lunghezza 

Rt2 = aQ 
Qt r 

il luogo di questi estremi sarà il luogo dei punti centrali delle normali 
principali e degli assi delle eliche osculatrici di tutte le evolute. l\Ia d'al-

tra parte R
12 

si annulla anche nel punto d'incontro dell'evoluta con lo 
Q i 

spigolo di regresso della superficie. Dunque: 
<<Le linee di stringirnento delle superficie delle normali pt·incipali di 

<< tutte le evolute si appoggiano al luogo dei centri delle sjm·e osettlat·rici e 
<< sttlla. curva precedentemente costntitta )). 

37. Dato l'angolo della tangente all'evoluta colla normale principale 
della curva, abbiamo veduto che si ottengeno due evolute simmetrica­
mente disposte rispetto alla linea dei centri di curvatura di modo che a 
un punto della curva data corrispondono due punti di queste due evolute 
situati sull'asse del cerchio osculatore e a ugual distanza del centro di 
questo cerchio. Le normali principali delle evolute in questi due punti 
sono parallele; la distanza di ognuno di questi punti G dal punto cen­
t rale E della normale principale dell'evoluta, passante per esso, è 

a_g_ 
r 

quindi è proporzionale alla distanza di G dal punto corrispondente K dello 
spigolo di regresso della superficie: segue che i punti E, E', K sono in 
linea retta. Quindi: 

<< L e linee di stringimento delle sttpetficie di norma.li p1··incipali d·i 
« du e evolute sù ntnett·iche, t·ispetto alla, linea dei centri d·i mtrvattwa, stanno 
«su di una sup erficie t·igata che contiene il luogo dti centri delle sfere o­
<< sculat·l"ici della curva pt·im itiva >>. 

38. Se x, y, z sono le coordinate di un punto della curva data e si 
caratterizzano con l'indice l gli elementi relativi allo spigolo di regresso 
della sviluppabile polare si ha : 

X 1 = x + Q cos ç - rQ' cos l 

yt = Y +Q COS']- ?"f/ COS p. 

Z1 = z +Q cos ~ -,.Q' cos'V 
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la curva data e il luogo dei centri delle sue sfere osculatrici sono tali che 
la tangente e la binormale di una di esse sono parallele rispettivamente 
alla binormale e alla tangente dell'altra. Sono dunque paralleli i piani 
rettificanti quindi le rette rettificanti. e per conseguenza gli assi delle eli­
che osculatrici. 

Dalle formule precedenti segue 

essendo S il raggio della sfera osculatrice: avendosi poi 

dr1 =da dki = dk da1 =dr 

risulta 

SdS S·Q dS R _ S-RdS 
Q i - ,. ----

d p 1- ,. dQ 1 - r dQ 

e quindi: 
«Se la cm·va data è t~n'elica, è un'elica anche il luogo dei centri delle 

«sue sfere osculatrici ». 
39. Noteremo :finalmente che le coordinate x0 , y0 , z0 di un punto 

dalla linea dei centri di curvatura sono date da 

x0 =x+ Q cos ~ Yo = Y +Q COS'Yj Zo = z + Q cos l; 

e quindi il suo arco elementare dv0 

Q2 + Q'2 ,.2 sz 
dv0

2 = . dv= --;;dv. 
?" , •• 

Se con cos ao, cos {J0 , cos -y0 si rappresentano i coseni di direzione della 
sua tangente, avremo 

r) ' Q Ì cos flo =si Q cos n- r cos .u) 
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Dunque: 
« La curva data e la linea dei suoi cent1·i di curvatu1·a hamw le tan­

« genti -nei punti cmT·ispondenti ortogonali t1·a loro >> . 

Se con a, a0 si rappresentano i coseni di direzione della tangente alla 
linea dei centri di curvatura colla normale principale e con la binormale 
della curva data si trova 

sen a0 =cosa 

cioè la tangente alla linea dei centri di curvatura, la normale principale 
e l'asse del cerchio osculatore della curva data stanno in un medesimo 
piano: da cui segue 

« La sviluppabile polare e la superficie delle 1Wr?nali p1·in<;ipali si toc­
« cano lungo la linea dei centri di curvat~wa » 

6o La sviluppabile rettiftcante. 

40. Cominciamo dal determinare le coordinate di un punto dello spi­
golo di regresso di questa superficie. 

Basterà perciò associare all'equazione del piano rettificante 

(X - x) cos ~ + (Y - y) cos 'YJ + (Z - z) cos ~ = O 

le due che si ottengono derivando una e due volte rispetto all'arco. Se 
si caratterizzano con l'indice l gli elementi relativi a questo spigolo di 
regresso si trova 

l l Q ì x.= x+ !!:.... (.2..) 1 cos À.- r cosa) ' 

dv r 

/ 

Segue che la distanza d fra i due puntr· ("" , y , "') (x y z ) è data da 
.... - t ' t ' t ' 

e risulta che la sviluppabile rettificante dell'elica è il cilindro che la contiene. 
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41. Per i raggi l>t , ,.t , Rt dello spigolo di regresso della sviluppabile 
rettificante si hanno le formloe : 

l d 
l>t = - senH d H (E sen H ) 

l d (E sen H) 
r ------ . 
t- sen H dk ' 

e quindi 

R __ _2_ d (E sen H ) 
t- senH Vdkt+ dHt 

Se R è proporzionale ad E senza che sia 

E sen H = cost. 

lo spigolo di regresso della sviluppabile rettificante è un'elica, la sviluppa­
bile rettiiìcante è un elicoide e la curva data ne è una geodetica. Dunque: 

<< Una geodetica di un elicoide svil7tppabile ha costa.nte i l rapporto fra 
«il t·aggio di curvatura totale e quello di cut·va.t7tra elicoidale» . 

42. Abbiamo già osservato al N° 31 che lo spigolo di regresso della 
sviluppabile rettificante coincide con il luogo dei centri delle sfere oscu­
latrici delle evolventi; se quest'ultima curva è un'elica, è un'elica pure 
ogni evolvente (N° 38 teortma reciproco) dunque: 

<<Le evolventi di una geodetica di tm elicoide svil7tppabile sono eliche». 

43. La binormale dello spigolo di regresso della sviluppabile rettifi­
cante è parallela alla normale principale della curva data e quindi il pia­
no di questa retta e della retta rettificante della curva data è piano ret­
tificante dello spigolo di regresso della sviluppabile rettificante. Quindi 

<< La superfiaie invihtppo del piano definito dalla nor1nale principale e 
« dalla 1·etta rettificante (o dall'asse dell'elica oscttlatrice) è la sviluppabile 
« t·ettificante dello spigolo d.i 1·egresso della svil7tppabile rettificante della cur­
<< va pri1nitiva >> . 

44. La curva data è geodetica della superficie delle sue binormali e 
della sviluppabile rettificante; dunque : 

« Lct sviluppabile t·ettificante e la superficie luogo delle binonnali si toc­
<< cano lungo la cttt·va data». 



LE LINEE DIAMETRALI DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE 
E IN P ARTICOLARE I LORO ASSI DI SIMMETRIA 

TESI PER L'ESAME DI ABILITAZIONE ALL'INSEGNAMENTO 

(Pisa, 30 Giugno 1888) 

[Annali della R.a Scuola Normale Sup.re di Pisa 1889] 

Questo lavoro consta di due parti: di una parte generale che tratta 
delle curve piane algebriche di qualunque grado e di una speciale che 
applica i resultati ottenuti alle cubiche e alle quartiche, e altri ne ricava 
più intimamente connessi a queste curve particolari. 

Lo scopo primo della parte generale, più che uno studio relativo a 
tutte le linee diametrali di una curva, è una ricerca rivolta a quelle fra 
di esse rispetto alle quali la curva può possedere una simmetria ortogonale. 

Per definire nel modo che mi è parso più opportuno queste linee mi 
sono fondato sopra alcuni teoremi della teoria delle polari dimostrati dal 
prof. Cremona nella ben nota e classica memoria « Introduzione ad una 
teoria geornetr'ica delle curve piane >>. 

Corrispondentemente alle curve polari di punti e alle curve polari 
di curve, mi è sembrato conveniente distinguere due specie di linee dia­
metrali rispetto a una curva fondamentale: le polari di punti all'infinito 
che ho chiamato linee diametrali o'rdinarie; le polari della retta all' infinito 
che ho chiamato z,inee diarnett·ali pt·incipali . Le prime sono in numero in­
finito; le seconde una di m eu o del grado della curva fondamentale. -
Con considerazioni molto semplici ho potuto dare di quest'ultime una 
nuova definizione (N° 3) di cui mi SOJ?-O molto giovato nello svolgimento 
della parte speciale che riguarda principalmente le quartiche. 

Fra le linee diametrali ordinarie figurano naturalmente le rette di 
simmetria e comincia a questo plmto la ricerca relativa a queste rette. I 
più notevoli resultati che ho ottenuto si possono riassumere nei teoremi 
dei Ni. 25, 36 i quali mi pare che risolvano completamente la questione circa 
al numero degli assi che una curva piana può possedere mostrando inoltre, 

Cr..t.Nl . 
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caso per caso, (Ni. 22, 23 e seguenti) quali sono le forme delle equazioni 
corrispondenti alle diverse curve simmetriche, e i metodi da seguirai per 
ottenerle. E per applicarli ho costruito le equazioni che rappresentano tutte 
le possibili curve simmetriche dei primi sei ordini (N° 37). 

Nella parte speciale più largo ~tudio è fatto sulle linee diametrali 
che non sono assi di simmetria. Così è interessante la forma che può as­
sumere il quadrangolo dei centri di una cubica. Questri centri costitui­
scono la prima linea diametrale principale (che è di ordine zero). 

Essendomi proposto di esaminare se essi potevano situarsi nei vertici 
di quadrilateri semplici delle specie considerate ordinariamente nella geo­
metria. elementare, ho ottenuto resultato negativo per il solo trapezio e 
condizioni abbastanza semplici nei coefficienti della curva per il parallelo­
grammo, rombo, rettangolo e quadrato. 

Per dare un esempio del come si possa riconoscere la figura della 
parte reale di qualche cubica simmetrica dalla equazione della curva stessa, 
ho preso a trattare quelle che godono simmetria rispetto a tre assi rin· 
venendo quattro forme diverse di cui una sola appartenente a cubiche di 
genere zero. 

Fra le linee diametrali principali di una quartica è notevole la terza, 
cioè l'inviluppo dei diametri. Se la quartica data non ha punti singolari, 
quest'inviluppo è di 4° ordine e di 3" classe, possiede quindi tre cuspidi: 
è dunque naturale di ricercare se può essere una ipocicloide di Steiner. 
In generale questo non succede. Però si determinano con facilità le con­
dizioni analitiche, fra i coefficienti della quartica data, affinchè ciò avvenga. 
Queste condizioni sono soddisfatte se la quartica data è di genere 3 ed 
è bitangente alla retta all'infinito nei punti ciclici del suo piano, se cioè 
non avenòo punti singolari, possiede la stessa proprietà che caratterizza, 
fra le qaartiche con tre cuspidi, l'ipocicloide Steineriana. 

A queste quartiche appartengono tutte quelle di genere 3 simmetri­
che rispetto a tre assi. 

Ne risulta quindi un altro modo di generazione di questa curva così 
notevole e così feconda di proprietà singolari dimostrate nei celebri lavori 
di Steiner e Cremona. 

Relativamente alle altre linee diametrali principali di una quartica, 
la seconda gode di particolarità abbastanza interessanti riguardo alla Hes­
siana, alla Steineriana e alla Oayleyana della curva data. 

La teoria di queste linee diametrali subisce qualche modificazione se 
la quartica possiede dei punti singolari. 

Ne ho fatto un'applicazione a due quartiche cartesiane notissime e 
cioè alla lumaca di Pascal e alla Cardioide e a una quartica bicircolare, 
ugualmente nota, che è la lemniscata di Bernoulli. 
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Come per le cubiche, così per le q uartiche, ho voluto dare un esem­
pio del modo con cui si possono riconoscere e classificare, secondo la loro 
forma, tutte le quartiche simmetriche rispetto a tre assi. Di queste nes­
suna è di genere l; se ne hanno tre di genere 2 e cinque di genere zero, 
non computando quelle costituite da soli punti, nè quelle che si spezzano. 
Fra quelle di genere zero figura naturalmente l'ipocicloide Steineria.na 
che è l'unica quartica a tre cuspidi simmetrica rispetto a tre assi e, fra 
quelle che non hanno punti singolari, figura una notevolissima (fig. VIII) 
studiata incidentalmente da Klein nel suo lavoro << Ueber die transjonna­
#on siebentet· ordnung der elliptischen functionem. (Mat. ann. Bd. 14) ». 

A questa curva viene quindi a collegarsi intimamente l'ipocicloide di 
Steiner la quale è l'inviluppo dei diametri della quartica di Klein come 
lo è dei diametri di ogni quartica di genere 3 simmetrica rispetto a 
tre assi. 

Oltre le bellissime lezioni sulla teoria delle curve algebriche del mio 
Maestro, prof. R. DE P AOLIS, mi sono servito principalmente delle se­
guenti opere: 
CREMONA: - Introduzione a una teoria geomett·ica delle curve piane (tomo 

XII, Ja serie, memm·ie dell'accademia delle scienze dell'istituto di 
Bologna). 

SALMON: - A tt·eatise on the higher plane c1u·ves (Chapter IV. Metrical 
properties of c1trves ). 

CLEBSOH: - Vorlesungen iiber geomett·ie beat·beitet und het·ausegegeben von 
Lindemann (fiinjte abtheilttng). 

CREMONA: - Sur l'hypociclo1,de à trois rebroiissement (Ct·elle Bd. 64). 
STEINER: - Uebet· eine besondere curve drittet· classe und v·ierten Grades 

(Ja.cob Steiner's gesammelte Werke herausgegeben von Weierstross. 
Bd. 2). 

KLEIN : - Ueber di e transformation siebenter ordmmg der elliptischen fun­
ctionen (Mathen~atischen Annalen Bd. 14). 

ZEUTHEN: - Sut· le différentes formes des cout·bes planes du q1tatrieme 
ordre (Mathematischen Annalen Bd. 7.). 
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Considerazioni Generali 

l. Porremo a fondamento dei nostri studi i seguenti risultati relativi 
alle curve polari ottenuti dal prof. Cremona nella sua importante memo­
ria << l ntroàttzione ad ttna teoria geometrica delle cut·ve piane ». 

Siano due curve, una C., di ordine v e una C, di cui indicheremo 
secondo l'uso 

con n l'ordine 

)) 1n la classe 

>> t) il numero dei punti doppi 

» 1' » delle tangenti doppie 

» k » delle cuspidi 

» i >> dei flessi 

Se un punto P si muove sulla linea C, la polare ,.,,.a di P rispetto 
alla cm·va fondamentale C., inviluppa una curva Y che si chiama polare 
t'"'0 di C" rispetto a C., ; l'ordine di Y ~ 

11ry = (v - t') l n (n + 2r - 3) - (2 t) + 3 k) l 
Per il caso speciale ,. =v - l si determinano con facilità le altre ca­

ratteristiche di Y e sono le seguenti: 

ny = n (n + 2v - 5) - (2€) + 3k) 

tny =n (v-1) 

t)y = ! ~ n (n + 2v -- 5) - (2€) + 3k) l2 

- n (5n + 6v - 21) + lO() + 2; k 

ky = 3n (n+ v - 4) --- (6€) + 8k) 

l 
1'y = 2 n (v- 2) (nv - 3) + t) 
iy= k 

L 'introduzione del concetto della polare di una curva rispetto a u­
n'altra, fornisce la definizione doppia delle curve polari di punti: 

c La polare t'"'0 di ttn punto P t·ispetto a ttna cm·va C., può con­
sidemt·si: 
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l ° Conte il luogo dei punt·i le oui (P - 1·)»>e polari passano per P; 
2° Come l'inviluppo delle 1·ette le polari (P - ?')"'" delle qttali con­

tengono il punto P. 
2. Vediamo se è possibile dare analogamente una doppia definizione 

per le curve polari di curve. 
Le coordinate di P entrano al grado r nella polare r"'a di P rispetto 

a C., ; dunque per un punto qualunque M: del piano delle due curve C,., 
C., passano n 1· polari ?'"'" di n r punti P situati sulla curva C,.. - Que­
sti n ,. punti costituiscono evidentemente il gruppo completo delle inter­
sezioni della curva C,. con la polare (n - ?')"'a di l\f. rispetto a C.,. 

Sia P 1 uno qualunque di questi n,. punti; siano a; , b1 rispettivamente 
la polare rma, ed (r- l)"'a di P; rispetto a C.,: la a.; sarà anche la pri­
ma polare di P; rispetto a b; ; ma a; passa per M:, dunque la retta pola­
re di M: rispetto a b; passerà per P; . 

Supponiamo ora che due qualunque fra i punti P (per esempio P,., 
Pk) si avvicinino l'uno all'altro e tendano a coincidere; la stessa cosa suc­
cederà per ah ed ak , onde la posizione limite che assumerà il punto M: 
sarà un punto dell'inviluppo di ah , ak , a; ; . . . cioè un punto della 
polare rn•a di C., rispetto a C.,: d'altra parte bh e bk tenderanno pure 
verso una posizione limite comune e cosl anche per conseguenza le rette 
polari di M, rispetto a bh e bk, ma abbiamo già osservato che queste 
rette passano rispettivamente per Ph, Pk onde la posizione limite che as­
sumeranno sarà la tangente alla curva C., nel punto posizione-limite di 
P,. e Pk. 

Ecco quindi la definizione richiesta: 
<<La polare rma di una ourva C,. 1·ispetto a un'altra C., pttò oonsid.m·arsi: 

1.° Come il luogo dei poli delle tangenti di C,. 1"ispetto a quelle Oltr­
ve oke sono polari (1·- l)me dei punti di oontatto 1·ispetto alla mwva fon­
damentale C., , 

2.° Come l'inviluppo delle pola1·i ,.,.e dei pttnti di C,. 1·ispetto a C,». 
3. Quando il punto P è uno dei punti all'infinito di C,., la polare ?'"'a 

di P rispetto a C., prende il nome di linea diametrale rn•a. Se C,. ha tutti 
i punti all'infinito e si riduce quindi alla retta all'infinito; mentre il 
punto P si sposta su di essa, la linea diametrale ,.ma di P inviluppa la 
linea diametrale ,.ma della retta all'infinito e il cui ordine sarà dato, se­
condo le formole del N° l da 

ny = 2 (P- r) (r -- l} 

Abbiamo dunque due sorta di linee diametrali. 
l o Le linee diametrali che chiameremo m·dinarie e che non sono 
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altro che le polari rispetto a C, dei punti all' infinito. Queste linee sono 
in numero infinito e ogni punto ne individua v - l. 

2° Le linee diametrali che chiameremo principali e che costitui­
scono le v - l polari della retta all'infinito rispetto a C,. - Queste ul· 
time a differenza delle prime sono dunque in numero finito. - Fra di 
esse ve ne ha una di ordine zero ed è la prima linea diametrale principale. 

Essa è infatti rappresentata dai (v- 1)2 poli della retta all'infinito 
che sono i (v - 1)2 punti base del fascio delle prime linee diametrali or­
dinarie. 

Dunque il grappo dei (v- 1)2 centri della curva C, può considerarsi 
come la prima linea diametrale che è di ordine zero. 

Noteremo poi che dalle formule del N° 1, resultano le seguenti carat­
teristiche per la (v- l )ma linea diametrale principale ovvero per l'inviluppo 
dei diametri: 

(v - 2j (v - 3) 
ny = 2 (v-- 2) ; lJy = 2 \v- 3) (v-- 4) ; T:y = 

2 

1ny =v -l ky = 3 (v- 3) ; iy =o 

Finalmente osserveremo come, dal teorema del N, 2. consegua che 
« La r"'a linea dia1netrale pt·i1wipale può anche 1·iguardarsi come il luogo 

dei cent1·i delle (r - l)me linee diamet1·ali ordina1·ie >>. 

Assi di simmetria 

Gli assi di simmetria considerati come linee diametrali. 

4. Diremo che una curva piana c è simmetrica rispetto a una retta r, 
quando preso un punto qualunque C di c e da esso tirata la perpendicolare 
p a r e chiamato P il punto p r; sulla perpendicolare p esista [dall'altra 
parte di P rispetto a 1·] un punto Ci di c tale che in valore assoluto sia 

P O=P C1 

I punti C e Ci costituiscono una coppia simmetrica. 
Noi intendiamo di riferirei, in tutto quel che segue, a curve generali 

del proprio ordine, mancanti quindi di punti multipli. 
Supponiamo dapprima che l'ordine della curva sia un numero dispari. 

Allora il fascio delle perpendicolari a un medesimo asse di simmetria deve 
avere il centro in uno dei plmti all'infinito della curva, giacchè ognuna di 
queste perpendicolari la incontra in un numero dispari di punti che debbono 
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costituirsi in coppie simmetriche. Se quindi un asse esiste esso deve es­
sere perpendicolare a un asintoto. 

Di più, se per esempio l'asse delle y è asse di simmetria (di coord. 
ortògonali) l'equazione della curva non cambia per la sostituzione lineare 
che porta x in - x dunque: 

« Tutte le cuTve covat·ianti e contTamat·ianti d6lla primitiva sono sim­
metriche t·ispetto al medesimo asse >>. 

Così in particolare l'Hessiana che è pure di grado dispari: 
Segue che essa ha a comune con la curva quell'asintoto che è per­

pendicolare al comune assi di simmetria, o in altre parole: 
« Se una curva di gmdo dispaTi possiede un asse di sitnmetria, essa ha 

uu fiesso all'infinito che è i l coniugato annnnico del p1mto all'infinito della 
polare annonica del flesso t·ispetto alla coppia dei punti ciclici del piano >> . 

<< Questa polare at·monica è l'asse richiesto >> . 
« Ogtti retta che pa,ssa pet· il flesso taglia ultm·iat·tnente la curva in un 

nu11~ero pat·i di p1tnti che si costituiscono in coppie in involuzione di cui i 
punti doppi sono il flesso e il punto d'incontt·o con l'asse di sitmnetria >>. 

Se poi l'ordine della curva è pari un asse di simmetria è certamente 
un diametro perpe:p.dicolare al sistema di corde cui si riferisce (Cf. il ca­
pitolo <.< Metrical properties of Curves » dell'opera del Salmon « A treatise 
o n the higher plane curves » ). 

5. Riassumendo: << Un asse di simmetria fa sempre parte delle linee 
diametrali ordinarie: per una curva di grado pari è un diametro ; per una 
curva di grado dispari costituisce una conica diametrale ordinaria insieme 
a quell'assintoto che gli è perpendicolare >> . 

Condizioni analitiche che debbono verificarsi affinchè una data retta sia asse 
di simmetria per una data curva. 

6. Per mezzo delle osservazioni seguenti si determinano queste con­
dizioni indipendentemente dalla distinzione fatta nel N° precedente rela­
tivamente all'essere pari, o dispari l'ordine della curva. 

La retta data sia 

riferita come la curva a un sistema cartesiano ortogonale. Cambiamo si­
stema di coord. prendendo la retta precedente per asse delle x e una per­
pendicolare a essa passante per il punto (o , n) per asse delle y: se (dopo 
fatto questo cambiamento) annulliamo tutti i coefficienti dei termini che 
contengono la nuova y a grado dispari, è certo che il nuovo asse delle x, 
cioè la retta data sarà una retta di simmetria. 
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Le formole di trasformaz. delle coord. sarebbero: 

x = Y 1 ~ m2 ~ X - (Y + n)1n ~ 

y=~ 1n: l?nX+Y+n! 

ma. per i calcoli da farsi val meglio immaginare l'equazione della curva 
scritta in coordinate omogenee x1;x2;x3 essendo il triangolo fondamentale 
costituito dall'antico sistema cartesiano e dalla retta all'infinito: allora in 
luogo della trasformazione precedente si può assumere l'altra 

xi = Y1 - ·m Y2 -m n Y2 

X2 = m Y1 + Y2 + n Y3 

La legge secondo la quale si possono trovare i coefficienti della e­
quazione trasformata, per mezzo dei coefficienti della equazione primitiva e 
di quelli della sostituzione lineare è semplicissima e consiste in questo : 

« Se si effettua la sostituzione lineare 

n (k) x, =~a; Yk 
l 

su di una ennaria qttalunque a.v r = O di grado r la fonna trasformata si 
ottiene dalla primitiva cambiando ogni coefficiente simbolico} 

nel coefficiente simbolico corrispondente : 

aa(i) 

Basterà dunque nel nostro caso speciale [di una ternaria) valersi di 
questa legge, osservando che si ha 

a~1) = a~2) = O 

ai2) = - a~1) = - 1n 

Una volta ottenuta l'equazione trasformata, bisognerà annullare i coef-
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ficienti dei termini elle contengono la y2 a potenze dispari. Se n è il grado 
della curva si hanno così 

ovvero 

(n+ l? 
4 

n (n+ 2) 

4 

relazioni a seconda che n è dispari, o pari. Queste relazioni contengono 
linearmente i coefficienti della curva; d'altra parte questi coefficienti sono: 

dunque: 

n (1~ + 3) 

2 

<< Presa una 1·etta qualwtque del piano, tutte le ettrve di ordine n sim­
metriche t·ispetto a questa retta costituiscono un sistema lineare : 

00 

n2 + 4n - 2 
4 

, ovvero oo 

a seconda che n è pat·i, o dispari >> . 

Curve che posseggono più di un asse di simmetria. 

7. Dopo aver determinato le condizioni analitiche che si richiedono 
perche una data retta sia asse di simmetria per una curva, si affaccia na· 
turalmente la questione relativa al numero degli assi che una curva può 
possedere. E questa questione si presenta e si risolve in modi abbastanza 
diversi a seconda che si riferisce a una curva di grado pari, o a una curva 
di grado dispari. Prima però di fare questa distinzione è necessario dare 
un limite massimo per questo numero, senza però intendere di dimostrare, 
almeno per ora, che questo limite massimo possa essere effettivamente rag­
giunto. 

Questo limite è uguale al grado della curva sia esso pari, o dispari 
e solamente per una certa classe di curve di ordine pari le considerazioni 
seguenti non dànno resultato decisivo. 

Che una curva di grado dispari non possa possedere più di n assi 
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di simmetria risulta subito da ciò che si disse al N° 4; ogni asse porta 
l'esistenza di un flesso reale all'infinito; se la curva possedesse più di n 
assi, avrebbe più di n punti all 'infinito e si spezzerebbe. 

Se poi n è un numero pari, osservammo già al N° 4. che ogni asse 
di simmetria è un diametro perpendicolare a.l relativo sistema di curve. 
Vediamo come si può analiticamente esprimere questa condizione. 

L'equazione della curva può scriversi sotto la forma 

ao,n Y" + al,n-1 y"-1 + a2,n-2 y"-2 + . • · • + a,.,o + 

+ x l ao,n- 1 yn-1 + a1,n-2 y"-2 + az,n-3 Y''-3 + ..... ! + 

-+- X 2 l ao,n-2 y"-2 + ai,n-3 yn-3 + a2,n-' y"-' + ..... ! + 

+ 
+ xn-2 ! ao,2 y2 + a1,1 Y + az,o ! + 
+ x"-1 j ao,l y + a1,o l + 

+ xn a0,o =O 

dove n è pari. 
n coefficiente angolare del diametro coniugato a una direzione e è 

dato da 

ao,n-1 (tg e)"-1 + 2ao,n-2 (tg e)"-2 + 3 a0,11-3 (tg e)n-a+ .... 

+ (n-2) ao,2 tg? e+ (n-l) ao,l tg e+ n ao,o 

n ao,n (tg e)n-1 + (n -l) ao,n-1 (tg e)"-2 + · · . · 
+ 3 ao,a tg~ e + 2 ao,2 tg e + ao,i 

..A.ffinchè questo diametro sia perpendicolare al sistema di corde cui 
l 

è relativo basta che il precedente rapporto sia uguale a tg e : 
Si ottiene allora per tg e la seguente equazione di grado n. 

ao,n-1 (tg e)" + (tg e)"-1 j 2 ao,n-2 -- n ao,n l + 

+ (tg e)n·-2 1 3 ao,n-2 -(n- l) ao,n-1 j + 

+ (tg e)n-a l 4 ao·n-' - (n-2) ao,n-2 ! + • • · • • + 

+tg5e l (n-4)ao,4 -6ao,6 ! e+ tg4 ! (n--3)ao,3-5ao,5 + 

+ tg3 e l (n-2) ao,2 - 4 ao,, ! + 

+tg1e l (n - l)ao,I- 3ao,2 ! +tge l n ao,o-2 ao,2 ! -ao,l=0 
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Resulta intanto che c Esistono n diametri perpendicola1·i ai loro corri­
spondenti sistemi di corde >>. 

Se poi la curva è simmetrica rispetto all'asse delle y ed è di grado 
pari, allora si ha 

ao,n-l = ao,•J - 3 = ao,n- 5 = · · · · = ao,5 = ao,a = ao,I = O 

Se inoltre si esige che debbano esistere più di n diametri perpendi­
colari ai corrispondenti sistemi di corde, annullando identicamente la 
equazione precedente si trova: 

ao,u-2 = (i) t ao,u ; ao,u- 4 = (i t ao,u ao,tl-6 = (i) 
3 
ao,,. ; • • • • 

In questo caso la binaria di grado n in x e y che comparisce nell'equa­

zione della curva è la potenza ( ; r•lm& di 

« La mwva tocca ~ volte la 1·etta all'infinito nei punti ciclici del piano». 
"' 

All'infuori dunque di queste curve speciali (e che noi per brevità 
chiameremo ipercicliche) siamo sicuri che anche le curve di grado pari 
non possono possedere un numero di assi superiore al loro grado. 

Dimostreremo poi in seguito come effettivamente questo limite mas­
simo possa essere sempre raggiunto senza che la curva si spezzi. 

8. Una conseguenza del teoremll> ora dimostrato è anche la seguente : 
« ammesso che una curva possa possedere più di due assi, essi debbono 
passare tutti per lo stesso punto disponendosi regolarmente intorno ad 
esso come si dispongono i raggi di un cerchio che dal centro vanno ai 
vertici di un poligono regolare inscritto nel cerchio ». E infatti supponia­
mo pure che una curva possegga un certo numero di assi, per esempio 
tre, non passanti per uno stesso punto e costituenti quindi un triangolo. 
Facciamo compiere a questo triangolo una rotazione attorno a un lato, i 
lati del nuovo triangolo saranno nuovi assi della curva; ora di queste 
rotazioni se ne possono compiere un numero infinito e non solamente ri­
spetto a un solo lato del triangolo primitivo; la curva verrebbe quindi a 
possedere un numero infinito di assi che sarebbero tutte le rette di una 
rete parallelogrammica distesa sul piano; e questo il teorema del N pre­
cedente esclude. 
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Se dunque arriveremo a dimostrare che una curva possiede più di 
due assi; ne conseguirà che essi dovranno avere un punto comune. Di più 
dovranno disporsi simmetricamente rispetto a questo punto altrimenti una 
rotazione intorno a uno qualunque di essi ne origenerebbe sempre dei 
nuovi. 

Così, ad esempio, se una curva possiede due assi soli di simmetria, 
essi saranno perpendicolari, se ne possiede tre saranno inclinati di 60 ' ; 
se ne possiede n saranno inclinati l'uno sul consecutivo di un angolo 

:n 
uguale a-. 

1t 

Curve di grado dispari. 

9. Noi abbiamo già trattato il problema in questo caso speciale al 
N° 4. da un lato puramente proiettivo, ci occorre ora di riguardarlo sot­
to un aspetto essenzialmente diverso. È dal confronto dei resultati già 
ottenuti al N° 4. con quelli che ora otterremo che si può giungere a 
risolvere completamente la questione. 

Abbiasi una curva di grado dispari simmetrica rispetto all'asse delle 
y. La sua equazione potrà essere scritta, 

ao,n yn + al,n-1 yn-l + ...... + 
+ x2 [ a y"-2 + a yn- 3 O,tt-2 J,n- 3 • • • ··l+ 
....;_ x4 [ a un-4 + a y"-5 + 1 O,n- j ... l,tl-5 • .. ] + 
+ 
+ x"-5 

[ ao,5 y5 + aJ,4 Y4 + . . . ] + 
+ x"-

3 
[ ao,3 Y

1 + a1,2 Y
2 + · · · · · · · l + 

+ xn-l [ ao,l y + aJ,o ] = O 

dove nè un numero dispari. 

. ; + 

Dalla forma di questa equazione risulta intanto che una curva di 
ordine dispari non può possedere un numero pari di assi reali giacchè in 
tal caso si richiederebbe che essa fosse simmetrica rispetto a due rette 
ortogonali; ma allora nella equazione precedente s:..rebbero certamente 
nulli i cofficienti dei termini che contengono potenze dispari di y e in 
particolare 

ao,n =O 
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La curva si spezzerebbe allora nella retta all' infinito e in una curva 
di grado pari simmetrica rispetto a due rette perpendicolari. 

Dunque per le curve di grado dispari la questione è ridotta ad esa­
minare se possono possedere: 3; 5; 7; 9 . ... n assi di simmetria essen­
do n il grado della curva. 

10. Facciamo perciò compiere al sistema cartesiano, ortogonale cui è 
riferita la curva, una rotazione di ampiezza () mantenendo fissa l'origine 
ed esprimiamo analiticamente le condizioni che debbono essere verificate 
affinchè il nuovo asse delle y sia ancora retta. di simmetria. Queste con­
dizioni evident~mente si ottengono annullando i coefficienti dei termini 
che contengono la x a grado dispari, dopo che si è, sulla equazione, effet­
tuata la trasformazione 

x = X cos () - Y sen () 

y = X sen () + Y cos () 

Ora, l'annullarsi dei coefficienti di grado n complessivo in x e y e 

d l . . . . ~ . n+l 1 . . l di gra o ( 1span m x CI 1ormsce -
2
-- re az:om c 1e contengono omoge-

n+l 
neamente e linearmente le - 2- : 

ao,n ; ao,n-2 ; ao,n - 4 ; • • • · • • ao,5 ; ao,a ; ao,l 

Così l'annullarsi dei coefficienti dei termini di grado n-2 comples­
n - 1 

sivo in x e y e di grado dispari in x , ci fornisce - 2 relazioni che le-

n-l 
gano linearmente e omogeneamente le 2 -

E in generale l'annullarsi dei coefficienti dei termini di grado n-2m 
n -2m+ l 

complessivo in x e y e di grado dispari in x, ci fornisce 
2 

rela-

. . 1. _ Il n-2 1n+l zwm mean e omogenee ne e 
2 

: 

~no • 11-2m ; ~ ... . n-2m-2 ; •••• a2m • 3 ; a 2m • 1 

Questi diversi gruppi di relazioni presentano una certa analogìa fra 
di loro perchè in ognuno il numero delle equazioni è uguale al nwnero 
delle variabili. 
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In ciascuno di questi altri gruppi di relazioni, che ora esamineremo, 
il numero delle variabili supera di una unità il numero delle equazioni. 

E infatti annullando i coefficienti dei termini di grado complessivo 
n-1 

n - l in x e y e di grado dispari in x si ottengono relazioni li-

n+l 
neari e omogenee nelle -- : 

2 

2 

Similmente annullando i coefficienti dei termini di grado complessivo 
n-3 

n - 3 in x e y e di grado dispari in x si ottengono -
2
- relazwni li-

n-l 
neari e omogenee nelle -

2
-- : 

aa, tl-3 : aa , , __ 5 ; • • • • aa . 2 ; aa, o 

e in generale annullando coefficienti dei termini di grado complessivo 
n-2?n-l 

n - 2 m - l in x e y e di grado dispari in x otteniamo -----=----
2 

n-2m-t l 
relazioni lineari e omogene nelle 

2 

Dunque tutte le relazioni che provengono dall'annullamento dei coef­
ficienti dei termini di grado dispari in x possono distinguersi in queste 
due specie di gruppi. Per la coesistenza delle equazioni di ogni gruppo 
della 1.a specie, occorre una condizione per l'angolo (} che si ottiene annul­
lando la resultante corrispondente; per la coesistenza delle equazioni di 
ogni gruppo di seconda specie non si richiede nessuna condizione anali. 
tica potendosi da ogni gruppo ricavare il valore di una variabile espresso 
per mezzo di (} e di una qualunque di esse. 

Ci occorrerebbe dunque adesso costruire tutte le resultanti dei grup­
pi di 1.• specie ed esaminare se possono avsre soluzioni comuni. 

11. Per abbreviare questo calcolo basterà tener conto dei resultati 
ottenuti al N° 4. Vedremo allora che sarà sufficiente studiare solamente 

il primo dei gruppi di 1.a specie e cioè le n-; 1 
relazioni lineari omoge­

n+l 
ne nelle -

2
- : 
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ao, n ; ao, ••- 2 ao, ,_, • • · · a.u, 5 ao , a ao , 1 

Se s' indicano con : 

c xy•• - 1 

i primi membri di queste relazioni ; esse possono compendiarsi nell'uni· 
ca seguente: 

o t= p=i-
1 

ao tl - p l (n- P)t + (cos o,••-p - l(sen 0)P+ 1 - 1 -
Xty••- p= o ' 

- p 1 (n- P.lt - I(cos O)n- p- t+2 (sen O)P+t - 3 + 

+ P2 (n - Plt - 2 (cos 0)••-p - 1+ 4 (sen O)P+ t- 5-

-p3 (n tPlt - s(cos0)"-P- 1+ 6 (sen0)P+t - 7+. + 

+ .......... - p 1 (cos 0)"-P+ 1 (sen O)P- 1- 1 l= O 

dove t è dispari e p è pari. 
Si trova una facile interpretazione geometrica di due di queste rela­

zioni: di quella che si ottiene per t= l e dell'altra per t= n. 
La 1." è 

+ ao .••- 2 [(n- 2) sen2 O (cos 0)"- 3 - 2 (cos O)n - 1] + 

+ a,,,., - 4 [(n- 4) sen4 O (cos 0)"- 5 - 4 (cos 0)" - 3 sen 2 O]+ 

+ ao , •• _ 8 [ (n - 6) sen6 O ( cos O)" - 7 - 6 { cos O) n - 5 se~' O] + 

+ + 
+ a0 ,a [ 3 (sP-n 0)" - 3 cos2 O - (n- 3) cos4 (J {sen 0)"- 5 ] + 

+ ao,t l (sen 0)" - 1 - (n- l) cos2 O (sen O)n - a] =O 
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Questa coincide con quella ottenuta al N° 7, quando sia particolariz­
zata a una curva simmetrica rispetto all'asse ?/· Essa ci dice dunque che 
esistono altri (n- l ) diametri (oltre l'asse delle y) perpendicolari ai cor­
rispondenti sistemi di corde e questa è certo una delle condizioni anali­
tiche a cui devono soddisfare gli assi. 

La 2."' è 

c x"= llo,n (sen e)•t - l + ao,n - 2 (sen (J)" - 3 cos2 (} + 

+ ao,l (cos e)n - l =o 

essa ci esprime che gli n- l assi (se esistono), diversi dall'asse delle y, 
debbono passare per gli n - l punti coniugati armonici degli n - l punti 
all'infinito della curva rispetto ai punti ciclici del piano; in altre parole, 
se gli assi esistono, debbono essere perpendicolari agli asintoti della curva. 

12. Prima di studiare la risultante delle precedenti equazioni ci oc­
corre di esprimere analiticamente i resultati delle considerazioni fat­
te al N° 4. 

Secondo quei risultati, se una curva deve possedere n assi di simme­
tria, le coniche polari degli n punti all'infinito della curva debbono spez­
zarsi in n coppie di rette ortogonali. 

Sia 

Ua:= o 

l'equazione della curva scritta in coord. omogenee; la conica polare di un 
punto (y1 ; Y2 ; Y3) è: 

Se il punto (y1 , y2 , y3) deve appartenere contemporaneamente alla 
curva e alla sua hessiana, le due rette in cui si spezza la conica prece­
dente sono: 
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Se il punto (y1 , y2 , y3) deve essere all'infinito e le due rette pre· 
cedenti debbono essere ortogonali dovrà aversi : 

Applicando questa condizione all'equazione della curva, sotto la forma 
data al N° 9, si trova : 

(l) 

y1"-
2 [n (n -l) ao,n + 2 ao,n-2] + 

+Yt"-'Y2
2 [(n- 2) (n- 3) ao,n-2 + 3. 4 ao,n-'] + 

y1"-6 y2
4 [(n- 4) (n- 5) ao,n-t + 5 • 6 ao,n-6] + 

+ + 
+Y/ y2"-5 [ 5 4 a0 , 5+ (n- 3) (n - 4) ao,s ] + 
+Y1 Y2"-3 [3. 2ao,a+(n-l)(n-2)ao,t ]=o 

Essa è verificata per y1 = O (com'è naturale perchè la curva possiede 
già. l'asse delle y per asse di simmetria): all'infuori di questa soluzione si 

hanno altri n- 3 valori del rapporto Yt che ci individuano n - 3 punti 
Yz 

all'infinito le cui coniche polari si spezzano in coppie di rette ortogonali. 
Tutto questo però nell'ipotesi che il punto (y1 , y2 , O) verifichi con­

U.mporaneamente l'equazione della curva e dell'hessiana. 
13. L'equazione (l) del N° precedente è verificata identicamente 

quando sia: 

(A) 
tJ-1 

ao,a =(-l) ao,t = (-1)_2_ni ao,n 

CURI, 
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Ma la (1) presuppone già per y1 , y2 non dei valori qualunque, o me­
glio non delle variabili ordinarie, ma valori tali da annullare contempo­
raneamente, per x3 =O, l'equazione della curva e dell'hessiana: dunque, al­
lorchè saranno soddisfatte le relazioni ora trovate e la curva data avrà i 
suoi punti all' infinito comuni con l'hessiana, le coniche polari di questi 
n punti si spezzeranno in n coppie di rette ortogonali, cioè la curva pos­
siederà n assi di simmetria. 

Però queste condizioni che si richiedono per i coefficienti 

ao,n; ao ,n- 2; • -..• · ao,3 ; ao,l 

a prima vista sembrano troppe giacchè oltre le (A ', che ne lasciano uno 
solo indipendente, occorrono anche le altre che si ottengono esprimendo 
che i punti all' infinito della curva appartengono anche all'hessiana, onde 
il problema della determinazione degli n assi di simmetria sembrerebbe 
impossibile. Ma non è così perchè ora noi dimostreremo che le sole rela­
zioni (A) fra i coefficienti: 

ac,n ; ao,n-2 ; • • . • · . ao,a ; ao,l 

sono sufficienti : in altre parole dimostreremo che dalle relazioni (A ) con­
segue anche che i punti all' infinito della curva appartengono pure all'hes­
siana; che finalmente queste relazioni (A ) sono quelle sole che è neces­
sario di porre fra i coefficienti suddetti affinchè la curva possegga n assi 
di simmetria. 

14. Per convincersene, sostituiamo nelle n+ _2 equazioni: 
2 

( t=1;3;5; .... n) 

del N° 11. i valori dati dalle (A ). 
n coefficiente di 

(sen O)P+t-1 (cos (j)n-p- t 

dopo eseguita la suddetta sostituzione nella: 

c =0 xt yn-t 
è: 

(-1)f( (n-p)tnp + {p+2) (n-p-2)t-1 np+2 + 

+ (p+4'2(n-p-4)t- 2 nv+' + ... + (p+2t)t np+2t ) = 

=(-1)~ ( (n-t)p+ t(n-t)p+l + t3(n-t)v+2+ .... + 
+ t(-n)p+t-1+ (n -t)n2p+t) 
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ma, per una proprietà fondamentale dei coefficienti binomiali per cui si 
ha in generale :. 

(a+J1),. = an + an-l P + u••-2 fJ2 + . · · · · · + {3,. 

resulta: 

(n-t)p + t(n-t)p+l + t2(n-t)p+2 + ... + (n-t)p+t = np+h 

onde il coefffciente cercato si riduce a: 

p 

(-1)2 nt np+t 

per cui, a meno del fattore comune a tutti i termini n1, si ha: 

C =(tg e)n- 1 - n (tg e)n-3 + 
a;t yn-t 2 

n-3 n- 1 + n4(tg (})tt-5 + , ... (-1)-Z-n3 tg? e + ( -1)2 n1 = 0 

la quale è indipendente da t contiene n e O. 
Se ne conclude dunque che le relazioni (A) fra i coefficienti: 

ao,,. ; ao,n-2 ; • • • • • ao ,a ; ao,l 

'd d · · l n+ 1 · · n ucono a una me estma equaziOne e --?.- equazwm: ... 
c =o a;t yn-t 

e questa equazione non contiene più traccia dei coefficienti della equa­
zione della curva, ma contiene semplicemente e ed n. Essa quindi deve 
essere un fattore della resultante delle equazioni: 

c -o a;t yn- t -

e agli n valori di e che la soddisfano debbono corrispondere n assi di 
simmetria per la curva. Se questi assi saranno tutti reali (per le osser­
vazioni fatte al N° 8) essi debbono essere disposti simmetricamente 
rispetto al loro punto comune. 

15. Che ciò avvenga effettivamente, si rileva determinando le radici 
della equazione già trovata nel N°. precedente e il cui primo membro in­
dicheremo con K,._1 

(B) tt-3 n - 1 l Kn-1 =(tg e)•-l-n2(tg O)n-a + n4(tg O)n-5- .... + 
+ (-1)-2 n3 tg

2 O+ {-1)~ n1 =O. 

Infatti dalla forinula. di Moivre, 

cos n a; + i- aen n a; = ( cos a; + i sen a;)" 
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nell ' ipotesi che n sia dispari, uguagliando i coefficienti dell' immaginario 
di ambo i membri si trova: 

facendo x 

sen n x= n1(cos x)n-1 sen x- n3(cos x)n-s sen3 x + 
n-l 

+ n5 lsen x)n-s sen5 x+ . . .... (-1)_2_ (sen x)n 

n e dividendo quindi per sen ~ resulta: 
n n 

(tg ~r-1- n2 (tg ;r-3 + ..... . 
••-3 n - l 

+· .... (-1)-
2
-n4 (tg ;J + (-1) 2 

n1 =O. 

Dunque la (B) ammette le radici 

n 2n 3n 
;-;-;-;-;-; 

(n-l)n 

n 

cioè le relazioni (.A.} fra i coefficienti 

ao,., ; ao,n-2 , • • • • • • ao,a ; ao,r 

sono veramente tutte e le sole che occorre stabilire fra i detti coefficien­
ti perchè la curva possegga n assi di simmetria. 

16. :Non ci restano ora a trovare che le relazioni fra gli altri coeffi­
cienti che compariscono nell'equazione della curva data al No 9. per com­
pletare la dimostrazione relativa alla possibilità dell'esistenza di curve di 
grado dispari con un numero di assi reali uguale al loro grado. 

Queste relazioni che mancano si ottengono, con grande facilità, dietro 
le considerazioni seguenti. 

La curva che si ottiene sopprimendo nella equazione del N° 9. le 

ao,., ; ao,n-2 ; • • • • • ; ao,a ; ao, t 

è di grado pari n- l e deve possedere n assi di simmetria; uno più 
del suo grado e quindi (N° 7 ~ è una curva iperciclica: per conseguen­
za si ha: 

(n -1) (n -1) (l); al,n-a = - 2-- al,••-l ; ar,n-5 = --2- al,fl-1 
i 2 

La curva che si ottiene opprimendo oltre le 

ao,n ; ao,11-2 ; · • • • • • ao,3 ao,l 

anche le 
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è di grado dispari n- 2 e deve ammettere n assi di simmetria; dunque 
(N° 7) essa si spezza nella retta all' infinito e in una curva dt grado 
n - 3 : segue perciò 

~.n - 2 = a2,n-4 = a2,n-l = ...... =o. 

Procedendo a sopprimere nuove e analoghe serie successive di coefficienti, si 
conclude che tutti i coefficienti il cui primo indice è pari (purchè non 
sia zero) si annullano ; tutti i coefficienti il cui l 0 indice è dispari (a 
gruppi, a gruppi quelli che hanno uguali il l 0 indice) sono legati da :te­
lazioni analoghe alle (l) ; per cui riassumendo si ha 

p 

ao,n-p = (- 1)2 np ao.n ; (p=2 , 4 , •• • n-I) 

(
n-2r-l) 

a2r+1 1 n-(2r+l+2s) = 2 S a2r+1, n- {2r+I) 

~r , n-2r-2s = O 

o a.Itrimenti: 
« L'equazione di una c1tt·va di grado n dispm·i simmetrica rispett.o a 

n assi 'reali è della forma : 

dove p è pari » 

p=n-l p 
ao,n .Z (- 1)2 np xP yn-p + 

p=O 

n-l n-2r-l r=-+ ,Z~ (x
2 + y2

) 
2 

a2 r+l , n- r-l = O 
t= O 

« Le ettrve di grado n dispat·i simmetriche rispetto agli stessi n assi 
reali sono 

n+l 
-2--». 

00 

Dunque la questione propostaci al principio di questo N° è così defini­
tivamente risolta, nè può nascere il sospetto che la curva rappresentata 
dalla equazione precedente possa spezzarsi. Se ciò avvenisse, la retta all'in­
finito dovrebbe farne parte, ciò che l'equazione stessa esclude. 

17. Si tratta ora di esaminare se la nostra curva può possedere un 
numero inferiore ad n di assi reali. 

Io dico che essa può posseder~ n - 2 assi reali di8posti simmetricamente 
e passanti per un medesimo punto, non solo, ma oltre questi può possederne 
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altt·i due im1naginari coniugati che d.al punto comune agli assi reali vanno 
ai punti ciclici del piano . 

.E infatti l'equazione di grado n - l: 

~.-a= {(tg e)n-a- (n - 2h (tg e)" - 5 + 

+(n- 2), (tg e )n-7 - (n- 216 (tg e )n-9 + ..... + 

n-a 
+ ..... <- 1}- 2- (n - 2)1 H tg2 e + 1 ~ = o 

ammette le n - l radici: 

n 2n (n-3)n 
tg---2; tg---2; .•... tg 2 ; i;-i. n- n-- n-

Essa può anche scriversi sotto la forma: 

(tg e)t•- 2 (tg e)" - a[ l-(n-2h ]+ 

(tg e)"- 5 [(n- 2),- (n - 2)2] + (tg e)"- 7 [ (n-2)4- (n-2)o] + 

+ + 
+ (- l )tl ~ 

5 
tg' e [ (n - 2)a- (n- 2)5] + 

+ (- l l"-; a tg2 e [ (n - 2h - (n - 2)a ] + (- l n-; 3 
(n - 2h = o . 

Basterà dunque dimostrare che, se si prende in generale 

(C) ao,n -p =(-l)f l (n- 2)p- (n- 2)p-21 ao,n 

dove p è pari, tutte le relazioni 

(t dispari) 

vengono a coincidere in una sola: nella 

~-a=O 

Per convincersene, calcoliamo il coefficiente di 

(sen oy>+t-l (cos oln-p-t 

nella 
c =0 ztyn-t 



ABSI DI SnUtETRIA . 55 

dopo che vi si sono eseguite le sostituzioni (D). - Questo coefficiente è: 

Y (n- 2)p- 2(n - P't+ (n-2)p t (p+2)(n-p-2t_ 1- (n-p1t l+ 

+ (n - 2\p+2!(p+4)2 (n-p- 4)t- 2-(p+2)(n- p-2)t-ll + 

+ + 
+(n- 2)P+2• t (p+2s+2)s+t ('n-p-2s-2)t-1- 1 -

-(p+2•}•(n - p-2s}t-s l+ · . · .. · 

+ ......... . - (n -2)P+2t (p+2t)t. 

Ora il coefficiente di (tg O)P+t- t nella Kn- s =O è (a meno del segno) 

(n- 2)P+t- 2 - (n - 2)p-tt = Y' 

tut to dunque si riduce a dimostrare che Y è uguale a Y', o almeno che 
ne differisce per un fat tore indipendent-e da p. 
Dimostreremo infatti che è 

Y= Y' Y" 

dove 

Y" = (n-2)t-2- (n-2)t 

Sviluppando il prodotto Y' 1 " è : 

Y' Y" ={n-2)p+t-2(n-2)t-2 -(n-2}p+t-s(n-2)t ­

-(n-2)p-tt(n-2)t-2+(n-2}p-tt(n-2)t , 

ma per l' identità : 

(n-p),np+(,+2)(n -p- 2)t+t np-t2+lp+4h(n-p- 4)t- 2nP+'+ ..... + 
+(P+ 2t)tnp-t2t=ntnp+t 

dimostrata al N1' 14 e attribuendo convenienti valori a n , p , t si ottiene: 

(n-2)p+t-2(n-2}t-2=(n-p-2)t-2(n-2)p+(p+2)(n-p - 4)t-a(n-2)p-t2 + 

+(p+4Mn-p-6ìt-4(n-2)P+4+ . . . . . . . 

+<n-2)p+t-2(n-2ìt=(n-p', (n-2)p-2+P(n-p-2)t-1(n- 2)p+ 

+(p+2)2(,., - p- 4lt-2(n-2)p+2+lp+4)1(n-p-6),_3 (n- 2)P+4+ 
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+ ........ . 
n-2)p+t(n- 2)t-2 = (n-p- 4)t-2(n- 2)p+2+(p+4)(n-p- 6)t-a(n-2)p+•+ 

+ ........ . 
(n - 2)p+t(n-2)t= (n-p-2)t(n-2)p+(p+2ì(n-p-4)t-1 (n-2)p+2+ 

(p+4 )2(n--p-6 1t-2(n-2)P+,+ 

+(p+2t)t(n-2)p+2t. 

Dunque l' Y"=-(n-2\p-z [(n-p)t]+ 

+ (n-2)A (n -p -2}t-2-p~n-p-2)t-1 +(n-p-2)t J + 

+ <n--2)p+2 [<n-p-4)t-a-(p+2Mn-p-4}t-2-(n-p-4)t-2+ 

+{p+2) {{n-p-4)t-l J + 

+(n-2)P+, [ (p+4)2(n--p-6),_, -{p+4)a(n-p-6)t-a­

- (p+4) (n-p-6)t-a+{p+4h(n -p-6)t-2 J + 

+ .............. + 
+(n-2)P+2s [ <P+2s)8(n-p-2s-2)t-1-~­

-{p+2s)s+t(n-p- 2s-2)t-s-l-

- (p+2s)s-l(n-p-2s-2}t-s-1+ 

+<P+2sj.(n-p-2s-2)1_, J + 
+ . . . . + (n-2)p+2t (p+2t)t . 

Abbiamo in tal modo ordinato tanto Y quanto Y' Y" secondo gl'in­
dici ascendenti dei numeri figurati 

(n-2)p-z ; (n-2/p ; (n-2)p+2 ; ... 

Manifestamente i coefficienti di 
(n-2)p-2 ; e di (tt-2)p+2t 

sono uguali e di segno contrario tanto in Y quanto in Y' Y": basterà 
dunque dimostrare che sono pure uguali e di segno contrario i coefficienti 
del termine generale 
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ossia provare ]'identità : 

CP+28\s{-n-p-28)t-s- (p+28+2)s+I(n-p-28- 2lt-s-I= 

~(p+2s)s(-n-p-28- 2)t-s-2-(P+28)s+l(n-p-28-2)t-s-l­

-(p+28),_1(n-p-28-2)t-s-I+(p+28)s{n-p-28-2)t-• 

o, sopprimendo i fattori comuni, 

(p+28\8 _ 1 (n-p-2s-2)t-s-2 

basterà dimostrare l'altra : 

_ (n-p-:-t-8) (p+28+2) (p+3s+1) + 
(t-8-l) 8 (8+1) 

+ (p+8+1) (n-p-28) (n-p-28-1) = 
8 {t-8) (t-8-1) 

_P+8+1 (p+8+1) (p+8) (n-p-8-t) 
- 8 8 (8+1) (t-8-1) 

n-p-8-t , - + t-8-1 

+ (-=-p--=-+_8--=.+_1_) --'-( n--=p::...._,-_8 --'-t)--=-( n---:-:-p=----' _t -----'-1) 
s tt-8) (t-8-1) 

57 

e per verificare con facilità quest'ultima basta osservare che ambo i mem­
bri sono del 2. o grado in n ; hanno uguali i coefficienti di n2 e per i due 
valori di n: 

divengono identici. 
Dunque i valori assoluti di Y e di Y' Y" sono uguali: inoltre i ter­

mini della 
c =0 xtyn-t 

dopo effettuata la sostituzione delle (C), divengono alternativamente posi­
tivi e negativi. 

Da tutto questo si conclude che tutte le relazioni 

fra le 

c t t= o x gn-

ao . .. ; ao . n-2 ; ao. n-4 ; • • • • • • ao • 3 ; ao • l 

per opera delle (C), divengono tutte identiche alla 

Kn-a= O 
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la quale non contiene altro che e ed n; quindi K, _ 4 sarà un 2.0 fattore 
(uno è già stato trovato in x:.,,_1 N.0 14) della risultante delle 

c =0 xtyn- t 

18. Per trovare la forma dell'equazione della curva occorre determi· 
nare le relazioni che passano fra gli altri coefficienti e perciò seguiremo 
lo stesso metodo impiegato al N° 16. 

Supponiamo dapprima che la curva debba possedere n-2 assi reali, 
ma non i due assi immaginari coniugati che dal punto comune agli assi 
reali vanno ai punti ciclici e che noi per . brevità chiameremo assi ciclici. 

Cominciamo allora dalle relazioni che legano i coefficienti : 

Essi, per quanto già osservammo al N.0 10., sono in numero di 

n+1 I t' d n-1 l · · l' · -
2
- e sono ega 1 a -

2
- re azwm mean e ~~ogenee. È dunque pos-

sibile esprimerli tutti in funzione di uno di essi e di e risolvendo un si­
stema di equazioni lineari. Sa il determinante dei coefficienti fosse nullo, 
vorrebbe dire che due, invece di uno, dei coefficienti suddetti, possono es­
sere scelti arbitrariamente e niente sarebbe infirmato. 

Una sola osservazione è da farsi, cioè la seguente. Una volta ottenute 
le espressioni letterali di questi coefficienti, occorre sostituire per tg e 

· uno qualunque dei valori 

n 2n (n-3)n . . 
tg--2; tg--2; .... tg 2 ;•;-~ n- n- n-

i valori dei coefficienti non debbono naturalmente cambiare prendendo per 
tg e uno, ptuttosto che un altro, di questi valori giacchè la curva rimane 
la stessa; segue che a calcoli fatti, o saranno indipendenti da e, come in 
qualche esempio abbiamo potuto constatare (curve di 5.0 ordine simme­
triche rispetto a tre assi N° 37), o saranno tali funzioni di e da godere 
le proprietà suenunciate. 

La curva che si ottiene sopprimendo le 

ao,n-2 

e le 

è di grado n - 2 e deve possedere n~ 2 assi reali dunque la sua equa­
zione si otterrà da quella scritta al N° 16, cambiando n in n - 2. D'al­
tra parte è appunto il 1.0 membrO di questa equazione Che COStitUiSCe la 
parte della equazione della curva primitiva che rimaneva a determinare. 
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19. Se poi si esigesse che la curva primitiva, oltre a possedere n- 2 
assi reali, possedesse anche i due assi ciclici; ne verrebbe che tutte le 
curve di ordine pari che si otterrebbero sopprimendo successivamente li­
nee verticali di coefficienti nella equazione del N° 9. sarebbero tutte iper­
cicliche e quindi l'equazione della curva assumerebbe una forma deter­
minata che è: 

p=n E ( l ao,n .I (--1)2 1 (n- 2)p- (n- 2)p-2 xP y n-p+ 
p=O { 

r=!!=! 
2 n-2 r-1 

+ .I a2r+t , n-2 r-t (x2 + y2) 2 = O 
r=O 

dove p è pari. 
Richiamando anche i risultati del N° 16. possiamo enunciare il se· 

guente teorema; 
« Ilequazione di una curva di grado n dispat·i corl n assi reali, o con 

n - 2 ru~si reali e due assi ciclici ha 1·ispettivamente le forme: 

v=n-1 ~ P l a0,., .I (- l)"i (n- 2\p - (n- 2)p:....2 xP yn-p + 
p=o 

dove p assume i soli valori pari e 

U 1 =0 

Un-l= O 
-2-

Un-l= O 
-2-

l , . ·a·n-1 k" • sono equazwm l -
2
- ce_rc t concentrici al punto comu11e agli assi e • 

cui ragg·i sono le radici quadrate delle 1·adici della equazione: 

tt-1 tl-3 tl-5 

at,n-t z-2-+ aa, .. -a z-,-+ as,n-5 z -2- + .... +a.,, 0 =O-.. 

20. Si tratta ora di generalizzare i resultati ottenuti nei N.i preee· 
denti ricercando se una curva di grado n dispari può possedere un nu­
mero dispa.ri qualunque, purchè inferiore ad n di assi reali. 

Io dico che essa può in generale possedere n - 2 r assi reali; o n - 2 r 
assi reali e i due ciclici: 

E infatti l'equazione di grado n- 1: 
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K n- 2 r-1 = l (tg Oy'- 2 r- l - (n- 2 t·)2 (tg O) n- 2r -a + 
(n - 2 r)4 (tg (} )•1-2 r-5 - (n _ 2 r)

2 
( tg (} )n-2 r - 7 + 

+ + 
n - 2 r-5 l l lr 

(-l) 2 (n- 2 r)1 j tg2 
(} + l j = O 

ammette le radici: 

n 2 n 
t tg----. 

n- 2 r-l 
tg 

2 
n i ;- i 

g n - 2 r n -2r ' n- r 

di cui le ultime due sono contate ognuna r volte. 
Ora, in generale, il coefficiente di 

( tg (} )n-p- l 

nella precedente equazione, è: 

(-l)~ l (n- 2 r )p - r 1 (n- 2 r ) p-2 + 
+ r2 (n- 2 r)p-1 - r 3 ( n- 2 r lp_ 6 + . 
+ ..... (-l)~r~ f. 

Si tratta dunque di dimostrare, analogamente a quanto già facemmo 
ai N.i 14 e 17, che se si stabiliscono fra le 

ao,n ; ao,n-2 ; • · · • • • ao,a ; ao,l 

le relazioni generali 

) 

; ao,n- p = (- l)~~ (n- 2 r )p- r 1 (n- 2 r )p-2 + 
(D) 

+ ~·2 (n- 2 rlp-5• .... + (-l)~ r~ lao,n 

di cui le (A) e le (O) non sono che casi particolari ( r = O r = l ) ; tut­
te le equazioni 

o =0 x t yn-t 

vengono a coincidere in una sola che è la 

Kn-2 r-l =O. 

Per persuadersene basta generalizzare i processi già impiegati ai N.i 
14. e 17. 
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Cominciamo dal calcolare il coefficiente di : 

(sen O)P+t-1 (cos O)n-p-t 

cxtyn-t= o 

dopo che in essa si sono effettuate le sostituzioni (D). 
Questo coefficiente è dato da : 

A= (n-p)t {(n-2r)p -r1(n-2r)p-2+r2(n-2r)p_,-r3(n-2rlp-s+ ... ·l+ 

+fp+2)(n-p -2)t-1 { (n-2-r)p+2-r1(n-2 - r)p+ 

+r2(n-2r)p-2-r3(n-2r)p-4+ · · · ·l+ 

.+(p+4\2(n-p-4)t-2 !\n-2r)p+4-r1(n-2r)P+2+ 

+r2(n-2r)p-r3(n-2rp-2+ .•. ·l+ 

l +fp+6)3(n-p-6)t-3 t(n-2r)p+6-r1(n-2r)v+•+ 

+r2(n- 2r)p+2-t·3(n-2r)p+. · · · l + 

+ .. . . . . . . 
n coefficiente di 

(tg O)P+t-1 

nella 

Kn-2 r-1 =O 
è (a meno del segno) : 

A'= (n-2r)p+t-2r-r1(n-2r)p+t-2r+2+ 

n-p-t 
+r2(n-2r)P+t-2r+,- · ... +(-1)_2_r 2r-n-t-p 

2 

Tutto quindi si riduce a dimostrare che A è uguale in valore assoluto a 
A', o almeno che ne differisce per un fattore indipendente da p. 

Dimostreremo infatti che in valore assoluto è 

A= A' A" 
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dove: 

LI"= (n -2r}t-2r-r1(n-2r)t-2r+2+ 

··-t 
+r2(n-2r)t-2r+~- .... +(-1)_2_r2r-n+t ---· 2 

Trasformiamo perciò il prodotto LI' ,d" facendo uso della identità : 

(n-p)tnp+(p+2)(n-p -2)t_1np+2+ 

+(p+2t)tnp+2 t =nt np+t 

+ 

dimostrata al N. 0 14, è gia impiegata per un simile uso al N. o 17. 
Si ottiene così il vantaggio che tanlo L1 quando A' A" vengono or· 

dina ti secondo gl'indici ascendenti dei numeri figurati : 

.... (n-2)P+' ; (n -2)p- 2 ; (n-2)p ; (n-2lp+2 ; (n-2'P+• ; .... 

Basta dunque dimostrare che il coefficiente di 

(n -2lp 

in L1 è uguale al coefficiente di 

in ,d' -d". 
lndicandoli rispettivamente con C e con C' si ha : 

C= (n-p )t-r1 fp+2)(n -p-2)t-I + 
+r2(p+4Mn -p-4)t-2--r3(p +6)a(n-p- 6)t-a+ .... 

+ ..... (-lt(p+21')r (n-p -2r)t-r 

C'= (n-2r-p\t-2r-(n -2,·-p)t-2r+IrtPt+ 

+(n-2r-p)t-2r+21 p2,·2+rt2! -{n-2t·-p)l-2r+al r~Pa-trtr2Pt l+ 
+(n -2r-p)t-2r+4! r_.p4+rtraP2+r22 l- · 

n termine generale di questo polinomio è 

(-l)"( n - 2r -p)t-2r+s :Eri ?'kPI 

dove se 3 è pari i comincia da o e va fino a ; ; k va da s fino a ; 

e l va da s a o ; i e k passando per tutte le unità intermedie; l invece 
assumendo i soli valori : 

, j 1-2 ; &-~ ; •••••• 4 ; 2 ; o . 



1-l 1+1 
Se 1 è dispari i va da o a -

2
- ; k va da 1 a T e l da 1 fino a l; 

i e k passando per tutti i numeri intermedi, l invece assumendo i soli 
valori 

s ; s-2 ; 1-4 ; . . . . . . 3 ; l . 

L'ultimo termine è positivo e uguale a 

(n -2r -p)t 

La questione è dunque ridotta a provare C=C'; ovvero, dopo sop­
pressi i fattori comuni, a verificare l'identità : 

(n-p) ...... (n-p- 2r + l) 

(t-2 r+l) ..... t 

_ r 11p+2) (n- p-2) .... (n -p -2 r+ll (n-p-t) + 
(t -2 r+l) ..... lt-1) 

r 2{p+4)2(n-p-4) .... (np-2 r+l) (n-p-t) (n-p-t-1) + -(t-2)r+l ...... (t-2) 

_ r3(p+6h(n-p-6) .... (n-p-2r+l)(n-p-t)(n-p-t-l~(n-p-t-2) + 
(t-2 r+l) ..... lt-3) 

+ 
+ (-1).-lp+2 r).- (n-p-t) (n-p-r - t+l) _ 

(t - 2 r+l) ....... (t-r) 

n-p-t 
= l - t-2 r+l ri Pt + 

(n -- p-t) (n-p -t-l) l r r zl 
+ (t - 2 r+l) (t-2 r+2) ì P2 2 + t ~-

(n-p -t) (n-p-t-1) (n-p -t-2) l l 
- (t-2 r+l) (t-2 r+2) (t-2 r+2) lpara+rtr2Pt + · · · · 
+ .... + (n-p-t) ..... (n-2 r-p-t+l) 

(t-2 r+l) ..... t 

+ 

Per verificarla, si può osservare che ambo i membri sono di grado 2 r 
in lt e chE.' hanno uguali i coefficienti della massima potenza di n. Se dun­
que essi divengono ugua1i per 2 r valori di n, saranno certamente uguali 
per qualunque valore di n e l'identità sarà dimostrata. È opportuno sce­
gliere per questi valori di n successivamente: 

P+t ; P+t+l ; p+t+2 ; ..... . 
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Per i pr1m1 di questi valori l'identità, si manifesta immediatemente. In ge­
nerale supponendola vera per 

n =p+t+k 

si vede subito che è pur vera per 

1t=p+t+k+l. 

Riassumendo: abbiamo dimostrato che in valore assoluto è 

LI= LI' LI" 

d'altra parte coefficienti di 

( sen () )i- 1 ( cos () )••-• 

nella 

o =0 xt yn-t 

dopo eseguite le sostituzioni (D) sono alternativamente positivi e negati ­
vi; questo basta per concludere che le relazioni 

ao,n-=-(-1)~~ (n-2 r)p- r 1 (n-2 1')p-z + r2 (n-2 t·)p-o-

- ..... (-l)~ r-f fan ; (p pari ) 

n+l 
riducono a una sola equazione che contiene n e () solamente, le -

2
-

relazioni: 

o t =0. 
X Yn-t 

Questa equazione è 

Kn-2 r-1 =O 

dunque Kn- 2 r-l è un fattore della resultante delle 

o -o x t yn-t-

21. Ora, se la nostra curva deve possedere n-2 r assi reali, è certo 
che fra i coefficienti: 

ao,n ; ao,n-2 ao,ta-5 l • • • • • • 

debbono passare le relazioni 

ao,n- p = (-1)~ ~ (n-2r)p- r 1 (n-2r)p-z + r2 (n-2 r)p-s-
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+ (-1)~1-~! ao,ni (p pari) 

Vediamo come si possa esigere che, oltre questi n -2 r assi reali, esi­
stano i due assi ciclici contati un certo numero di volte e come si possa 
trovare l'equazione della curva corrispondente. 

22. - 1° Caso - « L a curva possiede, oltre gli n-2 r assi 1·eali, i due 
·. assi &iclici contati ognuno 1· volte>> . 

Allora, tutte le curve di grado pari che si ottengono sopprimendo 
colonne verticali di coefficienti nella equazione del N.o 9. sono tutte iper­
cicliche perchè possiedono un numero di assi superiore al loro grado: 
quelle di grado dispari per la stessa ragione si spezzano nella retta al. 
l'infinito e in curve ipercicliche. 

L'equazione richiesta è dunque: 

p=n - 1 p! p 'f 
ao,n ~ (-1)2 (n-2r)p-r1n(-rlp-2 + .... +(-1}21·~ X 

p==O 2 

n-1 
r=-2- n- 2 r-l 

X xP yn-p + ~ ~r+l , n - (2 r+tl ( X
2 -1- y2 )~-=O· 

r=o 

Possiamo anche enunciare questo resultato cosl: 
«L'equazione di 1tna cm·va di grado n dispari con n- 2 r assi reali e 

i d1te assi cicl'ici, contato ogmtno 1· volte, p1tò nwttersi sotto la forma: 

n - l 

1
. p=--2 p 

a0,n ~ (-1)2ì ( n-2 r)p- 1·1 (n-2 1')p-2 + 
p=o { 

+ 1·2 (n-2r)p - ' - 1·3 (n-21')p-a + .... +{-l)~ rE.lxP yn-p + 
2 

+ U 1 • U2 •••••• Un_ 1 =O 
2 

dove p è pari e 

Un-l= O 
- 2-

1·appresentano le equazioni di n 
2

. 
1 

cerchi concent1·iC'i nel punto cmnune agli 

assi e i cui 1·aggi sono le radici quadrate delle 1·adici della equazione : 

n-l n-3 n-5 

al,n-1 z - 2- + aa, .. -3 Z-2- + a5,n-5 z 2 + • • · · · an,o = O » 

I teoremi del N.0 19 sono dunque casi particolari di questo (r=O;r=l). 

C IANI. 
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23. - 2.° Caso- « La curva possiede, oltre gli n- 2 r assi reali, i due 
assi ciclù;i contati ogmtno s volte essendo s <t' ». 

Le relazioni che servono a determinare 

ao,tt-2 ; ao,tt-4 ; ao,n- 6 ; · · · . . · 

in funzione di a0,, sono le solite 

ao,n-p = (-l}t ~(n-2t·)v-r1(n-2r)p_2+ .... + (-l)% r~! ao,n. 

La seconda serie di coefficienti: 

al,tJ-1 ; ~.n-3 ; al'n- 5 • • • • • · 

dà l ,, t n-l 1 . . 1. . n+l . uogo, com e no o, a - 2 re azwm mean omogenee con -
2
- vana-

bili e potremo dunque esprimerle tutte in funzione di una di esse, di n 
e di (). Solamente occorre ripetere qul l'osservazione già fatta al N° 18 
relativamente al calcolo di questi coefficienti. 

Sopprimendo la prima e la seconda serie di coefficienti, si ottiene 
l'equazione di una curva di grado dispari n-2 che possiede n-2 1' assi 
reali e 2 s assi ciclici. Le relazioni che legheranno i coefficienti della terza 
serie e cioè : 

si otterranno dunque da quelle che legano le 

ao,tl ; ao,n-2 ao,n-4 ; · · 

cambiando n in n-2. 
Cosl il calcolo per ottenere coefficienti della 4."' serie: 

aa,n-3 ; a3,n-5 ; a3,n- 7 ; • • • • • 

sarà perfettamente simile a quello che serve per calcolare quelli della 2 .... 
Seguitando in questo modo a sopprimere a volta, a volta, linee ver­

ticali di coefficienti nella equazione del N° 9. giungeremo a una curva di 
grado dispari 

n-2 r + 2 8 

minore di n perchè s<r che possiede n-2 r assi reali e 2 8 assi ciclici 
cioè in tutto un numero di assi uguale al suo grado: siamo allora ridotti 
al l ° Caso (N° 23). e basterà perciò ripetere il ragionamento e i risultati 
ivi ottenuti, per trovare l'equazione di questa curva di grado 

n-2 r + 2 s 

e aggiungerla a quella parte già calcolata per ottenere l'intera equazione 
della curva primitiva. 
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24. Osserveremo quì che il 1.0 caso poteva includersi nel secondo 
supponendo r=s: l'abbiamo voluto distinto perchè è solamente per s=r 
che la forma dell'equazione si manifesta immediatamente, mentre per s 
diverso da r non si può dare che il processo per ottenerla. Se finalmente, 
nel N° precedente, si suppone s =o, si ottiene il modo di calcolare l'equa­
zione di una curva di grado dispari n che possiede n-2 r assi reali e 
nessuna coppia di assi ciclici. 

In tutt~ questi casi così generalmente studiati potrebbe nascere il 
sospetto di avere qualche volta costruito delle curve simmetriche degene· 
ri. Ciò non è possibile : se una curva di grado dispari simmetrica si spez­
za, essa, come abbiamo già notato, per le osservazioni fatte al N° 4. non 
può farlo senza che la retta all'infinito ne costituisca parte e questo esclu­
dono tutte le equazioni che abbiamo calcolato. 

25. Tutti i resultati ottenuti per gli assi reali di una curva di grado 
dispari possono riassumerai così: 

<< Una curva di grado dispari 2 r+l non degenere, può essere simme­
t1·ica sepamtamente rispetto a: 

l ' 3 ' 5 ; ...... 2 1"+1 

ass·i 1·eali. In ogni caso questi assi reali hanno un punto comune attorno al 
quale si dispongono simmetricamente. 

La curva possiede un numero di flessi all'infinito uguale al numero de-
gli assi rea.li e situati in direzioni a loro normali. 

Non ka altri punti reali all'infinito all'ùifuori di questi. 
Gli assi sono le polari armoniche dei flessi all'infinito. 
L'Hessiana, la Steinericma e la Cayleya-na godono la stessa simmetria 

della curva primitiva. 
Gli asintoti e gli assi costitttiscono coppie di tangenti ortogonali della 

Cayleyana >>. 

Curve di grado pari. 

26. Noi supponiamo che la curva sia già simmetrica rispetto all'asse 
delle y onde la sua equazione potrà scriverai: 

a 11n + a n-l + a yn-2 + O,n J l,n- 1 Y 2,n-2 , • • • • • ·+ 
+ ;r;2 t ao,n- 2 y"- 2 + al,n-3 y"-3 + a2,n-4 y"- 4 + . . . . ·l + 
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+ xn-t {a0,4 y4 + a1,a y3 + a2,2 y2 + aa,I y + at,o l + 

+ x>~-a { a 0,2 y~ + ao,I y + a2,o l + 
+ xn ao,o =O 

dove n è pari. 
Analogamente a quanto facemmo per le curve di grado dispari, tra­

sformeremo l'equazione della curva per mezzo della sostituzione 

x = X cos () - Y sen () 

y = X sen () + Y cos () 

ciò che corrisponde a una rotazione di ampiezza () attorno all'origine del 
sistema cartesiano ortogonale a cui s'immagina riferita la curva: porremo 
quindi le condizioni analitiche necessarie perchè il nuovo asse delle y sia 
ancora asse di simmetria. Queste condizioni si ottengono evidentemente 
annullando tutte le potenze dispari della x nella equazione trasformata. 

Si ottengono così un certo numero di relazioni che contengono linear­
mente e omogeneamente i coefficienti della curva. 

Per queste relazioni valgono le osservazioni analoghe a quelle già 
fatte al N ° 9. per le curve di grado dispari. N o i non staremo quì a ripe­
terle: piuttosto altre ne faremo che solamente sono valide per l'equazione 
che ora studiamo cioè per le curve di grado pari. 

27. Prima di tutto, se la curva deve possedere un numero pari di 
assi, essi si distribuiscono in coppie ortogonali (N° 8. l ossia, se la curva 
ha un numero pari di assi ed è simmetrica, come nel caso nostro, rispet­
to all'asse delle y, lo sarà a:1che rispetto all'asse delle x: segue che in 
questo caso tutti i coefficienti il cui primo indice è un numero pari sono 
nulli. 

Poi noteremo che l'annullarsi dei coefficienti dei termini di grado 
complessivo n-2m in x e y e di grado dispari in x , dà luogo all'equa­
zione 

O . . = O ( i = l , 3 , ...• n-2 1n-l) x• y"-2 m-. 

e questa si ottiene dalla 

c o 2 .=o y• x>~- m-• 

t d f l () () In ltr t n-2 1n 
1 

. . t permu an o ra oro sen e cos . o e ques e 
2 

re azwm con en-

gono linearmente e omogeneamente le 
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n-2m+ che sono l e il coefficiente di 
2 

a2m • n-2 t»- 2 k ( 2 k <n-2 m) 

si ottiene dal coefficiente di 

cambiando il segno e permutando sen e in cos e. 
Segue che se si sommano le relazioni 

o. . =o x• y••-2 m-. 

c . . =o y• x•r-2 m-• 

si ottiene una equazione che contiene linearmente e omogeneamente le 
differenze 

azm • ti-2m -2 k - a 2m • 2 k • 

Indicheremo questa equazione con 

Yi, n-2m-i = O • 

Finalmente osserveremo che se la nostra curva può ammettere un nu­
mero di assi multiplo di 4, debbono seguirne le relazioni 

perchè la sostituzione 

x=X-Y 

y=X+Y 

e il successivo annullamento dei termini di grado dispari in x, portano 
che l'equazione della curva non deve cambiare permutando fra loro x e y. 

In questo caso quindi le eq nazioni: 

Yi , n-2n•-i =O 

sono soddisfatte identicamente. 
28. Premesse queste considerazioni generali, cominciamo a trattare il 

problema per le curve il cui grado è pari, ma non è multiplo di 4. S'in­
tende naturalmente di escludere da queste ricerche le curve ipercicliche 
che studieremo a parte. 

Esaminiamo se la curva può possedere un numero pari di assi. Per 
esempio n assi. 
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In questo caso le relazioni 

Y; n- i= O 

non sono soddisfatte identicamente. Segue che per valori di (): 

:re 2 :re 

la resultante delle 

Y;, n-i= O 

deve annullarsi. - Ora le due equazioni : 

(n-1) :re 

n 

c ·=o xi ytl-> 
c. . =0 y• xn-• 

la cui differenza è appunto la 

Yi n-i= O 

coincidono per i = i onde sarà: 

y =c ti ti 

2 2 x y 
n n 
2,2 

e poichè la resultante delle Y è nulla per i valori di 0: 

(n-1) ;t 

n 

così ne viene che per i medesimi valori di () l'equazione: 

sarà una conseguenza delle altre: 

c. . =o. x• yn-• 

n 
Ma quest'ultime sono 2 : dunque, di indipendenti, non se ne hanno cer-

tamente più di 

D'altra parte le 

t~ 
--1 2 . 

ao,n ao,tt-2 ao,n-4 
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che sono i coefficienti che entrano appunto tutti ( e soli essi ) in ognuna 
delle equazioni 

c . . =o 
x' y"-' 

sono in numero di 

n 
-z+L 

Questo basta per concludere che, risolvendo le 

c. . =o 
X ' yn-• 

rispetto ai coefficienti 

ao,n ; ao, .. -2 ; ao,n- 4 ; · · · • · · 

per i valori suddetti di e, due di questi coefficienti almeno possono sce­
glierai arbitrariamente. 

Ecco dunque il modo di costruire termini di grado n complessivo 
in x e y. 

Relativamente agli altri coefficienti osserveremo: 
1.0 che quelli che hanno dispari il primo indice si annullano tutti; 
2. o che i rimanenti si determineranno in modo che i termini di 

grado n-2 , n-4 , n-6 ; 
n-2 

vamente la potenza 
n-4 

2 

complessivo in x e y sieno rispetti­
n-6 

2 ; ...... di 
2 

x~ + y2 

giacchè le curve di ordine pari che si ottengono sopprimendo linee ver­
ticali di coefficienti nella equazione del N° 26. debbono possedere un nu· 
mero di assi superiore al proprio grado e sono perciò tutte ipercicliche. 
In conclusione, la parte dell'equazione della curva che è di grado inferio­
re ad n è della forma : 

(l ) 

11 11 
q-=·2 2- q 

.I azq,n-2q ( x~ + Yz ) . 
q-: :::.1 

Bisogna però dimostrare che una tal curva non si spezza. E infatti 

se si spezzasse, non potrebbe farlo che in ; cerchi concentrici all'origi­

ne: ma perchè avvenisse questo occorrerebbe che i termini di grado n com­

plessivo in x e y fossero raggruppati nella potenza (; r•ima di 
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{1} + y2 

e quindi la parte che manca alla (l ) precedente per formare l'equazione 
della curva fos&.e 

n 

( xz + y2 )2 

con sol parametro arbitrario, mentre, nella determinazione dei coefficienti 
dei termini di grado n, abbiamo dimostrat<> che si possono scegliere ar­
bitrariamente almeno due parametri arbitrari. 

29. Rimanendo sempre nell' ipotesi che n sia multiplo di due, ma non 
di quattro consideriamo il caso generale in cui il numero degli assi è pu­
re multiplo di due, ma non di quattro. Vediamo cioè come si costruisce 
l'equazione della curva quando il numero degli assi è n- 41n dove 1n è 
dispari. 

Intanto osserveremo che i coefficienti il cui primo indice è dispari 
si annullano tutti : in secondo luogo, se si sopprimono nell'equazione del 
N° 26. tutti i coefficienti il cui 1.0 indice è uno qualunque dei numeri 

O , 2 , 4 • • • • • • 4 1n-2 , 

otterremo l'equazione di una curva di grado n -41n con n-41n assi di 
simmetria e quindi la sua equazione sarà determinata col metodo dato nel 
N.0 precedente : questa equazione fa parte di quella che noi cerchiamo e 
precisamente quella parte che contiene tutti i termini il cui grado è minore, 
o uguale di n-4tn. 

Rimangono dunque da determinarsi solamente i coefficienti il cui pri­
mo indice è uno qualunque dei numeri 

o ' 2 ' 4 ' . . .. 4m-2. 

Fra questi, quelli il cui l. o indice è 

O , 4 , 8 , • • • • • • 4 ?n-4 

si ottengono nel modo già indicato nel N° precedente quando si è fatta 
l'analoga determinazione per i coefficienti il cui primo indice è lo zero. 

Per quelli che rimangono e il cui primo indice è 

2 , 6 , 10 ; ...... 4 nt-2 

il modo di calcolarli è pure semplicissimo. Per esempio, prendiamo quelli 
che hanno per primo indice il 2 e che sono : 

n-2 
Essi compariscono linearmente e omogeneamente nelle 

2 
relazioni 

o -o :x;iytl-2-4 -
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e sono in numero di n 
2 

2 + l. È dunque possibile assumerne uno di essi 

arbitrario ed esprimere gli altri in funzione di questo, di n e di e. Lo 
stesso ra-gionamento vale per gli altri che hanno per primo indice 6 ; 10 .... 

Una volta costruita l'equazione della curva, si vede subito che essa 

non può spezzarsi in ; cerchi concentrici contando al solito il numero 

delle costanti arbitrarie di cui si può disporre. 
111 30. Per completare le ricerche relative a un numero pari di assi per 

una curva il cui grado è un multiplo di due, ma non di quattro, non man· 
ca di studiare che il caso in cui il numero degli assi sia un multiplo di 4. 

Cominciamo quindi dall'esaminare se la curva può possedere n-2 assi 
cercando i coefficienti : 

a0,,. ; a 0 ,,._ 2 ; ao,n-4 ; .... 

Siccome n-2 è multiplo di 4 (secondo ciò che osservammo al N° 27) 
sarà in generale 

a2 ... ' n-2m-2k = ~m • 2k ' 

Onde non è qui il caso di parlare delle equazioni 

Yi,n-2m-i =O • 

Esse sono soddisfatte identicamente, così è soddisfatta identi~amente la 

Cn n= O 
2 2 

x y 

che al N° 28 abbiamo dimostrato coincidere con 

In questo caso dunque le 

Yn n= O. 
2 ' 2 

ao,n ; ao,n-2 ; ao,n--4 ; ..... 

. 'd n+2 n-2 
SI n ucono a -

4
- legate da -

4
- relazioni lineari e omogenee: ne rimane 

quindi una di esse arbitraria. 

Passiamo alle 

E . d' n+2 . , sse pure sono m numero 1 -
4
- giacche la relazione : 
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diviene una identità per k = n 
4 

2 
e sono legate da n 

4 
2 

relazioni linea­

ri e omogenee, dunque anche di queste ne resta una arbitraria. 
Le curve che si ottengono successivamente sopprimendo, oltre le due 

serie di coefficienti, 

ao 1 •• ; ao , n-2 ; ao , n-4 ; 

altre serie analoghe di coefficienti, possiedono un numero di assi superiore 
al loro grado e quindi sono tutte ipercicliche. 

Dunque la parte dell'equazione richiesta che è di grado minore, o 
uguale ad n-4, è della forma : 

Si potrebbe però obiettare che la determinazione dei termini di grado 
n-2 e n dà luogo ad assumere altri due soli parametri arbitrari, non po· 
trebbe dunque darsi che i termini di grado n -2 e n si raggruppassero 
nelle due potenze: 

n-2 n 

a(x2 + y2)-2 + fJ (x2 + y2}'2 

essendo a e fJ i parametri arbitrari' In questo caso la curva degenerereb­

be in ; cerchi concentrici. Si risponde a questa obiezione osservando che, 

appunto perchè si hanno due parametri in arbitrio, si può fare in modo 
che questo non avvenga; per esempio scegliendo 

ao,n- 2 =l ; a~.n-4 =l 

e in questo caso particolarissimo si vede che la possibilità che la curva 
degeneri manca assolutamente. 

31. In modo analogo si risolve il problema nel caso che la curva deb­
ba possedere un numero di assi multiplo di 4 e inferiore a n-2 e il gra­
do n della curva sia multiplo di 2 e non di 4. 

32. Veniamo ora a trattare delle curve il cui grado è multiplo di 4. 
D caso in cui il numero degli assi sia pure multiplo di 4 e in par­

ticolare uguale al grado della curva, è considerato implicitamente al N° 30. 
Se infatti, nelle osservazioni svolte in quel N°, si suppone di aver soppresso 
i coefficienti 

ao. n ao. 11-2 ao l n-4 • • • • • • 



ASSI DI SBDIETRIA. 75 

si ottiene l'equazione di una curva di grado (n-2) simmetrica rispetto a 
(n-2) assi e siccome è supposto in quel N° che n sia pari, ma non mul­
tiplo di 4, cosl segue che (n-2! è mult iplo di 4. 

33. N o n rimane da studiare che il caso in cui l'ordine della curva 
sia ancora un multiplo di 4 e il numero degli assi un multiplo di due e 
non di 4. Prendiamo l'equazione sotto la forma scritta al N° 26. con la 
ipotesi che n sia multiplo di 4. Siano n-2 gli assi che debba ammettere 
la curva e di cui si voglia ora determinare l'equazione. 

Cerchiamo le relazioni da cui sono legate le 

ao, tt-2 ao,n-4 ; • • 

In questo caso le 

Y,, n-i= O 

non sono soddisfatte identicamente ; dunque per valori di O : 

n 2n 3n 
n - 2 ; n - 2 ; n-3 ; 

la risultante delle Y _ . = O deve annullarsi. Però non accade come al 
.. , t1-f.. 

N° 28. che la 

Y" n= O • • • • • 
2,2 

coincida con la 0 11 ,. =O: quest'ultima ora non esiste .perchè ; è pari. 
x2y2 

Dunque le 

ao; n ; ao, tl-2 ; ao , n- t ; · · • · · · 

n + l d n l · · U di ' b 't · sono -
2 

egate a - re az10n1. na esse e sempre ar 1 rana. 
2 

La curva che si ottiene sopprimendo le : 

ao ,n ; ao,tt-2 ; ao, n-4 ; · · 

è di grado pari non multiplo di 4 e possiede un numero di assi uguale 
al suo grado : la sua equazione si formerà dunque secondo i criteri sta­
biliti al No 28. D'altra parte è il l 0 membro dell'equazione di questa cur­
va che costituisce l'insieme di tutti i termini il cui grado è uguale, o mi­
nore di (n-2) nella equazione richiesta. 

Finalmente il caso generale in cui la curva sia di grado n multiplo 
di 4, con un numero di assi multiplo di 2 ma non di 4 e minore di n-2, 
è perfettamente analogo a questo, nè ci insisteremo. 

34. Piuttosto noteremo come una curva di grado pari possa anche 
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ammettere un numero dispari di assi. E infatti, tolta ora la condizione 
che siano nulli i coefficienti (nella equazione del N° 26) il cui primo in­
dice è di spari, supponiamo debbasi -trovare l'equazione di una tal curva 
possedente p assi reali di simmetria essendo p un numero dispari. 

Per determinare le ; + l : 

ao ,n ; ao,n-2 ao ,n-4 •••••• 

abbiamo allora le .!!:. relazioni : 
2 

c. . =0 x•yn-• 

che ne lasciano una almeno arbitraria, la quale sceglieremo in modo che 
la curva non sia di conseguenza, iperciclica. Soppresse le 

ao , " ; ao, 11 - 2 ; ao, n-t ; • • • • • • 

rimane una curva di ordine dispari che possiede un numero dispari di 
assi reali e la cui equazione sappiamo già trovare con i metodi esposti al 
N° 23. È il primo membro dell'equazione di questa curva che ci rappre­
senta tutti i termini di grado uguale, o inferiore ad n - l, che entrano a 
far parte dell 'equazione richiesta. 

Curve ipercicliche. 

35. La loro equazione è della forma 

" U.- ("'~ + yz)2+ a y n-1 +a y2-n + "-a ..v l,tl-1 2,11-2 · 

+ ,..d a yn-3 + a yn-1 + """ t l, ·n-3 2 , tl-4 • · • 

+. ,..4 l a y"-5 + a yn- 6 + "" ~ l , n - 5 ~ , n-6 • 

+ 
+ xn-2 t al 'l y + a2 'o ~ = O 

. ·+ 

·l+ 
·l+ 
+ 

dove si suppone che l'asse delle y sia già retta di simmetria. Notammo 
al No 7. come queste curve abbiano ogni diametro perpendicolare al cor­
rispondente sistema di corde : esse quindi non potevano fornirci per mezzo 
di quelle sole considerazioni un limite massimo per il numero degli assi, 
onde le escludemmo da tutte le ricerche successive. 

Riesce però evidente che esse, all'infuori di n assi, possono come le 
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altre curve di ordine pari possederne 

n -l ; n--2 ; . . . . . . 3 ; 2 ; l ; O . 

Infatti se ne possedessero n, la curva che si otterrebbe sopprimendo 
i termini di grado n e quelli di grado n -l, sarebbe di grado n - 2 epos­
sederebbe un numero di assi superiore al suo grado : essa e tutte le sue 
analoghe sarebbero pure ipercicliche onde la parte della- equazione di U1 

che è di grado inferiore ad n sarebbe costituita da 

" " p=2 -;-P 
~ a2p . >~-2p ( x1+ y5) 
p= l 

e a questo aggiunto 

" a (x·~ + yz)2 

si otterrebbe l'equazione di una curva degenere in ; cerchi _concentrici. 

36. Riassumendo dunque i resultati ottenuti, per le curve di grado 
pari, possiamo enunciare il seguente teorema: 

« Una cut·va di grado pari, non degenere, può possedet·e sepat·atamente 
« un munero di assi rutli uguale a tuw qualunque dei nttmeri che precedono 
« quello che e!iprime il suo grctdo e, se non è ipcrC'iclica, può mwhe possedenw 
<<tant-i quante sono le ttnità contenute nel stw grado». 

37. Citeremo qui alcuni esempi: 

Curve di terzo ordine 

I. - Simmetria rispetto a un asse reale : 

ao,3 y~ + a1,2 y2 + a2,1 !J + aa,o + x" ~ a o.l Y + a1,o l= O 

II. - Simmetria rispetto a un asse reale e ai due ciclici contati 
ognuno una volta: 

a 0.al y1 + y x'! l + aJ,t l x ! + y 2 ~ + aa,o = O 

III. - Simmetria rispetto a tre assi reali : 

ao,3l y:• - - 3 y x2 ~ + al,2~ x~ + yz l + aa,o = O 

Curve di quarto ordine. 

I. - Simmetria rispetto a un asse reale: 

a.o,t y4 + aJ,3 y1 + at,2 y2 + a 3,l y + at,o + 
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+ ·j ., + l l x· a0,2 y · + a1,1 y a2,0 l + x a0,0 = O 

II. Simmetria rispetto a due assi reali: 

ao,t Y4 + a2,2 y't + a.4,0 + x~ j ao,2 y2 + a2,o ! + ao,o X
4 = O 

III. - Simmetria rispetto a tre assi reali : 

ao,~j x~ + y2 lz + at ,3 1 YJ - 3 y x2 ~ + a2,2 l x ·l + y2 l + at.o = O 

IV. - Simmetria rispetto a quattro assi reali: 

ao,t (x' + y4) + ao,2 x2 yz + a2,2 (x" + y2) + a.4,0 = O 

Curve di quinto ordine. 

l. - Simmetria rispetto a un asse reale: 

ao,5 y5 + at,4 Y4 + a2,3 y3 + a3,2 Y2 + a4,I y + ao,o + 
+ x2 j a.o,a Y3 + a1,2 Y2 + a.2,1 y + a.a,o l + x~ l ao,t y + a.1,o l = O 

II. - Simmetria rispetto a un asse reale e ai due ciclici contati 
ognuno una volta: 

ao,5 j y5 - 2 x2 YJ - 3 x~ y l + ai,t l x2 + y2 12 + 

+ a.2,aj YJ + y xz ~ + aa,2 j xz +- yz l + cta,o = O 

III. - Simmetria rispetto a un asse reale e ai due ciclici contati, 
(ognuno di questi ultimi! due volte: 

«o,5 ~ y5 + 2 y3 x2 + y x' ~ + al,4 ~x' + y2 l 2 + 

+ aa,2 ~ x2 + yz l + aa,o = O 

IV. - Simmetria rispetto a tre assi reali: 

ao,; l y5 - 2 x2 YJ - 3 x4 y l+ ai ,4 ~ x2 + y2 ~ z+ 

+ a 2,3 ~ y3 
- 3 y x2 ~ + aJ,2 ~ x~ + y2 ~ + aa,o = O 

V. - Simmetria rispetto a tre assi reali e ai due ciclici, contati 
ognuno una volta: 
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ao,5 l y5 
- 2 xP y~ - 3 x 4 y ~ + a 1,4 l x~ + y2 l2 

+ 

+ a3,2l x·
2 + y 2 l + a5,0 = O · 

VI. - Simmetria rispetto a cinque assi reali: 

ao ,5 ~ !l- 10 x~ Y3 + 5 x
4 y ~ + a1,4 ~ x

2 + y2 l2 

+ 

+ a3,2 ~ x~ + y2 ~ + a5,0 = O 

Curve di sesto ordine. 

L Simmetria rispetto a un asse reale: 

ao,o y6 + a1,; y5 + az,4 y' + a~.a y3 + a4,2 y2 + a c,l y + ao,o + 

+ x? ~ ao,4 y 4 + ar,a y 3 + Ctz,2 Y
2 + a.a,t Y + a!,O ~ + 

+ x' l ao,z y2 + at,l y + at,q ~ + x6 ao,o = O 

II. - Simmetria rispetto a assi reali: 

ao,G y6 + a.2,4 y4 + a4,2 y2 + a.o,o + ·X 2 l a a,, y4 + a 2,2 Y2 + a!,O l + 

+ x4 l a~.z y"' + ltt ,o l + ao,o x 6 = O 

III. - Simmetria. rispetto a tre assi reali : 

ao,ol !/ - 3 y X
2 l 

2 

+ a0,0 l :.& - 3 x y2 ~
2 

+ 

ar,' l '!/ - 2 x z y3 - 3 x' y l + az,! l x2 + yzl 2 + 

aa,5 t ~ - 3 y x2 f + a4,o. l X2 + y2 l + a6,0 = O 

IV. - Simmetria rispetto a quattro assi reali: 

ao,e l xO + yo l + Cto,, x2 y2l x2 + yz l + a2,4~ x 3 + yt l 2 + 

19 
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+ a2,2 x~ y2 + at,2 ( x~ + y2 ) + a6,o = O 

V. - Simmetria rispetto a cinque assi reali: 

ao,6~ x2 + yzl 3 + al,5 l y5 - l O x ·! y3 + 5 x4 y ~ + 

a2,4~ x~ + y2 ~ 
2 

+ at,2 l x~ + i ~ + ao,o = O 

VI. - Simmetria rispetto a sei assi reali : 

ao,ol y3 - 3 y ;x;2 \ z + ao,o l x 1 - 3 x y'~- ~ 2 + 

+ a2,t ~ x? + y 2 ~ 2 + at,2l x~ + y2l + ao,o = O 

Applicazione dei resnltati precedenti al caso particolare delle cubiche. 

Linee diametrali 

38. DiametTi e coniche diametra.li (Wdinarie. - Prendiamo l'equazione 
della cubica sotto la forma : 

U"' = a0 x5 
3 + 3 a1 x 3 

2 + 3a2 x 3 + a3 = O 

dove le a sono binarie in x1 , x2 di grado uguale al loro indice 

aa =aut xt
3 + 3 au2 xt

2 
X2 + 3 at22 xt X2

2 + a222 X2
3 

a2 = flu xt
2 + 2 fJ12 xt X2 + fJ22 x2

2 

at = Y1 xl+ Y2 X2 · 

Assumiamo per lato x3 =O del triangolo fondamentale la retta all'infinito 
del piano della cubica. 

L'equazioni del diametro e della conica diametrale di un punto di 
coordinate (y1 , y2 , O) sono rispettivamente : 

[ auv+ auv + auv]-o 
Xi a y X2 a y Xa ay -

1 2 av,=o 

[(xt--/- +- x 2 --/--- + x3 --/---)

2 

Uy] =O 
~ ~ ~ .~ 

Ossia, eseguendo i calcoli : 
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+ Xa
2 

(rt !!t + i'2 Y2) + 2 x t X2 t a112 Yt + a122 Y2] + 

+ 2 xt xa [.Bu Yt + .Bt Y22] + 2 X2 Xa [.812 !ft + fl22 Y2] =O· 

Sl 

« Per un punto P qualunque del piano passa·no d1te diametri e una co· 
nica diametrale ordinari >>. 

Se (nt , n , p) sono le coordinate omogenee di P e s'indica con 1 il 

rapporto JfJ_ che serve ad individuare un punto sulla retta all' infinito ; 
Y2 

l'equazioni che determinano 1 per mezzo di (tn , n , p) sono: 

12 
[ a111 m + a112 n + ,811 p J + 2 1 [ a112 m + a 122 n + ,812 p ] + 

+ at22 tn + a222n + .B22P =O ' 

1 [ aw tn2 + a 122 n
2 +i' t p2 + 2 a112 tn n+ 2 1n p {311 + 2 n p ,812 ] + 

+ a112 nt2 + a222 n
2 + y2p 2 + 2 a 122 tn tt + 2m p ,812 + 2 n p ,822 = O. 

Fmalmente le due equazioni lineari : 

(2) 
~ xt (aw 1 + att2) + X2 (au21 + a122l + Xa (,8111 + .Bd = O 

( xi {au21 + a122) + x2 (a1221--l- a222Ì + Xa (,8121 + .822) =O 

servono ad individuare il centro della conica diametrale ordinaria del pun· 
to di parametro 1. 

39. Linee diametrali principali. - Secondo i resultati generali ottenuti 
al N° 3. abbiamo in questo caso due linee diametrali principali e cioè: 

<< La prima linea diametrale principale ossia l' inviluppo delle prime li· 
nee diametra.li ordùwr·ie. È una curva d'ordine zero costituita dai 4 centri 

Cu.Nr. 6 
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della cubica che sono i quattro punti base del fascio delle coniche diarnetrali 
ordinarie » . 

« L a seconda linea diarnetrale principale che può riguat·darsi (N° 3.) : 
l o Oorne l1wgo dei centt·i delle coniche diarnetrali ordinat·ie ; 
2° Come inviluppo dei dia1netri. 

Questa curva è una conica e la sua equazione si può ottenere in 
due modi: 

l 0 Elirninando ..l. fra le due lineari \2) del N° precedente ; 
2° Annullando il discriminante della binaria quaba.tica (l) conside-

rata come tale nelle due viriabili Yi , y2 il cui t·apporto è ..l.. 
Questa equazione è la seguente : 

X/ (n4H a122- a\ d+ x 2
2 (au2 a222 - a~122l + Xa 

2 
(fJu fJ22- fJ212) + 

+ xi X2 (aw U222 - au2 ai22) + xi X a (aw fJ22 + fJu ai22 - 2au2 fJi2) + 
+ X2 Xa (fJu a222 + fJ22 au2 - fJi2 ai22) = O • 

Linee diametrali coniugate. 

40. Chiameremo coniugati un diametro di un punto o e una conica 
diametrale di un punto o'; quando o è uno dei ptmti all'infinito del dia­
metro di o' e quindi o' è il punto all'infinito del diametro di o. Mentre 
un diametro ha una sola conica diametrale coniugata; una conica diame­
trale ha due diametri coniugati paralleli fra loro. 

Riprendiamo l'equazione di un diametro : 

xi { au t ..1.
2 + 2au2 l + at22l + X2~ au2 ..1.

2 + 2ai22 l + a222 } + 

+ X a { fJu ..1.
2 + 2 fJ12 l + fJ22l + O 

À essendo il parametro del punto all' infinito del sistema di corde paral­
lele a cui è relativo il diametro. Il parametro ..1.1 del punto all' infinito del 
precedente diametro è : 

..l. _ _ a112 À
2 + 2ai22 l + a222 

t - aut ..l. t + 2ai12 ..l. + at22 

L'equazione di 2° grado in ..l.' : 
..l. + aii2 À

12 + 2 at22 ..l.'+ a222 = 0 
i aiit ..1.'

2 + 2 ait2 ..l.'+ ai22 

dà i parametri dei punti all'infinito della conica diametrale coniugata al 
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diametro che si considera e si trova che a un valore di l' corrisponde un 
sol valore di 11, mentre a un valore di 11 corrispondono due valori di l'. 

L'equazione precedente è naturalmente soddisfatta per l-'= l giacchè 
se la retta polare di l passa per 11 , la conica polare di 11 passa per l. 

L'altra radice è 

Segue: 

l't= l (atti 
2
a222- au2 a122) + 2 (aii2 a222- a

2
122) 

2 l (a 112 - atti at22) + aii2 at22 - aut a222 

« I due sistemi di corde parallele aventi per parametri dei dtte punti 
all'infinito rispettiva1nente 

l e 1'1 

ammettono diametri paralleli. Queste = 1 coppie di diametri paralleli sono 
le ex} coppie di ta.ngenti parallele della conica dia•rnetrale p ·rincipale >>. Fra 
queste infinite coppie di sistemi, ve ne sono due costituite ognuna da si­
stemi coincidenti e corrispondono ai due casi in cui 

l= l't 

cioè alle due radici dell'equazione di 2° grado · 

1
2 

(a
2
u2- aiii a122) +l (ai12 at22- aut a222) + att2 a222 + 2

122 =O 

e questo concorda col fatto che, in un fascio di coniche, e in particolare 
nel fascio delle coniche diametrali esistono sempre due (e non più di due) 
parabole. 

41. Centri. - Come abbiamo gia notato i quattro punti base del fa­
scio delle coniche diametrali ordinarie sono i quattro centri della cubica 
e insieme costituiscono la prima linea diametrale principale che è di or­
dine zero. Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo dei centri costi­
tuiscono le tre coniche diametrali ordinarie che si spezzano; i tre punti 
diagonali appartengono contemporaneamente alla conica diametrale princi­
pale e all'hessiana : nella corrispondenza univoca che si stabilisce fra i 
punti dell'hessiana di una cubica, i corrispondenti di questi tre punti dia­
gonali sono i tre punti all'infinito dell'hessiana. 

Se la cubica è nodale uno dei centri cade nel nodo; se è cuspidale 
due centri sono riuniti nella cuspide perchè nel 1.0 caso tutte le coniche 
polari passano per il nodo; nel 2.0 caso passano per la cuspide avendo 
ivi per tangente comune la tangente cuspidale. 

42. Premesse queste generalità, ci proponiamo la seguente ricerca: se 
cioè i quattro centri di una cubica possono essere i vertici di un quadrila­
tero semplice delle specie che ordinariamente si considerano nella geo­
metria elementare: trapezio, parallelogrammo, rombo, rettangolo, quadrato-
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Intenderemo di riferirei a cubiche di genere 1, o a cubiche nodali 
giacchè solamente allora i quattro centri sono distinti. 

Trapezio. -- Sia M N P Q (Fig. IIr.a) il supposto trapezio dei centri; 
A il punto all'infinito comune alla coppia di lati paralleli del trapezio; 
r"" la retta all'infinito. Le rette A M, A Q costituiscono una delle tre coniche 
che si spezzano; il punto la cui conica polare è costituita da (A M , A Q) 
sarà un punto di ,.co giacchè ogni conica passante per M , N , P , Q è una 
conica. diametrale; non può essere A perchè A sarebbe un punto doppio 
e dovrebbe quindi coincidere con uno dei vertici del quadrangolo · il qua­
le non sarebbe più un trapezio; non può essere un altro punto K di r co 

giacchè ne verrebbe che la conica polare di A si spezzerebbe in due rette 
parallele passanti per K: il trapezio sarebbe un parallelogrammo. 

Per il trapezio dunque il problema non ha soluzione possibile. 
43. Parallelog~·atmno. - Sia AB C D (Fig~ V"') il quadrangolo dei 

centri; F il punto comune all'infinito dei lati A B , C D ; G quello co· 
mune alla coppia A D , B C ; E il punto d'incontro delle diagonali del 
parallelogrammo. I punti F e G appartengono all'hessiana; dunque essa 
incontra la retta all'infinito in tre punti reali; sia E' il 3° punto. I pun· 
ti E' ed E sono punti corrispondenti dell'hessiana e infatti la conica po­
lare di E' deve essere una delle tre, 

(AB, CD); (AD, BC); (AC, BD). 
Se fosse una delle due prime, per esempio la prima, ne seguirebbe 

che la conica polare di F si spezzerebbe in due rette parallele passanti 
per E' e oltre alle tre coniche polari sopra scritte dei punti di r., che si 
spezzano, ce ne sarebbe una quarta; dunque i punti E ed E' sono corri­
spondenti. Anche G ed F sono corrispondenti e infatti il corrispondente 
di G deve essere sulla t·co perchè la conica polare che passa per G con­
tenendo i quattro punti A , B , C , D è una conica diametrale ; non 
può essere G stesso perchè sarebbe un puuto doppio e dovrebbe quindi 
coincidere con uno dei quattro punti A , B , C , JJ ; non può essere E' 
perchè E' corrisponde ad E; non può essere lill punto K di r., diverso 
da G , E' , F altrimenti la conica polare di G spezzandosi in due rette 
passanti per K, ci sarebbero nel fascio delle coniche diametrali quattro 
coniche che si spezzerebbero. I punti G ed F corrispondendosi, ne viene 
che la retta all'infinito deve essere una tangente della Cayleyana. Vice­
versa se questo accade il quadrangolo dei centri è un parallelogrammo. 

L'equazione della Cayleyana in coordinate (ai , a 2 , a3\ di rette è 
della forma: 

AHi a/ + A222 a2
3 + Aaaa aa

3 + 3 A113 ai
2 

ai + 
+ 3 Ai33 ai aa

2 + 3 A112 a1
2 

a2 t 3 Ai22 ai a22 + 
+ 3 A223 a23 aa + 3 A233 a2 aaz + 6 Ai23 ai a2 aa = O 
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ove i coefficienti sono funzioni note dei coefficienti della cubica. 
Se la retta all'infinito deve far parte di questo inviluppo, l'equazione 

precedente deve essere soddisfatta da: 

ossia deve essere 

Aaaa =O· 

Sostituendo il valore cognito di A 333 espresso con i coefficienti della cu­
bica possiamo dire che: « la condizione necessm·ia e stt.fficiente affinchè i 
qttattro cent1·i di ttna ettbica siano i vertic-i di un parallelogra1n1no è: 

=o. 
PH f3t2 {322 

In particolare questa condizione è soddisfatta se nell'equazione della 
cubica mancano i termini di l 0 grado in x3 • 

<<Esiste un siste1na cx::8 di cubiche i etti quattro centt·i sono i vertici di 
ttn parallelogra1n1rw ». 

44. Rettangolo. - Perchè i quattro centri siano vertici di un rettan· 
golo, bisognerà prima di tutto porre la condizione 

Aaaa·= O 

che esprime che il quadrangolo dei centri sia un parallelogrammo e poi l'al­
tra che i due punti all'infinito della hessiana, che si corrispondono per la 
condizione A333 = o, siano separati armonicamente dalla coppia dei punti 
ciclici del piano. Se non a' s'indicano i coefficienti dell'hessiana i quali 
sono funzioni note dei coefficienti della cubica, le intersezioni della hes­
siana con la retta all'infinito sono date da 

(1) a' m (::) 
3 

+ 3 a'112 ( ::) 

2 

+ 3 a'122 ( ::) + a'222 =O 

Siano li , 12 , 13 le tre radici. n porre A333 = O non porta altra conse­
guenza che la retta all'infinito sia tangente della Cayleyana; non porta 
cioè la conseguenza che due speciali fra i tre all'infinito dell'hessiana 
siano corrispondenti, ma due qualunque fra questi tre punti; quindi dopo 
aver messo la condizione : 

Aaaa =O 

noi siamo sempre in arbitrio di scegliere due qualunque dei tre parame­
tri li , 12 , 13 come parametri di punti corrispondenti. 

Prendiamo i primi due; dovrà essere : 
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ossia 

e perciò , 
, __ a 222 
Aa- l 

a1u 

l 

cioè - a1
222 deve essere una radice della (1). In questo caso dunque il 

a1u 
problema è possibile quando sono soddisfatte le due relazioni fra i coef-
ficienti della cubica: 

=0 

P11 P12 P22 

3 ( l 12 , l l ) -
a 112 a 222- a 122 a 111 a 222 -

== a'3
222- a'222 a12

ttt 

essendo le a' i coefficienti dell'hessiana. 
«Esiste un sistema = 7 di cubiche i cui centt·i sono i ve1·tici di un ret· 

tangolo >>. 
45. Rmnbo. - Perchè i quattro centri siano vertici di un rombo, oc­

correrà, prima di tutto, porre A 333 = O; poi che le diagonali del paralle­
logrammo (che così vengono a formare i centri) siano ortogonali, cioè che 
la conica polare di uno qualunque dei tre punti all'infinito della hessiana, 
sia costituita da tre rette ortogonali. Dunque, secondo i resultati del N° 12, 
la nuova condizione da porsi è che 

ll222 + a112 

a111 + a122 

sia una radice della (1) del N.0 precedente. 
In questo caso le condizioni cercate sono quindi: 

aw a112 a122 - a'1u Ca222 + au2)
3
+3a

1
112 (a222+a1d2 (au1 + au2J-

au2 a112 a122 = O - 3 a'222 (a222 + au2) (au1 + a122)
2 

+ 

<<Esiste un siste'rna = 1 di cubiche i cui centt·i sono i vertici di un 
rombo ». 

46. Quadrato. - Perchè il problema sia possibile in questo caso, ba­
sta evidentemente associare le condizioni trovate per il rombo e per il 
rettangolo. 

« Esiste ttn sistema = 6 di cubiche i cui centri sono i vertici di un 
quadrato ». 
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Assi di simmetria. 

4 7. Particolarizzando per una cubica i resultati ottenuti ai n. 4, 5, 
6, per le curve di grado dispari in generale, abbiamo i teoremi seguenti: 

<< La condizione necessat·ia sufficiente perchè una cubica possegga un asse 
di simmett·ia è che abbia un flesso all' infinito che sia i l coniugato aTmonico 
del punto all'infinito della polare aTmonica del flesso t•ispetto alla coppia dei 
punti ciclici del piano>>. 

(l) 

« Questa polare armonica è l'asse Tichiesto ». 
<< Data una t·etta 

e una cubica 

ax3=0 

le condizioni che debbono esseTe soddisfatte perchè la 'retta (l) sia un asse 
di simmetria della cubica sono: 

dove: 
a3<

1> = a3<d = O , 

a1(2) = -- a2(t) =- tn ». 

« Tutte le cubiche simtnett·iche r'ispetto a una tnedesima retta costituì· 
scono un sistema lineare = 5 ». 

48. Quando si sappia che la cubica possiede un flesso all'infinito e si 

conosca il parametro l = ~ che individua il flesso sulla retta all'infinito, 
n 

il problema precedente si risolve con grande semplicità. 
E infatti l'equazione della tangente di flesso sarà della forma: 

dove p sarà da determinarsi in modo che fra tutte le rette parallele che 
ràppresenta le equazione precedente; quando in essa tn ed n sono costanti 
e p varia da retta, a retta; l'equazione precedente rappresenti la tangente 
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di flesso. Supponiamo che ciò avvenga per il valore p' di p. Allora l'e­
quazione della cubica può mettersi sotto la forma: 

~ n x~ - m :r2 +p' x 3 ~ X -

X ~a x/ + b x l+cx3
2+ 2 h x1 x2 + 2gxi x3 +2fx2 x3 ~ = kx3

3 

La conica polare del punto (m, n, o) è : 

~ n xi - m x2 +p' x3 ~ X 

X~ xi (a1n +hn)+ x2 (h1n +b n) +x3 (g1n+Jn) ~=O 
che si spezza naturalmente nella tangente di flesso: 

e nella polare armonica corrispondente: 

xi (a 1n +h n) + x2 (h 1n + b n)+ x3 (g nt + fn ) =O . 

Se il triangolo fondamentale è stato preso rettangolo nel vertice (O, O, l) 
si passa alle coordinate cartesiane ortogonali supponendo x3 =l e af:fin­
chè le due rette precedenti siano ortogonali deve essere 

La condizione cercata è dunque che fra il parametro l del flesso all'infi­
nito e i coefficienti a, b, h passi la relazione: 

l 2 - l a - b - l = O 
h 

quando però l'equazione della cubica in coordinate cartesiane x e y sia ri­
dotta della forma: 

I valori di l tratti dalla equazione: 

12 - l a h b - l = O 
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son sempre reali perchè il discriminante è sempre positivo; questi valori 
sono indeterminati quando 

cioè quando la ternaria quadratica; che entra nella equazione della cubica; 
uguagliata a zero rappresenta un cerchio. In questo caso la cubica è ci­
clica, cioè passa per i punti ciclici del piano: qualunque sia l l'equazione: 

h l 2 
- (a - b) l -h= O 

è soddisfatta; dunque: 
<<La condizione necessa1··ia e sufficiente affinchè 1tna cubica ciclica abbia 

una retta di si11wtetria è che abbia un flesso all'infinito>>. 
49. Se la tangente di fiesso è ]a retta all'infinito, la cubica è una 

parabola divergente. Prendendo il fiesso nel vertice (0, l, O) del triangolo 
fondamentale, l 'equazione della cubica può scriversi: 

x3 ~ ax/+bx2
2 +cx3

2 +2hx1 x2 +2gx1 x3 +2fx2 x3 ~=kx1 3• 
La conica polare del punto (O, 1,0) è 

x3 ~ h x1 + b x2 + f x3 ~ = O • 

che si spezza nella tangente di fiesso x3 = O e nella polare armonica 
corrispondente: 

Questa deve essere perpendicolare alle rette che hanno la direzione del 
fiesso e per esempio alla 

Se quindi il triangolo fondamentale è stato preso rettangolo in (O, O, l) 
e si passa alle coordinate cartesiane x, y ponendo x3 = 1, la condizione 
affinchè le due rette 

hx+by+f= O; 

siano ortogonali è h = O. Si giunge alla stessa conclusione ponendo il fiesso 
nel vertice (l, O, 0). 

« La condizione necessaria e sufficiente affinchè una cubica parabola di-
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vergente, an~metta una 1·etta di simmetria è che, preso per pt~nto all'infinito 
di un asse di 1m sistema cartesiano ortogonale il flesso, l'equazione della m~­
bica manchi del p1·odotto delle due variabil-i x, y ». 

50. Abbiamo già dato al n. 37 la forma delle equazioni di cubiche 
simmetriche. Vogliamo ora mostrare come si possano riconoscere le diverse 
forme che può avere qualcuna di quelle curve. Fra di esse le più note­
voli sono quelle simmetriche rispetto a tre assi reali. Vediamo come si 
possano classificare relativamente alla forma e al numero dei rami che le 
compongono. 

Riferendo la curva a un sistema cartesiano ortogonale di cui l'asse 
delle x sia un asse di simmetria e l'origine il punto comune agli assi reali, 
l'equazione di queste curve è della forma (n. 37): 

essendo A. e 1.1. i paramenti che servono a individuare la curva. 
L'equazione dei tre assi sono: 

y=o y=x Y3 y= -x ys. 
La curva ha tre flessi all'infinito nelle direzioni perpendicolari ai tre 

assi. Se si assume per triangolo fondamentale quello formato dagli assi 
cartesiani e dalla retta all'infinito, le coordinate dei flessi sono: 

(O, 1, O) 

Le equazioni degli asintoti: 

A. 
X=-; 

3 

(- ys, l, O). 

Essi formano un triangolo equilatero i cui vertici stanno sugli assi 
di simmetria; le coordinate dei vertici sono: 

(; , v~) 
Dunque: 
« Tt~tte le cubiche simmetriche rispetto ai tre medesimi assi costituiscono 

una rete. In questa rete sono imntersi gli infiniti fasci ognuno dei quali è 
fonnato da tutte quelle cubiche che oltre avere comt~ni gli assi di si1nrnetria, 
hanno anche comuni gli asintoti. I nove punti base di ogni fascio si raggrup­
pano a tre, a tre nei flessi all'infinito >>. 
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51. Per esaminare a quali forme diverse di curve può dar luogo la. 
equazione del n. precedente, osserveremo che le intersezioni della cubica 
con la retta all'infinito sono reali e quindi la curva avrà sempre rami 
estendentesi indefinitamente, nè potrà essere costituita da un solo ramo 
tutto situato a distanza finita. Inoltre è noto che una curva di genere p 
possiede p+ l rami al massimo; dunque la nostra cubica potra essere co­
stituita da uno, o da due rami. In ognuno di questi casi dovrà sempre 
esistere un ramo esteso indefinitamente in tre direzioni. Quindi nel l 0 

caso la curva possiederà questo sol ramo (Fig. P e 2"); nel 2° questo 
ramo insieme ad un altro chiuso, simmetrico rispetto ai tre assi e perciò 
non avente :flessi altrimenti una tangente di fiesso incontra in più di tre 
punti la cubica; questo 2° ramo sarà dunque un'ovale simmetrica rispetto 
ai tre assi e situata internamente al triangolo degli asintoti. Il ramo in­
finito può essere di due specie a seconda che incontra in tre punti 
reali, o in uno ogni perpendicolare agli assi. N el l 0 caso lo chiameremo 
ramo infinito di l" specie; nel 2° ramo infinito di 2" specie. 

52. Esaminiamo ora se esistono condizioni analitiche a cui debbano 
soddisfare i parametri À , p. corrispondenti a questi diversi casi. 

l. Caso. - « La cu1·va è costitttita da un sol ramo infinito~ (Fig. 1• 
e 2" ). 

La condizione analitica corrispondente si trova esprimendo che l'asse 
delle x incontri la curva in un sol punto reale, ossia che l'equazione: 

(l) ~~p + l x~ + p. = o 

abbia una sola radice reale. Ora il suo discriminante è 

Se dunque si pone 

4 À
3 + 27 p. = Lf 

la condizione richiesta è che Lf p. sia positivo. Per distinguere ulterior­
mente il ramo infinito di l" specie da quello di 2" specie, occorre osser­
vare che nel l. 0 caso l'equazione 

À y' +p.= o 

che dà le intersezioni (le due che sono a distanza finita) dell'asse delle 
y con la curva debbono essere reali (Fig. 2."); nel 2° immaginarie (Fig. l"} 
nel !O caso si richiederà quindi che À p. sia negativo: positivo nel 2°. 

2. Caso. - <<La curva oltre il Ta'IIW infinito possiede anche l'ovale» 
(Fig. 6"). 
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L'equazione (l) del caso precedente possiede allora tre radici reali e 
quindi 

L1 p.< o. 
Il ramo infinito non può essere in questo caso di l" specie, altrimen· 

ti l'asse delle y avrebbe con la curva più di tre punti a comune. 
53. Se L1 = O la curva si spezza in tre rette; se À = O il discrimi­

nante della (l) è positivo e quindi si ha un ramo infinito di 2" specie; 
se finalmente si annulla p., la curva possiede un punto isolato all'origine 
e il rimanente è un ramo infinito di seconda specie. 

Possiamo riunire questa discussione nel seguente quadro: 

l Un ramo infinito di 1" specie 

l Àp. < 0 
Es. : (À =-l ; p. = l } Fig. 2" 

L1P. >o 

l Un ramo infinito di 2" specie 
lp. > O 

Es.: (1= 1 ; p. = l} Fig. l" 

l Un ramo infinito di 23 specie e un'ovale 
À :z o L1P. < o 

Es. : (À = 3 ; p. = - l} Fig. 6• 

La curva si spezza in tre rette 

Es. : (À = - 3 ; p. = 4) 

Un punto isolato all'origine e un ramo infinito 
di 2" specie 

Es. : (À = l ; p. = O) 

Un ramo infinito di 2"' specie 

Es. : (1 = O ; p.= l ) Fig. l" 
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.Applicazione dei risnltati generali al caso particolare delle quartiche. 

Linee diametrali. 

54. L'equazione di una quartica può porsi sotto la forma : 

U 00 = a0 x3
4 + 4 a 1 x 3

3 + 6 a2 x 3
2 + 4 a3 x3 + a4 =O 

dove le a sono binarie in x 1 ; x 2 di grado uguale al loro indice: 

a4 = auH x/·+ 4 aui2 Xi
3 

X2 + 6 au22 x/ x2
2 ·+ 4 ai222 xi X2

2 + a22~2 x2\ 

a3 = P w xi
3 + 3 Pu2 X1

2 x2 + 3 f3i22 xi x2
2 + fJ222 x2

3
' 

a2 = Yu Xi
2 + 2 Yi2 x l X2 + Y22 X-2

2
' 

ai = ()i xi + ()2 X2 • 

L'equazione della cubica diametrale di un punto (yi , y2 , O) è: 

ossia 

a U 00 a U 00 

Yi -a-+ Y2 -a- = o 
xl x2 

xi
3 ~ aH H Yi + aui2 Y2 ~ +x/ ~ ai222 Yi + a2222 Y2 ( + 

+ Xa
8 ~ bi Yi + ()2 Y2 ~ + 3 xi

2 
x2 ~ aHi2 Yi + aH22 Y2 ( + 

+ 3 xi ';1;2
2 ~ au22 Yi + ai222 Y2~ + 3 x1

2 
Xa ~ f3w Yi + fJ112 Y2 ~ + 

+ 3 xi X3
2 ~ Yu Y1 + Yi2 Y2 ~ + 3 x2

2 
Xa ~ Pm Yi + fJ222 Y2 ~ + 

+ 3 x2 x:l
2 ~ Yi2 Yi + Y22 Y2 ~ + 6 xi X2 Xa ~ fJu2 Yi + fJ122 Y2 ~=O 

« Tutte le cubiche diametrali formano un fascio i cui 9 punti base sono 
i 9 centri della q1tartica e costit1tiscono insieme la t a linea d'iametrale prin­
cipale che è di ordine zero » . 

Per un punto (m , n , p) del piano passa una sola cubica diametrale: 
il parametro À. corrispondente è dato dalla equazione : 
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l ~ auH mJ + al222 n3 +t}! pa + 3 rn~ n aHt2 + 

+ 3 rn n2 aH22 + 3 rn2 p f3 ut + 3 1n pz YH + 

+ 3 nz p f3t 2~ + 3 n pz Yi2 + 6 rn n p {3112~ + 

+ alll2 rn~ + a2222 n
3 + <)2 P3 + 3 rnz n aH22 + 

+ 3 m n2 a1222 + 3 m2 p {311 2 + 3 1n pz Yi2 + 
+ 3 n2 p {3222 + 3 n p2 y22 + 6 1n n p {3122 = O 

55. L'equazione della conica diametrale di un punto (y1 , y 2 , O) è: 

Ovvero: 

[( a a a ) 2 

] x1 - + x2 -- + x 3 -- U k = O a Yt a Y2 a Ya ya=o 

•Ut2 ~ auu Yt
2 + 2 am2 Yt Y2 + am~ Y22 ~ + 

+ X22 ~ a1122 Y1
2 + 2 a 1222 y1 y2 + a~m yz2 ~ + 

+ Xa
2 l YH Yt

2 + 2 Y12 Yt yz + Yza Y2
2 ~ + 

+ 2 x 1 x z l au1 2 y 1
2 + 2 a 1122 y 1 Y2 + a 1222 yz2 ~ + 

+ 2 ~~ Xal f3m y/ + 2 f3m 1'1 y~ + fJ122 y22 } + 

+ 2 Xz xal f3m Y1
2 + 2 fJ122 y1 Yz + f3m y / } =0. 

Per un punto ( 1n , n , p ) del piano passano due coniche diametrali. 
I parametri dei punti all' infinito di cui esse sono coniche diametrali 

sono le due radici della quadratica : 

12! 2 2 2 + " l a nn 1n + a1122 n + Yn p 

+ 2 1n n a1112 + 2 1n p f3m + 2 n p {3112 ~ + 

+ 2 l l a1112 11t
2 + a1 222 n

2 + Y12 P2 + 

+ 2 1n n a 1122 + 2 1n p {3112 + 2 n p {3112 ~ + 
+ au22 1n

2 + a 2222 n2 + y 22 P2 + 
+ 2 nt n a 1222 + 2 1n p {3222 + 2 n p {322~ = O • 
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Se s'indica con U il coefficiente di 12
, con V quello di 2 1 e con 

W quello indipendente, l'equazione della conica diametrale di un punto 
di parametro 1 assume la forma 

12 u + 2 .À. v + w = o 
dove 

W = O sono coniche . 

.Allora da questa equazione e dai resultati generali ottenuti ai N.0 2 
e 3 resulta: 

La seconda linea dimnetrale pt·incipale è una quartica : 
Essa può riguardarsi : 

l o Come il l~togo dei centt·i delle cubiche diametrali ot·dinarie; 
2° Come il luogo dei punti le cui coniche polari sono parabole; 
3° Come l'in viluppo delle coniche diametrali m·dinat·ie >>. 

L'equazione di questa curva è 

UW-Vz=O 

<< Sei coniche diatnett·ali si spezzano ogt1una in due rette. Queste 12 rette 
so1w 12 bitangent·i della seconda linea diametrale principale». 

Per uno qualunque dei sei punti doppi Pi delle coniche diametrali 
passano le quattro seguenti curve : 

l o La terza linea diametrale principale ; 
2° La steinm·iana dellct quartica primit·iva; 
3° La jacobianct della t·ete eli coniche individuata dalle tre U, V, W; 
4° L'hessiana della cubica diametmle del punto all'influito la cui co-

nica diametmle ha pet· punto doppio il punto P i. 
La jacobiana della rete individuata da U ; V ; W contiene pure i tre 

punti diagonali di ogni quadrangolo determinato dai quattro centri di ogni 
cubica diametrale. 

Le sei coppie di rette in cui si spezzano le coniche diametrali essen­
do bitangenti della quartica : 

UW - V 2 =0 

sono anche tangenti semplici della Cayleyana della rete individuata da 
U, V, W . 

I sei valori di 1 che annullano il discriminante di 

12 u + 2 1 v + w = o 
sono i sei parametri dei sei punti. all'infinito dell'hessiana della quartica 
primitiva. Se quindi dai sei punti. P, si tirano delle rette che abbiano per 
parametri dei punti all'Infinito i corrispondenti sei valori di 1 suddetti, 
si otterranno sei tangenti della Cayleyana della quartica data. 



La jacobiana della rete individuata da U , V , W incontra la seconda 
linea diametrale principale in 12 punti; esistono dunque 12 coniche dia­
metrali ognuna delle quali ha a comune con questa linea un quadri-punto 
e due bi-punti : ma ogni quaderna di punti di contatto di una conica dia­
metrale con la seconda linea diametrale principale; costituisce quattro cen­
tri di una cubica diametrale e se due di questi centri coincid(lno la cu­
bica è cuspidale; d 'altra parte nel fascio delle cubiche diametrali ve ne 
sono 12 e non più con un punto doppio, dunque se ne conclude che : 

« Tutte le cubiche diamett·ali di genere zel·o sono cuspidali >> . 

La terza linea diametrale principale e l'ipocicloide di Steiner. 

56. Fra tutte le linee diametrali di una quartica, la più notevole è la 
terza linea diametrale principale. Secondo i resultati generali questa linea 
può riguardarsi : 

l ° Come il luogo dei cmt1·i delle coniche diametrali ordinarie; 
2° Conte il luogo dei punti le c-ui cntbiche polat··i toccano la 'fetta 

all'infinito ; 
3° Come l' invihtppo dei diamelt"'i. 

Questa curva è del 4° ordine e di 3° classe ; possiede quindi tre cu­
spidi e una bitangente. Si presenta perciò naturalmente la questione di 
ricercare se essa può essese un ipocicloide di Steiner. 

Vediamo intanto come si possa trovarne l'equazione. 
Ponendo 

bo= aH H xi + aiH2 X2 + f3ui X3 

bi = aHi2 Xt + au22 ~ + fJH2 X3 

b2 = aH22 Xt + a1222 X2 + f3i22 X:1 

b3 = a1222 Xt + U2222 X2 + fJ222 Xa 

il diametro di un punto (y1 , y2 , 0) è 

(l ) 

Resulta intanto che per un punto P del piano passano tre diametri della 
quartica. Si ritrova coiiì che la curva di cui si cerca l'equazione è di 3" 
classe. 

D'altra parte essa fa certamente parte del luogo di un plmto P tale 
che coincidano due dei tre diametri della curva che passano per esso. 
Siano l , m , n questi diametri. Due di queste tre rette ; per esempio 
l , 1n possono cincidere per due ragioni diverse; o perchè un polo di 
l e uno di m coincidono in uno stesso punto all'infinito e allora il 



ASSI DI SIMMETRIA. 97 

stesso punto dell' infinito e allora il luogo del punto P è l'in viluppo dei 
diametri : o perchè due poli di l sono situati all' infinito (coincidenti, o no); 
in quest ' ultimo caso il luogo del punto P costituisce l'insieme delle bi­
tangent i dell ' inviluppo precedente. 

È per questo che quando si annulla il discriminante della binaria (l) 
in Yi , y2 si ottiene una equazione cui soddisfa il solo inviluppo, ma non 
l'insieme delle sue bitangenti, quantunque tanto per un punto di una 
bitangente quanto per un punto dell' in viluppo passino due diametri coin­
cidenti della quartica. 

L'equazione dell' inviluppo è dunque: 

P ro = b,/ b3
2

- 6 b0 bi b2 b3 + 4 bi 3 b3 + 4 b0 b2
3

- 3 b/ b./= O 

cioè una curva del 40 ordine. 
L'equazione precedente può anche porsi sotto la forma di determinante: 

bo 2 bi b2 o 
o bo 2 bi b2 

Pro = = O 
bi 2 b2 ba o 
o bi 2 b2 b3 

57. Se si annulla identicamente l'hessiano della binaria {l) del N° 56, 
si ottengono le condizioni che devono essere soddisfatte affinchè le tre 

radici della (l) nel rapporto Yi siano coincident i. Queste condizioni sono le 
Y2 

seguenti: 

b0 _bi_ b2 

bi -h;- b3. 

Dunque tre punti comuni alle tre coniche: 

Uro = b, b2 - bi2 = O 

V ro = b0 ba - b1 b2 = O 

w ro = b, b3 - b22 = o 
saranno tali che i tre diametri l , 1n , n passanti per ognuno di essi coin­
cideranno perchè un polo di l, uno di 1n, e uno di n sono riuniti in un 
sol punto all'infinito. È per queste che le tre coniche precedenti non pas­
sano per i punti di contatto della bitangente quantunque ognuno di que­
sti punti sia tale che coincidano in una sola retta i tre diametri della 
quartica passanti per esso: questa coincidenza avviene ivi perchè due poli 
di l sono all' infinito non coincidenti e un polo del diametro rimanente m 
coincide con uno dei poli di l all'infinito. 

Cu.NI. 
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Dunque: L e tre coniche u"' , Vx , Wx passano pe1· le t1·e cuspidi della 
quartica P"' . Gli altri due punti in cui V x incont1·a u"' e W x sono quelli 
in etti P"' è toccato dalle rette b0 , ba e anche appar·tengono il primo alla 
r·etta bi ; il secondo alla r·etta b2• 

ll punto comune a U x e tCx (non giacente su Vx ) sta sulle rette bi e b2 

contemporaneamente ma non appartiene a P x . 

Queste proprietà si verificano direttamente sulle equazioni di ttx ; Vx 

wx e su quella di P x la quale può anche scriversi sotto la forma: 

Vx (bo ba - 4 bi b2 ) + 4 ( b/ Wx - b/ Ux ) = O. 

58. Se si sostituiscono per b0 , bi , b2 : ba i loro valori si trova : 

- d 2 ì+ d 2 ì+ ttx - X1 Ì auu au22 - a 1112 l X2 t au12 a1222 - a u 22 l 

+ Xa
2 ~ f3m {3122 - fJ

2
u2l + xi x2) auu a1222 - am2 au22 ~ + 

+ xi Xa { auu fJ122 + au22 f3ur - 2am2 f3ml + 

+ X2 Xa ~ a1112 P122 + fJ122 a1222 - 2au22 fJn2l =O· 

+ Xa
2 

{ f3m {3222 - {3
2
222 } + ~1 X2~ a1112 a2222 - a1122 a1222 l + 

+ xi Xa ~ am2 f3m + a1222 f3m - 2am2 fJ122l + 

+ X2 x3 l a1122 fJ222 + a2222 ~m - 2at222 fJ122~ = O. 

Segue, psr i resultati del N° 49, che le due coniche: 

coincidono con le coniche diametrali principali delle due cubiche: 

_a_ ) a4 + a3 x3 Ì = o, 
a xi ~ l 

_i_ j a4 + a3 x3 Ì = o, a x2 ì l 
onde ogni cuspide della quartica P x è centro comune a due delle coniche 
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diametrali ordinarie delle cubiche precedenti. 
59. È noto che la caratteristica della ipocicloide steineriana (fra tutte 

le ipocicloidi) è di toccare la retta all'infinito nei punti ciclici del piano. 
Se dunque riesciamo a trovare le condizioni analitiche che debbono es­
sere soddisfatte affinchè la bitangente della quartica tricuspidale P x sia 
la retta all' infini to e i punti di contatto sieno i punti ciclici, diametri 
della qua.rtica primitiva invilupperanno l'ipocicloide suddetta. 

Ora le condizioni perchè una curva di grado n pari tocchi ; volte 

la retta all'infinito nei punti ciclici sono state trovate in generale al N° 7 
e chiamammo allora ipercicliche le curve che godevano questa proprietà. 

Nel caso nostro queste condizioni si riducono a che la binaria biqua· 
dratica in xi , x2 che entra nell'equazione della curva sia la potenza se­
conda, a meno di un coeffi.ente esterno, di 

Se quindi s'indicano con A 1111 ; A 1112 ; ••• , coefficienti di questa 
binaria, nella equazione di Px , dovremmo avere: 

An12 = A1222 = O • 

Ma la binaria biquadratica in xi , x 2, nell'equazione di Px, è eviden­
temente il determinante : 

aunxi+anuX2;2 (armXi +a1m X2); au22Xi +a1222X2 i O 

O a un xi+ an12 x~ ; 2 (a1112 X1 + an22 X2); a1122 xi + a1222 X2 

a1112Xi + an22X2i 2 (a1122 xi + a1222 x 2) ; a1222 xi+ a2222 X2; O 

o 

Le condizioni richieste sono dunque le quattro seguenti: 

a un 2 au12 an22 o a1112 2 au22 a1222 o 
o a un 2 an12 au22 o au12 2 au22 a1222 

2 =2 
au12 2 an22 a1222 o an22 2 a1222 a 2222 o 
o a1112 2 an22 a1 222 o an22 2 Ut222 a 2222 
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auu 2 au12 a1222 O Urn2 2 a1122 an22 O 

=l o an11 2 au22 a1222 o an12 2 au12 an 22 

au12 2 an22 a2222 O 
+ 

an22 2 a 1222 a1 222 O + 
o a1112 2 a1222 a 2222 o au22 2 au22 a1 222 

aun 2 au22 an22 O a111 2 2 an12 ((1 222 o 
o an12 2 au1 2 a1222 o ann 2 a11 22 au22 

+ 
a111 2 2 a1222 a1222 O + 

au22 2 an22 a 2222 O + 
o an22 2 a11 22 a 2222 o aur2 2 a1 222 a1222 

aun 2 a1122 a1222 O au12 2 au12 au22 O 

o an12 2 au22 a1122 o aun 2 Urn2 a1222 l; + 
a1112 2 a1222 a 2222 O 

+ 
Un22 2 Un22 a1222 O 

o Un22 2 a1222 a1222 o ar112 2 a1122 a 2222 

a11u 2 aur2 Un22 O anu 2 Urn2 a1222 O 

o ann 2 aru2 Ur 222 o Unu 2 a1122 Un22 

+ + 
au12 2 a1122 U1 222 0 Uu12 2 Un22 a 2222 O 

o Un12 2 Un22 a 2222 o Un12 2 a1222 a1222 

Unn 2 au22 Un22 O a1112 2 Un12 Un22 O 

o au12 2 a1112 au22 o Unn 2 Unrz a1122 

+ + -
a1u2 2 Ur222 ar222 O au22 2 au 22 a1222 O 

o a1122 2 au22 a 2222 o a1112 2 Un22 a1222 

an11 2 an22 a1222 O a111 2 2 an12 a1 222 O 

o au12 2 au22 a1222 o a1111 2 a1222 a1222 

au12 2 a1222 a 2222 O + 
a1122 2 au22 a 2222 O + 

o a1122 2 a1222 a 2222 o au12 2 a1222 a 2222 

a1112 2 a1122 an22 O au12 2 au22 ar222 O 

o au12 2 au12 a1222 o au12 2 au22 an22 

+ + = 0 
an22 2 a1222 a1222 O a1122 2 a1222 a 2222 O 

o a1122 2 au22 a 2222 o an22 2 a1 222 a1222 
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Dunque: «Esiste 1m sistema oo10 di qua1·tiche tali che il l1wgo dei 
cent-ri delle loro coniche d·iamwtmU è l'ipocicloide di Steinet·; ovvm·o tali che 
ogni loro diamett·o è la t·etta che un-isce i p·iedi delle petpendicola-ri abbassate 
da un punto qualwtqne di un determinato cm·chio del piano sopra i lati di 
?ttt tr·iangolo ism··itto nel cerchio >>. 

60. C'è un caso assai semplice iu cui le condizioni precedenti sono 
soddisfatte. 

Se nelle eq nazioni trovate poniamo: 

au12 = a1222 = O 

si ottiene: 

cioè anche nella equazione della quartica primitiva Ux la binaria biqua­
dratica in x1 , x2 è il quadrato di x/+ x2

2 ; o altrimenti anche U x tocca 
la retta all'infinito nei punti ciclici. 

Possiamo dunque dare quest'altra generazione dell'ipocicloide di 
Steiner: 

« Essa è il luogo dei centri delle coniche dianwtrali ot·dinarie, o l'in­
·viluppo dei diamett··i di una qna-rtica di genere tTe bitangente alla retta all'in-
finito nei p1tnti ciclici del piano della q1taTticct ». · 

61. I diametri di questa curva potranno quindi accoppiarsi in modo 
che quelli di ciascuna coppia siano ortogonali fra loro; i punti d' incontro 
dei diametri di ciascuna coppia sono situati sopra un cerchio che vogliamo 
ora determinare. Basta perciò rammentare che, secondo i restùtati di Stei­
ner relativamente a questa ipocicloide, il centro di questo cerchio e il suo 
ra.ggio possono trovarsi cosl : 

Sia M il punto comune a due tangenti ortogonali a e b; N e P i punti 
di contatto di a e b, se Q è il punto di mezzo di N P (la quale è un'al­
tra tangente) il cerehio che ha per diametro M Q e per centro il punto 
di mezzo di M Q è il cerchio richesto. 

Nel caso del n. precedente posto a11n = l; ciò che è sempre possi­
bile, perchè basta dividere tutti gli altri coefficienti della quartica per 
a11u; abbiamo: 
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Se quindi il triangolo fondamentale è preso rettangolo in (O , O, l ) le 
rette b0 , b3 sono ortogonali; ma abbiamo veduto In. 57 ì che esse sono tan­
genti alla quarti ce P "' nei loro punti d'incontro con b11 b2 rispettivamente; 
dunque per punti N e P possono prendersi i punti: 

e per punto M l'altro (b 0 , ba); per punto Q il punto di mezzo del seg­
mento che unisce i punti (bo , b 1); (b2 , ba)· 

Ora è 

M=(- f3m; -- 222) 

N-(- f3m;- 3 f3m) 

e quindi: 

Q = (- f3m + 3 fJ122 • _ 3 f3m + fJ222) 
- 2 ' 2 ' 

perciò le coordinate del centro del cerchio da determinarsi sono: 

il suo raggio: 

~ V ( f3m - 3 f3m ) 2 + ( f3m - 3 f3m ) 3 

e la sua equazione: 

= ( f3m - 3 (3122 )2 + ( (3222 - 3 f3m ? , 

Conosciuto questo cerchio, esiste una costruzione semplicissima, data dal 
prof. Cremona, per mezzo della quale si ottengono quante tangenti si vo­
gliono di P "' ; ma il cerchio precedente si costruisce subito date le rette 
b0 , b1 , b2 , b3 ; ecco dunque come mediante la costruzione suddetta si 
possano costruire quanti diametri si vogliono di una quartica bitangente 
alla retta all'infinito nei punti ciclici. 
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62. Cerchiamo le tangenti cuspidali. È noto che esse passano per il 
centro del cerchio precedente e sono ugualmente inclinate l'una sull'altra 

di ; . Queste tre tangenti sono i tre diametri di Ux che passano per il 

punto ( x0 , y0 ) e quindi i pa,rametri dei punti all' infinito di cui esse sono 
diametri si otterranno sostituendo nell'equazione del diametro x 0 ; y0 ; l 
per x 1 ; x z ; x 3 e risolvendo rispetto a À. la cubica che ne resulta la 
quale è: 

(l ) À.
3 ~ 3 f3m - f3m ~ + 3 À.

2 ~ fJ222 - 3 f3m ~ + 

+ 3 À. ~ f3m - 3 fJ122 ~ + 3 f3m - fJ222 = O . 

Se ).1 è una radice della precedente equazione, l'angolo w che una, retta 
passante per ).1 all' infinito fa con l'asse delle x, sarà dato da 

cotg w= À.1 • 

Sicccome ogni diametro di Ux è perpendicolare al suo corrispondente si­
stema di corde; così ne viene che le tre radici l 1 , ).2 , ).3 della equazio­
ne precedente devono essere parametri di punti all'infinito di rette fa-

centi a due, a due un angolo di ; , o 
2 
3 

:n , dunque sarà: 

( 
2 :n ) v 3 + ).1 

).2 = cotg w + 3 = ,, , 
l - ).1 , 3 

( 
:re ) ).1 - y3 

).3 = cotg w + -3 = ,, . 
1 + l 1 r 3 

Dunque le tangenti cuspidali saranno le tre rette passanti per ( xo , y0 ) 

e aventi per coefficienti angolari: 

dove À1 è una radice della (1). 
Le t re tangenti di P x , perpendicolari rispettivamente a queste tre tan­

genti cuspidal i, si otterranno sostituendo successivamente nell' equazione 
del diametro di U x a ). : 



104, LINEE DIAMETRALI DELLE CURVE ALGEBRI C HE PIANE. 

l . l - Àtf/3 • l + Ài Y3 
~ ' Ài + y3 ' Ài - Y3 

Esse saranno dunque: 

Se s'indicano con P x' , qx' , t·x' le tangenti cuspidali di P x e dal punto 
( Xo , '!Jo ) nelle direzioni rispettive: 

(Px Px') 
( qx qx') 
( rx rx') 

( Xo , '!Jo ) 
( Xo , yo) 
( Xo , yo) 

(essendo (Px px') il punto comune a Px , Px'; ec.) e si porta un segmento 
uguale a 

si trovano le tre cuspidi della curva P x • 

63. Riassumendo: « Possia11to costruii· e il luogo dei centri delle coni-
che diametrali di una quat-tica di genere 3 Uta?1!Jl1lic alla retta all'infi-
nito nei punti ciclici, facendo t·otolare nell'intento del ce1·chio : 

un altro cerchio di raggio 

, 
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il quale nella posizione iniziale tocca i l cerchio p1·ecedente in uno dei t1·e 
punti (p,., p ,.,' ) ; (q,., q,.,') ; (r,., r·,.,' ) antecedentemente deter·minat·i : ·il luogo è 
allora descr·itto da questo punto di contatto. 

IJ insieme delle tangent·i a questo luogo, cioè tutti i diametri della quar­
tica data, è costit1tito dall' insieme di tutte le 1·ette che uniscono i pied·i delle 
pm-pendicolar·i tirate stti lnt i del tr iangolo delle t1·e r·ette p,., , qx , r·,., da 
tm punto del cet·chio circosm·itto a questo triangolo >>. Il 'raggio di qttesto 
cm·chio è : 

64. Linee diametrali coniugate. La cubica diametrale di nn punto A ha 
tre punti all' infinito B , C , D : i diametri di questi tre punti passando 
per A sono paralleli: questi tre diametri li chiameremo coniugat i alla cu­
bica di A e viceverca. Resulta quindi che tre tangent i parallele della ter­
za linea diametrale principale costituiscono t re diametri coniugati a una 
stessa cubica diametrale. 

Dalla equazione del diametro di un punto di paramet ro l segue che 
il parametro li del punto all' infinito di questo diametro è dato da 

1
1 

= _ _ aw2 l~ + 31: ail22 + 31 a i222 + a 2222 

auu l + 3 l aiii2 + 31 aii22 -f-- ai222 

e si ritrova che per un valore di l c'è un sol valore di li mentre per un 
valore di li ci sono tre valori per l. 

L'equazione di 3° grado in l' : 

(l) ~ . a t 112 À'J + 3 Àn aH22 + 3 À' at222 + a 2222 = O 
Ai + 1'" + 3 1 ,., + 3 ~l + autt A A " a i i 22 A a1i22 ai222 

dà i t re valori dei parametri dei punt i all'infinito della cubica diametrale 
di À1• Uno di questi è l naturalmente; gli altri due vengono quindi a 
dipendere da una equezione di secondo grado. 

Se si pone per brevità : 

aiii2 À3 + 3 Àz au22 + 3 À ai222 + a2222 = a' 

auu À3 + 3 Àz aiii2 + 3 À aH22 + ai222 = b ' 

il coefficiente di À13 nella (l) è : 

au12 b - a 1111 a 

il coefficiente di À12
: 

3 (a1122 b - a1112 a) 
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il termine indipendente : 

Dunque la somma e il prodotto delle radici saranno rispettivamente : 

3 ( a ut2 a, - au22 b) a1222 a - a 2222 b 

a1112 b - a 11u a ' au12 b - a 11u a 

P erciò gli altri due valori di ì..' che si cercano, saranno le radici della e­
quazione di 2° grado: 

l'2 + ~ 3 (au22 b - au12 a) + À / ì..' + 
Ì au12 b -· a 1111 a ~ 

+ l a1222 a - a 2222 b = 0 . 
À a 111 2 b - a 11 n a 

Se ì../, ì..2' sono le radici di questa equazione SP· ne conclude: 
<< l tni sistemi di corde parallele aventi per parametri dei punti all'in­

finito: 

ammettono diametri paralleli ». 
Il discriminante della (l) è di 12° grado in À; dunque fra queste in­

finite terne ve ne sono 12 ognuna delle quali possiede due sistemi coinci­
denti. 

65. La conica diametrale k di un punto .A. ha due punti al­
l'infinito B, C; le coniche diametrali h , l di questi due punti passano per 
.A.: chiameremo h, l le due coniche diametrali coniugate della conica dia­
metrale k. 

Dall'equazione della conica diametrale di un punto di parametro A., si 
deduce che i paramenti dei punti all' infinito di essa sono le radici della 
equazione di 2° grado in l 1 : 

À/ ) auu À
2 + 2 <lm2 À + a1122 l + 

t2) + 2 Ài l (11112 À
2 + 2 (11122 À + (11222 ! + 

+ (11122 À
2 + 2 <lt222 À + (12222 = o; 

se ì../, ì../' sono queste radici, le conid1e diametrali di l/, ì../' hanno co­
mune la direzione di un asintoto. 

66. Dai resultati precedenti apparisce chiaro che i punti all'infinito 
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dei diametri e quelli delle cubiche diametrali individuano s ulla retta al· 
l'in1ìnito una corrispondenza di Chasles (l ; 3); al punto all'infinito di un 
diametro corrispondendo i tre punti a.ll'in1ìnito della cubica diametrale co· 
niugata. Così dalla (2 : del n. precedente resulta che le coniche diametrali 
coniugate individuano sulla retta all' infinito una corrispondenza di Chasles 
(2; 2): però quest'ultima è più notevole giacchè la (2) essendo s immetrica 
in ì.. e ì..i succede che preso un punto sulla retta all'infinito, questo indi· 
v idua sempre gli stessi due corrispondenti tanto se si considera apparte· 
nente all'una, o all'altra., delle due punteggiate proiettive sovrapposte. 

Queste due corrispondenze di Chasles hanno evidentemente a comune 
i quattro punti uniti e sono i quattro punti all' infinito della quartica. 

Quartiche di genere uno. 

67. I teoremi precedenti si applicano senza notevoli modificazioni alle 
quartiche di genere due. Fra quelle di genere uno sono interessanti quelle 
i cui due punti doppi sono all'infinito. 

Se si prendono questi due punti per i due vertici (O, l, O) ; (l , O, 
O) del triangolo fondamentale, l'equazione di queste quartiche può porsi 
sotto la forma. 

xi2 x 2
2 + 2 xi x 2 x 3 (l x 1 + 1n x 2 ) + 

+ x3
2 l a x 1

2 + b x 2
2 +c x3

2 + 2f x2 x3 + 2 g x3 x1 + 2 h x1 x 2 ! =O. 

Confrontandola con l'equazione generale di una quartica, sotto la for­
ma data nel N° 54, si ha : 

ann = a 1112 = a1222 = a2222 = O 

f3m = fJ222 = O 

a 
l'ii- 6 

l 
fJm 6 

h 
1'12 = 6 

a0 = c . 

b 
/'22= 6 

L'equazione del diametro di un punto ( yi , y2 , O ) si riduce a: 

y, Y221 xi + ?n x 3 ì + y, 2 Y2l x2 + l Xa ! = O 
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I tre diametri passanti per un punto P qualunque del piano sono 
dunque costituiti da due rette aventi le direzioni dei punti doppi all'in­
finito e dalla congiungente di P col punto di coordinate ( - 1n , - l , l ) : 
dunque la terza linea diametrale principale si spezza nei due punti dop­
pi e nel punto ( - 1n ; - l ; l j. Segue che tutte le coniche diametrali 
sono concentriche eccettuate le due coppie di tangenti nei punti doppi le 
quali costituiscono le coniche diametrali di quei punti stessi. Dunque 

« Tutte le quarti che la cMi cqua~ione pttò dedursi dalla: 

1nantenendo fissi l ed 1n e facendo variat·e ·l coefficienti della U = O in 11W­
do da po1·tarla a coincidere con qualttnqMe conica del pia1w, hanno a cmntt­
ne il centro delle coniche diumetrali ». 

68. L'equazione della conica diametrale di un punto all'infinito di 
parametro l è : 

xi 2 + À' x2 z + Xa zl a À z + 2 h l + b ~ + 

+ 4 x 1 x 2 À + 2 x1 x3 ~ 2 l À + 1n ~ + 

+ 2 Xa Xa ~ l l ! + 2 1n À ~ = O • 

Le coordinate del centro sono : 

- 3 1n À~ 

Si ha così una conferma di un resulta-to ottenuto nel N 0 precedente. 
Se si pone 

U = x2 +a x3
2 + 2 l x2 x3 , 

V = 2 h x3 
2 + 2 x1 x2 + 2 l x1 x3 + 2 1n x 2 x 3 , 

W= x1
2 + b Xa2 +2m x1 x 3 , 

l'equazione della seconda linea diametrale principale è: 

UW-V2 =0 

cioè: 
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+ 2 ~ 2 (4 lz a) + 2 (4 2 b) + x..~ ~ Xt 3 - 3 x2 3 m - 3 

Questa equazione è della forma di quella della quartica data, dunque: 
<<La seconda linea duunett·ale principa.le è una quaTt-ica che ha gli stessi 

_p1tnti doppi della quartica primitiva ». 
La seconda linea diametrale principale ha per centro delle sue coni­

che diametrali il punto (- l, - tn, 3 ·; se ora di questa curva si cercasse 
ancora la seconda linea diametrale principale, troveremmo analogamente 
(-l, -m, 9) per centro delle sue coniche diametrali e così continuando 
ne concludiamo che: 

« I centri delle coniche diametral·i di quat·tiche dedotte l'1ma dall'altm 
in tnodo che ogttuna sia la seconda Unea d-iametrale pTincipa.le della pTece­
dente; e la pt·ima (e quindi t1ttte) abbiatw due punti doppi all' i?ifìnito; si 
tnuovono sopra 1tna t·etta mvvic-inandosi cont-inuamente jt·a loro e tendendo 
vet·so utt punto fisso il q1tale è il vet·t·ice (O, o, 11 del tt·iangolo fondomentale 
se gli altri due sono situati nei due punti doppi >> . 

69. L'equazione della cubica diametrale di un punto (y 1 , y2 , O) diviene: 

Xa
3 ~ g Yt + Yf2 ~ + X1

2 
X2 Y2 + Xt x 2

2 
Yt + 

+ Xt Xa 
2 

) a Yt + h Y2 ~ + mt
2 

Xa l Y:z + X2 Xa 
2 ~ h Yt + b Y2 ~ + 

+ ~2 x3 tn y1 + 2 x1 x2 ma ~ l y1 + tn y2 ~ = O • 

Tutte le cubiche diametrali passano per i punti doppi della curva e quindi 
la corrispondenza (1; 3) di Chasles sulla retta all'infinito viene ad essere 
un po' modificata, giacchè un punto di parametro À ha per corrispondenti 
i due punti doppi che naturalmente non variano al variare di À e uno solo 
che dipende da ì,; questa dipendenza si ricava dalle formole del n. G4: da 
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esse resulta che il punto corrispondente di ì,, diverso dai punti doppi della 
quartica, è il punto di parametro - À. 

In questo caso dunque i due punti doppi nei quali vengono a cadere 
i quattro punti uniti della corrispondenza, corrispondono a qualunque punto 
P della retta all'infinito insieme al coniugato armonico di P rispetto ad 
essi; o in altre parole, la corrispondenza (l ; 3) di Cltasles si riduce in 
questo caso a una involuzione ordinaria i cui punti doppi sono i punti 
doppi della quarti ca. Dunque : 

<< Il coniug(tto annonico di P, rispetto a questi punti doppi, è il punto 
(tll'infinito P' del diamet1·o di P; se questo diametro è un asse, la coppia 
P, P' sepa1·a annonicamente anche la coppia dei 1nmti ciclici del piano, c5oè 
P, P' sono gli elementi doppi dell'involuzione indivi(luata, sulla retta (tll'in­
finito da.i p1mti doppi della. quartica e (lai punti ciclici del suo piano ». 

70. La lemniscata di Bernoulli, la lumaca di Pascal e la cardioide. 

Se il triangolo fondamentale è rettangolo nel vertice (l , O , 0', se 
in questo punto è situato quello fra i punti doppi di queste tre curve 
che è a distanza finita e il lato x3 = O è la retta all'infinito del loro pia­
no, l'equazione di queste tre curve possono dedursi dall'unica 

(xi z + x22 - 2 1' xi Xa )z = az Xaz ( X tz + x2z) 

Tutte e tre queste curve sono quartiche di genere zero. Se nel 2° mem­
bro si prende il segno superiore si ha la lumaca di Pascal; 1· essendo 
il raggio del cerchio generatore; a la lunghezza costante che si riporta 
sul raggio vettore : quel:lta curva ha uu nodo all'origine e come caso par­
ticolare ne viene la cardioide quando 2 r = a; essa ha una cuspide al­
l'origine; tanto la lumaca quanto la cardioide sono quartiche cartesiane 
cioè hanno due cuspidi nei punti ciclici, le loro tangenti cuspidali essendo 
le due rette che partono dal centro del cerchio generatore e vanno ai 
punti ciclici stessi; il lato x 2 = O del triangolo fondamentale è per en­
trambe una retta di simmetria e per la cardioide è la 3"' tangente cuspi­
dale, mentre per la lumaca è una delle bissettrici dell'angolo delle tan­
genti nodali. 

Se poi nell'equazione precedente si fa r = O e s i prende il segno 
inferiore nel 2° membro, sf ottiene l'equazione della lemniscata di Ber­
noulli la quale ha tre nodi , uno all'origine e gli altri nei due punti ciclici: 
è dunque una quartica bici1·colare. La distanza dei due punti fissi (tali 
che è costante il prodotto delle loro distanze da qualunque punto della 

a 
curva) dal nodo, origine delle coordinate, è + {2" . Questa curva è una 
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quartica simmetrica rispet to a due rette ortogonali. Le tangenti nodali 
nei punti ciclici sono: 

\x, +. (x, + ~: ~,) = o 
~ x1 + ~ ( X 2 - Y 2' x3 ) - O 

~ X1 - i ( X2 + v~ X3 ) = 0 , 

~ X1 - i ( X2 - /2 X 2 ) ·== 0 , 

cioè le due coppie di rette che partono dai due punti fissi suddetti e 
vanno ai punti ciclici del piano. Questi due punti sono quindi due fuochi 
della lemniscata, come è un fuoco della lumaca e della cardioide il centro 
del cerchio generatore. 

71. oi porremo l'equazione del n. preeedente sotto la solita forma 

x 2 \ x z (az - 4 t' ~ ) + az X z l + 
3 ì 1 - 2 \ 

+ ~ 3+ . 2l ( 2+ 22 - 0 x3 Ì 4 r xi 4 t xi x2 \- x1 x2 ) _ • 

L'equazione del diametro di un punto di coordinate (y1 , y 2 , 0) è 

La terza linea diametrale si spezza quindi in tre punti che sono i tre 
punti doppi. Così tutte le coniche diametrali della lumaca e della car­
dioide sono concentriche al cerchio generatore, quelle della lemnit>cata al 
nodo che è a distanza finita. 

Le coniche diametrali che si spezzano sono sei ed hanno per punto 
doppio il centro del cerchio generatore nel caso della conchiglia e della 
cardioide; questo punto sarà dunque almeno sestuplo per le Steineriane 
delle due curve. Nel caso della lemnisca.ta, solamente quattro delle coni­
che diametrali che si spezzano hanno per punto doppio il nodo reale per­
chè le altre due sono le due coppie di tangenti nei punti ciclici , ma per 
l'origine passano pure le due tangenti nodali le quali costituiscono la co­
nica polare dell'origine stessa; dunque la Steineriana della lemniscata ha 
almeno un punto quintuplo nel nodo reale della lemniscata stessa. 

72. L 'equazione della conica diametrale di un punto (y 11 y2 , O; è 
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Le coordinate del centro sono: 

o 

cio che conferma i resultati del N° precedente. Se si pone: 

x 2 a2 - 4 r~ 
U=-X 2 -_?_+ x 2 +21·x x 

i 3 6 3 i 3 

L'equazione della seconda linea diametrale principale è: 

UW-V2 =0 

Ossia: 

- (a2 
- 4 1·~) + - - 4 r x x 2 x = O· ~ 1· a

2 
r ~ 

3 - 2 i 2 3 

Se si adottano i segni superiori dove se ne hanno due si ottiene la se­
conda linea diametrale principale della conchiglia. È una quartica bicirco-
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lare, non passa per l'origine, ammette la retta x 2 = O per asse di simme· 
tria: per 2 t• = a si ottiene la seconda linea diametrale principale della 
cardioide: 

t Xi2 + x/ - 2 r Xi Xa r = 

= Xa2 t 2 r2 (xi2 + x~2 - 2 r Xt xa) ~ . 

Questa curva è cartesiana; passa per la cuspide reale della cardioide a. 
vendo i vi per tangente P asse x 1 = O; è simmetrica rispetto alla retta 
x 2 = O. La seconda linea diametrale principale della lemniscata è 

È una curva bicircolare non passante per il nodo reale della lemniscata: 
è simmetrica rispetto a xi= o, x2 =O. 

73. L'equazione della cubica diametrale di un punto (y1 , y2 , O) è: 

In particolare le cubiche diametrali dei punti (l , O, O), (O, l, O) sono: 

Dunque, nel caso della lumaca e della cardioide la cubica diame­
trale del coniugato armonico (rispetto alla coppia dei punti ciclici) del pun­
to all'infinito dell'asse, si spezza nell'asse e in un cerchio concentrico al 

11 2 2 2 
cerchio generatore il cui raggio è V a ~ r per la lumaca e t' y3 per la 

cardioide. I nove centri di queste due curve si trovano con facilità. La 
lumaca ne ha quattro nei punti ciclici, uno nel nodo reale ; gli altri quat­
tro sono i due punti d' incontro del cerchio 

8 

Politecnico di To ri n o · 
o ;?~i1~ !~,.k~f! u iJI MATE~AUICA 
c~. : '50 Duca d':g il At. rulZÌ, 24 
1 0 12 9 T ORI N O (!l'ALIA) 
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col lato x2 = O del triangolo fondamentale. 
Quindi i quattro centri della lumaea, che non cadono nei punti doppi , 

hanno per coordinate : 

o 

o 

v az--; 4 r2 

-v a2--; 4 rz 

o 

o 

11 l ~ situati sulla retta di simmetria, 

l 

l 

situati sulla perpendicolare alla retta 
di simmetria. 

La cardioide ha quattro centri nei punti ciclici, uno nella cuspide reale 
(considerata come punto doppio); in essa, per le formole precedenti, ne ven­
gono a coincidere altri tre, onde questa cuspide contiene quattro centri 
della curva; il centro rimanente (l'unico che non sia situato nei punti 
doppi) si trova sulla retta di simmetria distante dall'origine il triplo del 
raggio del cerchio generatore e nel senso del segmento che va dal nodo reale 
al centro del suddetto cerchio. 

Le cubiche diametrali dei punti (l , O , O) , (O , l , O) rispetto alla 
lemniscata sono : 

x1 ~ X 1
2 + x2

2
- ;' xl'~= O, 

X 2 ~ X/ + x2
2 + ;

2 

x3
2 ~=O. 

Esse dunque si spezzano nei due assi di simmetria della curva e 
in due cerchi concentrici al nodo reale e di raggio uguale ma reale nel­
l'uno, immaginario nell'altro. Questi due cerchi si toccano dunque nei 
_punti ciclici. Nasce quindi una contraddizione apparente, giacchè la curva 
ha quattro centri nei punti ciclici non avendo ivi due cuspidi. Questa 
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contraddizione si toglie osservando che, se una curva ha un nodo o, la 
prima polare di un punto o' passa semplicemente per o essendo ivi tan· 
gente alla coniugata armonica della retta o o' rispetto alle tangenti nodali: 
segue che le prime polari di due punti o' , o" in linea retta con o si 
toccano in o e questo è appunto il caso nostro. 

I nove centri della lemniscata sono dunque costituiti dai due punti 
ciclici contati ognuno due volte ; dal nodo reale; dai due punti fissi tali 
che è costante il prodotto delle loro distanze da un punto della curva e 
da due altri punti immaginari coniugati situati sulla congiungente i due 
punti fissi precedenti e alla distanza stessa dall'origine. 

Noteremo finalmente come per tutte queste tre curve la corrispon· 
denza (1 ; 3) di Chasles individuata, sulla retta all'infinito, dai diametri e 
dalle loro cubiche diametrali coniugate, si riduca alla involuzione segnata 
sulla stessa retta dai lati di un angolo retto che ruota attorno al vertice 
e i cui punti doppi sono i punti ciclici del piano. 

Assi di simmetria. 

7 4. Particolarizzando a una quartica i resultati ottenuti al N° 6. pos­
siamo dire che : 

<< Data 7tna Tetta 

e una quat·tica 

a x 4 =O 

le condizioni che devono essere soddisfatte pm·chè la ~·etta sia un asse di sim­
metTia della quaTlica sono : 

a (l) a3 
(2J = O ; a3 

(l) a (2) = O ; a (l) a~ <3> == O ; a3 
(l) a <3> = O; 

a a a a a a a a 

a (l) a2 
(2) a (3) = O a (l) a (2) a2 

(3) = O, 
a a a a a a 

dove: 

at(l) = a2(2) = a3(3) =l ; aa(l) = ap> =O 

a 1<
3> =- 1n n ; a 2<3> =n ; a 1<

2> = - a 2<1> = - 1n. » 

<< Tutte le qum·tiche sinLmetTiche 1·ispetto a 7tna medesi1na Tetta costitui­
scono un sisten~a oc8 >>. 

75. Noi abbiamo già dato al N° 37 l'equazione di quartiche simme­
triche rispetto a uno, due, tre, quattro assi. Vogliamo ora, analogamente 
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a quanto si fece per le cubiche, dare un saggio del modo con cui si può 
studiare ed esaminare la forma di queste q uartiche simmetriche. 

Prendiamo per esempio a classificare quelle simmetriche rispetto a 
tre assi. 

Riferendo la curva a un sistema cartesiano ortogonale di cui l'asse 
delle x sia una retta di simmetria e l'origine il punto comune ai tre assi, 
l'equazione può porsi sotto la forma : 

(l) 

dove p , q , r sono i tre parametri che servono ad individuare la curva. 
Essa tocca la retta all'infinito nei punti ciclici ; dunque (N° 65\ segue : 
«La terza linea diametrale principale di 1ma quartica di genere 3 si11~­

met1'ica t·ispetto a tre assi è 1m' ipocicloide di Steiner >>. 
76. Una curva del 4° ordine non singolare possiede sempre quattro 

(e non più) bitangenti di prima specie annoverando fra queste anche le 
tangenti isolate. 

Le quarticbe che noi studiamo hanno dunque solamente tre bitangen­
ti eli prima specie situate a distanza fini ta; la simmetria richiede quindi 
che ognuna di esse sia perpendicolare a un asse. Le loro equazioni saranno 
dunque della forma: 

x - k =o, 
x+f3· y+2k=O, 

x-y3. y+2k=0. 

Gli otto punti di contatto delle quattro bitangenti eli l"' specie stanno so­
pra una conica; siccome fra queste figura anche la retta all'infinito la 
quale -tocca la quartica nei punti ciclici, così questa conica sarà un cer-

chio; se Veè il suo raggio, per un noto teorema eli Pliicker, l'equazione 
della quartica può scriversi : 

(2) 
~ (x~+ y2- e)2

- l (x- k) (x- (3. y + 2 k) x 

( x (x+ ff· y + 2 k) = O . 

Confrontando questa equazione con la !1), se ne deducono le altre: 

q + l = o ; p + 2 e + 3 k l = o 1· - e2 
- 4 k3 z = o 

ovvero: 

(a) ; 16 k1 q - 9 k2 q2 + 6 p q k + 4 t• -p·! = O, 

(fJ) 32 e3 + e2 ! 48 p - 27 q2 l + 24 p 2 !.> + 4 p 3 + 27 q2 
1· = o . 
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« Nove bitangenti. della q1~artica si dispongono d1~nq1~e in t1·e triangoli 
eqnilatm·i godenti la stesscL sinwzet1·ia della q1tartica: di queste nove bitan­
genti tre sole sono di p ·rima specie ». 

77 . L 'equazione che dà i punti d ' incontro della quartica con un asse 
di simmetria (per esempio con l'asse delle x) è 

(y) 

Valendosi di questa equazione, si può interpretare geometricamente 
il fatto che la (a) possegga due, o tre radici uguali. 

I discriminanti della (a) e della (y) sono rispettivamente dati da: 

Essi hanno dunque a comune il fattore 

esclusi quindi i casi q= O , 1· =O , segue che, quando la (y) ha una ra­
dice doppia, l'ha anche la (x). JYia quando la ( y) ha una radice doppia., la 
curva ha tre punti doppi; dunque se la {aì ha una radice doppia la quar­
tica è di genere zero. 

La (a) ba una radice tripla se il suo hessiano si annulla identicamen­
te, se cioè sono verificate le due relazioni : 

p2 
r=--

12 

La (y) ha una radice tripla se è nullo il suo armonizzante e l'armonizzan­
t e di essa e del suo hessiano. Eseguiti i debiti calcoli , si trova che queste 
due condizioni coincidono con le precedenti; dunque quando la (y) ha una 
radice tripla l'ha anche la (a), ma se la (a) ha una radice tripla la curva 
possiede tre cuspidi anzi è una ipocicloide di Steiner perchè tocca la retta 
all ' infinito nei punti ciclici; dunque se la (y) ha una radice tripla la cur­
va sarà una ipocicloide Steineriana. 

Se q= O si annulla il discriminante della (a) senza che si annulli 
quello della (y); la curva si spezza allora in due cerchi concentrici; se 
invece P. r = O, s i annulla il disèriminante della (y) senza che si annulli quello 
della (a) e la quartica possiede un punto isolato all'origine. 
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78. Premesse queste generalità, vediamo quali ipotesi, relativamente 
alla natura dei rami della curva, non sono in contraddizione con i principi 
già esposti e con i resultati ottenuti da Zeuthen nella già citata memoria. 
Queste ipotesi si possono raggruppare nel quadro seguente, osservando che 
ogni ramo deve chiudersi a distanza finita perchè la curva non ha punti 
reali all'infinito. 

Quarti che 
non 

singolari 

Quarti che 
singolari 

1° Un ramo ~ 1a Un'ovale fig. vn 
(racchiude l'origine) 2a Un trifolio fig. VIII 

11° Due rami l 1• Due ovali fig. IX 
( entrarnbi racchiu- 2• Un'ovale e un trifolio fig. x 
dono l'origine) (l'ovale interna al t1·ijoglio) 

111° Tre rami ! 1 • Tre ovali fig. XI 
(nessuno racchitt-
de l'o1·igine) 2· Tre unifolii fig. xm 

IV0 Quattro rami ! 1 a Tre ovali e un trifolio fig. XII 
(tmo solo mcchiu- 2• Un'ovale e tre unifolii fig. XIV 
de l'origine) 3• Quattro ovali fig. XV 

1° Tre punti 

10 T d' t di 1 • specie fig. xvn 
re no I 2• » fig. XVIII 

doppi 2° Tre cuspidi fig. XVI 
(uno sopra o-
gni asse) 

3° Tre punti 
t 

Un'ovale (nota fig. XV) 
isolati e Un trifolio ( >> >> XII) 

1° Un punto 

) 
Un'ovale (nota fig. IX) 

11° Un punto! isolato al- Un trifolio (>> >> X) 
doppio l'origine e 

Tre ovali (» >> XII) 
Tre unifolii l>> >> XIV) 

79. Cerchiamo le corrispondenti condizioni analitiche. 

Quartiche non singolari. 

Per esse soltanto è il prodotto LI r diverso da zero. Ora L1 ha segno 
uguale al discriminante della (a) e potrà essere positivo, o negativo. "ell0 

caso la (a) ha una sola radice reale ; nel secondo le ha tutte e tre reali; 
nel 1° si ha quindi un solo triangolo di bitangenti (quelle di 1a. specie) 
che goda la stessa simmetria della quartica; nel secondo se ne hanno tre: 
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dunque quando 11 > O siamo nel P o nel lP dei casi considerati nel 
quadro precedente; quando invece L1 < o siamo nel nro o nel IV0

• 

Per distinguere il l 0 dal no, osserveremo che, nel l 0
, l'asse delle y in­

contra la curva in due soli punti reali e quindi deve essere r <O; nel 
no lo stesso asse l'incontra in quattro punti reali, onde dovrà aversi con­
tm:nporaneamente r > O ; p < O ; p 2 > 4 1·. 

Se, essendo t· <o, non fossero contemporaneamente adempiute le al­
tre due condizioni p < O ; p 2 > 4 r; la curva sarebbe immaginaria giac­
chè non incontrandola in punti reali le tre perpendicolari agli assi pas­
santi per l'origine e dovendo la parte reale della curva chiudersi a di­
stanza finita, essa dovrebbe essere costituita da sei rami chiusi situati 
nelle sei regioni in cui le 3 suddette rette dividono il piano. Ora una. 
quartica di 3° genere non può possedere più di quattro rami. 

Lo stesso criterio che vale per distinguere il l 0 dal no caso, vale per 
distinguere il lll0 dal IV0 • 

80. Rimanendo sempre nel campo delle quartiche non singolari, ab­
biamo cosl esposto come si possono distinguere i casi l 0 , no , rno , IVo 
fra di loro. Vediamo ora come, in ognuno di essi, si possono distinguere 
ulteriormente i sotto-casi stabiliti nel quadro precedente. Cominciamo dal 
l 0 e dal ll0 insieme. 

In entrambi il criterio che ci servirà per distinguere i sotto-casi, sa.rà 
di considerare le bitangenti di prima specie. 

Se la curva è costituita da una sola ovale, o da due ovali; le bitan­
genti di ra specie sono isolate; se invece la curva è costituita da un tri­
folio; o da un'ovale e un trifolio le bitangenti di 1 .. specie, all'infuori 
della retta all'infinito, avranno reali i loro punti di contatto. Ora l'equa­
zione: 

(2) 

ci fornisce il raggio Ve del cerchio che contiene i punti di contatto delle 
bitangenti di 1,. specie; se dunque e è negativo, o se anche essendo po-

sitivo, Ve è minore della distanza che passa fra l'origine e una delle tre 
bitangenti di 1• specie; queste non avranno punti reali comuni con la 

curva, saranno cioè tangenti isolate;· se invece e è positivo e J'(i è mag­
giore della distanza suddetta, le bitangenti di 1,. specie toccheranno in 
punti reali la curva. · 

N e i casi ro e no la (a) ha una · sola radice reale ; se la indichiamo 
con kr e chiamiamo er il valore che si deduce dalla (2.J quando in essa per 
k si sostituisce kr; posto 
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il criterio richiesto ci sarà fornito dal segno di Qr negativo nel l 0 e po· 
sitivo nel 2° dei due sotto-casi di ro e II0• 

81. Questo medesimo criterio può valere a farci distinguere, anche nei 
casi III0 e IV0, i rispettivi sottocasi fra di loro: però è necessario fare le 
le seguenti considerazioni. 

Prima di tutto la (a) possiede allora tre radici reali: se s'indicano 
con kt , k2 , k3 e con Q1 , (h , e3 i valori corrispondenti di e che se ne 
deducono per mezzo della equazione del N° precedente, si hanno tre quan­
tità Q del cui segno bisogna accertarsi e cioè : 

e di q11este tre, non più di una può essere negativa, giacchè dal segno 
negativo di una sola di esse consegue l'esistenza di tre tangenti isolate 
che sono bitangenti di l a specie; se avessimo due Q negative avremmo 
sei tangenti isolate cioè più di quattro bitangenti di l a specie il che, se· 
condo un teorema di Zeuthen, è impossibile. Potremo dunque, nei casi 
III0 e rvo, far consistere il criterio atto a distinguere i sotto-casi rispet­
tivi all'esame del prodotto 

Questo criterio non può sembrar decisivo nel caso IV0 , giacchè tanto 
nel 1 o che nel 2° dei due sotto-casi relativi, le tre bitangenti di l a spe­
cie (che sono situate a distanza finita) non sono isolate e quindi, in en­
trambe, il prodotto precedente è positivo. Però è facile assicurarsi che l'ipo­
tesi relativa al 20 sotto-caso del rvo porta condizioni analitiche contrad­
dittorie e quindi deve essere esclusa. Infatti: essa richiede .d < O ; r < O: 
da esse consegue p > O. Ora, dalla (2) del "0 precedente, resulta: 

e1 , e2 , e3 debbono essere positivi altrimenti, fra le bitangenti, ve ne sono 
delle isolate ciò che questa ipotesi esclude (eccezion fatta per la retta 
all'infinito); essendo p> O segue che 

devono essere positivi, ossia k1 , k2 , k3 di segno uguale a. quello di q e 
quindi di segno uguale fra loro, mentre l'esame della figura xrva mostra 
che ciò non può avvenire. Nessuna delle altre ipotesi già fatte al N° 78 
porta condizioni analitiche contraddittorie e di ciò fanno prova gli esempi 
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che in ogni sotto-caso si sono addotti al N° 82. Finalmente noteremo che 
nessuna delle espressioni Q può annullarsi senza che la quartica si spez­
zi , giacchè l'annullarsi (anche di una sola .Q) porta l'esistenza di tre flessi 
uno su di ogni asse e q,uindi di tre tac-nodi. 

Quartiche singolari. 

82. Allora è r LI = O. Si hanno quindi le tre ipotesi ugualmente 
possibili: 

( r =O , LI~ O) ; ( 1· :; o , LI= O) ; (,.=O , LI= O). 

Nella 1 .. , la curva possiede un punto isolato all'origine. Se LI è positivo 
la (a) ha una sola radice reale e quindi il rimanente della curva non può 
essere che un'ovale, o un trifolio a seconda che .Qr è negativa, o positiva. 
Questi due sotto-casi sono limiti del Il0 (l'ovale interna ridotta infinite­
sim~. Se LI è negativo la (a) ha tre radici reali e il rimanente della cur­
va sarà costituito da tre ovali, nè potrà essere costituit<> da tre unifolii 
per le ragioni addotte nel N° precedente relativamente alla esistenza di 
un ovale con tre unifolii. 

Se poi è r ; O , LI = O la curva ha tre punti doppi, uno su di ogni 

asse. Questi punti doppi possono essere nodi di P, o di 2,. specie, punti 
isolati, o cuspidi. :N el l o caso solamente avviene che l'a sse delle y incontri 
la curva in quattro punti reali: le condizioni analit iche corrispondenti 
sono: 

Se è r > O ma non p <o, oppure non p 2 > 4 t• la curva e 1mmaginaria; 
se finalmente t·< O i punti doppi possono essere nodi di secondo tipo, 
punti isolati, o cuspidi. P er suddist ingnere fra loro questi ultimi casi 
occorre intanto osservare che, nel caso delle cu spidi , la (a) e la (y) hanno 
una radice tripla, cioè debbono essere soddisfatte le relazioni: 

2 

t • =- _!!_ 
12 

4,,­
q=sr2P· 

Rimane dunque a conoscere il criterio atto a far distinguere i punti iso­
lati dai nodi di 2"' specie. È perciò necessario conoscere le radici della 
(a) e osservare che la radice doppia dà luogo al triangolo dei punti dop-
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pi; la radice semplice a tre bitangenti vere e proprie. Se s'indicano con 
kd , k. le radici doppia e semplice della (al; con es il raggio relativo a 
k. e si pone 

il segno negativo di D. ci dirà che i tre punti doppi sono tre punti iso· 
lati e di più che il rimanente della curva è costituito da un'ovale. Se 
invece D. è positivo, ne viene un'ambiguità perchè può darsi che la curva 
possegga tanto tre punti isolati accompagnati da un trifolio, quanto tre 
nodi di 2" specie. 

E per togliere quest'ultima ambiguità occorre confrontare i valori as· 
soluti k's , k'd di k. , kd e osservare che se i punti doppi sono punti iso· 
lati, accompagnati da un trifolio, è k'd > k'. e che avviene il contrario se 
i punti doppi sono nodi di 2"' specie. 

Le condizioni analitiche trovate caso per caso anche per le quartiche 
non singolari, non sono riscontrate incompatibili fra loro e per prova se 
ne sono addotti nel quadro seguente i relativi esempi. 
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Q 0 l Un'Ovale fig. VII 
r < ! Es : p = 16 ; q= 4 ; r =..: - l 

l 
Un trifolio fig. VIII 
Es : la q1utrticct d.i Klein i cui 

!,.Jr > o coe.fficienti-coordinate soni : 
l 2 l 

p=-7; q= - 3; r= - 147 

r· >O .Q.< 0 l Due Ovali fig . IX 
(p < O;p~ >4r( ' Es:p== - 64;q = l;r· = l 
altr·imenti la) 
curva è i?n- l Q > 

0 
1 Un'Ovale e un trifolio fig. X 

maginaria ) ' r l Es. p = - 16 ; q = 4 ; r = l 

r <O 

136 128 l 
Quattro Ovali fig . XV. 

.Q Q Q <. O Es: p= 3; q = 9 ; 
1 2 3 

496 
r·=·- -

9 

Tre Ovali e un trifolio 
fig. XII 

208 
Es : p = 3 ; q = 16 ; 

3308 
r·= ---

9 

XI 

l 
Tre Ovali fig. 

16 
Qt Q2 Q3 < O Es :p . 3 ; 

2624 
t• =--

9 

Tre unifolii fig. XIII 

Q Q Q > O l Es :p = - 1~4 ; 
i 2 3 

32 1424 
q= -9 ; r= -9-
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LP·= o 
Quarti che 
singolari 
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L1>0 

L1<0 

~·< o 

Q < 0 l Un punto isolato e un' ovale 
~ • l Es : p = - 64 ; q = l 

{ Q > 0 l Un punto isolato e un trifolio 
s Es : p = - 4 ; q = 2 

\ Tre O vali e un punto isola to 

) 
160 ,,- 16 ,, -

\ Es: p= s+r 32; q= 9 r 32 + 16 

! Tre punti isolati e un'ovale 
Q <o 112 

• Es: p=40 ; q= - ; ~·=- 48 
9 

Tre punti isolati e un 
trifolio 

64 80 
Es:p= - ; q= - ; 

3 9 
256 

r= ---
9 

j 
Tre nodi di 2• specie 

k' d<k's .fig . XVIII 
Es. p = 64 ; q = 16; 

\ r = - 256 

4 ,,-
2 

p ! 1' lpocicloide di 
= - r p;~·= --

3 12 Steiner fig. XVI 

,.. > o 
(p < ?; p2~4 r! Tre nodi 1 • specie fig . XVII 
altnme~tt~ . la Es. = -- 104 . = 32 . 1" = 1680 
cnrva e ~m- P ' q !) ' 

magi1ta1· i a l 
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NOTE AT_;LE FIGURE 

Fig. VI. - Quando l'ovale interna al triangolo degli asintoti impiccolisce indefinita­
mente, si ottiene l ' unica cubica di genere zero che possegga tre assi lli sim­
metria . Essa ò costituita quindi da un ramo infinito di 2<> specie e da un 
pnuto isolato all'origine. 

Fig. VIli. - - È di questa forma la qua.rtica già citata di Klein , 

Fig. IX. - Se l' ovale interna si riduce a un pnnto, la curva possiede nn'o>ale e un 
punto isolato all' origine. 

Fi g . X. - An che in questn,, quando l'ovale interna è rillotta a un punto, la quartica 
consta di un trifolio e di un punto isolato all'origine. 

Fig. XII. - Questa quartica ha r eali distinte tutte le sue 28 bitangenti, e di queste 
una sola è isolata; la rett lL all'infini to. Essa dà luogo a due casi limiti. 
n t r ifolio interno ridotto a un punto· isolato, nel qual caso la curva consta 
di questo punto isolato e di tre ovali, oppnre le tre ovali ridotte a tre 
punti e allora la curva è costi t.uita di tre punti i solati e un trifolio. 

Fig . XIV. - Abbiamo già dimostrato a l N. 81 che l a curva corrispondente a questa 
fignra non pnò es ist ere; l 'abbiamo quì disegnata perchè è a nche dalla di­
sposizione delle siie bitangenti di 1a specie che si ri conosce non esservi alcuna 
quartica cap:we d i assumere tale forma. È per qnesto che abbiamo tralasciato di 
disegnare tutte le bitangenti : se l a cur va esistesse le avrebbe tutte r eali. 
Neppure esiste la quartica corrispondente al caso limite in cui l'ovale in­
terna è riclotta a un punto isolato. 

Fig. XV. - Essa, come la XII, ha r eali e distinte tutte le sue 28 bitangenti di cui 27 
a distanza finità e una all'infinito. P erò a difl:'erenza della XII. possiede 4 
tangenti isolate invece di una sola. 

Ammette due casi limiti : l'ovale interna ridotta a un punto: allora, come 
n el l o dei ca<~i limiti della figura XII , la curva consta eli un 1mnto isolato 
all'origine e di t re ovali; oppure le tre ovali ridotte a tre pnnti e la curva 
consta di tre pun ti isolati !l. un'ovale. 

Fig. XVIII. - Ha per caso limite la XVI. che è l'ipocicloide di Steiner . 





SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE SIMMETRICHE 

[Rendic . ..dcc.: Lincei. Vol VI . Fase. 9] 

<< l. Lo scopo di questa Nota è di esporre una proprietà riguardante 
le superficie algebriche che godono simmetria rispetto a piani apparte­
tenenti a un medesimo fascio, e di ricercare ciò che vi ha di caratteri­
st ico nel caso speciale delle superficie del 3• ordine. 

« La possibilità dell'esistenza di tali superficie simmetriche è stata 
messa in luce la prima. volta dal Goursat nella sua Memoria: lttude des 
stt?faces qui admettent tous les plana de sy1nétrie d'un polyèdre régulier (1). 
Però, in questo lavoro, non si fa menzione del massimo numero dei piani 
di simmetria di un fascio che può possedere una superficie senza posse­
derne infiniti, senza cioè essere una superficie di rotazione attorno all'asse 
del fascio. Ci occuperemo dapprima di questa ricerca. Perciò mi permetto 
qui di richiamare i seguenti resultati ottenuti per le curve algebriche 
piane e simmetriche, pubblicati nella mia tesi di abilitazione all'insegna­
mento (2): 

« Una curva di grado d·ispari 2r + l non può possedere un numero 
pari di assi senza spezzarsi nella 1·etta all'infinito e in una cttrva di grado 
pari. Essa, senza degenerare, può esser simmetrica separata-mente 1·ispetto a 

l ; 3 ; 5 ; ... 2r + l 
assi >>. 

« Una curva di grado pari invece può possedere tanti assi quante SOl/O 

le unità contenute in uno qualunque dei numer·i non superiori al suo grado». 
<<In generale, una curva di grado n non può possedere più di n assi 

senza possederne un ?tumero i?tfinito e spezzarsi in ~ cerchi concentrici se 

n-1 
n è pari; in 

2 
di tali cerchi e nella retta all'infinito se n è dispa1·i >>. 

( t) Annales Scientifiques de l'école Normale Supérieure de Paris. Année 1887. 
(2) Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa. Anno 1889. 

s189057
Nota
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<< In ogni caso gli assi appartengono a 1m medesimo fascio e sono di­
sposti simmetricamente attonw al centt·o del fascio ». 

<< 2. Si tratta di passare agli analoghi teoremi per le superficie. Pri­
ma di tutto osserveremo che se una superficie gode simmetria rispetto a 
un certo numero di piani di un fascio; essi saranno disposti simmetrica­
mente rispetto all'asse del fascio, e per conseguenza se si taglia la super­
ficie con un piano normale a quest'asse, la sezione resultante è simme­
trica rispetto a rette uscenti da un punto e ad essa saranno perciò ap­
plicabili i sopra enunciati teoremi. 

<< Ora l'equazione generale di una superficie di grado n può porsi 
sotto la forma: 

dove le et sono costanti e U,. = O rappresenta la sezione prodotta dal 
piano z = O. Siano n ed t· due numeri dispari di cui il primo non minore 
del secondo e rappresenti u .. (r)-= O una curva con t• assi tN.i 22 e se­
guenti della mia tesi> Allora evidentemente l'equazione: 

ao Z" + ai z"- 1 + • • • + au- 1 Z + IT,. (r) = 0 

rappresenterà una superficie di grado dispari, con un numero dispari di 
piani di simmetria appartenenti tutti allo stesso fascio. Se n è dispari e 
r è pari, allora ogni sezione, prodotta da un piano z = cost, si spezza 
nella retta all'infinito e in una curva di grado pari; indicando con 1t, 

questa retta e con U~~.=:-l J la curva; l'equazione della superficie sarà: 

"+ n - 1 + + + u<r-1) o ao z ai z • • • an-l z u "' n-l = . 

Se finalmente n è pari, allora le sezioni prodotte dai piani z = cost 
possono possedere anche un numero pari di assi senza spezzarsi e l'e­
quazione: 

a0 z" f- a1 zn-l + · · · + a,_1z + U,. (r) =O 

dove n è pari, rappresenterà una superficie di grado pari con un numero 
qualunque (ma non superiore al suo grado) di piani di simmetria appar­
tenenti al medesimo fascio. 

« Perciò conseguono i seguenti resultati : 
<< Una sttperficie ctlgebrica pttò possedere tanti piani di simmetria ap­

partenenti a ttn medesimo fascio, q1tante sono le unità contenute in tmo qtw.­
lunque dei nu111eri che non superano il suo gt·ado. 

<< Tutte le supmjicie di grado dispar·i con tm munero pm·i di piani di 
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simmetTia di 1tn fascio contengono wut retUt all'infinito che è quella comune 
a tntti i piani nonnali all'ctsse del fascio. 

« Se, :finalmente, una s uperficie di grado n possedesse più di n piani di 
simmetria appartenenti a un medesimo fascio, le sezioni prodotte da pia­
ni perpendicolari all'asse del fascio possederebbero più di n assi e si spez-

zerebbero in i cerchi concentrici, se n fosse pari; in n 
2 

1 
di tali cerchi 

e nella retta all' infinito, se n fosse un numero dispari. 
« Dunque: 
<< Una .çuperficie algeb1·ica di gmdo n non p1tò essere simmetrica ri­

spetto et più di n piani del medesimo fascio, senza esserlo ?"isp etto a ttttti e 
convertù·si in una sttpeTjicie di 1·otazione attorno all'asse del fascio. 

<< 3. Venendo al caso particolare delle superficie di terz'ordine, abbia­
mo così i due tipi di simmetria rispetto a piani di un fascio: 

(I) x 2 l y + a l + Z 2 l b!f + c l + 1nyll + ny2 + py + q = O ; 

t II) a;
3 

- 3 x z2 + a (x2 + z2
) + by (x2 + z2

) + cy3 + dy2 + ey + f = O ; 

di cui la (I} ammette due piani ortogonali, la (II) tre piani inclinati l'uno 

sull'altro di ; . 

<<Per i resultati precedenti, saranno questi i soli tipi di superficie 
cubiche simmetriche quando i piani di simmetria hanno una retta comune. 
Però, in questo caso speciale delle superficie di terz'ordine, con conside­
razioni semplicissime, si può stabilire quali sono tutti i tipi possibili di · 
superficie simmetriche, anche quando i piani di simmetria, invece di avere 
una retta a comune, hanno UJl sol punto (ciò che costituisce il caso più 
generale possibile). 

(III} 

(IV) 

4. Fra queste ultime il Goursat trova le due (1): 

x3 
- 3 xz1 + a (x2 + z2

} + by2 + c = O ; 

x 2 + y2 + z2 
- 2 xyz + et = O ; 

delle quali la prima possiede la stessa simmetria della piramide doppia, 
triangolare retta, a base regolare e la seconda la stessa simmetria del te­
traedro regolare. A queste quattro equazioni tipiche è da aggiungersi an­
che l'altra 

( l ) L'equazione (IV) è stata pure ottenuta dal Sig. Lecornu contemporaneamente al 
Goursat. - Cf. Acta Mathematica l O, 3: Sttr lu surfaces possédant l es mémes plans de sy­
métrie que l' mt de polyédres régulier. 

OrANI. 9 
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CV) x3 + ayx2 + by2 x + cy3 + f1x2 + ex + jy2 + gy + hxy + 
+ k + z~ ! 11v.r, + ny +p l = O ; 

che rappresenta una superficie cubica con un sol piano di simmetria. Fra 
queste cinque equazioni, due (la (I ) e la CV J) rappresentano superficie 
simmetriche rispetto a due, e a uno dei piani coordinati. Evidentemente 
non si può esigere che la superficie sia simmetrica rispetto ai tre piani 
coordinati, senza che si spezzi in una quadrica e nel piano all' infinito. 

«Mi propongo ora di dimostrare che le precedenti cinque equazioni 
rappresentano tutte le possibili superficie cubiche simmetriche non dege­
neri, e di esporre le proprietà fondamentali di quelle appartenenti al tipo 
(III) che sono le più interessanti. 

5. È perciò necessario richiamare qui i seguenti resultati dovuti a 
Eckardt (1). 

«Se per un punto P di una superficie S del terzo ordine, passano tre 
delle ventisette rette della superficie e queste tre rette sono situate in un 
medesimo piano che è evidentemente il piano tangente in P ad S, il pun­
to P è uno dei dieci punti doppi della hessiana di S cioè uno dei ver­
tici del pentaedro di Sylvester; il piano tangente in P ad S è uno dei 
piani diagonali del pentaedro, chiamando piano diagonale quello che passa 
per un vertice e per lo spigolo corrispondente; questo piano tangente 
tocca l'hessiana lungo lo spigolo del pentaedro che corrisponde a P e ta­
glia la stessa superficie secondo due rette che passano per P e che non 
sono spigoli del pentaedro. Chiameremo punto di Eckardt ogni punto di 
una superficie cubica. che è vertice del pentaedro di Sylvester; e super· 
jicie di Eckat·dt ogni superficie cubica che possiede almeno un punto di 
Eckardt. È noto che una superficie cubica può possedere separatamente : 
l , 2 , 3 , 4 , 6 , 10 punti di Eckardt, nel qual ultimo caso è la S1tper­
ficie diagonale di Clebsch. 

« Ciò premesso, sia P un punto qualunque di una superficie cubica 
S. Tutte le rette passanti per P incontrano in altri due punti la super­
ficie S, e il luogo del coniugato armonico di P, rispetto a ognuna di que­
ste coppie di punti, è manifestamente la quadrica polare di P rispetto ad 
S. Se ora P è un punto di Eckardt la sua quadrica polare si spezza in 
due piani di cui uno è il pian tangente in P ad S; l'altro è evidente­
mente il luogo del coniugato armonico di P rispetto a tutte le coppie di 
punti che sono intersezioni di S con rette passanti per P ; questo piano 
gode di molte proprietà analoghe a quelle di cui gode la polare armonica 

(l) Ueber diejenigen F'liichen dritten Grades, auf denen sich drei gerade Linien i11 einem 
Ptmkte sch1teiden (M:ath. Annal. Bd. 10). 
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di un flesso nel caso delle cubiche piane : lo chiameremo il piano polan~ 
annonico di P. 

<< Possiamo così enunciare un primo teorema: 
<< I n ogni superficie di Eckardt1 t~n pt~nto d·i E cka1·dt e il s·uo piano 

polare c~l'1nonico stabiliscono nello spazio tma corrispondenza proiettiva che 
è t~na omologict armonica1 la quctle tt·asf'orma in sè stessa la st~petjìcie e 
tutte le stw covat·ianti e in pat·ticolare l1hessiana. 

« N el caso speciale in cui il punto di Eckardt sia all'infinito, nella 
direzione perpendicolare al suo piano polare armonico, la superficie fon· 
damentale e le sue covarianti sono evidentemente simmetriche rispetto a 
questo piano. Dunque: 

<< La condizione necessaria e sufficiente perchè tma su1Jet'jìcie del terzo 
ot·dine sia simmetrica t··ispetto et un piano1 è che il ptmto alllinfinito delle 
normali a questo p iano sia ttn punto d·i Eckardt pe1· la superficie. 

« Tutte le st~perficie di Eckardt, co1npresa anche la supe1'jìcie diagonale 
di Olebsch1 sono tra.sjormabiz.i proiettiva?nente in supetjìcie cttbiche simmetriche. 

6. Si può ora dimostrare che l'equazioni del N° 3 rappresenta.no tutte 
e sole le possibili superficie cubiche simmetriche. 

« E questo resulta per mezzo delle considerazioni seguenti. In gene­
rale se una superficie non degenere ammette un certo numero di piani di 
simmetria, essi appartengono a un medesimo fascio, o a una medesima 
stella e in ogni caso si di spongono Simmetricamente rispetto all'asse del 
fascio, o al centro della stella. 

« Per l'esistenza di un piano di simmetria è condizione necessaria, 
ma non sufficiente, che il pentaedro di Sylvester possegga un vertice nel 
piano all'infinito. 

« Questo pentaedro può avere l , 3 , 4 , 6 dei suoi vertici in un 
medesimo piano (all'oo). Corrispondentemente si hanno le superficie dei 
tipi (V) , (II) , (III) , (IV). 

<<Lo stesso pentaedro non può possedere due, o cinque vertici, in un 
piano, senza possedervene tre, o sei rispettivamente. Sembrerebbe quindi 
che una superficie cubica non potesse possedere due piani di simmetria 
senza averne un terzo, mentre l'equazione (I) ne rappresenta una con due 
soli piani di simmetTia. Però bisogna rammentare, come sopra abbiamo 
osservato, che non è sufficiente porre all'infinito un vertice del pentaedro 
per conseguirne un piano di simmetria; oltre a ciò bisogna che questo 
vertice all'infinito appartenga alle normali al piano di simmetria e sia si­
tuato sulla superficie fondamentale. MentTe dunque, per due vertici del 
pentaedro possono essere verificate tutte queste condizioni, per il terzo 
può non verificarsi altro che la prima. 

<< Una superficie cubica non può possedere cinque punti di Eckardt1 
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dunque non esistono superficie cubiche con cinque piani di simmetria. 
«Una retta non può contenere più di tre vertici del pentaedro; quindi 

non esistono superficie cubiche simmetriche rispetto a più di tre piani di 
un medesimo fascio. 

« Finalmente non rimane a considerare che il caso in cui la superficie 
possegga dieci punti di Eckardt e sia quindi una << superficie diagonale 
di Clebsch >> . Però si vede subito che non esistono corrispondentemente 
superficie cubiche non degeneri con 10 piani di simmetria, perchè i dieci 
vertici del pentaedro dovrebbero essere in un piano e la superficie si 
spezzerebbe. 

<< Così è dimostrato che le equazioni del "0 3 ci forniscono tutti i 
tipi possibili di superficie cubiche simmetriche. Nè può venire il sospetto 
che alcune di tali equazioni rappresentino superficie degeneri. Se ciò po­
tesse avvenire, fra le superficie di grado inferiore, a cui dovrebbero ridursi, 
ci sarebbe almeno un piano, e questo, per i teoremi precedenti, dovrebbe 
essere o il piano all'infinito, o un piano di simmetria, cioè che le equa­
zioni stesse escludono. 

7. Passiamo ora a studiare le proprietà fondamentali della superficie del 
tipo (III). La sua equazione è: 

quella della sua hessiana: 

la quale gode naturalmente la stessa simmetria della superficie fondamen­
tale. 

« Secondo i resultati precedenti, il pentaedro di Sylvester avrà quat­
tro dei suoi vertici all'infinito nelle direzioni perpendicolari ai piani di 
simmetria, dunque tre di essi si trovano sopra una medesima retta e il 
piano all'infinito è uno dei piani diagonali del pentaedro. Esso quindi pos­
siede anche uno spigolo all'infinito. Quella parte che è a distanza finita 
costituisce un prisma A triangolare, retto, a base regolare. Esso gode la 
stessa simmetria della superficie fondamentale, e per conseguenza ha le 
tre costole laterali sui tre piani di simmetria che passano per una mede­
sima retta e i piani delle basi disposti a ugual distanza dal 4° piano di 
immetria. 

« Per le coordinate omogenee dei 4 vertici all'infinito si possono pren­
dere le seguenti : 
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(o , o, 1 , o) , ((3 , o , 1 , o) , (- J'3 , o , 1 , o) , (o , 1 , o , o) . 

L'equazione delle cinque facce sono: 

6 x + a = O , 3 x + 3 '' 3 z - a = O , y + - - -- = O . - V'Br a 3 
- r - {3 18{3 

« 8. Abbiamo già notato che, in un punto P di Eckardt, si tagliano 
due rette che appartengono alla hessiana della superficie fondamentale, e 
che non sono spigoli del pentaedro, perchè il piano che le contiene è un 
piano diagonale del pentaedro stesso e tocca l'hessiana lungo lo spigolo 
che corrisponde a P. Dunque: 

« Ogni punto di Eckm·dt che rende sitmnetrica ttna s~tperjicie cubica., 
individua sulla hessiana una coppia. di rette pcwallele pctssanti per esso e di­
verse dagli spigoli del pentaec7ro. 

<<Chiameremo queste rette: t·ette sopmmwwrat·ie dell'hessiana e sopm­
numerarie conittgate quelle situate sullo stesso piano diagonale. La nostra 
superficie darà luogo dunque, sulla sua hessia.na, ad 8 rette sopranumerarie : 
due eli esse sono all'infinito immaginarie coniugate; le altre 6 costitui­
scono nn prisma B simile e inversamente posto al prisma A del N. pre­
cedente, in modo che le costole laterali di A stanno sulle facce laterali di B. 

« Se si chiamano corrispondenti due curve situate sulla hessiana quan­
do l'tma è il luogo dei vertici dei coni polari dei punti dell'altra, è noto 
che a uno spigolo del pentaedro corrisponde un vertice. Ad una retta so­
pranumeraria, che non essere uno può di questi spigoli, qual curva corri­
sponderà 1 Sia la retta sopranumeraria: 

x = 
a .J 4a3 3y 
T'Y= V9J+--p· 

Per coordinate omogenee di un suo ptmto qualunque P, si può prendere 

a l/ 4a:J 4y 
3 ; v 9{3 + -p- ; À ; l . 

Il cono polare di questo punto ha il vertice in 

a 1 4a3 3y a2 

3;- V9T+T;"I ;l 
che è un punto della sopranumeraria coniugata. Dunque : 

<< Ad ttna t·etta sopramtmerat·ia dell'hessiana cm·risponde lct sopt·ammw· 
raria coniugata. 

(< I piani dia,gonali del pentacdt·o t·elativi ai punti d'i Eckat·dt che t·en· 
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dono simmetrica le~ supe-rficie, contengouo ogm~no un mMnero infinito di 1·ette 
congi1~ngenti p1tnti corrispondenti dell'hessiana. In ognuno di essi queste rette 
inviluppano una conica. 

<<TI piano X= ; tocca il cono polare di p lungo tutta la retta SO· 

pranumeraria coniugata. Quindi: 
« Ttdti i coni polari dei punti di una retta sopranumeraria si toccmw 

lungo la sopt·amtmet·aria coniugata, avendo per comune piano tangente il piano 
delle due 1·ette. Questi coni debbono formare un fascio perchè sono quadri­
che polari dei punti di una retta; essi hanno già due generatrici comuni 
coincidenti, avranno quindi a comune anche una conica. Per conseguenza: 

«La curva polare di 1ma sopranumeraria si riduce a questa conica e 
alla sopranwmet·aria coni1tga.ta contata due volte. 

« 9. Si viene così a togliere un'apparente contraddizione che si ma­
nifesta appena dimo!:ltrata l'esistenza di queste rette sopranumerarie. In­
fatti, il professore Cremona, nella sua celebre Memoria sulle superficie del 
terzo ordine (1', osserva al N. 84 che, se la superficie fondamentale non 
ha punti doppi, il che nel nostro caso non avviene, l'hessiana non può 
possedere rette all'infuori delle 10 che costituiscono gli spigoli del pen­
taedro. 

« Per dimostrarlo egli nota che se tma retta ,. esiste sulla hessiana, 
i coni polari dei suoi punti debbono formare un fascio, quindi avere il 
vertice comune; in questo fascio entrano anche le tre diverse coppie di 
piani che contengono le quattro generatrici formanti la curva base del 
fascio; allora ne viene che il vertice V di questi coni è un vertice del 
pentaedro ; r contiene tre punti doppi dell'hessiana ed è lo spigolo che 
corrisponde a V. 

« Si può però obbiettare che i coni polari di ,. debbono bensì for­
mare un fascio, ma non è per questo necessario che abbiano il vertice a 
comune; perchè formino un fascio è sufficiente che si tocchino lungo una 
generatrice e che abbiano a comune una conica. Questo appunto succede 
nel caso che la retta ,. sia una sopranumeraria. Essa allora non contiene 
più tre punti doppi dell'hessiana, ma uno soltanto, e infatti, nel corri­
spondente fascio di coni polari, non ce ne sono più tre che si spezzano, 
ma uno solo ed è costituito dal piano che li tocca tuttt e dal piano della 
conica comune. 

«È anche da notarsi che, dai teoremi precedenti, resultano pure gli 
altri: 

<< I piani pola1·i dei punti di una sopranumeraria fanno fascio attorno 

(1) Crelle, Bd. 68. 
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a,lla sopt·anumet·aria coni1tgata. 
~ Il cono osculatoTe dell'hessiana, in ttn punto di Eckat·dt che rende 

simmetrica la sttperficie jondwnentale, tocca l'hessiana secondo tt·e spigoli 
del pentaedt·o di Sylvester e la taglia secondo due rette sopramtmerarie co­
niugate. 

« 10. In questo caso speciale, il problema della determinazione delle 
27 rette della superficie fondamentale viene a dipendere da una semplice 
equazione del terzo ordine ed ecco come si può risolverlo. n piano all'in­
finito ne contiene tre che sono le 

u =O , (x= O , x= y3 z , x= - y3 z) 
intendendo di prendere, per tetraedro fondamentale quello, formato dal si­
stema cartesiano a cui è riferita la superficie e dal piano all'infinito u =O. 

« Per la retta u = O , x = O passa già il piano all'infinito che rap­
presenta uno dei piani tritangenti della superficie; per la stessa retta 
quindi ne passeranno altri 4, e per trovarli basterà porre x = ku nell'e­
quazione della superficie fondamentale. La sezione si spezza nella retta 
x = O , u = O e nella conica 

(a -- 3k) z2 + y 2 f3 + (k~ + ak~ + y) u2 = O, 

f3 è diverso da zero altrimenti la superfici e fondamentale degenera in un 
cilindro: la conica prece llente quindi si spezza solo quando si ha u- 3k=0; 

oppure k3 + ak2 + y = O. 

« Per k - ~ si trovano cosl le due rette - 3 

(l 
X= -

3 

e le altre 4 che provengono per effetto della simmetria di cui gode la 
superficie. Queste 6 rette compongono i lati delle basi di un prisma C, si­
mile e similmente posto ai prismi del N° 8. Se poi s'indicano con k1 , k2 , k3 

le radici della equazione 

si hanno le altre 18 rette della superficie date da: 

X = ki ; y ({3 + z V 3k; - a = O 

x + z (3 + 2k; = O 2y (P + (x (3 - z) V 3k; - a = O i = l ; 2 ; 3 • 

x - z (3 + 2k; =O 2y (P + (x (3 + z) V 3k;- a= O 
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<< Ogni gruppo di 6 rette, che si ottiene ad ogni valore di i, costitui­
sce il gruppo delle 6 diagonali delle facce laterali di un prisma k, trian· 
golare, retto, a basi regolari, godente la stessa simmetria della superficie 
fondamentale. 

« Una proprietà singolare che lega i prismi ki al prisma C è la 
seguente: 

<< I piani diagonali omologhi di tre pt·ismi ki passano per il medesimo 
lato di 1tna delle basi del prisma O e dànno luogo ad altrettant'i piani tri­
tangenti della superficie fondamentale ». 
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[Rendt·i. Ace : Lincei. Vol. VIl. fase . 5] 

<< ll prof. Cremona, in una pregevole Memoria che s' intitola: Teoremi 
stm·eornett·ici dai qttali si deducono le proprietà dell'esagramrno di Pascal (1 ), 
studia un interessante aggruppamento di 15 rette dello spazio situate 
a tre, a tre, in quindici piani. Questo aggruppamento, che chiameremo 
Oremonimw, dà luogo a una figura., nello spazio, le cui paL·ti sono fra di 
loro connesse per mezzo di un esaedro fondamentale che può riguardarsi 
come la base dell'intero sistema. 

<< La lettura della bella Memoria del Cremona mi ha condotto a11e se­
guenti ricerche, le quali mirano a collegare fra di loro gli elementi della 
interessante figura che si ottiene combinando e aggruppando, in vario mo­
do, le facce, gli spigoli e i vertici di un pentaedro completo. In questa 
figura è appunto contenuta quella di un aggruppamento Cremoniano do· 
vuto all'insieme delle 15 diagonali di prima specie del pentaedro (N. 2). 

« Tale aggruppamento vi si presenta in forma del tutto particolare 
e serve mirabilmente allo studio della nostra figura di cui il pentaedro 
dato è, per così dire, il nucleo. I risultati che se ne ottengono, in modo 
affatto elementare, non mi sembrano privi di un certo interesse per le 
applicazioni che se ne possono fare al pentaedro di Sylvester di una su­
perficie cubica qualunque. E quest-e applicazioni saranno oggetto di una 
seconda Nota. 

« l. Indichiamo con i numeri l, 2, 3, 4, 5 le facce di un pentaedro 
P fondamentale. Le combinazioni a due, a due e quelle a tre, a tre, di 
questi simboli, ci forniscono le notazioni che serviranno a rappresentare 
rispettivamente i dieci spigoli e i dieci vertici. In un vertice concorrono 
tre facce e tre spigoli; per ogni spigolo passano due facce e ogni spigolo 
contiene tre vertici. Ogni faccia contiene 4 spigoli e 6 vertici del pentae­
dro, lati e vertici di un q uadrilatero completo. Chiameremo corrispondenti 

(l) Accademia dei Lincei, 1877. 
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un vertice e una costola, quando quest'ultima è la intersezione delle due 
facce che non passano per il vertice: nella notazione adottata sono cor­
rispondenti un vertice e una costola, quando non hanno alcun simbolo a 
comune; così 123 e 45. Analogamente, chiameremo corrispondenti due ver­
tici, quando l'uno giace sulla costola che corrisponde all'altro; le notazioni di 
due vertici corrispondenti hanno un solo simbolo a comune; così 123 e 

145. 
<< Un vertice 123, ne ha tre altri che gli corrispondono, e sei che non 

gli corrispondono. I primi giacciono sulla costola corrispondente a 123 
che è la 45, e i secondi appartengono alle facce 4 e 5 (costituendo due 
triangoli prospettivi). n vertice 123 e la sua costola 45 sono centro e as­
se di tale prospettiva. 

<< 2. Chiameremo piano diagonale del pentaedro quello che passa per 
un vertice e per la costola corrispondente; 1·etta diagonale di prima specie 
quella che passa per due vertici corrispondenti. 

<< n pentaedro possiede 10 piani diagonali e 
1 ~' 3 = 15 rette diago­

nali di prima specie. Consideriamo, sulla faccia 5, il quadrilatero completo 
che risulta dalle intersezioni con le altre quattro. I vertici opposti di que­
sto quadrilatero sono vertici corrispondenti del pentaedro. Infatti le loro 
notazioni sono: (125, 345); (245, 135); (235, 145) e quelle di ogni coppia 
hanno un sol indice a comune. Dunque, le tre diagonali del quadrilatero 
completo sono anche diagonali di prima specie del pentaedro. 

« Inoltre, esse giacciono a tre, a tre, nei piani diagonali. Ecco quindi 
come le 15 diagonali di l " specie vengono a costituire un aggruppamento 
Cremoniano. 

<< Però, quì tale aggruppamento assume una forma molto particolare, 
perchè i 15 piani in cui le 15 rette si trovano a tre, a tre, sono costituiti 
dalle cinque facce del pentaedro e dai 10 piani diagonali. Ora le tre dia­
gonali di l" specie, contenute in ciascuno di questi ultimi, concorrono in 
un medesimo punto (vertice del pentaedro); il che non avviene in alcuno 
dei 15 piani dell'aggruppamento Cremoniano generale. 

<<È quindi necessario di vedere come i risultati del prof. Cremona si 
modificano in questo caso particolare. 

« 3. Per la costola 45 del pentaedro passa il pia,no diagonale di pri­
ma specie relativo al vertice 123 e le facce 4 e 5 del pentaedro. Costru­
iamo, in questo fascio di piani, il coniugato armonico :n123 del piano diagonale 
rispetto alla coppia 4 e 5. L'omologia armonica, che rappresenteremo con 
27123, di cui 123, :n123 sono rispettivamente centro e piano fondamentale, 
trasforma il pentaedro in sè stesso portando in sè stesse le facce 1, 2, 
3 e scambiando fra loro gli elementi delle facce 4 e 5. Evidentemente si 
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possono stabilire 10 di tali omologie. La .2'123 trasforma l'uno nell'altro i 
due quadrilateri, formati con spigoli pentaedrali, situati nei piani 4 e 5. 
Altrettanto, per conseguenza, accadrà dei loro trilateri diagonali. Cioè le 
15 diagonali di l"' specie si costituiscono in lO coppie di triangoli pro­
spetti vi corrispondenti nelle 10 omologie armoniche Z;kl. Dunque: 

«Le diagonali di pdma specie, oltre incontrat·si a tt·e, a tre, nei verti­
ci; s' incontt·ano a dtte, a due, in altri 15 punti i q1tali giacciono a due, a 
dtte, sopra 30 altt·e rette passanti a tre, a tt·e, per i vertici del pentaedro. 

« Quindi ogni diagonale di prima specie, ne incontra altre 6: 4 nei 
due vertici del pentaedro che contiene, e le altre due, in due punti co· 
niugati armonici rispetto ai vertici. 

« I 15 punti del teorema precedente li chiameremo punti diagonali di 
pritna specie; le 30 rette t·ette d·iagonali di seconda specie. 

<< 4. Consideriamo i piani diagonali dei vert_ici 145 e 345 i quali 
ultimi giacciono sulla medesima costola 45. « Questi piani si tagliano 
lungo una retta che passa per 123 vertice corrispondente a 45. Il l o di 
essi contiene la costola 32 corrispondente a 145 e il 2° la costola 12 
corrispondente a 345. Per conseguenza, il primo contiene le diagonali di 
prima specie: (145, 123 ' ; (145, 234 ' ; (145, 235 ) e il 2° contiene le: (345, 
1231; (345, 1241; (345, 125'. Ora le (145, 123); (345, 123) si tagliano in 
123; le (145, 234), (345, 124) appartengono alla faccia 4; le (145, 235), 
(345, 125) appartengono alla faccia 5; dunque la retta intersezione dei 
piani in discorso passa per 123 e incontra le facce 4 e 5 in due punti 
diagonali di l"' specie; cioè, per il teorema del N° precedente, tal retta 
è una diagonale di 2"' specie. 

« Cosl queste 30 diagonali di seconda specie figurano come interse­
zioni di piani diagonali relativi a vertici non corrispondenti (come erano 
145 e 345). Se i vertici si corrispondono, come per esempio 123 e 145, 
la intersezione dei loro piani diagonali è evidentemente la diagonale di 
prima specie (123, 145). 

~ Rilevando le analogie e le differenze che passano fra le diagonali 
di prima specie e quelle di seconda, si può osservare che tanto le prime, 
quanto le seconde, contengono due punti diagonali di l"' specie e che _per 
un vertice del pentaedro, ne passano ugualmente tre di prima e tre di 
seconda; però le tre di prima specie giacciono in un medesimo piano (dia­
gonale) e ognuna contiene un altro vertice del pentaedro, il che non viene 
per quelle di seconda specie. 

« L'insieme dei 10 piani diagonali dà luogo ad un decaedro che chiame­
remo deacaedro diagonale. Allora, dalle considerazioni precedenti , risulta che: 

« Le 45 costole del deca-edro diagonale sono costituite dalle 15 diagonali 
di prima specie e dalle 30 diagonali di seconda. 
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5. Riprendiamo la diagonale di seconda specie considerata al prinCipiO 
del N° precedente, quella cioè dovuta all'incontro dei piani diagonali di 145 
e 345. Abbiamo visto che essa contiene i punti diagonali di prima specie: 
j (124, 345); (234, 145) !; ! (125, 345); (235, 145) !· Risulta intanto che, per 

ogni punto diagonale di prima specie, passano quattro piani diagonali. Que· 
sti si taglieranno secondo 6 diagonali di cui due saranno di prima specie 
e 4 di seconda. Infatti, nel primo dei punti diagonali sopra indicati si 
tagliano i piani diagonali di 124, 345, 234, 145. Ora, nelle sei coppie a 
cui danno luogo questi vertici: ne abbiamo due formate con vertici corri­
spondenti e 4 con vertici non corrispondenti e quindi (N° 4) le prime da­
ranno luogo a diagonali di l" specie; le seconde a diagonali di 2". Anche 
in un vertice del pentaedro concorrono 4 piani diagonali e cioè il piano 
diagonale del vertice stesso e quelli dei tre vertici che gli corrispondono. 
Allora, la solita diagonale di seconda specie intersezione dei piani diago­
nali di 145 e 345, incontra in 123 i piani diagonali di l 23 e 245; nei due 
punti diagonali di l" specie che contiene incontra quelli di 124, 125, 234, 
235: onde essa ulteriormente non incontra più che i piani diagonali di 
134 e di 135. Per ciascuno di questi due punti passano dunque tre pia­
ni diagonali. Uno di tali punti è quello comune ai piani diagonali di 145, 
345, 134. Per esso passano tre diagonali di seconda specie, perchè le tre 
coppie (145, 345); (145, 134}; (134, 345 ) sono formate con vertici non cor-

. d t' D t' è 30'2 20 L ' h' nspon en 1. unque il numero di questi pun 1 -
3
- = . 1 c · lame-

remo punti diagonali di 2a specie. I vertici 145, 345, 134 definiscono un 
triangolo i di cui lati e vertici sono spigoli e vertici del pentaedro. Lo 
chiameremo un triangolo penta.ed1·ale; esso individua, per mezzo dei piani 
diagonali dei suoi vertici, un punto diagonale di seconda specie. Così o­
gnuno di questi punti diagonali è coordinato a un triangolo pentaedrale 
in modo biunivoco. Abbiamo dunque trovato tutti i vertici del decaedro 
diagonale, giacchè ogni vertice del pentaedro e ogni punto diagonale di 
prima specie ne assorbono 4 e i 20 rimanenti sono dati dai 20 punti dia· 
gonali di seconda specie. 

«Possiamo quindi dire che: 
<.( L e 30 diagonali di 2a specie si tagliano a quctttro, a qttatt1·o, nei 15 

punti diagonali di 1a specie; a tre, et tre, nei 10 re1·tici del pentcwdro e nei 
20 punti diagonali di 2a specie. 

<< Il decaedt·o diagonale possiede dtte vertici tetmedri sopra ciasmma delle 
sue costole che è d i agonale di prima specie, e tre vertici tetraed1·i e due trie­
dri sopra ciascuna delle stte costole che è diagonale d'i 2" specie. I vertici te­
traedt·i coincidono con i 10 vertici del pentaedro jondmnentale e con i 15 pttnti· 
diagonali di 1a. specie; i vertici triedt·i con i 20 pttnt'i diagonali di 2" specie. 
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« 6. Abbiamo già notato al :r o 3° l'esistenza delle omologie armoniche 
Z che trasformano in sè stesso il pentaedro. I piani di omologia delle Z 
li chiameremo per brevità i p·iani cLnnonici del pentaedro, onde ogni ver­
tice ikl individua il proprio piano armonico n;kl che è piano fondamentale 
in Zikl. Consideriamo in particolare n123 • Esso passa evidentemente per i 
tre punti diagonali di l" specie : ! (124, 235); (125, 234)!; !(234, 135) ; 

(235, 134)! ; 1(124, 135); (125, 134)j. I lati del triangolo di questi tre punti 

sono diagonali di 2"' specie, perchè possono riguardarsi come intersezione 
dei piani diagonali di ciascuna delle 3 coppie di vertici non corrispondenti : 
(234, 235 ); (134, 135); (124, 125) e anche passano rispettivamente per 145, 
245, 345. Dunque ogni piano armonico contiene tre diagonali di seconda 
specie. Inoltre, un vertice, come 123, ha 6 vertici che non gli corrispon­
dono, onde il piano diagonale di 123 conterrà 6 diagonali di 2"' specie do­
vute all'incontro di tale piano con i 6 piani diagonali dei vertici che non 
gli corrispondono. Quindi : 

<<Le 30 diagonali di seconda specie giacciono a sei, a sei, nei 10 piani 
diagonali; a tt·e, a tre, nei 10 piani a1'11Wnici. 

• 7. Prendiamo la retta comune ai piani armonici di due vertici ap­
partenenti a un medesimo spigolo e quindi non corrispondenti come 145 
e 345. Essa passa per 123 e segna sulle facce 4 e 5 due punti A e B 
tali che proiettati rispettivamente da 134 e 135 sulle costole 24 e 25, dàn­
no i coniugati armonici di 245 rispetto alle coppie 124, 234 e 125, 235. 
Per conseguenza A e B appartengono anche al piano armonico di 245. 
Cioè: 

<<I 10 pian·i annonici passano a tre, a tre, per 10 rette ogn~Lna delle 
q~Lali contiene ~m vertice del pentaedTo. 

<< Ognuna di queste rette, che chiameremo assi triarmonici, è luogo 
di punti uniti contemporaneamente per le tre omologie Z di cui i centri 
appartengono allo spigolo 45 del pentaedro. I piani armonici si tagliano 
evidentemente anche secondo altre 15 rette, passanti, ognuna, per un punto 
diagonale di prima specie. Così i piani armonici di 123 e 245 si tagliano 
secondo una di queste rette (che chiameremo assi biarmonici), passante per 
il punto diagonale di la specie !(124, 235); (125, 234)!. Ogni asse biarmo­

nico è luogo di punti uniti per due omologie Z di cui i centri apparten­
gono a una medesima diagonale del pentaedro. 

« 8. Sia ,. l'asse triarmonico che passa per 123, cioè la retta comune 
ai piani armonici di 145, 245, 345. Io d.ico che i due punti diagonali di 
2"' specie coordinati ai triangoli pentaedrali 124, 234, 134 e 125, 235, 135, 
appartengono a?', Infatti, nel punto diagonale di 2"' specie che è coordinato 
al primo dei soprascritti triangoli pentaedrali, concorrono le tre diagonali 
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di 2a specie intersezione dei piani diagonali di (124, 234); (124, 134); (234, 
134). Quando si effettua una qualunque delle trasformazioni dovute a 
2'145 , 2'345 , .27245 si vede facilmente che una di queste tre diagonali rimane 
fissa e che le altre due si scambiano: dunque il punto comune a tutt'e 
tre è unito nelle tre omologie suddette e per conseguenza appartiene ad ~-. 

Quindi: << I 20 punti diagonali di seconda specie oltre tt·ovat·si a due, a 
due sulle 30 diagonali di seconda specie e sulle 15 di prima, giacciono anche 
a due, a due, stti 10 assi tt·iarmonici. 

<< 9. Sulla faccia 4 del pentaedro abbiamo i suoi 4 spigoli: 
(124, 234, 245 ); l234, 134, 345); (124, 134, 145; ; (345, 245, 145). 

Evidentemente, gli assi triarmonici individuati dai primi tre passano per 
un medesimo punto; quello comune a: :n124, :n234, :n134• Ciò porta che un 
tal punto sia anche comune a :n145, :n245, :n345, cioè che esso appartenga 
pure all 'asse triarmonico individuato dal 4° spigolo. Dunque: 

<< Gli assi triartnonici s'incontt·ano a quattro, a quattro, in cinque punti 
e giacciono a tre, a tre, nei 10 piani armonici. 

<< Per ciascuno di questi punti passano i 6 piani armonici di verti­
ci che appartengono a una medesima faccia. Chiameremo questi punti: 
centri esannonici. L'asse triarmonico che passa per 123 taglia :n123 in un 
punto che non può essere centro esarmonico, giacchè ne verrebbe che gli 
assi triarmonici contenuti in :n123 passerebbero per questo medesimo pun­
to, il che non è (N" 12). Esistono dunque 10 punti per ognuno dei quali 
passano 4 piani armonici e cioè i 4 che sono individuati dai piani armo­
nici dei 4 vertici che si trovano sopra un medesimo piano diagonale. Chia­
meremo questi punti centri tetrannonici. Allora, riassumendo si ha: 

« I piani armonici passano a uno, a tmo, per i 10 spigoli del pentae­
dro; a due, a due, per i 15 assi biannonici; a tre, a tre, per i 10 assi triar­
nwnici; a qtwttt·o, a quattro, per i 10 centri tetrannonici; a sei, a sei, per 
i 5 centri esarmonici. 

« Ogni centro tetrarmonico è punto unito per 4 omologie .27: ogni 
centro esarmonico lo è per 6. 

« 10. n teorema precedente si può anche esprimere dicendo che i 10 
piani armonici sono le facce di un pentagono di cui i vertici sono i 5 
centri esarmonici; gli spigoli, i 10 assi triarmonici; i punti diagonali, i 
10 centri tetrarmonici; le diagonali di prima specie, i 15 assi biarmonici; 
ecc. (1). E relativamente a questi ultimi si ha quindi il teorema: 

(l) Un pentaedro P individua un certo sistema oo' di pentagoni contravarianti, rela­
tivi alle Xl4 superficie cubiche delle quali P può riguardarsi come pentaedro di Sylve­
ster (cf. De Paolis, Ricerche sulla superficie ài 3o ordine. Accademia dei Lincei 1880-81). 
Cosl ogni superficie cubica ha il suo pentaedro covariante e un pentagono contravariante. 
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«I 15 assi biarmonici passano a tre, a tre, pet· 15 punti (cioè per i 
10 centt·i tetrarrnonici e per i 5 esannonici) e giacciono a tt·e, a tre, nei 10 
piani at·monici. 

<< Od altrimenti: 
« L'insieme dei 15 assi biarmonici costituisce un aggruppamento duale 

dell'aggruppamento Ct·etnoniano formato con le 15 diagonali di 1"· specie. 
<< 11. In nn pia.no diagonale abbiamo 4 vertici del pentaedro di cui 

3 giacenti in un medesimo spigolo; 6 punti diagonali di l a specie e 6 di 
2a;3 diagonali di l" specie e 6 di 2". Quest'ultime a due, a due, concor­
rono nei vertici che appartengono allo stesso spigolo del pentaedro. Allora 
dalla disposizione di questa figura, si riconosce facilmente che: 

<< l 6 punti diagonali di 1"' specie e le sei diagonali di 2"' , appartenenti 
a un medesitiW piano diagonale, compongono una figttra che è contempora­
ueamente un esagono di Pascal e di Brianchon. 

« Cioè: 
«Le 30 diagonali di 2a specie sono a sei, a sei, tangenti a dieci coniche. 
«I 15 punti diagonali di 1" specie appm·tengono a sei, a sei, a dieci 

coniche. 
« 12 Nello stesso modo si vede che i 6 punti diagonali di 2" specie, gia­

centi in un medesimo piano diagonale, stanno sopra una stessa conica. 
<<In un piano armonico abbiamo: 3 vertici appartenenti a un mede­

simo spigolo del pentaedro; 3 punti diagonali di l" specie e tre diagonali 
di 2" vertici e lati di un medesimo triangolo; 3 assi triarmonici compo­
nenti un triangolo prospettivo del precedente; i vertici di quest'ultimo 
sono centri esarmonici; il centro di prospettiva e l'asse sono dati rispet­
tivamente da un centro tetrarmonico e dallo spigolo del pentaedro. Que­
sto piano armonico contiene anche 6 punti diagonali di 26 specie, compo­
nenti un esagono di Pascal e situati a due, a due, sulle 3 diagonali di 
2"' specie. 

<<Possiamo dunque concludere che : 
<< I 20 punti diagonali di 2"' specie giacciono a sei, a sei, sopm 20 

coniche. 
" 13 Le omologie armoniche Z trasformano in sè stesse, o permutano 

fra di loro le coniche dei N precedenti. Dunque : 
<<Le coniche che contengono i punti diagonali giacciono a due, a due, 

sopra coni qttadrici aventi i vertici nei vertici del pentaedro. 

Al suddetto sistema oo4 di pentagoni appartiene quello dei cinque centri esarmom01. 
Nella sopra citata Memoria, l'autore caratterizza questo pentagono col nome di pentago­
no polare del pentaedro, perohè ogni vertice del primo è polo di una faccia del secondo 
rispetto al tetraedro formato dalle rimanenti. 
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«Le stesse omologie trasformano in sè stessa la quadrica che contie­
ne i punti diagonali di l"' specie. Quinrli, rispetto a tale quadrica, i ver­
tici del pentaedro hanno per piani polari i pi.ani armonici; i 5 centri esar­
monici sono poli delle facce; i lO centri tetrarmonici sono poli dei piani 
diagonali; sono rette reciproche le 15 diagonali di P specie e i 15 assi 
biarmonici; i lO spigoli e i lO assi triarmonici ecc. >> . 



SULLA SUPERFICIE DIAGONALE DI CLEBSCH. 

[Renll1·i. Ace: Lincei Vol VII fase. 6] 

« l. Eckardt, in un suo lavoro pubblicato nei Math. Annal. (1), pren­
de a studiare quelle superficie cubiche che godono la proprietà singolare 
di possedere alcuni dei vertici del loro pentaedro di Sylvester. Tali super­
ficie che io ho chiamato di Eckardt, in una Nota presentata a questa il­
lustre Accademia (2), sono trasformabili proiettivamente in superficie sim­
metriche. Fra di esse, la più notevole è quella che contiene tutti i ver­
tici del suo pentaedro e di cui Clebsch parla appena incidentalmente in 
un suo lavoro assegnandole il nome diagonaljlache (3). Mi propongo ora 
la ricerca di alcune proprietà di questa superficie, applicando al suo pen­
taedro i risultati già ottenuti nella ota precedente (4); e ad essa, diret­
tamente, altri teoremi che ho già esposte nella :rota citata in principio. 
Comincio dal rammentare questi ultimi. 

« Seguiterò a chiamare Ptmto di Eckardt ogni vertice del pentaedro 
che appartiene alla superficie fondamentale. Allora, un punto P di Eckardt 
è doppio per l'Hessiana e semplice per la superficie fondamentale . Nel 
piano diagonale di P giacciono tre rette della superficie fondamentale e 
due soprdnumerarie conittgate dell'Hessiana. Queste cinque rette passano 
tutte per P: ivi si tagliano anche altre tre rette dell'Hessiana e cioè i 
tre spigoli del pentaedro che concorrono in P. La quadrica polare di P 

(l) Ueber diejenige1~ Fliichen dritten Grades, a••! den en sich drei gerade Linien in einem 
Punkte schneiden. Vol. X. 

(2) Vol. VII fase. 5. 
{3) Ueber die Amceudung der quadrati8chen St1bstitution auf die Gleichungen fiinften 

Grades. Math. Ann. Bd 4. 
(4 ) Per i teoremi relativi al pentaedro, nonchè per la nomenclatnra degli elementi 

che lo compongono, mi riferisco alla mia Nota. «Sul pent.aedro co1npleto » pnbblicata nel 
fascicolo precedente a qnesto (pag. 209). 

CIA..~I. lO 
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è costituita dal suo piano diagonale e dal suo piano armonico. Onde si 
ha intanto un primo teorema: 

,<I 10 vm·tici del pentaedt·o (ossia i punti di Eckm·dt) e i 10 piani at·­
?nonici stc~biliscono nello spc~zio 10 onwlogie armoniche, ciasmtna delle qttali 
tn~sfot·tna in sè stesse la sttperjic-ie diagonale e le stte covat·ianti. 

<< 2. Una retta che contenga due punti di EcKardt, o è uno spigolo 
del pentaedro (e allora contiene un terzo vertice) oppure è una diagonale 
di l. specie. Se è uno spigolo del pentaedro, è noto che allora essa appar­
tiene completamente all'Hessiana; se invece è una diagonal( di l" specie, 
essa giace, per intero, sulla superficie fondamentale. Infatti siano 123 e 145 
i due punti di Eckardt: la retta che li unisce è una diagonale di l" specie 
perchè i due punti si corrispondono. l\Ia le quadriche polari di 123 e 145 
hanno evidentemente a comune la retta che li unisce, dunque essa appar· 
tiene alle quadriche polari di tutti i suoi punti e per conseguenza giace 
sulla superficie fondamentale. Dunque la superficie diagonale contiene le 
15 diagonali di prima specie del suo pentaedro. Così le sue 27 rette si 
distinguono in due specie; quelle che passano per due punti di Eckardt 
e che chiameremo ·rette singolari della superficie e le rimanenti 12 che 
non contengono nessun punto di Eckardt e che chiameremo t·ette 1wn sin­
golari . Il pentaedro di Sylvester è costruito in modo che i suoi spigoli 
appartengono all'Hessiana e le sue diagonali di l" specie alla superficie 
fondamentale. 

<< 3. Allora, per le esposte proprietà del pentaedro e per noti teoremi 
del prof. Cremona(l), resultano immediatamente anche i seguenti. 

<< Le 12 t·ette non singolari fonnano 1tna bissestttpla. 
<< IJaggmppam ento 0Temoniano che si ottiene togliendo dalle 27 rette d·i 

1ma superficie diagonale la bissestttpla delle rette non singolari, è costituito 
dctlle diagonali d·i 1. specie del pentaedro di Sylvester. 

« Le 15 t·ette singolari si possono aggntppare in 10 coppie di tt·ilate1·i 
prospetti vi; in og,t·i coppie~ essendo centt·o e asse di pt·ospettiva un vertice e 
lo spigolo corr·ispondente del pentaedt·o. Oiascttna fctccia di esso taglia l'hes­
siana nei lati di wt quadt·ilatero completo 'il etti trilatm·o diagonale appartie­
ne alla wperjicie fondamentale. 

<< Oiascm1o dei 10 iperboloid·i a una falda sui qttali giacciono a sei, 
a sei, le 15 rette singolari, tocca la supmficie diagonale in sei punti di Eckardt 
e in tt·e punt·i dictgonali d·i 1. specie. 

<< Ogni ·retta s·ingolare ùwontt·a sei singolat·i e quattro non singolat·i. 
Delle sei singolaTi, d1w coppie vanno c~i punti di Eckat·dt che la retta con-

( l ) 1'eoremi stereometrici, cla.i quali si deducono le proprietà dell'esagrammo di Pasca!. 
Ace. de' Lincei 1877. 



s · LTA SUPERFICI 1t DÌ AGONALE DI CLEBSCB . 

tiene e le c~Ztt·e dt~e segnm10 sn di essa due ptmti diagonali di Ja specie co· 
niugati armonici t·ispetto a qttelli di E ckarilt. 

<< Ogni retta non singolat·e si appoggic~ a cinqne singolat·i le qttali fm di 
loTO non s'incontnow. 

« 4. L'Hessiana della superficie diagonale, oltre i 10 spigoli del pen­
taedro, possiede altre 20 rette a due, a due, sopranumerarie coniugate, es­
sendo coniugate quelle che passano per un medesimo vertice del pentaedro 
e giacciono n el piano diagonale di tal vertice. Relativamente a qaeste so­
pranumerarie dobbiamo premettere il seguente teorema: 

<< L e rette sopranumerarie di dtte punti d'i E ckanlt s'incontrano, o no, 
a seconda che i dtte pttnti appat·tengono a tm medesimo spigolo, o a m~a me­
desime~ diagonale di 1a specie del pentaedro. 

<< Infatti, siano i punti eli Eckarclt 123 e 134 situati sullo spigolo 13. 
Le rette sopranumerarie, passanti per ognuno eli essi, giacciono nei loro 
piani diagonali i quali si tagliano lungo una diagonale eli seconda specie 
passante per il vertice 245 corrispondente eli 13. Ora questa diagonale 
taglia in altri due punti l'Hessiana ed evidentemente, in ciascuno, di que­
sti punti s' incontreranno una sopranumeraria di 123 e una eli 134. 

<< Sieno invece i punti 123 e 145 i quali appartengono a una mede­
sima diagonale di prima specie. Essa è l' intersezione dei piani diagonali 
di 123 e 145: le sopranumerarie eli ognuno di questi vertici giacciono nei 
loro piani diagonali e passano per 123 e 145 rispettivamente: dunque nes­
suna delle sopranumerarie di 123 incontra quelle di 145. 

<< Possiamo anche dire che : 
<< Ogni diagonale di seconcla specie del p entaedro incontt·a l'Hessiana in 

un p1mto doppio e la taglia in c~ltt•i due punti ·in ciascuno dei q1~ali concor­
\ono dt~e t·ette sopTam~mm·a,t·ie non conùtgate. 

<< Una sopt·anumera-ria incontra altt·e sei sopranumm·at·ie (oltt·e la pTo­
pric~ coniugata) . 

<< I 12 p1~nti, ove le sei dic~gonali di seconda specie, che appartengono 
a tmo stesso piano diagonale, incontrano l' Hessiatu~ fum·i dei pttnti doppi, 
giacciono c~ 6, a 6, sopt·a due sopt·amttnerat·ie coni?~gate. 

<-: 5. I piani polari, rispetto alla superficie fondamentale, dei punti di 
una sopranumeraria fanno fascio attorno alla sopranumeraria non coniu­
gata (1). Sieno A, B i punti in cui una diagonale di seconda specie in­
contra l'Hessiana all' infuori del punto doppio e (ai , a 2); (bi , b2) le sopra­
numerarie concorrenti in .A. e B rispettivamente e siano coniugate c~i con bi; 
a2 con b2 . Allora, per il teorema citato sopra, il punto .A. ha per piano 
polare quello di bi e b2 ; il punto B quello di ai, a2 • Ossia: 

( l) Cuxr, Sulle Bltpe1ficie algeb1·iche sinunet·riche. Rend. Ace. dei Lincei, 1890. 
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<< l punti ove ~~na dia,gonale di seconde~ specie incontra l' Hessiana, fuori 
del punto doppio, sono tali che l'uno è i l ve1·tice del cono polat·e dell'altro. 

« 6. Prendiamo lo spigolo 45 del pentaedro e consideriamo i piani 
diagonali dei vertici che contiene. Essi si tagliano nelle tre diagonali di 
2"' specie che passano per 123 vertice corrispondente a 45. Sieno a, b, c 
queste tre rette; ab, be, ca i piani diagonali di 145, 245, 345 e siano inol­
tre (1·2' , ?"3' ) ; (?"3" , r/'J ; (t·/", T2"'J le tre coppie di rette sopranumerarie 
degli stessi punti. Abbiamo già veduto che le sopranumerarie di vertici 
non corrispondenti s ' incontrano, o meglio : nel caso, per esempio, di 145 e 
245 si è dimostrato che ciascuna delle 1·2', r3' incontra una e nna sola e 
determinata delle t·3", t"/'. Per fissare le idee, supponiamo che s ' incontrino le 
sopranumerarie che hanno l'indice basso diverso. Allora la a che è la dia­
gonale di 2"' specie comune ai piani diagonali di 145 e 345 contiene i punti 
(r/ t·/"); (r3' r/") e per la stessa ragione le b e c contengono rispettiva· 
mente le due coppie di punti· 1 (r· ' 1· ") (r ' r· "J 1· 1 11· " ,. "'! (?" " 1· "'J l • 2 3l 31 l j · 3 1' 1 2. 

<<Abbiamo così i due triangoli (r·2' r3" r/" ); (r /' r 3' r2"') che hanno 
per lati le sei sopranumerarie in discorso e i di cui vertici stanno a due, 
a due, sulle tre rette a, b, c. Dunque: 

<< Le 20 t·ette sopt·anumerarie dell' Hessiana si aggruppano in 10 coppie 
di trilateri prospettivi in ogni coppia essendo centro e ctsse di p1·ospettiva 
un p1tnto di Eckat·dt e lo spigolo coTrispond.ente del p entaedr·o ed essendo 
coniugate quelle che costit1~iscono letti con·ispondenti di tali tr·ilateri. 

« 7. ll piano di ognuno dei precedenti triangoli taglia l'Hessiana se­
condo 4 rette di cui tre sono sopranumerarie e una è spigolo del pentae­
dro. Evidentemente non esistono piani che contengano due spigoli del 
pentaedro e due sopranumera.rie ; o tre spigoli e una sopranumeraria per­
chè il piano di due spigoli (o di tre) è sempre una faccia del pentaedro 
e quindi le altre rette che contiene sono ancora spigoli del pentaedro 
medesimo. N eppure possono stare in un medesimo piano quattro sopra. 
numera.rie. Infatti, ogni sopranumeraria contiene un punto di Eckardt. 
Ora, non può essere che un tal punto sia quello comune a due delle quat­
tro rette in discorso, altrimenti quelle due sarebbero coniugate e il piano 
di due coniugate non contiene altre sopranumerarie, ma tocca l'Hessiana 
lungo uno spigolo del pentaedro. Avremmo dunque in un piano quattro 
sopranumerarie e almeno quattro punti di Eckardt; mentre ogni piano 
che contenga almeno 4 punti di Eckardt o è un piano diagonale, o una 
faccia del pentaedro. 

« Abbiamo quindi il teorema: 
<< Le 20 t·ette sopram~meTarie giacciono a tre, a tre, in 20 piani ognu­

no passante per uno spigolo del pentaedr·o. Questi e le facce del pentacdro 
costitui1cono i soli 25 piani capaci di tagliar·e l' Hessiana secondo 4 rette. 
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s. Per un punto diagonale di 2a specie passano i piani diagonali dei 
vertici di un triangolo pentaedrale; e anche i tre piani armonici dei tre 
vertici che, insieme al triangolo suddetto, appartengono a una medesima 
faccia del pentaedro. Per un centro esarmonico passano i 6 piani armo­
nici dei 6 vertici giacenti in una medesima faccia. 

« Dunque: 
<< I 15 pt~nti diagonali di 1a specie, i 20 di seconda e i 5 centt·i esat·' 

monici costitttiscono i 40 poli delle fcwce del pentaedt·o d·i Sylvester. 
<< 9. La sezione di un piano armonico sull'Hessiana è costituita da 

uno spigolo del pentaedro e da una cubica C; sia Co la curva luogo dei 
vertici dei coni polari dei punti di C. Nell'omologia armonica I, in cui 
il piano armonico che si considera è piano unito, l' Hessiana possiede co· 
me curva unita la C; dunque anche la Co deve essere curva unita, cioè 
Co coincide con C. 

<< Oiasmma delle 10 cubiche dell'hessiana contenute nei piani cwmonici del 
pentaedro, gode la propr·ietà di essere il luogo dei vertici dei coni polat·i dei 
s1wi punti, cioè eli essm·e Hes&iana della cubica. secondo la qttale il medesimo 
piano taglia la Sttperficie jondatnentale e di avet·e tt·e flessi a contune con 
quest'ttltima cm·va nei tre vertici del pentaedro che il sucld.etto piano contiene. 

<<Nel sistema di rette dello spazio che uniscono pttnti cm·rispondenti del· 
la hessiana (secondo la corrispondenza stabilita dai coni polat·i) sono conte­
mt.te 10 cttt·ve piane (Zi 3"' classe e 10 di 2"' ; c·ioè: le 10 Oayleyane delle 
sezioni dei piani armonici con la supm:ficie fondamentale e le 10 coniche si· 
tuate nei 10 piani d.iagonali alle qtta.li sono tangenti a sei, a sei, le ·ao dia­
gonali di 2 specie (N° 5). 

« 10. Un asse triarmonico è unito per tre omologie ~- Esso passa 
per un punto doppio dell'Hessiana e l'incontra in altri due punti A, B: 
il vertice del cono polare di A deve essere evidentemente punto unito 
per le tre stesse omologie ~ per le quali è unito A, dunque questo ver­
tice è B. Cioè: 

« Ogni asse triarnwnico del pentaedro passct per un punto doppio del­
l' Hessia.na e la taglia in due punti tal-i che l'uno è vertice del cono polare 
dell'altro. 

« Analogamente si vede che: 
« Ogni asse biannonico si appoggia, a due spigoli del pentaedt·o e taglia 

l' Hessiana in altri due punti jm di lm·o corrispondenti (nella cm·risponden· 
za dei coni polm·i). 

<< 11. Questi teoremi che collegano gli elementi del pentaedro di Syl­
vester con l'Hessiana, nel caso della superficie diagonale, sono facilmente 
estendibili a una qualunque superficie del terz'ordine. Ne daremo ora un 
cenno. 
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c Rammentiamo perciò che, in generale, il piano polare di un vertice 
del pentaedro, tocca l'Hessiana lungo lo spigolo corrispondente e la incon­
tra secondo una conica la quale appartiene anche al cono osculatore del­
l'hessiana nel suddetto vertice (1). 

« Così ogni punto doppio di questa superficie, individua una conica 
situata sulla superficie medesima e che per brevità chiameremo la conica 
opposta a tale punto doppio. Esistono quindi 10 coniche opposte (nel caso 
della superficie diagonale ciascuna di esse si spezza, in una coppia di 
rette sopranumerarie coniugate\ 

« Consideriamo allora le coniche C123 e C145 opposte a due ver t ici 
corrispondenti 123 e 145. Il piano polare di 123 contiene C123 e tocca 
l'hessiana lungo lo spigolo 45 e siccome 45 appartiene al cono che da 
145 proietta C145, così questo piano polare tocca C145 • Analogamente si 
vede che il piano polare di 145 tocca C123• Dunque : 

« Le coniche opposte a vm·tici cm·t·ispondenti hanno una tangente comtme. 
<<Od altrimenti: 
«Le 10 coniche opposte ai ve-rtici si appoggiano a dtw, a dtw, a 15 bi­

tangenti dell' Hessiana. 
<< 12. La retta che unisce due vertici corrispondenti 123 e 145 è una 

diagonale di prima specie : ad essa è collegata biunivocamente la bitan· 
gente dell'Hessiana che tocca le coniche opposte a 123 e 145. Chiameremo 
questa bitangente Ja bitangente opposta della diagonale considerata. Se A 
e B sono rispettivamente i punti di contatto, si vede facilmente che il 
cono polare di A ha il vertice in 145 e passa per 123 e viceversa il cono 
polare di B ha il vertice in 123 e passa per 145; dunque la diagonale 
(123, 145) appartiene a tutte le quadriche polari dei punti della retta AB 
cioè il piano polare di un qualunque punto di (123, 145) passa per AB; 
onde : 

<<n cono pola?·e di tuta diagonale di prùna specie si t•idtwe alla bitan­
gente opposta. 

~ 13. Un vertice ne ha tre che gli corrispondono: dunque nel suo 
piano polare avremo tre bitangenti opposte: un punto diagonale di l"' spe­
cie appartiene a due diagonali di l a specie, dunque il suo piano polare 
conterrà le due bitangenti opposte a tali diagonali. Cioè: 

<<Le 15 bitangenti dell'hessiana, opposte alle 15 cliagonali eli prima specie 
del pent.aedt·o, giacciono a due, a dtbe, nei 15 piani polari dei ptmti diago­
li di prima specie e a tTe, a tre, ne·i 10 piani polari dei verti ci. 

« 14. Se i vertici non si corrispondono, come, per esempio: 123 e 124 
loro piani polari si tagliano in una retta che passa per 345. Gli altri 

(l) CREMONA, S1~lle superficie di 3o ordine. Crelle (Bd. 68). 
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due punti in cui questa retta incontra l'Hessiana, sono evidentemente 
comuni alle coniche opposte a 123 e 124. 

Quindi: <<Le coniche opposte n vertici non cot·rispondenti hanno dne 

ptmti comuni . 
(< 15. È noto che i piani pola.ri dei punti del piano diagonale di 123 

toccano la conica opposta a 123 (1). 
<< Così abbiamo trovato nhe i piani polari dei punti della retta (123, 

145) comune ai piani diagonali di 123 e 145 toccano entrambe le coniche 
opposte di 123 e 145 percbè passano sempre per la loro tangente comune. 
Però i piani diagonali oltre incontrarsi nelle 15 diagonali di l " specie, si 
tagliano anche nelle 30 di 2"' specie (N ° 4, :M:em. Sul pentaedro); dunque: 

«Le coniche opposte ai vet·tici giacciono a due, a dne, sui coni polat·i 
delle 30 diagonali di secondn spec~e. 

<<I vertici di qtwsti coni giacciono a 4, a 4, sni piani polat·i dei ptm­
ti dia.gonali di pritna specie. Perchè per un punto diagonale di prima spe­

cie passano 4 iliagonali di 2". 
« 16. Se con 0 123, 0 124 si ra,ppresentano le coniche opposte di 123 e 

124, abbiamo che sul cono polare della diagonale di 2" specie, dovuta a l­
l'incontro dei piani diagonali ili 123 e 124, giacciono le 0 123 e 0 124 e s ' in­
contrano in due punti (N° 14). Questi due punti appartengono all'bessiana; 
i piani tangenti al cono suddetto, in ciascuno di essi, è anche piano tan­
gente dell'bessiana in quei medesimi punti, perchè ivi tangente a 0 123 e 
J 124 curve dell'bessiana. Ed evidentemente questi piani tangenti sono pia­
ni polari dei due punti in cui la. diagonale di 2"' specie sopra r ammentata 
taglia l'Hessiana fuori del punto doppio. Se ne conclude che : 

« I 60 punt·i ove le 30 diagonal·i di seconda specie incontrano l' Hessia· 
na (all'ùiflwri dei ptmti doppi) con·ispondono ai 60 punti nei qna.li la stessa 
superficie è incontrata (non nei punti doppi) dalle 30 rette intersezioni c1ei 
pia·ni polari di vertici non cmTispondenti del p entaech'o. 

« Tutto questo s'intende nella solita corrispondenza stabilita dai coni 
polari. 

<< Del teorema precedente è evidentemente caso particolare quello del 
(N° 5) ». 

(l) CREMONA, Superficie di 3. ord. Crelle Bd. 68. 





SOPRA DUE CURVE INVARIANTIVE DI UNA QUARTICA PIANA. 

[Annali di Mat.ca 189.2) 

Mi propongo in questa, Nota la ricerca delle caratteristiche pliicke­
riane di due importanti curve invariantive di una quartica piana, cioè di 
quelle che sono oggetto principale di una Memoria di Clebsch (l) e che 
ivi sono contrassegnate col nome di covariante S e di contravariante "P· 
Questa ricerca dà luogo a rilevare un errore che si trova in quella Me­
moria e precisamente al N° 5 alla fine del quale l'Autore conclude che il 
contravariante "P (inviluppo dei triangoli polohessiani) non è altro che l'in­
viluppo delle rette che segano armonicamente la curva. 

In un caso particolarissimo il Caporali (2) enuncia, senz'altro, che i 
due inviluppi suddetti sono distinti. L'impossibilità della loro coincidenza 
in generale, non è mai stata invertita, per quanto io sappia, anzi qualc:he 
autore (3) parlando dei risultati di Clebsch riporta, fra gli altri, anche la 
coincidenza. sopra ricordata. 

l. Sia: 

/"=a:.:"= bx
4 = Cx

4 = · · · = auu Xt
4 + a2222 X2

4 + aaaaa X 3
4 + 

+ 4 am2 x/ x 2 + 4 amz x1 ro2
3 + 4 a1113 x1

3 x3 + a 133a x1 x3
3 + 

+ 4 a222a X·/ X3 + 4 a2aaa x2 ::t:a3 + 6 a 1122 x 1
2 

x 2
2 + 

+ 6 auaa X 1
2 x3 

2 + 6 a22aa x2 
2 x3 

2 + 12 a 112a x/ .v2 x3 + 
+ 12 a122a x1 X 2

2 x3 + 6 a 123a x1 x 2 x3
2 =O, 

l'equazione della curva fondamentale. Un punto y individua le 3 curve 
polari: 

(l) CLEBSCH, Ueber Cun'lln vier1r Ordnung. (Crelle, Bd. 59). 
(2) CAPORALI, Volume delle memorie, pag. 348, no 39. 
(3) MAlSANO, Siste1ni complet·i dei primi cinque gradi della fornta ternaria biquadratica. 

(Giornale di Battaglini, vol. 19). 
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L 'Hessiana e la Cayleyana della cubica polare si chiamano la polohessiana 
e la polocayleyana del punto. Onde le loro equazioni saranno rispettiva­
mente: 

(ab c)2 a.x bx Cx ay by Cy = O, 

(ab c) (ab u ) (a c tt) lb c tL) ay by Cy = O 

La (l) è simmetrica in x e y quindi: 

(l) 

(2) 

(a) «Se la polohessiana di P passa per Q, viceversa la polohessiana 
di Q passa per P (2} >> . 

Per x= y la (l) diviene l'equazione dell'hessiana della curva fonda­
mentale ossia: 

(b) « L'hessiana della curva fondamentale può riguardarsi come il 
luogo di un punto per cui passa la propria polohessiana (2i ». 

Esiste un luogo = 1 di punti le cui polohessiane sono triangoli. Que­
sto covariante, contrassegnato con S da Clebsch, appunto perchè può ot­
tenersi annullando l'in variante S di una cubica. polare, è il seguente: 

S=(abc) (abd) (acd) (bcd,) axbxcx dx=O. 

Se P è un punto di S e ABC il triangolo polohessiano di P, la conica 
polare di A, rispetto alla cubica polare di P, è costituita dal lato BO con­
tato due volte cioè: 

(c) << S è anche il luogo dei punti la cui conica polare mista si riduce 
a una retta contata due volte (3) >>. 

(d j << S è pure il luogo dei vertici dei triangoli polohessiani (3 ) >> . 
(e) << Se P è un vertice del triangolo polohessiano di Q, viceversa Q 

è un vertice del triangolo polohessiano di P (3) » . 

L'applicazione dei teoremi a: b, c, d, e ricorre nel seguito così di so­
sovente, che ho creduto necessario citarli esplicitamente una volta per sempre·. 

2. Mentre i vertici di un triangolo polohessiano variabile descrivono 
il covariante S i lati inviluppano un'altra curva contravariante di f

4 
che 

è appunto la "P di Clebsch. Per convincersi ch'essa non può coincidere 

(l) Questa forma mista per y = oost. e lt variabile rappresenta la Gr di Caporali. 
(Volume delle 81te 1nemorie, pag. 344, ni 11, 12). 

('.!) CAPORALI, loo. oit., pag. 3<15, 3<16, ni 17, 26 . - · Clebsoh, loo. oit. No 3. 
(3) CLEBSCH, loo. oit. No <l. 
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con l'inviluppo armonico di .f4 seguiamo passo, passo, la dimostrazione che 
ne dà l'Autore ai Ni 4 e 5 di'Ila sua Memoria. 

Consideriamo la conica polare mista di due punti y e z ed esprimia· 
mo le condizioni che debbono essere soddisfa,tte affìnchè questa si riduca 
a una retta 1tx = O contata due volte. 

Queste condizioni sono evidentemente le sei seguenti: 

?n ~ l ' 2 ' ... 6. 
?t tn, n 

I punt i y e z apparterranno a S costituendone una coppia di punti corri­
spondenti , cioè tali che l'uno è situato in un vertice del triangolo polo­
hessiano dell'altro. La retta 1~ descriverà l'inviluppo '!fJ· Risolvendo le 6 
equazioni precedenti ri spetto alle sei quantità y.,. z,. + y,. z,. che vi com­
pariscono linearmente avremo: 

dove D è il 

D (y.,. z,. + y,. z.,.) = ;E Amnik 1~; 1~k , 
ik 

determinante dei coefficienti cioè: 

a un au22 auaa au12 aura au2s 

a2211 (t2222 a 22aa a 2212 a 221s a 222a 

aaau a 3322 aaa;;a a 3312 a aa ra a as2a 
=D , 

a1211 a1222 ar2aa a1212 ar21a a122a 

ara H (Ll322 a 1333 c~rae arat a ars2a 

a 2sn a 2322 a 2333 a za12 a 2ara a 2323 

e A,.,.;k è l'elemento reciproco di amnik· 

Ora, fra le sei quantità y ... z,. + y .. z,. passa sempre la relazione iden­
t ica : 

Yt zt + Yt zt Yt Z2 + Y2 z t Yt Za + Y3 z t 

Yt Z2 + Y2 zt Y2 z i + Y2 Z2 Y2 Z3 -+-Y2 Z2 = O' 
Yt Z3 + Y3 zt Y2 za + Y3 z2 Y3 Z3 + Y3 Z3 

Sostituendo dunque, in questa, i valori trovati otterremo: 

:E Awk u; 11k :E Ar2ik U; uk :E A 13;k 1L, 1tk 
i, k t, k i,k 

'ljl= ;E A 12;k 1Li 1Lk :E A 22ik Ui 1Lk :E A 23ik 1L; 1Lk 
1, k i, k i, k 

:E A 13ik 1Li 1tk :E A2aik u; uk :E A aaik u; uk 
i, k i, k i, k 
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Awk .Al2ik Ar3ik 

~ A 21ik A 22ik A23ik U;'tLk 'tL; Ukf Uill Ukll = 0. 
iki'kfillk" 

A31ik Aa2ik A33ik 

A questo punto il Clebsch applica il seguente teorema sui determinanti: 
«Un minore A d'ordine p del determinante reciproco LI è uguale 
al prodotto del complementare di A (nel determinante primitivo D) per 
la (p- l )esima potenza di D >>, onde ne conclude che da tutto il primo 
membro dell'equazione di 'lfJ si stacca un fattore D\ Questa conclusione 
non è esatta, giacchè non è vero che il determinante 

.Aiill A;'k'l2 A;" 1<11 r3 

<5= A;k2r A;, k' 22 A;, h" 23 

A;k3t A;, k' 33 .A;" k" 23 

sia sempre un minore di LI per qualunque combinazione degli indici i, 
k, i, k', i', k''. Perchè questo accada, non basta che gli elementi di una 
stessa colonna di <5 appartengano alla medesima colonna di LI, ma bisogna 
che altrettanto accada per le linee e ciò avviene solamente quando le tre 
coppie ik, i' lv', i" k" hanno almeno nn indice comune. In caso contrario 
<5, quantunque composto con elementi di LI, non è un minore di LI. (Così 
per es. per i = k = l , i' = le' = 2 , i" = k" = 3). Dunque il fattore D 2 

non è comune a tutti i determinanti <5 e non si sta,cca dctl pt'ÙIW tlwtnbro 

dell'equazione di 'lfl· Cadono quindi le considerazioni lùteriori che si fon­
davano sopra questo distacco. 

3. Anche col seguente calcolo semplicissimo si può direttamente di­
mostrare che l'inviluppo 'lfJ non è quello armonico. Infatti, costruiamo la 
conica polare mista dei due vertici (l , O , O) e (O , l , O) del triangolo 
fondamentale . Essa è 

/ 12 = ,I al2ik Xi Xk = 0. 
i, k 

Prendiamo questi due vertici in due punti corrispondenti di S e quindi 
tali che la loro seconda polare mista sia una retta contata due volte e su 
questa retta t· prendiamo il terzo vertice del triangolo fondamentale e il 
punto unità. Dovremo avere identicamente 

e quindi a1223 = a12a1 = a12aa = O, a 1112 = a1222 = - a 1122 = a. Così t' è una 
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tangente di 1/1· Ora i quattro punti d'incontro di ?' con j 4 sono dati dalla 
binaria: 

x24j a llll + a 2222+2 a ! + 4 x2 Xa3 i a 2223 +ama! + 
+ 6 X 2

2 
a3

2 i a2aaa + a1aaa i+ aaaaa x 3
4 =O. 

Se la coincidenza voluta da Clebsch fosse giusta, fra i coefficienti di 
questa binaria dovrebbe passare la relazione armonica i = O , mentre essi 
sono indipendenti. 

4. Per studiare le relazioni che hanno luogo fra le curve S e 1p, di 
cui per ora non abbiamo dato che la definizione, è necessario premettere 
qualche considerazione sulle possibili forme e posizioni dei triangoli polo­
hessiani. Per brevità chiameremo polo di un tal triangolo il punto della 
curva S =O di cui il suddetto triangolo rappresenta la polohessiana. La 
Steineriana di j 4 possiede 24 cuspidi. Clebsch dimostra che la S = O in· 
contra la Steineriana appunto nelle sue 24 cuspidi. È facile determinare 
anche dove la S = O incontra l'hessiana. Infatti se P è una cuspide della 
Steineriana, la sua cubica polare ha una cuspide nel punto P' dell'hes­
siana che corrisponde a P (1). P' è cuspide per la cubica polare di P e 
la tangente in P' è conica polare mista di P e P'. Cioè: S =O taglia l'bes­
siana nelle 24 cuspidi delle cubiche polari cuspidate. Vi sono dunque 24 
triangoli polohessiani ognuno dei quali possiede due lati riuniti: i loro 
poli sono le cuspidi della Steineriana. Viceversa se un triangolo ha due 
vertici riuniti, il suo polo è una cuspide della Steineriana perchè la cu­
bica polare di questo polo ha per hessiana due rette di cui una contata 
due volte. È utile per tutto quel che segue (Ni 6, 7, 8) esaminare con 
esattezza questo caso dando alla equazione di f 4 una forma conveniente. 
Perciò situeremo il vertice (1, O, O) del triangolo fondamentale in tma 
cuspide della Steineriana, il vertice (O, o, l) nella cuspide della cubica 
polare di (1, o, O) prendendo il lato ;r1 =O per tangente cuspidale di que­
sta cubica, il terzo vertice (O, 1, O) nel punto comune a questa tangente 
e alla tangente di flesso della cubica suddetta e finalmente il punto unità 
nel flesso medesimo. 

Allora l'equazione della cubica polare di (l, o, O) sarà: 

1\fa, calcolandola dall'equazione generale di f 4 , si trova : 

(1) CREMONA, Curve piane, pag. 98. 
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awt xi3 + a1 222 x2
3 + t tts s s X3

3 + 3 au12 xi2 x2 + 3 a1122 xi x:/ + 

+ 3 a 1113 ::r.i2 x 3 + 3 all3s xi x 3
2 + 3 a122s x2

2 x 3 + 3 tt1233 ~ ~2 + 

-1- 6 a1123 xi x2 x3 = O • 

Dovremo dunque avere: 

Unn = a1112 = a 2221 = l , 

Chiamando per brevità con tt , b , c , tl , e i coefficienti rimanenti di .f4 sa­
sà quindi: 

.f4 = 2 xi 4 + 4 xi 3 x2 - 4 Xt3 x3 + 4 xi x2 3 - 6 xiz ~ 2 + 
+a x2

4 + 4 b x2
3 x 3 + 6 c x2

2 x 3 2 + 4 d x2 x3
3 +e x3

4 =O. 

La polohessiana di (1, O, O) è (xi - x2) xi2 = O; la seconda polare mista 
di (1, O, O) e di (O, O, l) è la xi= O; quella di (l, O, O) e di (O, l, O) è 
xi-x2= O. 

Annullando l'invariante S di una qualunque cubica polare, otterremo 
l'equazione del covariante S di .f4• Si trova così: 

S = x1
2 

\ (b x2 +c x 3? - (xi+ a x2 + b x3) (c x 2 +d x3ll + 

+ hbx2+cx3)(dx2+ex3)- (cx2+dx3i2! :\2x1+x2- x3)(x2- xi) -- (x1- x2?!­
- l (x1 + ax2 + bx3) (dx2 + ex 3) - (bx2 + cx3) (cx2 + dx3) Ì (x1 - x 2 ) xi+ 

+ (~ -- x1)
2 (dx2 +e x3) x1 =O. 

In queste equazioni è facile rilevare che: 
<< La 'retta che ttnisce la cuspitle e il flesso di ttna stessa cttbica polat·e 

cuspidata è ttna tangente c01n1tne di S e 1p >> . 
5. È necessario ora dimostrare il seguente teorema: 
<< Una 1·etta t' la qttale, contata dtte volte, costitttisca la conica polare 

1nista di due punti M ed N è semp·re lato comww a dtte t1·iangoli polohes­
siani e a non più di due >>. 

Intanto è evidente che 1' appartiene ai triangoli polohesiani di ]f e 
di N, quindi basta dimostrare che M ed N sono sempre distinti e che r 
non può costituire la seconda polare mh•ta di un'altra coppia di punti 
P e Q. Che i punti 1li ed N non possano essere riuniti è evidente perchè, 
se lo fossero, ogni punto di t' sarebbe doppio per una conica polare pura 
e quindi 1· farebbe parte della Steineriana che, in generale, non si spezza. 
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Supponiamo allora che la retta r , oltre esser conica polare mista per la 
coppia Jl1, .N, lo sia anche per la coppia P, Q. Se il triangolo fondamen­
tale ha la stessa posizione del N° 3 [1lf =(l, o, O), N= (O, 1, O); t'= xi - x2] 
e se y e z sono le coordinate di P e Q, la conica polare mista di M, N è: 

quella di P, Q è: 

xi2 l auu Yt zt - Y2 Z2 + a1133 Ya Za + Yi Z2 + Y2 zi +ama (yi za + Ya zt) l + 
+ x2

2 !- Yt zt + a2222 Y2Z2 + 0223a Ya za + Yt Z2 + Y2zi +a222aiY2 Z3 + Yaz2) l + 

+x3
2 ! aa31ty1z1 +aaa22Y2z2+aaaaaYaZa+ama(Y~a+Yaz2)+aBaia(yaZt+Ytza) l + 

+ 2 X1 ~ l Yt zt + Y2 Z2 - (yt Z2 + Y2 z1)! + 2 Xi Xa i at31I Yt zi + a1333 Ya Za + 
l l . l 

+a13la (ytza+ YaZi)! +2x2a:a llt2mY2z2+a·2aaaYaza+a2a2s (y2za+Yaz2) ! =O. 

Se anche questa deve ridursi alla 

abbiamo le condizioni: 

chiamando con A;k i coefficienti della precedente equazione. Queste con­
dizioni portano evidentemente che i punti y e z siano coniugati rispetto 
alle cinque coniche: 

Ara= a1a11 x 1
2 + 2 aua3 x 1 x 3 + a1aaa x 3

2 =O 

Au + A 12 = (a1111 +l) xi2 + 2 O·m a x 1 x 3 + a1133 x3
2 =O 

A2a = lt2a22 xl+ 2 a2aaa x 2 x 3 +ansa x3',/, =O 

A 22 + A12 = (a2222 +l) ~2 + 2 a 222a x 2 Xa + a22sa x 3',/, =O 

(l) 

(2) 

delle quali, le prime quattro sono quattro coppie di rette. Bisognerebbe 
dunque cercare i raggi doppi dell' involuzione (1), quelli dell'involuzione 
(2): essi formano un quadrilatero completo di cui M ed N sono una cop· 
pia di vertici oppost i: dovremo dunque esprimere analiticamente la condi­
zione che lilla (e quindi l'altra) delle due rimanenti coppie di vertici op-
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posti fossero coniugati rispetto alla conica l3 ) ed otterremo allora una re­
lazione fra i coefficienti di / 4 che la particolarizzerebbe. 

Se le due coppie M N, P Q potessero avere un punto comlme baste­
rebbe porre nelle formule precedenti Yi = l , y2 = y3 = O e si otterreb­
bero le condizioni: 

le quali ancora particolarizzerebbero la curva. Però la dimostrazione fatta 
non è applicabile al caso in cui uno dei punti M, o N possa trovarsi sulla 
retta t' e noi vogliamo anche in questo caso escludere la possibilità che 
1· possa costituire la conica polare mis~a eli altri due punti P, Q. Se M 
si trova sopra t·, la cubica polare eli N ha una cuspide in M, 1· ne è la 
tangente cuspidale, N è una cuspide della Steineriana. Allora, facendo 
uso della equazione del N° 4, costruiamo la conica polare mista di due 
punti qualunque y, z 

J <2>ya =Xi~ l (2 Yi + Y2- Y3) zi + (yi - Y2) Z2 - Yi Z3! + 
+ X22 ~ zi (y2- Yi) + z2 lyt +a Y2 + b Y3Ì + Z3lb Y2 +c y3) l + 

+ x./ l Z2 (c Y2 + d Y3) + z3 ((l Y2 + e x3) ! + 2 xi X2 (yi - Y2) (zi - z2) -

- 2 xi x 3 y1 z1 + 2 x 2 x 3 l z2 (b y2 + c y3ì + z3 (c y2 +d y3) ! = O. 

In questo caso è dunque: 

M== (1, O, O), N== (O, o, l), 

1' == x 1 = 0. 

Se deve essere 

si hanno le condizioni: 

A 22 = Aaa = Ar2 = A 2a = A ar = O , 

ove A;k sono i coefficienti eli j<2>yz. Si vede a.Uora facilmente che i soli 
sistemi capaci di soclclisfarle, che non particolarizzino la / 4 , sono y1 = l , 

y2 = O , y 3 = O) , (z1 = O , z2 = O , z3 = l ) cioè i punti P e Q non pos­
sono essere distinti dai punti M ecl N . 

6. Ciò premesso, siano P e Q due punti corrispondenti del covariante 
S, cioè tali che il triangolo polohessiano di uno abbia un vertice nell'al­
tro e quindi la loro conica polare mista sia ridotta a una retta 1· contata 
due volte la quale incontri la S nei quattro punti A, B, C, D. 
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È necessario ora occuparsi delle possibili coincidenze che possono avveni­
re fra i quattro punti A, B , O, D. D triangolo polohessiano di P ha un 
vert ice in Q e due in r, analogamente quello di Q: dunque .A, B, O, D 
sono i quattro rimanenti vertici delle polohessiane di P e di Q. 

Sia Q O J) la polohessiana di P e P .AB quella di Q. Intanto P e 
Q saranno sempre distinti alt rimenti (come abbiamo già osservato al prin­
cipio del 0 5), t · appartiene alla Steineriana. Relativamente alle coinciden­
ze possibili fra .A, B, O, D, bisogna distinguere il caso in cui vengano a 
sovrappors i due che appartengano l'uno al triangolo polohessiano P A B, 
e l'altro al triangolo polohessiano Q C D, ovvero due che appartengano al 
medesimo t riangolo polohessiano. 

Se .A e B sono coincidenti, la polohessiana di Q ha due lati sovrap· 
posti, Q è una cuspide della Steneriana (N° 4), .A è cuspide della cubica 
polare di Q e poichè 1' ha in A 'due punti riuniti a comune con S, 1· è 
la retta che unisce la cuspide e il flesso della cubica polare di Q (N° 4), 
ma allora, dalle formole dello stesso paragrafo, si ricava che essa incontra 
la S in altri due punti distinti. Dunque se .A e B sono riuniti, O e D 
sono di stinti. Contemporaneamente si viene ad escludere che, dei quattro 
punti .A, B, O, D, tre, o tutti e quattro, possano essere coincidenti in uno solo. 

Sieno ora riuniti .A con O e B con D. Poichè .A è vertice per i trian­
goli polohessiani di P e di Q ne viene che il triangolo polohessiano di A 
ha due vertici in P e Q [N° l (e)] ; per la stessa ragione il triangolo polohes­
siano di B ha due vertici in P e Q; cioè P Q è lato comune ai triangoli 
polohessiani di .A e B. Segue che B è il terzo vertice del triangolo po­
lohessiano di .A, perchè se fosse un altro punto E; la retta P Q, contata 
due volte, sarebbe la conica polare mista di .A e di E e quindi il trian­
golo polohessiano di E avrebbe due vertici sopra P Q e P Q sarebbe lato 
comune a tre triangoli polohessiani il che è impossibile (N° 5). Dunque P 
B Q è il triangolo polohessiano di .A e per la stessa ragione P Q .A quello 
di B. Ne viene che P Q è la seconda polare mista di .A e B e incontra 
S in due punti riuniti in P e in altri due riuniti in Q. Analogamente si 
vede che le rette P A, .A Q, P B, B Q sono le seconde polari miste delle 
coppie B Q, B P, .A Q, .A P e ognuna incontra la S in due punti coinci­
denti. Cioè per ognuno dei punti A, B, P , Q, escono tre rette incontranti 
(ciascuna) nel loro punto comune la S in due punti coincidenti; dunque .A, 
B, P, Q sono quattro punti doppi per 8 la quale quindi dovrebbe spez­
zarsi in due coniche il che in generale non avviene. E quindi impossibi­
le la coineidenza simultanea di .A con O e B con D. 

a) Possiamo quindi concludere che, dei quattro punti A, B, O, D , due, 
al massimo, possono essere coincidenti e, quando cioè avviene, gli altri due 
sono sempre distinti. 

Cu.m. 11 



162 SOPHA DUE CURVE I NVA RIA STlVt<: DI UN A QUAI~TICA PIANA . 

7. Una prima conseguenza di questo teorema è che il covariante S 
non ha punti doppi. Infatti, ammettiamo che Sabbia un punto doppio P. 
Tutte le rette uscenti da P incont rano la S fuori di P in due punt i, e fra 
queste, sei sono tangenti di 'l/' perchè vedremo che la classe di 1fJ è 6 
(:N o 8). Sia t· una retta uscente da P e tangente di 1p, cioè lato comune a due 
triangoli polohessiani di cui i vertici opposti a t· s taranno fuori di t·, giac­
chè, se uno di essi stesse sopra t·, questa sarebbe tangente cuspidale di 
una cubica polare cuspidata e sopra tali rette non esistono certo punti 
doppi di S, come si può verificare sull'equazione del N° 4. Sieno dunque B 
e C questi due vertici opposti e siano A e D gli altri due punti in cui 
la t ' incontra la S fuori di P. P sarà vertice comune a due triangoli po­
lohessiani, perchè, se rappresentasse due vertici riuniti di uno stesso trian­
golo polohessiano, esso sarebbe cuspide di una cubica polare e ricadrem­
mo in un caso già considerato (N° 4). Sia quindi P C D il triangolo polo­
hessiano di B, A P B quello di O, le rette P B, P C sono tangenti di 1fJ e 
poichè P è doppio per S, ciascuna di esse incontra ulteriormente S in un 
punto l!' e in un punto E distinti da B, C, P [No 6 (a) ]. Essendo r C D 
il triangolo polohessiano di B , la P C rappresenta la seconda pola.re mista 
di B e D, cioè il triangolo polohessiano di D deve avere un lato sopra 
P C e un vertice in B . I rimanenti vertici di questo triangolo, situati so· 
pra P C, dovranno essere: uno P perchè ivi la P C incontra la S in due 
punti coincidenti , l'altro non può essere o, altrimenti esso conterebbe due 
volte nelle intersezioni di P C con S, dunque sarà E. Cioè : 

. P B E è il triangolo polohessiano di D 
e analogamente: 

P C l!' >> » >> A , 
P C D » » >> B , 
P B E » » » A. 

Dunque [N° l (e)j il triangolo polohessiano di P deve aver vertice in A, B, 
C, D il che è impossibile perchè due di questi punti non possono coin­
cidere [N° 6 (a)]. Quindi S non ha punt i doppi. 

Ecco dunque le sue caratteri stiche pluckeriane: 
ordine = 4, classe = 12 , punti doppi = cuspidi =- O, 

flessi = 24, bitangenti = 28. 
8. Cerchiamo ora la classe di 1p, cioè vediamo quanti lati di triangoli 

polohessiani passano per un qualunque punto P. Ttltte le polohessiane 
passanti per P sono polohessiane di punti che appartengono alla polohes­
siana di P [N° l (a) ]. l\'la quest'ultima è del 3° ordine e incontra la Sin 
dodici punti. V i sono dunque dodici punti i cui triangoli polohessiani pas­
sano per P. P non appartiene ad S, dunque P non è vertice per nessuno 
di essi, cioè due qualunque tangenti di 1p, passanti per S, non apparten· 
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gono a uno stesso triangolo polohessiano. Ognuua di queste tangenti deve 
appartenere a due e a non più di due (N° 5)] e cioè ai triangoli polohes­
siani di quei punti di cui essa rappresenta la seconda polare mista. Per 
ogni punto "P debbono passare cinque tangenti a 'ljJ, contando quella nel 
punto, e ciò non ostante nessuna di esse può appartenere a più di due 
triangoli polohessiani (N° 5) Possiamo dunque concluderne: 

a) << L'inrilttppo dei trùtngoli polohessiani è una cm·va della sesta clas­
se contata due volte. » 

b) « L ct polohessiatta di ttn qualtmque punto P taglia il covariante S 
in sei copp·ie d·i punti corrispondenti, tali che qttelli d·i 7tnct stessa coppia han· 
no per seconda polare mista ttna tangente d.i "P passcmte per P. » 

c) « Se P ctzJpa' tiene a 'ljl, queste sei coppie si riducono a cinque, di 
ctti tt1tct è costit7tita da due punti di contcttto fra S e la polohessiana di P; 
la secondct polare mista eli qttesti d7te punti è l(t tangente di "P in P . >> 

9. La tangente cuspidale di una cubica polare cuspidata, rappresenta 
due lati coincidenti del triangolo polohessiano della corrispondente cuspi­
de della Steineriana: si può dunque dire che, per ogni punto di questa 
retta, passano due tangenti infinitamente vicine di 'ljJ, ossia che essa ap­
partiene alla curva '\jJ riguardata come luogo. 

Fanno parte quindi di \jl, considerata come luogo di punti, le 24 tan­
genti cuspidali delle cubiche polari cuspidate. Sia Q la curva-luogo rima­
nente. Si vede subito che le 24 rette suddette sono tengenti a Q, giacchè, 
se t· è una di esse, O la cuspide che contiene e O' la cuspide corrisponden­
te della Steineriana, r è seconda polare mista di O e O' e quindi, oltre 
rappresentare due lati coincidenti del triangolo polohessiano di O', appar­
tiene anche al triangolo polohessiano di O e quindi deve pure riguardarsi 
come il lato comune ai triangoli polohessiani di O e di 0'. Onde sotto 
questo aspetto è una tangente di Q. 

Ogni tangente di tjJ, o di Q, appartiene a due triangoli polohessiani 
e a non più (N° 51. Dunque nè '\jJ (o Q) posseggono bitangenti, o tangenti 
stazionarie. La classe di Q è uguale a quella di 'l'· 

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema: 
« Il contravat·iante '\jJ 1·iguardato come luogo, é costituito dct una ctwva di 

30° ordine e di 6"' classe e da 24 tangenti semplici di questa cnrva, le quali 
non sono altro che le 24 tctngenti cuspidali delle cubiche polar·i C7t8pidate >> . 

'lentre dunque da 'V' riguardato come luogo, non si distaccano nè bi-
tangenti, nè tangenti stazionarie perchè non ne possiede, si distaccano 
però 24 rette, cioè ~elle sopra descritte. 

10. L'equazione di "P può trovarsi riflettendo che di esso si può dare 
questa definizione. [N° 8 (c)]: 
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« l l contt·avm·iante 'ljJ é il luogo di 1m punto la cui polohessiana tocca 

il covat·iante S ». 
Basterà dunque esprimere la condizione di contatto fra le due curve 

(ab c p ay by Cy ax bx Cx =O, 
(ab c) (ab d} (a c cl) (b c d) ax bx Cx dx = O. 

La curva che ne risulta dovrà essere costituita da Q contato due vol­
te, perchè Q, come inviluppo, è contato due volte [N° 8 (a)l e dalle 24 tan­
genti cuspidali, contate ognuna una volta, perchè esse entrano già due 
volte in Q. La condizione di contatto è di 84° ordine nelle y; dunque l'or-

d . d" n ' 
84 - 24 30 bb" "-' t t (N° 9) me 1 ~-~ e 

2 
= come a 1amo g1a rova o . 

Sono per conseguenza trovate le caratteristiche pli:i.ckeriane di 'ljl; 

classe= 6, ordine = 30, punti doppi= 396, cuspidi= 72, bitangenti = 
flessi = O (1). 

(l ) L'inviluppo 'P è doppio come inviluppo di triangoli polohessiani, è semplice co: 
me inviluppo delle rette che souo seconde polari miste di coppie di punti. Riguardando­
le sotto questo secondo aspetto, il CAPORALI ritrova la classe di 'P per mezzo di una pro­
prietà del covariante Gr relativa a una retta r ( Jacobiana delle coniche polari dei punti 
di r) e del controvariante K.,. farmato con le rette che, insieme ad r, costituiscono la coni­
ca polare mista di coppie di punti corrispondenti di G.,. (CAPORALI, loc. cit., n. 11, 23, 

2,, 30). 



SOPRA LE HESSIANE DELLE SUPERFICIE CUBICHE. 
[ Rendic. Isti. LQ'Inb, 1893]. 

La presente lVIemoria è una studio della Hessiana di una superficie 
cubica (in casi particolari che sono fra i più notevoli ). - Quando venne 
pubblicata nei Rendic., dell'istit. Lomb., dovette essere divisa in tre Note 
per ragioni tipografiche di spazio. -- Nella stampa attuale, scrivendo di 
seguito le tre Note, ho però mantenuto la divisione del lavoro in tre 
parti . Nella prima ho dimostrato che esiste una sola hessiana non dege· 
nere e dotata di linea multipla. Essa possiede una retta doppia con un 
punto triplo su questa retta ed è relativa a una superficie cubica dotata 
di un punto biplanare. Viene quindi un breve studio di questa hessiana, 
che costituisce la seconda parte del lavoro. L'ultima considera tutti i modi 
e le forme possibili in cui una hessiana può spezzarsi. N e ho fatto un 
riassunto in una tabella la quale comprende tutti i casi trovati e che mi 
sembrano anche i soli possibili. 

I. PARTE. 

Hessiane non degeneri dotate di linee multiple. 

l. Teorema. - L'unica supetjcie clel 4° ordine, irriduttibile dotata di 
una linecL 1mtltipla, che possa t·igum·dat·si come hessiana di una supmficie 
cubiccL, poss·iede tma sola t·etta doppia con un punto triplo su di essa ed è 
relativa a wta superficie cubica dotctta di un pwlto cloppio biplanm·e. 

2. È facile vedere che le superficie del 4° ordine, non degeneri e do· 
tate di linea multipla, possono classificarsi cosl; 

l o Superficie romana di Steiner, 
2° Superficie dotate di conica doppia, 
3° Superficie dotate di retta doppia, 
4° Superficie rigate. 
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Ciò premesso, la dimostrazione del suenunciato teorema può farsi per 
esclusione. Escluderemo cioè che l'hessiana di una superficie cubica possa 
appartenere alla l"' , alla 2"' , alla 4"' delle specie sopra descritte e dimo­
streremo che quando appartiene alla terza., essa possiede conseguentemente 
gli altri requisiti ·indicati dal teorema medesimo. Questa esclus ione si può 
far dipendere dai seguenti teoremi. 

3. << Se esiste un punto P la cui quadri ca polare (l ) è costituita da 
un piano doppio :re, e se la superficie fondamentale non è degenere, l 'hes­
siana si spezza in quel piano e in un cono eubico col vertice in quel 
plmto quando :re non passi per P; quando poi :re passi per P, l'hessiana 
si compone di :re contato due volte e di un cono quadrico col vertice in 
p: p naturalmente in quest' ultimo caso è uni planare per s3. ». 

Infatti: Se P non giace sopra :re, collochiamo in P il vertice (0001) 
del tetraedro fondamentale e prendiamo :re per faccia opposta. La quadrica 
polare di P è allora 

2:;k a4;k X.;Xk = 0. 

Se essa deve ridursi a x\ = o, si esigono le condizioni: 

e quindi il primo membro dell'equazione di H si spezza in x 4 = o e in 
un cono cubico col vertice in (0001!. 

Se invece P giace sopra :re, P è certamente uniplanare per S3 e pre­
dendo n per piano xi= o, avremo: 

s3 = xi 2 x 4 + q; = o 

dove q; è una ternaria cubica in :n i, ~' x 3• Conseguentemente si trova: 

il che dimostra la seconda parte del teorema. 
4. Proponiamoci ora la seguente questione. - L'in viluppo dei piani 

polari dei punti di una retta r è un cono quadrico. Se r appartiene ad 
B, il vertice di questo cono è un punto doppio di H e il cono suddetto 
costituisce il cono osculatore di H in quel punto doppio. La quadrica po­
lare del vertice del cono è una coppia di piani che si tagliano lungo la 
1' (2). Chiamando dunque corrispondenti due punti di H quando uno è 

(1) D' ora. innanzi quando parleremo di elementi polari intenderemo di considerli tali 
sempre rispetto a una superficie oubica fondamentale che r appresenteremo con S3 ; per 
indicare la sua. hessiana u seremo il simbolo B. 

(2) CREMONA, S1tlte B!tperfic-ie del 3. ordine. Crelle, Bd. 68. N . 14, 93, 56. 
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vertice del cono polare dell'altro, o (ciò che è lo stesso) quando il piano 
polare dell'uno tocca H nell'altro, segue che, in gene1·ale, a up.a retta di H 
corrisponde un punto (doppio) di H. Si può ora (lomandare, et ~tna retta 

1~ di H pnò, eccezionalmente, co1·1·ispondere una mwvct che non sia ~tn punto 
sewa che, per q~wsto , H si spezzi~ 

Intanto è certo che, se questa curva esiste, non può esser altro che 
una retta, perchè i coni polari dei punti di r· debbono formare un fascio 
e il luogo dei vertici dei coni di un fascio, quando non è un punto, è lilla 
retta (1). Vediamo dunque a quali conclusioni si perviene, se a una retta r 
di H, s i fa corrispondere un'altra retta r' pure di H. :M:entre un punto va­
riabile P percorre 1·, il piano polare di P tocca H in un punto P' di r' e 
quindi contiene r' . Cioè i piani polari dei punti di 1· fanno fascio attorno· a 1.t. 

Dunque, in questo caso particolare, la sviluppabile formata con tutti i piani 
polari dei punti di 1·, e che è generalmente di 2"' classe, è ridotta alla prima: 
a un fascio di piani. Viceversa , si vede subito che anche i piani polari dei 
punti di r' fanno fascio attorno ad r e sotto questo aspetto le 1·, ·r' sono in 
posizione reciproca. I coni polari dei punti di r debbono formare un fascio, 
avere i vertici sulla 1·' e, nel fa scio, non debbono esser contenuti piani doppi, 
altrimenti H si spezza; dunque questi coni si toccano lungo la 1·' (l) e si ta· 
gliano ulteriormente secondo una conica non degenere. In quest<> fascio 
esiste una sola coppia di piani costituita dal piano tangente a tutti i coni 
e dal piano della conica; l'intersezione di questi due piani si a.ppoggia a 
r'; sia 1·", e sia P 0 il punto di ,. la cui quadrica polare è la suddetta copia 
di piani. Il piano polare di P 0 deve esser tale anche rispetto alla quadrica 
polare di P 0 , dunque esso passa per r" e siccome P 0 appartiene ad r, così 
il suddetto piano passa anche per 1·' cioè contiene r' ed r" e quindi è il 
piano tangente a tutti i coni del fascio. Esso dunque fa parte della qua­
drica polare di Po, cioè passa per P 0 e per conseguenza P o appartiene alla 
superficie fondamentale S3• Quindi l'ipotesi fatta che a una retta r di H 
corrisponda un'altra retta r' pure di H, si trasforma in quest'altra : la S3 

passa per un vertice del pentaedro, cioè possiede un punto di Eckardt (2). 
Allora, secondo i noti resultati di Eckardt, si conclude subito che le 1·, r' 
s'incontrano, che la 1·" si appoggia a enh·ambe e che Po = r, 1·' . Dunque: 

(a) L'esistenza, di. una. retta r di H a cui CMTisponda una. rettn r' ptt1'e 

( l ) SEGRE, R icerche sz~i fasci di coni quadrici in uno spazio lineare qzwlunque (Aoc. 
delle Scienze di Torino . Vol. XIX, 1884 ' · - BERTINI, Szti fas ci di qztad1'iche in uno spazio 
a n dimensiO'Iti. (Ace. dei Lincei, Rendiconti , Vol. Il , serie 4"', 1886). 

(2) Ueber diejenigen F liichen d-ritten Grades, auf denen sich drei gcrade Linien i1t eine·m 
Pztnkte schneicdn: Math . .Annal. Bd . 10. 
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d·i H, esige che r e t·' s'incontt·ino, cost·itttendo wna coppia di rette sopranu­
tnm·at·ie conjttgctte. 

La proposizione reciproca è contenuta nei Ni 8 e 9 della mia Nota 
Sulle supm'jicie algebriche sùmnetriche (Ace. dei Lincei, 1890). 

Per le ricerche che seguono, è necessario tener presente che: 
(b) S e H non è degenere, a una t·etta di H non pttò cm·rispondet·e ctltro 

che un punto, od una t·etta. 
5. << Se a uno spigolo a del pentaedro, corrisponde un vertice A e se 

i tre vertici situati sopra a sono riuniti in uno stesso punto B, lo spigolo 
b corrispondente di B, non può possedere, riuniti in uno stesso punto, i 
tre vertici che contiene, senza che H si spezzi ». 

Collochiamo il vertice (0001) del tetraedro fondamentale nel vertice 
A del pentaedro e prendiamo la retta x3 =o, x4 =O, sullo spigolo corri· 
spondente a. È così implicitamente ammesso che a non passi per A, ma 
se ciò avviene, A è biplanare per S3 e vedremo a suo tempo (Cap. II) che, 
in quel caso, il teorema è verificato. 

Otterremo che il tetraedro fondamentale abbia la sopra indicata po· 
sizione esigendo che la quadrica polare di un qualunque plmto (y 0 y2 , o, 
O) di a sia un cono col vertice in A . Si trova così: 

(l) 

Si può anche, senza toglier nulla alla generalità, situare il punto 
B = (1 000) di a in uno dei vertici del pentaedro. Si ottiene ciò esprimendo 
che la quadrica polare di B sia una coppia di piani passanti per A . In­
tanto escludiamo subito, come contrario all'ipotesi del teorema, che la retta 
d'intersezione dei piani della suddetta coppia incontri a in un punto P, 
perchè la quadrica polare di P avrebbe un vertice in A e uno in B e 
quindi si spezzerebbe; onde P sarebbe un vertice del pentaedro. :!\fa l'i­
potesi del teorema sopraenunciato, richiederebbe che P coincidesse con B, 
cioè che B fosse biplanare per S3, caso il quale, come già abbiamo avver· 
tito, sarà studiato a parte (Cap. II). Si può dunque prendere per retta 
b - (x 1 =O, x2 = oj quella comune ai piani che costituiscono la quadrica 
polare di B. Questi piani sono distinti, altrimenti H si spezza (N° 3\. Può 
darsi che nessuno di essi passi per B , può darsi che ce ne passi uno e 
non l'altro (se passassero entrambi per H, B sarebbe biplanare, ecc.). Trat­
tiamo separatamente questi due casi. 

(a) Nel l 0, potremo situare il punto O =(0100) di a, nel conjugato ar­
monico di B rispetto alla coppia di piani che formano la quadrica polare 
di B stesso. Allora questa quadri ca è: 

au1 x/ + a122 X 2
2 =-O 
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onde, questa particolare scelta del punto (0100), esige che, alle condizioni 
già imposte (1), si aggiungano le altre: 

I tre valori del rapporto J!J.. che individuano i 3 vertici del pentaedro, 
Y2 

situati sopra a, si trovano annullando il discriminante della ternaria che 
rappresenta il cono polare di un qualunque punto di a. Questo discrimi­
nante è : 

U no dei tre vertici suddetti è naturalmente in y2 =O: se si vuole 
dunque che anche gli altri due siano ivi riuniti, dovremo annullare i coef­
ficienti di yi 2 e di y1 y2• M:a au1 e a 122 non possono esser nulli, altrimenti 
H si spezza (N° 3); dunque dovrà essere a 233 = O e l'equazione precedente 
diviene yi y2

2 =O. Essa ci esprime che non si può esigere (se H non si 
spezza) che i tre vertici del pentaedro giacenti sopra a siano riuniti in 
un punto; che se due sono riuniti in B l'altro cade nel 4° armonico di 
B rispetto ai piani che formano la quadrica polare di B. È dunque im ­
possibile realizzare, in q uesto primo caso, l'ipotesi contenuta n ell'enunciato 
del teorema. 

(b) Nel 2° caso, potremo prendere x i x 2 =O per quadrica polare di B. 
Allora, alle condizioni 11 1 già imposte, si aggiungono le altre: 

Per trovare i tre vertici del pentaedro situati sopra a, basta annullare il 
discriminante della quadrica polare di un punto di a, come nel caso pre­
cedente). Si ha così: 

Ora a211 è diverso da zero, altriment i nella equazione di S 3 manca una 
coordinata, S3 è un cono e H è indeterminato (N° 19). Se dunque l'equa­
zione precedente deve ridursi a y2" = o, sarà a 233 =O e allora l'ipotesi del 
t eorema è realizzata. La dimostrazione ne segue immediatamente. 

Infatti basta calcolare il di scriminante della ternaria che rappresenta 
la quadrica polare di un punto di b (xi = O, x2 = 0). 

Annullandolo, si trova : 
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a 322 y3 l Y3
2 (a Jaa a 3H- a~a~• ) + Y3 y 4 (aaaa aw- aJa4 a au) + 

+ Y42 
(a 334 a44 4 - a

2
3H ) ! = O. 

Ma aa 1~ =f: o, altrimenti il punto C _ (0100) è un vertice del pentaedro e 
i tre verti ci di esso, giacenti in a, non sono più coincidenti in un unico 
punto. Se l'equazione precedente deve ridursi a y3

3 = O occorre che sia 

a 333 CL4-14 - a 334 ctaH = a 33 1 a444 - a?a.u = O 

e quindi a\ 3 1 - a333 a3! 1 = o, cioè le quadriche polari di tut.ti i punti di 
b sono indeterminate, il calcolo di H mostm subito che si spezza. - c. d. d. 

6. Siamo ora in grado di dimostrare il teorema enunciato al principio 
di questo capitolo. Prima però faremo la seguente osRervazione genera.le. 
Se H possiede una linea doppia, non ne segue che ogni punto eli questa 
linea, pur essendo doppio per H, goda della, proprietà che la sua quadrica 
polare si spezzi. 11 ragionamento che fa il prof. Cremona al n. 83 della già 
citata memoria, non è qui applicabile. Potrebbe darsi che tntti i punti 
della linea. doppia fossero uniplanari, dotati cioè ognuno eli un solo piano 
osctùatore. Potrebbe anche esRere che la superficie fondamentale avesse 
dei punti doppi. Essi apparterrebbero certo a H e il piano polare di uno 
d'essi, essendo indeterminato, potrebbe pure esser rappresentato da uno 
degli infiniti piani osculatori di H in un punto della linea doppia. Però, 
viceversa., se esiste un punto la cui quadrica polare è una coppia di piani, 
quel punto è doppio per H. 

7. Cominciamo dall'escludere che ogni superficie del 4° ordine, non 
degenere, dotata di conica doppia , possa essere H di una Sa· Sia c2 la co­
nica doppia. Se H non ha punti singolari fuori di c2 la sua classe è 12 :1 ). 
Ciò significa che, costruita la curva polare di una qna,lunque retta 1· dello 
spazio (cioè b base del fa scio delle quadrir,he polari dei suoi punti t, essa 
incontra H in 16 punti tali che 12 di essi hanno i loro corrispondenti si­
tuati fuori di c2• Ora si vede facilmente che se la supposta H deve essere 
hessiana , possiede di conseguenza alm eno un pnnt.o doppio fuori di c2• In­
fatti: consideriamo un punto A di H la cui quadrica polare si spezzi in 
due piani e poniamo pure ehe A giaccia sopra c2 • Ad A corrisponde una 
retta a non passante per A 1altrimenti A è biplanare per Sa) e vedremo 
che allora H non possiede c:t ·Cap. n ·. Là retta a avrà a comune con c2 

un punto B al più, la retta b corrispondente di B passa per A. I tre ver­
tici del pentaedro, situati sopra a,, possono essere riuniti in B, ma allora 
non possono essere riuniti in A i tre che si trovano sulla b senza ehe II si 

(l) BEHZOLAIU, Sopra l{' 811,perficie del 4 • ordi1W dotata di conica doppia . (Annuali di 
mat, tomo Xl il ). 
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spezzi (N° 5). Dunque H possiede almeno un punto doppio fuori di c2• Quindi 
nel computare la classe bi sogna fare una ulteriore diminuzione di due al­
meno, dovuta al punto doppio P ulteriormente trovat-o. Ciò indica che la 
curva polare di una qualunque retta dello spazio passa per due punti 
fissi, o variabili, riunit i, o di stint i, ma corri sponden t i di P, situati cioè 
sulla retta p corrispondente di P . Essi non possono essere variabili, sulla 
p , perchè, se ciò accadesse, i piani polari dei punti di p sarebbero così di­
stribuiti n ello spazio che per ogni retta arbitraria ne passerebbero due 
distinti, o riuniti), e quest-o è impossibile perchè i piani polari dei punt i 
di una retta o inviluppano un cono, o formano un fascio ( o 4). Dunque i 
suddetti punti saranno fi ssi (distinti , o not Sia Q uno di questi; esso è 
comune alle curve polari di tutte le ret te dello spazio, dunque Q è doppio 
per Sa· Se è conico, il vertice del suo cono polare è Q stesso, cioè P coin­
cide con Q, il che non può essere perchè si è già dimostrato che la qua­
drica polare di P è una coppia di piani; dunque Q è biplanare, o unipla· 
nare per S3• Ma se è uniplanare, H si spezza (N° 3), se è biplanare, stu­
diando dettagliatamente H , dimostreremo che non contiene c2 (Cap. II). 

8. (a) Escludiamo ora le superficie rigate. Essa contengono infinite 
rette. A una retta di H corrisponde o una retta, o un punto ( o 4) se H 
non si spezza. Nel primo caso, il punto comune alle rette che si corrispon­
dono, nel secondo caso il punto corrispondente alla retta ha la quadrica 
polare che si spezza. Potrebbe fare eccezione il caso in cui una retta coin­
cidesse con la propria corrispondente, ma allora essa apparterrebbe a S3 

(N° 9 (a\\ e quando questo si ripetesse generalmente per ogni retta di H, 
H si spezzerebbe in S3 e in un un piano (N° 26). Si può dunque dire che 
sulla superficie H esistono infiniti punti le cui quadriche polari si spez­
zano. Il piano polare di uno qualunque di questi punti tocca H lungo la 
retta corrispondente, dunque la superficie H deve essere sviluppabile; e 
così intanto possiamo affermare che se H è una superficie rigata, irridut­
tibile, essa è sviluppabile. Basta dunque escludere che H possa essere un 
cono di 4° ordine, o la sviJuppabile di 4" ordine e di 3" classe osculatri­
ce di una cubica gobba. 

(b). Il cono di 4° ordine (irriduttibile) si esclude subito. Infatti a una 
sua, generatrice g corrisponderà un'altra generatrice g', ovvero un punto. 
g' non può coincidere genemlmente con g altrimenti Sa fa parte di H, e H 
si spezza. Essendo g' distinto da g, la quadrica polare di V = g g', verti­
ce del cono, si spezza in una coppia di piani (N° 4), la di cui retta comu­
ne dovendo appartenere a H passa per V , cioè V è biplanare per S3• Se 
poi a una, generatrice g corrisponde un punto G, o G è V e quindi V 
biplanare per S3 , o altrimenti , la quadricrL polare di V , avendo infiniti ver­
tici negli infiniti punti analoghi a G, si spezza in due piani la cui retta comune, 
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appartenendo a H, passa per V e ancora V è biplanare per S3• - In ogni 
caso dunque l'ipotes i fatta che H sia un cono del 4° ordine irriduttibile 
ci fa concludere che il vertice del cono deve essere biplanare per Sa· Ora 
in questo caso vedremo (N° 17) che H non può esser un cono di 4° grado 
senza spezzarsi. 

(c'. Passiamo alla sviluppabile di 4° ordine. Alle sue generatrici cor­
rispondono i punti della cubica gobba di cui è osculatrice (perchè questa 
cubica è doppia per la suppos ta H) Uno dei punti P in cui la cubica 
taglia Sa è un punto di Eckardt. La generatrice p, corrispondente di P, 
non può passare per P , altrimenti P è biplanare per Sa e allora H non 
è rigata, nè sviluppabile (Cap. Il). Quindi non passando p per P, bisogna 
che il piano polare di P passi per P e tocchi H lungo p , cioè abbia co· 
munì 4 punti con la cubica gobba, il che è assurdo se ess:-~ e quindi H 
non si spezza. 

9. Finalmente dimostriamo che l' nni ca F1 che possiede una retta dop· 
pia è quella relativa a una S3 dotata di pnnto biplanare. Le considera· 
zioni seguenti spettano a qualunque super:fieie di 4° ordine che possegga 
almeno una retta doppia. Onde le conclusioni saranno applicabili tanto 
alla superficie di Steiner, quanto a un caso particolare di una H dot ata 
di conica doppia che forse pot rebbe non rien trare nell e considerazioni del 
N° 7 ; il caso in cui la conica doppia sia degenere. Abbiasi dunque nn' H 
dotata di una retta doppi a 1'. A 1· corrisponderà una retta, o un punto {4). 

(a). Supponiamo che a 1' corrisponda una retta 1'
1 costituendo insieme 

una coppia di sopranumerarie conjugate. Sia, dapprima, la 1, coincidente 
con la r. Allora i piani polari dei punti di 1· passano per 1· , ossia r ap· 
partiene anche ad S3. Fra i punti di t' è stabilita una projettività essendo 
corrispondenti due punti che siano l' uno il vertice del cono polare del· 
l'altro. I punti uniti di questa corrispondenza sono dunque doppi per S 3 

e potranno essere distinti, o coincidenti. In ogni caso uno qualunque di 
essi non può essere conico per S3, perchè sarebbe tale anche per H e di 
più il cono oscnlatore iv i di S3 sarebbe cono osculatore ivi anche per H. 
Ora tutti i punti di ,. sono biplanari , o uniplanari per H; dunque i sud· 
detti punti uniti saranno biplanari o uniplanari per S 3 e quindi H è re· 
lativa a una S 3 cùe possiede almeno un punto biplanare: ovvero H si 
spezza. Se poi r' è distinta da r, il punto ?' 1, avrà per quadrica polare 
una coppia di piani che s i taglieranno lungo una retta 1·" che si appog· 
gia a ?' e r' (N° 41 . Il piano polare del punto,. r ' è il piano 1' r' e deve 
toccare H lungo la 1·" corrispondente del punto ?' r' (N° 4). Se ,., è distin· 
to da r e da ·r' il piano polare suddetto tagli a H in una curva del 5° or· 
dine (com posta di 1', r" contate ognuna due volte e di t·' contata una 
volta) e quindi H si spezza. Se 1·" coincide con r, o con t·', il punto ?' 1·' 
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è biplanare per Sa e ancora H è l'hessiana di una t:ia dotata di un punto 
bi planare. 

1b). Supponiamo adesso che a r corrisponda un punto R. Io dico che 
,. deve contenere R e quindi R deve essere biplanare per Sa· Infatti , am­
mettiamo che 1' non contenga R e prendiamo t· per lato Xa =o, x 4 =o, 
del tetraedro fondamentale, R per vertice (0001) e poniamo inoltre il punto 
(1000) in uno dei t re vertici del pentaedro che appartengono e r. Ci oc­
corre ora di stinguere due casi a seconda che la retta comune ai piani che 
formano la quadri ca polare di ( 1000) non incontra t·, ovvero la incontra. 

N el l o ca so il tetraedro fondamental e potrà avere le stesse posizioni 
del N° 5 (a), o (b), a seconda che la quadrica polare di l1000) non passa, o 
passa per (1000). Si hanno 0osì le due equazioni seguenti per H : 

dove: 

D= 

Ora, se H possedesse, nell'una, o nell 'altra delle due forme, come ret­
ta doppia la t·_ (Xa = o, X 4 = O), bisognerebbe che posto x 3 =A x 4 si stac­
casse dal primo membro il fattore X 2

4• E questo non può avvenire senza 
che sia a 223 = a 233 = o, cioè senza che H t~i spezzi. 

Nel 2° caso, la quadrica polare di (1000) potrà prendersi sotto la for­
ma a113 xi Xa =o, ovvero alll xi

2 + a 133 Xa
2 = O a seconda che essa passa, 

o no per (1000). In ogni modo, calcolando H si trova, analogamente a quel 
che si è fatto sopra, che essa non può possedere come retta doppia la 
r = (Xa =o, X 4 =- O) senza spezzarsi . Dunque se un'H possiede una retta 
doppia r, ad t· deve corrispondere un punto R di t·, cioè R deve essere 
biplanare per S3• 

Il teorema enunciato al principio di questo capitolo è così dimostrato. 



SOPRA T.R HJ<:SSIAN~: DEtU~ SUPERF ICiE CUBiCHE . 

IL PARTE 

L'Hessiana di una superficie cubica dotata di un punto biplanare. 

10. Se si colloca il vertice (0001) del tetraedro fondamentale nel pun­
to bi planare e se si prendono per piani x 1 == o, x2 = O quelli che ne co. 
stituiscono il cono osculatore, l'equazione di S3 può scriversi sotto la 
forma: 

az q; 
dove q; è una ternaria cubica in x 1 , x~.l , x 3 • Ponendo lflik = -----'--- l'e­a x; a xk 
quazione di H è 

H= 2 xl X2 X 4 lfl33 - lf133l x/ lfln + X2
2 

lfJ22 -- 2 xl X2 lflt3! + 
+ (xl lflt3 - X2 q;23f = O · l (l) 

Essa mostra immediatamente che il punto biplanare di S3 è triplo 
per H, che la retta (x1 =o, x 2 =O) è doppia, e che il cono osculatore nel 
punto triplo si spezza nei tre piani: 

n piano x 1 =O, oltre la retta doppia, contiene le altre due rette di 
H date da 

Così il piano x2 = O, oltre la retta doppia, contiene le altre due 

Finalmente il piano q;33 = O tocca H lungo le due rette: 

Dunque, per il punto, passano 7 rette di H: esse costuiscono la com­
pleta intersezione (d i 12° ordine) del cono, osculatore in quel punto, con 
H, giacchè la retta doppia conta 4 volte in quella intersezione, le rette 
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situate in <p33 = O contano ciascuna come due, le altre 4 contano ognuna 
semplicemente. 

11. La rappresentazione piana di H è ovvia e si può ottenere projet­
tando H dal suo punto triplo sopra un piano, non passante per quel pun­
to. La rappresentazione ha sette punti fondamentali eli cui due coppie 
allineate con quello che rappresenta la retta doppia: sia. l quest ' ultimo; 
(2, 3 ), (4, 5) le coppie allineate con l ; 6 e 7 gli altri due. Tutte le oo3 

quart iche piane che hanno in l un punto doppio, c}le passano semplice­
mente per 2, 3, 4, 5 e che in 6, 7 toccano la retta 6 . 7 sono immagini 
delle sezioni piane della superficie. Le ret te l . 6 , l . 7 sono immagini 
di altre due rette della superficie che si appoggiano alla retta doppia senza 
passare per il punto triplo . Indichiamo con 1·1 la retta di H la cui imma­
gine è i. Tanto in 6, quanto in 7, la rappresentazione ha due punti infi­
nitamente vicini, dunque sulle ret te r 6 , ·r7 esistono altri due punti doppi 
di H. Le sezioni piane di H, che passano per questi due punti doppi, so· 
no rappresentate dal fascio di quart iche, ognuna delle quali ha 3 punti 
doppi in 1, 6, 7 e 4 punti semplici in 2, 3, 4, 5. Dunque H possiede 
altri due punti doppi situati fuori de11a retta doppia. Non ne esistono al· 
tri. Infatti, se un punto doppio P esiste sopra H e giace fuori della retta 
doppia, eRso deve trovarsi sopra una delle rette di H che passano per il 
punto triplo T. Se giace p . es. sulla retta la cui in1magine è 2 , tiriamo 
il piano tangente a H in un punto Q della suddetta retta distinto da P. 
La sezione di questo piano è costituita dalla 1·2 e poi da una cubica che 
ha in T un punto doppio e che passa per P e per Q; dunque la r2 fa 
ancora parte eli questa cubica, cioè il piano suddetto tocca H lungo r 2 , 

il che è impossibile, altrimenti le immagini delle sezioni piane non sareb­
bero più = 3• Dunque il punto doppio P sarà sopra una delle t·6, o t ·7 • 

Ma sopra ciascuna ce nè già un altro oltre P e T, essa quindi sarebbe 
doppia per H, il che è assurdo (Cap. I). Le sillgolarità eli H possono dun­
que riassumersi così: 

<< L'hessiana di ttna superficie cubica dotata di un ptmto doppio bipla­
?utre è un monoide di 4° ord·ine, con ttna retta clopp·ia passctnte per i l pun­
to triplo e con altr·i due punti cloppi jttOt"i della 1·etta doppia. N el]ntnto tri­
plo concorrono, oltre la 1·etta clop]Jia, alt1·e 6 rette della superficie : dtte cop­
p ie d·i esse si t1·ovano in chte piani passanti pm· la t·ettct doppict, le altre due 
g·iacciono in ttn piano il qua.le tocca H lungo entrambe. La snpm:ficie pos­
siede almeno alt1·e due 1·ette c-he Ni appoggiano alla t·etta dopp·ia ». 

12. Tutti i punti della retta doppia sono biplanari . La coppia di piani 
che costituisce il cono osculatore in un punto di quella retta è : 
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X1 
2 i (a\aa - ana a aaal Y3 l -t- X2

2 l (a \ aa - a 22a a 333) Y3 \ + 
. l + 2 X 1 X2 l (a12a a aaa - a,33 a 22al Y3 + 2 aaaa Y4 1 =0. 

Dunque: <.<La t·etta doppia. contiene dtte pnnti uniplanari >> dovuti ai 

due valori di Y3 per i quali è 'nullo il discriminante della precedente equa-
Y4 . 

zione. Questo discriminante può porsi sotto la forma: 

a·an Ya 

am Ya + aaaa Y4 

a ata Ya aa2a Y3 

(1) 

esso, manifestamente non differisce dal discriminante della quadrica pola· 
re di (O, O, y3, y4) che per il fattore a333 , il quale per ora supporremo 
non nullo. Quindi: 

<< Sulla retta doppia esistono, oltt·e il pttnto triplo, altt·i due punti la 
cui quadrica. polm·e, t·ispetto a S3, si spezza in due piani e quest·i due punti 
souo tmiplanm·i per H>> . 

Inoltre si vede facilmente che: 
<< Le due rette d·i JT, che non passano per il punto t1·iplo, ttniscono cia­

scttna uno dei punti doppi, che sono fum·i della t·etta doppia, a uno dei punti 
ttniplanari ». 

Da cui segue : 
<<Nella rappresentazione piana di H la retta 6. 7 è toccata nei punti 

6, 7 da due coniche del fascio i cui punti base sono 2, 3, 4, 5 ». 
13. Indicando con T il punto triplo, con P6, P 7 i punti doppi di H 

che giacciono fuori della retta doppia; con ui7l ui7 i punti uniplanari in 
modo che sia t·16 ~ Pr,. U16 ; r 17 = P 7 • U11 è facile constatare che la cor­
rispondenza fra le rette e i punti doppi di H si stabilisce cosl, 

la retta ,. 1 al punto T 

» :.. rt6 >> >> p7 

» » t'n » » p(j 

>) » r6 » » u17 

» » 1'7 » >> ui6 

Le rette r2 r 3 ; r4 t·5 formano due coppie di sopranumerarie conjugate. 
14. Osserveremo un caso particolare di questa H: quello che corri­

sponde all'ipotesi a333 =O, Allora la retta lungo la quale si tagliano i 



SOPRA J.E RESSIAN~~ DgLLE SUPERFI CIE CUBiCHE. 

piani osculatori di S3 nel punto biplanare, appartiene per intero a S3 e 
rappresenta due delle sei rette di S3 che giacciono nei piani suddetti. H 
si specializza così : 

<< T?~tti i p?mti della 1·etttt doppia sono uniplanm·i » come risulta subi· 
to dall'esame del discriminante (l} del N° 12. 

15. Si può ora completare la dimostrazione del teorema del N° 8 (a) 
così enunciato << H non p?t.ò mai essere un cono del 4° ordine i1·rid?~ttibile >>. 

Infatti, per le considerazioni allora svolte, tale dimostrazione si riduce 
ad esaminare se l'H studiata in questo capitolo II può esser un cono non 
degenere col vertice nel punto triplo. 

Ma per la speciale posizione del tetraedro è evidente che se ciò av­
venisse, dovrebbe nella (l) del N° 10 mancare la coordinata x4 e quindi, 
o mancare questa coordinata anche nell'equazione di S3, ovvero essere 
identicamente <p33 = O. N el l o caso S3 è un cono e H è indeterminata 
(N° 17); nel 2° caso H degenera in due piani ognuno contato due volte. 

ID PARTE 

Hessiane degeneri. 

lG. Prima di intraprendere le seguenti ricerche, sopra le hessiane de­
generi, è necessario completare il teorema del N° 3 considerando tutti i 
casi in cui Sa si spezza. Se S3 si compone di una quadrica e di un piano 
secante, la sua equazione potrà scriversi 

S3 = xi (x/+ a;22 + Xa2 + x4z) =O' 

da cui 

H= x1
2
(- 3X/ + x 2

2 +x3
2 +x\)= O. 

La quadrica polare del punto (1000) è x 1
2 = O. Se poi il piano che 

compone S3 è tangente alla quadrica, allora potremo scrivere 83 = xi 
(xi x 2 + x 3 x4), da cui H= xi 4 = O e ancora la quadrica polare di (1000) 
è x 1

2 = O. Se finalmente Sa degenera in tre piani distinti, o coincidenti, 
H è indeterminata. Dunque: 

Se la S3 è degenere e H non è indeterminata e se esiste un punto, 
la cui quadrica polare è un piano doppio, la 83 è composta di un piano 
e di una quadrica. Se il piano non tocca la quadrica, H è composta di 
quel piano contato due volte e di un'altra quadrica; se il piano tocca la 
quadrica, H è quel piano contato 4 volte. In entrambi i casi il punto, la 
cui quadrica è costituita dal piano contato due volte, è il polo di quel 
piano ri spetto alla quadrica che compone S3 ». 

ÙUNJ . 12 

;. 

. 

' 
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17. Aggiungeremo anche che se la S3 fondamentale è un cono ( dege· 
nere, o no) la H è indeterminata. Perchè basta osservare, che ponendo un 
vertice del tetraedro fondamentale nel vertice del cono, manca una coor. 
dinata nella equazione di S3 e quindi nella equazione di H (sotto forma 
di determinante) ma,nca una linea e una colonna. 

18. Ammettiamo ora che H sia composta di un piano (che diremo 
piano hessiano) e di una superficie cubica non degenere. Un caso in cui 
questa ipotesi è verificata l'abbiamo già notato tN° 3). Se la superficie 
fondamentale non è degenere e esiste un punto la cui quadrica polare è 
un piano doppio non passante per il punto, quel piano appartiene ad H 
e il rimanente di H è un cono cubico col vertice in quel punto. Esami­
niamo ora se l'ipotesi ammessa è realizzabile altrimenti. Essa può certo 
conseguirsi anche nel seguente modo. Supponiamo che una retta di H go­
da la proprietà che i coni polari dei suoi punti siano coppie di piani tali 
che nessuna coppia sia formata da piani coincidenti (altrimenti si ricade 
nel caso già considerato N° 3). Affinchè accada questo, si vede facilmente 
che gli assi delle infinite coppie non debbono coincidere e che tutte le 
coppie debbono avere un piano comune. In questo piano gli assi suddetti 
formano un fascio. Onde esso si staccherà da H. Sia allora x2 = o, x 3 = O 
la retta suddetta: il piano comune a. tutte le coppie che formano le qua­
driche polari dei punti di quella retta non la conterrà, o la conterrà. Nel 
primo caso potrà prendersi quel piano per xi= O e quindi la quadrica 
polare di un punto (yi, O, o, y 4) di x 2 =O, x 3 =O sarà: 

Yi l a111 xi2 + 2 ai i a mi x2 + 2 a113 xi x3 + 2 an• xi x4 ! + y4 a411 mi2 = O 

e quindi 

~=~=~=~=~=~=~=~=~= 

a4a = a,2, = a4a4 =O. 

l\1a allora il punto (0001) è uni planare per S3 ; xi si stacca due voi­
da H e il rimanente di H è un cono quadrico col vertice in (0001) (N° 16). 

Nel 2° caso il piano oomune suddetto potrà esser preso per piano 
x2 = O e quindi la quadrica polare di (Yi , O , O , y4) sarà: 

Yi ! 2 a121 xi x 2 + a122 x 2
2 + 2 a123 x2 x 3 + 2 a124 x 2 x 4 l + y4 l 2 a421 m2 xi + 

+ a422 x2
2 t 2 a423 x 2 x3 + 2 a421 x 2 x 4 l = O 

onde: 
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Segue che la retta x2 = O, ::r3 = O, appartiene anche alla Sa e su di 
essa esistono due punti (distinti, o coincidenti) tali che le loro quadriche 
polari si spezzano in coppie di piani i cui assi passano per quei punti 
stessi. Per ottenerli, basta scrivere l'equazione del piano il quale insieme 
a x2 = O compone la quadrica polare di (y1 , O, O, y4 ) ed esprimere che 
il piano suddetto contenga il punto (y1 , O , O , y4) stesso. Si ottiene così 
l'equazione: 

la quale individua due valori del rapporto Yt e quindi i due punti doman· 
Y4 

dati sopra x2 = o, x 3 = O. Essi sono evidentemente biplanari per Sa. 
19. Prima di esaminare, con maggiori dettagli, questo caso particolare 

e vedere se la parte residua di H è ulteriormente degenere, è necessario 
fare le seguenti considerazioni. Nel N° precedente abbiamo veduto come 
ai punti della retta x2 = o, xa = o, corrispondessero le rette di un fascio 
il cui piano passava per la retta suddetta. E così abbiamo trovato due 
casi in cui da H si stacca un piano: essi si ottengono facendo corrispon­
dere a quel piano un punto, od una retta. Si può ora domandare: a un 
piano può corrispondere qualche altro elemento che non sia un punto, nè 
una retta~ La risposta dipende dalle seguenti considerazioni. Esista un 
piano n che faccia parte di H. Escludiamo che i coni polari dei punti di 
n abbiano il vertice comune, giacchè allora è indubitato che la quadrica 
polare del vertice è n eontato due volte e conosciamo quali particolarità 
ne seguono per S3 e per H (N° 3 e 16). Fatta questa esclusione si pre­
sentano i due casi seguenti: 

l 0 I coni polari dei punti di n in generale non si spezzano in coppie 
di piani. 

2° Tutti i coni polari dei punti n sono formati da coppie di piani. 
Tanto nel l o caso, quanto nel 2°, bisogna avvertire che non debbono 

esistere quadriche polari formate da piani doppi, altrimenti si ricade nel­
l'ipotesi già considerata, che esista un punto la cui quadrica polare è un 
piano doppio (Ni 3 e 16). 

Tenendo presente questa condizione, cominciamo dall'esaminare il pri­
mo caso. 

a). I vertici dei coni polari dei punti di :n costituiranno un luogo L 
di punti .A i cui corrispondenti .A' giacciono in n. 

D piano polare di .A deve toccare H in A', dunque il piano polare 
di A è n e siccome .A è un qualunque punto di L, così ne viene che L 
appartiene a tutti i coni polari dei punti di n. Questi coni formano dun-
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que una rete particolare che ammette una base L la quale potrà essere 
una superficie, o una linea. l\'fa se è una superficie, non può esser altro 
che un piano comune a tutti i coni, cioè tutti questi coni si spez_zano, e 
si cade nel 2(' caso. 

Sia dunque L una linea. Dico che è una retta. Infatti, preso un fa­
scio della rete, se i coni del fascio hanno il vertice comune, si tagliano 
secondo 4 rette (concorrenti in un punto) alle quali deve appartenere la 
linea L. 1\fa essa non può esser costituita da più di una di queste rette, 
perchè se fosse costituita da due, il loro punto d ' i_ncontro sarebbe eviden­
temente vertice comune a tutti i coni, non solo del fascio, ma bensì della 
rete, il che è stato precedentemente escluso. Se poi i coni del suddetto 
fascio non hanno il vertice comune, il luogo L è ancora una retta (1). 

Onde al piano :n corrisponde nel l o caso una retta. E quindi valgono le 
considerazione svolte al N° 18. 

b). Nel 2° caso prendiamo una retta r di n. Le quadriche polari dei 
suoi punti debbono essere coppie di piani sempre distinti. Bisogna dunque 
(N° 18) che queste coppie abbiano un piano comune passante per ,. e sic­
come r è una qualunque retta di :n:, si vede subito che questo piano è n. 
Quindi, in questo caso, la quadrica polare di un punto P qualunque di :n 

è composta di :n e di un altro piano variabile che genera al variare di P 
(in :n) una stella il cui centro ha per quadrica polare :rc2

, onde :n appar­
tiene una volta a S3 e due volte a H [perchè ogni plmto la cui quadrica 
polare si spezza è doppio per H e (anche per il N° 16) :n corrisponde a 
se stesso]. 

20. Possiamo dunque concludere che, se si richiedono tutte quelle su­
perficie cubiche le cui H sono composte di un piano :n e di una ulteriore 
superficie cubica non degenere, basta esaminare i due casi in cui a :n cor­
risponde un punto, od una retta. Il caso in cui gli corrisponda un punto 
è già stato esaminato (Ni 3, 16): rimane dunque il caso in cui gli corri­
sponda una retta. In altre parole: se esistono H composte di un piano e 
di una superficie cubica, che non è- un cono e non è degenere, esse non 
possono provenire altro che dal caso svolto al N° 18 e che ora vogliamo 
ulteriormente sviluppare. 

21. In virtù di quelle considerazioni (N° 18) e della precedente con­
clusione, la questione dell 'esistenza di lm' H composta come sopra si è det­
to è ridotta allo studio del seguente caso abbastanza semplice: 

« La S3 fondamentale possiede aln~eno un punto biplanare e il piano 
che deve entrare a costituire H passa per il punto biplanare. Se l'S3 ha 
un punto biplanare abbiamo (N° 10) 

(l ) BERTINI e SEGRE: loc. ci t,. 



SOPRA J,E HESS IANI~ DELU: SUPERFICIE CUBICHE. 

H = 2 X 1 X 2 X4 <vaa - !l>aB I xt 2 
<vu + X2

2 
<T>22- 2 xt X2 <T>1z l + 

+ (Xt <T>1a - X2 ([.123? = O • l 
18l 

(l) 

E ssa è lineare in x4• Se si deve staccare un fattor lineare in xi , 
x

2 
, x3 bisogna cbe esso sia contenuto nel coefficiente di x 4 e nel termine 

indipendente da x4• Dunque: o si stacca q>33 , oppure xi (o x2 che è lo 

stesso) . 
Supponiamo che si stacchi ([.133 = o, cioè a331 x 1 + a332 x 2 + ct333 x 3 = O. 

Si hanno quindi le condizioni a,131 = a 133 = a 232 = a,233 = O, onde r.p33 = x3 =O. 
Allora è facile constatare che la quadri ca polare del punto (O, o, 1, - 2 a 213) 

è x3
2 =O: dunque tNi 3, 16) la parte rimanente di H è un cono cubico 

col vertice in (0, o, 1,- 2 am '· Quest{) calcolo esclude però che q>33 sia di­
verso da x1 , o da x2 , giacchè allora dovrebbe essere a 331=0, ovvero a 332=0. 
Sia dunque q>33 x 1 , onde si abbia a332 = a.333 =O. Perchè dalla (l) prece­
dente si stacchi xi , dovrà essere anche a 232 = O. Quindi indicando con H 3 

la parte residua di H, abbiamo : 

S3 = x 1 x 2 x 4 + aw x 1 ~ + a 222 ~3 + 3 am x 1
2 x 2 + 3 a 122 x 1 x 2

2 + 
+ 3 a 1 13 x 1 

2 x 3 + 3 a 133 x 1 x 3 
2 + 6 a 123 x 1 x 2 x 3 = O , 

H 3 = ; x 1 x 2 x 4 - 3 am x 1
3

- 3 a,222 x2~ + 3 a11~ x 1
2 x 2 + 3 a.122 a:1 x 2

2 + 
-1--3 am x 1

2 x 3 + 3 a133 x 1 x 3l + 6 a123 x 1 x 2 x 3 l a33 1 + 3 a\13 x 1
3 =O 

Cioè: << tanto S3, qua-nto H3, hanno lo ste~so ptmto biplana1·e e ivi gli 
stessi piani osculatori, e pe1· entrambe, la t·etta d'intersezimte di q~testi piani 
·rapp·resenta quctttro delle sei t·ette dell'una e dell'altt·a che passano per il 
punto biplanare ». 

Supponiamo ora che q>33 sia diverso da x 1 e da x2 e cbe dalla (l) si 
stacchi x2• Si hanno allora le condizioni : 

onde: 

Sa= Xt x 2 x 4 + a222 X2
3 + aaaa Xa

3 + 3 Ctn2 X1 x 2
2 + 3 a 22a X22 x3 + 

-t 3 a 233 x 2 x 3 
2 + 6 ct123 x 1 x 2 x 3 = O , 

Ha= x1 x 4 (aaa2 x 2 + a aaa x 3) - (a,m x 2 + am Xa) j3 a222 x2
2 +· 

+ 3 a 22a X2 x 3 - 3 a.m x1 x 2 - 6 a123 x 1 x 3 l + 3 ~ (a2a2 x 2 + a2aa xa)2 =O. 

Da cui risulta che tanto Sa quanto H 3 godono di questa proprietà: 
« Ognuna poss·iede dtte pttnti b·iplanctt·i i q·ttali ha-nno a comune un piano 
osculatm·e, senza che ·i piani oscttlatori dei pttnti bipla.nari stessi passino per 
ttna tnedes-itna retta ». 
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« Uno di qtwsti pt~nti biplan.at·i appm·tiene contemporanea11wnte a Ba 
e Ha >> . 

22. Riunendo i resultati dei Ni precedenti, possiamo dunque afferma­
re che: 

<< Le condizioni che debbono essere soddisfatte affinchè un'H sia compo­
sta di un piano e d·i una st~perficie m~bica, in. generale non degen.m·e, sono 
1~1ta delle seg1~enti : 

1"·. Esiste 1~n. punto la cui quadrica polare è 1m piano doppio non 
pauante pe1' i l p1~nto e la Ba fondamentale non è degenere. La ·rimanente 
parte di H è un cono mtbico col vertice in qttel punto. 

2"'. La Sa fondmnentale possiede 1~n p1~nto bi1Jla1ta1'e tale che, nella ret­
ta d'intet·sezione d.ei s1wi piani osculato1·i, cadono quattro delle sei t·ette di 
Ba che passano per il p1mto biplanat·e stesso>>. 

3•. La Sa fondamentale possiede duè p1tnti biplana1·i i quali hamw 
un piano osculatat·e comune senza che i piani osculatori dei punti biplanari 
stessi fo?·mino un fascio». 

<<In questi dt~e 1~lti1ni casi la parte di H, che non è un piano, è una 
supeTficie cubica H 3 dotata di 1~guali singolm·ità della S1tperficie fondamen­
tale, onde a sua volta l'hess·iana di Ha si spezza in 1m piano e in 1~na n1wva 
supe1'ficie cubica completamtente a1wloga ?telle singolarità e nelle circostanze 
di si1tgola1·ità delle due antecedenti >> . 

23. Vogliamo ora esaminare, con qualche dettaglio il caso, (b) del N° 19 
in cui si è ritrovato un esempio, già notato al N° 16, di un H composta 
di un piano e di una quadrica relativa a una Ba composta del medesimo 
piano e di un altra quadrica. Onde si ha : 

Ba= x 1 (x1
2 + x2

2 + Xa2 + x 4
2
) = x 1 B2 =O; H= m/(- 3m1

2 + 
+ x2z + 'X'az +· x24) = Xtz H2 =O. 

chiamando con B2 e H2 le quadriche che compongono Sa e H. 
< La quadrica-lwssiana tocca B2 lungo la intersezione di B2 col piano-hes­

sia1MI e insieme a Bv al cono tangente comu1w e al piano suddetto contato 

due volte, fonna un gruppo il cui rappm·to anat·monico è - ~ >>. 

Inoltre, si verificano facilmente le seguenti proprietà: 
« Il piano hessiano corrisponde a se stesso : 11tent1'e un punto percorre 

q1testo piano la sua quadrica polare si spezza in d1te piani di cui uno è 
fisso e coincide col piano hessia1w stesso, l'altro è il piano pola1·e del pun· 
to rispetto a entm1nbe le quad1·iche onde passa pe1· un punto fisso, polo del 
piano-hessimw 1·ispetto alle q1wdriche suddette. Questo punto fisso ha per qua­
drica pola1·e, -rispetto alla Ba, il piano-hessiano contato due volte». Chiamando 
conica-hessiana l'intersezione del piano-hessiano con H2 , o con B2, abbiamo 
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anche eh << ogni p7mto della, conica hessiana corrispm~de alla tangente alla 
conica in quel p7tnto e le due generatt"ici di H2, che vi passano, fonnano ttna 
coppia di sopranumerarie conjugate >>. 

24. Sia S2 un cono. Se il vertice giace sopra x 1 = o, H è indetermi­
nata (N° 17 ): se si trova fuori, avremo: 

0 _ ( 2+ 2+ 2_0 _ 2( 2-f 2+ 2)-0 JJa - Xt X2 x3 x4 ) - ' H -- xt xt - Xa x4 - . 

cwe Sa fa parte della propria H. È questo l'unico caso in cui accade que­
sta singolare coincidenza. Infatti, se Sa deve appartenere alla propria H, 
bisogna che H ,Ili spezzi in un piano e in una Ha che non può essere un 
cono perchè se S3 è un cono, H è indeterminata (N° 17). Esaminando al­
lora i casi trovati al (N° 21), si vede che, in entrambi H 3 non può coin­
cidere con S3 , senza che S3 si spezzi in un piano e in una quadrica. Ora, 
quando Sa è così composta, l'equazione di H del N° precedente, ci dice 
appunto che la coincidenza voluta non può avvenire se la quadrica S2 

non è un cono col vertice fuori del piano che insieme a S2 compone Sa· 
D'altra parte se S2 degenerasse in due piani, Sa sarebbe un cono e quindi 
H indeterminata. 

Dunque: 
<< L'unica supm'jicie cubica che appartenga p m· inte~·o alla propria hes · 

siana, senza che questa hessia.na. sia indetm·minata, è cmnposta, di tm cono 
qtur.drico non degenet·e e di un piano che non pa.ssa per il vm·tice del cono. 
L'hessiana è così composta della S3 fondam~entale e del piatw contato un}al· 
tm volta». 

Le proprietà già esposte relative alle corrispondenze stabilite fra i 
punti di H, quando Sa è composta di un piano e di una quadrica si par­
ticolarizzano qui molto facilmente. Fra di esse noteremo la seguente: 

<<Le genel'att·ici del cono con·ispondono a se stesse, cioè mentre un pun­
to pm·cmTe una, gene~·att·ice, il vm·tice del cono polare eli qttel pttnto percm·re 
la stessct genm·atrice mantenendosi conjugato a.nnonico del stw con·ispondente 
t·ispetto al vertice del cono e al punto in cui la. suddetta generatrice incon­
tra il piano che fa pat·te di Sa e di H>>. 

25. Così abbiamo esaminato i casi possibili in cui un'H è composta 
di una superficie cubica e di un piano e abbiamo a.nche trovato un caso 
in cui essa componevasi di un piano doppio e di una quadrica (§ 23, 24). 
Conviene ora discutere, nel modo più completo, i casi in cui H contenga 
una quadrica. Cominceremo quindi dall'osservare che un'H non può esser 
composta di due quadriche irriduttibili che non siano entrambe coni. Ciò 
riesce evidente per mezzo delle considerazioni stesse con le quali al N° 8 
dimostrammo, che se una superficie rigata irriduttibile era hessiana, bi­
sognava che fosse sviluppabile. Infatti, quelle considerazioni si fondavano 
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sul teorema che « se un'H non si spezza, a una retta corrisponde n punto, 
od una rfltta >> . Ma se H è costituita di due quadriche irriduttibili, a una 
retta corrisponderà ancora una retta, o nn punto, giacchè, se le corrispon­
desse un piano, esso farebbe parte di H e una almeno delle due quadri­
che che compongono H sarebbe degenere. Dunque se H è composta di 
due quadriche, una di esse almeno sarà sviluppabile e quindi un cono O. 

Ma si vede subito che anche l'altra Q deve essere un cono. Giacchè l' u­
nico caso che potrebbe, a prima vista, presentare eccezione sarebbe que­
sto: che a una retta r di Q corrispondesse pure una retta t·' di Q e che 
al pLmto t' r' corrispondesse una generatrice 9 del cono O. Ne seguirebbe 
che la quadrica polare del vertice di O avrebbe un vertice nel punto t' T 1

; 

e poichè questo punto è un qnahmque punto di Q, la quadrica polare 
suddetta sarebbe nn piano doppio. Possiamo dunque dire intanto che : 
l'ipotesi che H sia composta di due quadriche irridnttibili è, per om, am­
missibile solamente quando le due quadriche sono due coni. 

26. Dimostriamo ora che uuo almeno di questi coni deve spezzarsi 
in due piani. Infatti, ammettiamo che entrambi siano irriduttibili. A una 
generatrice qualunque non potrà corrispondere altro che un'altra genera­
trice, ovvero un punto, perchè, se le corrispondesse un piano, esso appar· 
terrebbe ad H e quindi uno dei supposti coni si spezzerebbe. 

(a). Ciò premesso, consideriamo dapprima il caso in cui la quadrica 
polare del vertice Vi di uno dei coni ci non si spezzi. È evidente allora 
che a non più di una generatrice del cono suddetto può corrispondere un 
punto, perchè, se ciò accadesse, anche solamente per due generatrici, la 
quadrica polare di Vi dovrebbe avere, nei due punti corrispondenti, due 
vertici, e quindi spezzarsi. E nemmeno a una generatrice 9i del cono ci 
può corrispondere un'altra retta di H che passi per Vi , altrimenti V1 , 

punto comtme a due sopranumerarie coniugate, avrebbe la quadrica polare 
che si spezza (N° 4). Finalmente non può 91 corrispondere a una generatrice 
92 dell'altro cono c2 , perchè la quadrica polare del punto g1 g2 dovrebbe 
spezzarsi in due piani la cui retta comune si appoggerebbe a gi , 92 (N° 4). 
Ora questo non può avvenire, giacchè la retta suddetta apparterrebbe a 
entrambi i coni e quindi passerebbe per i due vertici, onde la quadrica 
polare di Vi avrebbe iniìniti vertici negli infiniti punti analoghi a 9i . 92 

e quindi si spezzerebbe. Non rimane altra ipotesi che 9i corrisponda a sè 
stessa, ma allora essa appartiene a S3 [N° 9 (a)] e tutto il cono ci fa parte 
di S3• Ora se S3 contiene un cono quadrico, H non è eerto costituito da 
due coni quadrici irriduttibili (N° 24). Escludiamo dunque l'ipotesi che la 
quadrica polare di vi non si spezzi. 

(b). Se essa si spezza, sia r la retta comune ai piani che la compon­
gono: la retta t' non può passare per v il altrimenti V1 è bi planare per 
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Sa ed H non può essere composta come l'ipotesi fatta richiede (cap. II). 
Quindi r sarà una generatrice del cono c2 (e il vertice V 2 di c2 sarà di· 
stinto da Vp altrimenti V2 è biplanare). Ora se a una generatrice gi di 
ci corrisponde un punto, esso si trova certamente sopra 1· ed è doppio per 
H (N° 6 ). Dunque a una generatrice generica di ci non può corrispondere 
un punto, altrimenti r è doppia per H e q uindi c2 si spezza in due piani 
per 1·. Le corrisponderà una retta g/, in generale, distinta da g11 altrimenti 
ci appartiene a S3 [N° 9 (a)] e H non è costituita come si richiede tN° 24). 
Neppure accadrà, in generale, che g/ appartenga a ci' altrimenti la qua. 
drica polare di V1 ha nel piano gi g'i una retta doppia e avendone quin­
di infinite si riduce a un piano doppio che fa parte di H. Non rimane quin­
di altro caso che, alla gi generica, corrisponda una generatrice g/ di c2• 

In questo caso le gi, g/ s' incontrano e la quadrica polare del loro punto 
d ' incontro ha una retta doppia che si appoggia ad entrambe ed è genera­
trice comune ai due coni. Segue che i coni hanno infinite generatrici co­
muni , cioè coincidono. Ora, s i esclude facilmente che un'H possa esser 
composta di un cono quadrico contate due volte, perchè se la quadrica 
polare del vertice si spezza, quel punto è bi planare per S3 : se non si 
spezza si può ripetere il ragionamento l a) di questo N. e trarne la conclu­
sione della impossibilità che H sia così costituita . Possiamo quindi affer­
mare che: 

« Se un'H è c01nposta di dtte quadr·iche, ttna al1neno di esse deve spez­
zat·si in due piani >> . 

Ora questo modo di composizione di H discenderà come caso parti­
colare da quelli nei quali H è composta di un piano e di una superficie 
cubica (N. 22). Basterà dunque discutere separatamente i tre casi di quel :N. 

27. - l o <<Esiste un punto la cui quadri ca polare è un piano dop­
pio ». Se questo piano passa per il punto, abbiamo un primo esempio che 
risponde all ' ipotesi fatta. H è composta di qttel piano contato dtte volte e 
di un cono quadrico col vertice in quel ptmto (N. 3). Se non passa per il 
punto, l'equazione di Sa può scriversi: 

Sa= a444 x43 + cp =O 

dove cp è una ternaria cubica in x 1 , x 2 , x 3 • Indicando con H((J l'hessiana 
di questa terna.ria, si trova :· 

H=x4 HqJ=0. 

Se da H((J deve staccarsi un piano, esso deve pure staccarsi da cp (l ) 

e allora potremo scrivere 

,. 

S3 =aH, X4
3 + Xt (aut Xt

2 + a122 X2
2 + a133 Xa

2
) = 0, 

H = x 4 x 1 (- 3 a111 x1
2 + a122 x 2 

2 + a133 x3 ~) = O • 
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La quadrica polare di un qualunque punto (O , y2 , y3 , O) della retta 
x1 =O , x4 =O è 

Cioè alla retta suddetta corrisponde il piano x 1 = O . Essa contiene 

due punti biplanari per Sa corrispondenti ai due valori di ;t/2 per i quali: 
Ya 

a122 y2
2 + a133 Ya2 = O. Questi punti non possono essere riuniti, a meno elle 

a122 = O , ovvero a.133 = O , ma allora S 3 è un cono e quindi H indetermi­
nata (17). Inoltre, si vede subito che questi punti biplanari hanno a co· 
m une un piano osctùatore senza che i piani osculatori dei p un ti stessi 
passino per una medesima retta: dunque questo caso deve discendere dal 
3° del N° 22 e lo tratteremo insieme agli altri che ci fornirà quell'ipo· 
tesi (N° 30). 

28. Prima di trattare il 2° e il 3• caso del N° 22, faremo la seguente 
osservazione che vale per entrambi. Se si rappresenta con Ha la super­
ficie cubica che compone H, in quei due casi, si ha 

Se H3 deve deg(lnerare in un piano u., = O e in una quadrica a2
., = o, 

sarà identicamente 

e allora confrontando i coefficienti di x 4 si trova che x 4 non può compa­
rire in u., se a2., non si spezza, il che per ora escludiamo. Dunque il pia­
no che costituisce parte di H 3 deve passare per il punto biplanare. 

29. Allora, nella seconda delle ipotesi del N° 22, abbiamo 

Sa = x 1 x 2 x4 + am x 1
3 + a222 x 2" + 3 a 112 x 1

2 + 3 a.122 x 1 x2
3 + 

+ 3 a 113 x 1: x 3 + 3 a133 x 1 x 3 
2 + 6 a123 x 1 x 2 x 3 = O , 

H 3 = i x 1 x 2 x 4 - 3aut x 1
3

- 3a222 x 2
1 + 3an2x/x2 + 3 a 122 x 1 ~2 + 

+ 3 au3 x 1
2 x 3 + 3 a 133 x 1 a·3 

2 + 6 a123 x 1 x2 x 3 l a 331 + 3 a\13 x 1
3 = O 

(l) Con considerazioni geometriche semplicissime, si vede che se l'he11siana di nna 
cubica piana si compone di nna retta e di una conica, anche la Cltr\·a fondamentale ~ 

costituita di quella retta e di un'altra conica. 
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e, per l'osservazione del No 28, da Ha non può staccarsi che x 1 , o x 2• Se 
da Ha si stacca x 0 si ha a222 = O e si trova S3 costituita da un piano e 
da una quadrica. H è composta di quel piano contato due volte e di un'al­
tra quadrica che coincide con la quadrica che compone S3 , quando quest'ul­
tima quadrica è un cono. Se da H3 si deve staccare x2, si trova neces­
sariamente a,331 = O e quindi H costituita da un piano contato 4 volte, 
il che non risponde a quel che cerchiamo. 

30. Nella 3a ipotesi del N° 22 si ha: 

S3 = x1 ~ re4 + am x2
3 + a 33a x3

3 + 3 a122 x1 X 2
2 + 3 ~2a ~ Xa + 

+ 3 a 2aa x2 x 3
2 + 6 a12a X 1 X2 Xa =O 

Ha= x 1 re, (a332 x 2 + a aaa xa) -

- (aaaz X2 + aaaa Xa) Ì 3 a 222 X2
2 + 3 a 22a x 2 x 3 - 3 a122 x 1 x 2 -

- 6 ~2a X 1 Xa l+ 3x2 (a22a x 2 + a 22a x 3)
2 =O 

e l'H di Sa è così composta di H3 e di x2 = O. Per l'osservazione del 
N° 28, da Ha si staccherà o x 1 = O , oppure a 332 x 2 + a333 x 3 = O , ovvero 
~ = O , o finalmente x 3 = O . 

Se si sta{lca x 1 = O , si hanno le condizioni a222 = a 223 = O e 

onde H è composta di 4 piani. 
Se si stacca a 232 re2 + a 333 x 3 =O, o xa =O , si hanno le condizioni: 

e quindi 

Sa= x 1 X2 x,+ a 222 x 2
3 + a aaa x3

3 + 3 a122 x1 x 2
2 + 6 a123 x 1 x 2 x3 =O , 

H = x 2 x 3 aaaal x, x 1 -- 3 a 2a2 x 2
2 + 3 a122 x1 x 2 + 6 a12a x1 x3 l =O 

cioè H composta di due piani e di un cono quadrico col vertice in uno 
di questi piani. Il punto (O, O, 1, - 6 a 123) ha per quadrica polare x 3

2 =O· 
Se finalmente si stacca x2 = o, deve essere necessariamente a333 = O , 

cioè x 2 fa parte anche di Sa e quindi H è costituit.:'t di un piano doppio 
e di una q uadrica. 

31. Riunendo i risultati dei N1 27, 28, 29, 30, _possiamo ora affer­
mare che: 

<< Le condizioni che debbono essere soddisfatte perchè un cmw qttadrico 
faccia pat·te di un'H sono ttna delle seguenti: 
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l o. La S3 ha 1m pttnw uniplanare di 1"' specie. H è composta del piano 
oscula.tm·e in quel punto, contato due volte, e di un cono col vm·tice nel pun· 
to (Ni 3, 27). 

2°. La S3 è composta di 1tn pia,no e di un collo che ha il vert·ice fuori 
del piano. H si compone d·i Sa e del piano contato un'altt·a volta (Ni 24, 29). 

3°. La S3 possiede le medesime singolat"ità che al (N° 22, 3"') (cioè ha 
dtw puut·i biplan(tri con un piano osculatore comww senza, che i pian·i oscu· 
latm·i dei suddetti puttti passino p e1· ttna m.edesinut retta): ·inoltre esiste un 
pnnto che ha 11e1· qna.dl"ica polm·e tm piano dopp·io non lJaSS(tnte pm· i l pw~­

to stesso. H si compone d·i due 11 iani e di ttn cono qttadt·ico col ·vertice in uno 
di questi piani (N i 27 , 30 >> . 

E finalmente: 
a). <<L 'unico caso in cui ttna quadrica p1·opria entri a fa1' parte d·i 

wta hessiana,, si ottiene quando la S3 fondamentale è costituita. d·i una qna· 
dr·ica p1·op1·ia e di un piano che non le è tangente. H è costituita di questo 
piano contato dne volte e di un'altt·a, qtwdrica. >> !Ni 23, 29, 30 •. 

32. Passiamo ora alle H composte di quattro piani. Esse debbono 
ottenersi come casi particolari di quelli ~numerati ai Ni 22 e 31. I casi 
in cui i 4 piani sono tutti distinti discenderanno da quelli più generali 
l o, 2°, 3° del N° 22, e dal 3° del 31 e poichè l'esame del 2° e del 3° del 
N° 22 si riduce all'esame del 3° del N° 31, non rimane che discutere il 
1° del 22 e il 3° del 31. 

Nel 1° del N° 22, conseguiremo H composta di 4 piani quando H'P 
(N° 27) si spezza in tre piani. Onde ponendo H <p = x 1 x 2 x3 = o, avremo: 

Sa= x1" + x2
3 + x3~ + x4

3 =O, 

H=~~ x 2 ::r.a :r 4 =O. 

S non possiede punti doppi ed è così caratterizzata: 
<<Esistono 4 punt-i le etti quadt·iche polari sono fonnate ognuna da un 

piano doppio». 
Nel 3° del N° 31 si trova (N° 30): 

o, con una semplicissima trasformazione di coordinate: 

«La S3 possiede 3 ptmti biplanari >> . Essi sono di 3"' specie e hanno 
a due, a due, a comune un piano osculatore. 
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Abbiamo così trovato due casi in cui H è composta di 4 piani di­
s tinti: si vede facilmente che, se essi debbono rimanere distinti, non pos­
sono possedere neanche un punto comune a tutti. Infatti, o si avrebbe un 
punto la cui quadrica polare è un piano doppio passante per il punto e 
allora quel piano farebbe parte di H non più come semplice, ma come 
doppio (N° 3), ovvero due dei suddetti punti biplanari sarebbero infinita­
mente vicini. l\Ia poichè essi sono di 3" specie, si vede subito che, quan­
do si avvicinano indefinitamente, dànno luogo a un punto uniplanare e 
allora il piano osculatore contato due volte fa parte di H. 

33. Tutti i casi in cui , fra i 4 piani che costituiscono H, ce n 'è uno 
doppio proverranno dunque da quelli segnati l o, 2°, (a) del No 31. Il 2° si 
esclude perchè il cono quadrico che fa parte di H non si spezza in due piani 
ftnch è non si spezzi in due piani il cono che fa parte di Ba (N° 24) e al­
lora. 11 è indeterminata tN° 17). Per le stesse ragioni si esclude (a\ Dun­
que i casi, che ci rimangono a esaminare, provengono da una Sa dotata 
di punto uniplanare e della quale l'equazione può scriversi: 

X 1
2

X4 +<p= 0 

dove <p è la solita ternaria cubica in x 1 x2 x 3• 

34. Ora, nella (l ) precedente, la binaria cubica: 

potrà porsi sotto l'una, o l'altra delle due forme seguenti: 

(l) 

La prima (in cui può anche essere a222 = O , ovvero a333 = 0) comprende 
i c:1si in cui il punto uniplanare sia di l" o di 3" specie, la 2" è relativa 
al punto uniplanare di 2"' specie. 
Assumendo la l" si trova: 

H - 2! ( 'l ) ~+ + - x 1 ! a221 a aat - a t23 X 1 a221 (taa t x 1 Xa 

+ a 3at a222 x 1 x2 + a 222 a aaa x2 Xa ( = x 1
2 H 2 =O. l ( l) 

Se H2 si spezza in pue piani, sarà a222 = O , ovvero a333 = O , oppure: 

« Nei primi d7te casi il p7mto uniplanaTe è di 3"' specie, cioè la sezione 
del piano osculatore con 83 è costituita da tre rette coincidenti. H è com­
posto di t1·e piani coincidenti e eli un 4° distinto >>. 
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Questo piano può essere riunito agli altri tre quando, alle condizioni 
già trovate a 222 = a2~3 = a23~ -= O, si aggiunga a 122 = O ; ovvero a 331 = O. 
Se si aggiunge a 221 = o, si ottiene la superficie di 2" specie !cioè quella 
che ha coincidenti le direttrici rettilinee). Se invece si aggiunge a 331 = o, 
la S3 non acquista per questo altri punti singolari e potrebbe caratteriz · 
zarsi così: << In una S3 do tata di un punto uni planare P esiste un punto 
Q distinto in genemle da P , la cui quadrica polare è un piano doppio. Se 
Q coincide con P, si ottiene la specie corrispondente ad a331 = O. 

Se finalmente : 

H 2 si compone di due piani i quali, quando coincidessero con x 1 =o, ci 
riporterebbero ai casi precedentemente trattati. Assumendoli per piani 
x 2 = O , x 3 = O avremo: a33 1 = a123 = O. Allora si vede facilmente che 
esistono due punti, ognuno dei quali ha per quadrica polare uno di que­
sti piani contato due volte. La forma della equazione di H ci dice che 
la retta d'intersezione di questi due piani giace fuori di x 1 =O, e che 
essi non possono coincidere fra loro, finchè i piani fondamentali x 2 = O , 
x 3 = O hanno la posizione assegnata al principio di questo N°, cioè finchè 
il punto uniplanare è di 1", o di 3"' specie. 

35. Sia il punto uniplanare di 3" specie, cioè la sua sezione sopra 
S3 sia composta di 3 rette di cui due sono riunite. 

Allora prendendo 

avremo: 

H= X 1
2 i x/ (a221 aaai - a\2a) - 2 aaat a22a x 1 ~ + a22a aaat x 1 Xa -

- az223 Xzzl = xtz H2 =O. 

Se H2 si spezza, deve essere a 223 =o, oppure a331 =O. Nel l 0 caso Sa è 
composta di una quadrica e di un suo piano tangente. H è composta di 
quel piano contato 4 volte. 

Nel 2° caso Sa è rigata di l"' specie (con le direttrici rettilinee di­
stinte). H è composta di due piani doppi.- E quindi possiamo anche 
dire che: 

« Se l'hessiana di una ffupmjicie cubica è c01nposta di due piani doppi 
distinti, la superficie fondamentale è rigata con le direttrici rettilinee distinte >>. 

Il qual teorema si rende evidente anche mediante la seguente osser-
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vazione : Se H deve essere composta di due piani doppi distinti, essa deve 
possedere due punti uniplanari distinti (N° 33) situat i sulla retta d ' inter· 
sezione di quei piani. Un punto qualunque di questa retta. è doppio per 
la quadrica polare dell' uno e dell'altro dei punti uniplanari (N° 3}, dunque 
la quadrica polare di quel punto si spezza: ma la intiera suddetta retta 
appartiene a s3' quindi quel punto è doppio , tutta la retta è doppia e 
S3 è rigata (1). 

36. Il quadro seguente riassume i risultati ottenuti nei Ni precedenti 
comprendendo tutti i casi in cui un'H può degenerare senza essere inde· 
terminata. La notazione Pq2 indica un punto la· cui quadrica polare è un 
piano doppio q non passante per il punto. 

(l) Relativamente a queste superficie sono forse meritevoli di nota le seguente os· 
servazioni : La direttrice rettilinea semplice incontra i piani hessiani in due punti tali 
che la quadrica polare di uno di essi l' è costituita da un piano passant e per l' e dal 

piano hessia.no che non passa p er P.- P è dnnqne nn punto di Eckardt. Quindi: 

<< In ·tma sttperjici<3 cubica rigata generale , le due omolag·ie ar·moniche di ciascuna delle 
quali è centro il punlo d' incontro della direttr ice •·ettUinea sentplice con un piano hessia110 e 
piano di onwlogia l'altro p·iano heBBimw, trusformano i1t sè stessa la superficie •· 

Oppure: 

« Ogni superjieie cubica rigata generale è trasforntabile projettivamente e in due modi di· 
versi in superficie s·intmetrica ,. . 

S'intende che fanno eccezione quelle superficie rigate che hanno coincidenti le due 
direttrici rettilinee. 



H degeneri. 

Il 
H composte di un piano · di una' 

3 l 
l. o S8 possiede un punto biplanare di 3a.specie. B è composta del piano che 

ha comuni con Sa tre rette infinitamente vicine e di una Ba analoga a Sa. 
è propria • 2.0 Sa possieqe due punti biplanari i quali hanno nn piano osculatore 

comune senza che i tre piani osculatori passino per una stessa retta. 
H è composta del piano osc11latore comune e di una Ha analoga a Sa. superficie cubica Ba (n. 22) 

Ha 
è \3.o Esiste un punto Pqz. H è composta del piano q e di un cono eu-

un cono ì bico di vertice Pl. . 

H composte di due piani e 
una quadri ca .Fl 2 (n. 31 ) 

( H 2 

dJ l , 

è i ! 1.0 Sa è <·omposta di una quadrica propria e eli un piano secante. H è 
propr a • ( compos ta di quel piano e eli un'altra quadrica. 

2. 0 Sa possiede due punti biplanari i qu:tli hanno un piano osculatore 
comune senza che i tre piani osculatori passino per una stessa retta. 
Inoltre esiste un punto P q!· H è composta del piano q, del piano 
osculatore comune e di un cono col vertice in quest ' ultimo. ·r· è nn cono 3. 0 Sa possiede un punto uniplanare di l" specie. H è composta del 
piano osculatore doppio e di un cono col vertice nel punto uniplanare. 

4. 0 Sa è composta di un COllO quadrico e di un piano non passante per il 
vertice. H è composta di Sa e del piano contato un 'altra volta. 

11 composte di 4 piani (n. 32_, 
33, 3 ~ , 35 ). 

Ì 
1.0 Esistono 4 punti P 9

2 • H è costituita llal tetraedro di quei punti. 
4 piani distinti 2.o Sa possiede 3 punti biplanari. 11 è composta dei piani osculatori 

e del piano cl ei tre punti biplanari. 
Unpianodoppio! 3 .o 83 possiede nn punto uni planare di l "' specie ed esistono due punti 

e due distinti { P l . li è composta del piano osculatore doppio e dei due piani q. 
Due piani dop-)4. 0 E'a è rigata con le direttrici rettilinee distinte . H ~ composta dei 

pi. { due piani osculatori doppi nei due punti uniplauari. 
Un piano triplo l5. 0 83 possiede nn punto uniplanare di 3" specie ed esiste un pun to P 9

2 • 

e uno semplice { n è composta del piano osculatore contato tre vol te e del piano q. 
' G. o Sa è rigata con le direttrici rettilinee coincidenti. ll è costituita dal 

piano osculatore, nel punto uniplanare, contato 4 volte. 
Un piano qua- ( 7 .o Sa ha un pnnto uni planare di 3a specie e non esistono punti Pq2• H 
druplo . . . J è costituita dal piano osculatore nel punto tmiplanare contato 4 volte. 

8 .0 .."3 è composta di una quadrica e di un suo piano tangente. H è 
costituita dal piano tangente contato 4 volte . 



SOPRA QUELLE SUPERFICIE CUBICHE 

LE QU!.LI SI POSSONO RIGU!.RD!.RE COME P!.RTI 

DELLA HESSIANA DI UN'ALTRA SUPERFICIE CUBICA. 

[Rendic. Istit. Lomb. 1894). 

l. È noto che una binaria quadratica può considerarsi come hessiana 
di infinite binarie cubiche, e che una cubica piana generale può conside­
rarsi come hessiana di tre altre cubiche. N ello spazio a tre dimensioni, si 
può presentare, per analogia, il problema di determinare quali sono le su­
perficie del 3° ordine che possono riguardarsi come parti dell'hessiana di 
un'altra superficie del 3° ordine. La presente Nota ha per scopo principale 
la ri soluzione di questo problema (n. 11) e l'esame della corrispondenza 
che viene a stabilirsi punto, a punto, sopra ogni superficie trovata, in virtù 
della sua qualità di hessiana (n. 14). 

2. Siccome le superficie che risolvono il problema posseggono, come 
vedremo, due punti biplanari, cosl ci è necessario premettere qualche loro 
proprietà di cui, in seguito, ci serviremo. 

Sia dunque S3 una superficie cubica dotata di due soli punti bipla­
nari. Allora si riconosce facilmente che: 

(a) La intersezione dei piani osculatori di uno stesso punto biplanare 
non può coincidere con la retta che passa per entrambi i punti biplanari 
.finchè questi rimangono a distanza finita fra loro. 

(b) I punti biplanari hanno necessariamente un piano osculatore a co· 
m une. 

3. Chiamando piano osculatore pt·ùwipale quello comune ai due punti 
biplanari, e piani osculatot·i secondat·i gli altri due, la proprietà (a) si esprime 
anche dicendo che il piano osculatore principale e i due secondari costi­
tuiscono un triedro il quale non può degenerare in un fascio di piani. As­
sumendone le faccie come tre piani di riferimento, individueremo il te-

01.0.'1 . 13 
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traedro fondamentale cosl: il piano osculatore principale per faccia x2 = o, 
i due secondari per facci e xi = O, x4 = O; la faccia x3 = O sia un qua­
lunque piano passa.nte per i due punti biplanari (diverso s' intende da quello 
già assunto per x2 = 0). Allora, le coordinate dei punti biplanari stessi 
sono (0001 ', (1000); x i x2 è la quadrica polare del l 0, x 2 x 4 è la quadrica 
polare del 2° e l'equazione della nostra superficie è: 

S3 = 6 a1u x i x 2 X4 + a 222 x2
3 + 3 a 22s x,./ x3 + 

+ 3 a 2ss X2 Xa
2 + a sss Xa

3 =O 
(l) 

alla quale possono darsi anche le altre due forme, a noi ugualmente utili: 

6 a124 xi x2 X4 + 6 a134 xi x3 x4 + 3 a 22s x2
2 x3 + 3a233 x2 x3

3 =O (2) 

6 al24 xi x2 x4 + 6 a134 xi x3 X4 + a 222 x2
3 + a sss x3

3 =O. (3ì 

Basta per questo riferire la binaria 

a 222 X2
3 + 3 a 22s X2

2 Xa + 3 a 2ss X2 X3
2 + a sss Xa3 

contenuta nella (1\, a due dei suoi elementi, o al suo gruppo hessiano. 
4. Da queste equazioni risulta: il piano osculatore principale ha a 

comune con la superficie tre rette infinitamente vicine; ciascun piano 
osculatore secondario la taglia secondo tre rette, in generale, distinte con­
correnti nel punto biplanare contenuto in quel piano. La superficie pos­
siede in tutto 7 rette. Inoltre: ogni _ punto della retta che passa per i 
punti biplanari, gode della proprietà che la sua quadrica polare è com­
posta di due piani, di cui uno fisso e passante per quella retta (il piano 
osculatore principale), l'altro variabile. Viceversa, se una retta giacente 
sopra una superficie cubica, è tale che la quadrica polare di ogni suo punto 
sia costituita da una coppia di piani, di cui uno è fisso e passante per 
la retta e l'altro variabile; la superficie possiede sopra quella retta due 
punti biplanari distinti (o anche infinitamente vicini Ni 5 e 6}. Infatti, sia 
a3, =O l'equazione di una superficie cubica generale, prendiamo la retta 
suddetta per lato xi = o, x 2 =O, del tetraedro di riferimento; scriviamo la 
quadrica polare di un suo punto (O, O, y3, y4) e supponiamo che se ne 
stacchi il piano xi = o, qualunque siano y3, y 4 • Si trova che deve essere: 

~=~=~= ~=~=~=~=~=~=0 

e la quadrica polare diviene: 

xi ! xi (asu Y3 + am y4) + 2 x2 (am y3 + am y4 ) + 
+ 2 x3 (am y3 + am y4) + 2 X4 (asu y3 + am y4)! =O. 

Esprimiamo ora la condizione perchè il piano diverso da x0 che com­
pone questa quadrica, passi per il polo (O O y3 y 4). Otterremo così: 
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(4) 

I due punti, sopra x 1 = o, x 2 = o, individuati dai valori del rapporto 

Ya che sono radici di questa equazione, sono evidentemente due punti bi· 
Y4 
planari per la nostra superficie S3• 

5. Supponiamo che questi due punt i si . avvicinino indefinitamente 
(muovendosi sulla retta comune che terremo fissa) a una posizione limite 
comune che assumeremo per vertice (0001) del tetraedro di riferimento. 
Basta perciò aggiungere, alle condizioni già imposte nel precedente N°, le 
altre due: a314 = a4u = o, per le quali la precedente equazione di 2° grado 
viene ad avere due radici uguali, appunto in (0001): prendiamo inoltre il 
piano 

per piano x2 = O. Allora, la quadrica polare di (0001) è X 1 x2 e l'equazione 
di S3 diviene: 

6 al24 x 1 x2 X4 + am x 1 
8 + a 222 x2:' + 3 a112 x/ x2 l (5) 

+ 3 am x 1 x2~ + 3 am x 1
2 

x 3 + 3 a133 x 1 x 3
2 + 6 a1 2a x 1 ~ x 3 =O \ 

dalla quale si vede che il punto biplanare (0001), in cui si sono riuniti i 
due punti biplanari del caso procedente, gode della proprietà che la in­
tersezione dei suoi piani osculatori rappresenta 4 delle 6 rette che pas­
sano per un punto doppio di una superficie cubica e sono in generale di­
stinte. Ma è noto che l'intersezione dei piani osculatori di un qualunque 
punto biplanare di una superficie del terzo ordine, non può rappresentare 
più di quattro delle sei ret te in discorso. Dunque il punto biplanare del­
la (5) è della specie la più elevata possibile. D 'altra parte, se una superficie 
del terzo ordine possiede un punto biplanare di questa specie, si vede su ­
bito che la sua equazione può porsi sotto la forma (5). Dunque: 

Ogni supet:ficie del terzo ordine dotata di un punto biplanare della specie 
più elevata possibile, può smnp1·e 1·igum·darsi c01ne i l caso li1nite di un'altt·a 
superficie cub·ica con due punti biplanar i injìnita1nente vicini. 

6. P er esaminare meglio questo passaggio al limite, riprendiamo la 
(4) del N° 5 e supponendo sempre i due punti biplanari a distanza finita 
fra loro, collochiamo in uno di essi P 1 il vertice (0001) del tetraedro fon­
damentale: perciò basta fare a414 = O. Le coordinate dell'altro punto bi. 
planare P2 sono (O, o, 2 a3141 - a313 ) e quelle dal punto Q comune ai tre 
piani osculatori sono date da: 
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M:a quando P 2 tende a Pu lungo la x 1 = o, x 2 = o, a314 tende a zero. Le 
coordinate di Q mostrano che anche Q tende a P 1 nella direzione P 1 P2• 

Dunque, mentre il punto biplanare P2 tende indefinitamente a P 11 anche 
j l punto Q comune ai piani osculatori tende a P 1 lungo la retta P 1 P2 e 
quindi le intersezioni dei piani osculatori nei punti P 1, P2 (cioè le rette 
P 1 Q, P2 Q) tendono a cadere sulla congiungente P 1 P2• 

È cosl completata la proposizione [2 (a\] e giustificata la restrizione 
ivi fatta. 

Dunque, d'ora innanzi potremo sostituire alla denominazione e al con­
cetto di 1m punto biplanare della specie p ·iù elevata possibile, la denomina­
zione e il concetto di due punti b·iplana.ri infiniutmente vicin·i, o coincidenti. 

7. La (5) del N° 5 può semplificarsi cosl. Tralasciamo i coefficienti 
binominali e applichiamole la omografia : 

x 1 - y1, x 2 == y2, Xa- Ya, X4 + am X1 + a 122 x 2 + ataa Xt- Y4· 

Si trova: 

Sa= Yt Y2 Y4 + aw Yt
3 + a222 Y2

3 + aua Yt
2 

Ya + a133 Yt Ya
2 
=O' 

la quale è identica con 

Si noti qui che a133 =\= o, altrimenti la retta x1 = o, x 2 = O è doppia e 
Sa rigata. Ora applichiamo l'altra omografia: 

e troveremo la nostra equazione sotto la forma voluta: 

8. Premesse queste proprietà fondamentali , dalle conclusioni della mia 
ultima nota tfopra le hessiane delle superficie 01~biche (1), risulta che se una 
superficie cubica non degenere H3 deve far parte dell 'hessiana di un'altra 
superficie cubica ti3, la H 3 possiede 1tecessa1·iamcnte due punti biplanari di­
stinti, o coincidenti. - Viceversa : una qualunque superficie cubica do-

(1 ) R. Istituto Lombardo. - Rendiconti, Serie II, Vol. XXVI, p. 557 . 
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tata di due punti biplana.ri (distinti , o non) potrà sempre riguardarsi come 
parte della hessiana di un'altra superficie cubica ' La risposta è afferma­
tiva e dipende, in modo semplicissimo, dal calcolo delle hessiane delle su­
perficie in discorso. 

9. Sia dapprima una S3 con due punti biplanari distinti. Assumia­
mo per la sua equazione la t3) del N° 3: 

Sa= 6 a.t24 xi x2 Xt + 6 alat xl Xa x4 + a 222 x2~ + aaaa XaJ =O. 

La sua hessiana si compone del piano osculatore principale e della superficie: 

Ha= - 2 a.ll24 aaaa xl Xa x4- 2 a\at a222 x t x2 x4 + 
+ al2t a 222 a aaa X2

2 
Xa -+- al34 a'222 a aaa X2 Xa2 =O· 

Noi supporremo che H3 non si spezzi e quindi necessariamente am­
mettiamo che nessuno dei coefficienti di Sa sia zero. 

Indicando con Aikk i coefficienti di Ha abbiamo: 

H 3 = 6 A 1at xi x 3 x4 + 6 A m xi x 2 x 4 + 3 A 223 x 2·t Xa + 3 A 223 x2 Xa2 = O . 

Ora la forma di questa equazione è generale per una superficie dotata di 
due punti biplanari distinti (vedi la (2) del N° 3) ; dunque, per il nostro sco­
po, basta far ve~ere che, dalle relazione seguenti, le quali legano le a alle 
A, si possono ricavare in modo unico, i rapporti delle a, espressi per le 
A . Queste relazioni sono: 

da cui: 

3 A.tat =- c~\u aaaa , 3 A12t =- a\a4 a222, 

3 Az2a = al24 Ctzzz a aaa , 3 Azaa = ala! a222 a aaa , 

alat Azaa a222 Azza a aaa 
a1u - A zzz ' a12t = - A1at ' a12t 

A
2
2aa 

A22a Aazt. 

Se dunque si prendono i coefficienti di Sa come sono dati da queste equa­
zioni, l'Ha di Sa sa.rà: 

Ha= 6 A 12t X 1 x 2 X 4 + 6 Am x1 x 3 x4 + 3 A 223 x2
2 Xa + 3 A 233 x 2 x3

2 =O 

dove le A sono arbitrarie. 
10. Se i punti biplanari di Sa sono coincidenti, la sua equazione può 

assumersi come la (6) del N° 7: 

Sa= 6 at2t xi x2 x4 + 3 ataa xl Xaz +aut xiJ + az22 x2J =O. 

L'hessiana è composta del piano osculatore principale x1 = O e della 
superficie : 

Ha= 2 a 1u xi x 2 x 4 + a 133 xi Xa2
- a111 xi•- a 222 x 2

3 =O. 



198 SOPRA QUELJ,E SUPEHFICIE CU BICHE. 

Dei coefficienti di Sa, solamente am può esser zero senza che Sa si spezzi, 
o sia lm cono. Indicando con Aikk i coefficienti di H3 abbiamo: 

Ha= 6 A12~ xi x 2 x 4 + 3 A 133 X 1 Xa2 + Am X1
3 + A 222 x 2

3 =O. 

e quindi le relazioni : 

3 A tu= a121 , 3 A1aa = a133 , An1 =- a111 , A 222 = - a 222 

le quali, analogamente al caso precedente, servono a risolvere il problema: 
11. Possiamo dunque enunciare il seguente teorema : 
Mentn~ 7tna cubica piana generale p7tÒ sempre t·ig7tardarsi cmne hessiana 

di alt?"e tre cnbiche, e nna binat·ia quadt·atica può r·ig1tardarsi come hessiana 
di infinite binarie cubiche; una supet"jicie del 3° ordine (non degenere) per· 
chè si possa considerare come pat·te dell'hessiana di nn'altra superficie del 
3° m·dine, è necessario e sufjkiente che essa possegga due p1mti biplanari di­
stinti, o coincidenti. 

12. Vogliamo ora occuparci della corrisponòenza stabilita fra i punti 
di H 3 per mezzo dei coni polari rispetto a Sa, in virtù della quale si cor­
rispondono quei punti che sono l'uno il vertice del cono polare dell'altro. 
Per brevità di linguaggio la chiameremo : cmTispondenza dei coni polari di 
H 3 rispetto a Sa· 

Vediamo di renderla indipendente dal concetto di hessiana. 
Cominciamo dal caso in cui i punti biplanari sono distinti. La forma 

dell'equazione che conviene più per i calcoli che seguono è la (l) del 
N° 3. Cioè: 

Sa= 6 a12~ xi x2 xl+ a222 x23 + 3 a 223 x2! Xa + 3 a2aa x2 xaz + a aaa x3J =O. 

Sia y un punto di Ha, le coordinate del punto corrispondente z si trove­
ranno scrivendo la equazione del cono polare di y e annullando le deri­
vate parziali del primo membro di questa equazione. Si ha così: 

am (z4 Yi + zi y4) + a 22a (za Y2 + Ya Z2) + a222 Y2 Z2 + a 2aa Za Ya =O, 
a 233 (za Y2 + Ya z2) + a 22a Y2 Z2 + aaaa Ya Za = O ' 

Yt Z2 + Y2 Z1 = O, 

Y2 z~ + Y~ Z2 = O • 

{l) 

Queste formole stabiliscono la corrispondenza in discorso. Esprimendo la 
condizione di coesistenza delle 4 equazioni nelle 4 variabili !h o z, si tro· 
va, come è naturale, l'equazione di H3 in z o y. Risolvendone tre qualun-

que rispetto alle y, chiamando con tn, n i rapporti a223 , am , si ha : 
a aaa a aaa 
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Yt = zi (n Zz + z3); Yz =- Z2 (n z2 + Za) ' 

y3 = z2 !n~ z2 +n z3), y 4 = z4 (n z2 + z3). 
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(8) 

Dunque la corrispondenza dei coni polari non è altro che una trasforma· 
zione quadratica involutoria (è involutoria perchè le (7) sono simmetri­
che in y e z). 

Ai piani u"' = O di uno spazio corrispondono, nell'altro spazio, i coni : 

u1 z1 (n z2 + za) - u2 z2 (n z2 + z3) + ?ta z2 (m z2 +n z3 ) + 
+ u4 z4 (n z2 + z.a) == O 

(9) 

i qua.li debbono formare un sistema omaloidico perchè, come abbiamo già 
osservato, fra y e z passa una corrispondenza biunivoca. Si può dunque 
concludere senz'altro che i coni del sistema (9) si toccano lungo una ret­
ta ed hanno un punto comune fuori di essa (1). Del resto, ciò si verifica 
immediatamente sulla (9). 

La generatrice comune è quella che congiunge i punti biplanari di 
H 3 ; il piano tangente comune è il piano osculatore principale di Ha; il 
punto base del sistema, esterno alla generatrice comune, è il vertice del 
triedro formato con i piani osculatori di Sa· Se per brevità di linguaggio 
chiamiamo trasjonnazione quadratica singolare, quella trasformazione qua· 
dratica nella quale le quadriche che corrispondono ai piani sono coni, 
possia.mo dire che : 

La corrispondenza stabil·ita fra, i p?tnti di H 3 , per 1nezzo dei coni polari 
risp etto a. S3, esiste in una con·ispondenza quad1·a.tica singolare. 

13. Si presenta ora la questione inversa. Data una trasformazione 
quadratica singolare, esisterà una superficie cubica H 3 dotata di due punti 
biplanari (e quindi una Sa relativa N° 11) tale che la corrispondenza data 
si possa interpretare, sopra Ha, come corrispondenza di coni polari di Ha 

rispetto a Sa ' 
Per risolvere la questione, costruiamo l'equazione di un sistema orna· 

loidico di coni quadrici che sia il più generale possibile. Esso sarà con­
tenuto nel sistema = 11 di tutte le quadriche dello spazio : ax2 = O . Pren­
dendo la generatrice comune ai coni per spigolo x 2 =O , x 3 =o, del te­
traedro fondamentale e ponendo il punto base esterno, nel vertice (0001) 
avremo intanto le condizioni : 

Il piano tangente in un punto qualunque (y1 O O y1) di x2 = O, Xa =O 

(l) PIERI, Riviata matematica. Anno 1893, pag. 44-47. 
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è: 

Otterremo che ogni quadTica del sistema sia un cono, rendendo indipenden­

te dal rapporto '!..i. la precedente equazione. Dunque dovremo avere: 
Y4 

e allora il suddetto piano tangente diviene : 

(k x2 + Xa) (ata Yt + a4a Y4) = O 

dove k è fisso, indipendente dalle aik· Il vertice del cono è il punto 
(- a4a, o, o, a1al· L'equazione cercata è quindi: 

a X2
1 

+ {J X 2 X3 + 'f (k :Ci X 2 +Xi Xa) -f-a (k X 2 X,+ x3 X4) = 0 (10) 

dove a, {J, y, a sono parametri variabili e k è fisso. Essa rappresenta, nel mo· 
do più generale, un sistema omaloidico di coni quadrici, purchè il punto 
base esterno alla generatrice comune non sia a distanza infinitesima da 
questa. Confrontando la (10) con la (9) del N° precedente, si trova che esse 
coincidono quando sia: 

k =n, tti = y, u 4 = ~' m tta -n u 2 = a, n 1ta - n 2 = {J. 

In altre parole, si passa dalla (10) alla (9), mediante una sostituzione li­
neare che lega i parametri del sistema (10) a quelli del sist~ma (9). Fra i 
coefficienti di questa sostituzione figura n che deve essere uguale a k e il 
numero 1n che è arbitrario. Segue che anche il sistema omaloidico (9) è 
generale (finchè il punto base esterno alla generatrice comune è a distanza. 
non infinitesima da essa). Inoltre, rammentando il significato di m ed n 
(N° 12) e l'equazione (l) di Sa, si vede che dato un sistema omaloidico ge­
nerale di coni quadri ci (lO), è individuato un solo coefficiente di Sa e cioè 
n. Ma la stessa (1) ci dice che esistono oc3 Sa che hanno lo stesso coef­
ficiente n e poichè ogni Sa individua una Ha e viceversa (N° 12) così pos­
siamo anche affermare che : 

Per ogni sistema omaloidico di coni quadrici (aventi il p1tnto esterno 
alla generatr·ice conmne a d·istanza non infinitesima da essa), esistono oo3 

superficie mtbicke Ha dotate ciasmtna di due punti biplanm·i distinti, le quali 
sono trasformate in sè stesse da trasforntazioni quadt·aticke singolari cui quel 
sistmna è rela.tivo. 

14. Siamo ora in grado di risolvere la questione posta al principio 
del No 13. Infatti, riprendiamo il sistema (lO). Le trasformazioni relative si 
ottengono facendo corrispondere ai coni: 

a z2
2 + {J z2 za + y (k z1 z2 + z1 za) + ~ (k z2 z4 + za z4) =O 
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piani: 

dove i, h,j, l sono i numeri 1, 2,3,4 in un ordine qualunque. Dunque le 
formo le della trasformazione sono: 

da cui, mediante la omografi.a: 

si ottengono le (8) del N° 12. 
Dunque è vera la reciproca del teorema N° 12. 
Ogni tt·asjonnazione quadratica singolare può setnpt·e intet]Jretat·si, a 

1neno di omogt·ajie, come corrispondenza di coni pola,ri sopt·a tma delle = 3 

superficie cubiche Ha, dotate di due ptmti bipla.nari, che sono mutate in sè 
stesse dalla trasjorma.zione. 

In altre parole: qu,ando si applica la tra.sjormazione sttddetta ai punti 
delle superfi(;ie H 3, si ottiene la con·ispondenza dei coni polat·i (N° 12) de·i 
pttnti di Ha rispetto alle S3 di (;Ui le Ha possono t·igum·da,t·si hessiane. 

15. Tanto la dimostrazione di questo teorema, quanto quella. dei N° 13, 
l 2 presentano delle eccezioni che ora mi propongo di togliere. Queste ec­
cezioni consistono in quanto nei suddetti Ni è escluso il caso che i punti 
biplanari di Ha siano coincidenti, come è escluso il caso che il punto base 
esterno alla generatrice comune nel sistema omaloidico di coni, si trovi a 
di stanza infi.nitesima da questa. Però le conclusioni di quei Ni sono ancora 
vere e noi le riuniremo affermando che: 

Se i pttnti biplanat··i di una Ha sono infinitamente vicini, nel sistema 
Otnaloidico d·i eoni t·elativo alla trttsjortnazione quadrica singolare che muta 
Ha in sè stessa, accade che il punto base esterno alla generatt"ice comune dei 
coni le è infinitamente vicino e tende alla posizione l·imite comune ai punti 
biplanari medesimi. 

16. Per giustificare quest'afferma,zione ci serviremo del seguente lem-
ma: 

<< L'equazione di un sistema omaloidico di coni quadrici, nel caso che 
il punto base esterno alla generatrice comune si trovi a distanza infinitesima 
da essa, può sempre porsi sotto la forma: 

j 
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dove Àll , l 12 , l 13 , l 22 sono i parametri i cui rapporti individuano gli 003 

coni del sistema e dove k è un numero fisso indipendente dalle À ». 
Infatti , sia g la generatrice comune, P il punto base esterno a g: per 

ipotesi P è a distanza infinitesima da g. Prendiamo g per retta xi = O, 
x 2 =o, e il piano xi = O per piano tangente comune. n sistema oo4 dei 
coni che si toccano lungo g sarà allora 

dove le À sono tutte variabili. Questo sistema conterrà quello che noi cer­
chiamo. Ammettiamo ora., di più, che il vertice (0001) del tetraedro di ri­
ferimento sia infimtamente vicino a P onde si abbia 

dove çi sono infinitesimi. Il piano Pg è tangente a tutti i coni del sistema, 
dunque il piano Pg è infinitamente vicino a x 1 = O e quindi ç1 è infini­
tesimo di ordine superiore a ç2. Ora il piano tdngente in P è 

ovvero, a meno di infinitesimi di ordine superiore: 

Per un altro sistema di valori di À avremo: 

Ma il piano Pg deve essere il medesimo per t utti i coni del sistema, dun­
que: 

a meno di infinitesimi: 
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cioè : 

À22 1'22 
~ = ~ = costante 
IIJ4 1\ 14 

c.d. d. 

17. Riprendiamo adesso la (6) del N° 7 che è l'equazione di una su­
perficie cubica con due punti biplanari coincidenti. - Annullando le de­
rivate parziali del l o membro dell'equazione del cono polare di un punto 
y, troveremo le analoghe delle (7) 

a111 xi Yt + a,u (xl Y2 + X2 y4) + a133 Xa Ya = O , 

am (xl Yi + xi y4) + a222 X2 Y2 = O , 

Xa Yi + xi Xa = o, 
xi 2 + X2 Yi = O. 

(12) 

Anche in queste, come nelle (7 ), osserveremo che, esprimendo la condi­
zione di coesistenza per le x, o per le y, si trova l'equazione di H 3 nelle 
y, o nelle x, rispettivamente. Risolvendo, troveremo le analoghe delle (8) : 

dove n= a 222 

a124 

Le (12), ( 13), ci dicono che la trasformazione è q uadratiea involutoria. 
Ai piani u, = O corrispondono i coni del sistema omaloidico: 

E ora il semplice confronto della (14) con la (11) prova che la pro­
posizione del N° 15 è vera. 

Viceversa: Ogni trasformazione quadratica singolare il cui sistema oma­
loidico di coni abbia il pt~nto base a d-istanza in.finitesima dalla generatrice 
di contatto1 può sMnpre inte~-pretarsi1 a, 11w1w di omografie, come con·ispon­
denza di coni polari sopra una delle od H 3 dotate di due punti biplanari 
COINCIDENTI che sono mutate in sè stesse dalla trasformazione. 

Infatti, riprendiamo la (11) 

1u Xi 
2 + 1,2 Xi X 2 + 1,a Xi Xa + À22 (X2 

2 + k Xi X4) = 0. 

Si ottengono le trasformazioni quadratiche singolari relative a questo 
sistema omaloidico, riferendo i coni precedenti ai piani u, = O. Le formole 
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della corrispondenza sono: 

dove i, h, j, l sono i numeri 1, 2, 3, 4 in un ordine qualunque. A desso, 
dividendo prima per k e poi applicando la omografia: 

si ottengono le (13). La costante k individua nno dei coefficienti di H3, 

cioè oo2 H3• 



SOPRA LE SERIE QUADRATICHE DI CONICHE 

INVILUPPAN'l'I LA QUARTICA PIANA. 

(Rend·ic. Istit. Lo111b . 18951 

I. 

Osservazioni sopra le serie quadratiche ool di coniche. 

l. - Una serie quadratica oo1 di coniche si può rappresentare me­
diante l'equazione 

dove l è il parametro della serie e a2x =O , b2x =O , c2x =c O sono coni­
che le quali non appartengono al medesimo fascio. Il sistema lineare di 
dimensione minima che contiene la serie è la rete 

Alla serie è coordinata la quartica 

che è l'inviluppo delle coniche della serie. Le due coniche a2x =o, czx =O 
appartengono alla serie; la b2x =O non vi appartiene ma è legata alle 
prime due dalla proprietà di contenerne gli otto punti di contatto con la 
quartica f. 

In tutto quel che segue, parlando di serie = 1 quadratiche di coniche, 
sottintenderemo sempre le qualifiche di quadmtiche e di semplicemente infi ­
nite dicendo serie senz'altro. 

2. - Date due coniche qualunque delle serie 
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individuate dai valori li , 12 , del parametro l, l'equazione della conica che 
passa per gli otto punti di contatto delle prime due con la quartica f è: 

per cui l'equazione della serie può scriverai 

I li 2 a2~ + 2li b~~ +c~~ Ì 12 + 2l l li 12 a2~ +(li + 12) b2
x + c2~ l + 

+ l22 a2
x + 212 Ò2~ + C

2
x = 0 

e l'equazione della quartica f così: 

(li 2 a z x + 211 bzz + et~} (122 az~ + 212 bz~ + c2~) -

- l li 12 a\ + (li + 12) b2
x + C1

x \
2= O 

3. - Segue che data una conica 

appartenente alla rete, ma non al1a serie, essa può sempre pensarsi come 
quella che contiene gli otto punti di contatto con la quartica, di due co­
niche della serie. Infatti, per trovarne i parametri corrispondenti, basta 
risolvere l'equazione di 2° grado 

y z2 
- {3 z + a = O • 

Fa eccezione il caso in cui si hanno due radici uguali: ma allora si 
vede subito che il parametro corrispondente individua una conica della 
serie. Cioè : 

Una qualsiasi conica dE-lla rete individuata dalla serie: o appartiene 
alla serie, o altrimenti è collegata a due coniche della serie così da con­
tenerne gli 8 punti di contatto con la quartica. 

4.- Esiste una conica-luogo che è armonica rispetto a tutte le coni­
che delle serie riguardate come inviluppo (1). 

Ma nella l'erie vi sono 6 coppie di rette. Dunque: 
I sei punti doppi delle sei coppie di rette esistenti, in una serie qua­

dratica di coniche, appartengono a una stessa conica: alla conica armonica 
a tutte le coniche della serie. 

(l) CAPORALI, Sul/4 teoria delle curve piane del 4o ordine. (Volume delle Memorie, 
pag. 364) 
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5. - .Al teorema precedente si può dare anche un'altra forma. Per 
questo consideriamo la rete: 

a az x + ~ bzx + y Czx = 0 

come rete di coniche polari rispetto a una cubica. Se un punto si muove 
lungo una conica c, la conica polare descrive una serie quadratica, la 
quale, a sua volta, individua la propria conica armonica c' e si vede su­
bito che la jacobiana della retta taglia le due coniche c e c' in coppie di 
punti corrispondenti. n che può esprimersi così: 

I sei punt'i con·ispondenti a quelli nei qttali una conica, non degenere, 
taglia l'hessiama, di una cubica, appartengono, a lor volta, a un'altra conica. 

Oppure: 
Data una conica e una cubica, se si prendono i sei tangenziali dei punti 

comuni alle due ~Ju1·ve e da essi si conducono le altt·e 18 tangenti alla cubi­
ca, i diciotto punti di contatto vengono a essm· distribuiti sopra tre coniche. 

6. - Ritornando alle sei coppie di rette esistenti in una serie, osser­
veremo che, in generale, due di tali coppie non possono avere una retta 
comune. Infatti, Sf\ questo accadesse, la rete, cui appartiene la serie, po­
trebbe porsi sotto la forma 

a x 1 :r2 + ~ x 2 x 3 + r () = O 

dove () è una conica non degenere. Ma allora si vede subito che, dalla ja­
cobiana della rete, si stacca il fattore x2 = O: la rete non è più generale. 

7. Riassumendo le poche osservazioni precedenti, enumeriamo qui le 
curve principali coordinate a una serie quadratica di coniche e di cui ci 
varremo essenzialmente per lo studio della quartica: 

l 0
• La conica sostegno della serie, 

2°. La conica armonica alla serie, 
3°. La cubica di cui la rete che contiene la, serie è rete di coniche 

polari, 
4°. La bessiana di questa cubica, jacobiana della rete, 
5°. La quartica inviluppo delle coniche della serie. 

II. 

Le 68 serie di coniche qnadritangenti a una qnartica piana. 

8. - È noto che «data una conica quadritangente a una quartica, 
qualsiasi conica che passa per i 4 punti di contatto, taglia ulteriormente 
la quartica in altri 4 punti che sono punti di contatto di un'altra conica 

l 
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con la quartica medesima(!). Da cui segue che: 
<<La condizione necessaria e sufficiente perchè due coniche apparten­

gano alla medesima serie è che gli 8 punti di contatto si trovino sopra 
una medesima conica >> . 

Onde si ricava anche : 
<<Una conica quadri tangente appartiene a una serie e a una sola». 
In particolare: 
<<Una qualunque coppia di bitangenti individua una e una sola serie 

a cui a.ppartiene >> . 
Viceversa una serie contiene 6 coppie di bitangenti. 
Dunque: 

E . l 28.27 63 . d' . 1 d . . (l ) st-stmw 6 -
2
- = sene ~ con~Me qua ntangent~ . 

E per il teorema del No 4 : 
l punti d'incontro delle bitangenti giacciono, a. sei, a sei, sop1·a 63 co­

niche armoniche alle serie precedenti (2). 
9. - Vogliamo ora vedere se si possano considerare le coniche d'una 

serie come coniche polari dei punti di una curva <p ri spetto a una curva 
'ljl nei due seguenti casi, che forse sono i soli possibili, almeno finchè la 
'ljl è generale del suo ordine: 

l 0
• La <p sia una conica e la 'ljl una cubica. 

2°. La <p sia una retta e la 'ljl una q uartica. 
Vedremo fMilmente come il problema possa essere risoluto, in entram­

bi i casi, e quindi ne nasceranno due definizioni · della quartica stessa col­
legati alle curve <p e 'ljl. 

10. Nel l 0 caso la soluzione è semplicissima e nota. Sia: 

una delle serie di coniche inviluppanti la quartica. Essa appartiene alla 
rete: 

la quale è ret-e di coniche polari riRpetto a una cubica 'ljl. Per scriverne 
l'equazione sotto forma opportuna, prendiamo, per triangolo di riferimento, 
quello costituito dai tre poli di a2:x: = O, b2

"' =o, c~"'= O. Allora sarà: 

{l) RESSE, Ueber Deter·minante-n unà ih-l·e .Amoendung in der Ge01netrie, imbesondere auf 
Cu1··ven vierter Ord111my. Crelle, Bd. 49. 

(2) Questi due teoremi si trovano per la prima volta e senza dimostrazione in STEr 
NER7 Uuber die Doppellangenten der Curven vierten Grades. Crelle, Bd. 55. 
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e la conica <p, sostegno della serie, sarà rappresentata da 

<p = 4 xi x 3 - x2z = O 
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e quindi è manifesto che la serie data è costituita da tutte e sole le co­
niche polari dei punti <p rispetto a 'tjJ. Dunque: 

Una qt~m·tica generale pnò sempre considerat·si come l'inviltbppo delle 
coniche polari dei pnnti di nna conica t·ispetto a tbna Ctbbiea., o come i l ltw­
go di nn punto la cui retta polare, t··ispetto Cb nncb cubica, tocca una conica (l). 
Per brevità chiameremo le curve <p e '\jJ le mtt·ve direttrici della quartica, 
e coniche genet·atrici quelle della serie. Le curve <p e '\jJ sono legate da 
questa proprietà che è evidente e che ci occorrerà nel seguito: 

Se ci, c2, sono due coniche della serie e quindi polari dei punti Mi, 
llf2, di <p; la conica che passa per gli otto punti di contatto di ci e c2 con la 
qnat·tica, è polare del punto d'incontt·o delle tangenti a <p in Mi , M2• 

11. -- Ogni serie di coniche quadritangenti individua una cubica e 
una conica direttrice. Viceversa: dico che due cut·ve <p e '\jJ appat·tengono a 
nna sola serie. 

Infatti, è intanto evidente che le medesime "P e "P non possono es­
sere relative a due serie diverse; ma neppure può darsi che due serie 
posseggano la medesima curva '\jJ e due diverse <pi e <p2 quando si pensi 
che la conica direttrice è l'inviluppo delle rette polari, rispetto a 'tjJ, dei 
punti della quartica. 

Rimane a dimostrare che due serie diverse non possono avere a co­
mune la curva <p, a meno che, s' intende, la quartica generata, non si par­
ticolarizzi. Per dimostrarlo ci varremo qui di una osservazione che sarà 
esposta in seguito tN° 20) e consiste in questo. 

Indichiamo, secondo la notazione del Salmon, con a, b, c, d, e, j, g, 
h, i, j, k, l, m, n, o, p, q, r, s, t, n, v, to, x, y , z, <p, 'tjJ, le 28 bitangen­
ti: ogni serie di coniche inviluppanti la quartica contiene 6 coppie di bi­
tangenti distinte così che due coppie non possono avere neppure una bi­
tangente comune (N° 6) : ebbene, prese due qualunque serie esse hanno o 
4, o 6 bitangenti comuni: nel l o caso sono del tipo: 

(ab, cd, ef, gh, ij, kl), (ac, bd, tnn, op, qr, st), 

nel 2° caso sono: 

(ab, cd, ej, gh, ij, kl); (at~~, cn, eu, g x , iz, k'tjJ). 

(l) SALMON, Curve piane, N° 254. - GERBALDI, L'equazione di ,24o grado da etti dipen­
de la ricerca dei flessi n ella CU1"Va generale del 4 o ordin~. Rend. Ciro. Ma.t . Palermo, 1893. 

0IANI. 14 
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Cominciamo dal dimostrare che due serie del l 0 tipo non possono avere 
a comune la conica <p. Per questo, intenderemo definita la P serie dalle due 
coniche di essa a. b, c d e la seconda da a c, b d; la conica che ne con­
tiene i punti di contatto sia la V. P er trovare le equazioni delle cubiche 
direttrici 't{! e 't{l1 delle due serie basta prendere (N° lOj per triangolo fond. 
nel l o caso i poli M, N, P di a b, V, c d rispetto a 1jJ, e nel 2° i poli M', 
N', P' di a c, V, b d rispetto a '\jJ1• Sieno x, y , le coordinate dei due si­
stemi. Avremo : 

'\jJ (x ) = x 1 a b + x 2 V+ x 3 c d = O , 

'\jJ1 (y) = y1 (a c) + y 2 (V) + y3 (b d) = O , 

dove (a c), (V), (b d) indicano le equazioni di a c, V, b d nelle coordinate y. 
Introduciamo ora l'ipotesi che la curva cp sia la medesima per le due 

serie. Ciò significa che sulla cp oltre trovarcisi i punti Jf, P, ci sono an­
che i punti M', P' essendo rispettivamente N e N' i punti d ' incontro 
delle tangenti in M e P, in M' e P' (N° 10). Dico intanto che llf' P' N' 
coincidono con M, N, P . Infatti, l'equazioni di <p riferite all'uno e all'al­
tro triangolo sono : 

dunque le formole di trasformazione delle coordinate sono Xi = y1 . Ope­
rando questa trasformazione sulla '\jJ1 (y) essa diviene 

'\jJ1 (x) = x1 a c + x 2 V+ x3 b d = O 

e poichè prima della trasformazione era: 

sarà adesso : 

a Vlt =(a c)' 
a Y1 

a Vl1 =(V! 
a Y2 ' 

a Vlt = (b d l 
a Y3 ' 

a Vlt = b d, 
aXa 

cioè saranno a c, V, b cl le polari di M, N, P rispetto a Vlt ossia 

M=M', N=N' P=P'. 

Dunque le equazioni delle '1/l e Vlt riferite al medesimo triangolo 
M, N, P. sono : 
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1p =xi a b + x 2 V+ ~ca c d = o, 
1pi = x1 a c + x 2 V + Xa b d = o, 
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cioè, le equazioni di a b, V, c d, di a c, V, b d riferite a tal triangolo deb­
bono esser tali da potersi riguardare le prime come l e derivate parziali 
di una stessa 'I)J, le seconde come l e derivate parziali di una stessa ljJi • 

Si hanno dunque le seguenti condizioni rispettive: 

a2 b2 = vi2 , 2 aa ba = ci da + ca di , 2 v11 = ai b2 + a2 bi , 

ai ba + a3 bi = 2 ci di , a2 ba + a3 b2 = 2 vi3 = ci d2 + c2 di , 

2 V:1a = c2 da + c3 d2 , 2 v23 = c2 d2 . 

a2 c2 = v12 , 2 aa ca = bi da + ba di , 2 v11 = ai c2 + a2 c0 

ai ca + aa ci = 2 bi di , a2 ca + a.3 c2 = 2 via =bi d2 + b2 d11 

2 Vaa = b2 da + ba d2 ' 2 v2a = b2 d2 ' 

da cui segue 

Ossia le due bitangenti b e c debbono coincidere: la quartica non è più 
generale. 

Facciamo ora il caso di avere due serie del 2° tipo. Dico che neppur 
queste possono avere la medesima conica <p. Siano esse: 

(ab, cd, ef, gh, ij, kl), 

(a m, c n, eu, g x, i z, k 'ljJ). 

Insieme a queste si dimostra l'esistenza anche di quest'altra (N° 11) 

(af, n v, be, p x, r z, t 'ljJ) 

(l) 

(2) 

(3) 

la quale, con la (2), forma una coppia di serie di 2° tipo, ma con la (l) 
ne forma una di l o tipo: se dunque due serie qualunque di 2° tipo aves­
sero la stessa conica ((! , questa sarebbe comune alle serie (l) e (2) e (2) 
e (3) e quindi alle (l) e (3) che sono di l o tipo, il che si è visto che non 
può accadere senza che la quartica si specializzi. Dunque: 

Esistono in generale 63 coppie di curve direttrici ((! e 1p ~ma pet· ogni 
serie e quindi 63 modi diversi di riguat·dare una cubica come inviluppo delle 

coniche polari dei punti di ((! rispetto a 1p· 
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12. - Mediante questa definizione di una quartica, si viene a stabi­
lire fra essa e la cp una corrispondenza (4, l ) di cui ora vogliamo cercare 
le formole. Per maggiore semplicità scriviamo la \)1 sotto la forma canonica 

e invece di riguardare la quart ica come inviluppo delle coniche polari dei 
punti di cp rispetto a 'P, pensiamola come luogo di un punto y la cui ret­
ta polare inviluppa la conica cp = a2 

.. = O. La polare è : 

Per conseguenza l'equazione della quartica sarà : 

an i Yt 2 + 2 nt Y2 Ya !2 + a22! Y2
2 

+ 2 1n Ya Yt l
2 

+ aaa i Ya
2 

+ 2 1n Yt Y2 l·z +. 

+ 2 a12j Yt 2 + 21n Y2 Xa ! ! Y22 +2m Ya Yt l + 2 ata j Yt2 + 

+2my2Ya l1 Ya2 +2mYtY2 l +2a2a iY2
2
+2 1nYaYt l lYa2 + 

+21nYtY2 l =O, 

ovvero, mettendo in evidenza, l'in variante assoluto di 'P: 

dove 

f 2 2+ . 2+ 2 2+ t = au Y2 Ya a22 Ya· Yt ata Yt Y2 . 

+ a12Yt Y2 Ya
2 

+ ataYt Y2
2 Ya + a2a Y/ Y2 Ya' 

!2 = an Yt 
2 

Y2 Ya + a~2 Y2 
2 

Ya Yt + aaa Ya 
2 
Y 1 Y2 + 

+ a12Ya (yt
3 

+ Y2
3l + a1aY2 (yt

3 + Ya) + ata Yt iY23 
+ Ya

3
), 

fa= anYt 4 + a 22 Y24 + aaa Ya4 + 2 a12Y1
2 Y22 

+ 2ataYt
2 

Ya
2 

+ 

+ 3 a 2a Y2 2 Ya z • 

(l) 

Così sono riferite le tangenti della conica cp alle quaterne dei punti della 
quartica mediante le relazioni 

ut = Yt
2 

+ 2 nt Y2 Ya, 

u2 = Y2
2 + 2 1n Ya Y1' 

~ta = Ya
2 
+2m Yt Y2· 
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Ma fra le coordinate della tangente e quelle del punto di contatto 
passano le relazioni 

quindi le formule richieste saranno le seguenti: 

x1 =an iy/ + 2nt Y2 Yal + a12 !Y2
2 + 2tn Y2 Yi l + ata !Y32 + 2tn Yt Y2 l' l 

X2 • a21 1Yt
2 + 2tn Y2 Ya l + a22 !Y2 2 + 2 1n Ya Yi ! + a2a!Ya2 + 2m Yt Y2l, 

X3 = aat !Yt
2 + 2tn Y2 Yal + aa2I Y22 + 2tn Ya Yt l + aaaiYa2 + 2m Yt Y2 !· 

(2) 

Esse stabiliscono una trasformazione quadratica del piano in sè stesso che 
è la più generale possibile perchè le rette del piano vengono a essere ri­
ferite projettivamente alla rete delle coniche polari rispetto a una cubica 
'P che è generica. Dunque : 

La cm-rispondenza (1,4) fra ttna conica direttt·ice e la quat·tica è conte­
nuta nella cm·r,ispondenza quadratica gene1'ale (2). 

13. -Le formule precedenti si prestano con semplicità allo studio di 
casi particolari notevoli, fra i quali, per primi quelli per cui tn=O, m=oo. 

Per 1n = O la cubica direttrice è equinarmonica, la trasformazione (2 ) 
si mantiene sempre quadrupla, solamente si specializza la rete delle co­
niche sul piano quadruplo acquistando esse per comune triangolo autopo­
lare il triangolo hessiano della cubica direttrice. La quartica generata non 
ha punti singolari e poichè la sua equazione (l ) è simmetrica in +xi , in 
:t x2 , in + x 3 ne viene che esistono 3 omologie artnoniche che la trasfor­
?nano in sè stessa e di cui gli elementi fondamenta M sono qnelli del t1·iangolo 
hessiano sttddetto. 

Viceversa ogni quartica la . cui equazione sia simmetrica in + x1 , 

+ x2 , :±- x3 può esser generata mediante una cubica 'P equanarmonica. Si 
vede subito che una delle due omologie è il prodotto delle altre due. In 
altre parole se al punto Ai corrispondono rispettivamente A 2 A 3 A 4 nelle 
tre omologie, ne viene di conseguenza che per effetto della l"' omologia 
mentre Ai va in A 2 , A 3 va in A 4 ; per effetto della 2"', mentre Ai va in 
A 3, A 2 va in A 4 e per effetto della 3"' mentre A 1 va in A 4 , A 2 va in A 3• 

Più brevemente, si può dire che una qualunque delle tre omologie per-
• 

muta fra loro i 4 punti A 1 A 2 A 3 A 4• Diremo che essi costituiscono un 
ciclo. 

Una qualunque conica polare, rispetto a 'P, ha il triangolo hessiano 
come triangolo autopolare, dunque (N° 3) o tocca la quartica nei 4 punti 
di un ciclo se il polo si trova sopra rp, ovvero la taglia in due cicli se il 
suo polo si trova fuori di cp. Segue : 
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I cicli esistenti sulla quat·tica sono rappresentati sopra i punti della 
conica q;. 

I 4 ptmti di un ciclo sono ptmti di contatto di una conica con la 
quartica. 

Qualttnq1te conica che contenga un ciclo, ne contiene necessariatnente un 
altt·o (N° 8). 

Due cicli si tt·ovano sempt·e sopra una conica . 
• In una omologia armonica a un flesso deve corrispondere un flesso. 

Dunque: 
I 24 flessi della qua.rtica si distribuiscono in sei cicli, ma due cicli 

appartengono a una conica, quindi: 
I 24 flessi si trovano a B, a 8, sopra 15 coniche aventi per triangolo 

autopolat·e il tri4ngolo hessiano (1). 
La conica armonica alla serie di coniche che toccano la quartica nei 

cicli, deve tagliare l'hessiana di 'P nei sei punti corrispondenti a quelli 
nei quali l'hessiana stessa taglia la conica q; sostegno della serie. Dunque: 

Per ogni vert·ice del triangolo hessiano passano quattro bitangent·i della 
quartica, ecc. 

Per m = oc la cubica direttrice è un triangolo, la (2) diviene l'ordi­
naria trasformazione quadratica biunivoca, la quartica generata ha tre pun­
ti doppi nel triangolo fondamentale. Se la conica q;= a2

u =O si riduce 
a un punto contato due volte, la quartica ha tre cuspidi. La generazione 
di essa come inviluppo delle coniche polari dei punti q; rispetto a tp per· 
de significato; si mantiene però l'altro modo di esprimere la stessa gene· 
razione, per cui la quartica si riguarda come il luogo di un punto le cui 
rette polari rispetto a tp toccano q;, cioè passano per il punto a cui è ri­
dotto tp. Se questo punto è il centro del cerchio circoscritto al triangolo 
'P, la quartica generata è l'ipocicloide di Steiner. Si ha quindi la seguen­
te definizione di tale curva (come caso particolare di quella data al N° 10): 

L'ipocicloide di Steiner si può riguardare con~e il luogo del polo varia­
bile, rispetto a un triangolo, di una retta che r1wta attorno al centro del 
cerchio circoscritto al triangolo. Quando sia noto questo centro, la costru­
zione è lineare. 

14.- Andiamo ora al secondo dei casi enunciati al N° 9. Riprendia­
mo quindi la solita equazione della serie 

(1) 

Si tratta di esaminare se le coniche di questa serie si possano riguar-

(l ) GERBALDI, loc. cit .. 
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dare come polari dei punti di una retta q; rispetto a una quartica 'P di 
cui le equazioni siano rispettivamente x 2 = O,nt\, -= O. Le coniche polari 
dei punti di q; rispetto a 'P individuano la serie: 

(2) 

dove: 

il'P_ 2 1 2+ 2+2 + a x/ - ?nnu Xi -t- ?n1122 X2 ?ltuas X3 ?nu12 Xi X2 

+ 2?n1113 xi x 3 + 2 ?n1123 x2 x 3 =O, 

az 1jl 2 + 2 + 2 + 2 t a Xi a Xa = ?n1311 Xi ?n1s22 X2 11!1333 X3 ?n1312 Xi X2 • 

+ 2?n1313 x 1 x3 + 2 ?n1323 x2 x 3 =O, 

a
2 

VJ _ z + 2 + 2 + ., + a X t - 1n3311 Xi ?n3322 X2 ?n3333 X3 ~ ?ltaa12 Xi X2 
3 

Vogliamo dimostrare che la (2 ) è una serie quadratica generale. Perciò 
confrontiamola con la (1), esaminiamo le condizioni che ne conseguono per 
i coefficienti della (l ) e vediamo se queste condizioni specializzano effet­
tivamente la serie, ovvero se dipendono da opportuna scelta degli elemen­
ti fondamentali. 

Le condizioni suddette sono le seguenti : 

ala = bu, b 23 = C12 , b aa = C1a , aza = b12, 

aaa = b13 = Cu 

le quali esprimono che, sul lato x2 =o, i due punti A = (1, o, O), C- (O, o, l) 
godono della proprietà che la polare di A ri spetto a b2x =O coincide con la 
polare di C rispetto a a2x = O e che la polare di A rispetto a et"'= O coin­
cide con quella di C rispetto a b2x = o, il che indicheremo brevemente 
eon le notazioni 

La questione è così ridotta a vedere se esistono due punt i A e C i 
quali godano di queste proprietà. 

Perciò consideriamo la collineazione composta delle 4 polarità se-
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guenti: la rispetto ad a, 2"' rispetto a b, 3"' rispetto a o, 4"' rispetto a b, 
e applichiamo questa collineazione a un punto C. Prendiamo la Ca polare 
di C rispetto ad a, di questa Ca cerchiamo il polo rispetto a b e sia A: 
intanto è realizzata la condizione 

Dopo, costruiamo la Ac polare di A rispetto a o e finalmente il polo di 
quest'ultima rispetto a b: otterremo così un punto C' che è il corrispon­
dente di C· nella collineazione in discorso. Se C' coincidesse con C sareb­
be realizzata anche la seconda condizione: 

Dunque i tre punti uniti Ci C2 C3 della projettività possono ognuno 
servire da punto C. Partendo da uno qualunque di essi Ci ed eseguendo 
le prime due polarità, si giunge a un punto A, il quale insieme a c, ri­
solve la questione proposta. Si osservi che .A, è distinto da c. perchè, se 
ciò non fosse ed entrambi coincidessero in un unico punto P, dalle condi­
zioni precedenti si vedrebbe che P avrebbe la stessa retta polare rispetto 
alle tre coniche, la quale dunque si staccherebbe dalla jacobiana della loro 
rete; la serie sarebbe speciale. Dunque, in generale Ai è distinto da c, . 
Si vede subito che Ai è unito nella projettività che si ottiene eseguendo 
le 4 polarità seguenti : la rispetto a o, 2"' rispetto a b, 3a rispetto ad a, 
4" rispetto a b. Riassumendo: 

Date tre coniche in posizione generica, esistono 3 coppie di punti 
.Ai Ci, A 2 C2 , .A3 C3 tali che presi come punti Ai= (1, O, O), Ci =(O, O, l) 
i primi membri delle equazioni delle coniche si possono riguardare rispet­
tivamente come le tre derivate seconde 

az~ az~ a2~ 

a xi z ' a xi a x3 ' a xl· 

di una medesima forma ternaria biquadratica 'ljl. Quindi 
Una quat·tioa generale pttò sempre considerarsi come l'inviluppo delle 

coniche polari dei punti di ttna retta cp rispetto a un'altt·a quat·tioa ~, ov· 
vero co1ne il luogo di un punto la etti conica pol.at·e rispetto alla stessa qttar· 
tioa ~, tocca la retta fissa cp • 

.Adottando nna definizione del Cremona (l) si può esprimere il teo 
rema più brevemente cosi: 

(l) Curve piane, No 104. 
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La seconda polm·e di una retta} rispetto a una q~ta~·tica generale, è di 
nuovo una qum·ticct gene~·ale. 

15. -Riprendiamo la serie quadratica di coniche polari dei punti di 
q; rispetto a 'P· La .retta q; taglia la hessiana di 'P in 6 punti le cui co­
niche polari costituiscono le 6 coniche della serie spezzate in coppie di 
rette: i 6 punti doppi di queste coniche stanno sulla steineriana di 'P e 
anche (N° 4) sulla conica armonica della serie. Dunque si può dire che: 

I sei punti della steineriana di una quartica che corrispondono ai sei 
punti nei quali Phessiana è incontrata da una retta qual1tnque, appartengono 
a una medesima conica. 

16. - Analogamente a quanto fu fatto nel N° 11, si tratta di vedere 
adesso da quali condizioni sono legate una retta e una quartica direttrici 
per generare una quartica secondo la definizione del N° 14. Cominceremo 
perciò dal tener fissa la retta direttrice q;. Dal N° 14 resulta che riman­
gono fissi i coefficienti: tnu 11 , maa33 , m1112 , 'mu1a , ?n1aaa , ~n2aaa , mu22 , ?nuaa , 

m2233 , 1n1123 , 1n122a , tn1233 e per conseguenza sono arbitrari: m2221 , m2222 , 

1n2223 e quindi l'equazione di 'P potrà scriverai: 

dove () è la parte fissa e a, {J, y i coefficienti variabili. Dunque; 
Per ogni retta che si può ass1unere c01ne direttt·iceJ esiste un sistema li­

m·are t~·iplo di quartiche direttrici aventi tutte sulla retta medesima quattro 
contatti t·rip~mto. 

17. -Un punto comune alla quartica data e alla hessiana di una 
quartica direttrice 'ljl, gode della proprietà che la sua conica polare deve 
spezzarsi in due rette ed esser tangente alla retta direttrice q; (N° 14). 
Cioè, a un punto A comune all'hessiana di 'ljJ e alla quartica data corri­
sponde un punto A' della steineriana di 'ljJ situato sopra q;: ma i punti A 
sono 24, i punti A' sono 12 il che vuoi dire che l' hessiana di 'ljJ tocca 

12 punti la quartica data. Quindi: 
Le hessiane delle quartiche dirett1·ici inviluppano la quartica data. 
18. - Per completare la questione del N° 16 occorre vedere quali 

posizioni può assumere la retta direttrice q;. 
Sia q; una retta generica del piano. Cerchiamo se, sopra di essa, esi­

stano due punti A e O così che siano soddistatte le due condizioni del 
N° 14: 

dove .a e c sono due coniche della serie che si considera e b è la conica 
che ne contiene gli otto punti di contatto con la quartica. Indichiamo con 
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fl
1 

, fl2 , i parametri che individuano sulla cp i punti A e O, con ).1 , J.2, i 
valori del parametro ). che nella serie data individua,no a e c (la b dipen­
de dalle prime due (N° 3)). Le due condizioni precedenti dànno luogo a 
4 equazioni che contengono non omogeneamente J.1 , ì..2 , p,1 , fl2 • Esiste 
quindi almeno un numero finito di soluzioni. Per conseguenza: 

Una qttat·tica generale può sempre considerarsi come la seconda polare 
di una t·etta generica del piano rispetto a un'altra quat·tica che, jissa,ta qttella 
retta, varia in ttn sistetna lineare = 3

• 

IIT 
Aggruppamenti di bitangenti. 

19. - Dal N° 8 e dal N° 6 resulta che « quattro bitangentia b c d i cui 
8 punti di contatto si trovano sopra una conica, individuano tre serie di 
coniche quadri tangenti e cioè quelle determinale da ab, c d; a c, b d; 
a d, b c. Due di queste tre serie non possono avere altre bitangenti co­
mnni a meno che la quartica non abbia un punto doppio (1). 

Due coppie di bitangenti come a b, c d, appartenenti alla stessa serie, 
le chiameremo congrue e scriveremo a, b = c d, in caso contrario le chiame­
remo incongrue e scriveremo ab =-=1= c d. Con queste notazione il teorema 
precedente si esprime molto semplicemente così: 

Se a b c d, ne consegue a c = b d, a d = b c. 
20. - Con l'ajuto di quest-o teorema e con l'osservazione fatta sopra,, 

che due serie individuate da, ab, c d- e da a. c, b d non possono avere al 
tre bitangenti comuni, è facile scrivere il prospetto delle 63 serie di co­
che quadritangenti desumendolo dalle 6 coppie di bitangenti che ogni 
serie contiene. A noi occorrono le seguenti (2): 

ab=cd= ef =gh =ij =kl, 

ac=bd=mn=op =qr=st, 

a d = b c - u v = 10 x = y z = cp 'ljl , 

ae = bf=mu=ow=qy=t'ljl, 

aj =be =nv=px-rz =t'ljl, 

am=cn =eu_gx=iz =k'ljl, 

an=cm=fv=hw=jy =l'ljl , 

btn=dn = uf=hx=jz =lljl. 

(l) SAUfON, loo. oit. No 258. 
(2) 8ALMON, loo. oit. No 259. 

(l) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

t7) 

(8) 
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Si rileva facilmente che due serie qualunque o hanno 4, ovvero 6 bitan­
genti comuni (1). Nel l 0 caso sono del tipo 

ab=cd= ef=gh- ij=kl, 

a c= b d- m n = o p= q t·= st. 

N el 2° caso sono dell'altro tipo 

ab =cd= ef _ gh-ij =kl , 

atn=cn-eu=gx=iz=k1J1. 

Chiameremo le prime: serie congiunte d.i t a specie e le seconde: sm·ie 
congiuute di 2a specie. Occorrendo nominare nel primo caso le coppie ab, 
c, d, a c, b d, le diremo coppie di congiunzione. 

Una serie è congiunta d·i 1a specie ad alt1·e 30 e di 2a specie ad alt1·e 32. 
Le serie congiunte di l" specie si presentano a gruppi di 3, a 3, tali 

che due qualunque di un gruppo sono congiunte fra loro. Ecco un esempio: 

ab=cd= ef =gh =ij =kl, 

ac=bd = mn=op =qt·=st, 

ad=bc = uv =wx=yz=<ptjl. 

Chiameremo un tal gruppo gmppo di ta specie. Esso esaurisce le 2~ 
bitangenti. 

Anche le serie congiunte di 2"' specie si presentano in gruppi analo­
ghi di tre, a tre, così che due serie qualunque del gruppo sono congiunte. 
Chiameremo questi gruppi gruppi di 2a specie. 

da cui si vede che : 

ab =cd=ef-gh=ij=kl, 

a m= c n = e tt = gx =i z = ktjl, 

b m = d n = ttf= h x =j z =l \jl, 

In un gruppo di 2a specie ttna qualunque delle serie è costituita dalle 
bitangenti non comuni delle altt'e due. 

Un gruppo di 2• specie contiene solamente 18 bitangenti. Vedremo 
in seguito (N° 22) a che cosa dà luogo l'insieme delle 10 rimanenti. Ogni 

(l ) HUMBERT, Sur une claBBe de oourbes planes et BUI' surface remarquable du q1tatriéme 
ordre. Jonrnal de Mathémetiqnes (RÉSAL), Tome VI. 
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gruppo di 1 a specie individua una conica che passa per i quattro punti 
di contatto delle bitangenti che formano la quaterna di congiunzione e 
viceversa. Dunque: 

I gruppi di Ja specie sono 315. Il che risulta anche dall'osservare che 
una serie appartiene a 15 gruppi di l a specie e che, contando in tal modo i 

gruppi, ognuno è contato 3 volte. (Quindi il numero cercato è 
63

; 
15 = 315). 

Analogamente si vede che: 

16. 63 
I gruppi di 2a specie so110 

3 
= 336. 

21. Prendiamo un gruppo d~ prima specie: 

ab=cd= e f=gh =ij =kl, 

a c= b d = m n= o p= qr =st . 

a d = b c = u v = w x = y z = q; "P· 

Esistono serie congiunte di 2a specie con ciascuna serie del gruppo' 
La risposta è negativa. Infatti, ammettiamo che esista uua serie con­

giunta di 2" specie con le prime due: si vede subito che è congiunta di 
l" specie con la 3a . Poichè la serie supposta avrebbe 6 bitangenti comuni 
con la l" serie, una in ogni coppia, altre 6 comuni con la 2" serie; se 
fosse congiunta di 2" specie anche con la 3• serie, dovrebbe avere anche 
con questa a comune 6 bitangenti; cioè nella 3"' serie dovrebbero figurare 
6 bitangenti appartenenti alle altre due; il che non è. Dunque le serie che 
sono congiunte di 2• specie contemporaneamente con le prime due del 
gruppo, vanno cercate fra le serie congiunte di l" specie con la 3" del 
gruppo medesimo, cioè con la 

a d = b c = u v = 10 x - y z = q; "P· 

E ora si vede subito che, se una delle coppie di congiunzione è ad, 
ovvero b c, si trovano effettivamente serie congiunte di 2" specie con le 
prime due del gruppo, altrimenti no. Quindi: 

Non esistono serie congiunte di 2a specie con tutte e tre le serie di un 
gruppo di Ja specie. 

Date due ser·ie congittnte di 1a specie j1·a loro, ne esistono 16 che sono 
congitmte di 2a specie cmt entrambe. 

Un esempio è il seguente: date le due congiunte di l"' specie 

ab= c d = e f= g k = ij = k l; a c= b d= 11~ n- p o= r q = t s 

la.: 

ctu=dv=e1n=hp=ir=ks 
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è congiunta di 2"' specie con entrambe. 
22. Sia un gruppo di 2"' specie: 

ab= c (l= ej- g h= ij- k l, 

a m= cn=eu=gx=iz =h'\jJ, 

b nt=dn= uf= hx=jz = l'\jJ. 

Per ottenere una serie congiunta di l"' specie con le prime due, basta 
costruire una serie congiunta di l"' specie con una qualunque di esse pren­
dendo, per una sua coppia, due bitangenti comuni alle due serie. La serie 
che si ottiene è congiunta di l"' specie, non soltanto alle prime due, ma 
anche alla terza. P. es. la : 

a c = b d = 1n n - o p = q r = s t, 

da cui si vede che le serie congiunte di l"' specie con tutt'e tre le serie 
del gruppo dato sono costituite da tre coppie di congiunzione e da altre 
6 bitangenti che appartengono alle 10 bitangenti escluse dal gruppo dato 
di 2"' specie. Dunque: 

Una serie congiunta d·i 1a spec·ie con due di un gruppo di 2a spec·ie è 
congiunta di 1a specie anche con la terza serie del gruppo. 

Esistono 15 serie congiunte di ta specie con tutt'e tre le serie di un 
gruppo di 2a specie. 

Le 10 bitangenti che rùnangono escl~tse da un gruppo di 2a specie co­
st-ituiscono 45 coppie esistenti a tre a tre nelle 15 serie congiunte di 1a specie 
al gruppo dato: le altre tre coppie, in ogni serie, sono coppie d·i congi~wzione 

23. - Per procedere oltre nello studio delle configurazioni nascenti 
da partiéolari aggruppamenti di tangenti doppie, è necessario citare il se­
guente teorema dovuto a Aronhold (l} e riprodotto dopo da vari autori (21, 

Siano due serie congiunte di prima specie ab = cd = ... ; a c = b d = ... 
siano m n, ej due coppie qualunque rispettivamente della l"' e della 2" se­
rie. Allora, il teorema sopracitato stabilisce che le due terne di punti 

b c, jn, 1n e a d, ne, jm 

appartengono a due rette; che esistono 5040 di queste rette le quali pas­
sano a 40, a 40, per ogni punto comune a due bitangenti. Vogliamo stu­
diare un po' più da vicino queste rette che chiameremo rette e-

(l) Ueber den gegemeitigen Za8atnmenhang der 28 Doppeltangenten einer allgetneinen 
Curve 4ten Gradu. Monatsberichte, Berlin, 1864. 

C2) SALIIION, loo. cit., n . 258, 266. - DE PAOLIS, La tra~formazione piona doppia e la 
sua applicazione alle quartiche (Ace. Lincei, Memorie 18i7-78). 
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24. La prima questione che si presenta è la seguente: 
Date due coppie di bitangenti a piacere s t, p q, esiste un criterio 

semplice per giudicare se i punti s t, p q appartengono a una retta e~ Siano 
le rette e del N. precedente 

b c, jn, m e, 

a a,, n e, jm. 

Per ottenerle si sono prese le due serie congiunte di 1• specie 

ab=cd=ef=· .. 

ac=bd =mn . .. 

dove ej, 1n n erano due coppie qualunque delle due serie con la sola con· 
dizione di esser diverse dalle coppie di congiunzione: poi si è costruito il 
quadrilatero ejm n: una diagonale è la cf. 1n n congiungente le due coppie 
date ej, 1n n: le altre due diagonali sono appunto le due rette e e cia­
scuna passa per uno degli altri due vertici del quadrilatero ab c. d che sono 
diversi da quelli che forniscono le due coppie di congiunzione. Questa pro· 
prìetà che caratterizzerebbe le coppie segantesi. sopra una retta e, oltre 
non esser semplice, ha lo svantaggio di far comparire in modo non sìm· 
metrico le tre coppie perchè essa pone in condizioni diverse le due coppie 
f n, 1n e della coppia be nella P retta e, e in condizioni ugualmente di­
verse le due coppie n e, f m della coppia a, d nella 2" retta e· Invece ri· 
sulterà dalle considerazioni che seguono come le tre coppie di una e vi 
compariscano simmetricamente. 

25. Per questo ci varremo delle serie scritte al n. 20. La (5) di quel 
n. ci dice che aj- nv, dunque tn. 19) sarà fn =a v. Analogamente, la 
(3) del medesimo N dà a v= d u, a 1t =d 1t, e la (4) et u = 1n e. Quindi si 
ha il gruppo di l" specie (N 20); 

au=du=fn= ... , 

au=dv=me= ... , 

il che prova che due qualunque delle tre coppie b c, jn, m e della retta e 
si possono riguardare come appartenenti a due serie congiunte di l" spe· 
cie, ma diverse dalle coppie di congiunzione. Così apparisce intanto come 
le tre coppie di una e siano in condizioni simmetriche le une rispetto alle 
altre. 
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Viceversa, prese due coppie come ej, 1n n, appartenenti a due serie 
congiunte di l n specie e diverse dalle coppie di congiunzione, dico che 
esse giacciono sopra una retta e- Per convincersene basta prendere le due 
serie congiunte di P specie: 

a v= d u =f n= .. . 

au=d v =?ne=··· 

e osservare che ad esse è applicabile il medesimo processo che il Salmon ad 
esempio applica t N. 258) alle due serie congiunte di l"' specie ab = cd - ej ... , 
a c - b d= m n = ... per ottenerne due rette e· Nel nostro caso quello 
stesso processo conduce alle due rette e seguenti: 

uv, ej, 1n n; a d, n e, jn~. 

Dunque: 
La condizione necessat·ia e sufficiente affinchè due coppie di bitangenti 

e j~ 1n n, abbiano 'i lo'ro punti e j, 1n n, sopra una stessa 1·etta e è che le due 
coppie appartengano a due serie congiunte di 1a specie e siano diverse dalle 
coppie di congiunzione. 

Segue che le 63 coniche armoniche alle 63 serie non possono spez· 
zarsi in coppie di rette e perchè le coppie di bitangenti di una retta e 
sono a due, a due, incongrue. Quindi: 

Dato un quadrilatero di bitangenti, se una diagonale è una retta e, an­
che le altt·e due diagonali sono rette e· 

26. Sopra i gruppi di l"' e di 2" specie abbiamo poi i seguenti . teo­
remi di cui il l" discende subito dalle considerazioni precedenti: 

In un grt~ppo di prùna specie, le 18 coppie di bitangenti delle tre sm·ie 
che lo compongono, sono così costituite che i 18 punti di incontro delle 2 bi­
tangenti di ciascuna coppia, stanno sei, a sei, sopt·a le tre coniche armoniche 
alle serie : 6 sono dati dalle coppie di congiunzione e sono i ve1·tici del qua­
dt··ilatero formato con le 4 bitangenti com~~ni alle 3 serie; gli altri 12 giac­
ciono a 3, a 3, sop1·a 16 t·ette e- Questa configu1·azione esaurisce tutte le 28 
bitangenti. 

Il n1~mero di tali configumzion·i è 315 {N. 20J. 
Di qui si trova che il numero delle rette e è 315. 16 = 5040. 
Le 18 b'itangenti di 1~n gt·uppo di 2a specie dànno luogo a 6 triangoli 

aventi ciasmmo 1~n vertice sopt·a ciascuna delle 3 coniche armo1~iche alle 3 
serie che compongono 'il g'ruppo. 

27. La (5) N. 20 è: 

af=nv=be=· ·· 
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segue (N. 19): 

ma dalla (2) (N. 20); 

per cui: 

segue : 

e dalla (l) (N. 20) 

onde: 

Allora esistono le 

de=mv=cf ... 

seguenti coppie di serie congiunte 

1
,.) ab=cd=ef=··. 

? ac=bd=mn= ... 

~
af=n v= be=··· 

2 .. 
an=fv=ctn=··· 

~
e v= dm=bn=··· 

3 .. 
de=mv=fc = ... 

(9} 

(lO) 

di l"' specie 

~ l) (N. 20) 

(2) (id.) 

(5ì {N. 20) 

(7) (id.) 

(9) (N. 4) 

(10) (id.) 

Applicando a tutt'e tre queste coppie di serie il teorema che al n. 23 è 
stato applicato solamente alla prima coppia, si hanno le seguenti rette e: 

! e= bc,Jn, me 
(l) 

e1 = ad, ne,jm 

t
' e =fn, be, me 

(2) 
e2 = av, btn, ec 

(3) ! e = e tn, f n, b c 

e3 =dv, bj, ne 

Cosl a una retta e sono associate le altre tre: 

e1 =ad, ne, jm, 

e2 = av, e c, btn, 

ea = d ·v, ne, bf' 
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sopra ognuna delle quali hanno un vertice ciascuno dei tre triangoli: 

a d v, e n c, '»t f b . 

Ma gli ultimi due sono prospetti vi a causa della esistenza della retta e = b c, 
f n, 1n e: dunque le rette e1 e2 e3 s'incontrano in uno stesso punto R. 

Intanto si può dire che: 
Esistono degli aggt·uppamenti di 9 bitangen·ti costituiti, ciasmmo, da tre tt·ian­
goli pro.~pettivi con la ultet·iore pm·ticolarità che il centt·o di prospettiva è il 
medesi1no per tutt'e tre le coppie di tTiangoli e sono p1,re le medesime le 
congiungenti i vet·tici cotTispondenti. 

28. Riprendiamo i triangoli a d v, e n c, mfb e le tre rette e che ne 
contengono, ognuna, tl'e vertici corrispondenti: 

et= Ct d, n e, j1n, 

! e2 =a v, e c, b 1n, 

e3 = dv, ne, bf. 

I triangoli precedenti dànno luogo alle tre coppie: 

a d v, e n c; a d v, 1njb; e n c, mfb 

cui assi di prospettiva sono le tre rette e: 

e't= a e, n d, c v' 

e'2 =a ?n, f d, b v' 

e' 3 = e m, f n, b c . 

(l) 

(l') 

Ora, sopra ciascuna di queste tre rette, ha un vertice ognuno dei tre trian­
goli: 

a e 1n, d n j, v c b 

che sono prospetti vi a causa delle (1): anzi le (l) sono gli assi di pro­
spettiva delle tre coppie. Dunque anche le rette e' t e' 2 e' 3 concorrono in 
uno stesso punto R. Quindi: 

Ai triangoli di bitangenti a d v, e n c, 1nj b, pt·ospettivi da ttn medesimo 
centro, fanno riscontro i triangoli a e 1n, d n J, v c b prospettivi da un altro 
centro, così che gli assi di pt·ospettiva delle coppie di triangoli, contenuti 
nella p1·i1na terna, sono le cmtgiungenti i vert·ici corrispondenti nella seconda 
terna e viceversa. Gli assi di prospettiva smw sei rette Q e a tre, a tre, pas­
sano per i due centri di prospettiva. 

Indicheremo con Q la configurazione formata con le 9 bitangenti in 

CIUI. 15 
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discorso. A ogni configurazione Q sono coordinate 6 rette e e due punti R. 
29. n seguente lemma riesce evidente quando se ne costruisca la fi­

gura relativa: 
Date 3 coppie di rette che si tagliano in 3 punti in linea retta, si 

possono formare con esse 4 coppie di triangoli prospetti vi: i centri di pro­
spettiva e le congiungenti i vertici corrispondenti sono vertici e lati di un 
quadrangolo completo. 

Prendiamo, per le tre coppie di rette date, le tre coppie di bitangenti 
b c, f n, 1n e che si tagliano in punti di una retta e- Si vede subito che 
le congiungenti i vertici corrispondenti dei triangoli prospettivi non sono 
altro che le diagonali dei quadrilateri b cf n, b c 1n e, f n 1n e i quali hanno 
per diagonale comunale la retta e- Dunque (n. 25) anche le altre diago­
nali sono rette e-

Il lemma precedente dà il seguente teorema : 
Data una t·etta Q, con le 6 bitangenti che a dtM, a dne, si tagliano stt 

di essa, si possono fonnm·e 4 coppie di t1·iangoli p rospettivi: i centri d·i pro· 
spettiva e le congittngenti i ve~·t·ici cmTispondenti compongono ttn qttacl1·angolo 
d·i qttattt·o ptmti R e di sei lati Q· 

30. Segue che una retta e individua 4 punti R. Ma si vede facil­
mente che a uno stesso punto R si giunge mediante 3 rette e- P. es., 
detto R 1 il centro di prospettiva dei triangoli b f 1n, c n e, si trova subito 
che si giunge a R 1 non solo considerando la retta b c, fn, 1n e, ma anche 
le altre due a e, n d, c v ; a m, f d, b v scritte al N 29 sotto l'indicazione 
(l)' e le quali, alla lor volta, concorrono in un punto R. Dunque il numero 
dei punti R è 

5040. 4 
3 =6720. 

Segue che, sopra ogni retta e, ci sarà un numero X di punti R tale che 

5040 . x = 6720, 
3 

perchè per ogni punto R passano 3 rette e- Quindi X = 4. Le 5040 rette 
Q s'incontt·ano a 3, a 3, in 6720 ptt.nti R, così che, sopt·a ogni t·etta e, esistono 
4 pnnti R. 

Gli aggmppatnenti Q sono 

6720 =3360. 
2 
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31. Riprendiamo un aggruppamento Q: p. es. quello dei Nl 27 e 28 
costituito dalle 9 bitangenti a, d, v, e, n, c, 1n, j, b organizzate nelle due 
terne di triangoli: 

adv, enc, mjb; a e m, d n j, v c b. 

Si riconosce subito che esiste una e una sola bitangente 1t tale che con 
ciascun triangolo dia luogo a due coppie di bitangenti congrue. Diremo 
che la bitangente u è coordinata all'aggruppamento Q. Vogliamo dimostrare 
che se si sost ituisce una qualunque delle bitangenti dell'aggruppamento: 
p. es. la v, con la u, si trova un nuovo aggruppamento Q la cui bitan­
gente coordinata è la v. Infatti: esistono le rette e seguenti (N° 23): 

e'i =fn, b c, 1n e. 

Poi, si prenda la serie (4) e la (6) del N° 20 e si troverà (N° 23), insieme 
alla e' il la e2 =a u, b n, f c: secondariamente si osservi che dalle (6) e (8) 
del N° 20 medesimo si ha : 

e c =un=df, 

e quindi da questa e dalla ( 8) Suddetta Si ottiene, insieme alla e' il la e' a-U d, 
eb, nH: ugualmente dalLa (6) e dalla e c= un= df risult a la esistenza 
della ei e della e'a= a, t, u c, d n~, e così pure dalle (4) e (8) si trovano 
la e i è la e' 2 = a n, 1t b, d e. Quindi, riassumendo, si hanno le seguenti 
6 rette e: 

et= ad, n e, jm 

l e2=au, bn, jc 

ea = u d, be, 1n c 

(l) 

e'i = fn, b c, 1n e 

l e' 2 = a n, u b, d e 

e'a= aj, uc, dm 

(l') 

il che significa che i triangoli di bitangenti 

adu, enb, n~jc; anj, u cb, d e m, 

formano un aggruppamento Q c. d. d. 
Dunque: 
Le 9 b·itangenti di un gruppo Q e la bitangente x coot·dinata al gruppo 

sono in tal 1·elazione che aggiungendo x al gntppo e togliendone una qua· 
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ltmque delle ctltTe, i l pntppo che risultn è ancora ttn gruppo Q. 

Si vede subito che le 18 bitangenti che si escludono assumendo un 
gruppo Q e la bitangente coordinata, costituiscono un gruppo di 2"' specie, 
e viceversa. Dunque : 

Le 10 bita.ngenti che ·rimangono esclttse da ttn gntppo di 2a specie co· 
stituiscono, in 10 modi d·iversi, ttn aggntppctmento Q con la ·rela.tiva bitan­
gente com·dinata .. 

Ecco quindi una 1·egola semplice peT costruit·e un aggruppamento Q: si 
prenda tm gntppo di 2a specie e delle 10 bitangenti che non entt·mw nel gruppo 
se ne escluda una qttal1tnqtte. Le 9 t·i1nanenti costituiscono il grttppo cn·cato. 
Si ritrova così anche il numero dei gruppi Q. Esso deve essere il decuplo 
del numero dei gruppi di 23 spocie, cioè (N° 20): 336. 10 = 3360. 

32. Le ret te e e i punti R si sono presentati anche a Geiser nella 
nota configurazione che egli ha immaginato per lo studio della quartica 
piana (1). M:a nel valutare il numero tanto delle rette e quanto dei punti 
R bisogna tener conto che tutta la configurazione è per così dire attac­
cata a una bitangente (che potrebbe dirsi fondamentale) della quartica e 
quindi quel che si dice per una tale bitangente si può ripetere per tutte 
prendendo successivamente tutte le bitangenti per bitangente fondamen­
tale e costruendo, volta per volta, una nuova superficie cubica ausiliaria. 
Altrimenti la enumerazione suddetta non è esatta. Così p. es. il Geiser 
trova soltanto 720 rette e e 240 punti R. Riprendiamo qui tutta la figura 
di Geiser e con l'aiuto della notazione adottata, e di qualcuno dei teoremi 
già stabiliti, ritroveremo il numero dei punti R e delle rette e· Da quella 
figura risulta, prima di tutto, che ' la condizione necessaria e sufficiente af­
fìnchè un triangolo di bitangent i sia immagine di un triangolo esistente 
sulla superficie cubica F 3, è che i 6 punti di contatto stieno sopra una 
conica la quale contenga anche i punti di contatto della bitangente fon­
damentale a. 

Ora una bitangente fa pa.rte di 27 coppie e ciascuna di esse è con­
grua ad altre 5, quindi il numero dei triangoli di bitangenti che sono im-

magini di triangoli esistenti in F 3 è 
5 

·
3 
27 = 45. I 720 spigoli e i 240 ver­

tici dei triedri di Steiner si projettano in 720 rette e e in 240 punti R. 
Una coppia di triedri conjugati si projetta in un aggruppamento Q. M:a 
per bitangente fondamentale può esser presa una bitangente qualunque, 
quindi le rette e sono al massimo 28 . 720. Dico al massimo perchè si 
vede che una retta e è così contata 4 volte. Infatti sia la retta e = b c, 

(l ) Ueber die DoppeUangenten einer ebenen Curve v-ierten G-rade1. Math. Ann. Band I, 
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fn, 1n e (N° 23 :. Le 3 coppie b c, fn, m e appartengono alle tre serie con­
giunte di l"' specie tN. 25): 

av=d1t=fn= ... , 

a1t=dv=me= . .. , 

ad=uv=bc= .. .. 

Allora, secondo l'osservazione precedente, sono projezioni di triangoli esi­
stenti sulla F 3 : 

quando si prenda per bitangente fonda­
mentale la a, i seguenti 

quando si prenda per bitangente fonda-
mentale la u, i seguenti 

quando si prenda la v. 

quando si prenda la d. 

e 1n 1t 

l b c d 

) fn v 

l 
e 1n a 

bcv 

fnd 

l 

e 1n d 

bcu 

fna 

·l 

e 1n v 

bea 

fn 1t 

e ogni terna di triangoli dà la medesima retta e = b c, f n, 1n e . Dunque 

il numero delle rette è 
720 

· 
28 ~040 e 4 =o . 

Ogni bitangente, assunta come fondamentale, dà or1gme a 120 ag­
gruppamenti Q. Viceversa, si vede subito che una stessa fig. Q non può 
provenire da due diverse bitangenti fondamentali, perchè se esse fossero 
a e b e se 1n n p fosse un t riangolo di Q, dovrebbero trovarsi sopra una 
stessa conica i punti di contatto di a, b, m, n, p, cioè la quar­
tica dovrebbe spezzarsi. Dunque le figure Q sono 120 . 28 = 3360 e i 
punti R: 3360 . 2 = 6720. Segue anche: Mentre un aggruppa11tento Q è coor­
dinato a una sola bitnngente, una bitangente è coordinata a 120 aggntppa­
tnenti Q. Ogn·i aggruppamento Q p1tÒ sempt·e pensat·s·i come la, projezione di 
due triedri conjugati di Steùter. 
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Dei 4 punti R, esistentt sopt·a una retta Q, ?ttw qual?tnque, tna non più 
d'uno alla volta., può pensat·si co11~e la. projezione del vertice di ?tn triedt·o d·i 
Steiner. 

33. Una bitangente a quanti aggruppamenti Q appartiene' Sia a la 
bitangente data; b la bitangente coordinata al gruppo Q. Supponiamo che a 

appartenga a Q. Permutiamo a con b, troveremo lN. 31) un gruppo Q1 

coordinato ad a e contenente b. Allora, se ~;cambiamo a con ogni bitangente 
di Q 1 otteniamo 9 gruppi Q che contengono a. Dunque ogni gruppo coor­
dinato ad a dà 9 gruppi Q cui a appartiene. Si vede facilmente, che in 
questo modo di enumerazione, ogni gruppo non è ripetuto. Dunque il nu­
mero cercato è 120 . 9 = 1080. Da cui si ritrova ancora il numero dei 
gruppi Q uguale a 

1080 . 28 
9 

3360. 

Una bitangente fa parte di 1080 gruppi Q. 

Supponiamo fissata una bitangente fondamentale nella figura di Gei­
ser. Togliamo i 120 gruppi Q che esauriscono tutte le projezioni dei trie­
di di Steiner, togliamo i 1080 gruppi Q a cui appartiene la bitangente 
fondamentale. Rimangono 2160 gruppi Q, ogmmo costituito di 9 bitangenti, 
le cui obbiettive sono rette esistenti sulla F 3, ma non costituenti coppie 
di triedri di Steiner conjugati, benchè la projezione del gruppo fatta da 
un punto della superficie non si distingua da quella di una coppia di triedri 
conjugati. 
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SOPRA LA CORRISPONDENZA POLARE FRA CONICHE INVILUPPO 

E CONICHE LUOGO STABILITA DA UNA QUARTICA PIANA. 
[Rendio. R. Aoo. : Linoei 1895] 

La Nota presente ha per iscopo di mostrare come molte delle più co­
nosciute curve invariantive di una quartica piana, provengono dalla nota 
corrispondenza polare fra coniche inviluppo e coniche luogo che la quartica 
medesima stabilisce e come, per mezzo della stessa ·corrispondenza, tali curve 
si possano organizzare in modo semplice e naturale. Fra di esse sono il cova­
riante S e il contravariante 'f/J di Clebsch (l) di cui ritrovo qui le caratteristi­
che pliickeriane con procedimenti molto più rapidi di quelli impiegati per lo 
stesso scopo nella mia Memoria antecedente su tale argomento ( 2 ~ . Le con­
siderazioni di cui mi valgo sono in gran parte prese dalla geometria degli 
iperspazi e in particolare si riferiscono alla superficie di Veronese, alla 
varietà costituita dai suoi piani tangenti e alle varietà duali d'entrambi, 

che indico rispettivamente coi simboli F~ , M! , <Pi , M: già impiegati da 
Veronese t3) e da Segre (4). 

l. - Sia la quartica a~= b!, =c! =-= del piano :n:. Presa una qua­

lunque conica inviluppo f.l;, =O di n, la conica luògo a~ a! = O è la po­
lare della prima e la prima lo è della seconda. Se la ·conica J.l;, = O con­
siste di una coppia di punti, ovvero di un punto doppio, la conica polare 
diviene la conica polare mista, o la conica polare pura della coppia di 

(l) CLEBSCH, Deber Ourven vierter ordmtng. Crelle, Bd. 59. 
(2) Sopra due cm·ve invariant-ive di ttna qrta·rtioa piana. Ann. di Mat. pura e applicata, 

serie II, tomo XX, 1892. 
(3) VERONESE, La superficie 01naloide nonnale a due dimensioni e del 4° ordine dello 

spazio a oinqu.e dintell-sioni. Mem. Ace. Lincei, serie III, vol. XIX. 
(4) SEGRE, Srtlla geonwtria delle coniche di tm piano. Atti Accad. delle Scienze di 

Torino, 1885. 
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punti, o del punto. Questa corrispondenza fra coniche inviluppo e coniche 
luogo e la sua inversa si rappresentano molto opportunamente ne1l'S5, di 
cui i punti e gli iperpiani sieno rispettivamente le coniche inviluppo e le 
coniche luogo di n, mediante la polarità rispetto a una certa quadrica 

Q!, che chiameremo fondamentale, di cui l'equazione è: 

Q!= auu Yi + U2222 Yi + a3333 Y~ + at2t2 Y! + a1313 Y~ + a2323 Y~ + 
+ 2am2 Yt Y2 + 2alla3 Yt Y3 + 2aw2 Yt y, + 2awa !lt Y5 + 2att23 Yt Y6 + 
+ 2a2233 Y2 Y3 + 2a22t2 Y2 Y4 + 2a221a Y2Ys + 2a2223 Y2 Ye + 2aaat2 Y3 Y4 + 

+ 2aaata Y3 Ys -t- 2aaa2a Ya Y6 + 2at2t3 Y4 Yr. + 2a122a Y4 Y6 + 2ata2a Ys Y6 = O 

e la quale gode la proprietà di essere apolare alla <li~ (l). Il discriminante 
D della quadrica fondamentale è il noto invariante di sesto grado della 
quartica: così possiamo intanto affermare che: 

La corrispondenza polare fra coniche inviluppo e coniche hwgo e la Stta 
invena sono biunivoche senza eccezione finchè D =!= O. 

Le con·ispondenze polari stabilite da tutte le quartiche di n, per ctt·i D 
ha la stessa cat·atteristica, sono proiettivarnente identiche. 

2. - N ella corrispondenza inversa, data la conica luogo m~ = O, si 
scrive immediatamente l'equazione della conica inviluppo pola.re sotto la 
forma: 

A!,A!=O 

ove i simboli A e A (equivalenti) sono legati ai coefficienti effettivi dalle 
relazioni: 

essendo (2) 

A.;rjs = À..rijs = A.;r,sj = Ari,sj = Ajs,ir = Asj,ir = .Asj,ri = Ajs,ri 

il complemento algebrico di airjs in D e avvertendo che tanto air, quanto 
ai• rappresentano 1, o 2 a seconda che gl'indici che affettano il simbolo 
a sono uguali, o disuguali. 

Quando la conica data si scinde in un paio di rette v , w, I'eq uazione 
della conica polare diviene: 

(l) SEGRE, .Alczme idee di Ettore Caporali intonw alle qttartiche piane. Annali di Mat. 
serie II, tomo XX. - I simboli della equazione sopra seritta di Q2, divengono quelli 
di Segre, ponendo: 

Yt = Xu 'Y2 = X22 , '!13 = X33 , Y4 = 2xu, Y5 = 2xt3, Ys = 2x23. 
(2) CLEBSCH, loe. eit. 
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Se le rette v , w coincidono, essa è infine 

A!A;,=o 
valendo tutte le circostanze precedenti nel passaggio dai coefficienti sim­
bolici agli effettivi con la sola differenza che adesso a;r è sempreuguale a uno. 

3. - La polarità così stabilita mette in rilievo una certa corrispon­
denza fra le più note curve invariantive della quartica, mediante la quale 
esse si organizzano a due, a due, così che le caratteristiche pliickeriane 
duali di curve corrispondenti vengono a essere uguali. Cominciamo dalla 
polohessiana di un punto P (l ) (hessiana della cubica polare di P ). La 
polohessiana di P può considerarsi come il luogo di un punto variabile 
R tale che la coppia di punti PR abbia per conica polare una coppia di 
rette. Nel nostro S5, I'obbiettiva della polohessiana di P si ottiene eviden-

temente prendendo l'S2 di seconda specie tangente alla F! nel punto che 

è l'obbiettivo di P e tagliando, con questo piano, la polare reciproca di M! 
rispetto alla Q~: la sezione corrisponde omograficamente (2) alla polohes­
siana di P. Eseguiamo la costruzione duale in S5• Dovremo prendere la 

<l>: , uno dei suoi iperpiani I, l'S2 che contiene la conica di contatto del­
I'iperpiano I e costruire la sviluppabile inviluppo degli iperpiani che pas. 

sano per I'S2 nominato e appartengono alla polare reciproca di M! rispetto 

a Q! . Questa. sviluppa.bile sarà rappresentata dall'inviluppo di quella 
retta variabile la quale associata con una retta fissa (la immagine di 11, 

individua una conica che ha per polare una coppia di punti. _Ebbene 
quest'inviluppo non è altro che la Kr di Caporali (1). Mediante quindi la 
dualità che esiste in s5, fra le obbiettive della polohessiana e la Kr di 
una retta, è facile passare da proprietà della prima a proprietà della 
seconda. Così p. es. ai teoremi : la polohess'iana è una curva del 3° or­
dine; se la polohessiana di P passa per P' viceversa la polohessiana di P' 
passa per P, fànno riscontro quest'altri: la Kr è una curva di 3"' classe; 
se la Kr di r tocca r tocca 1·', viceversa la K,., di r' tocca r (l '· 

4. - L 'hessiana della quartica può pensarsi come il luogo di un punto, 
il quale contato due volte, costituisce una conica la cui polare è una 

coppia di rette. La sua obbiettiva in S5 è la sezione di F~ con la polare 

reciproca di M! rispetto a Q! (3). La sviluppabile duale è I'inviluppo degli 

( l) CAPORALI, Sopra le quart-iclte piane. Y o lume delle sue Memorie. 
(2} SEGRE, Sulla geometria delle coniche di un pimw, loc. cit. 
(3) Di qui si ritroverebbe l 'ordine dell'hessiana. F'erchè tale sezione in 85 è di 12o 

ordine, per cui ha 12 punti comuni con la. ci~ sezione di un iperpiano con la F2', ma 
la C1

4 si rappresenta in una conica: dunque l'ordine cercato è 6. 
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iperpiani comuni a <P~ e alla polare reciproca di M~ , e la sua immagine 
è evidentemente l'inviluppo di una retta la quale, contata due volte, ha 
per conica polare una coppia di punti, cioè la "P di Clebsch. Segue che 
l'ordine dell'hessiana è uguale alla classe di 1p , che il genere della prima 
è uguale a quello della seconda, che "P è privo di bitangenti, perchè, l'hes­
siana non ha punti doppi, che insomma può enunciarsi il teorema: 

L'hessiana e i l contravaricmte "P di Clebsch ha.nno le ca1·atteristiche 
pl-iickeriane dttali ttgua.li (1). 

5. - n medesimo processo mediante il quale si trova l'equazione 
della polohossiana di un punto e da essa quella della hessiana, serve per 
trovare l'equazione della K,. e da essa quella di "P· Per la polohessiana di 
un punto y, basta esprimere che la conica polare della coppia costituita 
da y e da un punto variabile x è una coppia di rette. Si trova come è 
noto: 

ay b11 Cy ax bx Cx (abc)2 =O 

L'hessiana può pensarsi come il luogo di uu punto che giace sulla 
propria polohessiana. Quindi la precedente per y =x dà l'equazione della 
hessiana. Analogamente, esprimendo che la conica polare della coppia di 
rette u v , delle quali v è fi ssa e n variabile, si spezza in due punti, tro· 
veremo la equazione della K,. 

K,. = A, B, Cv A ,, B ., C., tABcr = O 

e così pure, riguardando la 1p come l'in viluppo di una retta tangente alla 
propria J( ,. , ne troveremo l'equazione ponendo nella precedente n= v, onde 

- A ~ B ~ c2 (ABCJ· ~ =o "P - ..t>..n u ·u 

nelle quali valgono per i simboli A , A; B, B; C, C le avvertenze fatte 
alla fine del n . 2 per i simboli A , A (2). 

(l) CIA...~I, loc. ci t. 
(2) L'equazione di '1\J s i trova an che iu Clebsch , loc. cit ., ma non sotto form a simbolica. 

Essa e ottenuta nel N. 4 della sua citata Memoria. - La riduzione fatta al N. 5 non 
è g iusta, come già ebbi a osservare n el n . 2 del mio lavoro. Al qual proposito anzi è da 
notarsi come i determinati della forma: 

A;k,u Ai'k'. ! 2 Ai"lrJI, t3 

Aik, 21 Avk', 22 Ai"k", 23 

A;k, 21 Ai'k', 23 Ai"k", a3 

che compari .•couo nella equazione suddetta, non solamente per qnalche valore di i, k, i', k', 
i", k" non p ossono essere minori de l r eciproco di D , ma per nessnn valore dei sunnominati 
indici ciò può a ccadere: dunque il distacco del fa t tore D, invocato da Clebsch , non avviene 
per nessun termine della equazione medesima. 
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6. - Riprendiamo la curva e la sviluppabile, in S5, le quali sono le 
obbiettive di una polohessiana e di una K,. . Le loro polari reciproche 
rispetto a Q!, saranno rispettivamente rappresentante, in :n, dall'inviluppo 
costituito da tutte quelle coppie di rette, le cui coniche polari sono coppie 
di punti aventi tutte un punto fisso comune e dal luogo di quelle coppie di 
punti le cui coniche polari sono coppie di rette dotate di una retta 
fissa comune. L'inviluppo è la polocayleyana del punto (cayleya.na della 
cubica polare); il luogo è la Gr della retta (cfr. Caporali). Queste due 
curve sono rappresentate contemporaneamente dalla forma mista 

(abu) (acu) (bcu~ (abc) ax bx Cx = 0 

a seconda che vi si faccia x= cost, ovvero u = cost (1). 
7. - Analogamente, costruendo, in S5, le polari reciproche, rispetto a 

Q!, di quella curva e di quella sviluppabile rappresentate in :n dall'hes­
siana e dall'inviluppo 1p, troveremo un'altra sviluppabile (a) e un'altra curva 
(S) le quali saranno rappresentate, in :n, rispettivamente dall'in viluppo a 

delle coppie di rette che sono coniche polari dei punti dell'hessiana e dal 
luogo S di quelle coppie di punti le cui coniche polari sono le tangenti 
di "P (ognuna contata due volte\: quest'ultima è il covariante S di Clebsch. 
La corrispondenza fra (a) e (S) è biunivoca, ma non fra (a) e a nè fra (S) 
e S perchè gl'iperpiani di (a) si specchiano in coppie di tangenti di a e i 
punti di (S) in coppie di punti di S non dotate di elementi fissi. Non si può 
quindi inferirne che S e a abbiano le caratteristiche pliickeriane duali 
uguali. Infatti è noto che S è di 4° ordine: a è di 12"' classe (2) e non 
riducibile certamente a una curva tripla di 4"' classe, altrimenti essa, 
avendo a comune con l'inviluppo equianarmonico le 24 tangenti di flesso 
della quartica, dovrebbe coincidere con l'inviluppo equianarmonico mede­
simo il che, si vede facilmente, non può avvenire per una quartica gene­
rica (3). 

8. - Cade qui opportuno il dimostrare con molta semplicità che il co­
variante S è privo di nodi e di cuspidi (cfr. la mia prima Memoria). Per 
questo osserveremo prima, come la sola considerazione della nostra pola­
rità, in S5, ci dice che presa, una conica luogo L, di essa una conica ar­
monica, di questa la polare; la conica polare di L è armonica a que-

(l) MAlSANO Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ternaria biquadratica 
ecc. Giornale di Napoli, vol. XIX. 

(2) CREMONÀ, Curt•e pia1~e, n. 128. 
(3) Per accertarsene si prenda per un vertice del triangolo fondamentale nn punto 

dell"hessiana e per lato opposto una delle due rette in cui si spezza la conica polare del 
punto preso. - Dopo, si tagli con questa retta la quartica, e si veclrà che la condizione 
equianarmonica non il genericamente adempiuta. 
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st' ultima. Nel caso particolare che la conica data sia una retta. doppia, ne 
segue il teorema: 

« I quattro t1·iangol·i polohessiani dei 4 punti nei qttali una 1·etta taglia 
il covariattte S, sono circoscritti alla conica pola1·e della. t·etta >>. 

I loro lati costituiscono le 12 tangenti comuni a V' e a tale conica . 
.Ammettiamo ora che esista un puto doppio per S. Ciò significa che qua­
lunque retta, per quel punto, taglia S in tre punti distinti e quindi i 4 
triangoli precedenti sono ridotti a tre, onde tutte quelle ret te, ciascuna 
pensata come doppia , avrebbero una medesima conica polare: cioè quella 
che tocca "P nei tre punti in cui ,~, è toccato dal triangolo polohessiano 
del punto doppio supposto (e qui si noti come ijJ, non avendo tangenti 
multiple, il suddetto triangolo deve toccare '\jl in tre soli punti, uno sopra 
ciascun lato'. Ora tutto questo è impossibile perchè la polarità in discorso 
è corrispondenza biunivoca finchè D =1= o, ossia finchè la quartica è generale 

n ragionamento precedente potrebbe far difetto per quei punti di s 
che sono cuspidi della Steineriana, giacchè i loro triangoli polohessiani 
hanno ciascuno due lati coincidenti, ma se si pensa che le 24 cuspidi della 
Steineriana, riguardate come punti semplici di S, esauriscono tutte le in­
tersezioni di S con la Steineriana medesima, si vede che il dubbio anche 
in questo caso si toglie. Dunque S non ha nè nodi , ne cuspidi. E a pro­
posito del covariante S e del contravariante '\jl noto qui una inesattezza 
sfuggitami ai due Ni. ultimi della mia già citata Memoria. E consiste in 
questa: << ogni punto di "P gode la proprietà che la sua polohessiana tocca 
S >> ciò è indubbio. ::M:a viceversa non può dirsi che "P esaurisca tutto il 
luogo dei punti che godono tale proprietà (come nei due Ni suddetti è ine· 
sattamente affermato). Tal luogo è evidentemente costituito da "P e da S 
medesimo. Dunque quando si esprime la condizione di contatto di una po­
lohessiana in S annullando il relativo tact- invariante si troverà l'equazione 
di tp e quella di S contata un certo numero di volte (sei volte). 

9. - È noto che il covariante S può anche pensarsi come il luog·o di 
un punto la cui polohessiana. è un triangolo t l ). Una tal definizione riguarda 

( l ) Un p tm t o P di S associ ato con uno v ariauile, sopra un Ja to del triangolo polo­
hessiano di P, d i't. luogo a una schiera di coppie di punti tali ch e le loro coniche polari 
sono coppie di r ette inv olutori e di un fascio di cui il cent ro è il v ertice opposto del trian 
golo pohhessiano. In S5 gli obuiettivi di qu ella 8Chiera e di quel fascio sono una retta 
e nn S, polari r eciproci rispetto a Q} e contenuti ri sp et t i vamente n ell' l\141 · - Variando il 
1n mto P sopra S si h anno due superfi cie (o m egl io un luogo d i S1 e nn luogo di S3l llolari 
r eciproch e l'nna dell'al t ra , le quali non sono forse pri ve di qualch e in ter esse . Cosi , ad 
ASempio, quella (ri gata) ch e g iace in M4" è costi t ui t a da infiniti triangoli di cui i vertici 
costituiscan o la obbicttiva del covar iante S. - L'ordine della superficie è 36 e lo si de ter­
min•• facilmente t agliandola con un S3 rappresllntato in n da tutte le coniche tangenti 
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non pm coppie di punti di S, ma i suoi singoli punti. Quando voglia farsi 
altrettanto per a, si può dire evidentemente che «essa è l'inviluppo di una 
1·ettc~ la C'!ti Gr ha un punto dopp·io >>. Approfittando di questa definizione 
l'equazione si scrive facilmente perchè l'equazione di Gr è nota tN" 6;. 

10. - Riprendiamo il covariante S, il contravariante a e le loro obbiet­
tive iperspaziali (S) e (a). Se (PJ è un punto di (Sl, poichè (P1 è sopra :M.! 
ne viene che per lP ) si possono tirare due piani di 2"' specie di cui i punti 
di contatto (U) e (V) con F: sono rappresentati dai due punti U e V di 
S che sono obbiettivamente dati da (P). Quindi l' iperpiano di <P~ che tocca 
F~ lungo la conica passante per (U) (V) è rappresentato in n dalla retta 
UV. La costruzione duale in S5 conduce a questo. Sia (p) un iperpiano 
generico di (a) : esso taglia F~ in due coniche (tt ) (v) che sono rappresen­
tate in n da quelle rette u, v di a che costituiscono la coppia di cui l'oh­
biettiva è lp). Quindi il punto (u) (v) di F; è rappresentato dal punto ~tv 

di n e imitando il ragionamento del N" 4 potremo concluderne che: 
« Hanno cat·atteristiche pUickeriane duali ug1tal·i la Steina-riana e l' ·in· 

vihtppo delle rette che cong·iungono punt·i co1·rispondenti del covat·iante S >>. 
Cioè quest' inviluppo è di 123 classe: ha 21 bitangenti, 24 flessi, è di or­
dine 18, ha 84 punti doppì, 42 cuspidi. 

Si vedrebbe anche che le 21 bitangenti sono costituite da quelle 21 
rette che si staccano dalle cubiche polari dei 21 punti doppì della Stei­
neriana. 

a due rette : l'obbiettiva del covaria.nte 8 è quadrupla per la superficie medesima, cioè 
in un punto di quella obbiettiva hanno un vertice comune due triangoli: il piano di cia­
scuno di quei triangoli è nn 82 di seconda specie, ogni altro 82 di seconda specie è spa· 
zio 12-secante. La sezione iperplanare è eli 360· ordine e possiede 12 punti quadrupli 
(perchè l'obbietiiva di 8 è di 12o ordine). - Se però l'iperpiano secante è di 8~4, la­
sezione si compone di 4 triangoli e di una curva r esidua di 24o ordine ecc. 





SOPRA I SISTEMI LINEARI DI CURVE ALGEBRICHE PIANE 

[ Giorn. di ma t . 1895] 

Le considerazioni seguenti si svolgono nel medesimo ordine d'idee delle 
«Ricerche sopra i sistemi lineari di curve piane >> del prof. G. Castelnuo­
vo (1 1• N o i ci poniamo nelle stesse ipotesi presta bili te in quella Memoria, 
ne adopreremo continuamente i resulati e anche le notazioni: dovendola 
citare ci serviremo per brevità del simbolo C con l'indicazione del N utile 
caso per caso. 

È quindi opportuno, anzitutto, riportare qui il significato di tali sim­
boli e notazioni insieme a qualcuno dei resultati principali. 

I sistemi di curve algebriche piane i quali formano oggetto di questi 
studii sono quelli definiti completamente dai loro punti base. 

Siffatti sistemi si ottengono scegliendo, fra tutte le curve di uno stesso 
ordine n, quelle che soddisfano a condizioni lineari esprimenti soltanto il 
passaggio multiplo, o semplice, per determinati punti del piano il cui grup­
po indichiamo con A. 

Ora, può darsi che assegnando la moltiplicità "i nel punto base i a.Jla 
curva generica del sistema, essa venga a passare per quel punto con una 
moltiplicità superiore a "• in conseguenza di tutte le codizioni a cui il Ai­
stema è sottoposto. 

Quest'ultima che è superiore o uguale a ,i si chiama << moltiplicità 
effettiva» del sistema nel punto i, mentre il numero ,i vien detto << 1nol­
tiplicità vi1·tuale «. Analogamente, il numero K definito dalla 

l 
K = 2 1 n (n+3) -~,(,+l) l 

si chiama « dimensione virtuale >> del sistema, mentre vien chiamata « dimen­
sione effettiva>> il numero k dei punti arbitrari del piano per i quali 

(l) Memorie della R. Accademia di Seienze di Torino.- Serie II, T, XLII anno 1891. 



246 SOPRA I SiSTEMI I .INÉART DI CURVE ALGEBRICHE PIANÈ. 

passa una sola curva del sistema. Se k = K il sistema si chiama « t·ego. 
lat·e », se k > K il sistema è detto << sovmbbondante >> e la differenza k - K 
esprime la << sovrabbondanza » del sistema. Quando il sistema è costituito 
da una sola curva è k = O . Se un sistema è sovrabbondante, esistono 
quindi dei vincoli che legano i punti base, ma non viceversa. Infatti si 
costruiscono facilmente sistemi regolari i cui punti base sono vincolati [ad 
esempio quello formato da tutte le cubiche aventi tre punti base semplici 
in linea retta è regolare perchè il numero dei punti base è inferiore a 
nove (C N° 26)]. 

<<La set·ie caratteristica>> del sistema è quella segnata, sopra la curva 
generica, da tutte le altre. La condizione necessaria e sufficiente affinchè 
il sistema sia regolare si esprime molto semplicemente esigendo che la 
serie caratteristica sia non speciale (C N° 18 ). 

Il numero D definito dalla relazione 

esprime generalmente il numero delle intersezioni di due curve del siste­
ma fuori dei punti base (o secondo la denominazione di Castelnuovo) il 
numero delle intersezioni rispetto ad A', ma molte volte un tal significato 
geometrico può mancare riuscendo D nullo, o negativo. In ogni caso però 
noi seguiteremo a chiamare D il • gra.do >> del sistema. 

Il sistema aggiunto d'ordine n - 3 è in generale costituito da una 
parte fissa e da un si stema irriducibile. Quest' ultimo è il cosidetto « si­
stema aggiutLto puro >> di Castelnuovo ed ha carattere invariantivo per tra­
sformazioni Cremoniane (C N° 27). N o i manterremo insieme alle altre an. 
che questa denominazione e chiameremo << sisterna aggiunto totale » l'intero 
sistema aggiunto d 'ordine n - 3. Se k' , K' ne sono le dimensioni effet­
tiva e virtuale, i numeri 

p =k' +l P=K' +l 

si dicono i generi effettivi e vit·tuale del sistema. 
Segue p;;:::::: P. Se il sistema è irriducible si ha p= P. 
l numeri k, K, s, D, p, P hanno carattere invariantivo per tra­

sformazioni cremoniane (C N° 8) e fra di essi passa la nota relazione 

ovvero l'altra ugualmente utile: 

3n-2:v=K-P+l. 

Nel seguito, parlando di sistemi lineari e delle loro curve fondamen­
tali sottintenderemo sempre il carattere di irriduttibilità tanto per gli uni 
quanto per le altre a meno che non si dica espressamente il contrario. 
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Quello che dovremo esporre riguarda diversi capitoli che tratteremo sepa­
ratamente. 

I. - Le curve fondamentali proprie ed improprie. 

l. Cominceremo dal distinguere due specie di curve fondamentali. 
Vedremo in seguito la opportunità di questa distinzione. 

Una curva fondamentale la diremo « impropda » quando, mediante 
una conveniente trasformazione cremoniana si può ridurla a un punto che 
non sia un punto base del sistema trasformato. In ogni altro caso la chia­
meremo << prop1·ia >>. 

La ragione della prima denominazione muove dall'osservare che la 
presenza di una curva fondamentale impropria, nel sistema, è puramente 
accidentale tant'è vero che essa può eliminarsi senza lasciar traccia di sè 
nel sistema, eseguendo quella trasformazione cremoniana per cui essa ri­
ducesi a un punto. Per esempio, nel sistema di curve del 4° ordine 
[ai2 a2

2 bil la retta ai a2 è una curva fondamentale impropria, perchè ese­
guendo la trasformazione quadratica che ha i vertici nei punti base, si 
trova un sistema di curve del 3° ordine con due punti semplici a comune 
e nel quale non è più traccia della retta ai a2• Precisamente perchè la 
retta suddetta si è trasformata in un punto (l'omologo di b1) il quale non 
è fra i punti base del sistema trasformato. 

2. Sorge quì spontanea l'idea di esaminare il caso in cui una curva 
fondamentale possa ridursi a un punto base del sistema trasformato, ma 
prima di venire a parlare di questo è utile stabilire il teorema seguente 
il quale serve a caratterizzare le curve fondamentali improprie. 

<<La condizione necessaria e sujji(';iente perchè una curva fondamentale 
sia imp1·opria è che sia ra.zionale e regola1·e >>. 

La condizione è necessaria. Sia infatti f la curva considerata. Indi­
chiamo con l'indice f i suoi elementi (genere, dimensione virtuale ecc.): 
sia T la trasfo~mazione cremoniana per la quale f è ridotta a un punto 
P. Aggiungiamo a T una trasformazione quadratica la quale abbia un pun­
to fondamentale ih P e gli altri due comunque. Otterremo così una tra­
sformazione T' per la quale f corrisponde, cremonianamente a una retta. 
ll genere di questa retta è zero e anche la dimensione virtuale è zero, 
perchè se la retta contenesse più di due punti base del sistema trasfor­
mato, effettuando la inversa della trasformazione quadratica suddetta tro­
veremmo, nel punto fondamentale P, non un punto qualunque del piano, ma 
un punto base del sistema trasformato. Ora, il genere e la dimensione 
virtuale si mantengono attraverso qualunque trasformazione cremoniana 
(C N° 8), dunque 

CIANI. 15 
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Kr=O Pr=O. 

La condizione è sufficiente. Ciò risulta dal l o 0 di una nota del 
prof. Bertini (l) finchè la singolarità della curva che si considera e quelle 
che vanno intr<Jducendosi, per effetto delle trasformazioni che occorrono, 
sieno ordinarie: se fra esse ve ne sono delle straordinarie, basta ripetere 
un ragionamento applicato dal :Noether in un caso più generale e miglio­
rato poi dal Guccia l2) per assicurarsi che il teorema è vero. 

3. Si può aggiungere di più, che quando il sistema dato non sia un 
fascio (il che molte volte escluderemo) le due condizioni stabilite dal 
teorema precedente (e cioè Kr =O, Pr =O) non sono indipendenti: la 2a 
è conseguenza della l"'· Infatti, in tale ipotesi, il grado appartenente a una 
curva fondamentale è negativo (O N° 25 (6)), cioè 

Dr=Pr+ Kr-1 <O, 

ma 

Kr=O Pr::::::: o 

dunque Pr = O. 
«Se il sistema dato non è un fascio, ogni curva fondamentale regolat·e 

è necessat·ianwnte t'azionale e quindi impropria». 
4. Dai i precedenti segue quindi che una curva fondamentale pro­

pria, deve anzitutto essere sovrabbondante, quanto al genere essa può es­
sere razionale, o no. 

Se non è razionale è certo che non esiste trasformazione cremoniana, 
capace di ridurla a un punto, essa è per così dire permanentemente attac­
cata al sistema e la sua presenza non dipende da qualche particolare tra­
sformazione cremoniana che l'abbia introdotta, per cui può dirsi che i suoi 
numeri Kr, Pr forniscano altrettanti caratteri inva,riantivi del sistema me­
desimo. D'onde l'appellativo di propria. Per esempio, il sistema di tutte 
le curve di 6° ordine aventi 24 punti ba-se semplici sopra una quartica 
generale, possiede questa qnartica come curva fondamentale propria. Però 
nella definizione che noi abbiamo dato di curva fondamentale propria rien­
trano anche quelle sovrabbondanti razionali. Or bene, come fra poco ve­
dremo, una gran parte di esse sono ancora riducibili a punti mediante 

(l) BERTINI. - Sulle cttrve mzionali per le quali si possono aaaegna1·e arbitrariantenle i 
ptmti multipli.- Giornale di matematica {1877). 

(2) GucciA. - Generalizzazione di 1tll teorema di Koether . - Rendic. eire. mat. di Pa. 
lermo, 1866. 
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convenienti trasformazioni cremoniane. Sembrerebbe dunque a prima vi­
sta, inopportuno l'aggettivo pt·opt·io applicato a tali curve. 1\'Ia vedremo 
anche, che quei punti non sono già punti qualsiasi del piano, ma preci­
mente punti base del sistema trasformato e godono inoltre di una parti­
colare proprietà la quale serve ancora a giustificare il nome di «propt·ie » 
dato alle curve fondamentali che li hanno generati. 

5. Intanto, l'esistenza di curve fondamentali sovrabbondanti che si 
possono ridurre a punti, non è dubbia. 

Un esempio semplicissimo è fornito dalle curve di terzo ordine aventi 
tre punti base semplici sopra una retta r . La r è evidentemente una cur­
va fondamentale con la sovrabbondanza uguale a uno. Se si trasforma 
quadraticamente ponendo due punti fondamentali in due dei punti base, 
si trova un sistema di curve di 4° ordine con due punti doppi comuni e 
tangenti in uno stesso punto R a una medesima retta. Per effetto della 
trasformazione, la retta r si è ridotta a un punto base R del sistema tra­
sformato, punto base che devesi riguardare come straordinario perchè co­
stituito da due punti base infinitamente vicini. La retta r che li unisce, 
cioè la tangente comune in R, a tutte le curve del sistema, corrisponde 
a quel punto base del sistema primitivo che apparteneva alla r e che non 
fu preso come punto fondamentale della trasformazione. In questo caso 
possiamo dunque dire che, per effetto della trasformazione suddetta, la t' 
si è eliminata, ma le si è sostituito un punto base semplice con la ulte­
riore particolarità che tutte le curve del sistema trasformato hanno ivi 
una direzione fissa. Se la trasformazione precedente avesse avuto due pun­
ti fondamentali, sempre sulla t·, ma fuori dei punti base, ovvero uno in 
un punto base e l'altro no, la ,. si sarebbe ancora ridotta a un punto e ivi 
si avrebbero avuti 3, o 2, rispettivamente rami fissi del sistema trasfor­
mato. Insomma è impossibile ridurre la t' a un punto che non sia punto 
base straodinario per il sistema trasformato. Tutti i rami per il punto sono 
fissi. Quanto al loro numero, esso può superare di una, o due, tmità la 
sovrabbondanza di t·, ma non può esserle infe1·iore. Onde può dirsi che 
la sovrabbondanza stessa, si muti per effetto della trasformazione, nel 
tninor nnmm·o possibile di rami fissi che il sistema trasformato possiede 
nel punto al quale la curva è ridotta e quindi, in questo senso, tal numero 
(o sovrabbondanza) ha carattere invariantivo. È dunque naturale di riguar. 
dare la r come curva fondamentale propria sebbene riducibile a tm punto. 

6. Questi concetti si generalizzano immediatamente così: 
<< Se una curva fondamentale propt·ia è t·idtwibile a un punto, esso è un 

punto base straordinm·io pm· il sistema trasformato, tutti i ratni pet· quel 
punto sono fiss-i ed in nume~·o ttguale ctlla sovrabbondanza della cttt·va fon ­
dmnentale, ovvero superiore di tma, o dtte tmità. 
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Infatti riduciamo a una retta la nostra curva fondamentale mediante 
opportuna trasformazione cremoniana. Siccome la dimensione virtuale Kr 
si mantiene attraverso qualunque trasformazione cremoniana (C N° 8) così 
la retta avrà la dimensione virtuale Kr e quindi la sovrabbondanza- Kr 
per cui essa conterrà 2 - Kr punti base del sistema trasformato. Se ora 
eseguiamo una ulteriore trasformazione quadratica, prendendo due punti 
fondamentali sopra la retta (in punti base, o no del sistema), la verità 
dell'affermazione fatta risulta evidente. 

7. Una gran parte delle curve fondamentali proprie razionali sono 
riducibili a punti. Non conosciamo un criterio decisivo per giudicare facil­
mente quando ciò avvenga: però ripetendo il seguente processo (che il 
Guccia applica a una questione più generale (l)) ci si persuade facilmente 
come l'affermazione precedente possa sussistere. Sia m l'ordine della cur­
va fondamentale, p,11 la sua moltiplicità nel punto base k ed abbiasi 

flt 2: fl2 ~ fla 2: · · · 

Per ipotesi è 

(1n - l ) (1n - 2)- ~f.lli (p,11 - l) = O 

e per definizione 

l 
Kr = 2 !m (m+ 3)- ~ flh (flh + l) l , (Kr<O) 

da cui segue 

~ flh = 3m - l - Kr. 
l 

Esse possono anche scriversi 

~ flh 2 = 1n2 + 1-Kr- flt
2

- fll- fla2
, 

4 

~ flh = 3m - l - Kr - flt - fl2 - fla • 
4 

l\'Ioltiplichiamo l'ultima per p,3 e sottragghiamo: 

fla ~ flh- ~ flh2 
=?n (3 fla -n~)+ flt 2 + #22

-
4 4 

- fla (p,t + fl2 + l) - l - Kr (fla - l) 

(l) Guccu.- Generalizzazione di un teorenta di N oetlter (Tomo I faso. 3, 1886 Circolo 
mat. di Palermo. Rendiconti). 
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e poichè il l 0 membro è positivo, o mùlo, sarà anche 

Supponiamo adesso che si abbia: 

segue m :2::: 3p,3• - Allora si vede subito che, a più forte ragione, sarà: 

cioè: 

Se dunque - Kr, cioè la sovrabbondanza de1la curva, è tale che sia 

è impossibile realizzare l'ipotesi m :2::: p,1 + p,2 + p,3• Per questo basta che 

Dunque se- Kr soddisfa a questa condizione, l'ordine della/ può es­
sere abbassabile mediante opportuna trasformazione cremoniana e può 
darsi che la f sia riducibile a un punto. In particolare, la condizione è 
certo soddisfatta se p,3 = l . Si vede facilmente allora che la f è una curva 
d'ordine m con un punto (n~ - 1)-v!o. Trasformando quadraticamente con 
un punto fondamentale nel punto multiplo e gli altri due punti fonda­
mentali in due punti semplici, si trova una curva d'ordine 1n - l con un 
punto (m - 2ì-plo e così via. 

Dunque: 
« Ogni cttrva fond.amentale d'm·d-ine m con un pttnto (m- 1)-plo in un 

punto base del sistema e passante almeno per alt1·i 2m+ l pttnU base, è una 
curva fondamentale p1·opria riducibile a un ptt?~to ». 

Come esempio si può citare il sistema di tutte le curve di go ordine 
aventi un punto quadruplo in un punto triplo di una curva del 4° e pas· 
santi semplicemente per altri 20 punti di quest'ultima. 

Essa è una curva fondamentale propria razionale con la sovrabbon· 
danza uguale a 6 e riducibile a un punto. 

.. 
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8. Prima di chiudere questo capitolo osserveremo due proprietà delle 
curve fondamentali improprie le quali ci saranno utili in seguito. La l"' 

risulta immediatamente dal N° 27 C e dal N° 2 di questa Memoria: 
<< Ogni c·urva fondamentale i?npt·opt·ia si stacca da l sistemc~ aggitmto 

totale >>. 
9. La 2"' si dimostra mediante la formola (C N° 13) 

nella quale K 1 , K 2, sono le dimensioni virtuali di due curve fondamentali, 
K 12 è quella della curva fondamentale composta di entrambe e l è il nu­
mero delle intersezioni, rispetto ad A delle prime due. 

Poichè K 12 ~ O segue 

Se K 1 = O , K2 = O è I = O. Onde (N° 3): 
« Dtbe curve fondamentali i?npt·oprie non si segano fum·i dei punti base 

del sistema >> (1). 

II. - La parte fissa del sistema aggiunto tolale. 

10. Ogni curva che si stacca dal sistema aggiunto totale è fondamen­
tale per il sistema dato (C N° 27), quindi la parte fissa suddetta è ancora 
una curva fondamentale (in generalè composta) per il sistema primitivo [C) . 
.Abbiamo già veduto, come, a questa parte fissa, appartenga una curva fon­
damentale impropria qualunque (N° 8). Vogliamo ora esaminare, il modo 
di presentarsi di una curva fonda.mentale impropria f nel sistema aggiunto 
totale. Per questo, supponiamo che il punto 1\f, a cui una tal curva può 
esser ridotta., pure non essendo punto base per il sistema dato [C], possa 
esserlo per il sistema aggiunto e precisamente con la molteplicità !l (~ 0'. 
Consideriamo la trasformazione per la quale M: diviene f e, per vederne 
le particolarità, eseguiamo la prima trasformazione quadratica che compo· 
ne (insieme ad altre) tale trasformazione. Prendiamo in M uno dei punti 
fondamentali, e prima consideriamo il caso in cui gli altri due N e P sia­
no punti base per il sistema dato, con le molteplicità rispettive Y 2 , "a 
(Y2 >O, "a> O). Sia [C0] il sistema trasformato di [C) e M' N' P' il 
triangolo fondamentale del piano trasformato. Il sistema [C0j è d'ordine 

2n- "2- "a 

(l) BERTINI. -Sulle cuvve fondam.etttali dei Bidtemi lineari di curve algebriche piane. Ren­
diconti del oirc. mat. di Palermo 1888. 
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con le moltiplicità seguenti in 

N ' = n-Y3 P' - n-y2 • 

Trasformiamo l'aggiunto totale di [C]. Troveremo un sistema d'ordine 

con le molteplicità seguenti in 

N' - n - ft - "'3 - 2 , P' = n- ft- Y 2 - 2 

il quale evidentemente deve far parte dell'aggiunto totale di (C0]. Ma 
l'aggiunto totale di [C0] è dell'ordine 

2n -y2 -y3 - 3 
con le molteplicità, 

M' =n- Y 2 - Y 3 - l N'=n-Y3 -l 

dunque esso si compone del trasformato dell'aggiunto totale di (C] e della 
retta N' P' contata ft + l volte. 

Alla medesima conclusione si giunge se i punti N e P non sono 
punti base per il sistema dato. 

Anzi, per maggior generalità,, supponiamo 
teplicità "' e n per il sistema aggiunto totale, 
i valori zero. Allora il sistema [C0 ] è d'ordine 

che N e P abbiano le mol-, 
senza escludere per "' e n 
2n con le molteplicità 

M'=n N'=n P'=n. 

il trasformato dell'aggiunto totale di [C] è d 'ordine 

con le molteplicità 

M'=n-3-Y -- n N '=n- 3~-t-n 

e deve far parte dell'aggiunto totale di [C,,]. 
1\'Ia quest'<~ggiunto totale è dell'ordine 

2n-3 

ed ha le molteplicità : 

M'_ N'= P'= n- l, 

P' =n - o - ft - "' 
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dunque esso si compone del trasformato dell'aggiunto totale di [C] e delle 
rette M'N' , :N 'P' , P'M' contate rispettivamente n + l , p, + l , Y + l volte. 
Analogamente si vedrebbe che questa conclusione non muta se, dei due 
punti N e P, uno è base per il si tema dato e l'altro non lo è. Quindi: 

(a) Se il p1tnto a mti può 1·id1trsi ttna mwva fondamentale impt·opt·ia è 
1tn p1mto base p, - plo per il sistema ctggitmto pttt·o, 1na non pe,· il dato, la 
mtrva si stacca p, + l volte dal sistenta aggitmto totale e ne incontra la 
mtt·va generica 1·i1nanente in p, p1mti . 

Per p,= O si ha: 

b) Ogni cut·va fondamentale impt·opt·ia che si stacca una sola volta dal 
sistema aggittnto totale, è fondamentale anche pm· il sistema aggiunto put·o. 

11. Le considerazioni di questo N° e di tutti i seguenti riguardano si­
stemi lineari, comunque vincolati, ma dotati di punti base ordinari. Dunque, 
prima di applicare le formule seguenti, noi intendiamo fatta, se ve ne è 
bisogno, la trasformazione cremoniana per la quale tutti i punti base sono 
fra loro a distanza finita. 

Sia cp la parte fissa del sistema aggiunto totale. Indichiamo con l'in­
dice cp gli elementi relativi a cp e con l'accento gli elementi del sistema 
aggiunto puro. Allora si ha (C 21) 

! l (n- n') (n - n' + 3) - ~ (Y - Y1
) (Y - y' + l) 1 = K- 2p + P'+ 1, (1). 

n l o membro di questa formula ha una interpretazione geometrica 
semplice, se esiste il sistema residuo dell'aggiunto puro, giacchè in questo 
caso ne esprime la dimensione virtuale (O N° 29), ma se questo sistema 
residuo non esiste (N° 22) l'interpretazione suddetta manca. Però se ne 
trova subito una che vale in ogni caso. 

Infatti si ha : 

n-3 =?hp+ n' Yr -l Yrfì + 11/. 

Quindi il l o membro della (l) si può seri vere: 

! l (n'P + 3) (n'P + 6) Z (Yq> + l) (Yq> + 2) l 

la quale espressione è identica con 
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dove i è il numero dei punti base del sistema. Ma si ha (C 4) 

311tp - ~Vtp = Ktp - p 'P + l 
dunque: 

~ l (n- n') (n- n'+ 3)- ~(v- v') (v - v'+ l l = 2K91 - P 91 - i+ lO 

e quindi dalla (1) 

(2) P'= 2p- K + 2Kq>- P 91 - i+ 9 

dove ora K91 e P 'P hanno significati geometrici cl} e valgono in ogni caso. 
La (2) ci servirà per collegare il genere del sistema aggiunto puro con 
« l'eccesso di Jtmg» (cf. cap. III). 

12. La (2ì, confrontata con una formula di Castelnuovo (C N° 30), ci 
fornisce la seguente limitazione per la parte fissa cp 

2 K 91 - Pop ~i - l 

la quale può tornare utile nei casi in cui P 91 <O. 
13. Se s' indica con Pt il genere virtuale del sistema aggiunto totale 

si ha (dal calcolo diretto) 

(3) P t = 2p - K + 8 - i , 

Da questa e dalla (2) segue: 

P t = P' + P 'P - 2Ke:p - l . 

Ma d'altra parte deve essere (C 13) 

Pt = P'+ P 91 +I- l 

dove I rappresenta il numero delle intersezioni, rispetto ad A, della curva 
generica del sistema aggiunto puro con la parte fissa cp. Segue; 

(4) l= -2K91 • 

Osservando ora che il sistema aggiunto totale è regolare rispetto ad A, 
avremo (C N° 13) 
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e per la (4) 

(5) -K'P =p -lK' 

quindi - K'P, che è la sovrabbondanza di qy, è anche la sovrabbondanza 
del sistema aggiunto puro (rispetto ad (A)). 

Dunque possiamo enunciare il teorema: 
La sovrahbondanzct del sistema aggittnto puro è ttgttale a quella della 

pat·te fissa del sistema aggiunto totale. Entt·ambe eqttivalgono alla metà delle 
intersezioni delln curva generica del sistema ctggùtnto put·o con la parte fissa 
s·ttddetta. Onde il mttnero di qttrste intersezioni è sempt·e pcwi. 

Ne segue : 
La condizione necessa.t·ia è stifficiente perchè la parte fissa e il sistema 

aggiunto put·o siano regolat·i è che la p ·rima sia, una curva fondmnent(Ile sem­
plice, o composta, per il secondo. 

III . Sopra l'eccesso di Jnng. 

14. Secondo una denominazione introdotta da Jung chiamasi <<eccesso>> 
la differenza fra il numero dei punti base e quello delle linee fondamen­
tali. 

Al medesimo autore è dovuto il teorema che stabilisce il carattere in­
variantivo dell'eccesso per sistemi regolari (1). Lo scopo di q:testo capitolo 
è di mostrare come si possa estendere questo teorema a sistemi vincolati 
regolari, o no, e contemporaneamente di esaminare qual legame passi fra 
l'eccesso e il genere del sistema aggiunto puro. Per ciò è necessario ri­
guardare più da vicino le componenti della curva fissa qy 1 ° 12) e distin­
guerle in tre gruppi. Porremo nel 1° gruppo tutte quelle curve fondamen­
tali improprie che si staccano da qy una sol volta, nel secondo le curve 
fondamentali improprie che si staccano più di una volta, nel terzo quelle 
curve fondamentali proprie alle quali non possiamo ancora negare l'esi­
stenza nella curva 'P· Indicando conf1 , j 2 ,j3 i tre gruppi, avremo : (C No 13) 

K'P = Kft + K/2 + Kfa + Jt2 + Jt3 +J23l 

Pq> = pft + p/2 +p/a + Jt2 + Jt3 + J23-2, 

(1 ) JUNG. - Ricerehe Bt~i Bistenti lineari di curve algebrioke di genere qualttnque - (An· 
nali di Mat. eerie II tomo XV. . 
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dove J hl rappresenta il numero delle intersezioni, rispetto ad A, di !h , 

fz. l\fa dal N° 9 ·resulta Ji2 =O, dal N° 10 (a), per p.= O, si ha J 13 =O. 
Inoltre se r indica il numero delle componenti di fi è (N i 2 e 9 e C N° 13) : 

Onde: 

K'P = K/
2 
+K/

3 
+J 

p 9' = p !2 + p /3 + J - r - l 

dove si sono tralasciati gl'indici di J 23 non essendo più opportuni ora che 
si è veduto essere Ji2 ____:_ J 13 =O. 

Prendiamo a esaminare più particolarmente Kf , P+' • 
2 J2 

Perciò supponiamo f 2 costituita dalle e curve ci , c2 , • • • , ce de-
gli ordini mi , m2 , • • • , me contate ciascuna #i , p.2 , • • • , #e volte. 

Applicando a / 2 le solite formule avremo: 

K/
2
=#1 Ki + P-2 K2+ ···+#e Ke +i , 

pf
2 
= P-1P1 + P-2P2 +···-t- #e Ke + j- I #h+ l; 

ma 

P i = P2 = · · · = Pe = O 

perchè le c1 , c2 , • • • , ce sono curve fondamentali improprie, j rappre­
senta il numero delle intersezioni a due, a due, rispetto ad A, delle com­
ponenti di / 2, dunque per il teorema del N° 9 rimarrà per j il numero: 

Ma 

onde 

j = - ~ p. (p. - l) 
2 
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e per conseguenza 

K = - ~ ft (p, - l) 
12 ~ 2 ' 

quindi: 

K = - ~ ft (!l - l) + K +' J 
rp ~ 2 fa ' 

Prp =-~(p, -1)2(p, + 2} +p fa+ J- (r +e}· 
(6} 

Sostituendo nella {2) del N° 11 si ottiene: 

(7) P'= 2p- K + 2Kr - Pr -t- J + _i. {p, -l) l 2 - p,) + E -t- 9 
l 2 

nella quale è stato soppresso l'indice di fa divenuto ora inutile (per cui 
f rappresenta adesso l'insieme delle curve fondamentali proprie. che si tro­
vano nella q;) e dove E rappresenta l'eccesso f1 a il numero delle curve 
fondamentali improprie e il numero dei punti base del sistema. La (7) 
esprime dunque il legame che passa fra quest'eccesso e il genere del si­
stema aggiunto puro. 

15. Ci proponiamo ora di vedere in quali termini si possa stabilire 
la invariantività dell'eccesso per trasformazioni cremoniane. 

Per questo, osserviamo che la formula precedente può_ seri versi 

(8) 
e ft ( -l} e 

P'= 2p- K + 2Kr- Pr + J - ~ +E+~ (p, - l)+ 9. 
l 2 l 

I numeri P' , p , K , hanno carattere invariantivo (Ni 8, 27 N° 0). Inol­
tre, secondo l'ipotesi introdotta al principio del No 11 , noi intendiamo di 
escludere quelle t rasformazioni cremoniane l(l quali portano singolarità 
straordinarie. Dunque, se nella parte fissa q; entrano delle curve fonda­
mentali proprie riduci bili a punti (N i 4, 5, 6', noi intendiamo di esclu­
dere, dalle considerazioni che seguono, quelle trasformazioni cremoniane che 
possono ridurre a punti tali curve. Segue, che l'insieme f delle curve fon­
damentali proprie che entrano a costituire la q;, si muta per effetto di una 
qualunque delle trasformazioni che noi consideriamo, nell' insieme fo delle 
curve fondamentali che entrano a costituire la cp0 del sistema trasformato 



SOPRA i SISTEm i.JN RARi DÌ CURVE AT.GEimiCHI<: PIAN~:. 

e quindi i numeri Kr, Pr non mutano. Allora, dalla 1• delle (6) ne viene 
che ha carattere invariantivo la differenza 

J - ~ -'---p ----'(ft----::-_1) 
l 2 

anche perchè K'P è la sovrabbondanza del sistema aggiunto puro cambiata 
di segno tN° 13). 

Quindi, tornando alla tS), resulta che ha carattere invariantivo anche 

E+ .1: lp -l), cioè l'eccesso tra il numero delle curve fondamentali im-
I 

proprie e il numero dei punti base, purchè ogni curva fondamentale im­
propria sia contata tante volte quante essa si stacca. dal sistema aggiunto 
totale. 

Questo, nell'ipotesi più generale1 che cioè nella parte fissa q; del si­
stema aggiunto totale possano entrare, a costituirla, curve di tutt'e e tre 
le specie / 1 , / 2 , J3, senza discutere se ciò possa aver luogo effettivamente. 
Certo però che, se questo accade, vale la (7 ). Sono, almeno per ora, ugual­
mente probabili le tre ipotesi che nella q; manchi il gruppo j 3, ovvero j 2, 

o f 0 e allora la (7) diviene rispettivamente: 

P'·= 2p- K +~(p - - l)(2 - p ) +8 +E, 
2 

P'= 2p - K + 2 Kr- P r + 9 + E, 

P'= 2p- K + 2 Kr- Pr + J +~(p- l) ~2 -p) + 9 +E. 

Se finalmente nella q; mancano i gruppi / 2 e / 3, ovvero / 3 e / 1, o / 1 / 2, 

si ha successivamente: 

P'= 2p- K + 8 + E , 

P' = 2p - K + ~ (p - l) (2 - p) + 8 + E , 
2 

P' = 2p - K + 2 Kr- P r + 9 - i. 

Così si vede che tutte queste formule possono dedursi dalla (7) po­
nendo per convenzione 2Kr- Pr= -l quando manca il gruppo j 3 , fa­
cendo tutte le p uguali all'unità quando manca il gruppo j 2 , !asciandola 
inalterata quando manca il gruppo / 1 • 
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Resulta inoltre che, quando fra le componenti di f 2 non ve n'è alcuna 
la cui moltiplicità superi 2, la considerazione del gruppo f 2 diviene perfet­
tamente inut ile, tutte le sue componenti potendos i includere in f 1• 

A llora il teorema dell'eccesso può stabilirsi così : 
« In ~m sistema lineare, t·egolat·e, o conwnqtw vinco lc~to, ma dotato di 

punti base ordinari, ha carattere invariant-ivo l'eccesso fra i l mtmeTo totale 
delle cut·ve fondamentali irridtteibili e i l numm·o dei punt'i base, nelle seguenti 
ciTcostanze : 

l 0• L a trasformazione cremoniana che si consideTa non deve intTodut·t·e 
ptmti base stt·am·di naTi. 

2°. Se, fm. le mwve fondatnentali impToprie, ve n'è anche ~tna sola lct 
quale si stacchi dal sistmna aggitmto totale più di due volte, allom, nella 
valutazione dell'eccesso, ogni curva fondamentale i?npropt·ia va contata tante 
volte qtumte essa si stacca dal sistema aggiunto totale suddetto. 

3°.Se invece ogni curva fondamm~tale impt·opt·ia non si stacca più di dtte 
volte dal sistema aggiunto totale, essa, nella valutazione dell'eccesso, deve 
esser contata ~ma sola volta. 

4°. Finalmente è a prevedersi anche quest'ultimo caso: quando nella 
cp esiste il gruppo f 3 è certo impossibile eliminarlo con trasformazioni ere· 
moniane, ma altrettanto non si può dire dei gruppi f 2, o f 1 : nulla vieta 
ritenere che per opportuna trasformazione cremoniana si possa passare da 
una cp, che contiene tali gruppi, a una che non li contiene. In tal caso si 
riconosce subito dalle formule prec('denti che il teorema dell'eccesso si 
può enunciare così: 

«Per ogni tt·asfonnazione m·etnoniana la quale faccia svanire il gntppo 
f 2 della cttrva cp, ovvero ve lo pm·ti, se non vi esiste, si ha: 

E+ J +...!'(p. - 1)(2- p.)= E' 
2 

dove E' si r'iferisce al sistmna la etti cp non contiene il gruppo f2 e dove J 
ha il sign~fìcato geomett·ico già attribuitogli (N" 14) se esiste il gruppo f3 , 

ed è nullo se f 3 non esiste (1). 

( l ) Il teorema sulla iuvariantività dell'eccesso è stato dimostrato p er la prima volta 
dal pro f. J ung nel caso di sistemi non vincolati (Ricerche swi siste1ni lineari di c1'rve alge­
briche : Mem. I : Ann. di Mat. serie na Vol. XV ). Nel No 9 delb stessa memoria, il teo­
r ema viene esteso a sistemi comunque vincolati con punti base ordinari e finalmente in 
una ota successiva (sull'ecc~;~~so degli elellte tl l'i fonda·tnentali di un sistenta lineare di genere 
qualtmque. Rend. I stituto Lombardo serie Ha Volume XXI, fase. XVIII) il medesimo au­
tore si è proposto ili estenderlo anche a sistemi con punti base straordinarii. Ma en· 
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16. Nelle considerazioni dei Ni precedenti, oltre essere esclusi i siste­
mi a punti base straordinari, sono anche esclusi i sis temi razionali ed ellit­
tici perchè, per essi, non si può parlare eli si st ema aggiunto puro e quindi 
la (2) del N° 11 non ha più significato. Ora, i sistemi razionali sono cer­
tamente regolari e, fra gli ellittici, i soli sovrabbondanti sono i fasci percltè 
s =p - k + l (C N° 19 '. Tanto per gli uni quanto per gli altri il teore­
ma dell 'eccesso è quindi stabilito nella prima Memoria del prof. Jung 
(loc. cit.) ai Ni 25 e 65. 

La più semplice eli tutte le formule precedenti è 

essa (ma non il processo per ottenerla) mi fu comunicata dal prof. Castel­
nuovo e vale nei casi in cui manchino nella cp i gruppi j 2 e j 3, ovvero 
lN° 19) quando il sistema aggiunto puro sia regolare e manchi il gruppo j 2• 

Per tali sistemi, applicaudo a P' una disuguaglianza eli Castelnuovo, 
{C N° 35) si trova 

- E<1 

cioè il numero dei punti base superiore a quello delle linee fondamentali 
improprie. 

Quindi: 
<<Se la pat·te fissa del sistema. aggi~tnto totale è costituita dalle sole cut·· 

ve jonda.mentali imp1·op1·ie, contctte ciascuna ~ma volta, il numero dei punti 
bctse s~tpera i l nmnero di q~wste l·inee jondatnentali im.pToprie ». 

tram be quest e estension.i presentano delle lacune: lacune rilevate, in parte, da.ll' antore 
st.;sso per primo e manifestate, per iscritto, ad alcuni colleghi insieme al proposito di con­
sacrarvi una su ccessiva pubblicazione ; proposito, p er circostanze speciali, non effettuato. 
Debbo alla cortesi a di uno dei colleghi del prof. Jung, di aver potuto leggere le lettere 
originali in cui l ' autore trattava di questo argomento. Nell' intento di colmare tali lacu­
ne ho scritto il No precedente, ma riuscendo solo a metà n ello scopo prefissomi. Jnfa.tti, 
mentre mi sembra che colle considerazioni precedenti il teorema dell'eccesso risulti dimo­
strato, in modo chiaro e rigoroso, per sistemi comunque vincolati a punti base ordinari, 
non vedo come le considerazioni st esse possano estendersi a sistemi a punti base straor­
dina.rii. Tutto il No precedente infatti, poggia sulla (2) del No 12 la quale è vera, se i 
punt i base sono tutti ordinari ; se v e ne sono di straordinari, essa non è })iù va.lida e il 
teorema dell'eccesso cade, o a-lmeno, per enunciarlo anche in questo caso, occorre presen­
tarlo in forma alquanto diversa da quella sopra stabilita. 
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IV. Sopra i sistemi residui. 

17. Prendiamo a considerare, dapprima, il sistema residuo dell'aggiun­
to puro. Se ne indichiamo con k" la dimensione effett iva, poichè p- l è 
la dimensione effettiva dell'aggiunto puro, dovremo avere: (N° 21 C) 

k>p-l+k" 

dunque, condizione necessaria per l'esistenza di questo sistema è k >p - l. 
Allora dico che: 

« Un sistetna lineat·e t·egolat·e, o no, ma con k <p + l ha necessaria­
mente almeno 9 pttnti ba.se ». 

Infatti, se k <P il sistema residuo suddetto non esiste, quindi i punti 
base non poRsono essere in numero minore, o uguale a 9, giacchè le cu­
biche, o la cubica per essi, insieme alla parte fissa q> del sistema aggiun­
to totale costituirebbero il residuo dell'aggiunto puro. Dunque il numero 
dei punti base deve essere maggiore di 9 e inoltre essi non debbono ap­
partenere a una stessa cubica. Se k = p è k" = o, quindi, neppure in 
questo caso, può essere i< 9 e se i= 9 non possono i punti base appar­
tenere a =1 cubiche altrimenti sarebbe k" = l. Si può dunque aggiÌm­
gere: 

<< Se k < p, i punti base debbono essere in numet·o superiore a 9 e non 
possono giacere sopra una medesima cubica, se k = p i punti base possmw 
esser 9 ma non debbono appartenm·e a = 1 cubiche » (fa eccezione il fascio 
di cubiche perchè allora non si può più parlare di sistema aggiunto). 

Un sistema sovrabbondante ha necessariamente k <P +l (C F 19), 
quindi segue, come caso particolare il teorema di Castelnuovo: « Un si­
stenw, sovmbbondante ha almeno 9 ptmti base :. (C N° 26). 

Più generalmente si vede che «per k = p + I, (l < 9) il numero dei 
punti base non può essere inferiore a 9 - l >>. 

18. Passiamo a considerare il sistema residuo (C1] di una curva fon­
damentale f 1• Sia [C1] costituita di una parte fissa f 2 e di un sistema va­
riabile [C12J. La dimensione effettiva di [Cd, o di [Ct1 che è lo stesso, è 
k- l (C :N° 22): anche quella dell'insieme f 1 (C12] è k - 1, quindi / 2 co­
stituisce l'intiero sistema residuo di f 1 [C12) e per conseguenza è fonda­
mentale per [Cl [N° 21, C]. Quindi: 

« La parte fissa del sistmna residuo di una curva fondamentale è a sua 
volta fondamentale per il sistema dato>>. 

Se si chiama sistema residuo puro di una curva fondamentale, il si­
stema residuo totale, spogliato della parte fissa, si può dire evidentemente 
che: 

- ~ --

l 

l 

. 
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<< Il sistema t·es,id1w put·o di qttalsiasi cttt·va fondamentale segna, sopra 
la curvn genedca del sistmnn dato, la serie cat·ntteristica >> . 

19. Vogliamo ora considerare il caso in cui il sistema aggiunto puro 
sia regolare e, valendosi dei sistemi residui, dimostrare, come in tal caso, 
l'esistenza del gruppo f 2, nella parte fissa ({J, dipenda da quella di f 2 : 

(cf. N° 14 e seg.). Per questo è necessario premettere due osservazioni. 
La l" è la seguente: 

« Se più mtrve fondarn etlfali, distinte, o no, ma non t·azionali, compon­
gono ttn insieme che è regolare, ta-le i nsieme non ha sistmnn t·esid~to ». 

Siano infatti K 1 , K 2 , ••• , Kr , p1 , p 2 , ••• , p 1 le dimensioni 
virtuali e i generi delle curve fondamentali date, sia f l' insieme di esse: 
avremo, per le solite formole, 

Kr = K1 +K2 + ... +Kz+ l 

Pf = p 1 + p 2 + ... +P t+ I- l + l 
dove I rappresenta il numero delle intersezioni, rispetto ad A, delle com­
ponenti di f, ed è composto di termini positivi e negativi, quelli negativi 
essendo dovuti alla presenza di componenti multipli (come p. es. nel N° 14). 
M:a per ipotesi è Kr = o, dunque l = o, perchè tutte le K sono negative 
(N° 13). Segue P f > O e per conseguenza 

Dr=Kr+Pr - l>O. 

Da cui ne viene che la curva fondamentale f non può avere sistema re· 
siduo, perchè, se lo avesse, sarebbe Dr< O (sono esclusi i fasci O N° 25 ). 

20. La 2" osservazione, di cui è parola nel N° precedente, è questa: 
<< Il gruppo fa della ettrva fissa ({J atnrnette sistema t•esidtw >> . 
Infatti sia f' la componente irriduttibile di ordine minore, fra quelle 

che formano il gruppo fa, e sia F' il sistema residuo di j' , sia inoltre f" 
l'insieme delle altre componenti di f 3 così che si abbia 

.,_/ "-!: J •J- 3) 

Una curva aggiunta di /', insieme ad [F'], compone un sistema con­
tenuto nell'aggiunto totale: da un tal sistema deve staccarsi f", ma niuna 
delle componenti di f " può staccarsi dall'aggiunta di.f, perchè, per ipotesi, 
f' è la componente di ordine minore, fra tutte quelle che compongono f

3
, 

dunque f " si stacca da [F'J, cioè [F'J ·è composto di f" e di un sistema 
residuo [F"J il quale è evidentemente il residuo di/' ·f" =f

3
• 

21. Ciò premesso risulta subito il seguente teorema: 

CIANI. 
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« Se i l sistmna aggiunto puro è t·egolat·e e ogni curva fondamentale im­
propt·ia si stacca 1tna sola volta dall'aggiunto totale, la pm·te fissa q; di tale 
sistema non contiene 01~1·ve fondamentali prop1·ie >> . 

Infatti, ammettiamo pure che la q; contenga il gTuppo f 3• Siccome, per 
ipotesi, manca il gruppo / 2, cosl avremo lN° 14) 

Ktp = K/
3

• 

Ma il sistema aggiunto puro è regolare, _dunque (N° 13), Ktp = O e quindi 

K/
3 
=0. 
Allora la f 3 è precisamente nelle condizioni volute dal teorema del 

N° 19 e come tale non possiede sistema residuo il che è in contraddi­
zione con il N° 20. La contraddizione è nata dall 'aver ammesso l'esisten­
za della curva f 3• 

22. Osservflremo anche che: 
<< Se una curva fondamentale propria deve staccat·si, dal sistema aggiunto 

totale, essa si stacca conseguentemente dal s1w sistema Tesiduo ». 

Infatti, sia f la curva fondamentale, F il suo sistema residuo. Una 
curva aggiunta di/, insieme ad F, costituisce un sistema contenuto nell'ag­
giunto totale; da tale sistema deve quindi staccarsi /, dunque f è parte 
di F. 

23. La somn~a dei generi d,i k curve jonda1nentali distinte non può su­
perare la sovrabbondanza del s·istmna ». 

Infatti, presi k punti, uno su ciascuna, la curva del sistema, per que­
~ti k punti, si spezza in quelle k curve e in una parte residua. Segue che 
la curva fondamentale composta dall' insieme delle curve fondamentali con. 
siderate possiede sistema residuo e quindi il suo genere non può superare 
la sovrabbondanza del sistema e per conseguenza non può superarla nemme­
no la somma dei generi di tutte le sue componenti (N° 15 (b) C). Onde: 

« Se un sistema possiede una cut·va fondamentale di genere uguale alla 
sovrabbondanza, tutte le altre cw·ve fondantentali sono necessm·iamente ?'azio­
nali ». 

V. Sistemi sovrabbondanti iperellittici. 

24. Termineremo esponendo, sopra i sistemi iperellittici, un teorema 
la cui opportunità sarà manifesta nel caso s = l. Per questo cominciamo 
dal metterei nell'ipotesi che il sistema dato sia sovrabbondante, che la 
dimensione effettiva sia uguale al genere e conseguentemente la sovrab­
bondanza uguale all'unilà (C No 19). Poichè p = k, ne viene che presi 
p - l punt i, per essi, si hanno , = 1 C le quali s' incontrano in altri p -- l. 
Questi e i primi formano un gruppo di 2p - 2 punti della serie caratte-
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ristica e giacciono quindi sopra una O' del sistema aggiunto puro. Quindi 
la O passante per i p - l punti scelti prima e per un punto generico di 
O', si spezza nella O' stessa e in una parte rimanente. Cioè, in questo 
caso, il sistema aggitmto puro ammette un sistema residuo [O"] e poichè 
la dimensione dell 'aggiunto puro è p- 1, quella di [O"] sarà zero e quindi 
[O"] sarà tma curva fondamentale (0 N° 21). 

Indicando la con f avremo (O N° 30) P r =P t= l = s. 
Dunque (O N° 23 (b)): « Ogni sistema con la sovmbbond(tnza uguale 

a ww e con p = k, possiede una curva fondamentale semplice, o composta, 
di genere 1tno, la quale passa per tutti i punti base del sistema» (O pref. 
pag. 7). 

25. Se con s1 s' indica la sovrabbondanza del sistema residuo di una 
curva fondamentale f monovalente, deve essere (O N° 24) 

"el nostro caso si ha Pt = l, onde s1 =O. 
Cioè : « Il S'istema aggiunto pu1·o è regolare». 
Per il suo genere si può osservare che deve essere (O N° 24) 

P'=p+Kr 

dove Kr non può esser nullo altrimenti sarebbe Dr= O e quindi il siste­
ma sarebbe un fascio (O N° 25) il che si esclude. Dunque 

P'<P· 

26. Andiamo al caso iperellittico. Il prof. Castelnuovo applicando alla 
serie caratteristica il teorema di Olifford (O N° 19) trova il seguente li­
mite superiore per la sovrabbondanza: 

s::s;;p-k+l. 

Il segno d 'uguaglianza va preso quando p = k , s = l , oppure quan­
do il sistema è iperellittico, onde il citato autore ne conclude che per i 
sistemi iperellittici sovrabbondanti è verificata la relazione s =p - k + l: 
però il ragionamento è invertibile onde può dirsi che: 

'< La condizione necessa1·ia e sufficiente afjìnchè un sistema che ha la 
sovrabbondanza maggim· d'1mo sia iperellittico è semplicemente espressa dalla 
relazimM s =p - k + l >>. 

27. Rimane il caso s = l in cui la relazione suddetta è ancora veri­
ficata senza che si possa affermare essere il sistema iperellittico. Ci pro-
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poniamo ora di determinare, in tal caso, quali altri criterii siano da consi­
derarsi per potersi assicurare della iperellitticità, o no, del sistema dato. 

Sempre nell' ipotesi s = l , p= k, ammettiamo che [C] sia iperellitti­
co . .Allora la serie caratteristica è speciale completa (C N° 18), dunque (1) 
è una g2rr composta con la g2', d'altra parte, essa deve potersi ottenere 
col sistema aggiunto puro, quindi la curva generica C' del sistema ag­
giunto puro, taglia la C in p - l coppie della g2'. Cioè: <<Se C'passa p er 
1m pttnto M di C, essa passa anche per quel punto M' di C che corrispon­
de a M nella g2' »: ma tutte le C per M passano per M' e non hanno 
altri punti comuni fuori di .A (2): si ha dunque sulla C' una involuzione 
di gruppi (di due punti ognuno) che si tratta di dimostrare essere razio­
nale. ll che risulta subito quando si consideri che il sistema dato [C] se­
gna sulla curva generica dell 'aggiunto puro una serie che è una gP- 1

2p_2 

e la quale è evidentemente composta con la involuzione precedente. Dun­
que questa involuzione è razionale (3). Si ha quindi sulla C' una g2'. 

Segue: 
«l l sistema aggittnto pnro è iperellittico >> e di più, tenendo conto 

della osservazione fatta precedentemente, << t1ttte le curve del sistema a!i" 
giunto pu'ro, passanti pm· un punto del piano, passano, in conseguenza, pe~- un 
solo altro punto ». 

Inoltre: 
<<La serie caratterist~è,a dell'aggiunto pu'ro è composta con la g2' » (3). 
Se'gue che «il gençre dell'aggiunto puro non pttò essere inferiore a 

p- 2 )). Infatti, per p - 2 punti generici passa un fascio di C' (perchè 
la dimensione di [C'l è p - l) le quali passano in conseguenza per i p- 2 
punti corrispondenti. Dunque questo fascio ha la sovrabbondanza uguale 
almeno a p- 2. Ma in un fascio la sovmbbondanza uguaglia il genere 
(C ' No 19): dunque il genere di [C'l non può essere inferiore a p - 2 
(quindi (N° 26) le sole d ne ipotesi p' =p - l , =p - 2). 

28. Viceversa ammettiamo che il sistema aggiunto puro sia iperellit­
tico e di più che tutte le sue curve, passanti per un punto del piano, pas­
sino, in conseguenza, per un altro punto det€rroinato dal primo. Intanto, 
per il solo fatto p = k, s = l segue (come abbiamo già osservato al N° 24) 
che presi p - l punti generici, per essi passa un fascio di C aventi altri 

(1) BERTINI - La ge<nnetria delle serie lineari sopra una eurva piana seeondo i l 1netodo 
algebrico (No 32) Ann. di mat. Serie 11, Tomo XXIr, 1894. 

(2) BERTINI - loc. cit. No 52. 

(3 ) BERTmi - loc. cit. No 31. 
(4) BERTINI- loc. cit. No 32. 
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p _ 1 punti base così che i 2 p - 2 punti del gruppo appartengono a una 
sola C, a quella individuata dai p - l punti generici scelti avanti . Allo­
ra, assumiamo p - 2 punti Ai , A2 , ••• Ap-2 in posizione generica. 
Tutte le C', per essi, formano un fascio avente gli altri punti base in al· 
tri p - 2 punti A/ A 2' •• • A'p- 2 corrispondenti dei primi nelle g2' sup· 
poste giacenti sulle C'. Invece t utte le C per Ai , A 2 , ••• Ap- 2 for· 
mano una rete (perchè k =p). Preso un altro punto M generico del pia­
no, per Ai , A 2 , ••• Ap- 2 e '[ passa una sola C' e oo1 C i cui rima­
nenti punti base stanno sulla C'. Ma se M coincide con A/ (i= l , 

2 , ... p - 2), allora per i punti Ai , A2 , ••• Ap_ 2 , A/ passa ancora 
un fascio di C' percbè il passaggio delle C' per A/ non impone alla C' 
niuna nuova condizione, e così vi passa una rete di C perchè, se ve ne 
passasse un fascio, quei punti servirebbero a individuare un gruppo della 
serie caratteristica e quindi una C'. Dunque la rete delle C individuata 
da Ai A2 ••• Ap- 2 passa anche per A/ A 2' ••• A'p-2 e quindi il fascio 
delle C' per Ai A 2 , • • • A p - 2 , A/ A 2' , • • • , A' p - 2 segna, sopra ogni 
C della rete, una g2'. Il sistema l C] è iperellittico. 

Quindi: 
<<La condi::'ione necessari(t e S1tfficiente perchè il sistema [C] sia iperel­

littico è che lo sia l'aggiunto p1wo e di più che le cut·ve d-i q1test'ultimo, pas­
snnli pet· un punto del piano, passino in conseguenza per 1m alt1·o punto». 





LA QUARTICA DI CAPORALI 
[Estratto dai Rtmd. della R. Accademia delle Scie11ze Fisiche e Matematiche di Napoli] 

F ascicolo 4o - Aprile 1896. 

Nei rendiconti di questa. Tilustre Accademia è pubblicata (fase. 12°, 
Dicembre 1882) una breve Nota, di Ettore Caporali, nella quale sono e­
nunciate, in modo molto sommario, le proprietà fondamentali di una note­
volissima curva piana del 4° ordine che viene definita come la jacobiana 
di un fascio di cubiche sizigetiche e di una retta. Una delle proprietà prin­
cipali, attorno alle quali molte altre si aggruppano, si è che la medesima 
curva ammette una seconda generazione come jacobi:ma di un altro fascio 
di cubiche sizigetiche e di un'altra retta. 

Di questa curva sono a~cenni più, o meno espliciti, in altri scritti del 
Caporali , pubblicati dopo la sua morte. Così un altro eleneo degli enun­
ciati dei teoremi fondamentali si trova in <<Alcuni teoremi sui fasci sizi­
getici di cubiche>> (pag. 333 del volume delle memorie), nei <<j1·am1nenti 
sttlla teoria generale delle qttartiche piane » (pag. 340 349 loc. cit.) e in due 
lettere indirizzate al prof. Segre e da questi molto opportunamente pub­
blicate (cf. Segre: « Alcttne idee di Ettm·e Caporali intorno alle quartiche 
piane >> (Annali di matematica, Serie II, tomo XX, 1892). L'accenno è più 
esplicito nell'altro lavoro: << Sulla figura costituita dai punti di contatto dal­
le tangenti condotte a una cubica da tre stwi punti in linea retta >> (p. 338 
delle « memorie >> ). lvi l'autore, partendo appunto da una tale configura­
zione, dimostra geometricamente la doppia generazione della curva. Ma la 
configurazione è tutt'altro che semplice e il modo col quale l'autore viene 
a stabilire il secondo fascio e la seconda retta di cui la curva è ancora 
jacobiana, non lascia vedere come si possa analiticamente trovare la equa­
zione dell' uno e dell 'altra. 

L'argomento è più interessante di quel che non sembri a priori. Non 
si tratta soltanto dello studio puro e semplice di una curva che, a dir vero, 
è caso molto particolare, delle curve di 4° ordine; ma bisogna considerare 



264 LA Q OARTICA DI CAPORALI. 

che la quartica medesima è cosl intimamente legata ai fasci sizigetici, i 
quali servono a generarla, che quasi tutte le proprietà della prima si possono 
interpretare come proprietà relative a fasci s izigetici. Inoltre, quando, nel­
la quartica stessa, si tenga fisso uno dei fasci che la generano e si fac­
cia variare la relativa retta si è condotti a una rete notevole, di quartiche 
di Caporali, la quale è l'unica (come bo dimostrato ai N; 18, 19) che si 
possa costruire, fra quelle dotate di 12 punti base, così che ogni quartica 
della rete abbia, in ciascun punto base, un flesso. 

Nel presente lavoro mi son proposto di dimostrare, con metodo ana­
litico semplice e uniforme, i teoremi di Caporali connettendoli fra di loro 
e aggiungendo lo studio della rete suddetta. P er questo ho diviso il lavo­
ro in due parti: la l a riguarda le proprietà fondamen tali della quartica 
in discorso; la 2"' considera la rete suddetta. Fra le curve di questa è 
degno di osservare un caso particolare (N° 23) nel quale, le due rette, che, 
insieme ai due fasci, servono a generare la curva, nei due modi che si è 
detto, possono coincidere, così cb e la quarti ca può pensarsi contempora­
neamente come jacobiana di una retta e di uno qualunque di due fasci 
sizigetici. In questo caso singolare la curva, è caratteristica dal possedere 
4 ondulazioni in linea retta formanti gruppo equianarmonico e dall'avere 
concorrenti in un punto le 4 tangenti di ondulazione. 

Gli enunciati dei teoremi di Caporali sono contrassegnati con l'indi­
cazione [C pag .... N° ... del volume delle memorie]. 

Le principali proprietà della qnartica di Caporali. 

l. Chiameremo << qtutrt'ica di Caporali» la jacobiana di una retta r e 
di un fascio rp di cubiche sizigetiche. Assumendo per triangolo fondamen­
tale uno dei trilateri sizigetici di rp, la equazione di una tal quartica è la 
seguente: 

dove le v, sono le coordinate di r. Da questa equazione resultano subito 
le proprietà seguenti : i tre punti fondamentali sono tre flessi di f; le tre 
tangenti di flesso le quali sono rappresentate dalle equazioni 

concorrono in un medesimo punto P 1 = (v2 v3 , v3 v1 , v1 v2) che appartiene a 
j, la polare armonica di ciascuno dei tre flessi precedenti è la retta che 

l 
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passa per gli altri due. Ciò posto, siccome il triangolo fondamentale è uno 
qualunque dei 4 trilateri sizigetici di q;, così ne seguono questi teoremi: 

(a) << La quctrticcb f di Caporctli hcb 12 flessi nei 12 vertici dei tt·Uateri 
si :igetici di q;>> IO pag. 336, No 241. 

(b) << In tbn medesimo trilatero siz igetico, le tre tangenti a f concoJTono 
in uno stesso ptbnto che a11partieue di nuovo Cb f [U pag. 336, :ro 20] ; ogni 
la to è la polat·e annonica del vertice opposto>> [C pag. 336, N° 21]. 

Noi porremo il teorema (a) sotto quest'altra forma che ci sarà utile 
nel seguito : 

(c) «La qnat·tica eli Capm·ali hcb 12 flessi distr·ibttiti, et 4, a 4, sopra le 
9 1·ette zJola1·i annoniche di un fascio di cnbiche si:igetiche >>. 

Indicheremo con F, il gruppo di questi 12 flessi di f. Più tardi rico­
nosceremo che anche gli altri 12 costituiscono un gruppo perfettamente 
angolo a F. 

2. Premetteremo adesso una osservazione relativa a una quartica qua­
lunque e che è perfettamente analoga per enunciato e per dimostrazione 
a una. ben nota che riguarda. le cubiche. E' la seguente : << Se una. quartica 
ha 4 flessi in linea retta, i loro 4 tangenziali giacciono pme sopra un'al­
tra. retta >>. Quest'osservazione applicata ai teoremi (b) e (c) del N° prece­
dente ci dice che: 

(a) « I qnattro punti della qua1·tica di Caporali nel qttalt si tagliano, 
a t1·e, a tre, le 12 tangenti di flesso del gr-uppo F, sono le 4 inteTsezioni di 
tbnCb medesima retta con la. qu,artica » l C pag. 336, N° 26]. 

n seguente calcolo semplicissimo, mentre ci fornisce una conferma a­
nalitica del teorema precedente, ci dà anche l'equazione di tale retta. I 
vertici dei trila.teri sizigetici di q; hanno le coordinate 

) 

O O l ! ) e , e
2 

, l ! l e , l , l 
l 0 = O l O 2° = l , l , l 3° = l e l 

100 e,l,é l,l,e l 
e2 

, 1 , 1 

4° = 1
1 

, e2 
, l 

, l , E2 

dove e, F} sono le due radici cubiche immaginarie dell'unità positiva. Se 
indichiamo con P 1 il punto di concorso delle tangenti di fiesso nei vertici 
di uno stesso trilatero, si vede subito che è: 

P :t= (v2 va , va v:l , v:l v2), 

P2 =(v:~2 - v2 v3 , v2
2

- vav:t, v3
2 -v1 v2

), 

P 3 =(v/ - e2 v 2 Va , v2
2

- e2 v3 vi , v3
2

- e2 vi v2), 

P 4 = (v/ - - ev2 v3 , v2
2

- ev3 v1 , Va
2

- evi v2 ). 
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La retta che passa per due qualunque di essi, contiene anche gli al­
tri due ed è rappresentata dall'equazione: 

che è quella cercata (1). Essa ci mostra anche che la retta r = V:r è la retta 
armonica di P, rispetto al trilatero sizigetico i"'0 • Così la retta r' viene a 
dipendere dalla retta r per mezzo del fascio cp in modo estraneo alla quar­
tica f. E si ha quindi il teorema: 

(b) <<I quattro poli di ttna t·etta qualunque r t·ispetto ai 4 trilater·i di un 
fascio di cubiche sizigetiche appartengono a un'altra retta r » lO pag. 336, N '' 25] 

Per brevità di linguaggio introdurremo le seguenti notazioni: il fascio 
sizigetico f{J lo chiameremo fascio generatm·e della quartica, la retta r la di­
remo la direttrice del fascio; quanto alla t·' adotteremo la denominazione 
analoga impiegata per le cubiche; la chiameremo la satellite delle nove po­
lari armoniche di cp, o più brevemente, la satellite di cp rispetto a f. Ser­
vendosi di questa denominazione il teorema (a) può enunciarsi così: 

(c) « Le nove polari armoniche del fascio cp, ognuna delle qttali contiene 
quattro fltJssi della quartica di Caporali, hanno 1·ispetto alla quartica una 
medesima retta satellite >> . 

3. Vogliamo adesso caratterizzare proiettivamente la quartica di Capo­
rali. Dalla nota formula simbolica a:r2 a :r 2 =O che rappresenta la conica po· 
lare di una data conica inviluppo au 2 =O; si trova subito che sono a po­
lari le due coniche: 

vi u~.z + v2 u2z +Va ttaz =o, 
v3 u 1 u2 + '111 u2 1t3 -f- v2 u 3 u 1 = O, 

e quindi è a polare ogni conica della schiera: 

Esisteranno altre coniche a polari ' La risposta è negativa giacchè se 
ne esistesse anche un'altra, non eontenuta nella schiera precedente, ne esi­
sterebbe un tessuto e quindi l'equazione della nostra/ sarebbe rappresen­
tabile con la somma di 3 biquadrati. Ma allora ogni cubica polare sareb­
be equiamarmonica, il che nel nostro caso non succede. 

Dunque esiste una sola schiera di coniche apolari . 

(l ) E ' notevole che l'equazione di r' di•enga quella di f scambiando le v con le z. 
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L a chiameremo brevemente: <<la schiera apolare ». Ne segue che «Il 
cova.riante S di Clebsch si cmnpone di 4 t·ette: le 4 tangenti base della schie· 
m apolare >>. Queste 4 rette sono in generale distinte perchè il discrimi­
nante della (3) che è 

(4) 

non ha radici multiple per posizioni generiche della r =v"' = O. Dall'esi­
stenza di una schiera apolare segue, com'è ben noto, la riduzione della 
equazione della quartica alla somma di quattro biquadrati. Ma una tale 
curva dipende evidentemente da 11 costanti, mentre, dalla definizione 
medesima della quartica di Caporali, si rileva che essa deve dipendere sol­
tanto da 10 [C p. 204]. Ciò indina che la quartica suddetta non è la più 
generale possibile fra quelle che posseggono una schiera apolare: e infatti 
si trova, dalla equazione (1), che è nullo il suo invariante cubico [C p. 349]. 
E sso può considerarsi come l'armonizzante simultaneo della quartica e del 
suo inviluppo equianarmonico (cf. ad es. Salmon, Curve piane, pag. 370). 
N e concludiamo che : 

La quartica di Caporali pttò esse1·e caratterizzata analiticamente così: 
l"' L' invariante di 6° gt·ado si annulla insieme a tutti i sttoi minori 

di 5° m·dine (tre condizioni). 
2"' È nullo l' invat·iante cubico (un'altra condizione). 

O, geometricamente, dalle condizioni che equivalgono alle precedenti e che 
aonsistono : 

l"' Nel possedere una schiera apolat·e. 
2"' Nell'esset·e armonica col proprio invUuppo equianarmonico. 

4. In questo caso dunque la corrispondenza polare fra coniche invi­
luppo e comiche luogo non è più biunivo1•a. Presa una qualunque conica 
inviluppo I , la sua polare L è tale rispetto a tutte quelle del tessuto in­
dividuale da I e da,Jla schiera apolare e inoltre L è armonica con qua­
lunque conica della schiera suddetta [C pag. 352, N° 60). Ne segue che: 
<< L e due rette che costituiscono la conica polare di un punto dell'hessiana di 
f sono i raggi doppi della invol1tzione che si ottiene proiettando dal punto 
cor1·ispondente della Steineriana i ve1·tici del quadrilatero costituente il 
covariante S >>. 

5. Ci proponiamo ora lo studio degli altri flessi della f dimostrando che: 
«La quartica di Caporali possiede, oltre i 12 già considerati costituenti 

il gmppo Fn 12 nuovi flessi i qttali formano un gruppo F 2 petfattamente 
analogo a F 1 e cioè il gruppo dei 12 punti doppi di un nuovo fascio q/ di 
cub·iche sizigetiche » [C pag. 204; pag 337, N° 37]. 
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E così sarà anche impli citamente dimostrato che la nostra f non pos­
siede punt i doppi. 

P er q uesto è necessario ri cordare qui q ualche nota propriet..-ì delle 
quar t iche dotate d i schiera apolare , o, quel che è lo stesso, rappresenta­
bili con la somma di 4 b iquadrati (1). 

Sia perciò la q uar t ica 

4 

f = Z a ; X ;
4 = O , dove z X; = O. 

l 

Rammenteremo dunque che ogni ver t i.:e del quadrilatero S è doppio per 
l'hessiana, è quadruplo per la S teineriana; i due rami della prima sono di­
s tinti, i 4 rami della seconda hanno una stessa tangente. Ma quel che più 
int-eressa, per noi, di rilevare si è che mentre l'hessiana non ha altri 
punti singolari, la Steineriana ha invece altri t re punti doppi la cui esi­
stenza si può accertare così. Si consideri la conica C -= 2: a ; :d = O : le 
rette polari dei ver t ici del quadrilatero S rispetto a j, sono tali anche 
rispetto a C; dunque esse costit uiscono un quadrangolo completo. Ebbene, 
si riconosce facilmente che la cubica polare di uno qualsiasi dei tre punti 
diagonali di tale quadrangolo si spezza in una diagonale del quadrilatero 
S e in una conica: dunque i tre punt i diagonali suddetti sono i tre punti 
doppi cercat i. La Stein1'ri ana di f non ha altre singolarità oltre quelle citate. 
Con ugual facilità si vede anche che la C è conica polare dei tre vertici del 
trilatero diagonale del quadrilatero S. Ora il discriminante C è proporzio­
nale all'in variante cubico di f. Se quest ' in variante è zero, C è una cop­
pia di rette, f è la quartica di Caporali (N° 3) i tre punti diagonali sud· 
det ti dànno luogo a un punto t riplo la cui cubica polare si compone del 
trilatero diagonale di S [C pag. 353, N° 67, 68). 

Dunque ne concludiamo che la Steineriana della quartica di Caporali 
possiede, fuori dei vertici del quadrilatero S, un punto triplo di cui la 
cubica polare è costituita dal trilatero diagonale di S: per il punto triplo 
suddet to passano due ret te le quali, insieme, formano la conica polare di 
uno qualunque dei tre vertici del trilatero in discorso. 

6. Ebbene dimostreremo adesso che le due rette precedenti sono le 
rette r , r' dei N i 1° e 2", che il loro punto comune R = r. r' è il punto 
della Steineriana di f. Cominciamo da quest' ultima asserzione. 

Perciò riprendendo il triangolo fondamentale e le notazioni dei primi 
3 Ni osserveremo che le coordinate y di R sono: 

(l ) DEL P Ezzo, St~lla curva Henia-na - (Quest i rendic., fase. 6o, 1883). 
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e la sua cubica polare è 

U - "( 3 3) 3 + ( 3 :•) 3 + ( 3 3) 3! + - vi v2 v3 ) v2 - v3 xi v3 - vi x2 v1 - v3 x3 

+ v2 v3 (v23 + v33- 2vt3) xiz (v3 x3 - v2 x2) + 

+ v3 vi (v33 +via- 2v23) x2"" (vi xi - v3 xa) + 

+vi v2 (vi3 + v2
3 

- 2v3
3) x} (v2 x2 - vi xi) + O. 

(5) 

Per dimostrare che U è il prodotto di tre fattori lineari basta calcolarne 
l'hessiana. Si trova che essa è 

[vi v2 v3 ) (v/+ v2
3 + v3

3
)'---;- 27 'Vi3 v2

3 v3
2 ! ] U =O 

ossia è composta di due fattori di cui uno è U. Se dunque le y non an­
nullano il fattore diverso da U è certo che la cubica polare diR è l'in­
sieme di tre rette non passanti per un punto, cioè R è effettivamente il 
punto triplo della Steineriana. Il fattore che moltiplica U, nella hessiana 
precedente, ha un significato geometrico molto semplice. Supponendo le v 
variabili esso rappresenta, in coordinate di rette, l'equazione complessiva 
dei 12 vertici dei trilateri sizigetici appartenenti al fascio generatore rp. 

E infatti basta, per questo, osservare che detto fattore può scomporsi ne­
gli altri 4 

vi v2 3 =O' 
3+ 3+ 3 3 _ 0 v1 v2 va ·-- vi v2 v3 - , 

vi3 + v2a + Va3- 3 evi v2 v3 =O' 

vi3 + v23 + v33- 3e·' vi v2 Va= O' 

i quali rappresentano i 4 triangoli sizigetici della schiera di curve di 3"' 
classe 

via+ v23 + Va3 + 6lvi v2 Va= O. 

Quindi escludendo, per ora, il caso (che sarà trattato a parte N° 22) in cui 
la r passi per uno dei flessi del gruppo F , possiamo ritenere dimostrato 
che R è il punto triplo della Steineriana di cui è parola nel N° precedente. 

Quanto alle rette t·, t·', basta verificare che il loro prodotto: 

(vi3- v23) (vi v2 xi x2- Va2 Xai) + (v23- Va3) (v2 v3 x2 x3- vtz x/)+ 

+ (v33- vi3) (v3 vi Xa xi -v.}' x2z) =O 
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rappreAenta una conica armonica della schiera apolare, giacchè una tal co­
nica è unica per il teorema del No 4. Così resultano dimostrate entrambe 
le asserzioni fatte al principio di questo N° . 

7. Questo prova intanto che le rette 1· ed 1·' si trovano in condizio­
ni perfettamente uguali rispetto alla nostm quartica, e quindi, come esiste 
un fascio generatore q; tale che f si possa riguardare jacobiana di q; e di 
r, così è facile prevedere che esisterà un f'econdo fascio generatore q;' tale 
chef si possa ancora riguardare come jacobiana di q/ ed r' . Questo secon­
do fa scio q;' è quello cui appartiene la cubica 

Infatti la jacobiana di un tal fascio e di t·' è appunto 

Il fattore che moltiplica la f rappresenta, in coordinate di rette, l'equazio­
ne complessiva dei flessi di q;. Escluderemo che la 1· vi soddisfi; che cioè 
la r passi per uno di tali flessi riserbandoci di trattare separatamente un 
tal caso (N° 20). Fatta questa esclusione, noi possiamo dire evidentemente, 
che ~ la r' satellite del pr·imo fascio genm·atore q;, è direttrice del secondo 
fascio generatore q;' e viceversa ». 

8. Secondo il No 3, una quartica dotata di schiera apolare e armonica 
col proprio inviluppo equanarmonico è una quartica di Caporali. E così 
siamo giunti a una nuova definizione di tale curva. Le considerazioni dei 
Ni 5 e 6 mostrano, come, partendo da questa nuova definizione, si possano 
trovare le due direttrici (o satelliti) 1·, r' dei due fasci. Manca d' indicare 
una costruzione geometrica che serva a trovare i due fasci medesimi. Ciò 
si può conseguire mediante la osservazione seguente: 

« l nove punti base del fascio genet·atore q; sono quei nove punti della 
hessiana di f che corrispondono alle nove intersezioni della Steineria.na con 
la direttrice r situate fuot·i del punto triplo R [C pag. 337, N° 35]. 

Per accertarsene basta, servendosi della (1), calcolare la equazione del­
la conica polare di un flesso di q; : si vedrà allora essere costituita tale 
conica da un paio di rette (una è la polare armonica del flesso) che si ta­
gliano sopra r. 

Altrettanto può dirsi di q;' ed r'. 
Ecco dunque, come, partendo dalla nuova definizione, si possano n­

trovare gli elementi dell'antica e cioè i fasci generatori e le rette direttrici : 
basta prendere il punto triplo della Steineriana e considerare la coppia 
di rette per quel punto le quali costituiscono una conica armonica alla 
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schiera apolare: queste sono le direttrici. Dopo, si considerino i 2 gruppi, 
di 9 punti ognuno, costituiti dalle intersezioni delle direttrici suddette, 
con la Steineriana fuori del suo punto triplo: ebbene, i 2 gruppi di punti 
dell'hessiana che corrispondono ai precedenti costituiscono precisamente i 
punti base dei fasci generatori <p e q;'. 

9. L'hessiana H di f è rappresentata dalla equazione 

dove q;'~ è quello del :N° 7 e 

<p'2 = x13 (v3a- v23) -t · x2a (via- v33) + x3a (v2a- vta) + 

+3v2v3x2x3(v2x2-v3x3)+3v3v1X3x1(v3x3-v1X1)-t 3v1v2x 1x 2(v1x 1 - v2x2)=0. 

Segue che H si può generare mediante i due fasci proiettivi 

.r-13 + x23 + x33- ).x t x2 x3 = O ' 

<p'2 +).q;' t= o. 

n l o è il fascio generatore <p : il 2° è il fascio generatore <p' perchè si ve­
de fa-cilmente che per 

la seconda delle equazioni precedenti dà la hessiana di q;'
1

• Nella proiet­
tività suddetta sono curve corrispondenti 

la seconda delle quali tocca r' nel punto P 1 del N° 2. 
Riassumendo dunque questi ultimi resultati, nei possiamo enunciare 

seguenti teoremi: 

a) « La q1tartica di Caporali generata come jacobiana del fascio sizigetico: 

e della retta 

ammette 1tna seconda genet·azione com e jacobiana dell'altro fascio sizigctico: 



tA QÙARÌ'ICA Di CAPORAU. 

q/= xt3 (va3- v23) + x23 (vt3 - Va3) + Xa3 (v2~ - vt3) + 

+31•2v3x2x3(v2x2 - vaa:3)+3v;~v 1x3x1 (v3x3-v1x1)+2v1v2x1x2(v1x1 -v~2)+ 

+2 lv2v3x1 (v3x,/-v~31)+v3v1 :z:2(v 1x32-v3x1 2 )+v1v2x3(v2x1 2-v 1x:/Jl=O 

e dell' altrct retta : 

b) La diTeft1·ice di un fascio è satellite dell' alt1·o. 
c) I clue fasci sono proiettivi e generano la hess icma della, qua,rt·ica .. Ai 

tri lateri sizigetici del 1° fascio cm·rispondono le cubiche del secondo tangenti 
alla satellite clel primo e vicm·versct ~ [C pag. 341, 342, Ni 9 e 10]. 

Il teorema enunciato al principio del N° 5 è così completamente di­
mostrato. Contemporaneamente resulta, specie dai Ni 5, 6, 7, 8, che non 
è possibile una terza generazione della curva come jacobiana di un terzo 
fascio sizigetico e di uu.a terza retta. Così pure è evidente che i due fa ­
sci cp e cp' non hanno, in generale, punti doppi a comune. Se tali punti 
esistessero, essi sarebbero punti di ondulazione per f e farebbero parte 
dei gruppi F 1 e F 2 del N° 5. E come facenti parte del 1°, la loro pre­
senza sarebbe manifestata immediatamente della equazione (1). Dunque la 
f ha genemlmente 24 flessi distinti. 

10. Dall'equazione della schiera apolare (N° 3) si vede che sono coniche 
della schiera quelle che toccano un trilatero sizigetico nei punti d ' incon­
tro di ciascun lato con la tangente di flesso di f nel vertice opposto. Que­
sta osservazione ci dà il mezzo di esprimere geometricamente il legame 
che passa fra i fasci generatori cp e q/ : 

« L e 18 coniche ognuna delle quali tocca uno dei 18 t1·i lateri sizigetici 
di cp e cp' nei punti do ve C'iascun lato è incontrato dalla tangente di flesso 
di f nel vertice opposto, appartengono a una :medesima schiera (lct schim·a 
apolare): lt; 4 tangenti base della schiera me~ttTe costituiscono i l covariante 
S, rappresentano anche il legame geometrico che passa fra i fasci cp e cp' ». 

In casi particolari (N° 22, 23) questo legame è più espressivo. 
11. TI tangenziale d i un punto A d'una cubica è l'intersezione della 

tangente alla cubica in A con la retta polare di A rispetto alla hessiana. 
Segue che, preso un punto P della retta r, e la cubica del fascio cp pas­
sante per P, i 4 punti di contatto A, B, C, C delle tangenti alla cubica 
tirate da P, appartengono alla jacobiana di cp e di r, cioè alla quartica f. 
Ci occorre dimostrare il seguente lemma: << la conica polare di A rispetto 
a f passa per B, U, D • [C pag. 336, N° 31]. Infatti sia e= Ba/ = O la 
cubica del fascio che passa per F, H= ha/ = o la hessiana di e e Va: = o 
la r . Prendiamo (001) in P, (100) in A e (010) in B. Avremo allora: 
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(6) 

dove gl'indici indicano le derivate parziali; e 

r coeffi cienti di H che vengono adoperati nel calcolo sono solamente i se­
guenti: (Salmon, O~trve piane, pag. 271) 

h113 = h22a -:- O 

3 h112 = 8\23 8112- 8122 8133 8112- 8233 8\12 ' 

3 h122 = 8 .\23 8122 - 8233 8112 8122 - 8133 8\22 , 

3 h123 = 8\23 - 8123 8122 0133 -- 2 8123 8233 8112 • 

La conica polare di A, rispetto a /, è 

dove ancora gl'indici rappresentano le derivate. 
Per dimostrare il lemma, basta verificare che la equazione precedente è 

soddisfatt a da {010). Il che si fa molto facilmente perchè, per tali valori 
delle coordinate, è 

H 3 = 8 3 =0, 

812 Hia- 813 H12 = 8122 h12a- 812a h122 =o, 
813 H11 - 811 H1a = 8132 h112- 8112 h123 =O· 

12. Ne segue che i lati del quadrangolo AB C D tagliano armonica­
mente la quartica f perchè si dimostra facilmente che << le sei rette con­
dotte da un p~tnto l\'l della quat·tica ai punti d'·incontro della qu,artica stessa 
con la conica, polat·e di M: appat·tengono all'inviluppo annonico >> [C pag. 
357, N° 20]. 

A ta1 uopo basta osservare che, se una binaria biquadratica è tale 
che il secondo gruppo polare di uno dei suoi elementi sia costituito oltre 
quell'elemento da un altro pure appa,rtenente alla forma, la forma stessa 
è di conseguenza armonica e i due elementi in questione sono coniugati, 

È cosl accertata la esistenza di infiniti quadrangoli, iscritti nella quar­
tica /, di cui ogni lato la sega armonicamente. Diremo, con Caporali, che 
il gruppo dei 4 vertici di un tal quadrangolo è « un gr~tppo, o quadrango 
lo di p~mti congiunti>> [C pag. 336, No 30]. A questi gruppi spetta qual­
che proprietà interessante che ci proponiamo ora di stabilire. 

CIANI. 18 
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13. Intanto, la doppia generazione della nostra curva dà luogo alla 
seguente costruzione. Si prenda un punto P di f, si considerino le due 
curve di fP e fP' che passano per un tal punto e si conducano le tangenti 
in P a tali curve : queste tangenti tagliano le rispettive t· ed ,.' in due 
punti dai quali si possono condurre altre tre tangen t i all' una e all'altra 
delle due cubiche in discorso ; considerando i due gruppi dei 3 nuovi pun­
ti di contatto associati a P potremo dire, evidentemente, che: 

<< Un punto P appaTtiene a due quadrangoli congiunti : uno t·elativo al 
1° fascio, uno t·elativo al 2°: i 6 verti<Yi di tali quadmngoli, divm·si da P, 
sono le 6 intersezioni di f con la conica polat·e d·i P t·ispetto a f >> [C p. 
3361 N° 31). 

14. I punti diagonali del quadrangolo AB C D del N° 11 apparten­
gono nuovamente alla cubica e: uno di essi è il terzo punto d' incontro 
con E> della retta A B. - E, secondo il triangolo fondamentale, allora adot­
tato, esso ha le coordinate (8122 , - 811 2 , 0). È facile verificare che un tal 
punto appartiene alla hessiana di f. Il calcolo non è così laobrioso come 
sembra a priori. S' indichino con a, b, i coefficienti di vi , v2, nella (6) del 
No 11; e con aik, b;lt, le loro derivate parziali. 

La hessiana di f è rappresentata da 

v t att + v2 bu v t at2 + v2 bt2 vt ata + v2 bt2 

vt at2 + v2 bt2 vt a22 + v2 b22 vt a23 +- v2 ù23 = O. 

vt at3 + v2 bia vi a2a + 1'2 h2a vt aaa + v2 baa 

Ma indicando con [a;k] , [b;~t] , quel che divengono a;k, b;k, quando al posto 
delle coordinate correnti si sostituiscono le ei22 , - 8112 , O si vede subito 
che è: 

e non rimane a verificare altro che 

v2 [bu] 

vi 1at2l + V2 [bt21 

V2 [bial 

vt [ai2] + V2 [bd V2 [ùd 

vi [ a22J vi [a2aJ = O · 

vt [a2aJ O 

Dunque possiamo enunciare il teorema: 
« La qttat·tica di Capomli è generata da due serie = 1 di qnadra1~g~li 

di cui i lati la segano annonicamente e di Ctti i punt·i diagonali desc;rivono 
la sua hessia.na » [C pag. 3371 N° 36, pag. 340, N° 71 pag. 204, 205. Si 
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confronti inoltre: « Segre, AlC'!~tw idee di Ettore Capot·ali intorno alle quar· 
tiche piane >> [loc. cit.]. 

15. Siano due quartiche di Caporali aventi a comune il fascio cp e di­
verse le relative direttrici. P er il punto comune a tali direttrici passa una 
sola cubica del fascio cp : i 4 punti di contatto delle tangenti, a tale cu­
bica, condotte per il punto comune suddetto appartengono, secondo la co­
struzione del N° 13, a entrambe le due quartiche e insieme ai 12 punti 
doppi di cp costituiscono i 16 punt i base del loro fascio. Dunque: 

<<Uno qual~mq~~e dei gruppi di fl essi F 1 o 1~2 (N° 5) insieme con ~m grup­
po qua,lsiasi di punti congiunti relativo al fascio cp, o al fascio cp', (t·ispetti­
vamente) costituiscono i 16 punti base di un fascio di quat·tiche di Capm·ali :. 
[C pag. 336, N° 30]. 

16. Chiuderemo questa breve esposizone delle proprietà fondamen­
tali della quar tica di Caporali con qualche osservazione sopra il suo invi­
Iuppo equianarmonico. 

L'equazione di tale inviluppo, calcolata dalla (1), è 

Esso dunque resulta generato dalle due schiere proietti ve: 

u13 + u23 + 1LaJ + 3 Àui u2 1La = o, 
~~t v/ + u2 v22 + 1La Va2 + ). (ui v2 Va+ u2 Va vi + ua v t v2) = O. 

Segue: 
« IJinv,iluppo equianannonico p1~ò essm·e geneTato da due schiere proiet· 

tive costituite dalle Cayleyane di un fascio generatore e dai punti della t·et­
ta clirettt·ice dell'altro fascio ». 

« Le d1te direttrici toccatw entrambe l'inviluppo equiatutnnonico » l C p. 
336, N i 26 e 27 J. 

17. Se y è un punto variabile sopra r', avremo 

La curva di 3"' classe ehe gli corrisponde, nella proiettività precedente, è 

ui J + 1~23 +ua~ + 3lui u21~a =O. 

Dunque, se l adempie alla condizione 

via + v2J + VaJ + 3lvt v2 Va= O 

v3 +v J+ v3 
la curva suddetta è tangente alla t' = v"'= O. Ora, per l= - 1 2 3 

3 v1 v2 v3 
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il punto y diviene il punto n·'. Di qui si trae facilmente che le rette ,. 
ed r' assorbono tutte le tangenti che da r. r' = R si possono tirare all'in­
viluppo equianarmonico. D'altra parte si verifica facilmente che non ne 
annullano le derivate parziali, che cioè non sono bitangenti. 

Dunque: <<Il punto comune alle dtte direttrici dei fasci, che è triplo 
per la Steineriana, è doppio pet· l'·invilttppo eqttianannonico, essendo le di,·et­
trici suddette le tanpenti nodali >> [O pag. 342, No 12J. 

La rete sizigetica di quartiche. 

18. - Diremo che una rete di qua.rtiche, dotata. di 12 punti base, è sizi­
getica, quando ogni quartica della rete ha in ciascun punto base un flesso, 
e la quartica generica della rete medesima è irriduttibile. 

Un esempio ci è fornito appunto dalla: 

dove i parametri sono le v. Ci proponiamo di dimostrare che è l'unico. 
Per questo, cominceremo dall'osservare che, non essendo in po8izione 

generica i 12 punti base della rete (7), può venire il sospetto che essi non 
rappresentino tutte condizioni indipendenti alle quartiche che li conten­
gono e che quindi ttttte le quartiche per quei punti costituiscano un si­
stema lineare oo1 (l> 2) nel quale è però contenuta la rete sizigetica (7). 
Il sospetto si toglie (1) osservando che la serie caratteristica di un tal si­
stema oo1 non può essere speciale giacchè, se lo fosse, ogni suo gruppo 
sarebbe costituito da 4 punti in linea retta. Ora, gli oo' gruppi di punti 
congiunti, sulla curva generica del sistema, appartengono alla serie carat­
teristica (N° 15) e, pel modo col quale uno di tali gruppi può essere ot­
tenuto (N° 11), si vede subito che non può esser costituito, in generale, da 
4 punti allineati. Dunque: 

<< Tutte le qttartiche passanti per i 12 punti doppi di un jasC'io sizige­
fico di cubiche, hanno in ciascuno di quei punti base ttn flesso, cioè formano 
una •rete sizigetica » . 

19. Poniamo la questione inversa. Se una rete di quartiche è sizige­
tica, secondo la denominazione introdotta nel N° precedente, i 12 pun­
ti base si potranno riguardare come i 12 punti doppi di un fascio sizige­
tico di cubiche1 Per rispondere a questa domanda, cominceremo dall'os-

(l) CASTELNOVO, Ricetclte sopra i siBte11ti li1Mari di curve piane - (Mem. Ace. Se. di 
Torino, 1895 ). ' 
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servare che: << Se una rete di quartiche ha ttn punto base che è flesso pe?· 
ogni ctt?·va della rete, anche la pola?·e armonica del flesso deve essm·e la 
stt ssa per ttttle le curve della ?·ete >>. 

Infatti, tutte le coniche polari del punto base, rispetto alle quartiche 
della rete, debbono spezzarsi e cost ituire al più una rete. Dunque, o esse 
sono tutte le possibili coppie di rette per un punto; ovvero esse si com· 
pongono di una retta fissa e di una variabile nel piano della rete (1). 

Il 1 o caso si esclude subito perchè di ciascuna conica polare suddetta 
deve far parte la tangente di flesso che passa sempre per il punto base; 
e quindi, se un tal caso si verificasse, tutte le quartiche della rete avreb­
bero, nel punto base, non già un flesso, ma un punto doppio. Rimane il 
zo caso il quale accordato appunto col fatto che ogni conica polare deve 
contenere la tangente di flesso, porta alla conseguenza che tutte le coni­
che polari in discorso non costituiscono già una rete, ma bensl un fascio 
di cui ogni elemento è composto dalla tangente di flesso (variabile attor­
no al punto base) e da una retta fissa non passante per quel punto e 
cioè la polare armonica del flesso. 

Ciò premesso, abbiasi una rete sizigetica di quartiche e sia P un pun­
to base della rete. Potremo sempre disporre dei due parametri della rete 
esigendo che una delle sue quartiche f 1 passi per due punti infinitamente 
vicini a F in direzioni diverse cosl che essa abbia in P un punto doppio. 

Allora la conica polare di P, rispetto a una tal quartica / 1, in quanto 
P è un suo punto doppio, deve essere costituita da due rette per P, e 
in quanto una tal quartica f 1 appartiene alla rete, deve contenere la po­
lare armonica di P rispetto a tutte le quartiche della rete medesima. Ma 
questa polare armonica non passa per P , dunque la conica polare suddetta 
è ind· ·terminata, cioè P è triplo per .f1• Ne segue che .f1 si spezza (perchè 
non esiste una quartica dotata di un punto triplo e di 11 flessi) . Esami­
nando le diverse ipotesi a cui può dar luogo lo spezzarsi di una quartica 
e assoggettando queste ipotesi alle condizioni che il caso nostro esige, si 
vede facilmente che la / 1 deve esser composta di 4 rette di cui tre pa.s· 
sano per P. Queste ultime contengono, oltre P, altri tre punti base cia­
scuna: i due rimanenti giacciono sulla 4" retta che, insieme alle prece· 
denti, compone P. Ripetendo le medesime considerazioni per tutti i punti 

b o t h o o o 4 4 12•3 9 tt l l. o ase st rova c e esst gtaccwno, a , a , sopra -
4

- = re e e qua 1 Sl 

tagliano, a tre, a tre, precisamente in quei 12 punti. 
E allora si riconosce facilmente che le 9 rette suddette non possono 

(l) SEGRE, b~torno alla geo1netria àelle coniche ài 1m piano - (Rend. Ace. Se. di Torino, 
1885). 
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esser altro che le 9 rette base di una chiera sizigetica di curve di 3"' classe 
e i 12 punti base, non possono essere altro che i punti doppi del fascio 
di cubiche di cui le precedenti sono le Cayleyane. 

Dunque: 
«La ,-ete di qua1·tiche di Caporali è l'un-ica rete sizigetica ». 
E riunendo questo teorema a quello del N° precedente possiamo dire, 

evidentemente, che: 
<< La condizione necessa1·ia e sufficiente a:tfìnchè 1tna ~ rete di quartiche 

sia sizigetica è che abbia 12 punti base nei 12 p1mti doppi di un fas cio sizi­
get'ico di mtbiche ~ -

20. Vogliamo ora occuparci delle curve notevoli delle rete cominciando 
a cercare quelle degeneri. Per questo, osserveremo che la jacobiana della 
rete È!: 

ossia si compone delle 9 polari armoniche del fascio generatore <p- Esse 
dunque rappresentano il luogo dei punti doppi della rete. Se quindi si con­
siderano tut te le quartiche della rete medesima che passano per un punto 
P i ' di una di tali rette p i, esse avranno in P 1 un punto doppio e forme­
ranno un fascio. Ma ciascuna delle 9 polari armoniche di <p incontra già 
in 4 punti base tutte le curve della rete (N° 2 (c)) : ne segue che il fascio 
precedente si comporrà della polare armonica P i e di un fascio sizigetico 
di cubiche. 

Ciò è confermato dal calcolo seguente: 
Vogliamo ad es. staccare dalla nostra rete (7) il fascio costituito da 

tutte le curve delle rete che passano per il punto (.l., l, l) della x2- x3=0. 
Sostituendo nella (6), al posto delle coordinate correnti, le l, l , l si tro­

va la condizione v2 = v3 e il fascio richiesto si compone della parte fissa. 

e del fascio sizigetico di cubiche 

nel quale, evidentemente, il coefficiente di vi è l'hessiana del coefficiente 
di v2• I nove punti base dell' ultimo fascio sono costit uiti da quel flesso di 
q; la cui polare armonica è x2 - X 3 = O e dagli 8 punti doppi di q; che 
non giacciono sulla x2 - x1 =O medesima. Duuque possiamo enunciare i 
seguenti teoremi : 
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(a) « I n ttna ·rete sizigetica non esistono quartiche proprie dotate di 
pw~ti doppi. Se si obbliga una qttm·tica della rete ad avere un punto doppio, 
essa si spezza in una delle 9 polat·i armoniche p; di q; e in ttna cubica». 

(b) « Tali qttat·tiche d e generi della rete sono ot·ganizzate in 9 fasci di 
ognmw dei quali è pat·te fissa ttna delle 9 polm·i armoniche p;, di q; e parte 
variabi le le cubiche di un fascio sizigetico di cui i punti ba.~e sono gli altri 
8 pttnti base della rete, non appartenenti a P; , e quel flesso di q; la etti polat·e 
annonica è P• >> . 

(c) <<Le-quartiche degetteri della rete, oltt·e le precedenti , sono soltanto 
12 e costitttite, ognuna, di 4 rette le quali consistono delle 3 polm·i armoniche 
di q; che passano per un tned-esimo punto base della rete e del lato opposto 
del tt·ilatero sizigetico di q; etti quel punto base appartiene come vertice » 

La proposizione (b) dà luogo a quest'altra che riguarda solo le cu· 
biche sizigetiche : 

(d) << I n un fascio sizigetico di cubiche, un flesso, insieme a qttegli 8 
vet·tici (lei _ tt·Uateri sizigetici che non giacciono sulla polare armonica del 
ff, esso medesimo, costitu-iscono i 9 pttnti base d·i un nuovo fascio sizigetico di 
cub·iche >> . 

Così dal primo fascio se ne deducono altri 9, uno per ciascun flesso. 

21. Riprendiamo la schiera apolare (3) e consideriamo il suo discri· 
minante 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè esso possegga una radice 
doppia è che le v annullino 

v v v !(v 3 + '!! :l + v 3
) :

1
- 27 v 3 v 3 v 3! 123 ( 1 2 3 123 _ ' 

Se poi si obbliga ad avere una radice tripla si trova che deve essere con· 
temporaneamente : 

nel qual caso esso è identicamente nullo. Dunque : 
La schiera a polare presenta questi due soli casi particolari: 
l o le sue coniche sono tangenti a due rette in punti variabili e a u · 

na terza retta in un punto fisso ; 
2° ogni conica della schiera è una coppia di punti. 
Ci proponiamo l'esame di ciascuno di questi due casi particolari. 
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22. Cominciamo dal 1°, Esso si manifesta quando le v annullano la 
(8) del N ~ precedente, cioè quando (No 6) la direttrice r di q; passa per 
uno dei punti base della rete. Dunque possiamo studiare un tal caso, sen­
za sottoporlo ad alcuna restrizione, nella nostra equazione (1) ove si sup­
ponga ad esempio v1 = O. 

Allora, l'equazione della quartica è: 

le due direttrici t·, r' sono 

e i due fasci generatori : 

ffJ = xta + x2a + Xaa- À.Xt x2 Xa =O 

q;' =x t a (va3 - v2a) - x23 va3 + xa3 v23 + 3v2 Va x2 Xa (v2 x2 - va xa) + 
+ Àx1 v2 va (va xa2 - v2 x3~) =O 

sopra le quali equazioni si verificano subito i teoremi seguenti: 
« Qt~ando si prende per direttrice di q; una retta passante per un punto 

base della t·ete, la quartica ha in quel punto ttna ondula.zione (l): il sec01~do 
fascio genet·atOJ·e q;' è così legato a ffJ che un certo tTilatet·o sizigetico dell'uno 
e un certo trilatet·o sizigetico dell'altro hanno a comune un vet·tiee e il lato 
opposto : il vertice comune _è il punto di ondulazione della q1~a1tica, il lato 
c01nune è la t·etta a etti sono tangm~ti, in un punto fisso, tutte le coniche del· 
la schiera apolare ». 

n punto fisso suddetto è quello comune al lato in questione e alla 
tangente di ondulazione. 

n covariante S si compone, in questo caso, di x1
2 e di due rette per 

il punto di ondulazione. 
E' dtmque impossibile, in questo caso, rappresentare l'equazione della 

quartica con la somma delle 48 potenze delle rette che compongono S, per­
chè ogni quartica rappresentabile con la somma di 3 biquadrati ha S in· 
determinato. 

<<Ecco dunqtte ttn esempio notevole di quartica dotata di schiera apola­
re epput·e non mppresentabile con la somma nè di 4, nè di 3 biquadrati di 
fattori lineari>>. 

(l) Si vede facilmente che la curva non ha altre ondulazioni, giacchè occorrerebbe 
che q> e cp' avessero altri punti doppi comuni. 
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23. Andiamo al secondo dei casi trovati al N° 21. 
La retta t·, dovendo soddisfare alle due condizioni 
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è una polare armonica del fascio q;. Sia ad esempio quella di coord. O , l- l. 

Allora la equazione della quartica sarà: 

da cui si può vedere, assai semplicemente, che la curva non si spezza. 
II secondo fascio generatore è dato da : 

e, quel che è notevole, la seconda direttrice è ancora la r' medesima. Vi­
ceversa, ponendosi il problema, semplicissimo del resto, di determinare 
quando è che t· ed ·r' coincidono, si vede subito che ciò avviene sola.men­
te quando r diviene una delle 9 polari armoniche di q;, ovvero quando r 
coincide con uno dei lati trilateri sizigetici di q;. (Ma in quest'ultimo caso 
la quartica si compone di 4 rette). 

Dunque : 
« Se si pl"ende come direttrice r ttna delle nove polari armoniche di q;, 

si t ~·ova che es .~a è atwhe direttrice r' del 2° fascio q;'. I due fasci hanno a 
comune: la. polare armonica r, il flesso R di cui essa è polare armonica, i 
4 vertici di trilateri siziget-ici sitttati sulla prima e i 4 lati degli stessi tri­
late1·i passanti per R. La quartica ha, ttei 4 vertici Sttddetti, 4 ondulazioni 
in linea t·etta formanti grttppo eqttianarmonico ; le 4 tangenti di ondulazione 
passano per R; i 16 flessi giacciono sopra 4 rette passanti per R: la curva 
è 01nologica annonica essendo centro e asse di omologia R e r ». 

Oppure: 
« La quartica : 

pttò pensarsi contemporaneamente come jacobiana della retta 

e di ttno qttalunque dei due fasci di cubiche sizigetiche: 

q; - xi 3 + .IJ2 3 + Xa 3 - l xi x2 Xa = O 

q;'- 2xi3- x23 -- x 33 + 3x2 Xa (x2 + xa) +lxi (x2 z + Xaz) =O 
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Viceversa; una quarti ca dotata di 4 ondulazioni in linea retta formanti 
gruppo equianarmonico e tale che le 4 tangenti di ondulazione concorrano 
in un punto, ammetterà la doppia generazione espressa dal teorema prece­
dente ' La risposta è affermativa. 

Per convincersene si osservi, prima di tutto, che la equazione di una 
q uartica con 4 ondulazioni in linea retta e con le 4 tangenti di ondlùazione 
passanti per un medesimo punto può scriversi: 

dove U è una binaria biquadratica in x1 x2 (1). Questa equazione pro­
va che la curva è omologica armonica essendo centro ed asse di omologia 
rispettivamente il punto (1 , O , O) e la retta x3 =O. L'hessiana si compo­
ne di x3

2 =O e di 4 rette per (1 O O). Ciò dimostra che i 16 flessi si tro­
vano, a 4, a 4, sopra 4 rette per (1 O O) ed anche che quei quattro giacenti 
sopra una medesima retta formano due coppie di una involuzione di cui 
sono punti doppi (l O O) e il punto dove la retta taglia x 3 = O. Aggiun­
giamo ora l'ipotesi che il gruppo delle 4 ondulazioni sia equianarmonico. 
In tal caso, approfittando delle proprietà esposte, è facile vedere come si 
possa scegliere un conveniente triangolo fondamentale così che l'equazione 
della curva sia: 

c. d. d. 

Cioè: 
<< La condizione necessat·ia e sufficiente perchè una quartica possa t·iguar­

darsi contmnpm·aneamente come jacobiana di una retta e di uno qualunque 
di d1te fasci sizigetici di cztbiche, è che essa sia dotata di 4 ondulazioni in 
linea retta fonncLnti grnppo equitmarmonico e che le 4 tangenti di ondulazio­
ne concorrano in un medesimo pu.nto >> . 

(l) MASONI, Sopra alctme curve del 4o ordine dotate di pttnti di ondulazione - (Questi 
rendic., fase. 2o, 1882). 
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l. Chiameremo con questo nome la figura costituita dall'insieme di 
una terna di tetraedri desmici, dalla terna associata, dai due fasci di su­
perfi cie del 4° ordine che nascono ecc. 

Le coordinate dei vertici di una terna desmica, riferita a uno dei suoi 
tetraedri, possono scriverai cosl (l) : 

(A) . . . ( l, O, O, O), {O, 1, O, O), (O, O, 1, O), (O, O, 

(B). . . ( 1, 1, 1, 1), {1, l, - l, - 1), {1, - 1, -l, 1), {1, - 1, 

(C)._. (- 1, 1, 1, 1), (1,- 1, 1, 1), (1, 1, - 1, 1), (1, 1, 

la terna desmica associata è la seguente {l) 

(M) ... 1, l, O, O), (1, - l, o, 0), {O, o, l, 1), (O, o, 
(N) ... l, o, 1, O), (1, o, - t, O), (O, l, O, 1), (O, l, 

o, 1), 

l, - l), 

l, -l), 

l, -l), 

o, - l), 

(P) ... l, o, o, 1), {1, o, O; - 1), {O, l, l, O), (O, 1, - 1, 0). 

I tetraedri della prima terna individuano il fascio: {l) 

~ xt - 2 ~ xr x!+ À xi x2 .Ca x4 = o {1). 

per l = oc, = 8, = - 8 si trova rispettivamente (A~ (B), (C). Per ogni 
altro valore di l si ha quel che si chiama una superficie desmica del 4° 
ordine (2). La curva base del fascio è costituita dalle 16 rette h (1). -
Analogamente, o dualmente si trovano le 16 rette h'. 

(l ) VERONESE . - Sopra alcune notevoli costruzioni di punti, rette, piani ecc. - Atti 
R. lincei, vol. IX, 1881. Mem. II, pag. 307, 309, 338 e segg. 

Si v11gga anche: STEPH.u'<OS: Sur les sistemes desmiques de trois tetraedres. Bulletin 
des sciences mathematiques et astronomiques 1879. - SCHRoTER. Elementare Construction 
d es Fign r dreier in desmieher Lage benefiudli cher Tetraedcr. Crelle Bd 109. 

(2) H UMBERT. Sur la surface desmique du quatrième ordre. Journal de Mathemati-
ques, T. 7 .me 
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2. Cominceremo dall'occuparci delle superficie desmiche rilevando, pri­
ma di tutto, come (a-nalogamente a quel che può dirsi per le quartiche 
desmiche {l)) la loro equazione possa mettersi sotto la forma: 

p2 x1 ~+q~ x2
2 + r ·! x3

2 + s" x '4 - 2 pq :c1 x2 - 2 pr x:t x8 - 2 ps x 1 X4 -

- 2 qt· x 2 x3 - 2 qs x 2 x4 - 2 rs x 3 x4 = k x:t x 2 x3 x 4 

dove le p, q, ,., s sono le derivate parziali rispetto a x 1 , x 2 , x 3 , xl della 
funzione quadratica (2): 

f= a2 x1
2 + b2 x 2 + c2 x3

2 + d1 
X 4

2
- 2 ab x1 x 2 - 2 ac x1 x3 -

- 2 ad x1 x4 - 2 be x 2 x3 - 2 bd x 2 xl - 2 cd x3 X 4 • 

La f ha la seguente interpretazione geometrica: Uguagliata a zero, 
con opportuno cambiamento del punto unità, essa rappresenta una quadri­
ca la quale è tangente agli spigoli dei tetraedri (A) e {C) negli stessi 6 
punti vertici della terna desmica associata. {A) e {O) sono polari reci­
proci; {B) è autopolare. 

Dunque: « Data u1u~ tenta desmica, esistono 3 quadriche ognutta delle 
q1w.l·i gode la proprietà eli toccare le 12 costole di due tetraedri della tenta 
negli stessi 6 punti vertici della terna desm·ica. associata e appat·tenenti, a 
due, a d1w, e~llo stesso tetra.ed.t·o di quella te-nta >>. 

« Le due teme sono autopolari rispetto et ciasctma delle 3 quadriche e 
1Jrecisa1nente: sono polari t•e :ipt·oci i due tetraedri che hanno le costole tan­
genti allet quadrica, il tet·zo teft·aedro dellet stessn terna è a.utopolare nel sen. 
so m·dina·rio : ogni tetraedro della terna associata è autopolare, però non nel 
senso ordinario, ma solo in qzwnto due snoi vm·tici sono sulla q1~adrica e, 
gli a.ltt·i rhte, sono pnnti coniugati sulla intersezione dei piani tangenti nei 
pri?ni il1w ». 

3. - Ogni superficie del fascio {3), cui appartengono i tetraedri del­
la l "' terna, ha 12 punti doppi nei 12 vertici della terna desmica asso­
ciata. Ciò risulta ad es. dalla equazione superficie riferita ad uno dei tre 
tetraedri {M:), (N), {P). - La stessa equazione prova che la superficie è 

(l ) H UMBERT. - Sur une classe de courbes planes et sur une surface remarquable du 

quatrième ordre. - Journal de M::.thematiques - 1890. 
(:l) La quadrica f é generale. Soltanto il tetraedro fondamentale ha posizione par­

ticolare rispetto ad essa essendo l e sue costole tutte tangenti della qnadrica . Di tali te­
traedri ne esistono infiniti: basta prendere un l)ia.no e, in esso, tre tangenti alla conica se­
zione . - I vertici di Tale triangolo sono vertici del tetraedro, il 4o li uno dei quattro 
punti comuni ai coni circoscritti alla qnadrica dai primi tre. 

(3) Cf. la mia Nota: Sulla conjgurazione di Kummer. - Giornale di Napoli, 1896. 
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trasformata in se stessa da ciascuna delle 12 omologie armoniche di cui 
è centro e piano fondamentale un vertice della terna desmica associata e 
la faccia opposta del tetraedro cui appartiene quel vertice. - Occorren­
doci spesso di nominare queste omologie, le chiameremo per brevità omo­
logie principali, e chiameremo centri e piani centrali della superficie i cen­
tri e piani fondamentali della omologia medesima. 

Osserveremo, prima di tutto, che, lungo ciascuna retta h, la superficie 
ba il medesimo piano tangente: è questa una proprietà generale per tutte le 
superficie del 4° ordine che posseggono 3 punti doppi in linea retta, sen­
za che la retta sia doppia. La considerazione delle omologie principali ci 
mostra che il cono osculatore della superficie, in suo cenh·o, è costituito 
da rette aventi tutte un contatto quadripunto con la superficie e 
inol tre che il cono di 4° ordine proiettante da un centro la sezione col 
piano centrale relativo, tocca la superficie in tutti i punti di iale sezione. 
Le generatrici comuni a questi coni sono evidentemente tutte e sole le 
rette della superficie che passano per quel centro. Ma i due coni si toc­
cano lungo 4 rette: quindi le sole rette della superficie, per un centro, so­
no le 4 rette h che vi passano. - Di qui e per effetto delle solite omo­
log ie principali segue subito che la superficie non possiede altri punti 
doppi oltre i 12 centri. - E allora segue anche facilmente che la super­
ficie non possiede alh·e rette (oltre le 16 h) all'infuori di quelle che pos­
sono provenire dallo spezzarsi delle coniche situate sui piani tangenti lun­
go le rette h : coniche che in generale non si spezzano. 

« La supetjicie in genm·ale non possiede altre rette all' injtwri delle 16 
t·ette h •>. 

4. I 16 piani tangenti lungo le 16 rette h costituiscono, secondo Ve­
ronese (loc. cit. pag. 340) una configurazione K, cioè, a 6, a 6, passano 
per 16 punti i quali a loro volta giacciono, a 6, a 6, nei piani suddetti. 
Dunque, per una proposizione nota (I) la configurazione K non è altro 
che una configurazione di Kummer. Basta poi osservare che ogni piano 
contenente una retta h contiene 3 ·vertici della terna desmica associata 
per concluderne che la configurazione suddetta è tre volte tetraedroidale 
rispetto a tale terna. - Dunque : 

I 16 piani tangenti alla superficie lungo le 16 t·ette h costitt~iscono tma 
configuraz·ione di Ktttmne~· tre volte tetraedt·oidale rispetto alla terna destni· 
ca associata ». 

Dualmente ecc. 
A ogni piano per una retta h corrisponde biunivocamente una super­

ficie desmica, tma configurazione di Kummer tre volte tetraedroidale, una 

(l) HU~:IBERT. - Sur la. surface ecc. pag. <>83. 
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superficie di Kummer tre volte tetraedroide. Onde si può dire che « Le 
16 t·ette h' e le 16 ·rette h costitniscono 1·isp ett·ivamente il l no go e l' inv,iluppo 
dei p7mt-i doppi e clei piani doppi &i tntte le superficie di Kummer tTe volte 
tet1·aed·roidi t·ispetto alla terna desmica fondamentctle e all 'associata, >> . 

5. - Ci proponiamo adesso l'esame delle sezioni p:ane della super-
ficie distinguendo le seguenti varie posizioni del piano di sezione : 

(a) posizione generica rispetto a entrambe le terne, 
(b) passaggio per un solo vertice della terna fondamentale, 
(c) >> >> >> » >> >> >> associata , 
(d) » » » loro spigolo, 
(e) >> >> una retta h', 
(f) >> >> » >> h », 
(g) coincidenza con una faccia della terna fondamentale, 
(i) >> >> >> » >> >> associata. 

Cominciamo del caso (a). Per questo, osserveremo che la sezione pro­
dotta sarà una quartica desmica. l~icorderemo quindi (1) che i 12 lati dei 
tre quadrilateri desmici sono tangenti a una medesima curva C di 3" classe 
e che i 12 punti di contatto si trovano, a 4, a 4, sopra a 3 sue tangenti 
uscenti da un punto M (per cui C è di 6° ordine cioè privo di bitangenti 
ecc). - Mentre M descrive una retta, i 16 punti base del fascio descri­
vono la quartica desmica: tutte le quartiche del fascio si ottengono facen­
do descrivere a M tutte le rette attorno alla sua posizione iniziale così 
che a ogni retta per M corrisponde biunivocamente una quartica del fa­
scio. Alle tre tangenti da M a C corrispondono i tre quadrilateri desmi­
ci. Essi esauriscono 18 punti doppi del fascio. Le curve che posseggono 
gli altri 9 corrispondono alle 9 congiungenti di M, con le 9 cuspidi della 
curva C. Ora, di queste rette, 8 almeno sono distinte. Se ci fosse nel fascio 
una coppia di coniche, o una quartica razionale, tolta la retta cui corri­
spondono, rimarrebbero almeno 7 rette distinte cui dovrebbero corrispon· 
dere quartiche del fascio dotate di punto doppio: ma allora i punti doppi 
sarebbero più di 27 il che è assurdo. - In questo caso la sezione non 
può essere dunque una quartica razionale nè comporsi di due coniche. 

Nel caso (b) il punto M si trova sopra una tangente cuspidale di 
C. - Il qua.drilatero sezione del tetraedro per uno dei quali vertici passa 
il piano, è composto della tangente cuspidale e delle altre tre tangenti 
negli altri 3 punti comuni a C e alla tangente cuspidale suddetta: esso 
ha tre vertici riuniti nel polo armonico di questa tangente: gli altri due 
quadrilateri sono generici e può ripetersi il ragionamento del caso (a) 

Nel caso (c) tutt'e tre i quadrilateri hanno vertici distinti: il ragio­
namento è quello ancora del caso (a). 
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.Anche nel caso (d) si esclude subito che la sezione possa essere una 
coppia di coniche, o una quartica razionale (a meno s'intende che non si 
cada nel caso (i). Perchè tale sezione deve avere, in ciascuno dei centri, 
un punto doppio e due flessi riuniti (N° 3) (le tangenti nodali essendo an­
che tangenti di flesso) e due tali singolarità sono irrealizzabili per il si­
stema di due coniche non degeneri. - - Ma nemmeno tale sezione può es­
sere una quartica razionale, perchè il .)o punto doppio (a causa delle due 
soli te omologie principali) dovrebbe trovarsi sullo spigolo opposto a quello 
contenente i due centri; ora quello spigolo non incontra la superficie altro 
che nei due punti doppi che contiene e quindi, per avere una quartica 
con un 3° punto doppio, occorre tagliare con una faccia della terna asso­
ciata, non con piano qualsiasi per uno spigolo. 

Nel caso (e), sempre riferendosi alle notazioni e considerazioni di (a), 
si vede subito che il punto M si trova nell'incontro di 3 tangenti cuspi· 
dali di U. Ognuno dei 3 quadrilateri è composto di una tangente cuspi­
dale e delle 3 tangenti a C che si si possono tirare dal p(llO armonico 
della cuspide. Il ragionamento di (a) vale anche in questo caso. 

Nel caso (f), osserveremo che la rimanente sezione (oltre la retta h) 
non può essere un'altra retta h e una conica non degenere, perchè il pia­
no di due rette h ne contiene necessariamente alt1e due. Neppure può es­
sere una cubica piana razionale perchè il punto doppio dovrebbe essere 
il punto comtme ai 3 piani centrali relativi ai 3 centri che la retta h 
contiene; cioè dovrebbe essere un vertice della terna fondamentale men­
tre la superficie non passa per quei vertici. 

Finalmente nel caso (g) la sezione si compone di 4 rette h, nel caso (i) 
è una quartica razionale. 

Riunendo tutti questi resultati possiamo dire: 
« La su1Jerjìcie possiede solamente 16 coniche: quelle contenute nei 16 

piani tangenti lungo le 16 1·ette h; possiede soltanto 12 qua1·tiche piane ?'a­
zional-i : le sezioni dei p iani centrali; non possiede alcuna cubica p·iana ?·a­
zionale >~ . 

6. -- Sopra le sezioni piane di due terne desmiche associate faremo 
ancora la seg.te osservazione che riguarda la quartica di Caporali (1). -
Egli per stabilire la doppia generazione della sua curva parte da un si­
stema di quadrangoli desmici con relativa cubica C e retta r (N° 5) e ne 
deduce, con sole considerazioni di geometria piana, un nuovo sistema di 
quadrangoli desmici con relativa cubica C' e retta r', così che la sua quar­
tica si può pensare contemporaneamente e come jacobiana di 1· e del fa-

(lJ Volume delle memorie. «Sulla figura costituita dai punti di contatto delle tan• 
genti condotte a una cuùi ca da tre suoi punti in linea retta, rn g. 3i!8 , . . 
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scio sizigetico individuato da C e come jacobiana di t·' e del fascio stzt­
getico individuato da C'. -Ebbene, se si trasforma dualmente tutta la co­
struzione di Caporali si riconosce facilmente che i due sistemi di quadri­
lateri desmici non sono altro che la sezione di due terne associate di te­
traedri desmici. E così il legame che passa fra le due generazioni della 
quartica di Caporali viene, molto semplicemente, a farsi dipendere dal lega­
me che esiste fra. due terne associate desmiche. E insieme si può dire 
che: 

<< Nelle 24 fa,cce di due tm·ne desmiche associate, sono iscr,itte = 2 cur"'e 
piane di 4a classe d1tali d'i q1wlle di Caporali {l) cioè capaci ogn1tna di es­
sere t·iguardata come jacobiana di un primo ptmto e di una prima schiera 
sizigetica di mu·ve d'i 3a clas.~e e come jacobiana di 1m secondo punto e di una 
seconda schie?·a sizigetica. - Le due schiere sono qnelle cui appm·tengono t·i­
spettivamente le elue curve eli 3a classe insm·itte l'1MUt nei 3 quadt·ilateri se­
zioni dei tre tetraedt·i eli una stessa terna, l'altra nei 3 qnadt·ilateri sezioni 
della terna associata: i due punti si ottengono da ciascuna delle due cur'l1e 
pt·ecedenti costnwnelo, per ognuna, il punto d'iucont~·o delle 3 rette s1tlle quali 
si trovano, a 4, a 4, i 12 punti di contatto dei quadrilateri in discono ,., 

7. - Si è anche condotti alla costruzione di- una cfg desmica stu­
diando le omografie che mutano in se una quadrica e un suo tetraedro 
autopolare (2).- Vedremo pure come si possa, con semplicità, passare da 

(1) Per le proprietà fondamentali della quartica. di Caporali veggasi anche la. mia. 
Nota. «La quartica di Caporali». R. Ace. delle scienze di Napoli, Aprile 1896. 

(2) Il medesimo problema, studiato in 82, può dar luogo ad applicazione notevoli. -
Si supponga di aver caratterizzato pienamente il gruppo delle omogra.fie in Sr, che mu-

6 
tano in se una quadrica non specializzata ~x f =O e una sua sestupla polare 

l 

Ciò equivale allo studio di tutte le sostituzioni del tipo 

( 
x1 , x2 , x3 , x, , xs , Xi;) . 

l' k .... p = l ' 2' .... 6. ± Xi 1 ± Xk 1 ± XJ 1 ± X m 1 ± Xn 1 ± Xp 

S'interpreti dopo la quatirica come rappresentativa dello spazio rigato: allora la sestupla 
polare rappresenta, come è nuto, l ' insieme di sei complessi lineari, a ·due, a due, in invo­
luzione. Ogni trasformazione omografica di 85 che muta in se la quadri ca e la destupla, 
individua nello spazio rigato, una trasformazion e proie tti>a in se della nota cfg di Klein 
formata. con le 30 <lirettrioi delle 15 congruenze ecc. e viceversa. Cosicchè il gruppo di 
tutte le trasformazioni in se della cfg di Klein si specchia nel gruppo delle omografie 
suddette di s, molto più semplici e ca.retterizza.rs~.- Sono naturalmente fra queste le 16 
ben conosciute (formanti gruppo a loro volta) che provengono dalle 6 omologie armoni­
bhe della sestupla prese a. una, a una.; a due, a due; a tre, a tre. Queste, non solo mu­
tano in se la cfg di Klein, ma anche, ciascuna, ùelle oo' cfg di hiimmer ohe la prima. 
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que te allo studio delle proiettività che mutano in se tutta la terna fon-
6 

damentale.- Per quelle che riguardano una quadrica .l: x i =O e nn suo 
l 

tetraedro autopolare x 1 x 2 x 3 x 4 = o, basta caratterizzare il gruppo delle 
sostituzioni 

( 
xi , x2 , x3 , x4 ) 

+ + + + i ,k,l,m, =1 ,2,3,4 . 
_ Xi , _ Xk , _ X1 , _ Xm 

Si trovano così 192 omografie che rispondono alla questione. 

Fra queste citeremo prima di n o 1 1po . - Essa t tt "l t " (xi 'x2 'Xa' x4) 
X2 ' xi ' X3 , X4 

è una omologia armonica che viene stabilita così: Si prenda uno spigolo 
del tetraedro fondamentale e su di esso la coppia armonica contempora­
neamente ai due vertici e ai due punti d ' incontro con la quadrica. Si 
prenda uno di questi punti come centro e il piano che passa per l'altro 
punto e lo spigolo opposto come piano fondamentale. Si banno così 12 
omologie armoniche di questo tipo. Ebbene si riconosce facilmente che i 
12 centri e i 12 piani fondamentali sono i vertici e le facce di una terna 
desmica: la terna (M), (N), (P), secondo le notazioni adottate. Ecco costruita 
la terna desmica. 

8. - Riassumiamo nel seguente quadro il gruppo delle omografie ri­
chieste. 
1 o L'identità. 
2° 16 omologie annoniche divise in dtte specie : 

(a) le 4 omologie principali del tetraedro fondamentale, 
(b) le 12 omologie principali della terna desmica associata (cf. N° 7). 

3° 39 omograjie biassiali divise in 4 specie : 
(a) 9 aventi per assi le coppie di spigoli opposti delle 2 terne desmiche, 
(b) 18 i cui assi sono le coppie di generatrici e direttrici della qua­

drica fondamentale che si appoggiano a due spigoli opposti delle ter­
ne : 2 soluzioni per ogni coppia di tali spigoli). 

(c) 12 i cui assi si costruiscono prendendo una coppia di spigoli op­
posti del tetraedro fondamentale e trovando le intersezioni di due 

individua: le altre invece le p ermuteranno. Onde, probabilmente, tali ool cfz. di Kummer 
si divideranno in tanti gruppi di element i proiettivi. E i legami che certamente sussisto­
no fra l e varie cfz. p iù volte tetraedroidali si esprimeranno molto opportunamente me­
diante tali proiettività lBertini. Sulle cfz. di Kummer più volte tetraedroida.li: ist. 1omb. 
1896). ' aturalmen te può dirsi altrettanto delle sup di Kummer di cui l e precedenti sono 
le cfz. singolari, degli oo4 complessi quadratici r elativi, di quelli, fra essi, che sono com­
plessi di Battaglini ecc. 

19 
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qualsiasi facce dell'una terna, passanti per uno degli spigoli, con due 
qualsiasi facce della 2" terna passanti per l'altro spigolo. (Ogni cop­
pia dà 4 soluzioni). 

4° 44 omografie assiali divise in due specie : 
(a) 32 di cui l'asse di punti uniti è t1.na retta h, l'asse di piani uniti 

è l'h' reciproca. Ogni coppia h, h', di rette reciproche dà due soluzioni, 
(b) 13 di cui l'asse ili punti uniti è uno spigolo del tetraedro fonda­

mentale e l'asse di piani uni t i è lo spigolo opposto. Ogni coppia di 
spigoli dà due soluzioni ed ogni soluzione è relativa a due omografie 
aventi gli stessi elementi uniti. 

5° omogmfie d.otate di soli 4 punti 7tniti e divise in 4 specie: 
(a) 36 i cui punti uniti sono : due vertici di uno stesso tetraedro della 

terna fondamentale e i due punti d' incontro con la quadrica dello spi­
golo opposto. - Ogni coppia di spigoli opposti dà due soluzioni, per 
ogni soluzione ci sono due omografie con gli stessi punti uniti. 

(b) 32 i cui punti uniti sono : un vertice del tetraedro fondamentale, 
il punto d ' incontro con la faccia opposta di una retta h per esso ver­
tice, e i due punti d'incontro con la quadri ca della h' reciproca. 
Ogni vertice dà 4 soluzioni. Ogni soluzione dà due omografie con gli 
stessi punti uniti. 

(c) 12 i cui punti uniti sono tutti sulla quadrica. Ogni coppia di rette 
sghembe della quadrica, appoggiantesi a due spigoli opposti del tetrae­
dro fo~damentale, dà una soluzione e per ogni soluzione due omogra­
fie ecc. 

(d} 12 i cui punti uniti sono: due vertici della terna associata situati 
su di uno stesso spigolo del tetraedro fondamentale e i due punti d'in­
contro con la q uadrica dello spigolo opposto. - Ogni coppia di spi­
goli opposti del tetraedro fondamentale dà 2 soluzioni e per ciascuna. 
si banno 2 omografìe ecc. 
Queste omografie si possono poi distinguere in due categorie: l o quel­

le che presentano carattere simmetrico rispetto a ogni tetraedro della ter­
na (1, 2 (b), 3 (a) (b), 4 (a), 5 (a)) tali cioè che mutano in se ogni tetrae­
dro della, terna. Esse corrispondono alle sostituzioni 

( 
xi ' x2 ' x3 ' x 4 ' ) 

±x;, ± xk, + x1,+ xm 
quando il numero dei segni cambiati è zero, o due; 2° quelle rimanenti 
che mutano in se (A} e scambiano (B) con (C) (2 (a), 3 (c), 4 (b), 5 (b) 
(c) (d}) queste ultime corrispondono alla sostituzione 

( 
x i ' x2 ' X a ' x 4 ') + Xi, + Xj., + X1, ± Xm 
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quando il numero dei segni cambiati è uno solo. 
9. - Si passa ora, mol to semplicemente, alle omografie che mutano 

la terna in se. P erchè ognuna di esse, o manterrà in se almeno un tetrae­
dro della terna e rientrerà quindi in quelle studiate, ovvero permuterà i 
tetraedri della terna portando ad esempio (A ) in (B), (B) in (C), (C) in (A). 
:Non rimarrà che a studiare quest'ult ime, (1} - - Tutte insieme costituiran­
no manifestamente un sottogruppo delle omografie di cui è parola nella 
nota de l N° 7 e potranno giovare nello studio delle cfz. tre volte tetrae­
droidali relative alla t erna, dei tetraedroidi corr ispondenti, dei complessi 
di Battaglini relativi ecc. 

(l ) Un esempio di queste è l'omografia biass ia le eqniauar monica di cui gli assi sono 
le due rette ho di Veronese (loo. cit . "o 18) che si appoggiano a 4 r ette h sgh embfi a due, 
a due. 





ALCUNE OSSERVAZIONI 

SOPitA LA CONFIGURAZlONE DI KUM.MER 

(Giorn. di Mat.ca Vol. XXXVI. 1897) 

E sse riguardano due punti essenziali. 
Il 1" si riferisce alla questione seguente: 
Dati sei complessi lineari , a due, a due, in involuzione, nel modo più 

generale possibile, fra le varie = 3 configurazioni di Kummer che essi in­
dividuano ve ne saranno alcune che abbiano più di due punti singolari 

in linea retta ' 
Consideriamo una qualunque di tali = 3 configurazioni e sia Pi uno 

dei suoi punti singola,ri. - È noto che si paRsa da P 1 agli altri 15 punti 
singolari per mezzo delle l 5 involuzioni gobbe stabilite dalle 15 coppie di 
direttri ci fondamentali. - Se si esige che nella configurazione ci siano due 
punt i P 2 , P 3 in linea retta con P 1 , bisogna evidentemente cb e da P i par­
ta una retta che si appoggi a due co ppie di direttrici. - Ora due coppie 
di direttrici, o appartengono a uno stesso tetraedro, o a una stessa serie 
r igata fondamentale. -- Nel 1° caso una retta che si appoggi a entrambe 
è uno dei due spigoli rimanenti del tetraedro medesimo, cioè è una diret­
t rice e q nindi la cfz. nascente da P 1 è dP.genere: nel 2° caso se il punto 
P 1 è sulla quadrica e giace fuori di qualsiasi direttrice fondamentale la 
cfz . che nasce è particolare senz~ essere degenere. 

La quadrica fondamentale Q suddetta, sulla quale giace P 1 , contiene 
6 coppie di direttrici appartenenti, a tre, a tre, alle due serie rigate, di cui 
Q è sostegno: ne viene che da P i partono due rette ciascuna delle quali 
cont iene altri 3 punti della cfz. medesima. Siano P 2, P 3, P 4 quelli situati 
sopra una di esse e P 5, P 6, P 7 quelli sull'altra. Le rimanenti 9 coppie di 
direttrici sono rette reciproche rispetto a Q. - Ciò significa che anche i 
9 punti rimanenti della cfz. giacciono sulla Q medesima. n costruirli è 
ovvio: basta ad es.: giovandosi delle 3 involuzioni gobbe che da Pi han-
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no servito a determinare P 2 , P 3 , P 4 , partire da P 5 , o P 6 , o P 7 : i 9 
punti che si trovano si vede subito che non solo si trovano sopra rette 
di Q uscenti da P 5 , o P 6 , o P 7 , ma anche sulle rette di sistema con­
trario passanti per P 2 , P 3 , P 4 , onde la cfz. si compone dei 16 punti e 16 
piani individuati da 4 rette di un si tema e 4 dell'altro della stessa qua­
drica Q. Dunque : 

<<Se si obbliga t~na configm·azione di Kummet· ad avere 3 p~mti singo­
lari in linea 1·ettaJ senza degenerc~re, essa genm·almente viene a comporsi dei 16 

punti e 16 p iani individt~ati da 4 genen~t1·ici e 4 direttrici di tMta stessa 
qnadr·ica. Ogni piano singolat·e COJttiene 7 p~mti singolari, per ogni punto 
singoùwe passano 7 piani singolari. - La S1tperficie di Ktomner si riduce 
alla quadrica contata due volte>> . 

Dati 6 complessi linea.1·i in involuzione, mentre le conjigu1·azioni di 
Kum1ner degene1·i nascono, co1ne è ben noto, dai p~mti situati st~lle direttrici 
e le cfz. tmedroidali nascono dai ptmti sitt~ati sulle fa.ccie dei tetraedri fon ­
damentali. le cfz.i della specie ora stab·ilite nascono dai punti delle quadriche 
fondamentali che giacciono fnori delle direttrici suddette, e quindi costitui­
scono una ex } (divisibile in 10 classi). 

Finalmente in forza di un teorema recentemente dimostrato sulle cfz. 
di Kummer (1) si può anche dire: 

<<Se si assoggetta ttna (166 , 166) dello spazio ad avere più di dtte pun· 
ti in l·inea t·ettaJ essa diviene genemlntente tLna (167 , 167) e i 16 ptmti e i 
16 piani appat·tengono, a 4) a 4) a 8 rette costitt~enti due q1~derne di diverso 
sistema di tma stessa quadrica (2) >> . 

l. ln questa seconda parte ci proponiamo, in sostanza, di costruire 
la figura dei 6 punti singolari in un piano singolare di una cfz. di Kum ­
mer più volte tetraedroidale (3) mediante semplicissime considerazioni di 
geometria piana, indipendentemente quindi da qualsiasi processo inerente 
alle configurazioni di Kummer medesime e all'insieme della figura costi­
tuita dalle 30 direttrici relative. Anzi per questo noi porremo la questione 
semplicemente nei termini seguenti. - Sia data una conica, e per brevità 
di locuzione, si dica che per 6 punti di essa si può far passare un siste­
ma a quando i punti medesimi si trovino, a due, a due, sopra tre rette pas­
santi per un medesimo punto. Quanti e quali sistemi a si possono far 

( l) MARTINETTI.- Sopra le ojz. di Kum.mer (Vol. XXXV di questo giornale1. 

(2) MARTINETTI.- L e ojz. (8,, 8~) di ptmti e piani (Vol. XXXIV id. N. 15) . 
(3) RoHN. - Einige specielle Falle der Ktw~mer' schen Fliicke (Berichte der k . sachs. 

Gesellschaft der Wissench. M ai 1884 . 
SEGRE - Sur tu~ ca~ particu.lier de la &urjac• de Kumnter: ibid,), 
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passare per 6 punt i opporttm amen te scelt i sopra una conica1 - Come già 
si è det to risolveremo la q uestione senza uscire dal p iano della conica e 
per ques ta via stabiliremo che i casi presen tati dai pi ani singolari delle 
configurazioni d i Kummer p iù vol te tetraedroi dali sono effettivamente i SO· 

l i poss ibi li. Questo risulterebbe anche dall 'osservare i varii modi con cui 
6 elemen ti possono formare una involuzione (veggasi Segre loc. cit . pag. 

133). 
Alla locuzione già introdotta rela t iva ai sistemi a aggiungeremo 

quest'altra, A seconda che t roveremo esisten ti uno, due, t re, .. . sistemi a 

per un medesimo es~tgono diremo che esso è r ispettivamente morro-esagono, 
bi esagono, t r iesagono ecc. : indicheremo col n ome dì conica fon damentale 
e con la lettera c quella in cui è iscri tto l'esagono medesimo. - Quando 
i sistemi a sono più d 'uno vedremo che le rette che ne congiungono i 
centri (punt i di concorso delle ke rette dì ogni sistema) si distinguono 
in d ue specie. Alcune di esse contengono t re di tali pun·i ; le altre due 
soltanto. Le ch iameremo ri spettivamen te le rette l e le r et te h della cfz. (1). 

2. La costruzione del morro-esagono è ovvia. Un sistema q ualsiasi di 
tre rette, uscenti da un punto, taglia la c in un morro-esagono. Andiamo 
al bi-esagono. - P er questo, s i ricordi che << se i lati di ordine pari di un 
esagono or dinato passano per un punto e i lati di ordine dispari per un 
al tro, le diagonali principali si tagliano in un ter zo che è il cent ro di 
collineazione della proiett i vità stabilita fra i fasci di lati pari e dispari. 
Ciò significa che due sistemi a non aven t i alcuna retta comune t raggono 
seco di conseguenza la esistenza di un terzo sistema a non aven te comu­
ne alcuna retta coi primi due: e si ha così un gruppo di 3 sistemi a tali 
cùe uno q ualunque di essi consegue dagli altri due . - Se dunque un bie­
sagono esiste, i due sistemi a debbono avere una retta comune altrimenti 
il biesagono d iviene t riesagono. 

P er costruire un bi esagono si prendano due punt i conjugati rispet to 
a c come centri eli due s istemi a. Sulla cong iungen te q nei due p unt i stan­
no due ver tici : gli al tri 4 si trovano sopra due rette passan t i per uno 
dei punt i conjugati (e q uindi sopra al tri due passant i per l'altro). - I si-

(l ) K LE IN.- Ztu· T heorie der L in-ietL complexe der ersletL wnd z weiten Grades. - (M ath . 
An u . B. 2 n . 8 ). 

S r ~<:PHANOS . - Sur les systèntel desmiqtws de trois tétraèdres (Bt1llet t in des scien ces 
math . et astr . 1897). 

VE RO :-<ES~<; . - Sopra alctme notevo li cf z . di pnnti , •·ctte e pi.ctwi. - p icm . Ace. Lincei 
1831). 

BERTI Nr. -- L e cfz . di K ttntnwr più. vo lte tetraedroidali . (R endic l sti t. Lombardo, Se­
rie II vol. XXIX 1896). 
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sterni a sono ai = 12, 34, 56, a2 = 12, 36, 45. - Un bi-esagono contiene 
due morro-esagoni, non possiede rette z, possiede una retta h (1). 

3. Andiamo ai triesagoni. - Ricordando il teorema citato al principio 
del numero precedente, si vede subito che, per realizzare un tri-esagono, 
basta costruire un esagono soddisfacente alle condizioni del teorema mede­
simo e contemporaneamente esigere che i 6 vertici siano sopra una coni­
ca.- Si prova facilmente che questa tùtima condizione porta che i tre 
centri dei tre sistemi a siano in linea retta e viceversa: ciò si ottiene se 
il fascio dei lati pari e quello dei lati dispari sono prospettivi. 

Dunque, per costruire un triesagono, si prendano, in due fasci di rag­
gi prospettivi, tre coppie di raggi corrispondenti aa', bb' , cc' , I punti 
ab' , a'b , ac' , a' c , be' , b' c sono i vertici del triesagono. Designandoli colle 
notazioni solit~ 1, 2, 3, 4, 5, 6, i tre sistemi a sono: 

ai= 12, 34, 56 ; a2 = 23, 45, 16 ; a3 = 14, 25, 36. 

I tre centri relativi Ui, U2 ~ U 3 sono sopra una rE><tta l (2). Non ci sono 
rette h. 

Un triesagono contiene 3 morro-esagoni , ma niun bi-esagono (N° 2). 
Per i centri U i , U 2 , U 3 e per i vertici del triesagono passano le cu­

biche seguenti ognuna composta di 3 rette : 

12, 45, 36 34, 25~ 16 56' 23, 14 

e passa anche la cubica composta della conica c e della retta h.- Dun­
que queste cubiche appartengono tutte a un medesimo fascio di cui i 
punti suddetti sono punti base. Inoltre, ciascuna delle omologie armoniche 
di cui è centro uno dei punti U i , U 2 , U 3 e asse la polare rispetto a c 
cambia in se la conica c e il triesagono e quindi taglia h nel coniugato 
armonico del centro considerato rispetto agli altri due. Dunque i punti 
ui 'u2' u3 sono flessi per tutte le cubiche del fascio; per tutte il triesa­
gono è un esagono di Steiner (3) e finalmente la conica c taglia la retta 
h nel gruppo hessiano di ui u2 u3. 

4. Possiamo dunque dire che: 
<< I vertici di tm tt·iesagono sono gU ultm·iori pttnti base di un fascio 

di cnbiche aventi ftwri di esse t1·e flessi conmni ». 

(l) È la retta h cha si trova in ogni piano singolare di nna cfz. di KUMMER due 
volte tetraedroidale. 

(2) È la retta l che si trova in un piano singolare di una cfz. di KUMMER tre volte 
tetraedroidale. 

(3) Cf. p. es. CLEBSCH-LINDEMANN. pg. 34.0, 
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La condizione che questi ultimi siano in linea retta viene di conse­
guenza (essendo il triesagono iscritto in una conica). -Nessuno degli altri 
6 punti base (vertici del triesagono) è flesso in generale: se però lo è uno, 
lo sono tutti . - Ciò risulta facilmente giovandosi prima della osservazio­
ne seguente : se tutte le cubiche di un fascio hanno un flesso comune, 
hanno a comune anche la polare armonica del flesso e considerando dopo 
che da questa osservazione d iscende subito che se tutte le cubiche di un 
fascio hanno due flessi comuni, ne hanno un terzo pure comune a tutte 
sulla retta che unisce i primi due. 

Ciò completa la ri sposta che, in parte, poteva già darsi alla questione 
seguente: 

<< D ei 9 pttnti ba.se di un fcuwio di mtbiche, quanti di essi po.Ysmw esser 
fl essi per ogni ettt·va del fascio'! 

Può esserlo evidentemente uno solo senza che lo siano gli altri. -
Possono esserlo tutti e si ha il fascio sizigetico. - Resulta adesso, dalle 
considerazioni precedenti , che, all' infuori dei due casi suddetti, non v'è 
altro caso che quello fornito dai fasci aventi 3 flessi comuni. 

5. l'l oteremo infine, prima di passar oltre, rhe il triesagono preceden­
temente costruito non proviene dal biesagono per l'aggiunta di un siste­
ma a. - Se si aggiungesse un sistema o al biesagono si vedrebbe facil­
mente che esso non potrebbe avere comune con l'uno e l'altro dei siste­
mi o già esistenti , una, retta e quindi l'aggiunta di un tale sistema por­
terebbe di conseguenza l'aggiunta di un 4° sistema o e il biesagono di· 
verrebbe tetraesagono. 

6. Passiamo al tetraesagono. Vediamo di costruirlo partendo prima 
dal biesagono con l'aggiunta di un sistema o. - Sia il biesagono del N° 2 

oi = l 2, 34, 56 0 2 = 12, 36, 45. 

Il sistema o da aggiungersi non può contenere evidentemente la 
retta 12 comune ai primi due, non può avere una retta comune con l'uno 
e una con l'altro, altrimenti il centro del nuovo o sarebbe un vertice: per 
cui rimangono due casi: o il sistema suddetto ha una retta comune con 
uno dei due sistemi o già es istenti e non l'ha con l'altro: ovvero non l'ha 
con entrambi.- Nel 1° caso aggiungendo ad es. il s istema 

03 = 34, 15, 26. 

si trova come conseguenza eli o2 e o3 il 4° sistema o~ = 13, 24,56 e nes­
sun altro sistema o. - Si perviene così al tetraesagono simbolico 

02 = 12, 36, 45 

oi = 12, 34, 56 03 = 34, 15, 26 

04 = 13, 24, 56. 
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I tre sistemi o2 o3 o4 individuano nn medesimo triesagono, cioè uno eli 
essi è conseguenza degli altri due. -- Invece o1 o2 , o1 o3 , o1 o4 sono 3 bie­
sagoni, ossia a1 ha una retta comune con ciascuno dei sistemt rimanenti 
a2 , a3 , a4 -Dimost reremo poi che questo tetraesagono non è realizzabile 
solo coi simboli, ma anche geometricamente. 

Nel 2° caso aggiungendo ad es. il sistema a3 = 23, 15, 46 si vede 
che, iu conseguenza, si hanno altri tre sistemi a. 

Di guisa che si hanno i 6 sistemi a: 

a1 = 12, 34, 56 a4 = 12, 36, 45 .a1 = 12, 34, 56 a4 = 12, 36, 45 

(J2 = 33, 15, 46 a2 = 23, 15, 46 a5 = 16, 24, 35 a3 - 14, 26, 45 

a3 = 11, 26, 35 a5 = 16, 2i, 35 a6 = 13, 25, 46 a4 = 13, 25, 46 

ma allora la fig., anche se realizzabile, non è un tetraesagono, ma un 
esa esagono e la discuteremo a suo tempo ( 0 11). 

7. N el numero precedente abbiamo costruito in simboli un tetraesa-
gono partendo dal bi-esagono. Dimostriamo adesso che partendo dal trie-
sagono si trova il medesimo tipo simbolico già ottenuto. - Per questo si 
riprenda il triesagono del N° 3 

a1 - 12, 34, 56 a3 - 14, 25, 36 (a) 

e si aggiunga un sistema a. - Per esaminare quali casi differenti può por­
tare l'aggiunta di questo sistema, si osservi che delle 15 combinazioni, a 
a due, a due, dei 6 simboli l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 rimangono disponibili, 
oltre quelle contenute in a1 , a2 , a3, le seguenti: 

13, 15, 24, 26, 35, 46. (b) 

Il nuovo sistema a da aggiungersi non può esser composto di tre ret­
te, scelte fra quest'ultime, perchè è impossiiJile sceglierne tre, così che due 
qualunque di esse non abbia.no un indice comune. E neppure può esser 
composto eli due rette (a) e di una (b) perchè, di due rette appartenenti 
a diversi sistemi scelti fra a1 , a2 , a3 e prive di indici comuni, qualcuna 
eli esse ha comune un indice con le (b). 

Rimangono dunque due casi: o il nuovo sistema a è composto di 3 
rette (c~), o di due rette (a) e una (b). - Ebbene si riconosce subito che 
questi due casi dànno luogo rispettivamente alle medesime cfz. simboliche 
prodotte dai due casi del numero precedente. 
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8. Dunque l'unico tipo di tetraesagono è il seguente : 

a2 = 12, 36, 45, 

a1 = 12, 34, 56 a3 = 34, 15~ 26, 

()"4 = 13, 24, 56. 

Per costruirlo si prenda. un quadrangolo completo A1B2 e se ne co­
struisca il quadrilatero polare. I 4 vertici 3, 6, 5, 4 che si trovano rispet­
t ivamente sopra A l , A2, Bl, B2 insieme ai punti l, 2, costituiscono il 
tetraesagono richiesto. - I centri di prospettiva sono rispettivamente 

U 1 =Al ·B2 per 13 24 ' 56, 

U 2 = A2 ·Bl >> 15 34 ' 26, 

e u 3 = 12 · U 1 U 2 
,. 12 36 ' 45, 

U 4 AB · l2 >> 12 34 56. 

Un tetraesagono contiene 3 bi-esagoni, e un triesagono; e determina 
tre rette h concorrenti in un punto, e una retta l (1). 

9. Il p enta esagono non esiste (2). 
Infatti si è già veduto che aggiungendo un sistema a al bi-esagono 

o al triesagono si è condotti necessariamente al tetra-esagono, o all'esa­
esagono. 

Dunque se il penta-esagono esiste si deve potere ottenere dal tetra­
esagono con l'aggiunta, di un sistema a. l~iprendiamo il tetra-esagono del 
N° precedente 

a2 = 12 36 45, 

a3 - 34 ' 15 ' 26, 

a4 = 13 ' 24 ' 56, 

a1 = 12 , 34 , 56 . 

Le combinazioni che rimangono sono : 

14 ' 16 ' 23 ' 25 ' 35 , 46. 

n nuovo sistema a, da aggiungersi, presenterà, rispetto al triesagono 
a2, a3, a4 , i due casi già considerati al N° 7. E quindi o quel triesagouo 
diventa un esa-esagono del medesimo tipo simbolico di quello trovato alla fi­
ne del No 6, ovvero il sistema a da aggiungersi è del t ipo a5 = 36 , 15 , 

( l) n pi ano singolare di una cfz. di Kummer 4 volte tetraedroidale, contiene tre 
rette h concorrenti in Ull punto M, e una retta l. 

(2) Non esistono configurazioni di ~ummer cinque volte t etraedroidali (BERTINr, loc, 
cit. pag. 4) 
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24: ma in tal caso o1 e o5 individuano, per conseguenza, il sistema o6 = 
13 , 26 , 45 e siamo condotti aH' esa-esagono : 

a2 = 36 ' 
0 3 = 34 

04 = 13 ' 

12 

15 

24 

45 

26 

56 

01 = 12 ' 34 56 

05 = 36 15 24 

0 6 = 13 ' 26, ' 45. 

10 . .Abbiamo trovato due tipi s imbolici diversi fra loro per l'esa-esa­
gono. Uno è quello ottenuto alla fine del N° 6, un 2° è qnello del N° pre­
Cedente. 

1\'fa quest'ultimo non è realizzabile geometricamente. Infatti, ripren­
dendo le notazioni del N° 8 e ponendo 

AB ·36=C AB·U1 U 2 U 3 =D 

si vede che si ha 

(ABU4 D)=-1 (AU 4 CD) = - l. 

Se potesse esistere l'esa-esagono del No 20 dovrebbe esistere ad es. 
o5 : ma 15 e 24 si tagliano in B. Dunque dovrebbe coincidere B con C e 
allora. troveremmo 

(AB U 4 D) = -- l 

ciò che è manifestamente assurdo. 
11. Rimane dunque l'esa esagono simbolico: 

l 
o1 = (12 34 , 56) . . . U 1 

o2 = (23 15 46) ... U 2 

o3 = (14 26 , 35) . .. U3 

l
o1 (1 2 , 34 , 56) ... U 1 

35). "' u. 
" 06 = (l6 ' 24 

05 = (13 25 , 46 .. . U 6 

o4 = 12 , 36 , 46 ... u 4 

02 = 23 15 46 ... u 2 

o5 = 16 , 24 , 35 ... U 5 

)

04 = 12 ' 36 ' 45 . .. u 4 

a3 _ 14 26 35 ... U 3 

a6 = 13 25 , 46 . . . U 6 
l 

dove i simboli Ui indicano i ri spettivi centri di prospettiva. Per realizza­
re geometricamente una :figura. siffatta si prenda « la conica dei 14 punti» 
di un qualsiasi quadrilatero completo (1 ). Essa taglia il trilatero diagonale 

(l ) Cioè la conica che taglia ciascun lato del qnadrilatero ne ; gr uppo hessiano dei 

tre vertici. 
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nei vertici dell'esagono richiesto (1). I punti Ui sono i vertici del quadri· 
latero. E infatti basta osservare che la fig. così costit uita è un mono-esa· 
gono, rispetto a ogni vertice del quadrilatero, il che ri sulta immediatamen­
te considerando che l' int im·a configurazione è mutata in sè stessa dalla 
omologia armonica di cui è centro e asse un vertice del quadrilatero e la 
sua polare ri spetto alla conica in discorso. Dunque : 

La conica dei 14 pttnti eli 1m quadt·ilatero taglia le sue diagonali nei 
vet·t·ici di un esa-esagono. 

<< Un esa-esagono contiene 4 triesagoni e 3 biesagoni e individua quin­
di 4 t·ette l e tre rette h : queste ultime sono le diagonali del q1tad1·i latm·o 
formato con le pritne (2). Un esa-esagono non contiene tetra-esagoni (3). 

Il trilatero diagonale del quadrilatero delle l è autoconiugato rispetto 
alla conica c. Segue che un esa-esagono non può essere completamente 
reale perchè tali sarebbero il trilatero suddetto e la conica c, ma un tri ­
latero reale autoconiugato rispetto a una conica reale non la taglia cer­
tamente in 6 punti reali. 

Quindi 
«Fino a tutto il tett·a:esagono lct cjz. può essere completmnente nale. 

L'esa-esagono non può essere cmnpletcunente t·eale >> . 

12. In ultimo, osserveremo che la risoluzione del nostro problema non 
può spingersi al di là dell 'esa-esagono. - Infatti si aggiunga all'esa-esa­
gono un sistema a. Il centro di questo sistema e la polare rispetto a c 
saranno centro e asse di una omologia armonica che trasforma in se tutta 
la fig. e quindi anche il quadrilatero delle l. Ma tale omologia non può 
essere una di quelle che ha per centro un vertice del quadrilatero e per 
asse la polare rispetto a c perchè esse sono relative ai 6 sistemi a già e · 
sistenti nella fig. Dunque tale omologia avrà il centro in un vertice del 
t rilatero diagonale e avrà per asse il lato opposto. Ma in un vertice di 
questo trilatero non può giacere certamente il centro di un sistema a quan­
do si pensi che i 6 vertici debbono appartenere, a due, a due, ai lati del 
trilatero medesimo. 

Dunque: 
<<A l di là dell'esa- esagono il problema non è t·isolubile » (4). 

(1) SEGRE: loc. cit. p. 134 
(2 ) Un piano singolar e di una ofz. eli K UMMER 6 volte tetraedroide contien e 4 r ette 

l e tre rette h t osl che le ultim e sono l e diagonali del qnadrilatero formato con le prime. 
(3) ..... Cette surface de Kurumer , qui est tétr aédroide si x fois, n'est pas nn cas 

particulier de celle qui est 4 fois tétraedro"ide . ... . (Segre lo c. ci t . '. 
(4) Non esistono cfz. di Kummer che siano più di sei volte t etraedroida:i (BERTL.'II 

loc. cit. p . 4) . 
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RELATIVA ALLA QUAR.TICA PIANA 

[Rendic. Istit. Lomb. 1898] 

Abbiasi una quartica piana generica e si consideri una sua bitangen­
te qualunque. Essa è incontrata dalle altre bitangenti in 27 punti. - La 
cjz. formata con le rette polari di questi 27 punti è l'oggetto di questa 
breve noticina. 

S 'indichi con Pi una tal retta. E si osservi intanto che la retta pola­
re di un punto qualunque, situato su di una b itangente, taglia quest'ulti­
ma nel coniugato armonico del punto suddetto r ispetto ai punti di con­
tatto della bitangente colla quartica e quindi la retta Pi del punto comune 
a due bitangenti è polare rispetto a qualsiasi conica che passi per i 4 
punti di contatto delle bitangenti suddette. Ciò posto, sia a la bitangente 
fissa che consideriamo : se b, c, d sono tre bitangenti le quali con a for­
mino una quaderna di cui i punti di contatto siano sopra una conica, ne 
viene, dall'osservazione ora fatta, che le tre rette Pi dei punti a . b, a . c, a . d 
passano per uno stesso punto. Ma una bitangente fa parte di 45 q uaderne 
come ab c d, dunque si ba intanto che le 27 rette della nostra cfz. pas­
sano, a tre, a tre, per 45 punti P, e quindi ogni retta p ; contiene 5 punti 
P•: per trovare i quali basta osservare che se p 1 è polare del punto a. b, 
i 5 punti suddetti, sopra p 0 sono i poli di a rispetto alle 5 coniche che 
passano per i punti di conta tto di ab e di una qualunque delle altre 5 
coppie di bitg. che appartengono alla serie individuata da a b. - Dunque : 

<<Le 27 rette p 1
, polari dei punti d'incontro di 1~na bitangente con le 

rimanenti, passano, a tre, a tre, per 45 punti Pi e ognuna contiene cinque 
p1~nti P i ». - In altre parole queste t·ette p 1 e questi punti Pi compongmw 
u11a cjz. (3,5);~ . 

<< Si può aggiungere che la cjz. stessa è cù·coscritta a 1~na - m~rva di 3a 

classe e di 4° ordine (ipocicloide di Steiner, a meno di t1·asjorrnazione omo­
grafiche) la cui bitangente è la a 1nedesirna >>. 
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Ciò risulta subito ricorrendo al ben noto teorema del Cremona che 
caratterizza l'inviluppo descritto dalla polare quando il polo si muove se­
condo una certa legge: 

<< /Si può anche dire che la cfz. medesima 1mò ottenm·si p1·ojettando so­
pra un piano le 27 rette doppie e i 45 punti tripli di nna supm'jìcie di 3a 

classe da un punto della s~tpe1'jìcie stessa>> . 
<< Dtmq~te la nostra cfz. e quella delle 28 bitangenti possono pensctrsi 

come p1·oje;.ioni di cjz. duali dello spazio a tre dinwnsione ». 

Non entreremo nello studio della cjz. in discorso perchè può farsi, 
molto semplicemente, mediante la projezione suddetta, o può anche dedursi 
con uguale facilità da una memoria del prof. Martinetti (1), il quale ha 
studiato la duale della nostra cfz. nel caso più generale in cui essa sia 
inscritta in una curva del 3° ordine priva di punto doppio. - Solamente 
aggiungeremo che confrontando le due cfz. di rette p; relative a due IJitg. 
ab riesce evidente che esse banno a comune la Pi del punto a. b la quale 
quindi viene a contenere 10 punti P.i cinque dell'una e cinque dell'altra 
cfz .. Onde si ha il seguente teorema: 

Le rette polat·i dei 37 8 puut·i d'·incont1·o, a d~te, a due, delle bitangenti, 
passano, et tre, a tre, pm· 1260 pttnti P; così che ogn·i retut sncldetta contiene 
10 punti Pi. 

(l ) MARTINETTI.- Sop1·a alcune cfz. piane. (Annali di matematica, Serie II, Vol. XIV) 
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SOPRA LA CONFIGURAZIONE DI KUM~IER. 
[Giorn . tli Mat .ca Vol. XXX VII 1898] 

Lo scopo del presente scritto è la dimostrazione della proprietà se­
guente. 

<< Una configurazione dello spazio composta. di 16 punti e di lG piani 
tali che ogni puuto sia conten1tto in 6 piani, ogni piano contenga 6 p1wti e 
non esistano t·étte etti appat·tengono più di due punti, o più di due piani 
della configurazione, è necessat·iatnente 1ma configurazione di Ktl-mmer cioè 
corrisponde a se stessa in sei complessi, a due, a due, in involuzione >> . 

Ma prima debbo avvertire il Lettore che di questa proposizione ha 
già dato una dimostrazione esauriente il Prof. Martinetti nel Vol. XXXV 
di questa medesima raccolta, cosicchè la priorità in argomento spetta a 
Lui. -- Se mi sono. deciso a pubblicare la dimostra.zione attuale è perchè 
essa dipende da un certo Lemma (N° 2) eh~ mi sembra interessante anche 
per se stesso. 

l. Indichiamo con Pi, n; (i= 1, 2, ... , 16) i punti e i piani della no­
stra cfz. finchè non avremo dimostrato di poterle applicare una notazione 
più opportuna. Intanto, cominceremo dall'osservare che il semplice fatto 
qella non esistenza di rette appartenenti a più di due punti, o a più di 
due piani della configurazione, esige, come può vedersi facilmente (consi­
derando i sei piani n; che passano per uno stesso punto P.), che la inter­
sezio!le di due piani n; sia anche la congiungente di due punti P, e vi­
ceversa. 

2. Ciò premesso, si consideri un determinato piano 1tk e un determi­
nato punto P 11 fuori di 1tk· I 6 piani n; per Ph daranno sopra nk, per trac­
ce, 6 rette le quali possono presentare due casi distinti: o sono i lati di 
un esagono ordinato contenuto nell'esagono completo individuato dai 6 
punti Pi in nk, ovvero compongono due triangoli di cui i vertici sono an­
cora quei 6 punti P; in nk· N el l" caso diremo che i 6 piani n; per P h 

formano << rispetto a nk >> un esaedro ordinato, nel 2° caso diremo che for­
mano due triedri sempre ~rispetto a 1tk medesimo~-

0JAN!. 20 
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Ebbene, la dimostrazione del teorema dipende, abbastanza semplice­
mente, dal seguente Lemma che ci proponiamo ora di stabil ire : 

«Se si ammette che i 6 piani n; pet· un dato p1mto P; possano fvnnare 
Ull esaedro ordinato t·ispetto a un piano :rr1 non passante p et· il pttnto P 1 che 
si considm·a, ne viene di conseg1tenza che la cfz. S1tpposta è i?Te<tlizzabile. 

3. Noi effettueremo la dimostrazione di questo lemma per mezzo di 
successive proposizioni che via, via, stabiliremo. La prima è la seguente 

<< La ipotesi fatta conduce acl arnm ettere che i 6 p·unti P 1 di :n:1 esistano, 
a due, a due, sopra tre 1·ette cmwo1Tenti in un medesimo p1mto. 

Infatt i siano AB O D E F i punti P; in :rr1 e G il punto P 1 fuori di :n:1 

i cui piani n;, per esso, formano un esaedro ordinato rispetto a :n:1• La trac­
cia di tale esaedro sia l'esagono ordinato AB O D E F . Si considerino gli 
altri 3 piani :n:, che passano per i lati del triangolo A B O e sono diversi 
da :rr1• Essi non possono tagliarsi tutt'e tre in G altrimenti A O G sareb­
be un piano :n:, e nemmeno può il loro punto comune essere un nuovo 
punto P; altrimenti esso sarebbe in linea rett-a con B e G. Tali tre piani 
costituiranno dunque un triedro T di cui ciascuna costola contiene un al­
tro punto P; (ol tre un vertice del triangolo AB O). Uno di questi punti 
è G, gli altri siano H e K. Dico adesso che G H K non può essere un 
piano n;. Infatti ammettiamo che lo sia e sia D E la sua traccia sopra :rr1• 

Allora, nel piano n; _ G H K , avremo un altro punto P; diverso da 
G, H, K , D , E e situato fuori delle facce del triedro T. I 6 piani :n:; per 
un tal punto, o che formino esaedro ordinato, o due triedri r ispetto a :rr1 

è certo che in ogni modo la loro traccia sopra :rr1 sarà un esagono, o una 
coppia di triangoli soddisfacenti a queste condizioni : 

a) I 6 ver tici debbono essere AB O D E F, 
b) Un lato deve essere D E , 
c) Nessun lato deve coincidere con i lati del triangolo AB O, altri­

menti, per quel lato, passano 3 piani :rr;. 
Ebbene si riconosce facilmente che queste condi zioni sono irrealizza­

bili. Dunque, per ciascuna delle rette G H, H K, G K passa un altro pia­
no :n:; diverso dalle facce del triedro T e diverso dal piano G H .K . Questi 
3 piani costituiranno un tried ro T' analogo a T e dàranno 3 tracce sopra 
a :rr1 che dico essere i lati del triangolo D E F. Infatti si osservi prima che 
i 6 piani :rr; per H formano un esaedro ordinato perchè se formassero due 
triedri il piano H BO sarebbe un piano :rr; e per BO passerebbero tre 
piani n;. Altrettanto si può dire riguardo ai 6 piani :rr; per K . A llora si 
consideri il piano :n:; diverso dalle facce di T che passa per G H. La sua 
traccia, sopra :rr0 non passa nè per A, nè per B, ma non passa nemmeno 
per O perchè, se ci passasse, sarebbe la O D e quindi l'esagono t raccia del­
l 'esaedro di H sarebbe necessariamente 
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BACDEF ovvero BACDFE 

e in entrambi i casi (poichè l'esagono di G è AB C D E F) per la retta 
G H passerebbero i tre piani :n:;: AB G H .. ,, C D G H ... , E F G H ... : Al­
trettanto può dirsi relativamente al lato G K. Quanto al lato H K si no­
t i che l'esagono di H è della forma C AB nmp dove mnp è una disposi­
zione di D E F: l'esagono di K è della forma A C B ... dove accanto al B 
non può esserci 1n, altrimenti per H K passano i 3 piani n;: H K A C ... , 
H K B m ... , H K np ... Questo basta per assicurare che l'altro piano :n:; (di­
verso dalle facce di T) passante per H K taglia :n:1 in nn lato del trian­
golo D E F . Segue che il triangolo G H K è prospettivo a B A C e anche 
a D E F: dunque AB C e D E~, sono prospettivi fra loro essendo asse 
di prospettiva la intersezione del piano :n:1 con il piano G H K e centro 
di prospettiva il punto comune a :n:1 e alla congiungente i vertici di T e 
T'. c. d. d . 

Si p~tò aggiunge1·e d·i più che i lati dell'esagono ord·inato AB C D E F 
debbono corrispondersi, l~ due, a d~~e, nella prospetti·va sttddetta. 

Infatti, riprendendo il ragionamento precedente, si vede che, nella pro­
spettiva in discorso, debbono corrispondersi quei lati dei triangoli AB C, 
D E F che sono intersezioni con :n:1 di 2 piani :n:; per G. Dunque, o ·ad AB 
corrisponde E F e quindi a B C , D E; ovvero ad AB corrisponde D E e 
a B C, E F. Nel 1° caso le coppie di punti corrispondenti sono (B, E; 
A , F ; D , C), nel 2° ca t'o esse sono (B , E ; A , D ; C , F). N el l 0 caso due 
lat i opposti dell'esagono AB C D E F concorrono nel centro di prospettiva 
e ciascuno di essi corrisponde a se stesso: nel 2° caso sono corrispondenti 
i lati opposti . 

4. Sia O il centro di tale prospettiva e a, b , c le tre congiungenti i 
vertici corrispondent i. Segue che, per O, passano 4 piani :n:; e cioè :n:1 e al­
tri 3, uno per cia scuna delle a , b , c. Questi ultimi individuano un triedro 
col vertice in O e sulle tre costole si banno altri 6 punti P;: due per co­
stola. La retta a si trova in un piano n; con due di queste costole, quin­
di il piano di c~ e della costola rimanente contiene 4 punti P; senza es­
sere un piano :n:;. Sia p un tale piano. Si vede subito che esistono 4 piani 
:n:; non passanti per alcuno dei 4 punti P 1 contenuti in p (altrettanto può 
ripetersi per b , c). 

Dunque, dalla l"' ipotesi fatta, segtw che esistono 4JJUnti P; in un piano 
p che non è p iano n; e che possiamo sempre considm·m·e 1m pia1w n; (ad es. 
n 2) non passante pe·1· alcuno dei p1mti sttddetti. Sopra questo si baseranno 
le considerazioni seguenti. 

5. Bisogna ora esaminare il modo di aggruppamento dei 6 piani :n:; 

per ciascuno dei 4 punti P; di p rispetto a :n:2• Per brevità sostituiremo 
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spesso all'esaedro ordinato, o alla coppia di triedri costituenti quell'ag­
gruppamento, la traccia relativa sopra :rc2• Osserveremo, prima di tutto, che 
se si ha un esagono, tre coppie di lati non consecutivi (fra cui una di lati 
opposti) dànno luogo a tre punti in linea retta (la p. :rc2). Se si ha una 
coppia di triangoli, essi sono prospettivi e l'asse è la retta p. :rc2• In ogni 
caso: o due esagoni, o due coppie di triangoli, o un esagono e una cop­
pia di triangoli, debbono avere a comune due lati non consecutivi e niente 
altro. 

6. Ciò premesso, escludiamo «per ipotesi >> che qualcuno dei 4 punti 
Pi di p dia un esagono di Pascal sopra :rc2• Dimostrm·erno adesso che, in con­
seguenza, ogmtno dei punt'i suddetti darà sopra :rt2 tma coppia di tt·iangoli. 
Perciò si cominci dall'esaminare il caso in cui si abbiano 4 esagoni. Per 
tutt'e 4 la retta p. :rc2 deve esser retta congiungente 3 punti d'incontro 
di 3 coppie di lati non consecutivi (fra cui una di opposti). Sia 123456 
uno di questi esagoni e la retta p. :rc2 contenga i punti 12.34 , 23.56 , 16.45. 
L'unico esagono associabile col precedente quando si prenda come coppia 
comune 12.34 è 126435 == et e l'unico quando si prenda 16.45 è 453162 == e,. 
Ma allora la coppia comune a e1 , e2 (26 , 35) deve dare un punto di p. :rc2, 

cioè sopra p. :rc2 ci sono i punti 12.34 e 26.35 e quindi c'è anche il pun­
to 15.64 cioè et è esagono di Pascal contro la ipotesi. Se si hanno 3 esa­
goni e uno di essi è sempre 123456 un 2° è certamente et o e2• Nel 1° 
caso dovrebbe esistere almeno una coppia di triangoli aventi per lati 16 
e 45, ovvero 23 e 56 e soddisfacenti alle condizioni del N" 5 riguardo ai 
due esagoni suddetti: ma si vede subito che una tal coppia non esiste. 
Analogamente nel 2° caso. Ora, ammettendosi la esistenza di tre esagoni 
e uno di essi essendo 123456, uno degli altri due è certamente e1, e e2• 

Se finalmente si hanno almeno 2 coppie di triangoli si vede subito che 
ogni coppia è costituita da triangoli prospettivi, che l'asse di prospettiva 
è per entrambe la retta p. :rc2 e che quindi la prospettiva è armonica, che i 
punti 123456 sono sopm una conica rispetto alla quale sono polo e polare 
il centro e l'asse di prospettiva. Dunque ogni esagono formato con i pun­
ti suddetti è di Pascal c. d. d. 

7. Quindi se si ammette che qualcuno dei 4 punti P 1 di p dia sopra 
:rc2 un esagono, ne viene che tale esagono è di Pascal, che cioè i 6 punti 
Pi di :rt2 sono sopra una conica. Sieno l, 2, 3, 4, 5, 6 questi punti e 7 
un punto P; di p il quale dia sopra :rc2 un esagono di Pasca!. Si applichi 
al punto 7 e al suo esagono il ragionamento del N° 3. Si troverà che i 
punti suddetti sono i vertici di due triangoli prospettivi e poichè essi 
sono iscritti in una conica, il centro e l'asse di prospettiva saranno polo 
e polare rispetto a questa conica. « Bisogna a,des8o di1nostmTe che il cen­
tro O di pt"ospettiva è il ptmto cornune alle congiungenti i tt·e vet·tici oppo-



SOPRA. LA CONFIG U RAZIONI<: DI KUl\IMFR, 309 

sti dell'esagono di 7 (che suppm·remo essere 123456) ». In altre parole, pro­
veremo elle 123456 oltre essere un esagono di Pascal è anche di Brian­
chon. Infatti ammettiamo pure che questo centro non sia il punto 14 , 25 , 
36. Allora, secondo l'ultima osservazione del N° 3 (1° caso) tale centro sarà 
comune a due la,ti opposti dell'esagono in parola mentre i lati rimanenti 
si corri sponderanno a due, a due nella prospettiva in discorso. Supponia­
mo dunque che le coppie di punti corrispondenti siano 1, 6 ; 3; 4 ; 2, 5. 
Ciò premesso, essendo 123456 l'esagono di 7 si vede che (tenendo sempre 
presente che ùue esagoni debbono avere comuni due lati non consecutivi 
e null'alt ro (N° 5) gli esagoni di 8 e 9, cioè dei punti analoghi a H e K 
del :rn 3 possono avere i seguenti simboli 

!312645 l 
132465 

8. 312546 9. 132564 

312465 132645 

e quindi si hanno i seguenti 4 quadri possibili 

7. 123456 123456 123456 123456 

s. 312645 312645 312546 312465 

9. 132465 132564 132465 13 2 6 4 5. 

Nei primi 3 casi si vede che sono corrispondenti 14, 25, 36 contr~ 

la ipotesi che ta.li siano 1, 6 ; 3, 4 ; 2, 5. Rimane il 4° caso in cui la cor­
rispondenza è effettivamente J, 6 ; 3, 4 ; 2, 5 cioè quella voluta. Allora si 
t rova, sempre in forza del solito principio su ricordato (N° 5), che sopra 
:n2, i punti Pi, che ne giacciono, fuori dànno i seguenti esagoni e coppie 
di t riangoli: 

7. 

10. 

13. 

123456 

342615 

125 - 346 

8. 

11. 

14. 

312465 

126354 

341 - 256 

9. 

12. 

15. 

132645 

563241 

452 - 361 

16. 235 - 164. 

La retta di Pascal dell'esagono di 8 è l'asse di prospettiva: proiet­
tandola da S troveremo un piano contenente 4 punti Pi e cioè 8 e uno su 
ciascuna ùelle tre congiungenti di S con i tre punti d'incontro delle 3 cop­
pie di lati opposti dell 'esagono di S. Se uno di questi 3 punti P.: desse lilla 
coppia di triangoli sopra :n2 un lato dell' un triangolo e un lato dell'altro 
dovrebbero costituire una coppia di lati opposti per l'esagono di 8 senza 
che ci fossero altri lati comuni il che è impossibile. Se invece uno di quei 
tre punti desse un esagono, 3 coppie di lati non consecutivi dovrebbero 
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tagliarsi sull'asse di prospettiva. Ciò accade per l'esagono di 9, ma si vede 
facilmente che non può accadare per nessun altro fra quelli del quadro 
precedente. Dunque il quadro suddetto è in contmddizione con l'ipotesi 
che l , 6 ; 3 , 4 ; 2 , 5 siano punti corrispondenti nella prospettiva in di­
scorso, il che prova l'affermazione fatta. 

8. Dunque i punti corrispondenti sono l , 4; 2 , 5 ; 3 , 6 e quindi l'esa­
gono l 2 3 4 5 6 di 7 ha per retta di Pascal l'asse ?' di prospettiva. Ora, 
si proietti da 7 questa retta e si ripeta la considerazione già fatta in pro­
posito sulla fine del N° precedente e si vedrà che niuno dei 3 punti P 1 

che si vengono a trova.re oltre 7, nel piano proiettante, può dare coppie 
di triangoli sopra n 2• Ciascuno di essi darà dunque un esagono il quale 
dico che avrà per retta di Pascal l'asse 1· della prospettiva in discorso. In­
fatti le coppie di lati opposti di l 2 3 4 5 6 sono 12.45 , 23.56 , 16,34 e 
si tagliano sulla 1·. Uno degli altri tre esagoni, di cui è sopra parola, avrà 
per lati 12, 45 e quindi sarà (N° 5) uno dei seguenti 

1264 53 126354 l 2 54 6 3. 

n l 0 ha per retta di Pascal la r: negli altri due la r, se non è retta 
di Pascal, deve almeno contenere 3 punti d'incontro di 3 coppie di lati 
non consecutivi , come già si è osservato alla :fine del N '' 7; una di queste 
coppie deve esser formata da 12, 45, un'altra è per il 2" esagono sopra 
scritto necessariamente la 36.14 e per il 3° è 25.36. ~fa il punto 
36.14 = 25.36 è il centro di prospettiva e quindi giace fuori della 1·. 

p 
Siamo così condotti ad ammettere che 4 punti Pi situati in un piano 

diano i seguenti esagoni di Pascal 

1234 56 esagono di 7 con le coppie 12.45 23.56 16.34, 

126453 >> 8 >> 12.45 26.53 ' 64.13, 

231564 » 9 » 15.42 23.56 ' 31.64' 

342615 >> lO » 34.61 26.53 42.15. 

Risulta dunque necessariamente la cfz. simbolica seguente : 

I 7, l , 2, 8, 11, 12 VII 8, 2, 6, 10, 13, 15 

II 7, 2, 3, 9, 13,14 VIII 8, 6, 4, 9, 11, 14 

III 7 , 3 , 4 , lO , 11 , 15 IX 8 , 5 , 3 , lO , 12 , 14 XIII l , 2 , 3 , 4 , 5, 6 

IV 7 , 4 , 5 , 8 , 13 , 16 X 8 , 3 , l , 9 , 15 , 16 XIV 11 , 16 , 12 , 13 , 3 , 6 

V 7 , 5 , 6 , 9 , 12 , 15 XI 9 , l , 5 , lO , 11 , 13 XV 12 , 13 , 14 . 15 , l , 4 

VI 7, l, 6, lO , 14, 16 XII 9, 4, 2, 10, l 2, 16 XVI 11, 16, 14, 15, 2, 5 
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Concorrono in un punto O' le rette 1.4, 2.5, 3.6. Sono in un piano 
P· 7, 8, 9, 10. Ripetendo le considerazioni del N " 4 si vede che 

(questi 3 piani passano per O') 

~ sono pure in un piano p 3 , 6 , 14 , 15 

l » » >> l ' 4 ' 11 ' 16 
\ ;> >> >> 2 ' 5 ' 12 ' 13 

T utti i ragionamenti fatti per n 2 ::= XIII nei numeri precedenti e in 
questo, pos ono applicarsi a qua,!siasi al t ro piano n; : in particolare, preso 
un p iano n ; quals ia si, esis te un piano p, non passante per alcuno dei punti 
p i contenuti nel primo: dei lO punti P., situati fuori del piano ni che si 
considera, i 4 che stanno sopra p dànno 4 esagoni aventi tutti per retta 
di P a cal la p. n ; e per punto di Brianchon il polo di quella retta ri­
spetto alla conica: gli altri G punti Pi fuori di p dànno ognuno una cop­
pia di t riangoli ecc. 

« Ora dimostreremo eh::. la cfz. precedente è ·irrealizzabile >> . Infatti ad 
es. il punto 3 dà sopra i piani I, IV , XI, X II gli esagoni rispettivi: 

2 · 7 ·11·12 ·8·1; 7·4·5·8·16·13; 9-13·11·10·5·1; 9·16·12·10·4·2 

dunque concorrono in un punto (N° 7) a causa della esistenza dei 4 piani 
p le rette : 

2 ·12' 7·8' 1·11 '4 ·16' 5·13 ' 9·10. 

Ugualmente, considerando il punto 2 si vede che esso dà sopra Ili , VI , 
VIII, X gli esagoni 

7. 3 . 4 . 10 . 15 . li ; 7. 14 . 16 . 10. 6 ·l '8. 6 . 4 . 9-14 · 11 '8 · 15 · 16 . 9 . 3 · l; 

per cui concorrono in un punto le rette 

7 . 10 ' 3 . 15 ' 4 . 11 ' 14 . 6 ' l · 16 , 8 . 9. 

Così pure, ser vendosi dei punti 4, 7 e degli esagoni che essi dànno sopra 
i piani II, V, VII, I X e sopra i piani X III, XIV, XV, XVI si trovano 
questi altri due allineamenti: 

7 . 9 13 . 2 14 . 3 5. 12 6 - 15 8 ' 10 

1 ·4 2 -5 3 . 6 11 . l 6 ' 12 . 13 14 . 15. 

Per cui può dirsi che i 16 punti esistono in 4 piani di un tetraedro, così 
che sopra ogni faccia ne giacciono 4 formanti un quadrangolo che ha per 
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triangolo diagonale il triangolo del tetraedro su quella faccia; dualmente 
i 16 piani passano a 4, a 4 per i vertici del tetraedro medesimo ecc. Quin­
di le coordinate dei 16 punti riferite a quel tetraedro (tenendo conto de· 
gli allineamenti suddetti) saranno della forma 

7=(1110) l = (yiy20y4) 2=(z10z3z4) 3=(0u2u3u4) 

8=(-1110) 11=( - yiy20y4) 12=(-z10zaZ4) 15= (0-tt2u 3tt4) 

10_ (1 - 110) 16=(yi - y20y4) 13=(z10-z3z4) 14=(0tt2- u3u4) 

9= (11-10) 4=(yiy20- y,) 5=(z10z3 - z4) 6=(0tt2u3- u4) 

Esigendo adesso la esistenza dei piani n;, dianzi ultimamente descritti, 
si trovano le condizioni: 

1t3 y4 - u4 y1 = O , u2 z4 + z1 u4 = O, 

Yt U2 Za + zi U2 Ya = O; 

la 1•, la 2•, la 3• dànno rispettivamente 

Sostituendo nell'ultima si trova 

e quindi zero uno dei fattori del primo membro. Ma allora i 16 punti 
P; non sono tutti distinti, c. d. d. 

9. Risulta quindi che i punti 7, 8, 9, lO di p dànno, sopra n 2, ciascuno 
una coppia di triangoli essendo prospettivi i triangoli di una stessa coppia 
~econdo la retta p. n 2• Tali coppie sono: 

(123 ' 456) (126 ' 453) (156 423) (153 ' 426). 

Gli altri 6 punti P;, fuori di n2, sono 11.16 , 14.15 , 12.13 e stanno le 
coppie così scritte sopra rette concorrenti in 0'. Se uno di essi potesse 
dare un esagono sopra n2, due lati dell 'esagono sarebbero due delle rette 
1.4 , 2. 5 , 3.6 e inoltre tale esagono dovrebbe adempiere alle condizio­
ni solite (N° 5) rispetto a ciascuna coppia dei triangoli sopra scritti (cioè 
l'esagono dovrebbe avere comuni due lat i non consecutivi con ciascuna 
coppia di triangoli). Ma si riconosce subito che un tale esagono non 
esiste. 
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Dunque ogni punto P ; fuori di :n:2 dà, sopra :n:2, una coppia di trian­
goli. Scrivendole tutte e accanto a ciascuna nn simbolo indicante il pun­
to P; che le ha prodotte abbiamo, allora, rispetto a n:2 la cfz. seguente: 

{123 .. . 456) 7 {124 ... 356) 8 {125 .. . 346) 9 
{126 ... 345) 10 (234 .. . 156) 11 (235 .. . 146) 12 
{236 ... 145) 13 (136 ... 245) 14 {135 ... 246) 15 
(134 ... 2:i6) 16 

dalla quale si ricava che i punti P ; sono disposti nei piani :n:; come indica 
il quadro che segue: 

1,2, 7, 8, 9,10 ... I 2, 4, 11, 8, 14, 15 ... VII 4, 5, 7, 10, 13, 14 ... XIII 

1, 3, 14, 15, 16, 7 ... II 2, 5, 9, 12, 14, l6 .. . VITI 4, 6, 7, 9, 12, 15 ... XIV 

1, 4, 12, 8, 16, 13 ... III 2, 6, 10, 13, 15, 16 ... IX 51 61 7, 8, 11, 16 ... XV 

1, 5, 11, 9, 15, 13 ... IV 3, 4, 9, 10, 11, 16 ... X 1, 2, 3, 4, 5, 6 ... XVI 

1, 6, 11, 10, 14, 12 ... v 3, 5, 8, t o, 12, 15 ... X I 

2, 3, 7, 11, 12, 13 .. ,VI 3, 61 8, 9, 13, 14 ... XII 

Ora, sopra questo quadro, si verifica sempre che i 6 piani :n:; per un 
qualsiasi punto P; formano una coppia di triedri rispetto a qualsiasi pia­
no n:; non passante per il punto P; che si considera. Ma ciò è in contrad­
dizione con l'ipotesi fondamentale. Dunque il lemma è dimostrato. 

Cioè si può dire che : <<preso un piano n:; e i 6 punti P i che contiene, 
le 10 coppie di triangoli che si possono formare con quei 6 punti, così che ogni 
coppia contenga tutt'e 6 i punti P 1 .. . P 6, costitttiscono le 10 t·racce dei 10 grupp·i 
d·i 6 11iani n; ciascuno che pa.ssano per i 10 punti P; sitttatifttori di n:;. 

10. La conclusione ultima permette di applicare alla nostra cfz. la 
notazione di Weber {1), la quale riposa unicamente appunto sulla propo­
sizione suddetta. Ecco la tabella dei 16 ptmti e dei 16 piani. 

Il piano (11) contiene punti: 11, l 2, 13, 14, 15, 16 
>> {12) » >> 11, 12, 25, 23, 24, 26 
» {13) » )) 11, 13, 23, 34, 35, 36 
)) (14) >> )) 11, 14, 2-t, 34, 45, 46 
>> {15) )) >> 11, 15, 25, 35, 45, 56 
» (16) » >> 11, 16, 26, 36, 46, 56 
» {23) >> • 23, 12, 13, 45, 56, 64 
» (24) » }) 24, 12, 41, 35, 36, 56 
>> (25) » }\ 25, 12, 15, 46, 36, 54 

(1) Cfr. ad es. STURM. Liniengeometrie II Theil pag. 120. 
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>> (26) >> » 26, 12, 16, 34, 45, 53 
,> (34) >) » 34, 13, 14, 25, 26, 56 
» (35) )) >'> 35, 13, 15, 26, 24, 64 
>) (36) >) » 36, 13, 16, 25, 24, 45 
» (45) >) >> 45, 14, 15, 23, 26, 36 
» (46) >) » 46, 14, 16, 23, 25, 35 
» (56) » >> 56, 16, 15, 23, 24, 34. 

Scambiando piano in punto, togliendo la parentesi della l " colonna e met­
tendola nelle altre si trova la tabella duale. 

Allora, per completare la dimostrazione del nostro teorema, si scelga 
fra i 16 punti precedenti un gruppo iniziale eli 6: ad es. 

21, 24, 36, 16, 11, 34 

e si applichi acl essa la nota costruzione di Reye (1) che serve a ottenere 
una delle 12 cfz. di Kummer che provengono da 6 ptmti dati. Si scel­
gano a tale uopo i seguenti pentagoni : 

21, 24, 36, 16, 11 

24, 36, 21, 34, 16 

21, 24, 11, 34, 36 

21, 16, 34, 24, 11 

24, 16, 36, 11, 34 

21~ 16, 11, 36. 34 

e si attui la costruzione. Si troverà facilmente che si ricade in tutta la 
rimanente cfz di cui i simboli son quelli della tabella precedente. Ma essa 
rappresenta la nostra cfz. dunque il teorema è dimostrato. 

(l ) Giorn.ale di CRELLE Vol. 86. 



LE lli'I'ANGENTI DELLA QUAR'fiCA PIANA STUDIATE MEDIANTE 

LA CONFIGURAZIONE DI KUMMER 

[Ann. di Mat. ca 1898) 

Scopo delle seguenti ricerche è lo studio sistematico delle bitangenti 
della quartica piana. Strumento principale ne è la configurazione di Kum­
mer. Il metodo, in sostanza, non è nuovo. Resse e Geiser (1) dimostrarono 
già quanto la geometria dello spazio possa efficacemente impiegarsi per 
dedurre le propri età di tali bitangenti, il l o servendosi di un ottagono 
gobbo di cui i vertici sono punti base di una rete di quadriche, e il 2° 
mediante il cono· circoscritto a una superficie cubica da un suo punto. 

Io qui mi valgo di una superficie di Kummer passante per la quar­
ti ca piana fondandomi sopra un ben noto teorema di Kummer che stabi­
lisce la esistenza di = ' di tali superficie (2). Così, la maggior parte delle 
conosciute proprietà sulle cfz. di Kummer si mutano, per sezione, in al­
trettante proprietà delle bitangenti. Abbiamo una raccolta quasi completa 
delle prime nella Memoria di Caporali intitolata: Sopra i piani ed i p1tnti 
singolari della supe1jicie di Kummer, (3) la quale è quindi il fondamento 
di tutte le mie ricerche. Occorrendo spesso di citarla mi servirò del sim­
bolo (O. N° ... ) con l'indicazione del numero utile volta per volta. Lo 
studio alquanto minuto di questa Memoria mi ha indotto a fare su di es­
sa qualche osservazione e qualche aggiunta una. delle quali veramente ba. 
poca attinenza con la quartica (Ni 9, 10, 11) ma siccome mi è parsa di 
un certo interesse: anche giudicata in sè stessa, così ho pensato di non 
ometterla. Tali osservazioni mirano a considerare abbastanza intimamente 

( l) RESSE, Ueber die Doppeltangenten der C1trven vierter Ordnung. Crelle, Bd. 49. GEI· 

SER, Ueber die Doppeltangente ·• einer •benen C1trve vierter Grahs. Math. Ann., Bd. I. 
( 2) KUMMER, Monatsberichte der Berl. der Wissettschajten (1864, pag. 2l!l). 
(:1) CAPORALI1 Volume delle Memorie, pag. 86. 
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il legame che passa fra la cfz. di Kummer e la notevole figura che pro­
viene dai 6 compless i in involnzione che mutano in sè la cfz. suddetta. 
Tale notevole fignra è costituita principalmen te, come è ben noto, dalle 
15 coppie di ass i delle 15 involuzioni gobbe le quali nascono dai prodot­
ti, a due, a due, dei 6 complessi in involuzione; e per brevità l'ho chia­
mata cfz. di Klein Anche molte delle sue proprietà (1) portano il loro con­
tributo alle bi ta ngenti della quartica, particolarmente in forza del teorema 
del No 1 7. 

Mi sono servito della ammirevole ed efficace notazione di Besse per 
le bitangenti; per la cfz. di Knmmer ho adottato la notazione di Capo­
rali adoprando però lettere invece che numeri affine di non sovrapporla 
alla prima. 

Ho diviso il lavoro nei seguenti capitoli: 

I. Aggiunte e osservazioni alla Memoria di Caporali: Sopra i pia­
ni e i punti singolari della superficie di Kummer. 

II. Le 16 bitangenti di un gruppo di Kummer. 
III. L;~. cfz. composta con i punti d'incontro delle bitangenti, a due, 

a due. 
IV. Figure notevoli contenute in un gruppo di Knmmer. 
V. Le coniche dei 16 punti. 

VI. La costruzione delle oo4 superficie di Kummer passanti per una 
quartica piana. 

Delle proprietà dimostrate nei capitoli II, III, IV, V pubblicai gli 
enunciati riassumendoli in una breve Nota clte u scì nei R endiconti dell'I­
stituto Lombardo il marzo scorso. Avverto però il lettore che la presente 
pubblicazione è affatto indipendente da quella Nota. 

CAPITOLO I. 

Osst'rvazioni e aggiunte alla Memoria di Caporali: -. Sopra i piani e i punti 
singolari della superficie di Kummer ». 

l. Abbiasi una cfz. di Kummer affatto generale. Indichiamo con O uno 
dei Hl piani fondamentali e con a, b, c, d, e, f i sei punti fondamentali 
su di esso. Allora le combinazioni, a due, a due, di a, b, c, d, c, f rappre­
sentano i 15 piani fondamen tali rimanenti e le coppie di simboli ternari 

(~ ~~) ... , ecc., rappresentano i 10 punti fondamentali fuori del piano O. 

( l ) Cf. specialmente : STEPHANOS, Sur le tètraèdres den1tiques ( Uulletin des sciencea 

mathé1uatiques, serie T III, 1893). 
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Ciò posto è molto facile il riconoscere, dai simboli, le relazioni, fra i 
punti e i piani fondamentali: risultano così alcune regole che possono 
riassumersi negli enunciati seguenti: 

Sul piano O stanno punti: a, b, c, d, e, f, 

>> » ab » >> a., b, (ab c) (a b d) 
def' c f c' 

(ab e) 
dfc ' 

(n b f) 
d e c ' 

per il punto a passano piani: O, ab, a c, ad, a e, ctf, 

» >> (ab c) 
def 

>) >> ab, a c, b c, cl e, dj, e f. 

Ogni retta comune a due punti fondamentali appartiene anche a due 
piani fondamentali e viceversa: una tal retta si indica. con R. Esistono 
120 rette R. 

2. Rappresentiamo con A, B, C, D, E, P i sei sistemi nulli, a due, 
a due, involutori che trasformano in sè la cfz. data. Le combinazioni, a 
due, a due, dei suddetti silliboli rappresenteranno le 15 involuzioni gobbe che 
nascono dai prodotti, a due, a due, dei sei sistemi nulli: così il simbolo 
(A B) indicherà l'involuzione gobba che è il prodotto dei due sistemi nul­
li A, B e A B, BA ne indicheranno gli a-ssi relativi. Le coppie di sim-

boli ternari (t~ Jr) rappresenteranno le 10 polarità che nascono dai pro­

dotti, a tre, a tre, dei sistemi nulli fondamentali: o addirittura le quadri­

che basi di tali polarità. Le quadri ca (~ ~ ~) contiene le coppie di assi: 

A B , BA; A C, C A; B C, O B; D E, E D; D F, I! D; E F, ll E. Le al­
tre coppie sono coniugate. Infine i simboli come (AB, C D, E F) rappre­
senteranno i 15 tetraedri fondamentali : gli spigoli del tetraedro prece­
dente sono: AB, B A, C D . D C, E F, F E. Abbiamo così gli elementi 
principali della cfz. di Klein individuata dalla cfz. di Kummer da ta. 

3. Per mettere opportunamellte in relazione le notazioni adottate, per 
le due cfz. suddette, supponiamo che i punti a .. b, c, d, e, f, nell'ordine, 
scritto, siano i poli del piano O riguardo, rispettivamente, ai 6 complessi 
A, B, O, D, E, F . Seguono allora facilmente queste norme: I poli di ab 

sono: b rispetto ad A, a rispetto a B, (: ~~) rispetto a O, . (:~ J) ri-

spetto a D, (:~.f) rispetto ad E, (: ~~) rispetto a F. 

I piani polari di a sono: O rispetto ad A, ab rispetto a B, a c ri­
spetto a C, a d rispetto a D, a e rispetto ad E, af rispetto a F. 

I · · l · d' (a b c) b · tto d A · tt B ptam po an 1 d e f sono: c nspe a , c a nspe o a , 

ba rispetto a c, ef rispetto a D, df rispetto a E, ef rispetto a F. 



ella involuzione gobba (A B) sono coppie di punti corrispondenti le: 

(a, b); (c . ( ~ ~ f)) ; (d . (: ~ J)) ; (e . (: ~f)) ; (t . (: ! ~)) ; 
( ( ~ J ~) ' ( ~ { ~)) ; ( ( ~ ~.t) ' ( ~· ~ ~)) ; ( ( ~ ~;) ' ( ~ ! ~)) ; 

e coppie di piani corrispondenti le: (O . a b), (n c . b c), (a cl . b d), (n e. be), 
(a.f.bf), (c d . ef), (c e . clf), (cf.de) . 

Infine nella polarità (~ ~ ;) il piano O (et b c) ba per polo d ef , il piano 

ab ha per polo C, il piano a d ha per polo (
DB C) 
AEF' ecc. 

4. Stabilite così le notazioni di cui ci serviremo, passiamo alle osser­
vazioni seguenti stùla Memoria di Caporali. Un facile computo prova che 
esistono 240 piani passanti ciascuno per 3 soli punti fondamentali della 
cfz. di Kummer, e dualmente esi stono 240 punti comuni, ciascuno, a tre 
soli piani della cfz. stessa (O. N" 3). Sono i piani Il e i punti P di Ca­
porali. Studieremo più tardi la interessante cfz. composta con questi pia­
ni e questi punti (N° 7). Intanto ricorderemo che esistono 60 tetraedri 
di cui le facce sono piani fondamentali e vert ici punti r (O. N° 21): i 60 
tetraedri duali hanno per vertici punti fondamentali e per facce piani II. 
I primi si dicono tetraedri di P specie, i secondi di 2"' specie (O. N° 23). 
Finalmente esistono 80 tetraedri di cui i vertici e facce sono punti e pia­
ni fondamentali insieme (0. N° 20) : essi sono duali di sè stessi e li chia­
meremo tetraedri di 3"' specie. Sulle facce di un tetraedro di 1,. specie 
esistono 12 punti fondamentali situati, a due, a due, sulle sue costole. Que­
sti punti appartengono a una stessa qnadrica (0. N o 56) la quale viene 
così a tagliare la superficie di Kummer lungo le 4 coniche singolari si­
tuate sulle facce del tetraedro in parola. U n tetraedro di 3"' specie contie­
ne sulle sue facce tutt'e 16 i punti fondamentali e quindi le 4 coniche 
singolari, situate sulle sue facce, non possono appartenere a una stessa 
quadrica. Per il seguito ci occorre eli stabilire i possibili tipi simbolici di 
tetraedri eli l" e eli 2"' specie. 

I primi sono due cioè : 

(O , a b , c d, , e f); (n c , b c , n d , b d) , 

e i secondi sono pure due : 

( (a. c e) (a. d f)) ((a. b c) (et b f) (a. e cJ (a. e f)' ) 
a.,b, bdf' bee; def' dee' clbf' dbc · 
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5. Una qualunque delle 15 involuzioni gobbe fondam entali possiede, fra 
le rette unite, 8 rette R (N° l) ognuna delle quali contiene due punti fon· 
damentali corrispondenti e appartiene a due piani fondamentali corrispon­
denti. Queste 8 rette R si dividono in due notevoli quateme coniugate 
(C. Ni 9, 10·, 56) di cui ricorderemo la proprietà principale che è la se­
guente. Le 4 rette di una quaterna sono tali che prendendo su tre di 
esse, tre punti fondamentali (uno su ciascuna) in qualunque modo, que­
sti determinano un piano fondamentale che taglia la retta rimanente della 
quaterna in un punto fondamentale e passa per una retta della quaterna 
coniugata. Dualmente ecc. P er esempio l'involuzione (A B) individua le 
due quaterne coniugate : 

O.ab , c d.ef , cf.de, ce.df, 

ac.bc, ad.bd, a e .bd , af .b f . 

Si banno così i simboli di due quaterne coniugate quando si consideri 
ogni retta R come intersezione di 2 piani fondamentali. 

Le coppie di quaterne R coniugate sono ta nte quante le involuzioni 
fondamentali cioè 15. 

Nella involuzione precedente (A B) si corrispondono ad es. i piani O 
e a. b. I punti fondamentali dei due piani diversi da tt e b formano i due 

d l . 1 t' d j (a b cJ (lt b d) (a b e\ (ab f) 0 , .., .1 . qua rangoicompei c e, def cef c df} ca'e . ra e HtCie n-

conoscere che un lato dell'uno incontra un lato dell'altro senza che i due 
quadrangoli siano prospettivi (1). Questa osservazione ci sarà utile nel 
segui to. 

6. È necessario adesso stabilire l'esistenza di certe quaclricbe ciascu­
na delle quali passa per 8 punti e tocca 8 piani della cfz. di Kummer. 
Per questo, si prenda a considerare la qnadrica Q che passa per le coppie 
di assi A B, B A; C D , D C e per il punto fondamentale a. Poichè cia­
scuna delle due involuzioni (A B) , (C D) trasforma la Q in sè medesima, 

segue che il quadrilatero gobbo ordinato: a, . b . (~ ~ ~J . (~ ~ ~) giace per 

intero sulla Q. Ma anche cia scuna delle 4 involuzioni (A O), (A D), (B O), 
(B D) trasforma la Q in sè medesima: applicandole dunque al quadrila 
tero suddetto si arriva, in 4 modi diversi, al quadrilatero ordinato: 

c .(~~ ~) . (~~~). d che giacerà per intero sopra Q. Essa quindi passa 

(l ) L a loro cfz. è cousiderat.a da )l ARTINETTI n ella Nota.: Le cfz . (8, , 8~ì di punti 
e piani (Giorn. d i Mat., Vo l. XXXIV) . 
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per 8 punti fondamentali: e, tenendo conto delle R che contiene, si vede 
subito che è anche tangente a 8 piani fondamentali. Se, fra le infinite qua­
driche che passano per gli assi A B, B A, C D, D C, si prendesse quella 
che passa per uno dei rimanenti punt i fondamentali, si vedrebbe analo­
gamente che essa conterrebbe anche i rimanenti 7 e sarebbe tangente agli 
8 piani fondamentali restanti. 

Dunque: per gli assi delle due involuzioni gobbe (A B), (C D) passa­
no due quadriche ciascuna delle quali con t iene 8 rette R, 4 appartenenti 
alla congruenza (A B) e 4 alla (C D). Tali rette sono per l'una quadrica: 

O. ab, a c. b c, a d. b d, v d. ej appartenenti alla congruenza (A B), 
O . c d , a c . a d , b c . b d , a b . e f » >> » (C D), 

e per l'altra: 
a e. be, aj. bf, c e. dj, cf. d e appartenenti alla congruenza (A B), 
c e . d e , cf. d f, a e . b f, a, f. b e >> » » (C D), 

e quindi ciascuna di tali quadriche passa per 8 punti ed è tangente a 8 
piani della cfz. di Kumruer. Manifestamente esistono due quadriche sif­
fattt~ per ogni aggruppamento analogo ad (A B). (O D) dei 6 simboli A, 
B , C, D, E, F. 

Dunque il loro numero è 15 . 3 . ~ = 90. 
<< Ptt' due coppie ài assi jon.àamental·i che s·i tagliano, della cjz. di Klein, 

si possono condurt·e due quadriche ognuna delle qual·i pa.ssc~ per 8 punti e 
tocca 8 piani della cjz. di Kummer >> . 

Oppure: 
<<Le 120 t·ette R di Caporali stanno, a 8, a 8, sopm 90 quadt·iche cia­

scuna delle quali passa p er due coppie di assi fonda-mentali, della cfz. di 
Klein, che si tagliano ». . 

7. Ci proponiamo ora lo s tudio della interessante figura composta con 
i 240 punti P e 240 piani II (N° 4). Si consideri perciò il gruppo delle 
32 omografie che trasformano in sè la cfz. di Kummer e che provengono 
da tutti i possibili prodotti dei 6 sistemi nulli fondamentali. È evidente 
che ognuna di esse muterà in sè la figura dei punt i P e piani II. Appli­
cando dunque le omografie di tal gruppo a un punto P, o a un piano II, 
come elemento iniziale otterremo manifestamente una cfz. di Kummer co­
stituita da 16 punti P e da 16 piani IL Dopo, si prenda uno degli ele­
menti P , o II rimanenti e si ripeta l'operazione: si troverà una nuova 
cfz. di Kummer ancora composta di elementi P e II: si prosegua cosl 
l'operazione sino a che i 240 punti l' e 240 piani II non siano esauriti. 
Il ri s ultato si potrà esprimere mediante il seguente teorema: 

« I 240 punti P e i 240 piani II cmnpongmw 15 mwve cjz. d·i Kum­
mer. (C. N° 56) Le chiameremo le cfz. II P della cfz. fondamentale». 
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8. Vediamo adesso come si caratterizza una di queste 15 cfz. Si 
consideri il piano fondamentale O e in esso i suoi punti fondamentali a, 
b, c, d, c, f. Secondo le notazioni già adottate, è manifesto che i piani 
fondamentali ab, c d, cf sono i corrispondenti di O nelle tre involuzioni 
gobbe (A B), (C D), (E F) e quindi il loro punto comune, che è un punto 
P, è il polo di O rispetto al tetraedro di Klein (AB, O D , E F). Dunque : 

<<I 15 poU di un piano della cfz. di Kummer, 'rispetto ai 15 tctraedri 
di Klein, appat·tcngono a uno, a uno, alle 15 cfz. II P (c costituiscono evi­
dentemente i 15 vertic-i opposti al piano suddetto nei 15 tetraedt·i di 1a spe­
c·ie cui il piano appartiene (N° 4)) >>. 

Cioè: 
«Per costruire una delle 15 cfz. II P basta ft·asformat·e polarmente la 

cfz. di Kummer data, t·ispetto a 1~1w dei 15 tett·aedt·i di Klein >> . 
9. Quest'ultima conclusione può servire a mettere sotto un'altra for­

ma il legame geometrico che passa fra la cfz. data e una delle sue 15 
cfz. II P. 

Perciò si assuma, come tetraedro di riferimento, uno dei 15 tetraedri 
di Klein e si osservi che le formole y1 = x2 x3 x4, y2 = x1 x3 x4 , y3 = x1 x2 x4 , 

y4 = x1 x2 x3 definiscono una involuzione cubica dello spazio nella quale 
gli 8 punti uniti sono: (1111, 11 - l - 1, l - l - 11, l - l l - 1), 
(-1111, l- 111, 11 - 11, 111 - 1); essi costituiscono altri due 
tetra.edri di Klein formanti col l a una terna desmica. Si osservi anche 
che una tale involuzione cubica è individuata dal tetraedro fondamentale 
e da uno dei punti uniti, e che può pensarsi come il prodotto della pola­
rità, rispetto al tetraedro fondamentale medes imo, per la polarità stabilita 
dalla q uadrica che possiede come tetraedri autoconiugati i tre tetraedri 
della terna desmica dianzi ric~rdata. (Tale quadrica è L: xl = 0). E infine 
si ricordi che un tetraedro di Klein appartiene a 4 terne desmiche e che, 
per ognuna di esse, esiste una quadrica fondamentale rispetto alla quale 
i tre tetraedri della terna e quelli della terna associata sono autopolari. 
Allora è evidente che applicando ai punti della cfz. data la trasformazio­
ne polare rispetto a uno dei 15 tetraedri di Klein e, dopo, la polarità ri­
spetto a una delle 4 quadriche fondamentali che hanno quel tetraedro auto­
polare, si otterrà una delle 15 cfz. II P la quale verrà così a corrispon­
dere, punto, per punto, alla cfz. data nella involuzione cubica che è il pro­
dotto delle due trasformazioni suddette. Dunque: 

<< Una cfz. II P corrisponde, punto, a punto, con la cfz. data in 4 invo­
luzioni c-ubiche dello spazio, ognuna delle q1~ali 'tisulta come i l prodotto della 
palarità rispetto a un determinato tctra,edt·o T di Klein e della polat·ità t·i-

CIANI. 21 
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spetto a 1tna delle 4 qttadr·iche fondamentali che hanno T conw atttoconiu­
gato (1) ». 

<< Tali invol1tzioni mtbiche possono anche intendet·si individttate mediante 
uno dei tetraedt·i di Klein come tetraedro fondamentale e mediante gli 8 ver­

tici di altri dtte tali tetraedt·i formanti col pt·imo una terna desmica, come 
gruppo di punti uniti >> . 

10. Si può fare un'applicazione dei precedenti risultati alle cfz. tetra­
edroidali. Ciò si ottiene molto semplicemente mediante la osservazione se­
guente: Se un piano p P<tssa per un vertice V di un tetraedro T di Klein, 
il polo di p rispetto a uno degli altri 6 tetraedri di Klein che hanno con 
T una coppia di spigoli a comune, si trova su quella faccia di T che è 
opposta a V: dualmente ecc. 

Si hanno così i seguenti resultati: 
Una cfz. una volta tetraedroidale (rispetto a un tetraedro Ti) ammet­

te come cfz. II P: il tetraedro Ti , sei cfz. una volta tetraedroidali (ri­
spetto ai 6 tetraedri che con Ti hanno una coppia di spigoli comuni), e 
otto che non lo sono affatto. 

Una cfz. due volte tetraedroidale (rispetto a due tetraedri Ti , T2 

aventi due spigoli comuni) ammette come cfz. II P: i due tetraedri Ti , · 
T2 , una cfz. due volte tetraidroidale (rispetto al tetraedro che ha con T1 

e T 2 una coppia di spigoli comuni); otto cfz. una volta tetraedroidali (ri­
spetto ai tetraedri che hanno due spigoli comuni con uno solo dei T1 , 

T2) e quattro che non lo sono affatto. 
Una cfz. tre volte tetraedroidale (rispetto ai tetraedri Ti T2 T3 di 

una terna desmica) ammette, come cfz. II P, i tre tetraedri Ti , T 2 , T3 ; 

tre cfz. tre volte tetraedroidali (rispetto ai tetraedri della terna desmica 
associata) e nove cfz. una volta tetraedroidali rispetto ai tetraedri rima­
nenti i quah hanno tutti due spigoli comuni con uno dei T1 , T2 , T3• 

Una cfz. 4 volte tetraedroidale (rispetto ai tetraedri T1 T2 T3 T4 di 
cui i primi tre formano una terna desmica e il 4° appartiene alla terna 
desmica associata) ammette, come cfz. II P, i 4 tetraedri Ti , T2 , T3 , T4 , 

due cfz. tre volte tetraedroidali (rispetto ai due tetraedri che completano 
la terna desmica associata); tre cfz. due volte tetraedroidali (rispetto ai 
tre tetraedri che hanno due spigoli a comune con T 4 e con uno dei Ti , 
T 2 , T3) e sei cfz. una sol volta tetraedroidali (rispetto ai 6 tetraedri ri­
manenti, ciascuno dei quali ha una coppia di spigoli comuni con uno dei 

Tt' T2' Ta)· 

(l) Ecco nn esempio che sembra notevole di una corrispondenza birazionale dello 
spazio che trasforma, punto, a ptmto, una cfz. di KUMMER in un'altra cfz. di KUMMER, 
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Una cfz. sei volte tetraedroidale (rispetto ai tetraedri T1 T 2 T3 T 4 

T
5 

T
6 

componenti, a 3, a 3, quattro terne desmiche) ammette come cfz. 
II P i sei tetraedri precedenti; una cfz . 6 volte tP-traedroidale rispetto a 
quel tetraedro T7 che ha con ciascuno dei 6 precedenti due spigoli comn. 
ni, e 8 cfz. tre volte tetraedroidali (rispetto ai rimanenti tetraedri i quali 
si dividono in 4 coppie formanti con T7 le 4 terne desmiche associate 
delle 4 su nominate). 

11. Questi resultati dimostrano come si~t possibile mediante le nostre 
involuzioni cubiche (applicate anche una sola volta) di trasformare una cfz. 
di Kummer in guisa di aumentare, o diminuire di una, due, tre unità il 
grado di tetraedroidalità. Al contrario tale grado può esser mantenuto, in 
queste trasformazioni, per tutte le cfz. tetraedroidali all'infuori di quelle 
che lo sono 4 volte. Le cfz. due volte tetraedroidali rispetto a una stessa 
cfz. di Klein si distribuiscono in coppie corrispondenti. Lo stesso può dir· 
si delle 30 cfz. 6 volte tetraedroidali come esprime, con maggiori dettagli 
il seguente teorema : 

« Se in un piano fondamentale di una cfz. sei volte tetraedt·oidale si 
cons·idera il triangolo delle rette h e per i suoi vertici si conducono le altre . 
3 rette h, che non giacciono nel piano suddetto, esse s'·incontt·ano in 1tn pun­
to che appat·tiene a una nuova cfz. sei volte tetraedroida.le, la quale cm-ri· 
spond-e alla prima nella involuzione cubica stabilita da un determinato te­
traedt·o di Klein e da una delle 4 quadriche fondcunentali che hanno quel 
tett·aedro come autopolare {l) » . 

12. Vogliamo adesso costruire i simboli di una cfz. II .P secondo le 
notazioni adottate. Per questo, cominciam() dall'osservare, che riguardando 
il simbolo di un piano II come il prodotto dei simboli dei 3 punti fonda· 
mentali che contiene si hanno i 3 seguenti t ipi possibili: 

a. b.(;:~); a.(~~;). (~:~); (~~;) (~~~) (;~:). 
Per dedurne altri, più opportuni per il seguito, si consideri ogni piano 

II come individuato dalle 3 rette R che congiungono a due, a due i tre 
punti fondamentali contenuti in II e si rappresenti ciascuna di queste R 
mediante i 2 piani fondamentali che la contengono. I simboli precedenti 
si trasformano allora in quest'altri: 

(ab.O, ac.ad, be.bf), (ab . cte, ae . aj, bc.ef), 

(ab. dj, a c. cf, be. d c). 

( l ) SEGRE, Sur un cas pa1·ticulier de la S1wjace de KUliiMER. Berichte iiber die Verh. 
der konigs der Wiss. zu Leipzig 1884. 
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Ciò premesso, per costruire i 16 piani di una cfz. II P basterà (No 8) 
cercare i piani polari dei 16 punti fondamentali rispetto a un medesimo 
tetraedro di Klein; il che può ottenersi costruendo i tre corrispondenti di 
ogni punto fondamentale rispetto alle 3 involuzioni gobbe individuate dal­
le 3 coppie di spigoli opposti del tetraedro suddetto e quindi prendendo 
il piano di tre tali punti. Ora si riconosce facilmente che ogni tetraedro 
di 2" specie è autopolare rispetto a un determinato tetraedro di Klein. 

« Dunque i 16 piani d-i t~na cfz. II P sono le facce di 4 tetmedri di 
2a specie autopolat·i t·ispetto a un 1nedesirno teraedro di Klein >>. 

Se questo tetraedro di Klein è ad es. (A B, C D, E F), i 4 tetraedri 
suddetti sono : 

{a, b,(: :~) , (::~)l , le, d , (~:;) , (~ :{)! , 

j (e a b) (e cd) t ! (a dj) (ade) (a cf) (a c e) l 
(e,j, fcd' fab l'l bee' bcf.' bde' bdj j· 

Passando al 2° modo di rappresentarne simbolicamente le facce, se­
condo quanto si è detto al principio di questo numero, si trovano i sim­
boli seguenti: 

ab. O, ac .ltd, be.bj, c d. o' c a. cb , d e. dj 

ab.O, a e. aj, b c . b d' c d. o' ce.cf~ da. d b 

a c. a d, ae . a j , c d. ej, c a. cb, c e. cf, a b. ef 

be. bf, b c. b d' c d. ef, de . dj, da.db, a b.ef 

ej.O, ea.eb,jc.jd, a d . b c, cf . d e, af. be 

e f. O, ec . ed,ja .jb, ad . b c, a e. bj, ce.df 

e a. e b , e c . e d, ab. c d, aj . be, dj. c e-, a c. b d 

fc.jd,ja.jb, ab.cd, de.cj, ae.bj, a c . b d 

OAPITOLO II. 

Le sedici bitangenti di un gruppo di Kummer. 

13. Prima d'intraprendere le nostre ricerche sulle bitangenti, valendosi 
della cfz. di Kummer, è necessario richiamare alcune nozioni e denomina­
zioni ben conosciute su tali bitangenti e soprattutto la notazione di Resse 
che così mirabilmente si presta a esprimere le proprietà più importanti. 
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Esistono 63 serie quadratiche di coniche inviluppanti una quartica 
piana generica. Ogni serie contiene 6 coppie di bitangenti. I sei punti 
d ' incontro delle bitangenti in ogni coppia (che per brevità chiameremo i 
sei punti doppi della serie) stanno su di una conica che dicesi la conica 
armonica alla serie. Ogni coppia di bitangenti appartiene a una sola se­
rie . .Assumendo gli otto simboli 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, le ventotto bitan­
genti possono rappresentarsi con le com binazioni binarie di tali simboli 
e una serie viene così a esser rappresentata dall' uno, o dall'altro dei due 
tipi simbolici seguenti: 

(I) ... 13.23, 14.24, 15.25, 16.26, 17.27, 18.28, 

(II) ... 12. 34, 13. 24, 14. 23, 56. 78, 57. 68, 58. 67. 

Per costruire simbolicamente il primo si consideri un esagono conte­
nuto nell'ottagono 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, e si formi ogni coppia della se­
rie scrivendo i simboli delle rette congiungenti uno stesso vertice dell'esa­
gono con i due vertici dell'ottagono che non appartengono all'esagono. 
Dunque il simbolo più semplice di questo tipo è la indicazione dei due 
vertici suddetti: così la (I) si indicherà con (12) ponendo le parentesi per 
evitare equivoci con la bitangente 12. I tipi come (I) sono 28. Per costrui­
re invece i tipi come (II) si considerino 2 quadrangoli, nell'ottagono, non 
aventi alcun vertiee comune: le coppie della serie sono rappresentate dal­
le coppie di lati opposti dell'uno e dell'altro quadrangolo e i vertici del­
l'uno, o dell'altro possono servire a rappresentare simbolicamente la serie; 
così la (II) si può rappresentare con (1 2 3 4) oppure (5 6 7 8). I tipi (II) 
sono 35. Due serie ha.nno 4, o 6 bitangenti comuni. Per es., le due (1 2 3 4), 
(1 2 5 6) hanno 4 bitangenti comuni e si chiamano congiunte di l" specie: 
le coppie 12. 34, 56 . 78, 12 . 56, 34 . 78 si chiamano le coppie di congiun­
zione. Invece le altre due serie come (l 2 3 4), (l 2 3 5) hanno 6 bitangen­
ti comuni e si chiamano congiunte di 2" specie. Le bitangent i non comu­
ni a queste ultime appartengono a una terza serie che è congiunta di 2" 
specie con ciascuna delle prime. Si riconosce facilmente che esistono 315 
gruppi ciascuno dei quali è composto di 3 serie che, a due, a due, sono 
congiunte di l" specie. Si chiamano gntppi d·i Ja specie. 

I loro tipi simbolici sono i due seguenti: 

ì (1 2 3 4), (23), (14) : ' l (1 2 3 4), (1 2 5 6), (l 2 7 8) 1-

I primi sono 210. I secondi 105. Si vede analogamente che esistono 
336 gruppi ognuno composto di 3 serie congiunte, a due, a due, di secon­
da specie, così che ciascuna di esse è costituita dalle coppie non comuni 
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alle altre due. Si chiamano gruppi di 2" specie. I loro tipi simbolici sono: 

l (l 2 3 4), (12 3 5), (35) l ' l (45), (46), (56) ! . 

I pnm1 sono 280 e i secondi 56. Un gruppo di l" specie contiene 
tutte le 28 bitangenti, un gruppo di 2" specie ne contiene solamente 18: 
vedremo in seguito (N° 32) la figura notevole che compongono le 10 rima­
nenti (1). 

14. Ciò premesso abbiasi una superficie di Kummer affatto generica 
e se ne consideri una sezione piana pure generica. In forza del teorema 
di Kummer già citato, essa può pensarsi come una quartica generale. Le 
sue 28 bitangenti si dividono in due specie: 16 che provengono dai 16 
piani doppi e le 12 rimanenti. Ci proponiamo adesso di dimostrare che 
queste ultime si distrilmiscono in 6 coppie appartenenti a una medesima 
serie di coniche quadritangenti. Per questo ricorderemo, avanti tutto, che 
la condizione necessaria e sufficiente affìnchè due coppie di bitangenti ap­
partengono alla stessa serie si esprime esigendo che gli 8 punti di con­
tatto stiano su di una medesima conica. Rammenteremo pure (N° 4) che 
le 4 coniche singolari situate sulle facce di un tetraedro di l o specie della 
della cfz. di Kummer appartengono a una stessa. Dunque: «Le 4 bitatt· 
genti che provengono dalla sezione di un tett·aedro di 1a specie ha~tno i loro 
8 punti di contatto su di una conica e quindi costituiscono in 3 modi diver­
si due coppie di una medesima serie». 

Allora si osservi che esistono i seguenti tetraedri di l" specie (N° 4): 

(O , a b , c d , e f) ; (O , a b , c e , d f) , (O , a b , cf , d e) , 

(a c , b c, a d, b cl); (a c, b c, a e, b e) , (a c , b c , af, b f). 

Se quindi, indichiamo con i k la intersezione del piano i k col piano 
della quartica, si vede che apparterranno alla stessa serie le coppie: 

O. c~b, cd. ef, ce. dj, cf.de ... (I) 

e a un'altra serie le : 

ac, be, ad. bd, ae. be, af.bf ... (IT) 

Queste serie, secondo il num. precedente, sono congiunte di l a specie 
essendo coppie di congiunzione quelle che mancano nell'una e nell'altra. 

(l ) Qnesf;e denominazioni furono già adoperate nella mia. Nota.: Sopra le serie qua­
dratiche di coniche inviluppanti la quartica piana. Reudic, Istit, Lomb., 1895. 
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Se indichiamo queste ultime con m n, p q; 1n p , q n , la serie individuata 
da 1n q , p n: sarà congiunta di l "' specie con entrambe le (I), (II) prece­
denti e quindi non avrà con esse a comune alcun'altra bitangente all'in­
fuori di m , n , p , q . Essa è quindi la serie cer -:-:.tta. Dunque il teorema 
fondamentale di Kummer può mettersi sotto questa forma più precisa: 

<< Le 16 bitanyenti eli wu~ quartica che avanzano togliendo dalle 28 le 12 

che costit1~iscono 6 coppie di 1t1U~ rnedesitna serie, si possono considerare co­
me se:ioni d'i 16 piani fondamentali di 004 cjz. rli Kummer. Diremo che 
quelle 16 bitangenti compongono uno gruppo di Kummer, e chiameremo 
complementari un gruppo di Kummer e una serie quando, presi insieme 
esauriscono le 28 bitangenti. Esistono 63 gruppi d'i Kummer. Una bitan­
gente entra in 27 serie e quindi in 27 gruppi di Kummer. Due bitan­
genti entra.no in 20 tali gruppi >> . 

15. Le coppie di piani fondamentali che hanno dato origine alle (I), 
(II) del No precedente si corrispondono nella involuzione gobba (A B) (N° 
3) e costituiscono le due quaterne R coniugate relative a quella involu­
zione (N° 5). Dunque le considerazioni fatte possono ripetersi per ciascu­
na delle altre 15 involuzioni gobbe fondamentali e quaterne R relative. 
Cioè: 

<< Le 16 bitangenti di un gmppo di Kummer si possono, in 15 modi di­
ve?·si, d.istribuire in 8 coppie non comuni a due serie congitmte di pri1na spe­
cie. Le 4 coppie dell'una sm·ie e le 4 coppie dell'altra provengono dalle se­
zioni con le quaterne R coniugate di Caporali. Le 15 coppie di ser'ie che così 
si tt·ovano, sono quelle che fonnano tutti i possibili gntppi di 1a specie con 
la serie co1nplmnenta1·e del gt·uppo dato >>. 

16. Si tratta adesso di vedere come si possa passare dalla notazione 
i k, adottata provvisoriamente nel N° 14 per rappresentare la bitangente 
proveniente dal piano i k; alla notazione eli Resse, già ricordata al No 13. 
Intanto, come abbiamo rilevato, esistono due tipi simbolici eli serie, così os­
serviamo adesso l'esistenza dei due tipi simbolici seguenti di gruppi di 
Kummer: 

(I). 12, 34, 35, 36, 37, 38, 45, 46, 47, 48, 56, 57, 58, 67, 68, 78, 

(II). 15, 16, 17, 18, 25, 26, 27, 28, 35, 36, 37, 38, 45, 46, 47, 48. 

Il (I) si trova simbolicamente associando un lato dell'ottagono comple­
to l . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 a tutti i lati dell'esagono completo che 
rimane quando dall'ottagono si tolgono i due vertici che stanno sul lato 
suddetto; il (II) si ottiene dividendo il suddetto ottagono in due quadran­
goli non aventi alcun vertice comune e quindi scrivendo i simboli di tutte 
le rette che uniscono un vertice dell'un quadrangolo a un vertice dell'al-
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tro. Queste osservazioni ci permetteranno spesso, nel seguito, di semplifi­
care assai la scrittura, come già fu indicato in parte al N° 13: per esem­
pio il simbolo {12) preceduto dalla parola serie, o gruppo d'i Kummer signi· 
ficherà l'uno, o l'altro dei due seguenti aggruppamenti: 

13 . 23, 14 . 24, 15 . 25, 16 . 26, 17 . ~7' 18 . 28, 

12, 34, 35, 36, 37' 38, 45, 46, 4 7 ' 48, 56, 57' 58, 67' 68, 78, 

e ugualmente il simbolo {l 2 3 4 = 5 6 7 8) preceduto dalla parola serie, o 
gruppo di Kummer,'esprimerà l'uno o l'altro dei due aggruppamenti: 

12 . 34, 13 . 24, 14 . 23, 56 . 78, 57 . 68, 58 . 67, 

15, 16, 17, 18, 25, 26, 27, 28, 35, 36, 37, 38, 45, 46, 47, 48. 

Ciò premesso, per poter desumere le proprietà dei gruppi di Kummer 
da quelle delle rette sezioni di 16 piani fondamentali, bisogna operare il 
passaggio dai simboli di queste ai simboli di quelli in guisa che la pro· 
prietà del N° 15 sia mantenuta nel passaggio medesimo. Se si tratta del 
tipo s imbolico {I) basta evidentemente sost ituire 12 a O e 3, 4, 5, 6, 7, 
8 ai simboli a, b, c, d, e, f in un ordine qualunque. Se poi si tratta del 
tipo simbolico {II) allora si scrivano due determinanti: 

O ab a c b c 

ej c d b d a d 

dj c e b e a e 

d e cf bf aj 

15 16 17 18 

25 26 27 28 

35 36 37 38 

45 46 47 48 

il cui modo di formazione è manifesto e si riferiscano i termini che han­
no il medesimo posto. Si riconosce allora facilmente che, nel passaggio, la 
proprietà su ricordata è mantenuta. Infatti le quindici coppie di quaterne 
R coniugate e le 15 coppie di serie di bitangenti del N° precedente na­
scono, o dall'accoppiamento delle linee come: 
O. ej, ab. cd, ac. bd, be . ad~ che ) 15. 25, 16. 26, 17. 27, 18. 28 .. . 

dj. de , ce. cf, be . bj, ae . aj~ generano Ì 35. 45,36. 46,37. 47 , 38. 48 .. . 

o dall'accoppiamento delle colonne come: 

O . ab, ej . cd, dj . ce, de . cf ~ che ) 15 . 16, 25 . 26, 35 . 36, 45 . 46 .. . 

ac. be, bd. ad, be . ae, bf. aj ~ generano Ì 17. 18, 27. 28, 37. 38,47. 48 .. . 

o infine da un manifesto accoppiament{) dei minori complementari del 2° 
ordine come : 
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O. cd, ab . ej, be . aj, ae . bf, Ì che ~ 15. 26, 16 . 25, 37. 48, 38 . 47 .. . 

ac . ad, be . bd, cf. dj, ce . de, ~generano/ 17. 28, 18 . 27,35. 46,36. 45 . . . 

17. Riprendiamo le due quat43rne R coniugate: 

(O . ab, cd . ef, ce . dj, cf . de), (ac . be, ad . bd, ae . be, aj . bj), 

esse sono composte con rette R che si appoggiano ad A B , B A (Ni 3 e 
14). Le coppie di piani fondamentali, per quelle rette., sono tagliate dal pia­
no della quartica in coppie di bitangenti che, secondo i Ni precedenti, pos­
sono rappresentarsi ad es. con : 

(12 34, 56 . 78, 57 . 68, 58 67), (35 . 45, 36 . 46, 37 . 4 7' 38 . 48). 

Tali serie sono congiunte di 1• specie e le coppie di congiunzione 
sono : (13 . 24, 14 . 23), (31 . 41, 32 . 42). Ebbene vogl·iamo di?nostrare che 
i punti d'incontro degli assi AB, BA della i?wolt,z·ione (A B) col p ·ia­
no della quart-ica gicwciono sulla retta (31 . 32) . {41 . 42) dove 31, 32; 
41, 42 sono manifestamente le coppie congiunte contemporaneamente a 13 . 24, 

14 . 23 e a 31 . 41, .'32 . 42. Infa-tti, si osservi che le coppie di piani fon­
damentali, passanti per le rette R precedenti , sono formate da piani cor­
rispondenti nella involuzione (A B). Dunque, se ~'lf, M' sono le tracce di 
AB, BA col piano della quartica, la coppia M M' è armonica rispetto 
alle coppie di bitangenti 12 . 34, 56 . 78, 5'1 . 68, 58 . 67, 35 . 45, 36 
. 46, 37 . 4 7, 38 . 48: ma le prime quattro coppie appartengono a una 
stessa serie e quindi a una stessa rete, per cui M M'essendo armonica a 
più di due coniche della rete (non formanti fascio) lo sarà rispetto a tut­
te e quindi anche rispetto a 13 . 24, 14 . 23. Analogamente si vede che 
M M ' è armonica ri spetto a 31 . 41, 32 . 42 : dunque i punti M fl!I' giac­
ciono sulla retta che unisce i due punti ;n . 32, 32 . 42 c. d. d. 

Il ragionamento precedente riguarda il gruppo di Kummer (12) e una 
delle 15 coppie di serie (N° 15) avent i 8 bitangenti nel gruppo suddetto. 
Se si ripete il ragionamento per le altre 14 coppie di serie si arriva alla 
seguente conclusione: Ad ogni lato dell'esagono completo di cui i vertici 
sono i punti doppi della serie (12) si appoggiano gli assi di una delle 15 
involuzioni gobbe fondamentali. Dunque i ·~:ertici d·i quest 'esagono sono i poli 
del piano della quartica 1·ispetto ai 6 s:.stwti m,zu fondamentali. E quindi 
tali punti non variano al variare della cfz. di Kummer attorno a.Jla quar­
tica. 

Sopra ogni lato dell'esagono precedente esist<>no i punti d ' incontro, 
col piano della quartica, dei due assi di una delle 15 involuzioni fonda-
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mentali: vogliamo adesso fi ssare la posizione di due tali punti dimostran­
do che ess·i sono i punti doppi della involuzione segnata, sn q7tella t·etta, dai 
lati del qnadrangolo cost·itttito dai 4 vertici dell'esag mo esterni alla retta 
medesima. 

Siano 11!, 11!' i due punti in questione e p, q, ,., s i 4 vertici suddet­
ti. Consideriamo la involuzione gobba fondamentale di cni gli assi passa­
no per 111, M': al piano della quartica corrisponde un piano per M, JJI' e 
in esso si hanno i punti p', q' , t·' , s'corrispondenti di p , q, r, s. La retta JJ.f. M' 
è tmita e M, M' sono i punti doppi della involuzione che essa sostiene. 
Punti corrispondenti di questa in voluzione sono i punti d ' incontro con p 
q, p' q'; p r, p' r'; r s, r' s' ecc. :Ma, per una osservazione già fatta al­
la fine del N° 5, si tagliano, a due, a due, sulla retta JJf, M' le rett-e (p q, 
r' s'), (r s, p' q'), (p 1· . q' s'), (q s, p' r'), (p s, q' ,,), (q t·, p' s'), quindi 
M, M' sono i punti doppi della involuzione segnata sulla retta JJf. ili' da 
(p q, t' s), (p r, q s), (p s, q r) c. d. d. 

Riassumendo abbiamo dunque i seguenti risultati: 
<< Variando la cfz. Kummer attorno alle 16 bitangenti di w~ gruppo di 

K ummer e assumendo tutte le oo4 posizioni possibili e quindi vat·iando con­
seguentemente i 6 complessi in involttzione re lativi, non vat·itrno i 6 poli del 
piano della quat·tica rispetto ai 6 complessi suddett·i. Essi sono i 6 punti 
doppi della serie di bitangenti complementare del gruppo di Kummer consi­
de1·ato >> . 

Ovvero, in altre parole: 
« Una cfz. di Kummer e la cfz. di Klein che la pt·ima -individua sono 

così legate che facendo variare in tutti i mod·i possibi li la pt·ima attorno a 
una sua sezione piana, la seconda vat·ia ugualmente attorno alla pt·opria se· 
zione col medesimo piano. Una coppia degli assi fondamentali della cfz. di 
Klein taglia un lato dell'esagono completo, individuato d·:i 6 poli del piano, 
nei punti doppi della intJoluzione, segnata su di ess~ per mezzo del quadran­
golo completo fonnato con i 4 vertici esistenti fuot·i del lato suddetto. 

18. Si ha così una figura di 15 coppie di punti , che indicheremo col 
simbolo M, la quale è intimamente legata a un gruppo di Kummer e quin­
di alla quartica. Le conosciute proprietà della cfz. di Klein dànno, per se­
zione, altrettante proprietà dei punti M. Ad es. : 

I 30 punti 111 relativi a un gruppo di Kummer giacciono, a tt·e, a tre, 
soprct 60 1'ette 1n con le qual·i si possono formare 15 qttadrilateri di vertici 
M. Le 60 rette 1n sttddette pa.qsano, a tre, a tre, per 320 punti e così ·i qua­
drilateri suddetti si organizzano in 20 teme desrniche le quali sono, a due, 
a due, associate. 

Esistono 10 coniche (sezioni delle 10 quadriche fondamentali) ognuna 
delle quali contiene 6 coppi j di punti M: le 9 coppie t·imanenti so n formate 
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da pttnti conùtgati. Queste 10 coniche si cara.tterizzano così : Si considm·ùw 
2 triangol·i di cui i vertici esauriscono i 6 poli del piano e si cerd~·ino le 
coppie M stti lati d·i qtwsti tr·iangoli : esse appar-tengono a wut delle coniche 
domandate. Ad es. se a', b', c', d', e', f' sono i poli del piano della quar­
tica (punti doppi della serie complementare del gruppo di Kummer dato), 
i punti M giacenti sui lati dei triangoli (t' b' c' , d' e' f' stanno sopra una 
delle coniche suddette: :;;i vede anche che le 3 coppie 111[ che gia0ciono 
sui lati di uno stesso triangolo) come a b c, a due, a due, armoniche sulla 
conica, finalmente ogni triangolo come a' b', c' d,' e' f' è trilatero diago­
nale per uno dei 15 quadrilateri di vertici M e di lati 1n dianzi ricordati, 
ecc., ecc. 

Riguardo a questi punti .ll vedremo al Cap. V altre proprietà più 
importanti e anche più intimamente connesse con la quartica. 

19. Riprendiamo a considerare una delle 15 involuzioni gobbe fonda­
mentali e la corrispondenza che esse stabili scono fra i piani fondamentali 
della cfz. di Kummer. Segando col piano della quartica, è manifesto che 
le due bitangenti provenienti dalla sezione di piani corrispondenti taglie­
ranno sulla retta che unisce le traccie degli assi una coppia di punti ar­
monica alle tracce medesime. Rieordando allora come fu determinata la po­
sizione di tali tracce al N° 17 J si ha il seguente teorema: 

« Se si prendono due coppie di bitangenti della stessa serie) come 12 J 34) 

13 . 24; sulla 1·etta ((12 . 34) . (13 . 24)) segnano coppie di punti di 1tna 
stessa involuzione le altre 8 coppie di bitangrnti che appa.rtengono alle due 
serie congiunte di 1a specie secondo 12 . 34J 13 . 24 e che sono diverse dalle 
coppie di congittnzione. I dtte punti doppi sono i punti M che quell(t ·retta 
contiene. Un g1·uppo di Kummer ·ind:ividtta 15 di queste involttzioni ». 

20. La nota proprietà che i 6 piani fondamentali della cfz. di Kum· 
mer passanti per uno stesso punto fondamentale sono tangenti a uno stesso 
cono quadrico dà immediatamente il teorema: 

<< Le 16 bitangenti di un gt·uppo di Kummer sono) a 6) a 6) tangenti a 
16 coniche. Queste 16 coniche e le 16 bitangenti sttddette sono così costruite 
che ciascuna delle prùne è tangente a sei delle seconde e viceve~·sa >> . 

Indicheremo con la lettera t tali esalateri di bitangenti circoscritti a 
coniche. E' assai facile il caratterizzarli : ritroveremo così rapidamente i 
tipi simbolici già conosciuti. Basta ricordare (N° l) che i 6 piani fonda­
mentali per un punto fondamentale possono esser rappresentati dai due 
tipi simbolici seguenti: 

(O, ab, ac, ad, ae, af), (ab, etc, be, de, dj, ef). 

Allora riferendosi al l o tipo simbolico di gruppi di Kummer (N° 16) si hanno 
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i due tipi di esalateri t: 

12 . 34 . 35 . 36 . 37 . 38; 34 . 35 . 45 . 67 . 68 . 78, 

riferendosi invece al secondo, si trova un solo nuovo tipo simbolico di esa· 
latero t che è: 15 . 16 . 17 . 28 . 38 . 48. Essi sono i tre tipi già co· 
nosciuti (1). Da essi si ricava facilmente che: Le 6 bitangenti comuni a due 
serie congiunte di 2a specie compongono un esalatero t e viceversa. Per cui 
il numero di tali esalateri è il triplo del numero dei gruppi di 2"' specie, 
cioè (N° 13) è dato da 336 . 3 = 1008 come è ben noto. 

21. Si consideri una delle 16 bitangenti di uu gruppo di Kummer e 
il piano fondamentale della cfz. che la contiene. In quel piano esistono 6 
punti fondamentali giacenti su di una conica i quali congiunti, a due, a 
due, dànno le rette d'intersezione con gli altri 15 piani fondamentali: que­
ste rette tagliano dunque la bitangente considerata nei punti d'incontro 
con le altre 15 bitangenti del gruppo. Dunque: 

<<In un gruppo di Kummer, le 15 intersezion'i di una bitangente del grup· 
po co1t le 15 rimanenti si possono riguardare come le intersez'ioni prodotte 
8ttlla 1·etta dai lati di un esagrammo di Pascal >>. 

Escludendo un lato di tale esagono rimane un quadrangolo che, coi 
suoi lati, segna sulla retta una involuzione cui appartengono i punti d'in­
contro della retta con la conica, cioè i punti di contatto della bitangent~ 
con la quartica. Si hanno dunque, sulla bitangente, 15 involuzioni a ognu­
na delle quali appartengono 3 coppie di punti scelti fra i 15 d'intersezio­
ne con le altre bitangenti del gruppo. A queste involuzioni appartiene la 
coppia dei punti di contatto con la quartica. 

Ora si osservi che se si considera una bitangente e una delle 27 se­
rie cui la bitangente appartiene (NO 13), le coniche della serie segnano su 
di essa coppie di una involuzione perchè la serie è contenuta in una rete: 
a questa involuzione apparterranno quindi le intersezioni della bitangente 
considerata con le altre coppie di bitangenti della serie. Ebbene le 15 in­
voluzioni sopra descritte sono appunto di questa specie. Infatti sia O il 
piano fondamentale che contiene la bitangente considerata. In esso sta l'e­
sagono a b c d e f: se si scarta il lato a b rimane il quadrangolo c d e 
f e allora i piani c d, e f; c j, d e; c e, d f tagliano la bitangente in pa­
rola in punti (N° 16) che possono sempre rappresentarsi con (34 . 56, 34 . 
78); (34 . 58, 34 . 67); (34 . 57, . 34 . 68): Ora appartengono manifesta­
mente a una stessa serie (No 13) le coppie: 56 . 78, 58 . 67, 57 . 68, 34 . 

(l) Cf. a.d es. SALMON, O"roe piane, pa.g 320. 
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12 il che prova l'affermazione fatta. Si ha quindi il seguente t-eorema: 
«Le 27 ser·ie czti appat·t·iene 1tna stessa bitangente segnano stt d·i essa, 

mediante le coniche delle Teti etti le serie appartengono (e quindi anche me­
diante le altt·e coppie di bitangenti delle se·rie medesime), 27 involuzioni aventi 
tutte una coppia comune : quella formata dai punti di contatto con la qum·tica». 

« Dtmque quando sono note le bitangenti di una q1tartica, la detennùw,­
zione, su ciascuna, dei punti di contatto è wt problema di 2° grado risolvibile 
costnwndo la coppia comune a due involuzioni >>. 

CAPITOLO III. 

La cfz. composta con i punti d'incontro 

delle bitangenti a due, a due. 

22. Ciascuna retta R di Caporali taglia il piano della quartica in un 
punto, che chiameremo t·, comune a due bitangenti. l\fa ogni piano II del­
la cfz. di Kummer contiene 3 rette R, dunque taglia il piano della quar­
tica secondo una retta n che contiene 3 punti r. Cioè: 

» l punti t' d'incontro delle bitangenti, a due, a due, in un gruppo di 
Kummer stanllo, a 3, a 3, sopra 240 rette n». 

Per determinare i vari tipi simbolici di queste rette n basterà effet­
tuare il solito passaggio di nota.zione (~0 16) dal simbolo di un piano 
II (N° 12) a quello della sua retta d'intersezione col piano della quartica. 
Si trovano allora, per una retta x, i seguenti tipi simbolici possibili: 

(12. 78, 13 . 14, 25. 26), (12 .13, 15 .16, 23. 56): (12 . 46, 13. 56, 25 . 34), 

che sono quelli già noti. Di qui risulta subito: 
« La condizione necessaria e sufficiente afjìnchè due p ·unti r stiano su 

di una t·etta x, è che le due coppie di bitangenti che li indi1;iduano appar­
tengano a due sm·ie congiunte di Ja specie e siano divm·se dalle coppie di 
congiunzione, o, ciò è lo stesso, che fra gU 8 punti di contatto twn ve ne 
siano 6 su di 1tna conica. Il l 0 criterio serve a trovare il numero delle 
rette x perchè essendo 315 il nu.m. dei gruppi di serie di l"' specie, quel­
lo delle rette n sarà 315 . 16 = 5040 come è ben noto. Segue che una 
retta n proviene da 3 gruppi di Kummer e che per un punto ,. passano 
40 rette n. Si vede anche facilmente che esistono 5040 quadrilateri di cui 
le diagonali sono rett(' n: ognuno d'essi fa parte di 3 esalateri completi 
t (N° 20) (1). 

( l) Per tutte le proprietà richiamate e riassunte in questo numero veggasi ad. es. 
SALMON, Curve piane, pag. 3~4 e seg. 
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23. Le 240 rette n di un gruppo di Kummer passano, a tre, a tre, per 
un certo numero di punti che si dividono in due specie. Una di queste 
specie era già conosciuta (1). L'altra mi sembra nuova. Entrambe si dedu­
cono molto semplicemente dalla cfz. di Kurumer. Basta per questo ricor­
dare che i 240 piani II passano, a 3, a 3, per 1280 rette divise in due 
specie: le 320 rette S niuna delle quali contiene punti fondamentali e le 
960 rette K le quali costituiscono le 60. 16 = 960 rette di Brianchon de­
gli esaerlri ordinati che si posl'1ono considerare formati attorno a ogni pun­
to fondamentale dai 6 piani fondamentali che vi passano (C. "Ni 12, 28). 
Tagliando col piano della quartica avremo che: <<Le 240 rette n di 1tn 
gru11po di Knmmer passano, c~ tre, a tre, per 1280 punti divisi in due spe­
cie: 320 sono quelli della specie già C01W8CÌl~ta : i rimanent·i 960 costit1dsco-
1W 1ma nuova specie e sono p1·ec·isamente i ptmti di Brianchon degli esala­
te?·i t». I primi li chiameremo i punti s, i secondi i punti k. In un grup­
po di Kummer una retta n contiene 4 punti s e 12 p1mti k. 

24. Per meglio studiare questi punti, ci gioveremo dei triangoli di bi­
tangenti di cui i punti di contatto sono su di una conica; triangoli, che 
per brevità, indicheremo col simbolo -r. Per le considerazioni del N° 4, è 
evidente che ogni triedro di cui le facce sono piani fondamentali e il ver­
tice è un punto P è tagliato dal piano della quartica secondo un trian­
golo -r. Si hanno dunque i due tipi simbolici possibili di triangoli -r: 
12 . 34. 56, 23 . 31. 14. Servendoci di questitriangoli cominciamo dal carat­
terizzare simbolicamente i punti k. Sia perciò l'esalatero ordinato t (N° 20): 
12. 34. 35. 36. 37. 38. Il suo punto di Brianchon è (12. 34. 36. 37), 
(34 . 35 . 37 . 38), (35 . 36 . 38 . 12): si hanno così 3 rette n di cui i simboli 
si completano molto facilmente, secondo il N° 22, rispettivamente con 
45 . 48, 45. 78, 48. 78. Per cui si hanno le 3 seguenti rette n concorrenti 
in un punto k : (12 . 34, 36 . 37, 45. 48), (34. 35, 37 . 38, 45 . 78), 
(35. 36, 38. 12, 48. 78). Ora 45. 48. 78 è un triangolo -r, dunque abbiamo 
il teorema: 

c Sopra tre rette n concm·renti in un punto k si trovano, a uno, a uno, 
i tt·e vertici di un tt·iangolo -r e, a due, a due, i 16 ve1·tici di un esalatero 
ordinato t » . 

Ogni retta n è diagonale di tre quadrilateri di bitangenti, ognuno 
d'essi appartiene a 3 esalateri completi t (N° 22) e d'altra parte, in un 
medesimo esalatero completo t, esistono 4 esalateri ordinati aventi a co­
mune una diagonale principale. Dunque: << Ogni t·etta n contiene 36 punti 

(1) Veggasi p. es. la mia Nota: Sopra le rerie quadratiche di coniche invtluppanti l-a 
quartica piana. Rendic. Istit. Lomb. 18!J3. 
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k . a· ·z d . k , 5040 . 36 s e qu~n ~ ~ numeTo ei punt~ ·· e 
3 

= 60480 >>. egue che due 

gruppi di Kummer non hanno a comune alcun punto k: altrettanto acca· 
de per due esalateri t: onde i punti k si possono rappresentare mediante 
i simboli stessi dei 60480 esala.teri ordinati t. 

25. Andiamo ai punti s. Consideriamo, per questo, il piano O della 
cfz. ùi Kummer contenente i punti fondamentali a, b, c, d., c, f. Tale pia­
no appartiene a 15 tetraedri di l" specie (N° 4), e i 15 vertici opposti 
sono i 15 punti P ad esso coordinati (C. N° 8): essi giacciono, a tre, a 
tre, sopra 20 rette S per ciascuna delle quali passano tre piani Il 
(C. Ni 28, 51). Il simbolo di uno di questi 15 punti P è della specie: 
(ab, c d, e f) e tre di essi stanno su di una retta S quando (C. N° 28) i 
loro tre simboli hanno la forma: 

ab, c d, ef, 

cf, e b, a d, 

e d, af, cb, 

dunque questo determinante simbolico può servire a rappresentare una 
delle 20 rette S suddette. Dai simboli già adottati al N° 12 per i piani 
II e da tutto il N° 28 U. segue, facilmente, che i tre piani II passanti 
per la retta S precedente sono: (ab . cd, cf.eb, e·d. af), (ab.ef, 
cf. a d, e d. c b), (c d. ef, e b. a d, af. c b) cioè si ottengono associando 
due colonne del precedente determinante simbolico. Esso dunque serve a 
rappresentare contemporaneamente i tre punti P e i tre piani II passanti 
per una medesima retta S. Allora prendendo (78) per tipo simbolico del 
nostro gruppo di Kummer (N° 16) il determinante in parola diviene il 
simbolo di un punto S· Questo è : 

12. 34. 56 

36. 25 . 14 

45. 16. 28 

Ciascuna linea rappresenta un triangolo -r, associando le colonne, a 
due, a due si hanno le tre rette n per il punto s e cioè: 34 . 56, 25 . 14, 
16 . 23), (12 . 34, 36 . 25, 45 . 16), (12 . 56, 36 . 14, 45 . 23). Dunque: 

« Sopra tt"e rette n concorrenti in 1tn p1tnto s si trovano, a tre, a tre, i 
nove vertici di t1·e t1·iangoli -r così che essi sono prospett·ivi da quel punto e 
le rette n suddette coutengono i vertici corrispondent-i>>. 
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Se, nel determinante precedente, si scambiano le linee in colonne si 
ba il simbolo di un nuovo punto s che si dice coniugato del 1°. Cioè con 
le medesime 9 bitangenti è possibile costruire un'altra terna di triangoli 
t prospettivi da un altro punto .~. Nel capitolo IV studieremo, con mag­
giori dettagli, la figura composta con queste 9 bitangenti. Il pnnto s pre­
cedente non proviene soltanto dal gruppo di Kummer (78) ma, come si 
vede subito, anche dagli altri due (1357) e (1358). Dunque il numero dei 

320 . 63 . . 
punti s è 

3 
= 6720, onde sopra una retta :re eststono 4 punti s. 

26. I punti s giacciono, a 4, a 4, non solo sulle rette :re, ma anche so­
pra certe altre rette a che adesso è necessario esaminare. Ricordiamo per­
ciò che (C. N° 32) le 16 rette S situate sulle facce di un tetra.edro di 2• 
specie giacciono, a 4, a 4, sopra 4 piani I: in ogni piano I le 4 rette S 
compongono nn quadrilatero di cui i vertici sono 6 punti P. Sono questi 
piani I che generano, mediante le loro intersezioni col piano della quar­
tica, le rette a che cerchiamo. Nello spazio abbiamo già ricordato che 
4 rette S giacenti in un piano I si tagliano a due, a due in un punto 
P: dunque nel piano della q uartica potremo dire in forza dei Ni 24 e 
25 che: 

« Quattro punti 8 stanno S1t di una retta a quando i loro simboli hanno, 
a due, a due, a comune un triangolo 'l :.. 

Le rette a di un gruppo di Kurumer sono tante quanti i piani I di 
una cfz. di Kummer cioè 240. Si vede subito che una retta a non pro­
viene che da un gruppo di Kummer. Cioè le rette a sono in tutto 15120. 

27. Ogni esalatero t, essendo un esalatero di Brianchon, gli spettano 
tutte le immerose proprietà dell'esagrammo mistico. Ma qui non inten­
diamo certo di farne l'applicazione: mentre da un lato tale applicazione 
sarebbe ovvia, dall'altro lato sarebbe discutibile che ne conseguissero re­
sultati importanti per la cfz. delle bitangenti. Ui serviremo soltanto di una 
delle proprietà suddette che ci sarà utile per mettere in relazione i pun­
ti k con i punti 8. Tale proprietà è la seguente: <<In un esalatero com­
pleto circoscritto a una conica i 60 punti di Brianchon sono allineati, a 
3, a 3, sopra 20 rett-e. Per trovare tre di tali punti, basta scegliere un esa­
latt'ro ordinato qualunque fra i 60 possibili e dedurne gli altri due che 
si ottengono permutando ciclicamente i lati di ordine pari e lasciando 
fermi quelli di ordine dispari>>. Applichiamo tutto questo all'esalatero t: 

15, 16, 17, 28, 38, 48 trovato già al N° 20. Esso contiene i tre esalateri 
ordinati: 15. 28 .16. 38 . 17. 48 , 15. 48 .16. 28 . 17 . 38, 15. 38.16. 48. 17.28 
i quali si trovano nelle condizioni volute affinchè i loro punti di Brian­
chon si trovino in linea retta. D'altra parte ognuno di essi è Ùn punto 
k (N° 23). Abbiamo dunque i tre punti k in linea retta: 
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15 . 28, 38 . 17' 35 . 27 

28 . 16, 17 . 48, 27 . 46 ' 

16 . 38, 15 . 48, 35 . 46 
) 

15 . 48, 28 . 17' 25 . 7 4 

k2= 48.16, 17.38, 74.36, 

16 . 28, 38 . 15, 25 . 36 

) 

15 . 38, 48 . 17' 45 . 37 

k3 = 38 . 16, 17 . 28, 37 . 26 . 

16 . 48, 28 . 15, 26 . 45 

Nella notazione di ognuno di questi punti k entra, oltre l'esalatero ordi­
nato un triangolo 'l (N° 24). Ora accade che i tre triangoli 'l che così si 
trovano compongono, secondo il N° 25, il simbolo di un punto S e preci· 
samente: 

35. 27. 46 

74. 36. 25 

26. 45. 37 

Ebbene dimostreremo adeRso che la retta passante per k1 , k2 , k3 con­
tiene anche tale punto s. Si ricordi perciò che una retta K è retta di 
Brianchon per un esaedro ordinato di cui le facce sono piani fondamen­
tali e vertice è un punto fondamentale: essa passa anche per un punto 
P (C. N° 12): si vede subito che l'esaedro suddetto e il triedro di vertice 
P sono tagliati nell'esalatero t e nel triangolo 'l relativi (N° 24) punto k 
sezione della retta K suddetta. Applichiamo tutto questo alle rette 
K1 , K 2 , K3 che hanno prodott? i tre precedenti punti k1 , k2 , k3 e ne 
risulterà immediatamente (N° 25) che i tre punti P su tali rette giaccio­
no su di una retta S. Dunque questa e le K1 , K 2 , K3 giacciono in un 
medesimo piano (contrassegnato con O da Caporali (C. No 39). La sezione 
di questo piano O col piano della quartica è la retta cercata. ·La chiame­
remo una r('tta c. Dunque: 

<< I 960 punti k di un gruppo di Kummer stanno, a t1·e, a tre, sopra 
320 rette e ogmma delle quali passa per un punto s. Un punto s e un pun­
to k stanno su di una stessa retta c quando il triangolo 'l, che entra nella 
notazione di k, entra pure nella notazione di s >>. 

28. I 4 piani O per un punto P si tagliano secondo una stessa rètta 
I e, in ciascuno di questi piani, giace una delle 4 rette S che escono da 
P: si hanno così 240 rette l (C. N° 37). 

Segue dunque: «Le 320 rette c di un gruppo di Kummer passano, a 

CU.IIII. 
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4, a 4, per 240 punti i-.. (ciò discende anche dalla teoria dell'esagrammo 
mistico). Si può aggiungere: 

« Quctttro t·ette c si tagliano in uno stesso pnnto i quando i 4 p1mti s 
che contengono hanno nei loro simboli wL medesimo t1·iangolo T a conwne ». 
Una retta c proviene da un sol gruppo di Kummer, dunque le rette c so­
no 320 . 63 = 20160: e i punti i: 240 . 63 = 15120. Ogni retta c contiene 
3 punti i ecc. 

29. Riassumendo i risultati di questo capitolo abbiamo il seguente 
teorema: 

I a78 p1tnti d'incontt·o, a due, a due, delle 28 bitangenti stanno, a tre, 
a tre, sopra 5040 rette :rt passanti, a tre, a tre, per 6720 punti s e 60480 pun­
ti k. Ogni retta :rt contiene 4 punti s e a6 punti k. I 6720 punti s stanno 
a 4, a 4, sopra 15120 rette a. I 60480 p1mti k stanno, a a, a a, sopm 20160 

rette c che passano, a tt·e, a tre, per i 6720 punti s e, a 4, a 4, per 15120 

punti i. 
Con i punti e le rette introdotte mediante questo teorema comporre­

mo le notevoli figure del capitolo seguente. 

CAPITOLO IV. 

Figure notevoli contenute in un gruppo di Knmmer. 

30. La prima figura di cui vogliamo occuparci è quella composta con 
le 9 bitangenti che costituiscono i tre triangoli T prospettivi da un punto 
s e di cui parlammo già al N° 25. Chiameremo col simbolo Q tma tal 
figura. Di essa conosciamo già la proprietà seguente (cf. N° 25): 

<< Con le 9 bitangenti che costituiscono i tre triangoli T prospettivi da 
un punto 8 si possono fonnare altri tre triangoli T prospettivi da un alt1·o 
punto 8. 

Tali due punti s si dicono coniugati. I simboli di due punti s coniu­
gati, di cui già trovammo nn tipo al :ro 25 provano che: 

« Le tre rette :rt concorrenti in uno dei due p1mti s sono gli assi di pro­
spettiva delle a coppie eli tt·iangoli T il cui centro di prospettiva è il punto 
s coniugato ». 

31. Al N° 25 costruimmo già un tipo simbolico di punti s che è il 
seguente: 

12. 34. 56 

36. 25. 14 

45. 16 . 23 
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cerchiamo adesso i rimanenti. Perciò basterà applicare, a uno qualunque 
dei piani i k, il processo applicato al piano O nel o 25. Ad es. si prenda 
il piano a b che contiene i punti 

b (abc) (abd ) (abe) (abf) 
a, ' d e f ' cf e ' d f c ' d c e · 

Esso ci fornisce due tipi simbolici di rette S: 

o cd ef a c bd cd l cf be af be de da l' ~ F. 
de da b-e c e a e b c 

Come nel N° 25, così qui ogni linea rappresenta un punto P sulla S, as­
sociando le colonne si trovano i piani II per la S medesima. Approfittando 
dunque del solito riferimento del N° 16, si hanno i due nuovi tipi simbo· 
li ci di punti s: 

78.34 . 56 

s1 = 36. 32. 61 

45. 41. 25 

A questi aggiungendo il tipo già conosciuto : 

12. 34 . 56 

Sa = 36 . 25 . 14 

45. 16.23 

35. 15. 23 

si ottengono i tre tipi possibili domandati. Sui quali faremo le seguenti 
osservazioni : 

Ogni linea del determimante-simbolo 1·appresenta uno dei triangoli -r: pro­
spettivi dal punto s: le ·rette n si oltengono associando le colonne. In ogni 
determinante, scambiando le linee con le colonne, si ottiene il simbolo del 
punto s coniugato. 

I simboli precedenti possono anche descriversi così : 
l l tipo s3 si ottiene scegliendo un esagono m·dinato in 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 

Allora una linea del determinante è formata con i lati pari, una con i lati 
dispari la terza con le diagonali principali. Sono lati corrispondenti quelli 
che non hanno indici comuni. I lati corrispondenti si scrivono in colonna. 

n num. di questi tipi è 
8 ~ 7 

. 
6
: = 560. 
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, 
Il tipo si può ottener si da sa così: si pone 78 (il lato dell'ottagono e­

scluso) al posto di un termine qualmtqtte di sa (p. es. al posto di 12) e, nel 
·minore complementat·e, si scambiano i tet·mini in diagonale: i 4 termini ri­
manenti si lasciano fissi. Ogni t ipo sa origina 9 tipi si: dunque il num. di 
questi ultimi è 560 . 9 = 5040. 

Finalm.ente per costruire il tipo s2 si ricon·e a ttn pentagono completo 
in 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e d·i questo pentagono si eschtde un lato. Con i 9 
lati rimanenti si possono jonna1·e due terne di tt·iangoli -r prospettivi da due 
punti s coniugati. 

n dl. t' l . . è d 8 . 7 . 6 o num. ques 1 u ttmt unque 
2 

. 
3 

. 10 . 2 = 112 . 

Per cui il num. totale dei punti s è 560 + 5040 + 1120 = 6720 co­
me già sapevamo (N° 25). 

«Quindi il num. delle fig. Q è 
6~20 = 3360 ». 

32. Sono facili conseguenze dei num. precedenti queste osservazioni: 
In un gruppo di Kummer, prese le 9 bitangenti di una fig. Q, esiste una sola 
bitangtmte capace di jornta1·e, con i 6 triangoli -r della figura, sei quaderne 
di bitangenti aventi i loro punt·i di contatto Stt di ·una conica. La chiamere-
1no la bitangente coordinata alla fig. Q. Le 9 bitangenti di una fig. Q e· la 
bitangente x coordinata alla figura sono in tal 1·elazione che aggiungendo x 
alla figura e togliendo ne una . qttalunque delle altre, la figura che risulta è 
ancora una figura Q .. 

Le 10 bitangenti che ri1nangnno escluse da ttn grttppo eU serie di 2a spe­
cie, o quelle che avanzano da un gt·uppo di Kummer quando si tolgono le 6 
bitangenti d·i un esalatero t, costitttiscono in 10 modi diversi una fig. !) con 
la bitangente coordinata. 

E quindi anche: 
c Esclttdmtdo, dai 16 piani fondamentali di una cfz. di Kummer, 6 che 

passino per uno stesso punto, si ottiene una figura che è tagliata· da un pia­
no generico secondo unA:L fig. Q con la propt·ict bitangente coordinata». 

33. Ora la figura stereometrica che risulta con la esclusione suddetta 
si compone (C. N° 53) di 45 rette R che giacciono, a tre, a tre, in 15 piani 
II i quali a lor volta passano, a tre, a tre, per 20 rette S che concorrono 
a 4, a 4, in 15 punti e. Si formano, con questi elementi, 6 pentaedri eia· 
senno dei quali ha per facce piani II, per spigoli rette S e per vertici 
punti e. E finalmente nasce da questi pentaedri un esaedro che è, per così 
dire, il nucleo di tutta la figura. Tagliando col piano della quartica trove­
remo la figura considerata nell'ultimo num. e che chiameremo col nome di 
«figttra relativa a un esalatero t>> appunto perchè può ottenersi escluden­
do da un gruppo di Kcrumer le 6 bitangenti di un esalatero t. Essa si 
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compone di 45 punti r che stanno, a tre, a tre, su 15 rette n le quali pas­
sano, a tre, a tre, per 20 punti s. In forza delle precedenti considerazioni 
stereometriche potremo dire che : 

«Le 15 rette n e i 20 punti s, individuati dalla figura relativa a un 
esalatero t, sono i lati e i vertici di 6 pentalateri completi». 

34. Il num. 31 prova che le 10 bitangenti della figura che stiamo stu­
diando saranno rappresentate simbolicamente, o dai lati di un pentagono 
completo in l , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, oppure dei lati e dalle diagonali prin­
cipali di un esagono ordinato cui si aggiunga il lato escluso dall'ottagono. 

o d ·1 n· t r fi è 
8 

· 
7 

· 
6 + 1 

( 
8 

· 
7 

· 
60 

) 336 · è t n e 1 num. 1 a 1 gure 
2 

. 
3 2 -

2
- 3 = c1o an-

te quanti sono i gruppi di 2" specie, come è ben naturale, in forza di un 
osservazione del N° 32. Per trovare le 10 fig. Q basta ·escludere un lato 
del pentagono nel l o caso; ovvero, nel 2° , basta costruire il tipo s3 ser­
vendosi dell'esagono ordinato e poi dedurre i 9 tipi possibili s1 secondo 
il N° 31 stesso. 

Serviamoci ad es. del pentagono completo 12345 per dedurre tutti gli 
element i dei pentalateri considerati nel N° preoedente. Volendo adottare 
una scrittùra abbastanza concisa adotteremo queste convenzioni. La let­
tera n p~sta di fianco a una linea, o sopra una colonna, di un determinan­
te simbolièo indicherà che essa proviene dall'associare le altre due linee, 
o le altre: due colonne. Ponendo le due lettere s, s' di fronte a un deter­
minante;s!Jnbolico intenderemo che i triangoli 'l di s siano rappresentati 
dalle linee e quelli di s' dalle colonne. 

Ciò posto ecco il quadro delle lO fig. Q e relativi elementi: 

:7t1 :7t2 :n: a :n:s :7t1 :n: iO 

:7t7 l 13. 24. 34 :7t7 34. 21. 24 

:7t6 25 . 45. 14 = (a12, a'12) = Q12i :n;12 15. 25. 23 = (s1a , s'd= D13; 

n5 35. 15. 23 :7tH 45 . 35 . 14 l 
:7t14 :n: Il :n; IO _n15 :n:s ns 

:n: a 34. 21. 23 :7t12 25 . 31 . 23 

:7t15 15. 25. 24 = (s14, s' 14) = Q14i :n:u 14. 34. 35 =(s15 's'1r,)=D1si 

:n; H 35. 45 . 13 :7t2 24 . 45. 12 

:7tg :n:s :n; IO n4 :7t2 3(10 

:7t3 34. 12. 14 :7t7 34. 12 . 13 

:n:u 25. 15. 13 = (s23' s' 23) = Q2ai :n:1s 25. 15. 14 = (s24 ' s' 24) = Dz4i 

:7t13 45. 35. 24 :7t13 35.45. 23 

' 
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:rcg :rei :rc5 :rcg :rc7 :rci4 

:rc6 45. 12. 14 :rcs 45. 13 . 15 

:rcl2 23. 13. 15 = (825 ' 8'25) = Q25 i :rea 23 . 12 . 14 = (8a4 's'a4)= Da4i 

:rc4 34. 35. 24 :rc4 25 . 24. 35 

:rc4 :re ii :rc5 :rcg :rcu :rcu 

;n; i 25. 13. 12 :rcs 34. 15. l~ 

l = (•,. ; •' ,.) = D.,. :rci4 34. 14. 15 = (8as' s'a5) =Dasi :rc6 25 . 12. J4 

;n;i3 24 . 45. 23 :rci3 23. 24. 35 

I pentalateri richiesti sono seguenti : 

lati vertici 

:re t :rea :rcg 1Ct5 :rcta Sta Ba; Sta s'a; 
l 

Su s ' at s' 2a St5 s' 24 s'45 

:re t :rea :rcto :rea :rcu St2 Sta s25 s'a; s24 s45 s't5 S2a su Sa4 

:rc2 :rea 31:4 :rcll :re la 8t2 824 845 s\, s'u s'2a 
l 

8 a4 s'2, Ba; s't a 

3tg 3tlo 31:; :rc4 31:6 Sta Bt; s'a, s' 45 824 82a su s\2 Ba; s' 25 

31:; 3tg 3tt5 31:7 nn s15 8aa s\2 sa; ,25 845 Bat s'24 s'u s\a 

31:7 :rcu 31:6 :rcl~ :rcla s' 12 Ba4 s' 13 
l 

su Su s'a; s\, s'45 s '25 S'23· 

35. La notevole figura stereometrica, già descritta al N° 33, ammette 
come ivi ricordammo, un esaedro che ne è il nucleo. È necessario ricordare 
qui come nasce un tale esaedro (C. No 53). 

Perciò si consideri in un piano II i seguenti 3 quadrilateri desmici: 
quello delle rette S, quello delle rette di Pascal e finalmente quello for­
mato dalle tre rette R e dalla retta J che contiene i 4 punti di STEINER 
giacenti in II (C. N° 36). 

Ogni piano II contiene una tale retta J: le sei rette J, situate sulle 
facce di uno stesso pentaedro (N° 33), stanno in un piano: così ciascuno 
di tali pentaedri individua un piano e si hanno 6 piani componenti l'e­
saedro cercato. Esso ha per vertici punti di Steiner e per spigoli rette J . 

La sezione di un tale esaedro col piano della quartica dà un esalatero 
che, per così dire, regge tutta la figura composta con le 10 bitangenti 
studiate nel num. precedente. Per determinare un tale esalatero basta 
costruire, senza uscire dal piano, il punto j (sezione della retta J) su 
ciascuna retta 31:. Per questo, si osservi che i tre quadrilateri desmici di 
dianzi tagliano sulla 3t tre gruppi di involuzione del 4.0 ordine. Essa sarà 
nota quando siano conosciuti due gruppi. P. es. quello tagliato dalle rette 
S e quello segnato dalle 4 rette di Pascal. Allora il 4° punto del gruppo 
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cui appartengono i tre punti ,. su :n:, sarà il punto richiesto. Il quadrila­
tero delle ret.te S taglia :n: nei suoi 4 punti s. Rimangono da trovare le inter­
sezioni di :n: con le 4 rette di Pascal. Ricordando che una tal retta 
proviene dalla intersezione di un piano II con un piano fondamentale 
non passante per alcuno dei 3 punti fondamentali contenuti in II (C. Ni 
11, 14), si vede subito che, nel nostro caso, i 4 punti cercati , sono quelli 
nei quali la retta n è tagliata dalle 4 bitangenti che sono capaci di com­
pletare un triangolo 'l con ciascuna delle 3 coppie di bitangenti indivi­
duanti n. Ecco costruito il punto j richiesto. Dunque 

I 15 pttnti j, sitttali sulle 15 1·ette n della figura sono, i vertici di un esa­
latero completo che può riguardarsi corne i l mwleo della figura 1nedesirna. 

36. Le considerazioni duali di quelle riassunte nel N° 33 conducono 
alla esistenza della figura composta con gli elementi coordinati a un piano 
fondamentale. Essa è descritta in C. Ni 51, 52. Noi ne studieremo qui 
la sezione piana chiamandola « figura relativa a 1tna bitangente in 1tn determi­
nato g1·uppo di Kummer >> . Nello spazio un piano fondamentale appartiene 
a 15 tetraedri di 1." specie di cui i vertici opposti sono 15 punti P si­
tuati, a 3, a 3, su 20 rette S e, a 6, a 6, sopra 15 piani ~. N el piano 
della quartica dato il gruppo di Kummer (78) e ·fissata la bitangente 78, 
esisteranno 15 triangoli 'l capaci di completare con 78 una quaderna di 
bitangent i i cui punti di contatto appartengono a una conica. Essi sono: 

12 . 34. 56 13 . 24. 56 15. 26 . 43 

12 . 35 . 46 14. 25. 36 15 . 24. 36 

12 . 36 . 45 14 . 23 . 56 16 . 24. 35 

13 . 25 . 46 14. 26. 35 16. 23. 45 

13. 26. 45 15. 23. 46 16. 25 . 43 . 

Questi triangoli 'l dà n no luogo ai seguenti punti 8: 

12. 34. 56 12. 35. 46 

46. ~5 . 13 = (s1 , s2), 36 . 24. 15 = (sa' s4) ' 
35 . l (j • 24 45 . 16. 23 

14. 25. 36 12 '34' 56 

26. 34 . 15 = (s5 's6) ' 36 ' 25 ' 14 = (s7' ss) ' 

35. 16. 24 45 ' 16 ' 23 
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12 . 34. 56 

36. 15. 24 = (s9 , S10), 

45 . 26 . 3 1 

14 . 26. 35 

56. 13 . 24 

23 . 54. 16 

13 . 25 . 46 

24. 36. 15 

56. 14. 23 

12 ' 34' 56 

35' 26' 14 

46 ' 15' 23 

13 . 25. 46 

26. 34. 15 

45. 16. 23 

13. 25. 46 

45 . 36. 12 

26. 14. 35 

: 

·.(8 u 's12), 

- (sts ' s16), 

l l= (s11l' B2o)· 

Ricordando che 4 punti 8 stanno su di una retta a, quando hanno a 
comune a due, a due un triangolo t (N° 26) si vede subito che il quadro 
delle rette a è questo: 

s1 87 85 8 t5 ai ' sll su st6 86 • a6 ' 8t2 B2o Su s5 au ' 

81 89 s17 su a2 ' s 2 83 Sta SG . a7 ' s. Sg su s6 at2 ; 

81 Su 8tll s4 aa ' s~ 812 Sg Sto • as ' s4 slO 85 8ts. ata , 

87 Sg S2o 83 • a4 ' 82 S2o s 16 8 t8 • ag ' Bg 8 tll s6 817. au, 

87 Su 8 t3 8t8 • • as ' sa St2 s15 817 • ato, Sto 8tll 8 t3 815 ' a15 • 

N ello spazio i 15 punti P, coordinati a un piano fondamentale, sono 
i vertici di 6 pentagoni gobbi che hanno per spigoli rette S e per facce 
piani I . I 20 piani O, coordinati allo stesso piano passano, a 4, a 4, per 
15 rette I: le cinque rette I uscenti dai vertici di un medesimo penta­
gono gobbo (dei precedenti) concorrono in uno stesso punto. Si hanno cosl 
6 punti che formano un esagono di cui le facce sono piani O e gli spigoli 
rette I: è l'esagono nucleo della figura (C. Ni 51, 52). Tagliando col piano 
della quartica troviamo che : Con i 20 punti s e le 15 1·ette a precedenti si 
possono formare 6 figure ciascuna delle quali è &tJzione di un pentagorw gobbo. 

Ecco queste figure: 

st s7 s5 sll Bu s,. Bu 816 8 ts 820 • ai a2 a 3 a4 au a6 a12 a5 a13 ag 

82 83 &6 812 &8 s 2o st6 Bu sll 817 a7 a8 119 a1o au a 16 o11 at2 a4 a2 

s3 s2 su s12 sts 8 20 s7 Bto 818 15 07 a1o a 4 a8 a15 all a5 au ai ai l 

84 3 t9 8u 88 816 Bto 818 82 813 86 aa a12 013 a u a6 ag 11g a15 as 117 

8111 81a 815 s6 &17 Su 81 8g s7 Sa o15 o14 o3 11to 111 112 117 11G 115 114 

3111 3 11 88 815 Bto st 84 85 su &t2 11u 1115 o3 Oto 0 2 11g 1112 ai ata 0 w 
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Finalmente, ricordando che 4 rette c concorrono in un punto i , quando 
i 4 punti s che contengono hanno nei loro simboli un medesimo triangolo 
-r (N° 28), si ha (indicando con Csk le retta c che contiene sk) il quadro se­
guente delle quaderne di rette c concorrenti in un punto i: 

CBl Cs1 Cs9 C su il ' Cs6 C su Csl3 Cst9 i a 

Cs2 C sa Cst2 Cs20 i2 ' C sa Cst2 Csu Cst7 i !l 

c,,~ c.a C stO C su i3 ' Cs4 C su Cst6 Cst8 i1o 

Cst C so Cal7 Cst9 i,~ ' Cs5 Csto Cst2 Cst5 iu 

Cs9 C su Cst6 Cs20 i5 ' c.a Cs6 cs9 Cst7 i12 

Cs2 C stO Cst3 Csl8 i6 ' Cst c.,~ Cs5 C su it3 

Ca; Cs1 Cst8 Cs20 i7 ' C sa c. Cst3 Csl5 iu 

Cs2 Cs& c.a cs16 it5 . 

E si copclude che: 
<< Le 20'' rette c e i 15 punti i precedenti compongono una figur(l che è 

&ezione di t~p esagono gobbo completo >> , In un gruppo di Kummer ~sistono 
16 di q ues figure. ' 

37. F!Jialmente i risultati di N° 7 e 12 conducono a un'ultima figura 
che è descritta nel teorema seguente: .: 

c Le 240 rette ;re di un gruppo di Kummer si d!istribuiscono i~ 15 grup· 
pi di 16 ognuno, ciascuno dei quali Bi pUÒ pensare, a SUa Volta, come l'in­
Bieme di 16 bitangenti di una nuova quartica cost-ituenti un suo gruppo di 
Kummer >>. · 

Cioè per og·ni gruppo di Kummer esistono altre 15 quartiche aventi cia­
Bcuna per 16 bitangenti 16 delle rette :n suddette. Queste quartiche e la pri­
mitiva hanno a comune la figura composta con i 6 poli del p iano sezione e 
relativi punti M, rette nt ecc. 

Per caratterizzare simbolicamente un tal gruppo di rett~ :n basterà 
applicare al risultato del N° 12, uno dei riferimenti del No 16. 

Se si tratta del gruppo di Kummer (78) uno dei gruppi cercati di 
rette :n è il seguente: 

12 78, 13 14, 25 26 34 78, 31 32, 45 46 

12 78, 23 24, 15 16 34 78, 35 36, 41 42 

34 56, 25 26, 23 24 12 56, 31 32, 35 36 

34 56, 15 16, 13 14 12 . 56, 45 . 46, 41 42 
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56 78, 51 52, 64 63 36 45, 15 26, 13 24 

56 78, 53 54, 61 62 16 25, 46 35, 13 24 

12 34, 53 54, 51 52 14 23, 35 46, 15 26 

12 34, 61 62, 64 63 14 23, 16 25, 36 45 

Esse sono scritte qui, a 4, a 4, come provengono dalla sezione di 4 te­
traedri di 2 .. specie. Però si può indicare un modo più semplice per otte­
nerle che è il seguente. Si dividano le 6 coppie della serie (78) in tre grup­
pi di due come p. es.: (17 . 18, 27 . 28), (37 . 38, 4 7 . 48), (57 . 58, 67 . 68) 
e si seri vano le tre coppie di serie congiunte di 2 .. specie secondo tali 
gruppi. 

Cioè: 

~ 
17 28, 18 27, 12 78, 36 45, 35 46, 34 56 

17 27, 18 28, 13 23, 14 24, 15 25, 16 26 

~ 
37 47, 38 48, 31 41, 32 42, 35 45, 36 46 

37 48, 38 47 , 34 78, 12 56, 16 25, 15 26 

~ 
75 86, 76 . 85, 78 . 56, 12 34, 13 24, 14 23 

75 76, 35 . 86, 15 . 16, 25 . 26, 35 . 36, 45 . 46. 

Si hanno così 3 gruppi di due ser ie ciascuno. Allora, per trovare le 
16 rette :n: richieste si esvludano le coppie di congiunzione con la serie data1 

e si scelga u1t punto r in ciascun grupvo in guisa da jorrnare 3 punti r di 
una stessa retta :n: (N° 22) in tutti i 1nodi possibili. Così ogni ser ie ci dà 
15 di tali aggruppamenti e in tutto se ne ha; 63 . 15 = 945. 

CAP ITOL O V. 

Le coniche dei sedici punti. 

38. In questo capitolo ci proponiamo di applicare i risult ati del N° 6 
relativi alle quartiche che passano per 8 rette R e per due coppie di assi 
fondamentali considerandone le sezioni col p iano della quartica. Ricorde­
remo perciò che al N° 6 trovammo già, fra le quadriche suddette, una che 
conteneva le 8 rette R : 

O . a b, a c . b c, a d . b d, c d . e j, 

O . c d, a c . a d, b c . b d, a b . e j, 
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di cui le prime 4 si appoggiano agli assi A B , B A e le seconde 4 agli 
assi C D, D C. Tagliamo ora col piano della quartica e supponendo che si 
tratti del l o riferimento del N° 16, adottiamo per gruppo di Kummer il 
tipo (78). Otterremo allora gli 8 punti ?': 

12 78, 13 

34 78, 13 

23, 14 

14, 23 

24, 34 

24, 12 

56 

56 

giacenti su di una conica la quale conterrà anche i punti d ' intersezione, 
col piano della quartica, degli assi sopra ri cordati. P er trovarli si ricordi 
che esistono le due quaterne coniugate di rette R (N° 5): 

O. ab, c d. ej, cf. de, ce. dj 

a c . b c, ad . bd, a e. be, 
appoggiate ad AB,BA, 

aj.bj 

e le altre due: 

O. cd, ab. ej, af. b e, a e. bf 
a CD, DC. appoggiate 

c a. da, cb. d b, c e. d e, cf.df 

Le sezioni di queste quaterne producono le seguenti coppie di serie (N° 15): 

12 78, 34 56, 36 45, 35 46 

13 23, 14 24, 15 25, 16 26 

34 78, 12 56, 16 25, 15 26 

13 14, 23 24, 35 45, 36 . 46. 

Quindi i punti cercati saranno (N° L 7) le due coppie di punti M situati 
sopra, rispettivamente: (17 . 18, 27 . 28), (37 . 38, 4 7 . 48). 

Ciò posto la conica in parola può caratterizzarsi così: si prenda la serie: 

12 . 34, 56 . 78, 13 . 24, 14 . 23, 57 . 68, 58 . 67 , (I) 

e si scelgano due coppie delle serie come 12 . 34, 56 , 78 e le altre due: 
13 . 24, 14 . 23; poi si considerino i quadrilateri 12, 34, 56, 78; 13, 24, 
14, 23 e dai loro 12 vertici si escludano i 4 punti ,. della serie: i vertici 
t·imanenti appartengono alla. conica cercata (la cui esistenza risulta anche 
osservando che essa deve appartenere ai due fasci di coniche (12 . 34, 
56 . 78), (13 . 24, 14 . 23) perchè essi sono contenuti nella rete indivi· 
duata dalla serie). Per caratterizzare poi i punti M che tale conica con-
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tiene si considerino le due coppie avanzate nella (I) cioè le 57 . 68, 58 . 67 
e si osservi che esiste la serie: 

17 . 18, 27 . 28, 37 . 38, 47 • 48, 57 . 58, 6i . 68, (II) 

congiunta di l"' specie con la (I) secondo le coppie suddette. Togliendo le 
coppie di congiunzione, rimangono le prime quattro che aggruppate così: 

(17 . 18, 27 . 28), (37 . 38, 47 . 48), 

dànno i simboli delle due coppie M cercate. 
Ma si può osservare che in uguali condizioni della (II) rispetto alla 

(I) si trova la serie: 

15 . 16, 25 • 26, 35 . 36, 45 . 46, 75 . 76, 85 . ~6, (III) . 
chè anch'essa è congiunta alla (I) mediante 57 . 68, 58 . 67. E' dunque 
.il caso di domandarsi se la conica in questione passa anche per i punti 
·M i cui sU,boli sono: (1) 

(15 . 16, 25 . 26), (35 . 36, 45 . 46). 

La risposta è affermativa. Infatti, si consideri il gruppo di Kummer 
(56) e lo si siferisca a una cfz. di Kummer, che sarà diversa da quella di 

1 

. d. te .1 . (N ) l 56 l 2 3 4 7 8 j R' d 
pnma, mer 1an 1 passa~gJO o 16 l 0 , , a' b' c' d' e' j' l . 1peten o 

allora tuttp il processo di dianzi, si vede che la quartica delle 8 rette R: 

O' . a' T/ , a' c' . b' c' , a' d' . b' d' , c' d' . e' f' , 
O' • c' d' , a' c' . a' d' , b' c' . b' d' , a' b' • e' f' , 

è tagliata, dal piano della quarti ca, nella conica che contiene i punti r: 

56 12, 13 23, 14 24, 34 78, 

56 34, 13 14, 23 24, 12 78, 

che sono ancora quelli di prima: dunque intanto la conica trovata è la 
medesima. Però quando si vànno a cercare i punti M su di essa non si 
trovano più quelli di dianzi. 

(l) RaJ>presentando una coppia M col simbolo (15 • 16, 25 . 26) intendiano ohe sia 
quella giaoente sulla retta ohe unisce i due punti r; 15 . 16, 25 . 26. 
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Infatti le quaterne R coniugate: 

O. a' b' , c'd'. e' f' , c' f'. d'e', c' e'. d' f' ·l 
a' c' . b' c' , a' d' . b' d' , a' e' . b' e' , a' f' . b' f' \ 

·poggiate ad A' B', B' A', 

e le altre due: f 
o·. c'd' ' a' b'. e' f'' a' e'. b' f' a' f'. b' e' ~ 

appoggiate a O' D', D' O', 
c' a' . d' a' , c' b' . d' b' , c' e' . d' e' , c' f . d' f' 

tagliate, col piano della quartica, dànno adesso le due coppie di serie: 

~ 56 . 12, 34 . 78, 38 . 47' 37 . 48' 

113 . 23, 14 . 24, 17 . 27' 18 . 38 

~ 56 . 34, 12 . 7 8, 17 . 28, 18 . 27 

~ 31 . 41, 32 . 42, 37 . 47, 38 . 48' 

e quindi le sezioni di A' B', B' A', O' D', D'O' sono rispettivamente le 
coppie M: 

(15 • 16, 25 . 26), (35 . 36, 45 . 46), c. d. d. 

Dunque, data la serie : 

12 . 34, 56 . 78, 13 • 24, 14 . 23, 57 . 68, 58 • 67 . . . ~l) 

e scelto il paio di coppie: (12 . 34, 56 . 78), (13 . 24, 14 . 23) abbiamo 
trovato una conica che contiene gli 8 punti ?" : 

12 . 56, 12 . 78, 34 . 56, 34 . 78, 13 . 14, 13 . 23, 24 . 14, 24 . 23, 

e gli 8 punti M divisi nelle 4 coppie : 

(17 . 18, 27 . 28), (37 . 38, 4 7 . 48), (15 . 16, 25 . 26), (35 . 36, 45 . 46). 

Perciò chiameremo una tal conica «conica dei 16 punti >>. 
Il modo di caratterizzare i punti r che essa contiene è quello dianzi 

esposto. Quanto ane coppie 1lf conviene seguire le norme seguent i. La co­
nica di dianzi dipende dai due aggruppamenti iniziali: (12 . 34, 56 . 78), 
(1S . 24, 14 . 23). Ebbene Ct)Struia.mo le serie congiunte alla data (I) se­
condo tali coppie. E sse sono: 

12 56, 34 78, 15 26, 16 25, 37 48, 38 47 

12 78, 34 56, 17 28, 18 27, 35 46, 36 45 

13 14, 23 24, 53 54, 63 64, 73 74, 83 84 

13 23, 14 24, 15 25, 16 26, 17 27, 18 . 28. 
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Queste serie sono, a due, a due, congiunte di l" specie alle coppie (12 . 34, 
56 . 78); (13 . 24, 14 . 23) ; (37 . 38, 47. 48); (15. 16,25. 26); (35. 36, 
45 . 46) ; 17 . 18, 27 . 28). Si escludano da queste le prime due che co· 
stituiscono gli aggruppamenti iniziali: << le 4 che avanzano definiscono le 
4 coppie ][ cc1'cc~tc >> . Dunque il num. delle coniche di questa specie (co­
niche dei 16 punti) è 15 . 3 . 63 = 2835, e si possono enunciare i seguenti 
teoremi: 

« I 378 punti d'incontro, c~ d1w, a due, delle 28 b·ita.ngcnti oltt·c trovarsi 
(com'è noto), a 6, a 6, sulle 63 coniche annonichc a.llc 63 sct·ic d·i coniche 
qttadritangcnti, .~i trovano a.nchc, a 8, a 8, sopra altre 2835 coniche ogmma 
delle quali contiene inoltre 8 punti ][ divisi in 4 coppie: cioè fra gli uni c 
gli altt·i 16 punti così notevoli >' . 

Ovvero, in relazione al N° 18 : 
« I pttnt·i M di tutti i grnppi di Kummer oltt·c trovat·si, a 12, a 12, sulle 

630 coniche del N" 18 giacciono pure, a 8, a 8, sopnt le 2835 con·ichc dci 
16 p1mti. 

39. Vogliamo determinare adesso i t ipi simbolici di queste coniche ser­
vendosi per caratterizzarle del paio di coppie iniziali che ci hanno già ser­
vito nel numero precedente. 

Le norme ivi espresse conducono abbastanza semplicemente a cono­
scere i punti r e i punti M giacenti sulla conica quando son conosciuti 
gli aggruppamenti iniziali. Ora i tipi simbolici di questi aggruppamenti si 
trovano subito. Basta ricordare che una serie può esser rappresentata dal­
l'uno, o dall'altro dei due tipi : 

12 . 34, 13 . 24, 14 . 23, 56 78, 57 68, 58 

13 . 23, 14 . 24, 15 . 25, 16 26, 17 27, 18 

Quindi la (I) genera i seguenti 3 tipi : 

i (12 . 34, 56 . 78), (13 . 24, 14 . 23)!, 

che è quello già noto: 

l (12 34, 56 78), (13 24, 57 68) ! 

l (12 34, 13 24), (56 78, 57 68) l 

la (II) determina il solo tipo: 

(13 . 23, 14 . 24), (15 . 25, 16 . 26). 

67, 

28. 

(I) 
(II) 

(l) 

(2J 

(3) 

(4) 



Il tipo (1) è ja.c·ilmente deseritto: si prenda11o d1~e quadra.ngoli completi 
in 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, non aventi almtn vertice a cmtwne, e si combini u­
na_ coppia, di lati opposti del 1° con 1tna copp·ia di lat·i opposti del 2° e do­
po si combinino fra lm·o le due rùnanen# coppie di lati opposti del 1°. Il 

1( 8 .7.6. 5 ) numero di questi tipi è manifestamente : 2 2 . 3 . 4 . 9 . 2 = 630. 

Il tipo (2) si ottiene associando, tutt'e d1w le volte, una coppia di lati 
oppost·i del 1° quadra.ngolo a 1ma coppia di lati opposti del 2°. Questi sono 

ancora 630. 
Il tipo (3) proviene invece dall'associare 1~na volta due copp :e di lati 

opposti del medesimo qnadrangolo e la seconda volta due coppie di lat·i op-

l I d' . ' l 8 . 7 . 6 . 5 9 
posti dell'altro q1wdrango o. l numero 1 essi e 2 . 

2 
. 

3 
. 

4 
. = 315. 

Finalmente i tipi (4 j provengono da un esagono completo nel quale si 
scelgono a piacet·e due vertici p er proiettare gli altt"i 4 : si hanno così 8 proiet­
tanti che si dist·ribwiscono in 4 coppie in guisa che in ciascuna entr·i un sol 
punto p t·oiettato e entra.mbi i due punti pt·oiettanti : queste 4 copp·ie aggt·up­
pate, a due, a d1Le, in un 1nodo q-ualunque dànno uno dei tipi t·ichiesti. Il loro 

numero è 15 . 3 • 28 = 1260. 
Si ritrova così il num. totale 2835 = 630 + 630 + 315 + 1260. 

OAPI'l'OLO IV. 

La costruzione delle oo4 configurazioni di Kummer 

passanti per le bitangenti dt-lla quartica. 

40. È ben noto che dati sei complessi in involuzione essi non impon­
gono ai 6 poli di un piano generico altra condizione che quella di appar­
tenere alla stessa conica. Quindi spettano a un esagono di Pascal tutte 
le proprietà relat ive ai punti M, rette 1n ecc. del N° 18 cioè tutte quelle 
che provengono dal considerare l'esagono come, per così dire, il nucleo 
della sezione piana di una cfz. di Klein. Ebbene ci p roponiamo di dimo­
strare adesso che per eostt·wit·e una tale cjz. si possono scegliere come ass·i 
di una delle 15 involuzioni gobbe fondamentali due rette qualunque sghembe 
passanti per due puttti d·i una stessa coppia llf ed entrambe giacenti fum·i 
del piano dell'esagono. 

Indichiamo con a, b, c, d, e, f i vertici dell'esagono: con ab. ba 
i punti M situati sulla retta ab (punti doppi della involuzione segnata 
su quella retta dal quadrangolo c d ej N° 17}, con (ab c, d e f) la conica 
che passa per le coppie M situate sui lati dei triangoli ab c~ d ef (N° 18), 

l 
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l 

e finalmente con AB, BA le rette sghembe scelte arbitrariamente fuori 
del piano dell'esagono e passanti per i punt i M: a b . b a. Consideriamo la 
quadrica d~finita da queste due rette e dalla conica (ab c, d e f) e costruiamo 
le rette che dai punti M, situati sopra i lat i 

1
del triangolo d ef, si possono 

condurre appoggiati a AB, BA: esse opp~rtngono alla quadrica suddet· 
ta; poi per i punti M, situati sulle rette a c, o c, conduciamo le rette della 
quadrica stessa appartenenti al sistema. delle A B , BA: chiamando que· 
ste ultime costruite con A C, C A, B C, CB e le prime costruite con D E, 
E D, D F, F D, E F, F E si hanno cinque coppie di rette esistenti insie· 
me alle A B, B A sulla quadrica in discorso che indicheremo con (A H C, 
D E F). Ora, per i punti M situati sopra ab, passano anche le coniche 
(ab d, c e f), (ab e, d c f), (a b f, d c e): ripetendo il ragionamento di dianzi 
si trova che esistono le quadriche (AB D, C E F), (A BE, D F G), 
(AB F, D E G) dove p. es. la (A B D, C E F) contiene, nel sistema delle 
generatrici, le AB, BA, A D, D A, B D, D B e nel sistema delle diret· 
triei C E, E C, CF, F C, E E, F E ecc. 

Abbiamo dunque costruito 15 coppie di rette che si tratta di identi· 
ficare con le 15 coppie di assi fondamentali di una cfz. di Klein. Per que· 
sto, cerchiamo se esiste ad es. la quadrica (A C D, BE F) contenente A C, 
C A, A D, D A, C D, D C in una serie rigata e BE, E B, B F, F B, E F, 
F E nell'altra serie. Dico che essa è quella Q definita dalla conica. q= 
(a. c d, b e f) e dalle rette A C, C A. Infatti, poichè abbiamo già dimostrato 
che esiste la quadrica (A B C, D E F) segue che E F, F E si appoggiano 
ad A C, C A; ma E F, F E passano per i punti M situati sopra ef, dun· 
que E F, F E incontrano Q in 3 punti e quindi le appartengono. Per ra· 
gioni analoghe le appartengono A D, D A. Andiamo a C D, D G. Perciò 
si ricordi che tN° 18) ad es. sulla conica (ab c, d e f) sono coppie armo· 
niche le coppie M che giacciono sui lati ab, a c, ovvero b c, c a (sui lati 
cioè di uno stesso triangolo come ab c, o d e f) per cui segue che, sulla 
quadrica (A B C, D E F), saranno coppie armoniche le AB: BA; A C, C A 
ecc. Altrettanto accadrà sulle altre 4 quadriche già costruite. Ciò premes­
so, si prenda a considerare l'asse A B e si osservi che l'esistenza della 
quadrica (A BE, C D E) porta che, sulla A B~ siano armoniche le coppie di 
punti: 

A B . C D, A B. D C, AB. CF, A B. F G. 

e le altre: 

A B. C D, AB. D C, AB. D F, AB. F D. 

Analogamente l'esistenza delle quadriche (A B D, C E F) (A B C, D E F) 
porta che sopra A B siano armoniche le altre coppie di punti : 



A B. E F, AB. F E , AB. CF, AB. F C, 

A B. E F, . A B . F E , A B. D F, A B . F D, 

dunque le due coppie di punti: 

(AB. C D, AB . D O), (A B . E F, A B . F E), 

coincidono. Ripetendo il ragionamento per l'asse B A si viene a conclu­
dere che ciascuna delle E F, F E taglia ciascuna delle O D, D E; ma sic­
come è già dimostrato che le prime appartengono a Q e le C D. D E si 
sa che si appoggiano alla conica q= (a c d, be f), così ne segue che anche 
O D, D E giacciono per intero sopra Q. Finalmente la esistenza delle qua­
driche (AB E, D F C), (AB F, D E O) prova che BE, E B, B F, F B si 
appoggiano a O D, lJ O e quindi anch'esse appartengono a Q. Dunque le 
Q = (A C D, B E F) esiste. 

Analogamente si dimostra che esistono le rimanenti: (A O E, B D F), 
(A CF, B D E), (A D E, O B F), (A D F, BE O), (A E F, B C D). Sono co­
sì trovate le 10 quadriche fondamentali. Ciascuna contiene 6 coppie di 
assi, 3 nell'una e 3 nell'altra serie. Si vede allora facilmente che i 6 com­
plessi in involuzione nascono ciascuno dal prodotto della polarità rispetto 
a una delle quadriche suddette per una delle 6 involnzioni gobbe di cui 
Je direttrici sono le coppie di assi che la quadrica stessa contiene c. d. d. 

Dunque: 
<<Per un esagram11w di Pascal si possono condurre oo4 cjz. di Klein 

divisibili in 10 cla.ssi, ogni classe essendo individuata dalle = 2 coppie di ret­
te sghembe che possono condu1·si per una coppia di punti M dell'esagono ». 

41. Dai risultati precedenti segue: 
c Di una quartica si possono dare arbitrar·iamente i 6 pttnti doppi di 

una serie (purchè stiano su di una conica) e due bitangenti del gruppo di 
Kummer complmnentari, tali che, sopra un lato dell'esagono formato con i 6 

punt-i precedenti, esse seg1lino una coppia di punti annonica rispetto all(t cop­
pia E esistente stt quel lato. La quartica è ttnivocamente determ·inata e quan­
d-o siano conosciuti tutti i punti M dell'esagono, le bitangenti rimanenti si 
costr·uiscono linearmente ». 

Infatti siano ab c d ej i punti doppi della serie e 1n n le bitangenti 
date, le quali, per ipotesi, segnano sulla retta ab due punti coniugati ar­
monici rispetto alla coppia M che tale retta contiene. Ebbene per l'esago· 
no ab c d ej conduciamo una delle oo4 cfz. di Klein che vi passano (N° 40): 
si considerino i due assi della cfz. che passano per i due punti della cop­
pia M suddetta e dal punto m. n si tiri la retta r appoggiata a quegli 
assi. Allora i piani r nt, r n si corrispondono nella involuzione gobba indi-

Cr&lfr. 23 
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viduata da quegli assi medesimi e uno qualsiasi dei piani r ·m, r n genera 
(secondo la cfz. di Klein scelta) una cfz. di Kummer di cui la superficie re­
lativa è tagliata dal piano dell'esagono in una quartica che risolve la que­
stione proposta. Vediamo come si possano costruire linearmente le altre 
bitangenti della quartica stessa: ciò proverà che la soluzione è unica. Si 
osservi perciò che un piano a qualunque della cfz. di Kummer è trasfor­
mato nel piano r m, o nel piano r n, per opera di due involuzioni gobbe 
opportunamente scelte fra le 15 fondamentali. Se dunque t è la bitangente 
contenuta in a, le rette t, m e le t, n segneranno sopra due certi lati 
dell'esagono due coppie armoniche rispetto alle coppie M ivi esistenti: ma 
m ed n sono date, dunque t si costruisce mediante due quarti armonici. 
TI processo può ripetersi per tutte le 16 bitangenti del gruppo di Kum­
mer: dopo, per le altre, si può applicare il metodo di Aronhold che è pu­
re lineare, c. d . d. 

42. Le considerazioni del num. precedente servono ad attuare la co­
struzione delle oo~ cfz. di Kummer che si possono condurre per le 16 bi­
tangenti, di una quartica, formanti gruppo di Kummer. Basterà prendere, 
come elementi dati del problema, i 6 punti doppi della serie complemen­
tare e due bitangenti del gruppo suddetto. Le costruzioni del num. pre­
cedente applicate a questi elementi conducono allo scopo. 



I VARII TIPI POSSIBILI DI QUARTICHE PIANE 

PIÙ VOLTE OMOLOGICO-.A.RMONICHE. 

Adunanza. del 9 aprile 1899. 
Estratto dal t. XIII (1899) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 

In questo breve scritto mi propongo di ricercare quand'è che una quar­
tica piana irriduttibile può essere trasformata in sè da più omologie ar­
moniche. 

I risultati che ho conseguito riguardo al numero e alle relazioni mu­
tue di tali omologie sono riassunti al n. 13, nel quale ho riunito tutti i 
casi trovati e che sono anche i soli possibili. Figura fra di essi la nota 
quartica di Klein che è trasformata in sè da 21 omologie armoniche (1). 

In quasi tutti i casi trovati è notevole la configurazione dei :flessi per 
le mutue relazioni di posizione nelle quali essi vengono a essere vincolati 
per la esistenza delle omologie in parola. Altrettant() potrebbe dirsi per 
le bitangenti. 

Mi sono limitato alle omologie armoniche perchè, come risulta dal n. 
1, all'infuori di due casi ben ristretti , ogni omologia che muta in sè una 
quartica piana irriduttibile è necessariamente armonica. 

l. Se esiste una omologia capace di trasformare in sè una quartica 
piana irriduttibile, è certo che ogni curva polare del centro è pure mu­
tata in sè per opera di tale omologia. 

Dunque essa è armonica (generalmente) perchè la conica polare non 
può essere mutata in sè (generalmente) che da una omologia armonica. 
Fanno eccezione i casi seguenti : 

(a) La conica polare è indeterminata. 
(b) Oppure essa si compon~ di due rette passanti per il centro (di-

stinte, o coincidenti). . 
(c) Ovvero è formata dall'asse di omologia contato due volte e non 

passante per il centro. 

{l) K LEIN: Ueber die TraMjormation 3iebenter Ordnung der elliptisch.en F'unctionen. Ma­
thematisohe Annalen, Bd. XI V. 
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(d) O finalmente è costituita dall'asse suddetto e da una retta pas­
sante per il centro. 

Nel caso (a) il centro è un punto triplo e quindi non esistono orno· 
logie col centro in tal punto capaci di mutare la quartica in sè. 

Nel caso (b) il centro è un punto doppio e l'unica omologia che ab­
bia il centro in tal punto e che trasformi in sè la curva è necessariamente 
armonica. 

Nel caso (c) si osservi che l'asse, contato due volte, costituisce la co­
nica polare del centro, anche rispetto alla cubica polare del medesimo 
punto. Se quest'asse si prende come x1 = O e il centro come (100), la cu­
bica in parola sarà. 

(1) 

(dove cp è del 3° grado) e la quartica sarà: 

(2) ::r-1 [x~+ cp (x2, x3)) + 11' (x2, Xa) =O 

(dove 11' è del 4° grado). Le omologie col centro in (100) e che mutano la 
(1) in sè sono le sole 

(e~~ ~: ~:)' (e ·~: ~: ~:) 
con e, e2 radici cubiche immaginarie dell'unità. Ma esse non trasformano 
in sè certamente la (2), dunque bisogna che cp sia nullo identicamente e 
che quindi la (2) divenga 

x:+ 11' (x..!, x3) =o, 

nel qual caso le omologie ( .x 1 x 2 Xa) sono le sole omologie non ar­+ 1x1 x2 x3 
moniche col centro in (100) e trasformanti in sè la quartica. 

Finalmente nel caso (d) si vede che la cubica polare ha necessaria­
mente un flesso nel centro d'omologia e quindi, se è irriduttibile, la sola 
omologia che la trasformi in sè è manifestamente armonica. Se poi tale 
cubica si spezza, si vede subito che l'unica ipotesi che rimanga utilmente 
a discutersi è che la cubica in parola si componga di una retta per (100) 
e dell'asse contato due volte. Ma allora l'equazione della quartica è ne· 
cessariamente : 

x: X2 + f(x 2 , x 3) =o, 
dove j è del 4° grado. Nel qual caso le omologie 
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sono le sole omologie non armoni che col centro in (100) e trasformanti in 
sè la quartica. AbLiamo così trovato due soli casi di eccezione ed è ovvio 
il caratterizzarli geometricamente. Ciò è espresso dal teorema seguente nel 
quale essi sono considerati· 

Ogni omologia che trasforma in sè stessa una quartica p iana irridutti­
bile è armonica, meno che nei due casi ca~·atterizzati dalle due equazioni se­
guenti: 

x~+ q; (x2 , :va)= O, 

x~ x 2 + f(x2 , x3) =O 

(q; e f binarie biquadratiche). 
N el 1° la quartica possiede 4 punti di ondulazione1 sulllasse di omologia 

con le tangenti di ondulazione concorrenti nel centro d·i omologia e le o~no­

logie che fanno eccezione sono : 

Nel 2° caso la curva possiede 4 flessi suWasse di omologia con le tan­
genti di fiesso concorrenti nel centro di omologia e/te è per la quartica un 
punto di ondulazione. Le omologie che fanno eccezione sono. 

xa) 
x ' 3 

dove e1 e~ sono le 1·adici cubiche i1mnagina~·ie deWunità. 

2. Sia adesso una omologia armonica che trasformi in sè stessa una 
quartica piana irriduttibile (in tutto quel che segue la irriduttibilità della 
quartica è ipotesi essenziale e sottintesa). 

Sono proprietà evidenti, o facili a dimostrarsi, le seguenti: Se la quar­
tica non ba punti singolari , il centro di omologia non può essere sulla 
curva: la cubica polare del centro si compone dell'asse di omologia e di 
una conica c rispetto alla quale il centro e l'asse sono polo e polare (cioè 
il centro è uno dei 21 punti doppi della Steineriana). 
l 

Segue che le 12 tangenti condotte dal centro alla quartica sono ge-
neralmente costituite dalle 4 tangenti nei 4 punti in cui l'asse taglia la 
curva e dalle 4 bitangenti passanti ognuna per due punti comuni a c e 
alla q uartica. 

Se poi il cent.ro di omologia è sulla quartica, esso è un punto doppio 
per la curva: le tangenti nodali sono anche tangenti di fiesso e compon­
gono la conica c precedente. 
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3. A queste semplici osservazioni ne aggiungeremo altre due che sono 
meno evidenti e che ci occorrono nel seguito. 

La l a è: <<Non possono esistere due omologie armoniche trasformanti 
in sè la quartica e dotate del medesimo asse>>. Infatti si prenda questo 
asse per x 3 = o, poi la retta che unisce i centri per x 1 = O e su di essa 
i punti (O O 1), (O l l) come centri. La omologia di cui è centro (O O l) esige 
che l'equazione sia pari in a:3 , cioè : 

a x: + (b x~ + c a:1 a:2 + d x~) x! + e x~ +fa:~ x 2 

+ g x~ x~ +h x 1 x~ + e x~ = O. 

La 2• omologia è 

e quindi, per essa, l'equazione diviene: 

a x: + !b x~ + c a:1 (a:2 - 2x3) + d (X2 - 2x3rJ x: + e x~ + 
+ f x~ (x2 - 2x3) + g x~ (x2 - 2x3)

2 + 
+h X 1 (x2 - 2a:3)

3 +l (x2 - 2a:3)
4 =O; 

ma poichè la curva deve essere trasformata in sè, anche la equazione ul­
tima deve essere pari in x 3 , il che esige che sia prima l= g = f = h = O 
e in conseguenza c = d = O. Ma allora la curva si spezza. 

N o n possono nemmeno esistere omologie armoniche trasformanti in sè 
la quartica e dotate dello stesso centro. Perchè la retta polare del centro 
deve essere unita per entrambe e quindi passa per il centro! o è indeter· 
minata. Ma se passa per il centro questo è sulla curva e quindi è per 
essa un punto doppio (n. 2), dunque la retta polare è indeterminata. Ora, 
quando il centro è un punto doppio è ben evidente che le due omologie 
in parola non possono esistere. 

4. Ciò posto, cominciamo dall'esaminare se una quartica piana irridut­
tibile può ammettere più di una omologia armonica che la trasformi in sè 
stessa. Supponiamo che esistano due tali omologie così che sulla retta che ne 
congiunge i centri non esista alcun altro centro di altra omologia trasfor­
mante in sè la quartica. Se A, A' sono i centri e a, a' gli assi rispettivi, 
è manifesto che A' giacerà sopra a e A sopra a', altrimenti trasformando 
una delle omologie supposte, mediante l'altra, troveremmo una 3• omologia 
trasformante in sè la nostra quartica e col centri sopra A A', il che è con­
trario alla ipotesi fatta. Allora la equazione della curva riferita al trian­
golo a, a', A A' è manifestamente: 
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(l) 

ciò che prova la esistenza di una 3" omologia di cui il centro e l'asse sono 
rispettivamente il punto a a' e l'asse A A'. Esiste dunque un triangolo 
tale che ogni vertice, col lato opposto, individua una omologia armonica tra­
sformante in sè la curva. 

5. Ci proponiamo adesso di considerare, primieramente, tutti i casi 
possibili nei quali esistano omologie armoniche trasformanti in sè la curva 
con i centri in linea retta. Distinguiamo due casi a seconda che tale retta 
incontra, o no, la curva in 4 punti distinti e incominciamo a trattare il 
primo. 

Sia r tale retta, A un centro su di essa, a l'asse relativo e A' il punto 
a. r. I 4 punti della quartica sopra r debbono distribuirsi in due 
coppie armoniche rispetto ad A A'. Dunque A A' deve essere una coppia 
del covariante sestico della binaria biquadratica rappresentata dai 4 punti 
suddetti. Se esiste una sola coppia come A A' si ha la (l) del N° precedente. 

Sia adesso B un nuovo centro su r, b l'asse relativo e B' il punto 
b.r. La coppia B B' deve quindi coincidere con una delle altre due coppie 
del covariante suddetto. 

Ora se noi effettuiamo la trasformazione omologica (A, a) sulla (B, b), 
è manifesto che i punti B B' si scambiano fra loro (perchè il gruppo A A' 
B B' costituito da due coppie del covariante sestico in parola è un gruppo 
armonico). Dunque esiste una quarta omologia armonica che trasforma in 
sè la quartica e che ha per centro B' e l'asse passante per B. Cioè la coppia 
B B' deve trovarsi in condizioni uguali della A A'. Allora, riferendosi alla 
equazione del N° precedente, scegliamo il punto unità in guisa che, es­
sendo r = x 3 = O, sia {l l O), (l - - l O) la nuova coppia B B'. L'omologia 
armonica di cui è centro (l 4 O) e asse xi + x2 + k x 3 = O è data dalla 
sostituzione 

Essa, applicata alla {l) del N° precedente, la trasforma in 

a(~ -t- kx3)~ + b (xi+ kx3)
4 +c x:+ d (x2 + k x3f (xi+ k :va)2 + 

+e (x2 + k Xa)z x:+ j(xi+kx3)
2 x! =O; 

ma questa deve essere nuovamente pari in x 11 x 2 , x3 , il che richiede pri­

ma di tutto k =O; quindi la nuova omologia supposta è (Xt X2 X:~) 
x2 xt - Xa 

e se la nostra equazione deve rimanere invariata per opera di questa omo­
logia, deve essere necessariamente a= b, e=! e l'equazione diviene: 

~------~--------------------~--~~~~--~· · 
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(2) 

in questo caso la curva possiede le 4 omologie, con i centri in linea retta 
e gli assi passanti per un punto, che sono individuate rispettivamente da 

(1 O O) (O l O) (1 l O) (1- l O) , 

xi = O , x 2 = O , xi + x2 = O , xi - x2 = O , 

e oltre queste possiede pure la omologia di cui è centro il punto comune 
agli assi precedenti e asse la retta che unisce i centri. 

Finalmente si vede che se e = f = O tut t'e tre le coppie del cova­
riante sestico in questione si comportano ugualmente : l'equazione è 

(3) 

e la curva possiede, oltre le omologie precedenti, le altre due di cui i cen­
tri e gli assi sono 

(1 i O) (l - i O) , 

xi - i x2 = O , xi + i x2 = O. 
In caso jn cui la r tagli la curva in punti distinti è così esaurito e 

sarebbe facile vedere che le forme (2) e (3) trovate in generale non si spez_ 
zano. Risulta anche dal corso del ragionamento che, nel caso ora trattato, 
l'essere i centri in linea retta porta che gli assi relativi passino per uno 
stesso punto. 

6. Supponiamo adesso che la r non incontri la quartica in punti tutti 
disiinti. Anzi cominciamo dall'ammettere che tali punti siano riuniti in 
uno solo che indicheremo con P e consideriamo due delle supposte omo­
logie (sempre con i centri sulla r). Il punto P deve essere unito per en­
trambe, dunque, per le osservazioni già fatte al No 3, non v'è altra ipo­
tesi possibile che P per l'una sia centro e appartenga all'asse dell'altra. 
Cioè, indieando con p l'asse di P e con A, a il centro e l'asse dell'altra, 
deve il punto P trovarsi sopra a, cioè essere il punto a. r. Segue che A 
si trova sopra p, altrimenti, effettuando la trasformazione omologica (A, a) 
sulla (P, p), troveremmo due omologie con lo stesso centro e con assi di­
versi trasformanti in sè la curva, ciò che è in contraddizione col N° 3. 
Allora il triangolo a, p, r è tale che ogni vertice, col lato opposto, indi­
~idua una omologia t rasformante in sè la curva e quindi assumendo tale 
triangolo come fondamentale la equazione deve riuscire pari in x 11 x 2 , x 3 • 

D 'altra parte la x3 = O deve incontrare la curva in 4 punti riuniti in 
P= (l O O), quindi tale equazione sarà necessariamente della forma: 

b x: + c x! + e x: x: + f x~ x: -= O. 
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Si vede subito che sulla r non vi può essere un altro centro perchè 
dovrebbe l'asse passare per P e quindi il centro suddetto coincidere con A. 
Ma allora segue che l'asse deve per intero coincidere con a, altrimenti 
esisterebbero due omologie armoniche trasformanti in sè la curva e do­
tate dello stesso centro e di assi diversi, il che al solito è in contraddi­
zione col N° 3. Dunque, se la r incontra la quartica in 4 punti riuniti, 
si ricade nel caso del N° 4. 

Il medesimo ragionamento e la stessa conclusiono possono ripetersi se 
la r incontra in 3 punti distinti la quartica, perchè quello fra questi tre 
punti che vale due deve essere unito in tutt(< le omologie supposte e tiene 
luogo del P del caso precedente. 

7. Rimane a discutere il caso in cui la r incontri la curva in due 
soli punti. Essi possono essere entrambi punti di contatto, o entrambi pun­
ti doppi, ovvero: l'uno punto di contatto e l'altro punto doppio, o final· 
mente può l'uno contare come tre e l'altro come uno. Ma se tali punti si 
trovano in condizioni dissimmetriche, come ammettono le ultime due ipo­
tesi, essi debbono essere uniti in tutte le omologie supposte e quindi si 
ricade nella conclusione del N° precedente. 

Supponiamo adesso che questi punti ·siano doppi entrambi. Saranno 
contemporaneamente, o nodi, o cuspidi (se fossero nodo e cuspide si trove­
rebbero in condizioni dissimmetriche e quindi ecc.). Se sono nodi, si osservi 
che ogni omologia supposta deve cambiare in sè le tangenti nodali. Dun­
que essa, o ha il centro in un vertice del trilatero diagonale del quadrila­
tero formato con_ le tangenti suddette e per asse il lato opposto, ovvero 
ha il centro iu un nodo e ha per asse la congiungente dell'altro nodo con 
quel vertice del trilatero in .parola che si oppone a r. Quindi sulla r non 
si possono avere che uno, due, o 4 centri. Il caso di due è contenuto nel 
N° 4. 

Per il caso dei 4 centri, si assuma il trilatero di prima come trila· 
tero fondamentale e i punti (l l O), (l - l O) come punti doppi e si tro­
verà l'equazione: 

( 2 2)·' + 2 ( 2 + 2) + 4 o a x1 - x 2 • e x3 x
1 

x 2 c x
3 
= ; 

essa non è che un caso particolare della (2) del N° 5 per d = - 2 a (an­
zi può servire a dimostrarci che la x3 di quel ca-so non può mai essere 
una bitangente). 

Se finalmente si tratta di due cuspidi, prendendo la r per x3 =O e 
per x1 = o, x2 = O le tangenti cuspidali, l'equazione è 

2 2+b 3 + 3 + 2+t 4 o a x1 x2 x3 x1 c x3 x2 g x1 x2 x3 x3 = , 
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la quale ci dice che b e c non possono essere zero contemporaneamente 
se no la curva si spezza. Dunque una almeno delle tangenti cuspidali in­
contra la curva., fuori della cuspide, in un punto. In questo caso l'unica 
omologia possibile ha il centro in una cuspide e per asse la tangente nel­
l'altra cuspide (b = o, oppure c= O nella equazione precedente). Se poi 
entrambe le tangenti cuspidali incontrano ciascuna la curva in un punto 
fuori delle cuspidi, allora può sussistere una omologia di cui il centro è 
il punto comune a r e alla congiungente i punti d ' incontro (fuori delle 
cuspidi) delle tangenti cuspidali con la curva. Ciò accade quando b =c 

e l'omologia è (xi x 2 x3) con centro in (l - l O) e asse xi - x 2 = O. 
x2 xi X:l 

Ma in tal caso non può coesistere l'altra ( xi x2 Xa) , ovvero l'altra 
-xi X2 Xa 

(xi X2 Xa) a meno che la curva non si spezzi. 
xi- x2 xa ' 

Sarebbe facile vedere che ciò è vero anche quando l'ulteriore punto 
comune alle tangenti cuspidali e a1la curva è il punto d'incontro delle 
tangenti suddette. 

In conclusione, se la r contiene due punti doppi della quartica, non 
si è condotti a nessun caso nuovo. 

8 . .Ammettiano adesso che la r sia bitangente e che esistano due omo­
logie coi centri sopra tale retta. Intanto un centro nol}- può essere un pun­
to di contatto altrimenti quel punto sarebbe doppio (N° ~), ma nemmeno 
può trovarsi sopra un asse perchè il centro relativo, non potendo essere 
l'altro punto di contatto, i punti di contatto della r verrebbero a essere 
più di due. Dunque se A, a sono centro e asse di una de1le omologie 
supposte ed è .A.' =a. r, la coppia A A' deve essere armonica alla coppia 
dei punti di contatto suddetti. Prendendo questi come (O l O), (1 O O), la 
equazione della quartica sarà: 

a x: + b x! + c x: + d x3 + e x~ x~ = O, 

dove le b, c, d sono binarie in xi , x 2 di grado 1, 2, 3. 
Se ora si prende .A.' come (1 - l O) e a = xi - xi ' O la omologia 

supposta è(~~ :: ~:) e quindi la equazione precedente, scrivendola per 

disteso, è: 

a x!+ b x! (xi+~)+ x! [c (x~+ x~)+ c'xi~] 

+ x3 [d (x~+ x:)+ d' (x~ x2 +xi x~)] +e x~ x! = O. 

Sia B, b centro e asse della 2" omologia supposta e pongasi B' = b.r: 
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allora la coppia B B' è anche armonica rispetto alla coppia dei punti di 
contatto. Nè può B B' coincidere con A' A altrimenti saremmo nel caso del 
N° 4 e già osservammo che allora (N° 7) x3 = O non può essere una bitan­
gente (il che pel resto è facile riconoscere anche geometricamente). 

Dunque, preso B come punto (l, - 1, O), si può prendere per b la 

.l x1 -- x2 =O e la omologia (B, b) è (xt n X2 1 Xa). x2 ,. x1 ,.x3 
Se si esige che la equazione precedente ritorni in sè, per opera di 

questa omologia, si vede che deve essere necessariamente l una delle ra­
dici cubiche immaginarie dell'unità e inoltre 

b = c = d' = 0. 

La equazione assume la forma: 

a x! -t fJ x: x1 x 2 + y x3 (x~ + x!) + t} x~ x~ = O, 

e la quartica è mutata in sè dalle tre omologie armoniche 

e't x2 X3) ( x x2 x3) ( X1 x2 
x2 x t x ' ,_2 xtt e x1 x ' ex2 e' x1 3 3 

di cui i centri sono : 

(1,- 1,0), (1,- e,O), (1, - eZ,O) 

e gli assi 

x1 - x2 = o, x1 - e·1 x2 = o, x1 - ex2 = o, 

X3) 
x ' 3 

e il corso del ragionamento prova che se esiste una omologia col centro 
sopra r , essa è certamènte una delle tre precedenti. I tre centri e i tre 
punti d'incontro cogli assi della retta r rappresentano due binarie cubiche 
tali che l'una è la forma Q dell'altra, cioè una è ottenuta dall'altra cer­
cando il 4" armonico di un elemento r ispetto agli altri due. Il gruppo bes­
siano comune è quello dei punti di contatto. 

9. I Ni 4, 5, 6, 7, 8 esauriscono tutti i casi possibili di omologie con 
i centri in linea retta. È notevole osservare che, di conseguenza, gli assi 
passano sempre per un medesimo punto. P ossiamo anche concludere, in 
sostanza, che se una quartica ammette val'ie omologie armoniche che la 
trasformino in sè medesima, considerandone due qualunque di cui i centri 
siano .A, B e ripetendo per la retta A B tutti i ragionamenti fatti ante· 
cedentenente per la retta r, siamo necessariamente condotti all'una, o al­
l'altra, delle due forme seguenti : 

(1) 

(2) 

4+ b 4+ t+ 2 d a a , 2 aa f- 2/22 O a X1 x 2 c Xa .xl X a "T e xl .x a .x:.~.xa = ' 
a x! + fJ .x! X1 .x2 + r x3 (x~ + x!) + t3 .x~ x~ = O 'l 

l 

l 
l 

j 
1 

l 
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Vogliamo adesso esaminare a quali forme particolari di queste siamo 
condotti quando si consi~eri una delle altre omologie supposte col centro 
fuori ·della retta A B. 

10. Cominciamo dalla (1). Sia AB O il triangolo fondamentale, O e o 
il centro e l'asse della nuova omologia supposta così che O giace fuori 
dei lati del triangolo suddetto. Osserviamo subito che O non può essere 
punto doppio della quartica altrimenti tali sarebbero anche i tre corri­
spondenti di O nelle tre omologie del triangolo fondamentale e la curva 
si spezzerebbe. Segue che O è esterno alla curva (N° 2). 

Allora per la retta O A potremo ripetere tutti i ragionamenti dei Ni 
precedenti: cioè indicando con A' il punto O A . B O e con O' il punto 
o. O A, avremo (A A' O O}= -l se siamo nel caso del N° :) ovvero, se 
siamo nel caso del N° 8, esisterà un'altra omologia (M, m) col centro M 
sulla O A in guisa che si avrà 

(O M A A') = - 1, (A M O O')= - l. 

Il caso del N° 4 lo escludiamo a priori perchè se O' coincidesse con 
A, A' coinciderebbe con O, cioè O si troverebbe sopra un lat{) del trian­
golo fondamentale, il che è contrario alla ipotesi. Ciò posto prendiamo .A 

come (O O l) e O come (111): nel caso del N° 5, essendo (A A' O O') =- 1, 
troveremo O'_ (1, 1,- l) e nel caso del N° 8, essendo (O M A A')=- 1, 
(A M O O')= - 1, troveremo: M_ (1, 1,- l) e dopo O'= (1, 1,- 3). In­
dicando con O", O"' i punti analoghi a O' situati sopra O B, O O è d'uopo 
osservare che O', O", O'" debbono essere in linea retta (la o) e quindi è 
possibile solamente la ipotesi 

O'= (1, 1, -l), O"= (1,- 3, 1), O'"= (- 3, 1, 1), 

o le analoghe. Segue che la o è la retta: 

x1 +x2 +2x3 =0. 
La cubica polare del centro rispetto alla quartica è 

a x~ + b x! + c x: + d (x~ x 2 + x1 x!) + e (x~ a-3 + x1 x!) + 
· + f (x~ x 3 + x 2 x~) = O; 

essa, secondo il N" 2, deve spezzarsi nella retta 

x 1 + x2 + 2x3 = o, 
e nella conica: 

m x~ + n x~ +p x! + 2 q x1 x 2 + 2 r x1 Xa + 2 s x2 x3 = O 



• 

'J VARil TIPI POSSIBIT.T DI QUARTICilE PIANI<: PIÒ VOLTE OlÌlOLOGICO-ARJÌIONièHE 36'!> 

in guisa che la l" sia polare di (111) rispetto alla 2". li che richiede che 
sia: 

m=n, r = s =--q, p= 2 (q+ n), 

onde la conica precedente è 

e la q uartica è 

(l) 
J.. (x: + x:) + 4 (.t - ,u) x: + 2 (l - 2 ,u) x~ x~ + 

+ 4 (l + ,u) (x~ x~ + x~ x~) = O. 

Ora applicando la trasformazione lineare 

la quartica precedente diviene 

la quale sarà discussa al N° 12. 

11. Passiamo adesso alla (2) del N° 9 e facciamo considerazioni ana· 
loghe. Abbiamo dunque la quartica 

e vogliamo esamìnare se può ammettere una omologia (O, o) col centro 
fuori della x 3 = O. Sienù A, B, C i cent:vi sopra quest'ultima retta, a, b, c 
gli assi. Noi potremo ripetere per le rette O A, O B, O C i ragionamenti 
fatti nel No precedente. Ad es. la O A presenta i tre casi: 

l o l'asse o passa per A e quindi a per O, 
2° si ha (A A' O O')= - l (dove A = a . .A 0), 

·3o esiste sulla O .A un altro centro M così che 

(O M .A .A') = - l, (.A M O O') = - l. 

N el l o caso la curva riferita alle tre rette a, o, O .A è rappresentata 
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da una equazione pari in x1 x 2 x 3 (N° 4) e quindi si ricade nel N° prece· 
dente. Altrettanto può dirsi nel 2° caso perchè allora sulla retta O .A esi­
stono 4 centri e valgono le considerazioni del N° 5. 

Rimane il 3° caso per il quale si avrà contemporaneamente: 

(OM.A.A')=-1, 

(OMtBB') =- 1, 

(O M2 00') =-l, 

(.AMO O') = -1, 

(BM1 00") = -1, 

(O M2 O O"')= -l. 

I punti A, B, O hanno per coordinat.e rispettivamente (N° 8) 

(1,- 110), (1,- e,O), (1,- e2,0), 

e gli assi sono: 

Il punto O abbia le coordinate y1 y2 y3• Si vede facilmente allora che 
si ha: 

O' - (2 Y2 - Yt ' 

O" = (2 e2 Y2 - Yt ' 

O"'= (2 e Y2- Yt' 

2 Yt - Y2, !la), 

2 e Yt - Y2 , Ya), 

2 e·~ Y1 - Y2, Ya)· 

Ora i punti O', 0'', O'" debbono essere in linea retta (la o): espri­
mendo questa condizione si trova: 

Yt Y2 Ya =O 

!fa y3 =F O perchè il centro O è supposto fuori di x3 = O. Quindi si 
ha: o y1 =o, oppure y2 =o, ovvero y1 =O, y2 =O insieme. 

Ma in quest'ultimo caso, poichè gli assi a, b, c passano per O, ne 
viene che la x3 = O è l'asse di O, ma allora r = O e la curva si spezza. 
Se poi y1 = o, y2 =F O la retta o diviene 

cioè o passa per uno dei punti di contatto di x3 =O con la quartica: d'al· 
tra parte x3 =O non è unita in questa nuova omologia, dunque in (l O O) 
si avrebbero 2 tangenti, il che è assurdo perche (1 O O) non è doppio. Dun­
que la conclusione di questo N° e del precedente si è che non rimane al· 
tro che da esaminare il fascio di quartiche 



.I x: +l .I x: x: = o. 
12. Cambiando il parametro del fascio ne scriveremo più opportuna. 

mente la equazione così 

(l) 
l 

per ), = - 3 1a quartica del fascio si spezza nelle 4 rette: 

x 1 + x2 + x 3 = o, 
- xi + x2 + x3 = o, 

xi - x2 + Xa = o, 
xi + x2 - x 3 = o, 

formanti un quadrilatero che ha per trilatero diagonale il fondamentale. 

Invece per l = ~ si ha la conica doppia (2.' x:)2 =o, la quale è manife­

stamente la cosidetta conica dei 14 punti di quadrilatero precedente (cioè 
la conica che passa per il gruppo hessiano dei 3 vertici su ciascun lato). 
Si può quindi considerare il fascio come individuato da un quadrilatero 
e dalla conica dei suoi 14 punti contata due volte; i lati del quadrilatero 
sono bitangenti a ciascuna curva del fascio . Si riconosce facilmente che 
esistono 9 omologie armoniche trasformanti in sè contemporaneamen~e la 
conica e il quadrilatero. Sei di esse banno per centri i vertici del quadri­
latero e per assi le polari dei vertici, r ispetto alla conica in parola, tre 
banno per centri e per assi i vertici e i lati del trilatero diagonale (che 
nel nostro caso è ii fondamentale). Si vede anche facilmente che queste 
9 omologie trasformano in sè ogni curva del fascio (N° 13, VI). 

Si domanda adesso: Potranno esistere altre omologie trasformanti in 
sè qualche cm·va particolare del fascio! Per rispondere a questa domanda 
distingueremo due casi: o il centro della nuova omologia supposta giace 
sul triangolo fondamentale, ovvero non gli appartiene. N el l o caso se il 
lato che lo contiene è x 3 = o, esso, in forza delle cons:derazioni dei Ni 4, 
5 deve contenere sei centri e le omologie che si aggiungono sono le due : 

( xi x2 
- xi i x 2 

( xi x2 
ixt - x2 

Ma. esse t rasformano in 

. Xa) e per conseguenza le altre 4 analoghe: 
'~-Xa 

~), (X1 
xi 

x2 xa) . ' '~-Xz - x3 

Xa) 
Xa ' 

( Xt 
i xi 

x2 Xa) 
x2 - Xa • 

sè la 

.X x~ =O • 
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e non la ~x: x~ c= o, dunque l'unica curva del fascio (1) che le ammetta 

è ~x~= O. Questa curva possiede in tutto 15 omologie armoniche e cioè • le 9 citate avanti e comuni a tutte le curve del fascio e altre 6 di ognu-
na delle quali è centro un punto comune alla conica dei 14 punti e a un 
lato del triangolo fondamentale, e asse la tangente alla stessa conica nel­
l'altro punto in c~i essa è incontrata dal lato suddetto. 

Andiamo al 2° caso. Esista dunque un nuovo centro P fuori dei lati 
del triangolo fondamentale. Potremo applicare a queRto nuovo centro P e 
al triangolo suddetto tutte le considerazioni del N° 10. Cioè, sopra la con­
giungente di tale centro P con uno dei vertici del triangolo fondamentale, 
devono esistere, in _tutto, quattro centri e su ciascuna delle altre due con­
giungenti di P con i due vertici fondamentali rimanenti devono esistere, 
in tutto, tre centri. Sia (O O l) il l o vertice suddetto e (l O O), (O l O) gli 
altri due. Sulla retta che unisce P a (O O l) debbono dunque trovarsi in 
tutto 4 centri, quindi (N° 5) uno di questi deve ess('re sulla x 3 =O e, se 
non vogliamo ricadere nel caso di dianzi, esso sarà uno dei punti (1,1,0), 
(1,-1,0). 

Quindi le coordinate di P saranno della forma 

(l, ] ' ,u) 

e l'asse relativo sarà (N° 10) 

,u(x1 + x 2) + 2x3 =o, 
e finalmente l'omologia armonica che ha per centro e per asse il punto e 
la retta precedenti sarà: 

:r2 
,u (x t - x2) + 2 X3 , 

Esigiamo adesso che una curva del fascio 

.I x: t 6 l .I x: x~ = O 

sia trasformata in sè dalla omologia precedente. 
Eseguiti i calcoli, troveremo facilmente le soluzioni seguenti: 

1 + iV1 p.= __ 2 ___ ' 

l-iY7 
t-t=--2-' 

,u = + y2, 

-l-if7 
l= 4 -, 

1 =-l+iV7, 
4 

l 
l=-; 

3 
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l'ultimo caso lo escludiamo perchè la curva del fascio corsispondente a 

] . d . 2 o l= 3 è la com ca opp1a I xi = . 
Rimangono i primi due. Nell'uno e nell'altro la quartica possiede in 

tutto 21 omologie armoniche: cioè le 9 del fascio e le altre do(lici di cui 
i centri e gli assi sono rispettivamente: 

l 
l l ,u), ,u( x 1 + x 2) + 2 X:J = O; 

(- l l ,u), ,u (- x 1 + x 2) + 2 x3 = O; 

( 1 - 1 ,u), ,u( x 1 - x 2) + 2 x3 = O; 

l l- ,u), ,u( x 1 + x2) - 2 x3 =O; 

l ,u 1), ,u( X 1 + x3) + 2x2 =0; 

(- l ,u 1), ,u (- x 1 + x3) + 2 x2 =O; 

( 1 - ,u 1), ,u( x 1 + x3) - 2x2 =0; 

l ,u -l), ,u( x. -:va) + 2.1:2 = 0; 

,u l 1), ,u( x2 + a:3) + 2 x 1 = O; 

(- ,u l 1), ,u( a:2 + x3) - 2x1 = 0; 

( ,u - 1 1), ,u(- ~ +x3) + 2a:1 = 0; 

( ,u 1 - 1), ,u( X2 - X 3) + 2 X 1 = 0 j 

dove 

Le due quartiche così trovat-e appartengono al tipo già menzionato 
di Klein (loc. cit.) e sarebbe facile, con opportune trasformazioni di coor· 
dinate, ridurne l'equazione a una delle forme già conosciute. 

Del resto torneremo sull'argomento a.I N° 18. 
Le considerazioni di questo N° provano che la nostra discussione è 

esaurita. 
13. Riassumeremo tutti i casi trovati nel seguente enunciato: 
I tipi possibili di quartiche piane, irriduttibili, più volte omologiche-ar­

moniche possono classificarsi, in riguardo al numero delle omologie, nel 
modo seguente: 

I. - Una. sola omologia: 

a x: + b x! + c = O, 

CIAIII . 
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dove a, b, c sono binarie in x 1 x 2, dei gradi O, 2, 4 rispettivamente. ll 
centro è (O O 1), l'asse è x-:~= O e l'omologia è 

(:: ~ -- ~:). 
II. - Tt·e otnologie di cui i centri e gli assi sono vm·tici e lati di un 

tt·iangolo. 
Assumendolo come fondamentale, l'equazione è: 

4 + b 4 + 4 L d 2 2 + 2 2 +f 2 2 O a~ ~ c~-r ~~ e~~ ~~= 

e le omologie sono : 

Xa) 
Xa ' 

III. - Tre omologie con i centri in linea retta e gli assi passanti per 
un punto. La retta è bitangente alla quartica: sopra di essa i centri e i pun­
ti d'incontt·o degli assi costituiscono d1te terne di punti aventi per comune 
gruppo hessiano quello formato dai punt·i di contatto. 

Riferendo la curva alla retta suddetta (x3 = O) e alle rette che uni­
scono il punto comune agli assi, coi punti di contatto di x 3 = o, l'equa­
zione è: 

a x! + b x~ x1 x 2 + c x3 (x~ + x!) + d x~ x~ = O 

e le omologie sono : 

dove e, e~ sono le radici cubiche immaginarie dell'unità positiva. 
IV. - Cinque omologie e cioè quelle del N° II e più altre due di cui i 

centri sono su di un lato del tt·iangolo fondamentltle (x3 = O): l'asse di una 
passa per il centro dell'altra ed entrambi pm· quel vertice del tt·iangolo jon­
datnentale che si oppone alla retta dei centri. Sopra di essa, i 4 centri com­
pongono due coppie del covat·iante sestico della binaria biquadrat'ica t·appre­
&entata dai 4 punti di incontro di tal retta con la quat·t,ica, o altrimenti 
quella retta incont1·a la C1trva in due punti doppi e allora questa coppia di 
punti e due opport1tne coppie,jormate con i centt·i, costit1tiscono 3 coppie ar­
moniche, a due, a due. 

L'equazione è 

a (x: + x:) + b x~ x~ + c x! (x: + x:) + d x: = O 

e i due punti doppi si hanno per b = - 2 a. Le omologie sono quelle del 
N° II e le altre due: 
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v. - Sette omologie e cioè quelle del N° IV e più altt·e due di cui i 
centri sono i punti della 3a coppia del cova.riante sestico di c1ti è pa.rola nel 
No pt·ecrdente, l'asse di una passa per il centTo dell'ctltra ed entrmnbi pet· 
il punto (O O 1). 

L'equazione è 

a (x~ + x:) + b x~ x~ + d x: = O 

e le omologie sono quelle del N° IV e le altre due; 

X3) 
ix3 ' 

(si esclude quì però il caso dei punti doppi considerato in IV). 
VI. -Nove omologie divise in due specie : sei hanno per centt·i i sei 

vertici di 1m q1tadrilatero completo e pet· a.ssi i lati del quadra,ngolo polare 
ri.spetto alla conica dei 14 p1tnti del prirno: tt·e hanno per centri e assi i 
vertici e i lat·i del tt·ilatm·o, o tTiangolo diagonale co1nune. 

Questo caso proviene da quello del N° IV supponendo che le condi­
zioni, nelle quali ivi si trova la curva rispetto a x 3 = o, siano anche adem­
piute rispetto a x 1 =o, x2 = O. Si ha dunque il fascio di quartiche 

~ x; + l ~ x~ x~ = o, 

ognuna delle quali possiede le 9 omologie suddette. 
Esse sono: 

e~~ x2 Xa) (Xt x2 Xa) ( X t x2 X3) 
x2 X t x ' x2 Xt- Xa ' X a x2 Xt ' 3 

(Xt x2 Xa) (Xt x2 Xa) ( Xt x2 Xa) 
.va- x2 Xt ' X t X:~ Xli ' -xt Xa x2 ' 

(Xt x2 Xa) (xt x2 x3) ( Xt x2 X3) 
X t x2- Xa ' Xt - x2 Xa ' -xt x2 X a 

Il fascio può essere individuato da un quadrilatero e dalla sua coni· 
ca dei 14 punti. 

VII. - Quindici ornologie: ossia le precedenti e altre sei di cut. ., cen­
tri sono i punti d'·incontro de·i lati del tt·ilatero diagonale con la conica dei 
quatto1·dici punti e assi le tangenti alla conica in questi punti, in guisa che 
due di questi nuovi centTi, situat·i su di un medesi1no lato del triangolo fon­
damtmtale, giacciono l'uno st1ll'asse dell'altro. In altre pat·ole questi sei nuo· 
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vi centri sono i vertici dell'esa-esagono che il q1wd1·il.ate1·o s1tddetto ind,ividua (l). 
Questo caso proviene da quello dèl No V quando i lati x 1 =o, x2 =O 

si trovano nelle medesime condizioni ivi descritte per x 3 = O. L 'equazione è 

4 
;E x,= o, 

cioè è il caso della quartica dotata di tessuto apolare. 
Le omologie sono le 9 del N° VI e le altre sei: 

( Xt x2 m3) ( X t x2 i~)' -x2 X t i x 3 ' x 2 - x 1 

( Xt ~ Xa) ( X t x2 Xa) 
--xa ix2 i x. ' xa ix2 -xt ' 

( Xt x2 ~), ( Xt x2 --~). ix1 Xa i x 1 X a 

VIII. - Ventuno omologie e cioè quelle del N° IV e le altre dodic-i de­
scritte alla fine del paragrafo precedente. I nuovi dodici centri si distribui­
scono in tre quadrangoli aventi per triangolo diagonale il triangolo fonda­
mentale. 

Questa notevole quartica costituisce la curva d'ordine minimo fra quel­
le che sono invarianti rispetto al noto 0 168 di collineazioni piane. Essa, 
come già dicemmo, fu incontrata la prima volta da Klein (loc. cit.) e dopo 
fu considerata e studiata sotto varii aspetti (N° 18). L'equazione nostra è 

;E x; + ! (- l + iyif) ;E x! x! = O. 

Al N° 18, ove il fascio 

;E x: + 6 l ;E x: x~ = O 

è studiato con qualche dettaglio, mostreremo come si possa pervenire, an­
che per altra via, alla equazione precedentemente trovata della quartica 
di Klein. 

Osservammo già (N° l) che il centro di una omologia armonit:a, tra­
sformante in sè la quartica, deve essere necessariamente un punto doppio 
della Steineriana. 

{l) Cioè compongono la figura dei 6 punti singolari, in un piano singolare, di una 
superficie di KUMMER 6 volte tetraedroide (cfr. SEGUE: Sur u·n cas parliculier .le la sur­
fl!ce de KUMJIIER, Berichte iiber die Verh. der Konigl. GeRellRch. der Wiss zu Liepzig, 
1884 e CIANI: Alcune osservazioni sulle conjìg1trazioni d'i KUliBn; n, Giornale di Na1)oli, 
1898). 
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Ebbene Pultimo esempio ora esposto ci prova che tutti i 21 punti doppi 
della Steineriana possono essere centri di omologie armoniche trasformanti 
in sè la mtrva (1). 

Alcune proprietà relative ai flessi delle curve trovate. 

14. Cominciamo dal caso II: 

4 + b 4 + 4 + d 2 2 + 2 2 +J 2 2 o a x1 x2 c x3 x 1 x2 e x
2 

x
3 

x
1 

x
3 
= . 

Una delle tre omologie è il prodotto delle altre due: cioè se al pun 
to A corrispondono B, C, D, nelle tre omologie, il gruppo A B C D si mu· 
ta in sè per opera di ognuna delle tre omologie medesime. Allora si con­
sideri la rete di coniche 

a x~ + {3 x~ + r x~ = O 

che ha il triangolo fondamentale come triangolo autopolare. 
Ogni conica della rete è mutata in sè dalle tre omologie in parola, 

dunque quella di esse che passa per due flessi, non corrispondenti in al­
cuna delle tre omoJogie suddette, taglierà la quartica in 8 flessi distribuiti 
in due gruppi come A B C D. Dunque: 

l 24 flessi si trovano, a 87 a 87 sopm 15 coniche di una stessa rete (2). 
15. Andiamo al N° III 

a x: + b x! x1 x2 + c x3 (x~ +x~) + d x~ x~ = O. 

Ogni conica che passa per i punti di contatto di x3 =O e in quei 
punti tocca le rette che vànno al punto di concorso degli assi è mutata 
in sè dalle 3 omologie della curva. Tali coniche formano un fascio. Cia­
scuna taglia la curva (oltre che nei due punti suddetti) in 6 punti che 
sono vertici di un triesagono. Cioè essi compongono la figura dei 6 punti 
singolari in un piano singolare di una superficie di Kummer tre volte te· 
traedroide. Dunque: 

Nella quartica si possono iscrivere =' triesagoni. 

(l) I casi dei Ni Ili e IV furono da me già segualati nella mia tesi di abilitazione 
(cfr. Se linee diametrati delle curve algebriche piane stampata negli Annali della R. Scuola N or· 
male superiore di Pisa nell'89): non però gli altri casi perchè, nella memoria suddetta, mi 
proposi soltanto di considerare le possibili simmetrie di una curva rispetto ad assi 
realipassanti per uno stesso punto. 

(2 J GERBALDI: L 'equazione di 24o ordin-e da cui dipe11de l!l ricerca dfi j!llBBi della quar. 
tica piana (Questi Rendiconti 1893). CrANI: Sopra le 1erie quadratiche dl coniche invi~uppanti 
la quartica plana (Rendiconti Istituto Lombardo, 1895). 
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Se un vertice di un tale triesagono è un flesso, lo sono tutti. Ossia: 
I 24 flessi compongono 4 triesagoni. 
E anche: 
I 24 flessi giacciono, a 6, a 6, sop1·a 4 coniche appartenenti a 1wo stes­

so fascio. 
16. Per il caso del N° IV osserviamo che la quartica: 

a (x~ + x:) + b x~ x~ + c x~ (x~ + x~) + d x; = O 

ammette, oltre il triangolo fondamentale xi x 2 x 3 -= O (di cui ogni vertice 
e il lato opposto individuano una delle omologie armoniche che la curva 
possiede), anche il triangolo (xi + x 2) (xi + x 2) x3 = O in uguali condizio­
ni dei l 0 : quindi quello che fu detto per il primo, al N° 14, può ripetersi 
quì. Cioè esistono due reti di coniche analoghe a quelle descritte in tal 
numero. Ma esse ba.nno un fascio comune e precisamente quello costituito 
dalle coniche passanti per quei due punti di Xa =O che compongono la 
coppia del covariante sestico diversa dai centri e che toccano ivi le 
rette che vanno al punto comune agli assi. Ciascuna conica del fascio è 
trasformata in sè da tutte le omologie della quartica e quindi, nel fascio, 
vi saranno tre coniche passanti ognuna per 8 flessi: e per consegu~nza il 
numero delle coniche contenenti 8 flessi e date dalle considerazioni del 
N° 14 applicate ai due triangoli suddetti, deve esser diminuito di tre unità. 

l 24 flessi si t1·ovano a 8, a 8 sopra. 27 coniche. 
17. N el caso del N° V si banno 3 reti di coniche analoghe alle due 

precedenti e si vede subito che tali reti banno a comune a due, a due 
un fascio nel quale esistono 3 coniche contenenti 8 flessi. Sicchè in que­
sto caso: 

I 24 flessi stanno, a 8, a 8, sopra 3.15 - 3.3 = 36 coniche. 
18. Andiamo finalmente allo studio del fascio 

~x!+ 6 l ~x~ x~= O. 

Prima di tutto noteremo che le considerazioni dei Ni precedenti ap­
pJicate a questo caso si dicono che: 

I 24 flessi di ogni curva del fascio giaccio1w, a 6, a 6, sopra 16 coni­
che e, a 8, a 8, sopra altre 51 coniche. 

Per determinare nel fascio le due quartiche di Klein che vi sono con­
tenute si può anche procedere nel modo seguente. Si osservi prima di 
tutto che il cova.riante S di una curva del fascio appartiene nuovamente 
al fascio; e precisamente se con l' s'indica il valore del parametro che 
individua il covariante S della quartica corrispondente al valore l, si ha 

12
- 213 -14 

;: = 614 • 
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Segue intanto che: 
L'unica quartica. del fascio che abbia S indetet·minato è ~x; = O. 
Escludendo il valore zero di l rimane 

Dato l si trova un sol valore per ..1.' : viceversa per un valore di ..1.' 
ci sono due valori per ..1.. Dunque: · 

Ogni curva del fascio può considerarsi come covariante S di altre due 
curve del fascio medesimo. 

Per ..1.' = l si troveranno le curve del fascio che coincidono con i lo­
ro covarianti S. Ora appunto il Brioschi ha dimostrato (1) che la quartica 
di Klein coincide col proprio covariante S (2). Dunque le 2 quartiche di 
Klein del fascio saranno da scegliersi fra quelle per cui si ha: 

1- 2..1.- À.2 

À.= 6..ìl 

cioè: 

6 ..1.3 + ..1.2 + 2 À. - l = o. 
Questa è soddisfatta per i valori 

- l-iy7 
4 

ma il primo lo escludiamo perchè dà la conica doppia (~x:) 2 = 0: gli 
altri daranno le curve domandate: il che conferma i risultati del N° 12. 
Da essi si deducono facilmente le più salienti proprietà della configura­
zione dei centri, degli assi, delle bitangenti della quartica di Klein. Cosl 
ad es. si vede che i centri e gli assi compongono una configurazione 
(21 4 , 214), che i centri e le bitangenti compongono un'altra configurazione 
(214, 283), ecc. 

Altre curve notevoli del fascio in questione, oltre la conica doppia 

(l = ~) e il quadrilatero fondamentale (l = - ~) , si hanno per l = oo , 

À. =o. 

(l) BruoscHI: Sopra una cltU1e di curve del 4o ordine (Atti R . Accademia dei Lincei: 
s . III, v . Vlll) . Veggasi pure per altre particolarità della quartica di KLEIN: KLEIN· 

FRICKE. Vorluungen. uber die T/teorie der Elliptisclum Modulfunctionen , v. I, pa.g. 692. WE­
BER: Lekrbuck der Algebra, B . II, ~ 115. (Teruiire linerare B!tbstitutio111gruppe t•on 168eten 
Grade). 

(2) Viceversa si può dimostrare che se una. quartica. piana, irriducibile, coincide col 
proprio covariante S, essa. è necessariamente la qua.rtica. di KLEIN. 
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Per .t = oo si ottiene la .:E x~ x! = O che è l'unica q uartica irridutti­

bile del fascio dotata di punti doppi. Per À = O si ha la .:E x~ =O di cui 
già parlammo al N° VII. Essa non possiede 24 flessi distinti, ma 12 punti 
di ondulazione sicchè il dodecagono formato con i p~mti suddetti è m1~tato 
in sè dalle 15 01nologie armoniche che la mu·va possiede. 

Le sei omologie che la quartica gode (oltre le 9 comuni a tutte le 
curve del fascio) hanno i centri sui vertici dell'esa-esagono segnato sui la­
ti del triangolo fondamentate dalla conica dei 14 punti. Applicando una 
di queste omologie a tale esa-esagono risulta che due vertici di esso, situa­
ti su d·i ~uw stesso lato del t·riangolo fondamentale, insieme ai 4 vertici del 
qtwdrilatero fondamentale, che giacciono fuori di quel lato, compongono un 
m~ovo esa-esag01w (1). 

(l) Per la configurazione degli assi e centri delle omologie del fascio 

t 2 k Ixi + 6.1. .Ix, x 2 =0 

vegga;;i anche: GERDALDI: Sul gmppo sempl~ di 360 collineazim1·i piane (questi Rendi­
conti' 1898-69). Relativamente poi alla quarti ca I x:= O citeremo anche W ALTHER DY­
CK che considera il gruppo delle 96 omografie che la trasformano in sè stet~sa, ma non 
quelle di esse che sono omologie armoniche: cfr. Notiz uber eine ngnliire RIE~IANN l!' Iii­
che vom Gesch.lecl!te drei und Zugelwrige Normal Curve vieter Ordnung (Mathematische Au­
nalen, Ud. 17). 



UN TEOREMA SOPRA IL COVARIANTE S 

DELLA QUAR'l'ICA. PIANA. 

[Estratto dal t. XIV (J 900) dei Rendiconti del Ciroolo Mat~matico di Palenno]. 

Adunanza del 23 luglio 1899. 

È noto che Clebsch chiamò col nome di covariante S di una quartica 
piana il luogo dei punti le cui cubiche polari sono equiauarmoniche (1). 

Servendosi di una denominazione di Caporali, che indicò col nome di 
polohessiana di un punto la hessiana della cubica polare del punto (2), si 
può dire che il covariante S è il luogo dei punti le cui polohessiane si 
spezzano in tre rette. Se il punto è generico sopra S, tali tre rette han· 
no posizione generica e compongono il triangolo polohessiano del punto. 
I vertici di questo triangolo appartengono nuovamente ad S. Il covarian· 
te S è del quarto ordine e se la quartica fondamentale non è particolare, 
esso non ha punti doppi (3). Nasce dunque la questione di sapere se può 
mai accadere che nna quartica coincida col proprio covariante S. Un esem· 
pio di questa coincidenza è citato dal Brioschi (4) ed è realizzato da una 
ben nota curva del 4° ordine la cui esistenza fu rilevata la prima volta 
da Klein (5). È la quartica invariante rispetto al noto gruppo G168 di col· 
lineazioni piane. Essa gode la proprietà che ogni tangente di fiesso la in· 
contra ulteriormente in un fiesso di guisa che, con opportuna ed evidente 
scelta degli elementi di riferimento, la sua equazione può scriversi cosl: 

(l ) CLEBSCB, Ueber Curven vierter Or C:nung. Crelle's Journal, Bd. 57. 
(2) CAPORALI, Memorie di Geometria (Frammenti sulla teoria delle curve piane del 

quarto ordine). 
(3) CrANI, Sopra d·r.u cu·r·ve invariantive della quartica pia·na. Annali di Matematica, t. 

xx, 1892. 
(4) BmoscBI, Sopra una cla88e di Ccurve del 4o ordine. Atti della R Ace. dei Lincei, 

e. III, vol. VIII. 
(5) KLElN, Deber die Tramjonnation siebenter Ordnung der elliptiBchen Functionen. Ma· 

thematische Annalen, Bd. XlV. 

/ 
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3 3 a x 1 x2 + x2 x3 + x3 x1 = O. 

Noi la chiameremo per brevità << la qttat·tica di Klein ». 
Non si conosce nessun altro esempio della coincidenza sopra indica­

ta. Ebbene ci proponiamo di dimostrare adesso che, fra le quartiche irri­
duttibili, non ve ne possono essere altri e che, fra quelle riduttibili, il solo 
esempio possibile è quello della conica doppia , che, cioè, sussiste il se­
guente teorema: 

Le sole quartiche p iane capaci di coincidere col propt·io covariante S 
sono: la quartica di Klein e la conica doppia. 

(L'enunciato stesso del teorema esclude le quartiche che hanno S inde· 
terminato). 

l. Cominciamo dal considerare le quartiche irriduttibili. La ipotesi 
della irriduttibilità regge i Ni 1, 2, 3. 

Supponiamo dapprima che la quartica abbia almeno un flesso distinto 
da un punto doppio. Sia (O O l} tale flesso, x 1 =O la sua tangente e x 3 =O 
la polare armonica. 

Allora l'equazione della quartica 0 4 sarà della forma: 

04 = 4x1 x:+ x3 (4 a x~+ 12 bx~ x 2 + 12 cx1 x~+ 4 d x:}+ 

+ 4+4 il '6 2 2+ 3+ 4 mx1 px1 x 2 -r qx
1 

x 2 4 rx1 x 2 
nx

2 
=O. 

Se d= O, il flesso (O O l} è un punto di ondulazione. Escludiamo per 
ora che d sia nullo. La polohessiana P h del flesso è: 

Ph =x~ (ac- b2
} +x~ x 2 (ad- be)+ x1 x~ (bd- c~}- cx1 x~- dx2 x: =O. 

Essa passa per (O O 1), come è ben naturale, perchè ogni punto della 
hessiana appartiene alla propria polohessiana. Se 04 deve coincidere col 
proprio covariante S, bisogna intanto che Ph si componga di tre rette di 
cui una almeno passerà per (O O 1). Questa non può essere la x 1 =O al­
trimenti è d = O contro la ipotesi. Dunque potremo prenderla come x2 = O. 
Allora esigendo che da Ph si stacchi x2 =o, sì trova c= o, b =O. La 
04 diviene: · 

04 = 4x1 x:+ 4x3 (ax: +d x~}+ m x~+ 4px: ~ + 

+6 2 2+4 3+ 4 qx1 x 2 rx1 x 2 nx
2 
=o, 

e la Ph si compone di un triangolo di cui i vertici sono 

(1, o, yt;), (1, o,- t'a), (O, l, 0}. 

Questi vertici appartengono nuovamente a S, quindi debbono appar­
tenere anche a 04• Si hanno cosl le ulteriori condizioni 
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a=O, m=O, n=O, 

e 04 si riduce a: 

C 4 =-= 4 xi xi + 4 d x3 x: + 4 p x~ ~ + 6 q x~ x: + 4 r x1 x: = O. 

La polohessiana di {l O O) è il triangolo 

x3 [P
2 x~ +p q xi x 2 + x~ (q2 -p r)J = O, 

uno dei suoi vertici , cioè (O O 1), è già sopra 04• Perchè ci siano g1i al· 
tri due, debbono le due equazioni 

2 p x~ + 3 q xi x2 + 2 r x: = O, 

p 2 ::r~ +p q xi ~ + (q 2 -p r) x: = O 

avere le stesse radici in xi 
x2 

Si hanno quindi le condizioni: 

p2 =p q = q2 _ pr 
2p 3q 2r 

Risulta subito che è impossibile soddisfarle con p =F O, q =F O. 
Se p = o, anche q = o, .ma allora calcolando il covariante S si vede 

che è costituito da due rette doppie e quindi la coincidenza voluta non 
avviene certo perchè 0 4 è supposta irriduttibile. Sarà dunque q= O e 
p =F O. Ma in tal caso anche r = O e quindi 

C 4 = xi x! +p X 2 x~ + d x3 x: = o, 
che è la quartica di Klein. 

2. Supponiamo ora d =O. L'invariante S della cubica polare di (O O l) 
è in questo caso: et. Dunque c= O. 

Si può anche ammette.re, senza portare restrizioni di sorta., che (l O O) 
sia sulla C 4 : onde n~ = O e rimane 

0 4 = 4 xi x! + x3 ( 4 a x~ + 12 b x~~) + 4 p x~ x 2 + 
+ 6 q x: x~ + 4 r xi x: + n x: = O. 

Calcolando il covariante S si trova (1): 

~l) Cfr. ad es. CLEBSCH-LINDEMANN, Leçon 111r la Géomitrie, tradnites par A. BE­
NOIBT, vol. II, pag . 283 . Si avverta ivi nn errore di calcolo e cioè: il lo ll:J33 che si trova 
nella formula esprimente S deve essere invece "!a3 · 
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S =[(q Yt + r Y2) !la- b2 Y~Y+ 

+ Yt (r Yt +n Y2) f(p Yt +q Y2 + b Ya) (a Yt + b Y2) - b !l t (p Y2 +a Ya)] + 
+ Y1 (q Y1 + r Y2) [(p Yt +q Y2 + b Y3) b !l t -(a Yt + b Y2) (q !l t + r Y2)J + 

+ Ya (r Y1 + n !/2) [(a Yt + b Y2) b Yt - Ya (p Yt + q Y2 + b Ya)] = O. 

Ora, se la coincidenza voluta avesse luogo, esaminando nella equa­
zione di Si coefficienti di y1 y:, y2 y:, si vede che dovrebbe essere ~· b =f: O, 
n b = 0: dunque n= o, ma allora da 0 4 si stat: ca x 1 =O. 

3. Sempre rimanendo nella ipotesi della irriduttibilità della quartica 
data, resta a esaminare il caso in cui essa non possegga flessi, o ondula­
zioni distinti da punti singolari_ Supponiamo dunque che la quartica pos­
segga nn punto almeno doppio. La sua cubica polare ha ivi pure un pun­
to doppio, cioè ha nullo il suo discriminante, ma poichè deve per ipotesi 
annullarsi anche il suo covariante S, segue che si a.nnulla pure l 'invarian­
te T e quindi il punto doppio supposto è cuspide per la cubica polare e 
per conseguenza è anche tale per la quartica fondamentale. 

Prendendo questo punto per (O O I) e la x 1 =O per tangente cuspi­
dale, la 0 4 sarà rappresentata da una equazione della forma: 

(l) ~04 =61nx~x!-t-x3 (4ax~ f-12bx~x2 + 12 cx1 x~+dx~) + 
( + e x~ + 4/ x~ x 2 + 6 g x~ x~ + 4 h x 1 x: + k x: = o, 

e per il covariante S avremo la seguente espressione: 

S = ((g !l t+ h Y2 +c Ya) m Yt - (b Yt +c Y2)2
]

2 + 

+ (c Yt + d Y2)
2 

[(a Yt + b Y2 + 'In Ya)
2

- ?n Yt (e Yt + f Y2 + a !/a) l + 

+m Yt (c Yt + d Y2) [(/ Yt + g Y2 + b Ya) (b Yt + c Y2) + 
- (g !/t + h !/2 + c Ya) (a Yt + b !/2 + m Ya)] + 

+[m ydh y 1 + k y2 +d y3)- 2 (b y1 +c y2) (c Yt +d y2)J x 
X [(a Yt + b Y2 +m Ya) (b Yt +c Y2) - m Yt (/ Yt + g Y2 + b Ya)J = O. 

Se S deve coincidere con 04, bisogna che sia nullo il coefficiente di 
y~ Y! che è 1n d. Ma per m= O si vede subito che S è un quadrato per­
fetto. Dunque sarà d= O. Allora la cubiea polare di (O O l) è: 

x 1 (3m X 1 x 3 + a x: + 3 b x 1 x 2 + 3 c x:) = O. 

Si osservi adesso che la conica 

3 1n x 1 x 3 + a x: + 3 b x 1 x 2 + 3 c x: = O 

non può spezzarsi in una coppia di rette, perchè ne seguirebbe m = o, op-
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pure c= O e nel l " caso S (come già abbiamo osservato) sarebbe un qua­
drato perfetto, nel 2' da S si staccherebbe y 1 =O. Dunque potremo pren­
dere i) punto (1 O O) su tale conica e la tangente in quel punto per retta 
x 3 = O. Ciò non conduce a nessuna restrizione e d'altra parte l'equazione 

di C 4 si semplifica dovendo essere 

a=O, 

e rimane: 

S = [(g Yt +h Y2 +c Ya) m Yt - c2 y~f + c2 Y~ [m2 Y~- m Yt (e Yt+f Y2)1+ 

+ m c Y~ [(f Yt + g Y2) c Y2 - m Ya (g Yt + h Y2 +c Ya)] + 

+ Yt ]m (h Yt -t k Y2) - 2 c2 Y2 l [c m Y2 Ya - m Yt (f Yt + g Y2)] = O. 

Seguitando il confronto, c~m l'equazione di 04, si trova che debbono 
esser nulli i coefficienti di y~ y2 y 3 e di y~ y 3 , il che porta che sia (poichè 
1n =F O, c =!= O) 

h=O, g=O, 

e quindi S diviene: 

S 9? 2 2+ 2 ( "k 4 3) 9 '+ =m· c· y
1 

Ya y1 y2 
y3 nr c- m c -e c· m y

1 

+ y~ y2 (21njc~ - m 2 kf)+ c4 y: =O; 

e proseguendo il confronto: 

e em 
T=-;;r, 

dalle quali, se e =F o, segue k = 0: ma allora da 04 si stacca x1• Dunque 
6 c2 

e= o, k =- Servendosi adesso dell'ultima condizione: 
1n 

e introducendo in essa k -
6 

c2 si vede che siamo necessariamente con­
- 1n ' 

dotti a f= O e per 04 rimane: 

0 4 = 6 m x~ x~+ 12 c x1 x~ x3 + k x!= O, 

la quale si compone di due coniche bitangenti. Dunque per le quartiche 
irriduttibili il teorema è dimostrato. 

4. Passiamo alle quartiche riduttibili e cominciano da una quartica 
composta di una retta e di una cubica irriduttibile. n ragionamento fatto 
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al principio del No 3, prova che ogni punto d 'incontro della retta con la 
cubica deve costituire, per la quartica totale, un punto doppio con le tan­
genti riunite: dunq ne la retta suddetta incontra la cubica in tre punti 
riuniti e quindi la equazione della 0 4 attuale si dedurrà dalla (l) del No 3 
supponendo: 

d _.=k = c=O; 
ma allora da S si stacca y~ =O e quindi la coincidenza cercata è impos­
sibile. 

5. Lo stesso ragionamento sopra citato dimostra che non rimangono 
a discutersi utilmente che i seguenti casi : due coniche bitangenti, una 
retta doppia e una conica, 4 rette passanti per un punto. 

Negli ultimi due casi si riconosce facilmente che la coincidenza vo­
luta è impossibile perchè S, o si riduce a una retta quadrupla, o è inde­
terminato. 

Restano le coniche bitangenti. La loro equazione complessiva può 
scriversi 

(2) 61n x~ x~ + 12 n x 1 x 2 x~ +p x: = O. 

Se le equazioni separate delle due coniche sono 

a X 1 x2 + fJ x:= o, 

a' x 1 x2 + fJ' x! = o, 
a a' 

i due rapporti 7f , 7f che le individuano sono le radici della equazione 

di 2° grado: 

p z2 
- 12 n z + 6 1n =O. 

Calcolando S si trova: 

S 2 ? 2 2 + 2 ( 2 4 ~ ) +. 4 4 o = m n· y1 y~ Yt Y2 Ya m n p - m n l n Ya = . 
Dunque le condizioni di coincidenza sono 

6m 

p 
12n 

p 
m2 n p-4mn3 

n' 

Si esclude p= O perchè dovrebbe anche essere n= O e quindi Sin­
determinato: così pure si esclude m = O. 

Allora le due condizioni precedenti si riducono all'unica 

6n2 =mp, 

la quale esprime che la (2) ha una radice doppia, che cioè le due coniche 
coincidono. 

n teorema è dunque dimostrato. 



CONTRIBUTO ALLA TEORIA DEL GRUPPO 

DI 168 COLLINEAZIONI PIANE 

[Ann. ài Matem.ca 1900] 

Il primo intendimento col quale fu scritto quest{) lavoro era di rL 
solvere la seguente questione inerente alle curve piane del 4° ordine. È 
stato recentemente dimostrato che una quartica generica può riguardarsi 
come covariante S di altre 36 quarti che (l). Ora, la cosidetta quarti ca di 
Klein, in variante rispetto al noto gruppo di 168 collineazioni piane, gode 
la proprietà di essere covariante S di sè medesima. Si può dunque do· 
mandare quali sono le altre 35 di cui la precedente è covariante S se­
condo il teorema sopra citat9. La questione è completamente risoluta ai 
n.i 16-22. Ma con essa se ne sono presentate e sono state trattate altre 
che a quella più, o meno, manifestamente si collegano e che sono poi tutte 
dipendenti dal gruppo suddetto di 168 collineazioni piane. L' isomorfìsmo 
oloedrico che passa fra questo gruppo e il gruppo modulare di ugual or­
dine dà agio di passare con semplicità dalle note proprietà di quest'ultimo 
a quelle del primo ricavandone cosl delle interpretazioni geometriche che 
mi sembrano interessanti. I primi nove numeri sono destinati a riassu­
mere quelle proprietà già note, o facili a dedursi, del G168 modulare, che 
sono necessarie per il seguito. 

I. 

l. Cominciamo dal ricordare ciò che s' intenda per gruppo modulare (~): 
sia p un numero primo e si prendano p+ l elementi x"' xo x1 x2 ••• Xp-l 

(l ) ScoRzA, Un 111WVO teorenta sopra le quarticlte piane generali (Math. Ann.: Bd. 52, 
1899). 

(2) Per la teoria dei gruppi modulari veggansi ad esempio le lezioni del prof. BIANCHI, 

recentemente pubblicate, sulla teoria dei gruppi di sostitnzioni e delle equazioni alge­
briche (Pisa, Spoerri, 1899). 
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caratterizzati dai p + l indici: oo, O , l , 2 , ... p - l , allora la rela.zione 

x' a x+ fJ (mod p) 
rx+ ~ 

con la condizione (a~- fJ r) =l (mod p), per ogni valore di a, {J, r, ~ serve 
a produrre una sostituzione sopra gl'indici suddetti e quindi sopra i p+ l 
elementi dati. Tali sostit;uzioni, per tutti i possibili valori di a {J r ~, com­
pongono un gruppo che si chiama 1nodula1·e in relazione alla teoria delle 
funzioni modulari ellittiche. Due sistemi di valori a',{J',r',~'; a",fJ",r",~" 

producono la stessa sostituzione quando a' +-a"=O, {J' +fJ" _o, r' +r"=O, 
~' + ~, = O. L'ordine del gruppo è p(p~- l) . Per p= 3, p = 5 il gruppo 

è in isomorfismo oloedrico rispettivamente con i gruppi alterni sopra 4 e 
sopra 5 elementi. Il l o caso interessante si ha per p = 7. Il gruppo re­
lativo, che noi indicheremo con G1611, è composto di 168 sostituzioni ope­
ranti sopra 8 elementi che chiameremo gli elementi fondamentali del 
gruppo medesimo. È di questo di cui ora vogliamo ricordare le proprietà 
principali (1). 

2. Le sostituzioni del gruppo si possono classificare, in riguardo al 
valore del periodo, il quale è caratterizzato dalle condizioni di congruenza 
nelle quali si trova la somma a + ~ rispetto al modulo 7. Si trovano così: 

21 sostituzioni di periodo 2, (a + ~ = 0). 
56 sostituzioni di periodo 3, (a + ~ = + 1). Esse si distribuiscono 

in 28 paia in guisa che quelle di ogni paio sono l'una la 2" po­
tenza dell'altra. 

42 sostituzioni di periodo 4, (a+ l) = 3). Esse pure si dividono iu 
21 paia: quelle di un paio sono ciascuna la 3• potenza dell'altra. 
Il quadrato di una qualunque di queste ha il periodo 2. 

48 sostituzioni di periodo 7, (a + ~ = + 2). Esse si riuniscono, a 
6, a 6 con l' identità per formare 8 gruppi di potenze di una 
medesima sostituzione. 

Aggiungendo a queste 167 sostituzioni l'identità si ha il G168 suddetto. 
Esso, come ogni altro gruppo modulare per p> 3, è semplice. Quanto 
alla sua struttura può riassumersi brevemente così: 

Esistono in G168 con i loro rispettivi sottogruppi: 

(l) KLElN, Ueber die Transformation Siebenter Ordnung der elliptischen F1mctioneu. 
(Math. Ann.: Bd. 14).KLEI:-<-FRICKE, Vorlesunge1l iiber die Theorie der Elliptischen Modul­
fihwtionen. Vol. Io, pag. 369. Lipsia. Teubner 1890. 
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a) 14 gruppi di 24° ordine ciascuno dei quali è in isomorfismo oloe­
drico col noto gruppo ottaedrico, 

b) 8 gruppi di 21° ordine. 
3. Per mettere in rilievo le relazioni che passano fra gli uni e gli 

altri è indispensabile anche ricordare, con opportune notazioni che ci ser­
viranno pure in seguito, la composizione e la struttura di un gruppo ot­
taedrico. Se a b c d sono i 4 elementi del gruppo, le 24 sostituzioni pos­
sono caratterizzarsi così : 

Si = l ; S2 = (a b) (c d); S3 =(a c) (b d); S4 = (a d) (b c); 

S5 = (b c d); S6 =(a c d); S7 = (ab d); S8 = (ab c) ; 

S9 = (b d c); S10 (a d c) ; Su = (a d b); Si2 =-= (a c b) ; 

S
13

=(a b); S H=(cd); Si5 ={bd); S16 . (ac); Si7 =(ad); Si8 =(bc); 

si~= (ab c d); s21 = (ab d c); s23 =(a cb d) ; 

S20 = (a d c b); S22 = (a c d b); Su= (a d b c) • 

Ecco la descrizione dei sottogruppi : 
I 0 Nove sottogruppi di 2° ordine (perchè 9 sono le sostituzioni di 

periodo 2): 

G~ = (Si S2) ; G~1 = (Si Sa) ; G~ = (Si S,) ; 

G~ = (Si S13); Gi =(Si Su); G: 1 =(Si Si5); 

GVII (S s ) avxn - (S s ) . GIX ( '-' .f..> ) 2 = t 16 j 2 - t 17 ) 2 = 0 t 018 ' 

II<> Quattro sottogruppi di 3° ordine : 

G! = (Si S5 S9) ; G!
1 

= (Si S6 Sto) ; 

m ) Giv G3 = (Si S7 Su ; 3 =(Si S8 Si2). 

IIJO Sette sottogruppi di 4° ordine divisi in due specie e cioè quat­
tro costituiti da sostituzioni di periodo due, e tre composti, ciascuno, con 
due sostituzioni di periodo due e due di periodo quattro. 

I primi quattro sono: 

G! = (St S2 S3 S4) ; G~ = (St S2 S13 S14); 

G~ =(Si Sa Sts Si6); G!v =(Si S4 Si7 Stsl' 

il G! è invariante; ~li altri non lo sono. 

I secondi tre sono invece : 

a:= (Si Si9 Sa S20); G:
1 =(Si S2i S4 S22); a:n = (Si S2a S2 S2,) . 

Ct.lNI. 25 
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VJo Quattro sottogruppi di 6° ordine : 

G! = (Sia Si5 S11 Si S1 Su); G!1 
= (Su S16 Si7 Si S6 Sio); 

G~ = (S13 Si6 Si8 Si S8 Sl2) ; G!v = (Si5 Su S18 Si S5 S11) • 

yo Tre sottogruppi di 8° ordine : 

G! = (si S2 Sa s, Si3 Su S2a S2,) ; 

G!1 
= (Si S2 Sa S, Sts Si6 Stll S20) i 

G~ = (S1 S2 Sa S4 S17 Si8 S2i S22) • 

VI o Un sottogruppo di 120 ordine (gruppo alterno): 

G~2 = (Si S2 Sa S4 S5 S6 S1 S8 S9 S10 Su Si2ì · 

4. Esistono in G168 quattordici G24 ciascuno isoformo oloedricamente 
al precedente. La determinazione di tali G24 si riduce a quella dei loro 
G4 invarianti perchè vi è corrispondenza biunivoca fra i 14 G24 e i 14 G,. 
Cominciamo dunque da questi ultimi. Per questo, si osservi che le sostitu­
zioni di periodo 2 del G168 sono le seguenti: 

Ti =(o,· 2). 
3, o ' T2 =(o, 3) . 

2, o ' 
T a = (o, 1) . 

6, o ' 

T4 =(!:_: l) ; Ts ( l ' 2 ) = 6, - l; T6 = (l' 3 ) . 
4, -1 ' 

T, = (1, 4 ) . 
3, - l ' 

e, 5 ) Ts = 1, - l ; C' 6 ) Tg = 2, -1 ; 

C' l ) Tio= 2, - 2 ; C' 2 ) Tu = l ,- 2 ; e, 3 ) T 12 = 3, - 2 ; 

(2, 4 ) 
Tia = 4 -2 ; 

' 
(2, 5 ) 

Tu = 6, - 2 ; (2, 6 ) 
Tis = 5, - 2 ; 

(3, l ) 
Ti6 = 4 - 3 ; 

' 
(3, 2 ) 

Tt,= 2 -3 ; 
' 

(3, 3 ) 
Tis= 6,-3 ' 

(3, 4 ) 
Tig= l,- 3 ; (3' 5 ) T2o = 5, _ 3 ; (3, 6 ) 

T2i = 3,-3 ' 
e provengono da tutte le possibili e diverse soluzioni di : 

a 15 - {J r =l, a+ 15 = O_(mod 7). 

Ebbene, esse si raggruppano in 14 gruppi r 4 che sono quelli doman ­
dati. Per trovarne uno basta scegliere tre T; a due, permutabili e aggiun-
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gervi la identità. Si ottengono cosl i seguenti r 4 descritti in questa tabella: 

l r! = (l Ti T10 Tiol l F~ = (1 Ti Ti5 Tis) 

r!u = (l T2 TH Ti6) 

F; = (l T a Ti3 T d 

{)'7 = r;n =(l T 4 T6 T14) 

r!x = (l T5 T 0 Td 

XI ( F 4 = l T7 T a Ti5) 

Xli 
\ F 4 =(l Tis T2o T2i) 

Q''7= 

r!v =(l T2 T14, T21l 

FVI 
4 = {l T3 Ti2 T2o) 

r;m =(l T4 Ta Tu) 

r: ={l T5 T1o T6 ) 

r:u =(l T7 T9 TH) 
XIV 

l F4 =(l Ti6 Ti7 Ttg). 

Vedremo in seguito le ragioni dei due precedenti raggruppamenti. 
Due r 4 possono trovarsi nelle seguenti mutue condizioni: 

1 o Hanno una sostituzione T a comune (r! e r~l 
2° Oppure una sostituzione T dell'uno è permutabile con una T del· 

l'altro (r! e r.). 
3° Non hanno ne sostituzioni comuni, nè permutabili (r!, r!.'). 

Nel l o caso i due gruppi si ehiameranno eon·iugati di Ja specie, nel 

2° coniugati di 2a specie, nel 3° coniugati di aa specie. - Un r 4 (ad es. r!) 
è coniugato di l" specie con altri tre ( r~' r:' r~v), di 2" specie con altri 

. ( lll V VII IX Xl Xlii) d' 3" · ltr' ttr ( IV IV SelJ. F
4 

, r
4
,['

4 
,['

4 
,['

4 
,F4 , l Spemecona I qua O F, ,r,, 

r;rn, r:n). Due r, coniugati di 2" specie W!' r~I) sono coniugati di 

l" specie ad un medesimo r, (che nel nostro caso è r:1v). Due r, coniu­

gati di 3• specie sono in vece tali che un coniugato di l" specie dell' uno 
è coniugato di 2" specie dell'altro, ovvero un coniugato di l" specie del­
l' uno è coniugato di l" specie ad un coniugato di l" specie dell'altro. 
Ma su questo proposito l'osservazione più interessante è la seguente: i 
coniugati di 2• specie di un medesimo r 4 sono coniugati di 2" specie fra 
loro. Cioè i quattordici r 4 si possono dividere in due gt·uppi Q' 7 , Q" 7 di set­
te ognuno così che i r 4 di uno stesso gruppo siano fra l01'0 coniugati di :Ja 

specie e viceversa. Altra e più importante ragione degli aggruppamenti Q'7 , 

D\ sarà esposta al N. 8. 
5. Ciò premesso, la costruzione dei G24 è ben semplice. Abbiamo già 

detto che ogni G2, ha per sotttogruppo invariante di 4° ordine un r,. Eb­
bene, dato un r, per trovare il Gu che lo contiene come invariante, basta 
aggiungere al L dato, i suoi tre r, coniugati di P specie: si ottengono cosl 
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le 9 sostituzioni di periodo 2 del G24 cercato, dalle combinazioni delle quali 
si può molto facilmente completare il G24 medesimo. 

Si estendono ai G24 le denominazioni stabilite per i T 4 • Due Gu. si 
chiamano coniugati di 1", 2"', 3" specie quando i loro r4 invarianti siano 
coniugati di l", 2"', 3" specie. 

6. Due gruppi ottaed1·ici coniugati di Ja specie hanno a comune un 
sottogntppo G8 di ottavo m·dine. 

Infatti si considerino i due G24 che hanno per T 4 invarianti : 

L! = (1 Ti T 10 Ti9), F4n = (1 Ti Ti5 T18', 

coniugati di l" specie. Secondo la legge òi formazione dei G~4 , dianzi ri­
cordata, tali T 4 appartengono entrambi ad entrambi i due G24 in questione. 
Ma due sottogruppi di 4° ordine costituiti con sostituzioni di periodo 2, 
appartenenti ad uno stesso G24 e uno essendone invariante, esistono in un 
medesimo G8 (N 3). È il G8 cercato. È evidente che i due gruppi consi­
derati non hanno altre sostituzioni comuni. 

7. Due gruppi ottaedt-ici coniugati di 2" spe<;ie hanno a cmnune un 
sottogntppo T4 di 4° ordine (che nat1tralmente non è invariante per al<;UnO 
di essi). 

Siano i due G24 aventi per T4 invarianti: 

r! = (1 Ti T10 Ti9), T~1 = (1 T2 Tu T16), 

coniugati di 2" specie. Le sostituzioni permutabili sono Ti 6, T19 ed esi­
stono (N. 4) nel: 

r;n' = (1 Ti 6 Ti7 Ti9), 

il quale è coniugato di l a specie ai due T4 dati. Dunque appartiene ai due 
G24 che posseggono tali r 4 come in varianti. È facile verificare che non ci 
sono altre sostituzioni comuni. 

8. Due gruppi ottaed1··ici coni1tgati di 3" specie hanno a comune un sot­
togruppo G6 del sesto ordine. 

Abbiansi i due gruppi ottaedrici di cui i r 4 in varianti sono: 

T! = (l Ti Tro Trg), r 1
: = (1 T2 Tu Tzr) . 

Ora, secondo il N° 5, il l o gruppo ottaedrico contiene le ulteriori sosti­
tuzioni di periodo 2: T 15 T18 T5 T6 T16 T11 e il 2°: Tu T16 T4 T6 Ti8 T20 

per cui sono sostituzioni comuni le seguenti: 

T6 Ti6 Tis' 

ed esse generano il sottogruppo G6 cercato. Nen vi sono altre sostituzio­
ni comuni. 
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9. Si ritrova così facilmente il numero dei sottogruppi G3 , G6 , G8 , 

G
12 

contenuti in G168• Secondo i Ni 3, 4, 5, 6, 7 esisteranno in G168 (co­
me Klein afferma) tanti G3 e tanti G6 quanti ne esprime il numero 

14 . 4 -- 28 , ta t ' G t' . ' l 
14 . 3 21 fi 1m 

2 
n 1 8 quan 1 ne espr1roe 1 numero -

2
- = e na en-

te 14 G12• Segue anche che i sette G24 aventi per T 4 invarianti quelli di 
Q' 7 , o di Q" 7 esauriAcono tutte le sostituzioni di periodo 2, 3, 4 e quindi 
anche tutti i G3 , G6 , G8 , G12 di G168• - Ciò posto vogliamo adesso di­
mostrare che niuna sostituzione del G168 può portare un r 4 (o nn G24) di 
Q'7 in un T 4 (o G24) di Q"7 . - Infatti applichiamo a Q'7 una sostitu­
zione di periodo 2, o 3, o 4. Poichè, come già abbiamo osservato, nna 
tale SQ§tituzione appartiene almeno a uno dei sette G24 di Q' 7 , tale G24 

e il suo in variante r 4 saranno trasformati in sè stessi e quindi saranno 
permutati fra loro i coniugati di 2" specie del r4 suddetto, cioè precisa­
mente saranno permutati fra loro gli altri sei T4 che con quello in paro­
la compongono Q'7 (N° 4). - È dunque impossibile che per effetto di u­
na tale sostituzione un r4 di Q'7 sia portato in un r4 di Q"7 e quindi 
ciò è impossibile per qualsiasi altra sostituzione del G168 chè esso può cer­
tamente generarsi mediante prodotti di sostituzioni col periodo 2, 3, 4. -
Viceversa prendiamo due q~alunque r 4 di fJ'7 , ad es.: 

essi sono coniugati di 2"' specie fra loro, ed entrambi coniugati di l"' spe­
cie con: 

Ogni sostituzione che porti T19 in T16 porterà r! in un r 4 contene.nte 

T16 ma non certo in T~IV perchè r! e r ~appartengono rispettivamente 

a Q'7 , Q" 7; dunque necessariamente tale sostituzione porterà r! in r~- Le 

sostituzioni che portano T19 in T16 non è dubbio che possano mancare ; 

per t rovarle basterebbe sceglierle nel G24 che ha per invariante r~rv. 
Quindi si può dire che due qualunque r 4 (o G2t) di !J'7 , (odiQ"7)pos­
sono esser sempre trasformati l'uno nell'altro mediante sostituzioni del 
G168• Cioè : 

Il G 168 opera transitiva-mente sopra i r 4 (o G24 ) appartenenti a un me· 
desimo sistema Q 1 e intransitiva1nente sop1·a T 4 (o G24 ) appartenenti a si­
stemi Q7 diversi. - In altre pa.role : i due aggruppamenti Q1 formati cia­
scuno da T 4 (o G24 ), a due, a due, coniugati di 2a specie, realizzano i due 
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noti sistemi, di 7 elementi ciascuno, sopra i quali può operare il G168 (1). 
10. Chiuderemo queste poche osservazioni sul G168 , indispensabili per 

il seguito, notando e ricordando come per gli 8 elementi fondamentali sui 
quali esso opera (N° l) si possano prendere gli 8 sottogruppi d'ordine 7 
ovvero gli 8 sottogruppi d'ordine 21, onde ne viene che il G168 opera tran­
sitivamente tanto sui primi quanto sui secondi. 

II. 

11. Tutto ciò che è noto rispetto al gruppo di 168 collineazioni pia­
ne è esposto e. riassunto con efficace semplicità nella bella opera del We­
ber già citata e precisamente nel capitolo: Gruppen linearer terniù·er Sub­
stitutionen Vol. II, pag. 433 e di cui si suppone la conoscenza. 

Poichè fra il G188 modulare e il presente gruppo di collineazioni pia­
ne esiste isomorfi.smo oloed.rico, a ogni sostituzione, a ogni sottogruppo 
del l o corrisponde una sostituzione e un sottogruppo del 2°. 

Seguiteremo a indicare con la lettera G; (dove i è l'ordine) il gruppo 
modulare e i suoi sottogruppi; mentre adopreremo la lettera a; per il 
gruppo di 168 collineazioni e relativi sottogruppi. Così, ad esempio, ri­
cordando la struttura del G168 (N° 2) diremo che il a168 contiene 14 a24 

(gruppi ottaedrici) e 8 a21 con i relativi sottogruppi. 
Consideriamo uno dei 14 sottogruppi ottaedrici a24 e il suo sottogrup­

po invariante di 4° ordine a,. Quest'ultimo è composto dell'identità e di 
tre omologie armoniche tali che ciascuna è il prodotto delle altre due. Dun­
que esse saranno individuate da un triangolo in guisa che ogni vertice 
col lato opposto costituisce centro e asse di una delle omologie suddette. 
Poichè il a4 è invariante di a 24 anche tale triangolo sarà invariabile per 
tutte le collineazioni del a24 e perciò sarà chiamato il triangolo invariante 
del gruppo ottaed.rico considerato. Assumendolo come fondamentale e ser­
vendosi delle stesse notazioni del N° 2, il a, sarà costituito dalle 4 so­
stituzioni: 

(l) KLEIN-FRICKE, Cf. loc. cit. Vol. I pag. 383 e l'ultimo capitolo Dtu Galoù'ech.~ 
P·robùnn 168te •• Graàes und seine Resol·venten Btw ·wnd 7ten Grades (pag. 732). - WEBER, 

Lehrbuch der Algebra: cf. il Vol. Il. particolarmente il capitolo Dtu Formenprob~ der 
Gr-uppe Gt6H und die T/teorie der Gleichu11gen Sie.benten Grader, pag. 466. 
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Per trovare ad es. Si3 , S 14, si osservi che, dall'esistenza del sottogrup­
po (Si S2 S3 Si3 S14), ne segue che ciascuna delle tre S2 , Si3 , S14 deve es­
sere il prodotto delle altre due. Dunque rispondendo opportunamente del 
punto unità avremo: 

S = (a b) = (-xt Xa X2) 
t3 xi x2 Xa ' 

Analogamente si trova: 

Sts = (b d) = (xa x2 xi) ' 
q:t X2 Xa 

Sn =(a d) = (x2 xi -xa) ' 
xi x2 Xa 

e adesso da queste si hanno le altre 

Ss = (b c d) = (x2 x a x t) ' 
xi x2 x3 

S6 (a c d) = (x3 xi -x2)' 
xi x2 Xa 

S7 =(ab d)= (x2 Xa - xi)' 
xi x2 Xa 

Ss = (a b c) = (xa -xi x2) , 
xi x2 Xa 

S1o = (ab c d) = (xa x2 -xi) ' 
Xt x2 x2 

S2t = (ab d c) -= (x2 -xi Xa) ' 
Xt X2 X3 

S =(acbd)=(xi Xa-x2) 
23 xi x2 Xa ' 

Dunque: 

Sis = (b c) = (x2 xi 
xi x2 

sostituzioni del 0 24 : 

(
-x 

si2 == (a c b) = 2 
Xi 

:~) 
::) 

~: ~) 

Tutte le sostituzioni del g1·uppo 
rappresenta1·si 3otto l'unica forma: 

ottaedrico di collineazioni pia?le possono 

12. Varie sono le conseguenze. Enumereremo qui le più importanti 
per il nostro scopo : 

1°. Le quattro rette: 

a= xi + x 2 + x3 =O , 

b =- x 1 + x 2 + x3 =o, 
C =Xi - ~ + x 3 = 0, 

d= x 1 + x2 - x3 = O 7 
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eompongono un quadrilatero invariante rispetto all'intero gruppo ottaedrico. 
Lo chiameremo i l qttadt·ilatm·o invariante del gruppo. I suoi lati servono a dare 
una interpretazione geometrica ai 4 elementi a ' b ' c ' d . n triangolo dia­
gonale è invariante del gruppo. 

II. Tutte le curve invarianti del gruppo ottaedrico possono essere rap­
presentate da una equazione della forma : 

( 
2 2 2) o 

<p xl ' x 2 ' Xa = ' 
dove la <p è simmetrica in x1 x 2 a-3 • 

III. Ogni covariante, o contravariante di un quadrilatero (considerato 
come curva del 4° ordine) deve rimanere invariato per tutte le collinea­
zioni che trasformano il quadrilatero in sè stesso. Quindi : 

L'equazione di dianzi : 

e l'altra: 

1Jl (u~, u~ , u~) = O , 

dove la 1Jl è pùre simmetrica in u 1 u2 u3 possono rappresetttare rispettivamente 
tutti i covarianti e contravarianti del quadrilatero. 

IV. L'unica conica covariante del quadt·i latero è: 

2 .Ex,= o, 
ossia la cosidetta conica dei 14 punti (1). 

V. Tutte le quarticke covarianti del quadrilatero sono quelle del fascio: 

~x: + 6 ). ~ x: x; = O, 

Ora, la quartica di Klein è certo invariante rispetto al gruppo ottae­
drico, dunque: 

La quartica di Klein appartiene al fascio precedente. 

Per ). =- ~ si trova il quadrilatero invariante, per ). = ~ si ha 

la sua conica covariante contata due volte. Indicandola con C l'equa­
zione del fascio può scriversi : 

abcd+J.C2=0. 

Quindi: 

(l) Ricorderemo che questi 14 punti sono i seguenti: 8 sono, a due, a due, sui lati 
del quadrilatero e compongono le 4 coppie hessiane delle 4 terne di vertici relativi; 6 
sono, a due, a due, sui lati del t riangolo diagonale e costituiscono su ciascuna la 
armonica ai vertici del triangolo e del quadrilatero. 
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I quattro lati del quadt·ilatero invat··iante sono quattro bitangenti fisse 
di tutte le quartiche del fascio. l punti di contatto sono i punti base ed e­
sistono sulla conica covariante del quadt·ilatero medesimo. 

Nel 0 168 esistono 14 gruppi ottaedrici, dunque: 
L a quartica di Klein appartiene a 14 fasci individuati ciascuno dal 

quadrilatm·o di 4 sue pat·ticolari bita.ngenti e dalla conica covat·iante del qua· 
drilatero contata due volte (1). 

13. Ci proponiamo la determinazione ~ei 14 triangoli invarianti dei 
14 gruppi ottaedrici. Essi intanto sono certamente tutti distinti perchè 
tali sono gruppi ottaedrici relativi . Il 0 24 fondamentale precedente con­
tiene i 4 sottogruppi di 4° ordine (N° 3) : 

O! = (Si S2 Sa S4); 

O!u = (Si Sa Bis Si6) ; 

o!r = (Si S2 S13 S14) ; 

O~v = (Si 84 Si7 Bis) ; 

dei quali soltanto il l o è in variante. Gli altri tre sono in varianti per i 3 
rispettivi 0 24 coniugati di 1• specie del l o (N. 4 e 5); i triangoli in va­
rianti rispettivi sono: 

xi x2 Xa = O ' Xa (xi + m2 ) (xi - x2) = O ' 

xi (x2 + x 3) (x2 - x 3) = O , x 2 (x3 +xi) (x3 - mi) = O , 

Prendiamo a considerare i primi due, cioè i triangoli invarianti di due 
qualunque 0 24 , 0'24 coniugati di 1• specie. Essi hanno a comune il lato 
m3 = O; indichiamo con A, B i vertici, su questo lato, del l o triangolo e 
con A', B' quelli del 2° . Ebbene si riconosce subito che i lati del qua­
drilatero invariante di 0 24 si tagliano, a due, a due, in A', B' e quindi 
anche i lati del quadrilatero invariante di 0'24 si segheranno, a due, a due, 
in A, B. Per conseguenza l'equazioni dei lati di quest'ultimo quadrilatero 
avranno la forma : 

Allora, come dal quadrilatero invariante di 0 24 si sono dedotti i trian­
goli invarianti dei tre 0 24 coniugati di 1• specie, così adesso dal quadri· 
latero invariante di 0 24 potremo determinare i triangoli invarianti dei tre 
coniugati di l" specie di 0'24• 

Uno è naturalmente xi x2 x 3 = O ; gli altri due sono : 

( l) KLEIN-FRICKE7 loc. cit., pag. 692. 
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xi -x2 = O Xt +~= 0 

(1) ,u (xi+ x2) + 2 x3 =O; 

.U (xi + x 2) - 2 x 3 = O 

(2) .u (- xi + x2) + 2 x3 = O 

.u ( x 1 - x 2) + 2 x 3 = O 

permutando circolarmente si trovano quest'altri : 

(3) 

(5) 

x2 - x 3 =O 

.u (x2 + x3) + 2 xi = O ; 

.u (x2 + x3) - 2 x1 = O 

Xa- ::ri =o 
,u (x3 + xi) + 2 x2 = O ; 

.u (x3 + xi) - 2 x2 = O 

l 

(4) ~ 

(6) 

x2 +x3 =0 

.U (- x2 + x3) + 2 x1 = O 

.u ( x2 - m3) + 2 xi = O 

x2 +xi =O 

.u (- x3 + x1) + 2 x 2 =O 

fL ( x3 - x1) + 2 x2 = O 

se a. questi si aggiunge il triangolo fondamentale 

(7), xi x2 x3 =O, 

otterremo i 7 triangoli invarianti dei 7 gruppi ottaedrici di un Q7 (N° 4). 
14. Rimane da determinare il valore della indeterminata Il· Per que· 

sto, siccome sappiamo già che la quartica di Klein appartiene al fascio: 

I x:+ 6 À I x: x!= o, 
cosl basterà prendere una delle omologie armoniche individuate da uno 
dei triangoli precedenti (all'infuori del fondamentale) ed osservare che es· 
sa non appartiene al 0 21 fondamentale. La quartica del fascio invariante 
rispetto a questa nuova omologia sarà in variante rispetto all'intero Gi68 

e sarà quindi quella cercata. Si prenda ad es. la omologia armonica: 

~ .u (~ - x 1) + 2 x 3 .u (xi - x 2) + 2 x 3 .U2 
(x1 + x2) l 

? xi X2 Xa ~ 
e si esiga che essa trasformi in sè una quartica del fascio suddetto: si 
troverà necessariamente (escludendo la conica doppia): 

1+it'if 
.u= 2 

1-i{7 
.u= 2 

-1 - i{7 
l= 2 

l--1+i{1 
- 2 ' 

ciò che determina Il e le due quartiche di Klein esistenti nel fascio (1). 

(l ) CIANI, I vari tipi posaibili di q1tartiche piane più volte omologico armoniclle. (Rendio. 
Ciro. Mat. di Palermo, 1899). 
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A ssumendo l'uno, o l"altro dei due valori di f.L si hanno i due 0i68 relativi 
alle due quartiche suddette. 

15. Determinato f.L si trovano, con processi analoghi a quelli del N° 13 
gli altri 7 triangoli in varianti dei 7 gruppi ottaedrici che Emancano. Essi 
sono i seguenti: 

l 

(8) ~ 
xi = O l a:2 = O l x 3 = O 

x 2 + x 3 =O; (9) ~ x 3 +xi =O; (10) ~ xi + x 2 = O 

x2 - x3 = O 1 x 3 - xi = O 1 xi - x2 = O 

l ft (xi + x2) - 2 xa = O l ft (- xi + x2) - 2 Xa = O 

~ ft (x2 + x 3) - 2 xi = O ; (12) ~ ft ( x 2 + x 3) + 2 xi =O 

1 ft (x.J + xi) - 2 x2 = O 1 ft ( x 3 - xi) - 2 x2 = O 

(11) 

13) 

l ft ( x i - x 2) - 2 x 3 = O l ft ( xi + x2) + 2 x3 = O 

~ ft (- x-2 + x3) - 2 xi =O ; (14) ~ ft ( x 2- x3)- ~xi= O 

1 ft ( xa + xi) + 2 x2 = O 1 ft ( - x 3 + xi) - 2 x2 =O 

(nelle quali è d'uopo ricordare il valore di ft, ovvero che ft soddisfa la 
ftz - ft + 2 = O) . 

16. Passiamo alla ricerca dei flessi. Basterà trovare, per questo, una 
collineazione del O 168 col periodo 7 : il triangolo unito sarà costituito da 
tre flessi con le loro tangenti relative e lo chiameremo un triangolo in­
flessionale della curva. Per trovare una tale collineazione basta osservare 
che in Oi88 si ottiene una sostituzione di periodo 7 moltiplicandone una 
di periodo 3 per una di periodo 2 che sia esterna ai due 0 2' ai quali la 
prima appartiene. Le operazioni analoghe compiute sul Oi68 condurranno 
allo scopo. Sia dunque la collineazione di periodo 3 rappresentata dal ciclo: 

(xi x2 Xa) · 

Essa appartiene ai due 0 24 i cui triangoli invarianti sono (7) e (11) 
dei N; 13 e 15. Quindi moltiplicandola per una omologia armonica del 
0 188 esterna a tali 0 24 (ad es. quella del N° 14) troveremo la collineazione 
richiesta. Essa è : 

~ ft (x1 - ~) + 2 Xa ft
1 (xt + x2) 1-' (x2 -X t) + 2 xa l. 

l Xt X2 xa ~ 
L'equazioni per gli elementi uniti sono dunque: 

e Xt - f-' (xi - X2) - 2 X3 = 0 

e x2 - ft 2 (xi + x2) = o 
e x3 - ft (x2 - xi) - 2 x3 = o, 
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e così la ricerca dei flessi viene a dipendere dalla equazione di 3° grado: 

-J.t 

-2 

o =0. 

e - 2 
Risoluta questa, sarà conosciuto un triangolo inflessionale e quindi 

anche gli altri 7, perchè il 0 168 opera transitivamente sopra gli 8 sotto­
gruppi di collinea.zioni di periodo 7 (N° 10). 

Ricordando le osservazioni dei Ni 9 e 10 e le considerazioni fatte nei 
numeri (14, 15 e 16) possiamo dire: 

I due sistemi di 7 elementi ciascuno, sopra i quali opera il 0 168, 

possono essere rappresentati geometricamente, con 1nolta semplicità, dai dtte 
sistemi di triangoli inva1·ianti trovati nei N. 13 e 15. Cosè pure gli 8 trian· 
goli inflessionali precedenti posso1w rappresentare geometricamente gli 8 e 
lementi fondamentali del gruppo medesimo. 

17. Intraprendiamo le considerazioni relative al covariante 8 di Cleb­
sch. Cominceremo dall'osservare che i covarianti del 4° ordine delle quar­
tiche del fascio : 

Ix:+ 6 /..Ix: x!= O, 

debbono rimanere invariati per tutte le collineazioni che lasciano invariate 
le curve del fascio, cioè per tutte quelle del gruppo ottaedrico fondamen­
tale onde (N° 12) : 

Tutti i covarianti di 4° ordine delle quartiche del fascio appartengono 
di nuovo al fascio. In particolare ciò accade per i covarianti S. Relativa­
mente a quest'ultimi la conferma del teorema si può avere dal calcolo di­
retto che in questo caso è ben semplice. Indicando con l' il valore del 
parametro individuante il covariante 8 della quartica corrispondente al 
valore J.., si ha (cf. ad es. Salmon, Curve piane): 

1 - 21- À2 

l'= 612 

Per l' = l si ottengono le curve del fascio che coincidono con i loro 
covarianti S. Si ha cosl l'equazione di condizione : 

6 l 3 + l 2 + 2 l -l = o ' 

l -l+i{7 
che ha per radici 3 , 

4 
e si trovano: la conica doppia e le 

due quarticb.e di Klein del fascio (1). 

(l) CIANI, loc. cit. 
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18. Che la quartica di Klein coincidesse col proprio covoriante S fu 
dimostrato per la prima volta dal Brioschi (1). Ciò risulta anche dal cal­
colo precedente. Più generalmente si può osservare che la quartica in que­
stione deve coincidere non soltanto col proprio covariante S, ma con ogni 
altro suo covariante di 4° ordine. Perchè un tale covariante deve essere 
invariante rispetto al 0 168 , e il 0 168 ammette uno solo invariante di 4° or­
dine che è giusto la quartica di Klein. Dunque : 

La quartica di Klein coincide con ttttti i sttoi cova1·utnti di 4° ordine 
(in particolare col covariante S) (2) 

Nasce allora la seguente questione. Dal momento che una quartica 
generale può riguardarsi come covariante S d1 altre 36 quartiche (secondo 
il già citato teorPma di Scorza) e che la quartica di Klein è già covariante 
S di sè stessa, quali saranno le altre 35 di cui la quartica in parola può 
riguardarsi come covariante S' A questa ricerca sono destinati i tre nu­
meri seguenti : 

19. Quattordici soluzioni del nostro problema si trovano subito. Infat­
ti riprendiamo l'equazione del N° 16 : 

6 12 1' + 12 + 2 1 - l = o ' 
che lega il valore 1 del parametro À di una curva generica del fascio : 

.Ex:+ 612'x:x~ =o, 
al valore 1' del covariante S della curva medesima. La relazione suddetta, 
per ogni valore di 1', ci dà due valori per 1 e quindi ci dice che ogni 
quartica del fascio precedente è covariante S di altre due quartiche del 
fascio medesimo. Dunque, in particolare, la quartica di Klein sarà covariante 
S di sè stessa e di un'altra quartica del fascio. Per trova-re quest'ultima 
basta porre nella relazione precedente: 

ì.'= -1+0'7 
4 

(l) Sopra una classe di curve del4. m·dine. (Atti R. Ace. dei Lince1, Ser. 111, Vol. VIli. 
(2) Ad esempio la qna.rtica di Klein coinciderà col contravariante quadratico del con­

travariante qnadratico, cioè col luogo eqnianarmonico dell'invilnppo efinianarmonico, da 
cui si deduce la seguente proprietà: Se per ogni punto della qu.artica Bl,ddrtta si conducono 
le 4 trasversali che la t-agliano equianarmonic.amente, esse co·mpongono di nuovo un gruppo equia· · 
n-armonico. - Quanto alla coincidenza della qnartica. di Klein col proprio covariante 8 
è noto che essa è proprietà caratteristica della quartica in questione (cf. la mia Nota in 
proposito Rendic. eire. mat. ài Palermo, 1899) e forse con poche eccezioni, è caratteristica 
anche la coincidenza con qualsiasi covariante di 4. ordine e di 4. grado quand') si rifletta 
che nn tale covariante è rappresentabile con 8 + k Af =O dove A è l'inva.riante cubi­
co, f la quartica, 8 e k nn coefficiente numerico. t.MAISANO, S·istemi cmnJ•leti dei primi 
cinque gradi della fortna ternarill biq1,adratica. Giorn. di Battaglini Vol. XIX}. 
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e risolvere rispetto a ).. Si trovano cosl per ). i valori: 

5- iy1 
quindi la q uartica del fascio individuata dal valore 

16 
del parame-

tro ;., ha per covariante S la quartica di KLEIN. Possiamo dunque dire 
intanto: 

Ciascuno dei 14 sottogruppi ottaedrù:i del 0 168 individua una qum·tica, 
invariante rispetto a quel sottog1·uppo, la quale ha per covariante S la qua1'­
tica di KLEIN del 0 168 • 

St hanno cosl 11 soluzioni manifestamente distinte perchè se due coin­
cidessero, o coinciderebbero due sottogruppi ottaedrici (il che è assurdo), 
oppure esisterebbe una quartica invariante rispetto ai due gruppi e non 
all'intero 0 168 il che è assurdo del pari. 

20. Per cercare altre soluzioni, osserviamo che la quartica di KLEIN 
appartiene al sistema lineare : 

n~ x: + n x: +p x: + 6 f x~ x: + 6 x~ x~ + 6 h x~ x! = O 

costituito da tutte le quartiche invarianti rispetto alle omologie armoniche 
iil.dividuate dal triangolo fondamentale . Ebbene proponiamoci di ricercare 
quali curve del precedente sitema lineare hanno per covariante S la quar­
tica di KLEIN in parola. Ora, il covariante S della curva generica del si­
stema è (cf ad es. S.A.LMON, Ourve piane). 

S = m'x~ + n' x: +p' x! + 6 f' x: x~ + 6 g' x: x~ + 6 h' x~ x: = O , 

dove: 

1n' = 6 g2 h2
, n'=:::: 6 h2f\ p' = 6j2 g~ 

f' = n p g h - f (n g2 +p h2
) -p g h 

g'=p1nhf-g(ph2 + mj2)-g'hf 

h' =m nfg- h('mP + ng2
)- h2 fg. 

Se S deve coincidere la quartica di KLEIN si hanno le condizioni: 

1n' =n' =p', f' =g' =h', 

È dunque un semplice problema algebrico che si tratta di risolvere. 
Vedremo, che, insieme ad alcune soluzioni già trovate, . esso ce ne darà 
certamente delle nuove. Prima di tutto dalle relazioni m'= n'= p' segue: 
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.r =!/=h% 

chiamando k2 questo comune valore di/\ g~, h2 avremo quindi per/, g, h 
le sole seguenti soluzioni (distinte) : 

f=g=h=k 

f=g=k, 

g=h=k, 

h=f=k, 

h=-k 

f=-k 

g=-k. 

l\'! a per f = g = h si vede facilmente che si è condotti ad 1n = n= p 
e in tal caso la soluzione che si troverebbe non è certo nuova perchè essa 

ci darebbe una curva del fascio .E x: + 6 À .E x: x!= O. Riman~ dunque da 

considerarsi il solo caso f = g = - h chè gli altri sono simili a questo. 
Allora dalla !' = g' segue : 

(1n --n) (p+ k) =O. 

Ma con p=- k non si può soddisfare alla: 

t' -l +iYf 
m 4 

d Q . d" l h' - l + q'7 . dà unque avremo m= 11. um 1 a -, = 
4 

Cl : 
?n 

m2 + 2 m k - k2 
- l + i yf 

3k2 - 2 

dalla quale si toglie : 

cioè si banno le due soluzioni : 

k -5 + iy7 
:m, 16 

Si ha poi dalla g' = h' : 

k l-it'7 
4 

2 (!!_)%- 3 ~ - l 
p nt 1n 

1lt k 
1-t--

?n 

Quindi le due soluzioni sono le seguenti : 
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l": 

2": 
k f u u h h l-iY1 -=-=-==--==--=== 4 

f 
m m n n n 

21. Discutiamole separatamente. La l" non è una nuova soluzione. 
Percbè si può dimostrare che la curva che essa individua è invariante ri­
spetto a quel gruppo ottaedrico il quale ba per triangolo invariante (N. 15) : 

x3 (xi+ x2) (xi - x2) =O. 

Basta perciò osservare che il quadrilatero invariante del gruppo in pa­
rola è dato da (N. 13) : 

(x!- 142 x~) (x! - 142 x~")= O, 

e la conica covariante è : -

2 x:+ 14
2 (x~+ x~)= O, 

dunque il fascio delle quarticbe invarianti, rispetto al gruppo ottaedrico in 
questione, sarà (N. 12): 

(x2 z 2 ) ( 2 z 2 ) · 12 2 + 2 ( 2 + 2 12 _ 0 3 - !l x3 x3 - !l xl +a x3 !l xl x2 ) l - • 

- l + 3 i ff . l . d" "d t d ll l Ebbene_ per a = 
8 

st trova a curva m lVI ua a a a • 

soluzione. 
Passiamo alla 2" soluzione cioè alla quarti ca: 

4 4 4 1-ifl 2 2 2 2 2 2 
x1 + x2 - x3 + 6 

4 
(x2 x3 + x1 x 3 - x1 x2 ) =O. 

Questa costituisce veramente un caso nuovo. Percbè tale curva è in­
variante rispetto al sottogruppo 0 8 (N. 3 e lÌ) : 

08 = (Si S2 Sa S4 Sn Si8 S21 S22l , 

ma non rispetto ad alcuno dei gruppi ottaedrici contenenti detto 0 8 e 
quindi nemmeno rispetto a qualsiasi altro gruppo ottaedrico del Oi68• 

Dunque ognuno dei 21 sottogmppi di 8° ordine del Oi68 indiv·idua pure 
una quartica che lta per covariante S quella di Klein. 
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Tali 2 t curve sono manifestamente tutte distinte perchè se due coinci­
dessero in una sola, o coinciderebbero due G8, il che è impossibile, oppure 
tale curva, essendo invariante rispetto a due G8, sarebbe invariante rispetto 
almeno a un G24 il che abbiamo visto or ora essere pure impossibile. Ab· 
biamo dunque trovato le 36 soluzioni del nostro problema, cioè tante quan­
te ne comporta, per il teorema già citato di Scorza, una quartica qualunque. 

22. I N. 17, 18, 19, 20 conducono dunque alla seguente conclusione: 
La quartica di Klein è covariante S di sè stessa e di altre 35 quar­

tiche. Quattordici di queste sono, ciascuna, invarianti rispetto a uno dei 14 
sottogruppi ottaedrici del Gi68 ; le 21 rimanenti sono invece, ciascuna, inva­
ric~ti 1·ispetto a uno dei 21 sottogrt~ppi di 8° m·dine. 

ll modo di caratterizzare tali curve e scriverne le equazioni relative 
è espresso ai N. 19 e 20. 

Il teorema del N. 8 ci dice che le prime 14 si dividono in due gruppi, 
di 7 ognuno, così che quelle di un medsimo gruppo _ sono proiettive, 
mentre è impossibile trasformare una di un gruppo in una dell'altro me­
diante collineazioni del Gi68 • Ma è impossibile ottenere ciò anche mediante 
una collineazione esterna al Gi68 perchè essa dovrebbe trasformare in sè 
stessa la quartica di Klein, il che è assurdo. ' sia infatti O una tale colli­
neazione; essa trasporta un gruppo ottaedrico di Q'7 in un gruppo ottae­
drico di Q" 7 cioè ad es. il gruppo ottaedrico fondamentale in un suo coniu­
gato di P ·, o di 3• specie. Deve dunque il triangolo fondamentale essere 
trasportato in : 

ovvero in: 

l Il (x t + x2) - 2 Xa l i Il (x2 + Xa) - 2 xi l l Il (Xa +xi) - 2 x21 = O . 

N el l 0 caso è ben semplice verificare che le collineazioni capad di at­
tuare il trasporto non trasformano in sè la quartica di Klein. Il 2° caso 
si riduce al l 0 perchè i due triangoli soprascritti sono in varianti di due 
gruppi ottaedrici coniugati di 2• specie i quali sono sempre transitivi (N. 8). 
Moltiplicando quindi O per una delle collineazioni che effettuano il transito 
si ricadrebbe nel l o caso. 

Invece le altre 21 curve trovate sono proiettivamente identiche perchè 
due sottogruppi G8, o appartengono allo stesso gruppo ottaedrico e sono 
per consenguenza trasformabili l'uno nell'altro (con sostituzioni del gruppo 
ottaedrico stesso) o altrimenti _si possono riguardare come appartenenti a 
due gruppi ottaedrici coniugati di 2• specie e sono trasformabili del pari. 

C UNI. 

Dunque rispetto alla proiettività delle curve trovate si può dire che: 
.Le pri1ne 14 si dividono in due gn~ppi di 7 ciascuno, così che sono pro-
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iettivamente identiche quelle di uno stesso gruppo e proiettivamente diverse 
quelle appartenenti a gruppi divm·si. 

Invece le 21 1·i1nanenti sono tutte proiettivamente identiche. 
23. Termineremo le nostre considerazioni volgendole allo studio di 

qualche proprietà relativa ai 24 flessi della quartica di Klein. Perciò co­
minceremo dall'osservare che, riferendosi al solito triangolo fondamentale, 
si vede facilmente che delle tre coordinate di un flesso nè due possono 
essere uguali, nè alcuna può essere zero (perchè un flesso non può esi­
stere sopra nessuno dei 21 assi delle 22 omologie armoniche del 0 168) 

Potremo dunque scrivere le sei quaderne seguenti con la sicurezza che 
esse sono composte da 24 punti tutti distinti. Se y1 y 2 y3 sono le coordinate 
di un flesso, i 24 flessi si potranno distribqire così : 

l ( Yt Y2 Ya) l ( Yt Ya Y2) . j ( Ya Y2 Yt) 

(qi) l t:: Y2 Ya) 
(q2) l t:: Ya Y2) ! (-ya Y2 Yt) 

' ' (q a) 
Yt) -y2 Ya) -ya Y2) ( Ya -y2 

l ( Yt Y2 -ya) j ( Yt Ya -y2) \ ( Ya Y2 Yt) 

\ ( Y2 Yt Ya) j ( Y2 Ya Yt) l ( Ya Yt Y2) 

(q.) l t:: Yt Y2) (q5) t (-y2 Ya Yt) (q6) l ( -ya Yt Y2) 
' ' -yl Ya) ( Y2 -ya Yt) ( Ya -yt Y2) 

\ ( Y2 Yt -ya) l ( Y2 Ya -yt) \ ( Ya Y2 -yt) 

Ogni quaderna è invariante rispetto al 0 4 invariante del gruppo ot­
taedrico· fondamentale. Si riconosce facilmente che gli 8 punti di due qua­
derne esistono su di una conica (1). Si hanno così le 15 coniche seguenti: 

(q t q2) =x: (y: + y:)- (x! +x!) y: = O 

(q4 q5) = x~ (y: + y~) - (x~ + x~) y~ = O 

(qa q6) = x~ (y~ + y:) - (x: + x!) y~ =- O 

(qt qa) = x: (y: + y:) - (x~ + x:) y: = O 

(q2 q5) = x: (y: + y~) - (x~ + x~) Y! = O 

(q4 q6) = x: (y~ + y:) - (x~ + x:) y~ = O 

l Invadanti dspetto a G! 

l InvadanH dspetto a G!' 

(l) CIANI, I vari tipi posaibili di qua1·tiche piane più volte omologicp-armoniche, loc. cit. 
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(q1 q5) =n~ x~ +n x~ +p x! = O 

l )- 2+ 2+ 2 o ,q2 q4 =m xl p a-2 n Xa = 

Invarianti rispetto a a~ 

(q2 q3) =p x~+ n x:+ 1nx: =O In varianti rispetto al solo a, 
(q3 q,) - n x~ +m x~ +p x~ = O invariante. 

(q5 q6) = n x~ +p x~ +m x! =O 

(qt q6) =p x~+ m x~+ 1~ x:= O 

dove: 

( 22 4 22 '22 
?n= Ya - Y1 Y2' n= Y1 - Y2 Ya ' P = Y2 - Ya Y1 · 

È essenziale osservare che queste 15 coniche sono tutte distinte e 
che non sono degeneri. Che siano tutte distinte resulta dal considerare che 
se due coincidessero in una sola, questa avrebbe più che 8 punti comuni 
con la quartica; che poi non siano degeneri risulta dal considerare che es. 
se, se mai, dovrebbero spezzarsi in rette per i vertici del triangolo fonda­
mentale ciò che è escluso dalle osservazioni già fatte sulle coordinate y 1 

y2 y3 di un flesso e dal relativo quadro delle coordinate di tutti i flessi. 
24. Abbiamo così, per ogni sottogruppo ottaedrico, due specie di co­

niche contenenti ciascuna 8 flessi della quartica di Klein. Nove di esse sono, 
a tre, a tre, invarianti rispetto a uno stesso a8 e sei solo rispetto al a, in­
variante. Quante sono in tutto le une e le altre' Circa alle prime, si osservi 
che ogni sottogruppo a8 del a 168 ne individua tre, e, come abbiamo os­
servato nel numero precedente, esse sono distinte: per le medesime ragioni 
sono distinte due di tali coniche individuate da a8 diversi ma contenuti 
nel medesimo a2,: se finalmente potessero coincidere in una sola due co­
niche individuate da due a8 non appartenenti allo stesso a2,, tale conica 
sarebbe in variante rispetto ai due G8 in parola e quindi rispetto all' intiero 
a168 il che è impossibile. 

Dunque i 21 0 8 individuano 63 delle coniche cercate. 
Circa poi alle seconde il fatto che debbono essere distinte quelle inva­

rianti rispetto a uno stesso a4 (N. 22) porta che i coefficienti m, n, p sono 
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tutti diversi fra loro. Dunque non possono coincidere in una sola nemmeno 
due che siano invarianti rispetto a due O, coniugati di l" specie perchè 
dovrebbe una tal conica essere invariante rispetto al 0 8 che contiene i due 
0,~ e si ricadrebbe in una delle 63 precedenti. E in ultimo se potessero 
coincidere in una sola due che fossero invarianti rispetto a due 0,~ coniu­
gati di 2"', o di 3" specie (e quindi non contenuti in uno stesso 0 8) do­
vrebbe una tal conica essere invariante, o rispetto a nn 0 24 , o all'intero 
0 168 . Nel l 0 caso sarebbe la conica covariante del Ou, nel 2° caso non 
esisterebbe. 

Quindi i 14 O" individuano 84 del1e coniche in parola. Abbiamo don­
q ue il teorema : 

I 24 flessi della quat·tica di Klein giacciono, a otto, a otto, sopm 147 
coniche diviRe in dtte specie e cioè: 63 di esse sono, a tre, a tre, invarianU 
t·ispetto ai 21 sottogruppi di 8° m·dine e 84 sono, a sei, a sei, invat·ianti t'i­
spetto ai 14 sottogt·uppi 0 4 invarianti, a loro volta, dei 14 sottogt·uppi ot­
taedt·ici. 

Cou considerazioni ana1oghe alle precedenti e ricordando quelle fatte a} 
N. 15 del lavoro più volte citato sulle quartiche più volte omologico ar­
moniche, si trova anche : 

I tnedesimi 22 flessi esistono, a 6, a 6, sopra 112 coniche le quali ap­
pat·tengono, a 4, a 4, a 28 fasci. Ogni fascio è collegato a una bitangente 
della quat·tica, e consegu,entetnente al relativo sottogruppo 0 6 d'i sest' o,·dine, 
nel segttente tnodo: le coniche del fascio sono bitangenti ft·a loro, secanti la 
bitattgente suddetta nei suoi punti di contatto con la quartica, e invat·ianti 
ciascuna rispetto al sottogruppo 0 6 • 



SOPRA l GRUPPI FINITI DI COLLINEAZIONI QUATERNARIE, 
OLOEDRICAMENTE ISOMORFI CON QUELLI 

DEI POLIEDRI REGOLARI. 

(A11n. ài Matematica: 1902) 

Il problema di determinare tutti i gruppi di collineazioni quaternarie 
che sono oloedricamente isomorfi con i gruppi di rotazione dei poliedri 
regolari, rientra in quello più generale di determinare i gruppi finiti, li­
neari, isomorfi, oloedrici con i gruppi totali, od alterni sopra n elementi. 
Il problema è stato risoluto dal Maschke, nel campo ternario e quaterna­
rio, in un notevole lavoro (l) mediante una trattazione esclusivamente 
analitica con ·la quale l'autore stabilisce, caso per caso, le sostituzioni ge­
neratrici dei gruppi cercati, senza però prendere in particolare considera­
zione alcuno di essi. li desiderio di ritrovare le formole di Maschke, con 
semplici considerazioni geometriche, per ciò che riguarda quelli fra i sud­
detti gruppi che sono oloedricamente isomorfi con i gruppi di rotazioni 
dei poliedri regolari, fu il primo avviamento a questo lavoro e a ciò è de­
dicata la 1.• parte. Si giunge così, per una via che mi sembra più facile 
e più spedita di quella di Maschke, alla determinazione dei tredici tipi 
possibili, enunciati al n.0 11. Tre di essi sono tetraedrici, cinque ottae­
drici e cinque icosaedrici. Undici fra tutti sono reali e quindi rientrano 
nella classificazione che fa il Bagnera dei gruppi quaternari reali nel suo 
recente lavoro (2). I due gruppi rimanenti non si possono mettere sotto 
fOrma reale e quindi escono dalla classificazione del Bagnera. 

Essi sono il G~: e il G:O, di cui l'ultimo è in particolar modo interes-

(l) MASCHKE, Be1timmung aller ternaren ullà qu~temaren Collineationsgr-nppen, velcke 
mit symetrillcken unà alternirenàen .Buckstabenvert~usckun~g·ruppen koloeàrisck isomo1pk Billd. 

Math. Annal., Bd. LI. 
(2) BAGNERA, I gruppi jiltiti reali ài sostituzioni quatemarie lineari. (Circolo Matemati­

co di Palermo, anno 190 l). 
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sante. Allo studio sistematico del a;
0 

è dedicata la seconda parte di que­
sto lavoro più ampia e più sviluppata della prima. La lettura di entram­
be è indipendente dalle Memorie suindicate di Maschke e Bagnera. An­
che in questa indipendenza sta un altro dei motivi per i quali ho scritto 
la prima parte, la quale (a rigor di termini) io avrei potuto tralasciare ri­
mandando il lettore alle citate Memorie. In ogni modo, chi di queste Me­
morie avrà conoscenza, anche superficiale, troverà ad ogni punto di con­
tatto il richiamo esatto dell'una e dell'altra con la indicazione della pa­
gina relativa. 

Quanto alla seconda parte, debbo dire qui le ragioni chi mi hanno 
indotto ad approfondire lo studio del gruppo icosaedrico a:o a preferen­
za di tutti gli altri. Esse sono le seguenti. Anzitutto la distribuzione dei 
gruppi trovati nelle cinque categorie, descritte al n.o 11, mostra già che 
il gruppo icosaedrico a;o è quello che fra gli altri presenta qualche mag­
giore difficoltà di studio. In ogni modo, poi, è quello che offre anche 
l'interesse maggiore. Ho cominciato dalla considerazione della figura costi­
tuita dagli elementi uniti delle sue collineazioni. Essa ha, per cosl dire, 
come nucleo inva.riante, da cui si può partire per ·descriverla, un notevole 
sistema di cinque rette sghembe, a due, a due, e costituite in guisa che 
a quattro, a quattro, ammettono una sola trasversale comune. Se dunque 
si aggruppano, a quattro, a quattro, nei cinque modi possibili si trovano 
cinque di queste trasversali: ebbene esse compongono un ·secondo siste­
ma affatto simile al primo; e nel medesimo modo con cui il secondo è dedotto 
dal primo, si deduce il primo dal secondo. Il legame geometrico fra i due si­
stemi è mutuo: entrambi sono invarianti e sopra entrambi il gruppo G

6
! fun­

ziona da gruppo alterno (n. o 17). Ora, se è ovvio immaginare un gruppo 
icosaedrico quaternario funzionante da gruppo alterno sopra cinque punti, 
o SOJira cinque piani, non sembra altrettanto ovvio pensarne uno che 
funzioni come tale sopra cinque rette dello spazio. 

Un altro motivo che rende interessante il gruppo G~0 è che, fra i 
cinque gruppi icosaedrici trovati, esso è l'unico che sia dotato di cubiche 
gobbe invarianti. Ne possiede due (n.0 26) e per questo lato la sua teo­
ria si riannoderebbe felicemente a quella cosl ampia e feconda della cu­
bica gobba. 

Relativamente alle superficie invarianti, è a notarsi come tutti i grup· 
pi trovati, all'infuori di a:o e a :o, potendosi mettere sotto forma reale, posseg-

gono almeno una quadrica invariante. Rimangono fuori il G:
0 

e G~ i qua­
li non ammettono nè superficie quadriche, nè superficie cubiche invarian· 
ti e soltanto il secondo ammette superficie quartiche invarianti. Cosicchè 

il G:O può anche caratterizzarsi, fra tutti i gruppi trovati, come quello 
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per il quale l'ordine minimo delle superficie invarianti è proprio il 4°, 
onde l'interesse che il G:O assume rispetto a tali superficie (n. 19). Esse 
compongono un fascio notevole di superficie irriduttibili (n. 0 22). Fra es­
se, quelle singolari sono soltanto quattro: Due sono fornite naturalmente 
dalle sv iluppabili osculatrici delle due cubiche gobbe invarianti: le altre 
due posseggono dieci punti doppi ciascuna, vertici di due notevoli deca­
goni invarianti, costituiti dai 20 punti uniti dei sottogruppi di sesto or­
dine (n. o 23 !-

Fra le superficie non singolari del fascio citeremo quella di cui è og­
getto l'ultimo capitolo. Essa possiede 60 rette e non altre. Tali 60 rette 
si dividono in tre gruppi di dieci, di venti, di trenta, ciascuuo invarian­
te e fra le configurazioni formate da tali gruppi è notevole quella del 
secondo composta da venti rette che passano, a tre, a tre, per venti punti 
della superficie ed esistono a tre, a tre in venti piani tangenti alla su­
perficie medesima in guisa che quelle che passano per un punto esistono 
anche in un piano e viceversa. 

PRIMA PARTE. 

Le collineazioni generatrici dei gruppi cercati. 

§ I. GRUPPI DEL 'l'ETRA.EDRO. 

l. Un gruppo tetraedrico G12 contiene come sottogruppo invariante 
un gruppo quadrinomio G 4• Quindi noi cominceremo dall'esaminare le 
possibili specie proiettive di un gruppo quadrimonio nello spazio a tre 
dimensioni. Ora, un tal gruppo deve comporsi dell' identità e di tre so­
stituzioni a periodo due, così che ciascuna equivalga al prodotto delle 
altre due. Ma nello spazio suddetto una collineazione a periodo due è 
necessariamente una omologia armonica, o una involuzione gobba e quin­
di si è condotti alle seguenti tre specie proiettive di G4 . 

(a). n gruppo è costituito dall'identilà e delle tre involuzioni gobbe 
di cui gli assi sono le coppie di spigoli opposti di un medesimo tetrae­
dro. Assumendolo come tetra.edro di riferimento, per sostituzioni genera­
trici, possono prendersi evidentemente le seguenti 

Indicheremo questo gruppo con G!. 
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(b). n gruppo è costituito dalla identità e da tre involuzioni gobbe 
di cui gli assi sono tre coppie armoniche, a due, a due, di una stessa se­
rie rigata. Questa serie è invariante rispetto al gruppo, la coniugata è 
composta di rette invarianti ed è anche invariante, naturalmente, la qua­
-drica sostegno. Assumendo per tetraedro di riferimento uno che sia auto­
coniugato rispett-o alla quadrica e disponendo opportunamente del punto 
unità, le sostituzioni generatrici del gruppo possono · essere le seguenti: 

La quadrica in parola è Z x~= O. Indicheremo questo gruppo con Gli. 
• ! 

(c) n gruppo è costituito dall'identità,, da due omologie armoniche 
cosl che il centro di una è sul piano fondamentale dell'altra e dalla invo· 
luzione gobba che ne è il prodotto. Il gruppo può essere generato dalle due: 

dove la posizione del tetraedro di riferimento è manifesta. 
Indicheremo quest'ultimo con G~. 
2. Tornando adesso al G12 da costruire, osserviamo anzitutto che le 

sostitu'zioni del suo sottogruppo quadrinomio debbono essere simili: si e­
sclude dunque che tale sottogruppo sia il G~. Cominciamo dal caso in 

cui il sottogruppo in parola sia G!. Per costruire il G12 che si cerca de· 

vesi aggiungere una collineazione C3 a periodo 3 la quale permuti circo· 

larmente le involuzioni gobbe di G! . Segue che tre facce del tetraedro 

fondamentale di G! saranno pure permutate circolarmente da Ca mentre 
la quarta faccia rimarrà immutata. Assumendo questa per x4 =O e di­
sponendo opportunamente del punto unità si trova 

Ca = (x2 Xa xi Xt) . 
xi x2 x3 X4 

La 0 3 aggiunta a G! genera il G i 2 cercato e che indichiamo con 

0~2• Esso è proiettivamente identico col gruppo delle rotazioni del tetrae­
dro regolare e coincide col " tetraeder I , di Maschke (pag. 27 4) e col 
Gi2 di Bagnera (pag. 59). Le collineazioni a periodo 3 del gruppo sono 
assiali. Esiste un punto invariante (O O O l) e un piano invariante (x4 = O). 

3. Assumiamo invece come sottogruppo quadrinomio il Gu· Poichè 
4 

G!
1 

è invariante rispetto al Gi2 da costruirsi, ne viene' che, rispetto a 
quest'ultimo, saranno pure invarianti la quadrica Q e le due serie rigate 
che essa sostiene. Ad una di queste serie appartengono gli assi delle tre 
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involuzioni gobbe del G~. Indichiamo con le coppie (11~, m'), (n, n' (p, p') 
tali assi. La serie coniugata a quella cui appartengono questi assi può 
essere composta di rette invarianti ciascuna rispetto al Gi 2 incognito, 

0 no. Consideriamo separatamente i due casi. Nel 1.", le collineazioni a 
periodo 3 che si debbono aggiungere, sono necessariamente biassiali e pos­
sono caratterizzarsi nel seguente modo. Si osservi anzitutto che le terne 
(1n ?t p), m' n' p') posseggono la stessa coppia di rette hessiane. Altret­
tanto accade per le terne simili (m n p', 11t1 n' p); (1n n' p, 1n' n p'; 
(m n' p, (m' n p'). Ebbene si vede subito che le quattro coppie di rette, 
che così si hanno, costituiscono le 4 coppie di assi delle co1lineazioni cer­
cate. Sopra ogni generatrice della serie coniugata a quella cui apparten­
gono m m', n n', p p' si viene quindi a stabilire un gi 2 di proiettivit.à 
binarie subordinate. Il Gi2 ora trovato lo indicheremo con a:! e poichè 
è costituito da collineazioni tutte biassiali, lo chiameremo " il Gi2 bias· 
siale ,. Nel 2.0 dei casi sopra accennati si vede facilmente che le colli· 
neazioni a periodo 3 da aggiungere, non sono più biassiali, ma soltanto 
assiali. Basta determinarne una. Siano perciò k e k lè rette hessiane del 
gruppo m n p, o di m' n' p' (che è lo stesso), e su tali rette k e k as· 
sumiamo a piacere i punti M M', N N' in guisa però che le rette M M', 
N N' siano generatrici della quadrica Q. Allora la collineazione cercata 
avrà M N' per asse di punti uniti, M' N per assi di piani uniti (o vice­
versa) con la condizione ulteriore che i piani M N' N, M N' M' sieno i 
due piani uniti per l'asse di punti uniti e che M' ed ]!( sieno i due punti 
uniti sull'asse di piani uniti. Indicheremo con G~~~ il Gi 2 che così si ot­
tiene. 

4. Per rappresentare analiticamente i due Gi 2 trovati nel numero 
precedente, è utile per il momento, e indispensabile per il st'guito, mettere 

sotto altra forma il G~ del N° l. Con apposita ed evident~ scelta del te-

traedro di riferimento è facile vedere che le involuzioni gobbe di G!1 pos­
sono scriverai (Maschke, pag . . 275) 

(xi+ x, Jf 2, - x2 +x3 Jf2 X2 Jl2 T Xa xiJI.2-x')=c
2 ' ' xi x2 Xa x, . 

(xi+x,e{2, - x2 +x3e2 {2 x2 e{2 +Xa a:1 E
2 Jf2- x,)= 0'

2 
xi ~ Xa x, 

·(xi +x, ~2 Jf2, - x2+x3 efi x2f-2{2 +x3 Xi E {2- X!) 
= 0"2 

X t x2 X a x, 
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dove e, e~ sono le radici cubiche immaginarie dell'unità. 
Ebbene, si ottiene il G~!, o il G~~~, a seconda cbe si aggiunge al pre­

cedente G~' la prima, o la seconda delle seguenti collineazioni a periodo 3: 

e x,) O a = (xi x2 E Xa e2 x,) . 
x, ' xi x2 x3 x, 

La quadrica invariante è in entrambi i casi la: 

Q = .vi x 2 - x 3 x, = O. 

Nel 1° caso sono invarianti tutte le rette di una serie rigata di que: 
EÌta quadrica (quella cui appartiene la .v1 =o, x 4 = 0). Nel 2° caso esisto­
no due sole rette invarianti che sono le (x1 = o, x,= O), (x2 -=o, x 3 = 0). 

Il G!! e il G~~~ attuali sono rispettivamente i « tetraeder III e II » di 

Maschke (pagina 275-77) e l' R12 e il G;
2 

di Bagnera (pag. 59). 

~ II. Gruppi dell'ottaedro (o del cubo). 

5. La discussione relativa ai possibili gruppi ottaedrici dipende in 
modo semplice dalla specie dei relativi sottogruppi tetraedrici. 

Cominciamo dal caso in cui il sottogruppo Gi2 del G24 cercato sia il 

G:2 (No 2_'· Per raggiungere lo scopo basta aggiungere una collineazione 

a periodo 2 rispetto alla quale il G1
n sia invariante e siano invarianti il 

h 

punto (O O O l) e il piano x4 =O. Se dunque questa collineazione è una 
involuzione gobba, una dei suoi assi passerà per (O O O l) ed esisterà in 
una faccia del tetraedro fondamentale e l'altro esisterà in x, = O e pas­
serà per un vertice del tetraedro medesimo in guisa che questo rimanga 

inalterato per effetto di tale collineazione. Essa è quindi (x2 a;t - Xa x,) . 
a;i x2 Xa x, 

Questa col G!
2 

genera il G24 cercato e che indicheremo con G~,. Esso 
è proiettivamente identico col gruppo delle rotazioni dell'ottaedro regolare 
e coincide con << l'Octaeder » I di Maschke (pag. 293) e con il G24 di Ba-
gnera (pag. 125). · 

Se invece la collineazione che si aggiunge al G~2 è omologia armo· 
nica, essa avrà per centro un punto di uno spigolo del tetraedro fonda­
mentale in x,. = o, e per piano fondamentale un piano per lo spigolo 
opposto in guisa da trasformare in se il tetraedro medesimo. Per essa si 

può dunque prendere: (x2 :l't x,. Xa). Questa col G~2 genera un G2,. 
x1 x2 x 3 x,. 

che indicheremo con G~~ e che è manifestamente diverso, proiettiva.men-
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te parlando, da G~, . n G~! coincide col G24 di Bagnera (pag. 125) e con 
" l'octaeder II , di Maschke (pagina 293). Per caratterizzare proiettiva­
mente il G1! basta osservare che esso p_ermuta in tutti i modi possibili 
i 4 piani: 

e tiene fisso x4 = O. Dunque il G~ può considerarsi come sottogruppo 
di un Gi 20• Cioè del G120 costituito da tutte le collineazioni che scam 
biano in tutti i modi possibili le facce di un pentaedro, o i vertici di .un 
pentagono gobbo. Precisamente è uno dei cinque sottogruppi che tengo­
no fissa una faccia del pentaedro, o un vertice del pentagono. 

6. Se assumiamo per gruppo alterno del G24 cercato il G~!, o il a:!1 

è evidente che le collineazioni a periodo 2 da aggiungere, non possono 
essere omologie armoniche dovendo esse trasformare in se il sottogruppo 
alterno. Una tale collineazione sarà dunque una involuzione gobba. Sup­
poniamo dapprima che il sottogruppo alterno sia G!~ (n. 3). Ne viene che 
gli assi della collineazione suddetta saranno rette reciproche rispetto alla 
quadrica invariante Q, ovvero· apparterranno alla serie rigata di m m', ... 
Ecco quindi una suddistinzione che conduce a due gruppi diversi. Per 
caratterizzarli prendiamo una generatrice r di Q di sistema diverso da 
m, 1n', • •• Sopra questa esiste un g12 di proiettività binarie subordinate 
del G~ e tale gi2 individua un g24 pure di proiettività binarie del quale 
g12 è gruppo alterno. Sieno M, N i punti doppi di una delle sei involu­
zioni sopra r che bisogna aggiungere al g12 per trovare il g12• Prendiamo 
adesso un'altra generatrice r' di Q di ugual sistema di r, e sieno M' N' 
i punti di r' analoghi ad M, N in guisa che le rette M M', N N' appar­
tengano a Q. Ebbene, tanto la involuzione gobba che ha per assi M M', 
N N', quanto quella che ha per assi M N', M' N trasformano G~ in se 
stesso e con questo generano i due G2t cercati rispondenti ai due punti 
della sottodistinzione dianzi fatta. Per ottenerne le formole relative si 
prendano per rette r ed r' rispettivamente (x2 = o, x3 = O ) ; (xi = O, 
x4 = o) e su queste : 

M= (1, O, O, i), N= (1, O, O,- i), M'= (O, 1, - i, O), N'= (O, 1, i, 0). 

Allora le due involuzioni gobbe che hanno per assi (M M', N N'); M N', 
M'N) sono rispettivamente 

-x) a:! ' 
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e aggiunte al G!! generano i due G21 cercati che noi indicheremo con 

Gu1 e con G1v. Entrambi posseggono 18 omografie biassiali: le sei ri· 
4 24 

m an enti sono pure biassiali per il l o, ma non per il 2°. Ecco perchè chia-
meremo G!~ gruppo biassiale. Sono rette invarianti per esso tutte le ge-

neratrici di Q del sistema r r' ... Invece il a!: possiede due sole rette in· 

varianti che ~ono r ed r'. G~ e G17 coincidono con gli << octaeder VI 

e V >> di Maschke (pag. 294-95) e con R ;
1

, R 21 di Bagnera (pag. 125). 

7. Ammettiamo finalmente che il G24 da costruirsi abbia per gruppo 
alterno il G!!1 (N' 3 e 4). Le due rette invarianti del G~ compongono 
una COl>pia invariante per il G21 cercato. Ma è facile vedere che niuna di 
esse potrà essere separatamente invariante rispetto alle involuzioni gobbe 
da aggiungersi. Perchè, se ciò fosse, applicando a tali rette le considera­
zioni fatte nel numero precedente per 1-1·', si verrebbe alla conclusione 
che la involuzione gobba che ha per assi M M', N N', ovvero quella che 
ha per assi le M N', M'N dovrebbe cambiare una delle collineazioni ape-

riodo 3 di G~1 nel suo quadrato, il che è impossibile perchè tanto l'una 

quanto l'altra delle suindicate involuzioni scambia fra loro l'asse di punti 
uniti e l'asse di piani uniti della collineazione a periodo 3 in parola. Dun­
que la involuzione gobba cercata permuta fra loro le due rette (xi = o, 
x1 = 0) ; (x2 =O, x3 =O i e quindi sarà della forma: 

T= (a x + b x3 , c x1 + d x1 , n~ xi + n x1 , p x2 + q x3) • 

x2 x2 Xa xl 

Ora si esiga che sia T 03 T= O~ , e dopo che si abbia T 02 T= C2 

(N° 4) e si è · condotti alla 

Questa, aggiunta al G~1 ci fornisce l'ultimo G21 della nostra discus· 

sion~ che noi indicheremo con G:
4

• E' identico con « l'octaedm· III>> di Ma­

schke (pag. 294) e col a;
4 

di Bagnera (pag. 125). 

9 m. Groppi dell'icosaedro (o del dodecaedro). 

8. Un gruppo icosaedrico contiene cinque sottogruppi tetraedrici simili 
fra loro. Segue che i 5 Gi2 di un G60 quaternario sono proiettivamente 
identici. Cerchiamo di costruire un G60 partendo da una delle tre specie 
proiettive di G12 trovati al § I. Ma anzitutto osserviamo che dato un G12 
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quaternario, per trovare un G60 di cui G12 sia sottogruppo, basta determi­
nare una collineazione T che soddisfi alle seguenti condizioni 

T 2 = l , T 03 T = O! , (T 0 2r =l 

dove 0 2 , B 3 sono due collineazioni del G12 con i periodi 2 e 3. 
Determinata la T, essa col G12 individua il G60 richiesto. Cio pre· 

messo .cominciamo dal considerare il caso in cui i sottogruppi G12 del G60 

cercato sieno della specie G~2 (N° 2). Avremo dunque in G60 cinque G~2 • 

Ciascuno possiede un punto e un piano invarianti. Può darsi che i cin­
que punti (e quindi anche i cinque piani) coincidano oppure che sieno 
distint i e quindi che esista un pentagono gobbo (e perciò anche un pen­
taedro) invariante. Ecco dunque una suddistinzione da farsi. Se i cinque 
punt i coincidono, ciò significa che (O O O l) è invariante rispetto al G60 
cercato e che è anche invariante x ! = O. Le collineazioni a periodo due 
di un G60 sono proiettivamente ident iche, dunque la T è una involuzione 
gobba,· ha un asse passante per (O O O 1), l'altro in x4 = O e quindi è della 
forma: 

Assumiamo per 02 e per 0 3 (N' l, 2) 

ed esigiamo che la T soddisfi alle condizioni anzidette 

T 2 =l, T 0 3 T= o:, (1' 02f = l. 
Si è condotti allora alla 

~
- a x1 - b x2 + c x3, - b x1 - c x2 + a x3, - c x1 - a x2 + b x3, x4~ 

~ ~ ~ ~ 

dove 

l 
b=--, 

2 a, c . 

=T. 

Il G60 cosl individuato è identico proiettivamente col G60 delle rota,. 

zioni dell' icosaedro e lo indicheremo con G!
0 

• Esso coincide con « l'iko­

saeder I~ di Maschke (pag. 279) e col G:
0 

di Bagnera (pag. 79 ~ . 

Se invece i cinque punti invarianti dei cinque G12 sono distinti, esi­
ste un pentagono gobbo invariante. n G60 cercato non è altro che il sot· 
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togruppo alterno di un U120 • Cioè del G120 totale che permuta in tutti i 
modi possibili i vertici del pentagono (o le facce di un pentaedro). Indi­
cheremo con G~ un tal gruppo. Le sue collineazioni possono rappresen­
tarsi sotto la forma : 

xh xk x1 x,..). 
x2 x3 x4 Xs ' 

i, h, k, l, 1n = l, ~, 3, 4, 5) 

dove O rappresenta una sostituzione pari e si ha ~xi = O. n G~ coin 

cide con << l'ikosaeder II,. di Maschke (pag. 280) e col G60 di Bagnera 
(pag. 79). 

9. Assumiamo ora per sottogruppi tetraedrici la specie G~!. Si pre­
senta anche qui una suddistinzione a seconda che si esige che esista una 
sola quadrica invariante per tutti i 5 G12 , ovvero che le cinque quadriche sie­
no tutte distinte componendo un'insieme in variante rispetto al G60 cercato. 
Cominciamo dal primo caso: esiste una quadrica Q in variante per tutti i 
cinque a:~. Ne viene che gli assi delle collineazioni a periodi 2 e 3 dei 
cinque G12 appartengono a una stessa serie rigata sopra Q, onde la serie 
rigata coniugata è costituita da rette in varianti rispetto all'intero G60 • Fra 
queste saranno anche le (x1 =O, x 1 =O), (x2 =O x3 =O) per cui T sarà 
della forma : 

Prendiamo per la 02 e O' 3 quelle del no 4. La condizione T 0'3 T= O~ 
reca anzitutto 

· k=m=q=s=O 

e da.Ua T 2 = l risulta k r = n p, per cui si può prendere intanto : 

(2) 

La invarianza della Q del n° 4 reca poi a2 = l. Dopo, esigendo l' ul­
tima condizione (T 02)3 =l (secondo il n° 8 si trova) necessariamente a=l e 

2 (a2 + b2
) + ab = O. 

soddisfatta la quale, T è individuata e il gruppo costruito. 
Esso è evidentemente composto di collineazioni tutte biassiali e perciò 

lo chiameremo il gruppo icosaedrico biassiale indicandolo con G!~. È «l'i­
kosaeder IV>> di Maschke (pag. 284) e l' R 60 di Bagnera (pag. 79). 

Passiamo adesso al secondo punto della suddistinzione dianzi fatta. Le 
,quadriche invarianti dei 5 sottogruppi Gu

2 
sono tutte distinte. Una colli-

l . 
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neazione a periodo 3 appartiene, insieme al suo quadrato, a due sotto­
gruppi G~ : dunque, nel caso attuale, i suoi due assi esisteranno contempo-

raneamente sulle due quadriche invarianti di due tali G~ per cui esse si 

taglieranno secondo altre due rette sghembe fra loro e appoggiate agli assi 
di tutte le collineazioni dei due G~! in questione. Quindi ciascuna di que­
ste due tùtime rette, essendo invariante rispetto a due G127 sarà invariante 
rispetto all' intero G60 da costruirsi. Assumendo tali rette per (x1=0, x4=0), 
(~ =- o, x 3 = O) la T incognita avrà la forma (l) precedente; dalla quale 
si passa in ugual modo alla (2). Soltanto non può dirsi che sia a·l = l 
perchè Q non è invariante rispetto al G60 da costruirsi. Dopo, la condi­
zione (T 02f = 1, reca a= b e per a la equazione 2 a2 +a+ 2 =O. Con 
ciò le condizioni richieste per la T sono soddisfatte e il nuovo G60 è in­
dividuato. N o i lo indicheremo con G!: . Esso è << l' ikosaeder V ,. di Ma­
schke (pag. 284). Non figura fra i gruppi di Bagnera perchè non può met­
tersi sotto forma completamente reale. Le sue collineazioni a periodi 2 e 
3 sono bia.ssiali, ma non le rimanenti. 

10. Non rimane a discutere altro caso che quello in cui la specie dei 
G12 sia la G~ (ni 3 e 4). Assumiamo per 02 e 03 quelle del no 4. Gli 
assi di 03 sono x3 =o, X 4 =O come luogo di punti uniti; e x 1=0, x2=0 
come inviluppo di piani uniti. A causa della condizione T O T3 = O! 
ne viene anzitutto che le rette suddette sono unite per T e quindi quest'ul­
tima avrà la forma: 

~=T. 
Se, su questa, si completa la esigenza della condizione T 0 3 T= O! 

si trova nt = q = O e dopo, osservando che T 2 = l e che T non può essere 
omologia armonica, si ottiene necessariamente a+ d= O, a~ -t-bc= n p. 
Poi, per esigere la condizione (T 02)3 = 1, non importa. svolgere completa. 
mente il calcolo intero di (T 02f. Si calcoli anzitutto (T 02)2 tenendo conto 
delle condizioni già trovate per i coefficienti. E per la (T 02)3 si calcoli 
solo la prima sostituzione in x1 che è la seguente : 

x 1 = (a3 
- 3 ab c + 6 ab n + 2 a p c + 2 a p n) x 1 + 

+ (- 3 a2 b + b2 c + 4 a2 p - 2 b~ n -p b c - 2 p b n) x 2 + 
+ (3 a2 b- b, c + 2 b~ n- a2 p-p b c- p b n) t'2x3 + 
+ (a3 

- 3 ab c+ 2 a p c - a p n) y2 x 4 

Perchè sia (T 0 2)3 = l è condizione necessaria anzitutto cbe nella pre· 
cedente siano nulli i coefficienti di x2 , x 3 , X4· Cominciando dall'annullare 
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il coefficiente di x~ e tenendo conto che si ha a2 + b c = n p, si trova ne· 
cessariamente p= 2 b; poi annullando il coefficiente di x 3 si ottiene a2=3bc 
e finalmente con l'annullare il coefficiente di x 2 si ha n= 2 c. 

Per cui si ricavano, come necessarie, le relazioni : 

a2 = 3 b c-, n = 2 c J p = 2 b , a + d = O • 

Ma si constata facilmente che esse sono anche sufficienti. Prendendo 
b =c= 1, la T diviene 

(
xi y3 + X 2 xi - x2 y3 2 x~ 

xi x2 Xa 

Questa, col a:~, individua il G60 cercato che rappresenteremo con 

o :O. Esso è identico con « l'ikosaeder,. III di Maschke (pag. 281). Non 
figura fra i gruppi di Bagnara perchè, come il precedente, non può mettersi 
sotto forma reale. 

11. Riassumendo i gruppi trovati, essi possono distribuirsi nelle se-
guenti divisioni : 

I• I tt·e gruppi di rotazioni dei poliedri regolat··i : ( G~2 , ( G!~ , G!
0
). 

II~ I t . bi - z· (Gu oiii oinl 1·e grupp~ ass~a t : 
12

, 
24 

, _
60 

• 

nra Tre sottogt·uppi del G5 totale Sttl pentagono gobbo (o sul pentae-

dro): ( G~2, G!!, 0~1). 
IV• Quattt·o gruppi dotati ciascuno di una e una sola coppia invarian-

• III IV . V IV) te dt_rette: (G
12

, G
24

, 0
24

, 0
60 

• 

v• l l G :0 che non può farsi rientrare in alcuna delle divisioni precedenti • 

. I gruppi trovati sono dunque in tutto 13 (perchè il G!
2 

appartiene a 
due divisioni: I• e III•). Di essi, tre sono tetraedrici, cinque ottaedrici e 
~inque icosaedrici. I soli o!;, G~ non si possono mettere sotto forma rea­
le. (Bagnera, pag. 79 e 125). 

P ARTE SECONDA. 

Studio del gruppo icosaedrico. G:
0

• 

§ I. LA CONFIGURAZIONE OOMPOSTA DAGLI ELEMENTI UNITI 

DELLE SUE COLLINE.A.ZIONI. 

12. Nelle poche linee che hanno servito di introduzione abbiamo già 
parlato delle ragioni di preferenza che lo studio del o:O presenta sugli al-
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tri gruppi trovati (1). Ci proponiamo adesso di svolgere questo studio 
incominciando dal considerare gli elementi uniti delle collineazioni del 
gruppo e i loro legami geometrici. Anzitutto, caratterizziamo con le lettere 
a , b , c , d , e i cinque sottogruppi tetraedrici del a:o e con la lettera e, 
in particolare il G~i~ generato dalle 0 2 , 0 3 del N. 4 ossia dalle 

~ X 1 + X4 J'2 1 - X2 + X3 {2, X2 (2 + X3 1 X2 }'2- X4 ( 
02 = (a b) (c d) = 

~ ~ ~ ~ 

Allora, N° 10, il G
6
v

0 
è generato da GIII e dalla 

12,e 

~ 
xi l' 3 + x2 , xi - x2 {3, 

T= (a b) d e)= 
xi x2 

2 x3 , 2 x 4 l. 
Xa x4 ~ 

La sostituzione T 02 03 è rappresentabile 
il periodo 5. Calcolandola si trova : 

con (ab c d e) e quindi ha 

(ab c d e)= 

xi = xi }'3- x2 + x3 E y2 + x4 E
2 }'6 

x 2 = X 1 + x2 Y 3 - Xa E {6 + X 4 E
2 {2 

x3 = xi . 2 y2- x,. 2 el 

X4 = x2 • 2 }'2 + x3 • 2 E. 

La equazione in e, che serve a trovare i punti uniti, possiede le 4 ra­
dici immaginarie di 

es + (l' 12)s = o 
e quindi esistono 4 soli punti uniti distinti. 

(l) Forse non sarebbe privo d'interesse anche lo studio dei tre sottogruppi del G120 

totale di collineazioni che operano sul pentagono gobbo, o sul pentaedro, trasformando­
lo in se stesso e, meglio ancora, lo ~tndio sietematico di tutto un tale G120· In Asso tro­
verebbero il loro posto n aturale le molte proposizioni d'indole proiettiva già conosciute, 
e che riguardano il pentagono gobbo, o il pentaedro, e sarebbe facile trovarne altre in 
guisa da interpretare geometricamente tutto ciò che riguarda il G12o tolale su cinque 
oggetti. Si presenterebbe spontanea la estensione in nn iperspazi.o qualunque. Cio~ 

lo studio della geometria dell'C n +2)-~ono, o dell' (n+2)-edro in un Sn lineare mediante 
il G(-tn+2 )! totale di collineazioni che pcrmutano in tutti i modi possibili i vertici 
dell'Cn+ 2)-gono, o gli iperpiani dell' (n+2)edro. In questo rientrerebbero, come casi 
particolari, la geometria proiettiva del quadrilatero in Sr e del pentaedro in 81 e 
quindi anche, come casi atwora pià particolari, la metrica del triangolo (la oosidetta 
geometria del triangolo) e la metrica del tetraedro . Le molte proposizioni metriche ri­
guardanti il triangolo, o il t etraedro (casi particolari di propriet à proiettive riguardan­
ti il quadrilatero e il pentaedro) e la facilità con cui si ottengono tali proposizioni, 
dipendono forse in gran parte dalla esistenza del gruppo in questione. 

Cu.zu. 27 
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13. Ciò premesso, osserveremo che 
saedrico si possono distribuire, insieme 
tre specie seguenti: 

1.,. Dieci gruppi di 6.0 ordine. 
2 ... Sei gruppi di decimo ordine. 

sottogruppi di un gruppo ico­
ai loro relativi sottogruppi, nelle 

3.• Cinque gruppi di dodicesimo ordine (gruppi tetraedrici). 
In totale si banno, in G~, quindici involuzioni gobbe, venti colli­

neazioni a periodo 3; ventiquattro collineazioni a periodo 5 con 4 punti 
uniti ciascuna e l'identità. 

Cominciamo dai dieci sottogruppi di 6. o ordine. Essi sono del tipo 
(ab c)r, (a c) (d e), (a b) (d e), (b c) (d e), con t· = 1, 2, 3. 

Ogni collineazione a periodo 3, insieme al suo quadrato, individua uno di 
questi G6 • Ora il G~ opera transitivamente sulle sue collineazioni a pe­
periodo 3, quindi altrettanto farà sopra i suoi lO G6 • Cioè: 

I dieci gruppi di 6. 0 ordine sono pt·oiettivamente identici. Quindi basta 
considerare la configurazione di uno di essi , ad es. del precedente. Esso 
contiene un gruppo del 3.0 ordine G3 che è invariante e generato dalle 
potenze di (a b c). Segue che i 6 assi delle involuzioni gobbe di G6 si ap­
poggiano agli assi del G3• M:a, per esempio, con (ab c) e con (a c) (d e) si 
si può generare l'intero G6 dunque il punto dove un asse di (a c) (d e) in­
contra l'asse di punti uniti di (ab c) è invariante rispetto all' intero G6 e 
quindi esso appartiene anche a un asse di (a b) (d e) e a uno di (b c) (d e). 
Valgono le considerazioni duali. Dunque i sei assi delle involuzioni gob­
be del G6 s'incontrano, a tre, a tre, in due punti sull'asse di punti uniti 
del G3 ed esistono, a tre, a tre, in due piani passanti per l'asse di piani 
lmiti del G3 medesimo. I punti in cui tali 6 assi si appoggiano all'asse 
di piani uniti suddetto, compongono due terne binarie di cui una è la 
forma Q dell'altra: i due punti del comune bessiano sono i due punti 
uniti di G3 che si trovano sull'asse di piani uniti. Dualmente ecc. Dun­
que un G6 possiede due punti invarianti e due piani invarianti. Voglia. 
m o adesso dimostrare che non esiste alcuna collineazione di G :0 che tra­
sformi uno dei due punti nell'altro, ovvero uno dei due piani nell'altro. 
Infatti, notiamo anzitutto che due G6 diversi non possono avere un pun­
to invariante comune, perchè un tal punto sarebbe invariante rispetto 
a a:o. Ne viene che se esiste in G~: una collineazione capace di effettua­
re il transito suindicato, essa deve trasformare il G6 in se stesso e quin­
di gli assi di punti uniti e di piani uniti del sottogruppo G3• Questi assi 
sarebbero dunque invarianti rispetto al Ge e rispetto a una collineazione 
esterna al G6, e quindi anche rispetto all'intero G :o ciò che è impossibi­

le, percbè il G:
0 

non possiede coppie di rette invarianti. Possiamo dunque 
enunciare i seguenti risultati : 
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I 30 assi delle 15 involuzioni gobbe s'incontrano, a 3, a 3, in 20 punti 
ed esistono, a 3 , a 3, in 20 piani in guisa che quelli che passano per un 
punto esistono anche in un piano. Questi 20 punti si dividono in due deca· 
goni inva.rianti ciascuno rispetto all'inte?·o G :o e d1talmeute i 20 piani si di­

vidono in due decaedri iuvarianti, pure ciascuno, rispetto al medesimo G:O. 
Ciascun decagono è iscritto in uno dei due decaedri. Vedremo nel 

numero seguente che i vertici dei due decagoni esauriscono tutti i pos­
sibili incontri degli assi delle involuzioui gobbe. E vedremo anche che: 

I due decagoni precedenti costituisco-no i poligoni invarianti che hanno 
il minot· numet·o possibile di vertici. 

ogni asse di una involuzione gobba contiene un vertice dell'uno e 
un vertice dell'altro decagono. Indicheremo con le lettere D, D' questi 
decagoni. Tenendo presenti le collineazioni a periodo 3 si può anche di­
re che: 

I dieci vertici del decagono D, o D'~ esistono, a tre, a tre, in dieci 
piani passanti, a tre, a tre, per dieci rette che sono gli assi dei piani uniti 
delle collineazioni a periodo 3 ecc. Dualmente ecc ... 

14. Passiamo ai sei sottogruppi di decimo ordine. Uno di essi G10 è 
del tipo: 

(ab c d e)r, (a b) (c e), (b c) (d a), (c d) (e b), (d e) (a c), (e a) (b d) 

dove r = 1, 2, 3, ,4, 5. Un tal G10 possiede dunque un G5 invariaute che 
è quello generato da (ab c d e)r. E siccome un gruppo icosaedrico opera 
transitivamente sui propri G5 ne viene che altrettanto fa sopra i Gw 
Quindi: I sei gruppi di 10.0 ordine sono proiettivamente identici. Si vede 
subito che i 24 punti uniti dei G5 (n.o 12) sono tutti distinti. Perchè, 
non possono coincidere due appartenenti a un medesimo G5, altrimenti le 
sue collineazioni non avrebbero il periodo finito 5; non possono coincide­
re due appartenenti a G5 diversi, perchè, se coincidessero, un tal punto 
sarebbe invariante rispetto a due G5 e quindi rispetto all'intero G:O. 

Consideriamo un G10 : ad es. quello che contiene le sostituzioni sopra 
descritte. Ogni involuzione gobba del gruppo cambia G5 in se stesso e quin­
di trasforma in se stesso il tetraedro degli elementi uniti. Vogliamo esclu-· 
dere che ciò avvenga per il fatto che gli assi di tali involuzioni passino 
per i vertici. Intanto, siccome il G5 opera transitivamente sulle involuzioni 
gobbe del G10 , ne viene che niuna di esse potrà avere per assi due spi­
goli opposti del tetraedro in questione. Diciamo di più che nemmeno può 
essere che l'asse di una passi per un vertice. Infatti un tal vertice, essen­
do unito per il G5 e per una sostituzione di G10 esterna al G5 , è unito 
per tutto il G10 e quindi, per quel punto, passa un asse di ciascuna delle 
rimanenti involuzioni gobbe del G10 medesimo. Inoltre, siccome tutti i G10 



420 SOPRA l GRUPPI DI COLT.INI<:AZIONI QUATERNARIE 7 ECC., ECC. 

sono identici, dal punto di vista proiettivo, ne viene che altrettanto accade 
per i rimanenti G10 • Ciò premesso, si osservi che una involuzione gobba: 
ad es.; (a b) (c e), appartiene a due G10 e precisamente ai due G10 indivi­
duati da (ab c d et, (ab e d et. Dunque un asse s di (a b) (c e) incontra un 
asse di ciascuna delle involuzioni gobbe seguenti: 

(b c) (d a), (c d) (e b), (d e) (a c), (e a) (b d) 

(b e) (a d), (c d) (a e), (d e) (b c), (c a) (b d). 

Inoltre, a causa dei due G6 cui appartiene (a b) (c e), segue che 8 si appoggia 
anche a un asse di ciascuna delle 

(a b) (d e), (a b) (c d), (c e) (b d), (c e) (a d). 

Dunque 8, incontrando un asse di ciascuna delle 

(b c) (d a) , (c a) (b d), (a b) (c d) 

appartiene alla quadrica invariante di G~~~e (n° 4). Analogamente si vede 

che 8 appartiene alla quadri ca in variante di G~~a; a quella di G~!~b; di a:!.!; 
e finalmente, come asse di (a b) (c e), 8 appartiene anche alla quadrica inva­
riante di G~1~. Ma ciò è impossibile perchè le cinque quadriche suddette 
non hanno certo rette comuni. Quindi : I dieci assi delle cinque involuzioni 
gobbe di un G10 si appoggiano tutti ai medesimi due spigoli opposti del 
tetraedro unito del gruppo senza però contenerne alcun vertice. Siamo ades­
so in grado di giustifica.re due affermazioni contenute nel numero precedente. 
La prima si è che i decagoni D e D' assorbono tutti possibili punti d' in­
contro degli assi delle involuzioni gobbe. Infatti se due tali assi s'incontra­
no, il punto d'incontro è unito per il sottogruppo generato da quelle due 
involuzioni il quale è necessariamente, o un G0 o un G6 , o un G10 • Un 
G4 non pOSSiede punti uniti perchè è della Specie 0!1 (n° 1), e Ora abbia­
mO dimostrato che nemmeno un G10 possiede punti uniti; dunque il punto 
d' incontro in questione è unit<> per un G6 e quindi è un vertice di D, o JJ'. 

La seconda affermazione era che D, o D' rappresentavano i poligoni 
invarianti di minor numero possibile di vertici. Anche questo risulta imme­
diatamente. Infatti se esistesse un poligono invariante con meno di 10 ver­
tici, esso ne avrebbe necessariamente uno, o due, o tre, o quattro, o cinque, 
o sei. Ma non può averne nè uno, nè due, nè tre, perchè G;

0 
non pos 

siede nè punti, nè rette, nè piani invaria.nti. Non può averne quattro per­
chè, a causa dei G5, quei quattro sarebbero, ciascuno, uniti per tutti i 0 5 , 

il che abbiamo già notato al principio di questo numero essere impossi­
bile. Non .può averne nè cinque, nè t:~ei, perchè ciascuno sarebbe unito per 
un G12 , o per un G10, mentre tanto i G12 , quanto i G10 non hanno pun­
ti uniti. 
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15. Indichiamo con G~i) i gruppi di 5° ordine ponendo: 

o<'>= (a b cdey , G~2>=(abced)r, G~8>=(abdce)r, G~4) =(abedc)r 
5 

G~5> = (ab d e c)r , G~s) =(ab e c dY 

con 

r == 1, 2, 3, 4, 5. 

Consideriamo un punto P 1 unito per G~l). Tal punto non può essere 
a 

unito per alcun a.Itro G5, come abbiamo già osservato; non può essere unito 
pP.r una collineazione a periodo 3 perchè sarebbe unito per l'intero gruppo 
generato da quella collineazione e da G~l) e quindi per il G:

0
; e finalmen· 

le non può P1 essere unito per alcuna involuzione gobba perchè essa con 
G~1 > dà origine o a un G10 che è privo di punti uniti (numero precedente), 

a 

o al o:O che ne è privo ugualmente. Dunque se a P 1 applichiamo le 12 so· 
stituzioni di un gruppo tetraedrico troviamo 12 punti tutti distinti. Indi­
chiamoli nel seguente modo : 

La (a b) (c d) effettua cicli (Pt P2) e (G~I) G~6)) 
a a 

» (a c)(b d) )) )) (Pt Pa) » ( G~t> G~6)) 

)) (a d) (b c) )) )) (P1 P 4) )) ( G~l)) 

)) (ab c) )) )) (Pt Ps P6) » (e< l) e<3) e<5)) 
5 5 5 

)) (ab d) )) » (P t P1 Ps) » ( e<tl G (t) e<3)) 
5 5 5 

)) (a c d) )) )) (P1 P9 Pto) )) ( e<t> e<4) e<5)) 
5 5 5 

)) (b c d) )) )) (Pt Pu Pi2) )) ( G~t) G~2) G~4>). 
a a a 

Cioè P 1 P4 sono uniti per e<5>; P2 P 3 per G~6>; P5 P 8 per G
5
3

; P6 Pi0 per 

G/ ; P 7 P11 per G~2>; P 9 P12 per G~~>. Sieno P'1 P 4 ; P'2 P _.3 ; P'5 P'8 ; P'
6 

P' 1, ; P' 7 P' H; P' 9 P'12 le coppie di punti unit i rimanti dei G5 suddetti 
nell'ordine suddetto. Le involuzioni gobbe del G~1> ad es. : trasportano tut-

a 

te P 1 in P 4 e P'4 ecc. (n.0 14). Dico che non esiste alcuna collineazione 
in G:O che trasporti P 1 in P '1, ovvero in P'4• Infatti, se una tale collinea-

zione esiste deve necessariamente trasformare in se stesso il G~1 > perchè 
due G5 non possono avere alcun punto unito comune (n.o 14), quindi essa 
deve appartenere al G10 di cui G~1> è invariante e per conseguenza tale 

a 

collineazione non può essere altro che una delle involnzioni gobbe del 
G10 : ma niuna di esse trasporta P in P' i l ovvero in P' 4 • 
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D1mque i 24 punti uniti delle collincazioni, a periodo cinque, si d-ivido­
no in d1te dodecagoni invat·ianti ciascuno (e quindi intransitivi) t·ispetto al 
o:O. Manifestamente esRi sono i soli dodecagoni iuvarianti possibili. 

16. Andiamo finalmente ai cinque sottogruppi di dodicesimo ordine 

(sottogruppi tetraedrici). Ciascuno contiene un G~1 invariante e quattro G3 

costituiti ognuno dalle potenze di una stessa collineazione a periodo 3. 
Un G3 appartiene a due sottogruppi tetraedrici: cosl ad es. (ab c)r ap­
partiene a G!~a' P!~~e· Gli assi di due G3 non hanno alcun punto comune: 

se essi infatti appartengono a uno stesso G~, ciò risulta immediatamente 

dalla costruzione del G~1 medesimo (n° 3); se essi non appartengono 

a uno stesso or:,}, non esistono in alcun sottogruppo di G~ e quindi non 
possono avere un punto, o un piano unito comune, altrimenti quel punto. 
o quel piano, sarebbe invariante rispetto a G~. 

Ogni G~ammette due rette invarianti (n° 4). Si hanno cosl dieci rette 
le quali compongono una figura assai interessante che ci proponiamo ora 
di considerare. Intanto rappresenteremo con (a' a") le rette invarianti di 
G~~a; con (b' b") le rette invarianti di G~b; con (c' c") quelle di G~ci 
con (d' d") quelle di o:~~d e con (e' e") quelle di G!~e. Ogni tale coppia. 

è costituita da rette sghembe. Osserviamo poi, che il o;
0 

opera transiti­

vamente sui G3• Quindi, ricorrendo alla rappresentazione analitica del G~~ 
si vede (n.i 12, 4) che l'asse di piani uniti della collineazione (a b c) in­
contra le rette e', e" nei due punti uniti che quell'asse contiene. l\1a (a 
b c) appartiene anche a G~:a' dunque quei punti apparterranno anche a 
d', d". In conclusione; prese due qualunque coppie come (d' d"), (e' e"); 
una qualsiasi retta del~'una incontra una retta dell'altra. Esistano durique 
i punti e'. d", e". d'; dico che allora non possono esistere invece i punti 
e'. d'; e" d". Infatti si noti che la (a b) (d e) porta d" in e', ovvero in e". 
Se esistesse il punto e'. d' esso, come e' d", sarebbe unito per la collinea­
zione (ab c): in ogni modo uno dei due punti e' d', e' d" sarebbe anche 
unito per la (a b) (d e) e quindi invariante per il G6 cui appartiene (ab c). 
l\1a nessuno dei due punti invarianti del G6 in questione può esistere sopra. 
e' ovvero sopra e" (n° 23). Si conclude quindi che ciascuna delle dieci rette 
in discorso si appoggia ad altre quattro e non più. 

17. Sieno a", b", c", d" appoggiate alla e' e le a' b' c' d' quelle appog­
giate ad e". Ci proponiamo di dimostrare che i due gruppi a' b' c' d' e', 
a" b" c" d" e" sono, ciascuno, invarianti rispetto a o :O . Infatti la (ab c) tie-

ne fisse le e', e", d', d" e quindi produce i cicli (a' b' c'), (a" b" c"). Dopo, 
si consideri la (a e) (b d). Essa deve portare e' in a", ovvero in a'. Ma è 
impossibile che e' sia, da essa, portato in a" perchè il punto e' • a" sa-
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rebbe unito per (a e) (b d) e per (b c d) e quindi invariante rispetto al 
G6 generato da (a e) (b d) e da (b c d) il che è assurdo, poichè un tal punto 
eAiste sull'asse di punti uniti di (b c d) (no 13), mentre invece il punto 
e' . a" esiste sull'asse di piani uniti di (b c d) (n° 16). Dunque la (a e) 
(b d) trasforma e' in a' e quindi e" in a". La stessa collineazione deve tra· 
sportare b' in d', ovvero in d". Ma se b' fosse trasformato in d", il punto 
e" . b' che esiste per ipotesi, sarebbe trasformato nel punto a" . d" il quale 
invece non può esistere, altrimenti applicando la (b c d) si vedrebbe che 
a" b" c" d" esisterebbero in un medesimo piano manifestamente invarian­
te rispetto a G~~e . Quindi (a e) (b d) trasforma b' in d' e per conseguenza 

b" in d". Siccome poi la (a e) (b d) medesima appartiene al Gu
2

1 i suoi 
l ,c 

assi si appoggiano a c', c" e quindi tanto c', quanto c" sono sue rette unite. 
In conclusione i sistemi a' b' c' d' e'; a" b" c" d" e" sono in varianti, ognu­
no, rispetto ad (a b c) e (a e) (b d). Ma con queste due collineazioni si 
può generare l'intero G:O (poichè esse non appartengono insieme ne a un 
G6 , nè a un G12) e quindi l'affermazione è dimostrata. 

Viceversa se 1n n p q r è un sistema invariante di cinque rette, il 
G :0 funzionerà sopra di esso come gruppo alterno e quindi ad es. la m 
deve essere invariante rispetto al G12 che permuta n p q r; per cui nt è 
una delle dieci rette in questione, ecc. 

Possiamo dunque enunciare i seguenti resultati: 
1l G ;o possiede due e due soli sistemi invarianti che siano cost·ituiti cia­

scuno da cinque rette e sopra ognuno di questi esso funziona da g1·uppo 
alterno. 

Queste 10 1·ette si distribuiscono anche in 5 coppie invarianti ciasct~na 

1·ispetto a uno dei 5 sottogruppi tetraedrici . 
Le 1·ette di ogni sistema sono sghembe, a due, a due, ma ognuna di esse 

si appoggia a 4 dell'altro sistema. 
La e" si appoggia ad a' b' c'd'. Se oltre e" esistesse un'altra retta r 

appoggiata ad a' b' c'd', la quadrica individuata da e", e', r sarebbe inva­

riante rispetto a G~~ il che è impossibile (Ni 3, 4). Segue: l due sistemi 
invarianti suddetti sono costituiti in guisa che le cinque rette di uno di eni 
si appoggiano, a quattro, a quattro, a una delle cinque rette dell'altro e vice­
ve?·sa. in altre parole si può anche dire che le rette dell'1m sistema prese, a 
quattro, a quattro, in tutt·i i modi possibili ammettono sempre una sola tra­
sversale comune (invece che due). Queste cinque tras-versali che così si otten­
gono compongono l'altro sistema. Complessiva1nente, le 10 rette in parola si 
incontrano, a due, a due, in 20 punti, vertici di un icosagono invariante ri-

v spetto al G6o • 

18. Viceversa: fra i cinque gruppi icosaedrici trovati quali di essi 
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ammettono sistemi in varianti di cinque rette? ovvero: quali di essi possono 
funzionare da gruppi alterni sopra cinque rette ' Sieno m, n, p, q, r le 
rettE~ in questione. ll aw che tiene fissa una di esse, non può essere il 
a 1 (No 2) perchè esso non possiede rette in varianti. Ciò esclude che il 

12 

a60 cercato sia il a6~, o il G~ (N° 8) . .Anche il a!~ lo si esclude sn-

bito. Infatti: sia il G12,r quello che tiene fissa ad esempio, la r. Ne viene 
che la r appartiene alla serie rigata costituita da rette iuvarianti rispetto 
a a 12,r. Ma tale serie rigata è la stessa per tutti i cinque: a 121.,.; a 12, .. ; 

a 12,p; G 121q ; G 121r • Quindi 1n n p q r sono generatrici di questa serie e 
. d. è . . t . tt GIII R . a 1v av n· qu1n 1 ognuna mvanan e nspe o a 

12 
• 1mangono 60 e 60 • 1 

quest'ultimo abbiamo già trattato nel numero precedente. Quanto a a!: 
ricorderemo che esso possiede cinque serie rigate costituite da rette in­
varianti rispetto ai cinque G12 • Se dunque si parte da una generatrice di 
una di queste e le si applica un a 5, si troverà un sistema di 5 rette sulle 
quali il a!: funzionerà da gruppo alterno e dunque, in questo caso, i sistemi 
invarianti cercati sono oo 1

• Ma niuno di questi gode la proprietà caratte· 
ristica di cui godono i due sistemi trovati nel numero precedente. Infatti 
sia a' b' c'd' e' uno dei sistemi sopra i quali il a~: funziona da gruppo al­
terno. Intanto è manifesto che due di tali rette non s'incontrano. Perchè 
se ciò accadesse, tutte s' incontrerebbero, a due, a due, e quindi o esiste­
rebbero in un piano, o passerebbero per un punto in varianti rispetto al 
G!:, mentre tale a!: non ammette nè punti, nè piani invarianti. Ciò 

premesso, vogliamo adesso dimostrare che non esiste una sola retta ap­
poggiata a 4 delle rette a' b' c' d' e'. Sia infatti a" la sola retta appoggiata 
a a' b' c' d'e'. Essa appartiene alla quadrica invariante di a!:.a. La ret­

ta b' appartiene in~ece aUa quadrica invariante di a~~ . D'altra parte, sic· 
come a" è la sola retta appoggiata a b' c'd' e', ne segue che queste 4 rette 
sono, ciascuna, tangenti alla quadrica invariante di a~:.a· Allora,, ricordia­
mo che, nel ca.so attuale, le collineazioni a periodo 3 sono biassiali e che 
due qualsiasi delle cinque quadriche in questione si tagliano secondo gli 
assi di una tale collineazione e secondo le due rette invarianti rispetto al 
a!: (N° 9). Per il punto a" . b' passa un asse s della collineazione (c d e), 

il quale esiste anche nel piano a" b'. Esso è diverso da a'' (per il N° 9) 
e anche da b' perchè altrimenti anche le rimanenti c' d' e' a' sarebbero assi 

di collineazioni a periodo 3 (mentre il a!: è transitivo su queste collinea· 
zioni che sono dieci e non hanno assi comuni). Si trovano cosl delle con­
dizioni irrealizzabili. Perchè se s' è l'altro asse di (c d e), s' si appoggia 

a b' ed appartiene alla quadrica invariante di G1v : per cui b' è tangente 
12,a 

a tale quadrica nel punto b' . a" e la incontra altrove, cioè b' le appar-
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t iene per intero insieme a s e a". La quadri ca in variante suddetta si spezza 
il che è impossibile (N° 4). 

§ II. D fascio di superficie di 4° ordine invarianti 

rispetto al gruppo G !o· 
19. Fra tutti i gruppi trovati (N° 11), i soli a!: e a :O non l'li posso· 

no mettere sotto forma analitica completamente reale (Bagnera : pag. 79 
e 125. Ne segue che tutti gli altri posseggono almeno una quadrica inva· 
riante (Bagnera: pag. 3). Il a~: e il a;

0 
non la posseggono. Le cinque 

quadriche invarianti dei loro cinque a12 sono tutte distinte e soltanto, prese 
insieme, compongono una superficie invariante. Essi non posseggono nem· 
meno superficie cubiche invarianti. Basta perciò osservare che una super· 
ficie cubica non può essere invariante rispetto a un G~ (N° 1). Infatti gli 

assi di una delle involuzioni gobbe del (}~1 vengono scambiati fra di loro 
per opera di una ·qualunque delle altre due involuzioni del gruppo, quindi 
una retta appoggiata agli assi suddetti deve assorbire, nei punti di appog­
gio, un numero pari delle sue intersezioni con la superficie: esternamente 
ne rimane quindi un numero dispari il che è impossibile. Dunque una 
tal retta appartiene alla superficie per intero. Cioè le appartengono le oo2 

rette unite per le involuzioni gobbe del (}~ , il cbe è ugualmente im­
possibile. 

Passando alle superficie di 4° ordine, si vede facilmente che niuna di 
esse può essere invariante rispetto al a!:· Infatti le collineazioni a pe­

riodo 3 del a!: sono biassiali. Se una superficie quartica è invariante ri­
spetto a una tale collineazione, almeno un asse di questa esiste sulla super· 
ficie. D'altra parte esistono, in a~:, involuzioni gobbe che trasformano, 
uno nell'altro, gli assi di una data collineazione a periodo 3 (ad esempio 
la T del N° 9 opera in tal modo sulla 0'3 del N··). Dunque tutti gli assi 
delle 1 O collineazioni di periodo 3 esistono sulla superficie supposta. Nes­
suno di questi assi può esser retta doppia per la superficie perchè se lo 
è uno, lo sono tutti e si cadrebbe in una quadrica doppia. Ne segue che 
ogni retta generica appoggiata agli assi di una medesima delle collinea­
zioni in discorso incontra, fuori degli assi, la superficie in due punti (il 
che è impossibile a causa del valore 3 del periodo), ovvero le appartiene 
per intiero il che è anche assurdo perchè apparterrebbero alla superficie 
le ex} rette di 10 congruenze lineari. 

Dimostreremo invece nel numero seguente che il a;
0 

possiede un fa­
scio di superficie quartiche invarianti. E sarà quindi giustificata la seguente 
affermazione : 
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ll G :0 è l'unico, fra tutti i gruppi trovati, che goda la proprietà che 
l'ordine minimo delle sue superficie invarianti sia il quarto. 

20. Ci proponiamo di trovare il fascio cui sopra abbiamo accennato. 
Basta perciò esigere la invarianza rispetto alle tre collineazioni C2 , C

3
, 

T del N° 12 . .Accenneremo qui rapidamente al modo più sollecito di con­
durre i calcoli relativi. Indichiamo con I la superficie generica cercata. 
Semplici osservazioni sullo scambio prodotto fra x 3 e x 1 dalla T . e le esi­
genze cui conducono il possesso della 0 3 ci dànno per I la forma seguente: 

I- a + {3 xi + r x: + ~ x3 xi +p xi x! = O 

dove a, {3, y, d sono binarie in xi , x 2 delle forme seguenti : 

a = a x~ + b x: + c~ x 2 + d xi ~ + n x~ x~ 

{3= e xi+ gx2 ; r =!xi-+ kx2 

d = l x~ + m x~ + q xi x 2 • 

Si noti che la ~ non può essere riduttibile perchè non esistono sistemi 

di uno, o due, o tre, o 4 piani che siano in varianti rispetto al G :0. Ciò e­

sclude che a sia nullo identicamente: perchè con a = O identicamente e­
sistono 2 e quindi venti punti doppi di ~ situati a 4, a 4 sulle a' b' c' 
d' e', a" b" c" d" e" onde queste rette sarebbero doppie, ecc., ecc. Ciò 
premesso, esigiamo la invarianza rispetto a T. Per effetto della T la I si 
cambia nella I' seguente: 

I' = a' + 8 {3' x! + 8 r' x~ + 4 d' x3 x, + 16 p xi x;= O 

dove a', {3', r', d' indicano ciò che divengono le binarie a, {3, y, d per ef­
fetto della sostituzione binaria 

Se I deve coincidere con I' si deve avere anzitutto 

a'=ea 

dove e è un fattore di proporzionalità. Ciò dà luogo alle condizioni se­
guenti. 

9 a + b + 3 {3 c + y3 d +. 3 'n = e a l 
- - ........ (1) 

a + 9 b - y 3 c -- 3 Y 3 d + 3 n = e b 

12 y3 a- 4 v3 b- 8 d- 4 y3 n= e c l . 
. . . . . . . . (2) 

4 v3 a - 12 y3 b- 8 c+ 4 va n =ed 
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18 (a+ b)- 6 v3 (c- d) - 2 n= e n . (3) 

(a- b) 8 - e) +(c + d) 4 i3 =o l 
(a- b) 16 v3- (c + d) (8 +e)= o 

(a+ b) (10- e)+ (c - d) 2 y3 + 6 n =O l 
(a+ b) 8 { 3 + (c - - d) (8 - e) - 8 v3 n = o 

(a-t-b) 18 -(c-d). 6{3 -(2-t-e)n=O 

(4) 

(5) 

Annullando i determinanti dei coefficienti si trovano le due equazioni in 
e 8eguenti: 

(e + 16) (e - 16) = o 
(e + 16l (e - 16)2 = o . 

Dunque, necessariamente, deve essere e = + 16 altrimenti la a si an­
nulla identicamente. 

21. Prima di proseguire nella ricerca. delle condizioni che provengono 
dall'esigere che ~ possegga la T, distinguiamo i due casi : e = 16, e = - 16. 

Sia dapprima e= 16. Le (4) si riducono a una sola; cosl pure le (5) 
e si è condotti necessariamente alle due: 

5c-t-d+2n{3 a- _ _c__-==--
- 4}'3 ' 

b = -c - 5 d± 2 n y3 
4 l'3 

e si vede allora. che anche le (1), (2), (3), sono soddisfatte. 
Poi dovremo avere : 

fJ' = 2 r , r' = 2 p , l)' = 4 d 

da cui: 

f=e{3 +u, k=e-g(3 ~ 

~=m+qv3. 
2 

) 

Invece con e = - 16 si trova: 

a _ _ 5 n+ 3 {3d b _ - n+ 3 y3 d 
- 18 ' - 18 ' 

c = -----:::;;;;---4n-t- 3 y3 d l 
h= gy3- e 

2 

3 }'3 

l= - 2 ~ 3 ' _ m= 2 ~ 3 ' p= O. l 

(6) 

(7) 

(8) 
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22. Esigendo finalmente la invarianza della superficie ~ rispetto alla 
0 2 del N° 12 si trovano le seguenti nuove condizioni che si riscontrano 
necessarie e sufficienti: 

./ = 2 v2 a; g = - 2 v2 b; h = - c {2; l = 3 c 

e = d v2; 1/t = 3 d; p =n; q = - 2 n. 

Queste non sono conciliabili con le (8) a meno che tutti i coefficienti 
non siano nulli. Si associno allora con le (6), (7), si riduca a forma intera 
e si vedrà che i coefficienti possono esprimersi tutti in funzione di un sol 
parametro l indipendente. Si è quindi condotti alla equazione seguente la 
quale rappresenta il fascio cercato. 

- 2 2 + 2 Y 3 (x1 + À ;l'2) (.xi x2 + 3 x3 x,)+ 

+ 2 y6 (À Xi X~- X 2 a:!) + 3 (l - l) (xi X2 - X3 X4)~ = 0 · 

~ III. Le superficie singolari del fascio. 

23. Per cercare le superficie del fascio dotate di punti singolari, è 
assai utile effettuare una trasformazione di coordinate la quale lasci fissi i 
punti (O O O 1), (O O l O) e trasporti gli altri due punti fondamentali nei due 
punti invarianti di quel G8 cui appartiene (ab c). Questi punti sono: 

A=(2+ J1 3, 1, o , O); .A.'=(- 2+J13,1, O, O) 

e la trasformazione suddetta è la seguente : 

\ .xi (2 + V 3) + x 2 ( -- 2 + y3) , x1 + x 2 , XJ , X4 l 
~ Xt . X 2 X3 X4 ~ 

Mediante questa, la equazione del nostro fascio diviene : 

F=x~l(55 +32{3)l+H+24{3)l+x:!(55 32{3)l+(41-24Y31!+ 

+xi(x:+x~) ) l(y6 +2Y2)+i2 1+x2(x:-x!l)J..( - r6+2Y2 )+i2Ì+ 

+X~ Xa X! l - 3 À + 21 + 12 y3 l +X~ Xa X4 ~ 3 l - 21 + 12 {31 + 

( ) 
2 2 3 ' 1 ) 2 2 + 18 ì.. - l x 1 x 2 +-4-,~~. - l x 3 x 4 = O . 

ll valore di À che annulla il coefficiente di x~ individua una superficie 
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del fascio che ha un punto doppio conico in (1 O O O) cioè in un vertice 
del decagono D. Ma il o;

0 
opera transitivamente sui vertici di D (~ 0 13); 

dunque tale superficie ha 10 punti doppi conici nei vertici suddetti. Analoga­
mente, il valore di À che annulla il coefficiente di x~ individua una super­
ficie del fascio che ha 10 punti doppi nei vertici del decagono D'. Niuna 
di queste due superficie ha altri punti doppi oltre i 10 suddetti. Infatti 
niuna di esse potrebbe possederne un altro P senza possederne in conse­
guenza più di altri 6 (a caus~ dei trasformati di P per mezzo del o:O)· 
Avremmo quindi una superficie di 4° ordine con più di 16 punti doppi e 
quindi con infiniti punti doppi costituenti una curva che non può com-

. porsi di rette, o di coniche a causa della sua invarianza rispetto al G :
0

• 

Sarà quindi una cubica gobba. Ma le cubiche gobbe invarianti del o;
0 

sono solamente due e le superficie del fascio che le contengono sono cer­
tamente diverse dalle attuali (N° 25). 
La esistenza di queste due superficie ci fornisce dunque una nuova pro­
prietà dei decagoni n e D' (no 13). Essa può esprimersi così : 

I vertici dei due decagoni D, D' (formati dai punti uniti dei sottogruppi 
di 6° ordine) si possono rigtwt·dare come punti doppi di due superficie di 
4° ordine inva,rianti ciascuna t·ispetto al a;

0
, l'una circoscritta a D e l'al­

tra a D'. 
Esse appartengono al fascio precedente e sono individuati dai valori 

di l dati da 

(55 ± 32 y3) l + 41 + 24 }"3) = o. 
I punti doppi di ciascuna sono conici. 

24. Nessuna delle due superficie, ora trovate, è un simmetroide. 
Sia cp una di esse. Per escludere la possibilità che essa sia un simme­

troide, osserviamo anzitutto che per un punto doppio P di cp non passano 
rette esitenti sopra cp. Infatti, anzitutto l'equazione di cp ci dice che la retta 
x3 = o, x4 = O; asse di punti uniti per (ab c); non appartiene a q;. Sia s 
questo asse ed r una retta supposta esistente sopra ç1 e passante per P. 
Allora il piano r . s taglia la (a b c) secondo una omologia piana a pe­
riodo 3 che ha s per asse e per centro il punto Q dove il piano t· • s ta­
glia x1 =o, x2 =O, Se Q non esiste sopra r, poichè r è diverso da s, ne 
viene che, applicando a r la omologia piana suddetta, troveremo altre due 
rette r', r" appartenenti a cp e passanti per P. Esse dunque appartengono 
al cono osculatore in P e poichè sono tre rette in un piano, segue che il 
cono in questione si spezza e P è biplanare mentre osservammo già che 
deve essere conico (n° 23). Se poi Q esiste sopra r, cioè appartiene a q;, 
esso coinciderà necessariamente con (O O l O), o con (O" O O l) e in tal caso 
si verifica direttamente sulla equazione di cp che t• non esiste. Segue ades-
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so che q; non può essere un simmetroide, perchè se lo fosse il cono cir· 
coscritto a q; da un suo punto doppio si spezzerebbe in due coni cubici 
di cui le 9 generatrici comuni sarebbero le rette che uniscono quel punto 
doppio agli altri 9 (1). Ora, nel caso attuale, queste rette non possono ap­
partenere a q;, quindi le due cubiche di contatto dei due coni suddetti 
hanno comuni i nove punti doppi rimanenti e quindi coincidon_o in una 
sola invariante rispetto al G6 cui appartiene (ab c). Ma in tal caso essa 
deve appoggiarsi in due punti diversi all'asse di punti uniti di (ab c) che 
è x3 = o, x4 = O (n° 25) e non può essere più curva di contatto con q; di 
un cono cubico col vertice in P. 

25. Per completare la ricerca delle superficie singolari del nostro fa­
scio, cerchiamo le intersezioni di x3 =o, x4 =O con le equazioni che si 
ottengono annullando le derivate prime della F del n° 23, il che equivale 
a cercare i punti doppi del fascio che esistono eventualmente sopra l'asse 
di punti uniti di (ab c). Otterremo cosl le due equazioni semplicissime 
seguenti: 

x, !x~ ((55+ 32 ys) l+ 41 + 21 rs) + 9 (l- l) x! l= o' 

x2 {x~ ((55- 32 y3)l + 41-24 YJ) + 9 (l -l) X~~= 0. 

Le soluzioni (l O O O). (O l O O) con ~5 + 32 Y3) l + 41 + 24 y3 = O sono 
già state considerate al n° 23 Escludendole, rimangono le due condizioni 

x~ 1(55 + 32 y3) l+ 41 + 24 va} + 9 (l- l) x~= o ' 

x~ {(55 - 32 Y3) l +41-24 }'3~ + 9 (l -l) x~= o, 

che debbono esser soddisfatte insieme. Annullandone la resultante si trova: 

2 12 
- l + 2 = o . 

I due valori di l, che questa equazione individua, determinano due su­
perficie del fascio dotate ciascuna di due punti doppi distinti sopra l'asse 
di punti uniti di (tt· b c), Per esaminare la specie si osservi che la quadrica 
polare di un punto (y1 y2 O O) generico sopra x3 = o, x1 = O rispetto a una. 
superfiicie generica del fascio è : 

(1) Cf. p. es. RoHN, Die Flachen vieter Ordnung h.inlicktlich. iherer Knotenpunkte und 
iherer Ge8taltung. Math. Annal. 29. 
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x~ !m y: +3 (l-1) y~! + 12 (l - 1)x1 x2 y 1 y2 +x~ 1n y~ + 3(l-l)y~! =O 

dove per brevità si è posto : 

tn =(55+ 32 y3) l+ 41 + 24 y3, n= (55- 32 y3) l+ 41 - 24 y3. 
La quadrica precedente si compone di due piani. Bssi coincideranno 

quando sia: 

3 (l - l) tn y; + 3 (l - l) n y: + (m n - 27 (l- l f) y1 y2 =O. 

D'altra parte i punti d'incontro di x 3 = o, x,= O con una superficie 
generica del fascio sono dati da 

m y~ +n y: + 18 (l- l) y~ y: =O. 

Ebbene la condizione, in l , perchè le ultime due equazioni coincidano 
è ancora 

2l2 - l + 2=0. 

Ciò dimostra che i due punti doppi in questione sono uniplanari. Ma 
il a:o opera transitivamente sopra tutti i sottogruppi di 6° ordine, quindi 
ciascuna delle due superficie, ora trovate, possiede 20 punti uniplanari e 
quindi ne ha infiniti. D'altra parte nè la superficie, nè il luogo dei suoi 
punti doppi uniplanari possono spezzarsi (n i 20, 23), quindi non rimane altra 
ipotesi ammissibile che la superficie sia la sviluppabile osculatrice di una 
curva gobba. È così stabilita la esistenza delle due cubiche gobbe invarian­
ti del a;

0 
tl ). Le due soluzioni ora trovate costituiscono le sviluppabili 

osculatrici delle due cubiche suddette. 
26. Dimostriamo adesso che le due sviluppabili precedenti e le due 

superficie con 10 punti doppi ciascuna, trovate al no 23, costituiscono tutte 
le possibili superficie singolari del nostro fascio. Perciò osserveremo, avan­
ti, che le due cubiche gobbe, ora trovate, sono le sole invarianti rispetto 
al a;

0
• Infatti sia C una cubica gobba invariante rispetto a o;

0
• Esaa sa· 

rà invariante anche rispetto a uno qualunque dei sottogruppi Gr,, e quindi 
le facce del tetraedro degli elementi uniti di tali G5 debbono tagliare, cia­
scuna, la C in un gruppo di 3 punti invariante rispetto a G5• Dunque la 
C passerà per due vertici M ,Jl' del tetraedro suddetto: se t e t' sono le 
tangenti a C in M, M' e n, n' i piani osculatori; saranno facce del te· 
traedro i piani n, n' e i piani 1ll . t', M' . t. I punti M M' si corrisponde· 

(l) KOHN Ueber di e Oktaederlage und die Ikoaaederlage von z wei cubi1che1~ Raumcun:cn. 
Vien, Ber. 108, 58-68. 
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ranno nelle cinque involuzioni gobbe che, col 0 5, formano un 0 10 (n° 14) 
e quindi la curva C sarà necessariamenie circoscritta a uno dei dodecagoni 
invarianti formati con i 24 punti uniti dei sei 0 5 (n° 15). Ma tali dodeea­
goni sono due. Dunque le cubiche C non possono essere altro che due, 
cioè quelle già trovate nel numero precedente. Ciò premesso, ammettiamo 
che la superficie c]) sia una delle superficie singolari del fascio. Essa non 
può esser degenere (n° 20). I suoi punti doppi saranno in numèro finito, o 
infinito. N el l 0 caso non possono essere più di 16 e debbono costituire un 
poligono invariante. Esso dunque sarà necessariamente, o uno dei due de­
cagoni, del no 13, o uno dei due dodecagoni del n° 15. Se è uno dei de­
cagoni, si hanno le soluzioni del no 23. Se è uno dei dodecagoni, si osservi 
che essi appartengono effettivamente a tutte le superfici del fascio, ma sol­
tanto le due sviluppabili osculatrici del no 25 li ammettono come punti 
doppi perchè se fossero doppi, per tutte le superfice del fascio, tutte dovreb· 
bero contenere le due cubiche gobbe invarianti (incontrandole in 24 pun· 
ti). Ciò non è evidentemente. È dunque impossibile che la c]) abbia un nu­
mero finito di punti doppi nei vertici dell'uno, o dell'altro, dei dodecagoni 
in parola. Nel 2° caso poi in cui la c]) possegga infiniti punti doppi, essi 
debbono costituire una curva non degenere (n° 23) che non può essere nè 
una retta, nè una conica perchè il O :0 non ammette n è una retta nè una 
conica invariante. Tale curva sarà dunque una cubica e poichè abbiamo 
già osservato che tali cubiche invarianti sono soltanto due, si ricade nelle 
due sviluppabili già considerate. Possiamo dunque enunciare i seguenti 
teoremi: 

Il o;
0 

possied-e due e dne sole cubiche gobbe invarianti. Ciascuna è cir­
coscritta a uno dei dne dodecagoni invarianti costituiti dai 24 punti uniti dei 
sottogruppi di 5° O'rdine. Sono secanti comuni delle due cubiche i 10 assi di pun­
ti unit·i dei sottogruppi di 3° ordine (l). 

Il medesimo O :o possiede quattt·o sole snperficie singolari invarianti di 
4° ot·dine. Due sono, naturalmente, le sv'iluppabili osculatrici delle due cu­
biche gobbe precedenti; le altre due hanno 10 punti doppi conici ciascuna 
nei vm·tic·i dei decagoni D e D' e sono quelle già descritte al no 23. 

27. Fra i cinque gruppi icosaedrici trovati (ni 8, 10), il o;
0 

sarà 
l'unico dotato di cubiche gobbe invarianti 1 La risposta è affermativa. In­
fatti, osserviamo che una collineazione a periodo 3 che ammette una cubica 
gobba in variante non può essere biassiale percltè una tal curva non possiede 
trisecanti. Ciò esclude il o!~1 e il o!: (n• 9). 

(l) 8TURM7 Combien y a-t il de secantes comntunes à deux cubickes gauckes 1 Annali di Ma­
t emati ca, Rerie II, Tomo III. 
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Poi, osserveremo che se un a4 ammette una cubica gobba invariante 
essonon può essere un a! (n° l) costituito cioè dalle tre involuzioni gobbe 

che hanno per assi le tre coppie di spigoli opposti di uno stesso tetraedro. 
Ciò esclude il a!o e a!~ (n° 8). Dunque : 

Il a:o è l'unico, fm i c·inque gr·uppi icosaedt·ici trovati, il quale sia do­
tato di cubiche gobbe invarianti (non degeneri) (1). 

28. Viceversa data una cubica gobba come si può costruire un a~ 
rispetto al quale essa sia in variante ' La costruzione può condursi nel modo 
seguente. 

Anzitutto se una cubica gobba è trasformata in se da una involuzione 
gobba si vede subito che gli assi devono appoggiarsi alla cubica. V 'ha di 
più: sieno A, A' i punti di appoggio; t, t' le relative tangenti; n, n' i 
piani osculatori. Allora i piani n e A . t' sono uniti; cosl i piani n' e A . t. 
Segue che gli assi della involuzione in parola sono precisamente le rette 
n. (A . t') ; n' . (A' . t): se cioè si immagina il tetraedro n, n', A . t gli assi 
suddetti sono quei due spigoli del tetraedro che incontrano ciascuno la 
curva in un sol punto. E si può dire che fissati dne punti della curva 
restano anche fissate due rette, per quei punti, che possono riguardarsi come 
assi di una involuzione gobba che trasforma la cubica in se stessa. Allora, 
per costruire un a~1 rispetto al quale la curva sia invariante, basterà pren­
dere su di essa tre coppie, di punti, armoniche, a due, a due, e ripetere per 
ciascuna la costruzione precedente. Otterremo cosl le tre involuzioni gob­
be del a!' cercate. Passiamo adesso a costruire un a~~ di cui il preceden­

te a!' è gruppo quadrinomio. Se . una collineazione a periodo 3 trasforma 
la cubica gobba se stessa, abbiamo già osservato che la collineazione deve 
essere soltanto assiale (non biassiale). Adesso si può aggiungere che l'asse 
di punti uniti della collineazione deve essere una corda della curva, che le 
tangenti nei punti di appoggio debbono incontrare l'asse di piani uniti nei 
due punti uniti che l'a'lse medesimo contiene, che finalmente quest'ultimo 
deve essere la intersezione dei piani osculatori alla curva dei due punti sud­
detti. Viceversa si vede subito che se una collineazione a periodo 3 soddisfa a 
tali condizioni, la curva è mutata in sè stessa. Ciò premesso sieno sulla cu­
bica, A A', B B', C C', le tre coppie di punti che hanno servito a indivi· 
duare a~ . Esse individuano anche sulla curva un a4 di proiettività bi­
narie appartenente a un a12 pure di proiettività binarie perchè la curva 
è razionale. Sia Q una delle proiettività binarie a periodo tre del a12 sud· 

(l) Analogamente si vede che il solo G~~~ fra i gruppi tetraedrici, e il G~4 , fra 

gli ottaedrici, ammettono cubiche gobbe inv-arianti. 

28 
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detto ed M, M' i punti uniti di Q. Allora la collineazione spaziale, a pe­
riodo 3, che ha la retta M M' per asse di punti uniti, che ha per asse di 
piani uniti la intersezione dei piani oschùatori alla curna in M, M' e su 
questa intersezione, per punti ]miti, quelli situati sulle tangenti in M, ill' 
è la collineazione che aggiunta al G!1 genera il G!~ cercato. 

Finalmente per trovare il G:
0 

indichiame con 0 2 , Ca , due proiettivi­
tà del Gi2 binario a periodo 2 e 3 rispettivamente e osserviamo che sulla 
curva, a causa della sua razionalità, esiste un G60 binario di cui una proiet-

tività I a periodo 2 soddisfa le condizioni I Ca I= C~, (I C2f = l. La pro· 
iettività binanria I insieme al G12 binario individua il G60 binario sulla 
curva. Ebbene i punti doppi di I individuano, al modo indicato sopra, U· 

na involuzione gobba ehe trasforma Id cubica in se stessa e che col a:1
; 

genera il gruppo cercato a:a. 

~ IV. Studio di un'altra particolare superficie invariante. 

29. Oltre le superficie singolari del fascio (trovato al N° 22) studiate 
nel paragrafo precedente, esiste, nel fascio medesimo, un'altra superficie no· 
tevole che possiede 60 rette senza essere rigata e di cui ora vogliamo e­
sporre le proprietà principali. 

Riprendiamo perciò l'equazione del fascio suddetto: 

(2 A+ l) xi (x~ + 2 {2 x!) + (A + 2) x2 ( - x: + 2 (2 x~) + 
- 2 2 + 2 Jl 3 (x1 + A x2 ) (xi x2 + x3 x4) + 

,,- 3 3 + 2 r 6 (A xi x3 - x! x,)+ 3 (A- l) (xi x2 - Xa x,)2 = O· 

Da questa risulta che la retta xi = O , x 2 = O , cioè l'asse di piani 
uniti di (a c b) tocca tutte le superficie del fascio in (O O l O) , (O O O 1) , 

cioè nei due punti uniti di (ab c) che esistono su quell'asse. Siccome a :o 
opera transitivamente sopra le sue collineazioni a periodo 3, cosl ne viene 
che tutti gli assi di piani uniti delle collineazioni in parola toccano tutte 
le superficie del fascio nei due punti uniti che ciascuno contiene. Se dun· 
que si considera quella superficie del fascio che passa per un punto di uno 
di tali assi esterno ai due punti di contatto in discorso, ne segue che tale 
superficie conterà per intero quell'asse e quindi anche i nove rimanenti. 

La superficie cercata è dunque caratterizzata dal contenere, per intie,ro, 
i dieci assi di piani uniti dei sottogruppi di 3° ordine. Ecco dunque trovato 
un primo gruppo di 10 rette esistenti per intero sulla superficie e sghembe 
a d1te, a due. (Infatti se due s'incontrassero, il loro piano sarebbe unito 
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per il gruppo generato dai due --Ga relativi, cioè o per un G~1~, o per 

Gv è Glll è Gv h · · · · t') l'intero 
60 

: ma n 12 , n 60 anno p1an1 mvanan 1 . 
L'equazione della superficie si ottiene da quella del fascio per l= l 

ed è la seguente: 

F = f3 (x~ - x:) + 2 xi x2 (x~ + x;) 2 (2 (xi x! - x2 x!) + 

+ 2 (6 (xi x! + -x2 x! l + 6 x3 x4 (x~+ x:) = O • 

30. Cerchiamo le altre rette della superficie. Perciò osserviamo che, 
tagliando F col piano xi = p. x2, la sezione si spezza in x2 = O e 

x:(~J.+f3)(p.y3 -l)(~J.2+1)+2(2x!{.u+Y31+2(2 x!!p.(3 -l)+~ 
+ 6 x2 x3 xdp.' + l) = O. 

(l) 

Le condizioni perchè la {l) abbia almeno un punto doppio sono una 
qualunque delle seguenti: 

p. + y 3 = o ' p. (3 - l = o ' p.2 + l = o 
(p.+ }'3)2 {p. Y3 _ 1)2 + (p.Z + 1)2 = 0 

discutiamo separatamente. le (2) dalla (3). 

(2) 

(3) 

31. Una qualsiasi delle (2) ci fornisce una seconda specie di rette e· 
sistenti sulla F e che chiameremo rette di seconda specie. Per stabilirne l'e­
sistenza si osservi che ciascuno dei piani xi + f3 x2 = O , (3 xi + x2 = O 
taglia la F oltre che nella (xi =o, x2 = O) in un'altra retta e in una co­
nica non degenere. Ciò accade se ci serviamo dei valori di p. che annul­
lano le prime due delle (2). Se ci serviamo della 3• si hanno i due piani 
xi +i x2 = O ognuno dei quali taglia la F oltre che nella (xi = o, x2 =O) 
in tre rette che si incontrano in uno stesso punto di (x3 =o, x 4 =O), cioè 
dell'asse di punti uniti di (a b c) e che sono rappresentate da: 

x:(± i + y 3) + x: (± i y3 - l) = o . 
Sembrerebbe dunque che le rette che provengono dal soddisfare la 3• 

delle (2) fossero di specie diversa da quelle che provengono dal soddisfa­
re le prime due delle (2) medesime. Ciò non è. Infatti, si consideri la 
(x1 ·+ x2 (3 =O, x4 =O) proveniente dal valore di !J. che soddisfa la prima 
(2). Essa è unita per la (ab c). Invece per effetto della (c e d) seguente: 

02 • T= (a b) . (c d). (a b) (d e)= (c e d)= 

x1 = xi y3 + x2 + 2 (2 x3 

x2 = - X 1 + x2 (3 + 2 }"2 x 4 

xa = x1 Y2 - x2 y6 + 2 x, 

x, = xi Y 6 + x2 (2- 2 x3 
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Si osservi che la stessa retta (x1 + x2 (3 = O) dà luogo al ciclo delle tre 
rette 

x 1 + x2 f3 = O ~ xi 3 +xa+f3 xj=O~ xtf3 +x2-x3(2' +xl6 =0! 
; - ; (4) 

xl= O x1V 3 +x2- x3V 2 =0 {2 x2+x3=0 
le quali si appoggiano tutte e tre alla retta : 

xi + x2 (3 + x, V 2 = O l 
x1 (3 - x2 + x3 V 2 = O l 

che è l'asse di piani uniti per la (c e d) e passano per il punto ((3, - 1, V 2, O) 
che è situato sull'asse di punti uniti della (c e d) medesima. Si vede anche 

che la quadrica polare di ((3,- 1, Y2, O) si compone dei due piani: 

xi + x2 v3 + x4 (2 = O , x1 V 3 - x2 + x3 V2 = O 

dei quali il primo è piano tangente a F in (y-3, - 1, v2, O) e contiene le 
tre rette (4). Ciò prova l'affermazione fatta. 

Le rette che si trovano considerando le soluzioni (2) saranno chiamate 
le rette di 2"' specie della superficie F. Quante sono esse! Per rispondere 
a tale domanda osserviamo che le considerazioni precedenti fatte per la 

(xi + x2 (3 = o, x4 = 0), unita per (ab c) possono ripetersi per la (a c b). 
(c e d) (ab c) = (a e d), e per la (a c b) (a e d) (ab c) = (b e d), nelle quali 
trasformazioni la retta in questione rimane inalterata. Dunque le rette di 

10.6 . . . 
2"' specie sono: --

3
- = 20. Abbiamo qumd1 il seguente teorema: 

La superficie F possiede altre 20 rette. Esse s'incontrano, a tre, a tre, 
ùt 20 punti di F ed esistono, a tre, a tre, in 20 piani tangenti a F in guisa 
che quelle che passano per un punto esistono anche in un piano e viceversa. 
Si ha così 1m nuovo icosagono invariante, rispetto al G:O, di cui i vertici 
sono analoghi ai noti p1tnti di ECKARDT sulle superficie cubiche particolari 
che portano un tal nome. Per ogni vertice passano tre rette di 2a specie; 
sopm ogni retta di 2a specie esistono tre vertici dell' icosagono suddetto. La 
sezione del piano tangente, in uno di tali vertici, si compone delle tre rette 
di 2a specie che vi passano e dell'asse di piani uniti della collineazione a 
periodo 3 che pe·rmuta quelle tre rette. 

È questo il secondo gruppo di rette esistenti per intiero sulla F. 
Tanto sulle I O rette di l"' specie, quanto su quelle di 2"' il G !o agi­

sce transitivamente. 
32. Finalmente, l'equazione (3) del n" 30 ci fornisce la 3• specie di 

rette sopra F. Sia la (3) soddisfatta. Ognuna delle sue radici individua un 
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piano passante per x 1 = O, x2 = O il quale taglia la superficie F ulterior­
mente in un trilatero. E poichè le radici suddette sono tutte distinte esi­
stono 4 di questi piani per la retta in discorso e si hanno 12 nuove rette 
di F appoggiate a xi = O, x2 = O. Ma anzitutto occorre dimostrare che 
le rette ora trovate sono nuove solttzioni effettive. Infatti: nessuna di 
esse può esser retta di prima specie poichè appoggiandosi già a una retta 
di 1• specie (nel caso precedente alla xi = o, x2 = O) avremmo due rette 
1" specie con un punto e un piano comune il che è impossibile (n° 29). 
Prendiamo poi a considerare una retta di 2"' specie e dimostriamo che essa 
non può figurare fra le rette trovate dianzi. Siccome il G:O opera transiti­
vamente sulle rette di 2• specie basterà considerare una qualunque di esse: 
ad es. quella del numero precedente. Eslila incontra gli assi di piani uniti 
di (c e d), (a e d), (b e d) ed è unita per (ab c). Con ciascuno degli assi sud­
detti di (c e d), (a e d), (be d) individua un piano che taglia F secondo 4 
rette di cui 3 passano per un punto, con l'asse di piani uniti di (ab c) 
individua un piano secante la F secondo due rette e una conica non de­
genere. Cioè con nessuno dei 4 suddetti assi dà luogo a un piano che ta­
gli F ulteriormente secondo un vero e propio trilalero. Se dunque dimo­
streremo che la retta di 2° specie, sopra nominata, non incontra assi di 
piani uniti di altre collineazioni a periodo 3, sarà dimostrato che niuna 
retta di 2• specie figura fra le nuove soluzioni trovat-e al principio di que­
sto numero. Perciò osserviamo che se la retta r suddetta si appoggiasse al­
l'asse di piani uniti di (b c d) si appoggerebbe anche a quello di (a d c) e 
di (ab d) che sono le trasformate di (b c d) mediante il G3 =(ab c), poichè 
giova ricordare che la r è unita per un tale (}3• Dunque la,. appoggiandosi 
agli assi dei piani uniti di (ab c), (a c d), (a d c) (ab d) è necessariamente una 
delle rette invarianti di G~!~. (ni 3 e 4). Analoga considerazione esclude che 
la r possa incontrare l'asse di piani uniti di (b c e), o di (a e c), o di (ab e). 
Dunque le rette di F forniteci dalla (3) del n° 30 sono sicuramente nuo­
ve soluzioni. 

33. Quante sono queste nuove soluzioni fra tutte' Per rispondere 
a tale domanda osserviamo anzitutto che qualunque sia il numero di queste 
rette di F, che chiameremo di 3"' specie, il G:

0 
opererà transitivamente 

su di esse. Ne segue che il loro numero sarà un divisore di 60. :Ma non 
può essere 60 altrimenti il numero totale delle rette di F sarebbe 94 cioè 
superiore a 64, limite massimo delle rette che una superficie del 41

' ordine 
può contenere senza essere rigata (1). E d'altra parte è certo che F non è 
rigata perchè sarebbe anche singolare e le superficie singolari del fa-scio 

(l) SCHUR, UebP.r eine be1011dere Cla~se vo1t FliWI!en vierter Ordnung. Math. Annal., p. 20. 
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furono già considerate, nè fra esse figura la F (§ III). Deve dunque es· 
sere questo numero un divisore di 60 inferiore a 60. Ma non può essere 
nè uno, nè due, nè tre, nè quattro, perchè non esistono sistemi invarianti 
costituiti da un tal numero di rette. Non può esser cinque, perchè niuna 
delle rette invarianti, rispetto a un G12 appartiene a F. Non può esser sei, 
perchè ciascuna dovrebbe essere invariante rispetto a un G10 e niun G10 

possiede di tali rette. Non può esser 10, perchè le sole rette invarianti che 
un Gfl possiede sono gli assi del G3 che il G6 contiene. Non può esser 12, 
perchè un G5 non possiede rette invarianti. Non può esser 15 perchè ciascuna 
sarebbe in variante rispetto a un G 4 • Ora è facile verificare direttamente 
che nessuna delle rette invarianti rispett-o a un G4 (le quali costituiscono 
una serie rigata) appartiene a F. E in ultimo non può esser 20, perchè 
essendo ciascuna unita per un G3 o sarebbe un asse di G3 , o una retta 
di 2• specie. Non rimane dunque altra ipotesi che il numero cercato sia 30 
e ciascuna sia quindi unita per una sola involuzione gobba. Ne segue che 
ciascuna di queste rette di 3'" specie si appoggia agli assi di una involu· 
zione gobba e agli assi di piani uniti di 4 G3 • Dunque: Esistono sulla su­
perficie F, olt·re quelle già trovate, altre 30 rette le quali, a tre, a tre, e in­
sieme a una retta di 1° specie compongono 40 quadrilateri piani giacenti per 
intiero sulla superficie e ciascuno con i vertici tutti distinti. 

La superficie non possiede altre rette. Perchè non potrebbe possederne 
più di 4 per il già citato teorema di SOHUR e queste 4 dovrebbero costi­
tuire un sistema invariante. 

La superficie F possiede in tutto 60 rette divise in tre sistemi, inva­
rianti ciascuno, costituiti di 10, di 20, di 30 rette sopra ognuno dei quali il 

G:O opera transitivamente. 



SOPRA LA CONFIGURAZIONE DI DUE CUBICHE GOBBE INV A.­

RIANTI RISPETTO A GRUPPI DI COLLINEAZIONI QUATERNARIE. 

Estratto dal t.XVI (1902) dei Rendiconti del Circolo Maten~atico di Palermo. 

Adunanza del 27 luglio 1902. 

La Nota presente trae la sua ongme da un'altra del KoHN riguar­
dante le relazioni mutue di posizione di due cubiche gobbe invarianti 
simultanee, prima. rispetto a un gruppo ottaedrico di collineazioni qua­
ternarie, poi rispetto a un gruppo icosaedrico (1). La Nota. del KoHN 
ba carattere essenzialmete sintetico ed è quindi manchevole della. rap­
presentazione analitica dei gruppi in parola mediante sostituzioni lineari 
quaternarie. D 'altra parte un lavoro analitico del Mascbke assegna tutte 
le specie proiettive di gruppi finiti lineari quaternari che sono oloedri­
camente isomorfi a gruppi totali, od alt-erni sopra n elementi (2) e sic­
come fra questi figurano naturalmente quelli dei poliedri regolari (3) così 
è certo che pure fra essi debbono cercarsi i gruppi considerati dal KoHN. 
Determinare quali essi siano fu il primo scopo della Nota presente e 
di quì a stabilire tutti i gruppi finiti lineari quaternari che posseggono 
cubiche gobbe invarianti il passo è così naturale e ovvio che basta ap­
pena accennarlo. A ciò è dedicata la prima parte di questo lavoro, il quale, 

(l) KoHN1 Ueber die Oktaiider und die Ikoaaiiderlage von zwei cubiBchen Raumcurvm 
(Sitzungsberiohte der mathematisoh-naturwissensohaftliohen Clasee der kaiserlichen Aka­
demie der Wissenschaften. Wien 1899). 

(2) MASCHKE1 Beltimmung aller terniirell und quaterniire1n Collineatione gruppen, 
toelche mit symmetriBchen und alternirenden Buchatabenvert.anschungsgruppen holoedriBch iBo· 
morph sind (Mathematische Annalen Bd. LI). 

(3) Sopra tali gruppi e particolarmente sulla cfz. generata dal più notevole di 
essi, che è nn gruppo icosaedrico, è in corso di stampa negli Annali di Matematica 
una mia memoria la qua.Ie ha con questa qualche punto di contatto (Nnmeri 5, 6 , 
7, della Nota presente). 
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per maggiore omogeneità e facilità di lettura, ho reso indipendente tanto 
da quello del Kohn, quanto da quello del Maschke. Quelli dei gruppi 
trovati che si possono mettere sotto forma reale, rientrano naturalmente 
nella classificazione che di tali gruppi fa il Bagnera nella sua importante 
memoria destinata a tale scopo (1) e di cui all'occorrenza richiamo no­
tazioni e indicazioni di pagina. 

Fra i gruppi quì costruiti, due dànno luogo a cfr. notevoli dal punto 
di vista geometrico: sono l'ottaedrico e l'icosaedrico. Ma la cfz. di que­
st'ultimo è largamente studiata nella mia già citata memoria. Mi sono dun­
que limitato adesso a considerare la cfz. che ha origine dall'altro, cioè 
dall'ottaedrico e a ciò è dedicata la 2" parte della Nota presente. Tale 
cfz. si aggruppa intorno a due esagoni e a due quadrangoli invarianti 
che ne formano il nucleo e intorno ai quali si dispongono, per così dire, 
le due cubiche gobbe e le superficie invarianti. Relativamote a queste 
superficie si vede subito che ne esiste una sola del 2° grado; che non 
ne esistono del 3°1 e che del 4° grado ne esiste un fascio ed una rete 
(N~ 14). Particolarmente interessano quelle fra esse dotate di un numero 
finito di punti singolari. Così se ne trovano, nella rete, due sistemi oo1 

in guisa che la superficie generica dell'uno ha 8 punti doppi (N° 20) e 
]a superficie generica dell'altro ne ha 12 (N° 19). Fra tutte vi figurano 
anche, in numero finito, esempi notevoli: così due Jacobiane di due si­
stemi lineari oo3 di q uadriche (superficie di Weddle) (N° 15); due su­
perficie di Kummer 4 volte tetraedroidali (N° 19); due superficie desmi­
che (N° 19), e infine un caso, che credo nuovo, di quattro superficie con 
sei punti bip1anari e 4 punti conici ciascuna, nei vertici dei due esagoni 
e dei due quadrangoli invar;anti (N° 17). 

Costruzione dei gruppi cercati. 

l. Per costruire tutti i possibili gruppi finiti di collineazioni quater­
narie rispetto alle quali una cubica gobba irriduttibile è invariante, si co­
minci dall'osservare che se G è uno di tali gruppi esso individuerà sulla 
curva un gruppo g subordinato di proiettività binarie il quale per la ra­
zionalità della curva presenterà i soliti cinque casi cosidetti della piramide, 
della doppia piramide, del tetraedro de1l'ottaedro (o cubo), dell'icosaedro 
(o dodecaedro). Esaminiamo particolarmente ciascuno di essi. 

2. Gruppi della piramide. - TI gruppo della piramide è costituito da 
un gruppo ciclico di potenze di una stessa collineazione che ha il pe-

(l) BAGNERA, I gruppi finiti reali di sostitu;ioni quaternarie (Rendiconti del Circolo 
Matematico di P~~olermo1 1901). 
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riodo finito. Per esprimere analiticamente la collineazione ricorreremo alla 
ben nota rappresentazione parametrica della cubica gobba nella sua for­
ma più semplice. Sieno perciò A e B due punti della curva. Noi assu­
meremo per tetraedro fondamentale quello formato dai piani osculatori 
in A e B e dai piani tangenti alle curve in A e B passanti rispettiva­
mente per B e per .A, e poichè dovremo ricorrere spesso a un siffatto 
tetraedro lo chiameremo, per brevità, un << tetraedro associato » a1la curva. 
Ogni coppia di punti della cubica ne individua uno. Ricorrendo dunque 
a un tal tetraedro e disponendo opportunamente del punto unità, la rap­
presentazione parametrica della cubica è (come ben si sa) 

Una collineazione O a periodo finito che trasformi la curva in sè 
stessa, o avrà 4 punti uniti soltanto, o infiniti. Nel 1° caso, poichè il 
perido è finito, i 4 punti sono vertici di un tetraedro associato alla cur­
va: assumendolo come fondamentale la O può rapprentarsi nel modo se· 
guente: 

il periodo r può essere qualunque fuorchè 2, o 3. Nel caso invece che 
la O possegga infiniti punti uniti essa sarà necessariamente biassiale, o 
assiale. Se è biassiale è certo una involuzione gobba. Indicando con A 
e B i due punti uniti sulla curva, gli assi della involuzione sono costi· 
tuiti da quei due spigoli del tetraedro associato, individuato da AB, che 
hanno ciascuno un sol punto comune con la curva. La O può quindi 
rappresentarsi con la forma precedente supponendovi a = - l. 

Se finalmente la O è assiale, il periodo è necessariamente uguale a 
3 : indicando, come dianzi, con A e B i due punti uniti sulla curva, la 
retta AB è asse di punti uniti; la intersezione dei piani osculatori in 
A e B è asse di piani uniti : su quest'ultimo sono punti uniti i vertici 
del tetraedro associato che A, B individuano e per la retta AB sono 
piani uniti le due facce del tetraedro medesimo che la contengono. La 
collineazione si rappresenta ancora con la O di prima supponendo che 
a sia una delle radici cubiche immaginarie dell' unità. 

In conclusione si può dire che il gruppo attuale è individuato dando 
due punti distinti della curva i quali non sono altro che i punti uniti 
della proiettività ciclica binaria che ;viene a stabilirsi, in conseguenza, 
sulla curva medesima. 
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3. Gruppi della doppia p iramide. - Per costruire un tal gruppo basta 
aggiungere al gruppo della piramide una collineazione O' a periodo 2 
rispetto alla quale siano in varianti la curva e il gruppo delle potenze 
di O del N° precedente. Segue che O' è una involuzione gobba (No 2) 
e che i punti uniti di O' sulla curva separano armonicamente i punti 
A, B del N° precedente. Prendendo quindi per punti uniti di O' quelli della 
coppia (11), (1 , - 1), la O' sarà data da 

O'= (x~' 
Xt ' 

La O' e la O generano il gruppo generico cercato. 
Appartiene a questa specie il gruppo quadrinomio che può riguardarsi 

come gruppo della doppia piramide in 3 modi diversi. Per individuarlo 
basterà prendere tre coppie di punti armoniche, a due, a due, sulla eu· 
bica. Le involuzioni che tali coppie individuano, insieme alla identità, 
costituiscono il gruppo cercato. Servendosi delle tre copie [(1, O), (O, l)]; 
[(1, 1), (1 , - l)]; [(1, i), (1, - i)] il gruppo quadrinomio cercato è for· 
mato dalla identità e dalle tre involuzioni gobbe seguenti: 

Gli assi appa.rtengono a una stessa serie rigata esistente sulla qua­
drica x 1 x2 - x3 x~ = O. Il gruppo cosi trovato è uno dei 3 possibili 
gruppi quadrinomi dello spazio a 3 dimensioni (il G!1 della mia citata 
memoria). Le tre coppie di punti armoniche, a due, a due, sulla curva 
compongono un esagono al quale ricorreremo così sovente nel seguito 
da essere costretti per brevità e dargli un nome: lo chiameremo un esa­
gono armonico. 

4. n gruppo quadrinomio precedente individua una seconda cubica 
gobba, pure invariante, e collegata alla prima da una notevole cfz. di 
cui ora vogliamo stabilire la esistenza. Si consideri perciò sulla cubica 
data un punto generico A e i suoi tre trasformati B, C, D per effetto 
delle collineazioni del gruppo. Il tetraedro AB C D è invariante. Muo­
vendosi il punto A e descrivendo la eu bica si_ hanno infiniti di tali te­
traedri: il luogo dei vertici è la cubica data: si domanda qual' è l'in vi· 
luppo delle facce t Applicando a queste considerazioni la trasformazione 
duale che il sistema nullo della cubica data individua, si giunge ad una 
seconda serie di tetraedri invarianti di cui le facce inviluppano la svilup· 
pabile osculatrice della cubica medesima: si domanda qual'è il luogo dei 
vertici' La questione è semplice. Le coordinate dei vertici del tetraedro 
.A B C D possono assumersi, in funzione di l , nel modo seguente : 



SOPRA LA CONFrGURAZIONE DI DUI!: CUBICH~} GOBBE ECC. 443 

A_ (À3
, 

a =(l, 
B=(-À3

7 À2
1 -.ì.., l); 

D= (1 , - À , À2
, -- À3 

,) • 

Allora le coordinate delle facce sono rispettivaminte: 

B O D = (À2 
, À3

, - l , - À); 
A O D= (- À2

, ).
3

, l , - .ì..) ; 
ABD=(- J., 1, }.3 7 }.

2
) 

AB O=(- À, l, À3
, - J.2) 

l'inviluppo è dunque della 3" classe. n luogo gli deve corrispondere nel 
sistema nullo che la cubica data individua: esso sarà dunque costituito 
da una nuova cubica gobba. I punti corrispondenti ai 4 piani prece­
denti sono: 

A'= (3 À -l -- , 3 3 H). 
- ' ' ,., ""' 

B' = { - 3 À , - l , }.3 , 3 }.2) ; 

O' = (3 À2 
, - À3 

, - l , 3 À) 

D' = {3 À2
, .ì..3 , - l , - 3 .ì..) 

e si vede inoltre che i piani B O D, A O D, A B D, A B O sono oscula­
tori della nuova curva in A', B', 0', D'. 

Possiamo dunque dire che : 
Data una c·ubica gobba e un suo esagono armonico, è i1~dividuato un 

gruppo quadrinomio rispetto al quale la c·urva è invariante. Il luogo dei 
vertici dei tetraedri invarianti cireoscritti alla sua sviluppabile osculatrice 
e l'inviluppo delle jctccie dei qttadrangoli invarianti iscritti nella curva, co­
stituiscono tma nuova cubica gobba invariante e la sua sviluppabile oscu­
latrice. - Le due cubiche posseggono tre tetraedri associati comuni; ammet­
tono lo stesso sistema nullo e si deducono l'una dall'altra 1~ello stesso modo. 

5. Gruppo del tetraedro. - Sarà ottenuto dal gruppo quadrinomio 
precedente aggiungendo una collineazione a periodo 3 rispetto alla quale 
la cubica gobba data e il gruppo quadrinomio siano invarianti. 

Questa collineazione intanto sarà assiale (N° 2). Per individuarla 
indichiamo con mm', nn', pp', le tre coppie di assi delle involuzioni 
gobbe del gruppo quadrinomio: con MM', NN', PP', i loro punti di ap­
poggio con la curva. Si consideri poi su di essa il gruppo binario tetrae· 
drico individuato dai punti suddeti e siano AA' due punti uniti di un 
suo sotto gruppo di 3° ordine, cioè, come è ben noto, quelli che compon· 
gono l'hessiano di due terne come MNP, M'N' P'. Ebbene la coppia 
di punti AA' individua, alla maniera del N° 2, una collineazione assiale 
che è quella richiesta. Manifestamente essa trasformerà in sè medesima 
anche la. 2• cubica gobba di cui è parola nel N° precedente. Questa col­
lineazione stabilisce fra le rette della serie rigata cui appartengono mm', 
nn', pp' una corrispondenza a periodo 3 di cui sono rette unite le hes· 
si an e delle terne mnp, nt' n'p'. 
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Altrettanto può dirsi per le rette della serie coniugata, con la dif­
ferenza che le due rette unite della corrispondenza (essendo invarianti 
ciascuna anche rispetto al gruppo quadrinomio) sono invarianti rispetto 
all'intero gruppo generato il quale viene così a possedere due rette in­
varianti alle quali manifestamente si appoggiano tutti gli assi del sotto­
gruppo di 2° e 3° ordine. Una maggiore opportunità per le formule che 
seguiranno suggerisce di mettere le involuzioni gobbe del gruppo qua­
drinomio sotto la forma seguente (Maschke, pag. 275); 

[
x1 + X4 a (2, - x 2 + x3 a z y2, x2 a y2 + x3 , x1 a

2 y2 - x4 ] 

x1 , x2 , x3 , x4 , 

dove per a siano sostituiti successivamente i tre diversi valori delle ra­
dici cubiche dell'unità. Allora si vede subito che una qualunque delle 
precedenti insieme alla 

(
x 1 , x2 , a x3 , a 2 x') , 
X 1 , X'2 , Xa , X 4 

dove però è adesso a immaginaria, generano il gruppo richiesto. Esso è 
uno dei tre possibili gruppi tetraedrici dello spazio a tre dtmensioni. È 
il << tetraeder II» di l\f.A.SCHKE (pag. 275) e il a~2 di BAGNERA (pag. 59) 

(nella mia citata memoria è indicato con a:'; e così continuerò a indicar­
lo). Le due rette invarianti sono 2 spigoli opposti del tetr11edro di ri­
ferimento: 

[(x1 = O , ::c4 = O); (x = O, x3 = 0)]. 

6. Gruppo dell'ottaedro. - Lo otterremo dal gruppo tetraedrico pre­
cedente mediante queste considerazioni. Il g12 binario tetraedrico che già 
esiste su di nna qualunque delle cubiche invarianti, come subordinato al 
a~; del numero precedente, appartiene a un g21 binario di faeile e nota 
determinazione. Sieno AA' i due punti doppi di una delle 6 involuzioni 
binarie di g2• esterne a g12 • Ebbene la coppia AA' individua (n° 2) una 
involuzione gobba rispetto alla quale tanto la cubica considerata quanto 
il a:'; sono invarianti. Questa involnzione gobba I è quella da aggiun­

gersi al a~~ per generare il gruppo cercato rispetto al quale, manifesta­
mente, anche la 2" cubica gobba dei ni precedenti sarà pure invariante. 
Per ottenere l'espressione analitica di I si osservi che essa, applicata ad 
una determinata collineazione a periodo 3 del a~~, la trasforma nel suo 
quadrato e quindi ne lascia invariati gli elementi uniti. Ne segue che le 
due rette invarianti del 0:'~ (le quali rispetto al gruppo di cui ora trat­
tiamo debbono comporre una coppia invariante) non possono essere sepa-
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ratament~ invarianti rispetto a I, ma debbono invece essere trasformate 
l'una nell'altra. La I sarà dunque della forma: 

Dopo, si esiga che I trasformi la collineazione di 3° ordine (n°. 5) 

(
x 1 , x2 , a x 3 , a2 x 4) 

x l ' x2 ' x3 ' x4 
nel suo quadrato e finalmente si osservi che la I deve essere permuta· 
bile con quella involuzione gobba del gruppo quadrinomio che si ha per 
a= l (n° 5). 

Si trova così per la I la forma seguente 

I= (x2, x.,- x4,- Xa\. 
x l ' x2' Xa ' xJ 

Questa col G~~ genera il G21 cercato (indicato con G~ nella mia me­

moria: nel seguito continueremo ad indicarlo con G~). È uno dei cin· 
que gruppi ottaedrici nello spazio a tre dimensioni : è l'« octaeder III » 

di MASCHKE (pag. 294) e il G;
4 

di BAGNERA (pag. 125). 

7. Gruppo dell'icosaedro. - Riprendiamo il G~~ del n° 5, una qua­
lunque delle due cubiche invarianti .e il g12 binario subordinato che viene 
a stabilirsi sulla curva .in causa del G"'. Ebbene, si consideri sulla cubica 

12 
un g60 binario icosaedrico di cui il precedente g12 sia sottogruppo e in 
g60 una involuzione esterna a g12 : se .A A' sono i punti doppi di queMta 
involuzione, la coppia .A .A' individua., alla maniera del n° 2, una invo­
luzione che trasforma la cubica considerata in sè stessa e che insieme al 
G~~ del n° 5 genera il gruppo icosaedrico cercato. 

Così ne è dimostrata la esistenza: per ottenerne la rappresentazione 
analitica e insieme far vedere che si tratta di una sola specie proiettiva 
basta cercare di costruirlo partendo da un G~';. Allo scopo si costruisca 

una collineazione I esterna al G;~ e sottoposta alle seguenti condizioni: 

I 2 = l ; I S3 l = S! ; (I 82)
3 = l , 

dove S2 ed S3 sono due sostituzioni a periodi 
Assumendo per S2 ed S3 le seguenti (no 5) 

- X2 + X:a t'2, X2 Y2 + Xa , 

rispettivi 2 e 3 del G~~ . 
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si è condotti, dopo semplici calcoli, alla seguente forma per I: 

I= [xi f3 + X2, xi- X2 (3, ~x,, 2 x3]. 

xi , x2 , x3 , x, 

La I aggiunta al a;'~ genera il G60 cercato. Esso è « l' ikosaeder III ~ 
di Maschke (pag. 281). Non figura fra i gruppi di Bagnera perchè non è 
reale. Nella mia memoria è indicato con G:

0 
e a quella rimandiamo il 

lettore per maggiori dettagli tanto per la costruzione della I (n" 14), quan-

to per dimostrare che anche la seconda cubica gobba invariante del G~~ , 
da cui · siamo partiti, è pure in variante rispetto all'intero G :0 costruito (n° 

38); come infine per esaminare i particolari della notevole cfz. a cui G:O 
dà origine. 

La configurazione del gruppo ottaedrico G ~ . 

8. Per caratterizzare, anzitutto, con simboli opportuni le colli­
neazioni del G~ osserviamo che esso funziona come gruppo totale sopra 
4 elementi : ad es. sopra i 4 assi di punti uniti dei 4 sottogruppi di 3° 
ordine: indicando queste rette con i singoli m, n, p, q, si vede (nO 5) che 
esse sono le seguenti: 

· lx3 =o] 1)l = ; 
x,=O 

dove a è radice cubica immmaginaria dell'unità. Ebbene, rappresenteremo 
simbolicamente ogni collineazione del gruppo mediante la sostituzione cor­
rispondente che essa opera sopra i 4 suddetti nl, n, p, q. 

Ciò premesso, il sottogruppo quadrinomio è costituito dalla identità 
e dalle 3 involuzioni gobbe seguenti : 

l·xi + x, a y2 , - x 2 + x3 x
2 y2 

. xi x2 
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Aggiungendovi la 

si genrea il sottogruppo tetraedrico (sottogruppo alterno). E finalmente ag­
giungendo la involuzione gobba del N° 6. 

si genera il G ;, che adesso vogliamo considerare. 

9. Esso contiene 4 sottogruppi di 6° ordine simili fra di loro. Ecco 
le collineazioni di uno di essi 

(p qnt, (p n)' (p q)' (q n) dove r = l , 2 , 3 . 

In questo, il sottogruppo di 3° è invariante e quindi gli assi 
dei suoi elementi uniti sono invarianti rispetto a (p q), (p n), (q n); 
cioè questi assi incontrano quelli di (p q), (q n), (p n). Ma un punto 
unito per (p q n ) e per (p q) è unito per l'intero gruppo di 6° ordine 
e quindi appartiene anche agli assi di (n p) e di (q n). Queste poche os 
servazioni sono sufficienti per esplorare la cfz. del sottogruppo attuale di 
6° ordine. Le conclusioni sono le seguenti : In un sottogruppo di 6° or­
dine G11 i 6 assi delle involuzioni gobbe s'incontrano, a tre, a tre, in due 
punti sull'asse di punti uniti del sottogruppo G3 del 3'' ordine del G6 e 
dualmente esistono, a tre, a tre, in due piani passanti per l'asse di piani 
uniti del G3 stesso in guisa che quelli che passano per un punto esistono 
anche in un piano e viceversa. I punti in cui tali assi si appoggiano al­
l'asse di piani uniti del G3 compongono due terne binarie di cui l'una 
è la forma Q dell'altra: il comune gruppo hessiano è costituito dai punti 
uniti del G3 che esistono sull'asse di piani uniti. Dualmente ecc. Un G5 
possiede dunque due punti e due piani invarianti. 

Viceversa, se gli assi di due involuzioni gobbe del a;l s'incontrano, le 
due involuzioni appartengono a uno stesso Gli. Infatti, è anzitutto a no­
tare che non possono incontrarsi assi di involuzioni gobbe appartenenti 
entrambi al sottogruppo quadrinomio (N° 3). Prendiamo poi un asse di 
(p q) e osserviamo che esso non può incontrare alcuno degli assi l, l' di 
(m n) (p q). Perchè avendosi (m q n p)2 =(m n) (pq) segue che i punti uniti 
di (1nqnp) sono sopra l, l'. Ma si ha anche: (mp)(nq)(pq)=(mqnp); 
ora (m p) (n q) permuta fra loro l con l', se dunque (P q) non facesse al-· 
trettanto, i punti uniti di (m p n q) non potrebbero esistere sopra l od l'. · 
Dunque la (p q) opera lo scambio di l con l', quindi niuno di questi ul­
timi incontra assi di (p q). Ne segue che un asse di (p q) non ne incon­
tra alcuno di (m n) altrimenti un tal punto sarebbe unito anche per il 
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prodotto (m n) (p q), e finalmente ne segue pure che il medesimo asse in 
parola non ne incontra alcuno di (m q) (p n) o di (m p) (q n) altrimenti, a­
vendosi (p q) [(m q) (p n)] (p q)= (p m) (q n) esisterebbe un punto unito co­
mune a (m q) (p n ) e (m p) (q n), il che è impossibile. Dunque l'affermazione 
fatta è provata e si può dire: 

I 12 assi delle 6 involuzioni gobbe esterne al sottogruppo quadrinomio, 
s'incontrano, a tre, a t1·e, in 8 punti ed esistono, a tre, a tre, in 8 piani, in 
guisa che quelli che passano per un punto esistono anche in un piano e viceversa. 

10. Gli 8 punti e gli 8 piani precedenti, i quali costituiscono i punti 
e i piani uniti dei sottogruppi di 6° ordine, sono tutti distinti perchè se 
due coincidessero esisterebbero punti, o piani invarianti rispetto a due 
G6 e quindi rispetto all'intero G;

4
• Inoltre non esiste in G;

4 
alcuna. col­

lineazione che possa trasformare uno nell'altro i due punti uniti, o i due 
piani uniti di uno stesso G6 perchè una tale collineazione dovrebbe es­
sere esterna al G6 e trasformarlo in se stesso. Dunque gli 8 punti in 
questione e gli 8 piani si dividono in due quadrangoli separatamente 
in varianti e in due tetraedri pure separatamente invarianti. V'ha di più: 
considerando la figura descritta nel N° precedente si vede che un piano 
unito di un G6 contiene 4 dei punti in questione; di questi, uno è unito per 
quel G6, gli altri appartengono ai 3 G6 rimanenti. Dualmente ecc. Dunque: 

Gli 8 punti uniti e gl·i 8 piani uniti dei 4 sottogruppi di fJO ordine, 
costituiscono i vertici e le faccie di due tetraedri di Mobius iscritti e circo­
scritti l'uno all'alt·ro e ciascuno invariante rispetto al gruppo tola!e G;

4
• Le 

rette che congiungono i vertici omologhi dei due tetraedri e quelle che sono 
intersezione di facce omologhe, c01npongono gli assi di punti uniti e gli assi di 
piani uniti dei sottogrurpi di 3° ordine. Queste otto rette amrnettono due, e due 
sole, trasversali comuni (1) che compongono la coppia invariante del G;, totale. 

11. La considerazione delle collineazioni a periodo 4 del gruppo G;, 
mostra che esse debbono avere 4 soli punti uniti ciascuna (N° 2), due 
sopra ciascuno dei due esagoni armonici delle due curve. Dunque: 

Esistono due, e due soli, esagoni invarianti: essi sono iscritti, uno in 
ciascuna., delle due cubiche invarianti, e secondo la denominazione adottata 
sono i due esagoni armonici del gruppo (N° 3). 

Esistono finalmente oo1 ottagoni e dodecagoni invarianti. Per co­
stituirli basta partire da un punto generico unito per un G3 o per un 
G2 e applicare le collineazioni del G~4• 

( l) CAPORALI e DEL PEZZO. Intl·oàuzione alla Uoria dello spazio rigato. (Volume delle 

Memorie di Caporali pag. 277. N, 20). 
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12. Dimostrata la esistenza di due tetraedri invarianti T e T (Ii in· 
dicberemo sempre convenzionalmente con queste lettere) assumiamo uno 
di essi T per fondamentale mediante la trasformazione (Maschke, pag. 275): 

Yt = - i Y3 (xt + x2), 

Y2 = Xt - X2 + y2 (xa + x4), 

Ya = x 1 - x2 + (2 (a x 1 + a2 x 4), 

Yt = X 1 - x2 + (2 (a2 x 3 + ax4 ). 

In questo nuovo sistema di cordinate le sostituzioni del o;
4 

assumo­
no una forma più semplice. Per sostituzioni generatrici del sottogruppo 
tetraedrico si possono assumere le due : 

(m n) (p q) = (- Y2' Yt' -y4, Ya). (n p q)= (Yt' Ya' Yt, Y2). y., Y2, Ya, Yt ' Yt' Y2, Ya' Y4 
Aggiungendovi la 

(p q)=(- Yt' Y2, Yt, Ya) 
Yt, Y2' Ya' Yt 

Sl ha il 0: totale. ll 
.l 

2° tetraedro invariante T' ba per facce: 

Y2 + Ya + Yt = O; Yt + Ya - Yl = O; Yt - Y2 + Yt = O i Yt + Y2- Ya = O. 

Un punto variabile sulle due rette della coppia invariante è: 

la- 'A a2
,- (a2 +'A a), 'A, l]; [a2 - 'A a,- (a+ 'A a2), 'A, lj. 

Per trovare i due esagoni armonici basta scegliere una collineazione 
a periodo 4 : ad es. la (m p n q) che proviene dal prodotto 

(n p q) (m n) (p q) (n q p) (p q); 

e calcolarne due punti uniti, uno su ciascuno degli anzidetti esagoni. Si 
3 l 3 l 

trovano così i due punti (1, i, ( 2,- ( 2); (1, i, - (2, i2}, i quali, per 
mezzo delle collineazioni del gruppo totale, generano gli esagoni richiesti. 

13. Ci proponiamo adesso qualche considerazione geometrica sopra 
le superficie di 4° ordine invarianti rispetto al gruppo totale. Notiamo, 
di passaggio, che esiste una sola quadrica in variante : la I y: = O e che 
non esistono superficie cubiche invarianti. Infatti è il sottogruppo qua­
drinomio medesimo che non può ammettere superficie invarianti del 3° or­
dine, perchè ogni retta della serie rigata coniugata a quella cui apparten­
gono ntm', nn', pp' (N' 3, 4, 5) dovrebbe incontrare la superficie supposta 
in un gruppo invariante di punti, o appartenerle per iritero, e poichè la 
prima ipotesi non è ammissibile, la superficie supposta si spezzerebbe nella 

Ol.Ull 29 
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quadrica dianzi nominata e in un piano che sarebbe in variante - rispetto 
all' intero G:

4 
il che non può avvenire. 

14. Quanto alle superficie di 4° ordine un calcolo facile porta a con· 
eludere che le invarianti sono tutte e sole quelle del fascio e della rete 
seguenti: 

F =a Y1 Y2 Y3 y, + b [y~ (Y2 + Y3 + y.) - Yt (y~ + Y: + Y:) 

+ Y2 Y: + Y3 Y: + Y• Y: - (y~ Y3 + Y: Y4 + Y: Y2)] = O 

R = a~ y: + bI Y: Y~ + c [y~ (y2 Y3 + Y3 Y4 + y, Y2) -

2 + 2 + 2 2 3)] - Y2 Y3 Y4 (y2 + Y3 + Y•) + Yt (Y2 Y3 Y3 Y4 Y4 Y2- Y3Y4 - Y4 Y2 =O • 

Appartengono al fascio i tetraedri T e T' (si ha T per b = O , si ha 

T' per : = 3) e quindi la curva base del fascio è composta dali~ 16 

rette comuni alle facce di T e T'. Fra tutte le superficie precedenti, le ri­
duttibili sono soltanto tre : cioè i tetraedri T e T' e la quadrica doppia 

(esiste nella rete per c = O , ! = 2) . Infatti, se una superficie del 4° 

ordine invariante è riduttibile e ne fa parte un piano. essa riducesi 
necessariamente al sistema di 4 piani e quindi a 'I, o T' perchè 
non esistono sistemi invarianti di uno, due, o tre piani. Se poi la 
superficie in questione si spezzasse in due quadriche distinte, cia­
scuna sarebbe invariante rispetto a tutti i sottogruppi di 3° ordine, cioè 

rispetto all'intero G~ e si avrebbero due quadriche invarianti rispetto al G~, 
il che è impossibile. 

15. Nel fascio F esisteranno altre superficie dotate di punti singolari 
oltre i tetraedri T e T Y La ricerca è così ovvia che ne enunceremo sol­
tanto i punt! __ principali. 

Cominceremo anzitutto da quelle che hanno un numero finito di punti 
doppi. Essi dunque vanno cercati in punti uniti dei varii sottogruppi. Ba­
sterà perciò scrivere le derivate di F e annullarle per le coordinate di un 
punto generico su di un asse di (p q) e si vedrà allora che si ricade ne­
cessariamente in T e T. Poi si eseguirà lo stesso calcolo per un punto 
unito di un sottogruppo di 3° ordine: se il punto è sull'asse di punti u· 
niti sf è ricondotti a T e T', se invece il punto è sull'asse di piani uniti 
e quindi appartiene a una delle rette della coppia invariante (N° 5), ne .Se­
gue .che sono doppi anche gli altri tre punti consimili su tale · ret­
ta, · cioè · è doppia la retta; il che conduce a un caso di impossi­
bilità, perchè, almeno nel fascio, non esistono superficie quarti-
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che invarianti che abbiano per rette quelle della coppia invariante. 
R imane a considerare il caso di un punto doppio sopra un asse di (nb n) 
(p q): scartando ancora le soluzioni T e T' rimangono due sole superficie 
con 6 punti doppi ciascuna nei vertici dei due esagoni armonici. Esse sono 

individuate dai valori del rapporto T che soddisfano a 

a+ 4 b (1 +i t'2) =O. 

Queste due superficie non possono essere altro che le jacobiane dei 
due sistemi oo3 di quadriche che passano per i due esagoni suddetti, per­
chè è evidente che tali superficie sono certamente invarianti e, poichè non 
possono appartenere alla rete (N° 17), apparterranno al fascio. 

Non resta che a considerare il caso in cui esistano nel fascio super. 
ficie con infiniti punti doppi. Ma una tale eventualità è impossibile per­
chè il luogo dei punti doppi dovrebbe essere invariante e quindi costituito, 
o dalle rette della coppia invariante, o da una delle due cubiche invarianti. 
Ma le rette della coppia invariante si escludono per considerazioni fatte 
sopra, e si escludono pure le cubiche perchè ognuna di esse si appoggia 
in due punti all'asse di punti uniti di un qualunque G3 e l'ipotesi che 
sia doppio un punto di tale asse riconduce, come già abbiamo osservato, 
ai tetraedri T e T'. La conclusione è questa· 

Le superficie singolari irriduttibili del fascio F sono soltanto le due ja­
cobiane dei due ststemi oo3 di quadricke circoscritte ai due esagoni armonici 
invarianti (supe-rficie di Weddle). Esse hanno ciascuna 6 punti doppi nei 
vm·tici di uno degli esagoni suddetti. 

16. Le sviluppabili osculatrici delle due cubiche gobbe invarianti ap­
parterranno dunque alla rete. Il modo più semplice per trovarle consiste 
nel cercare quelle fra esse che ·hanno un punto doppio uniplanare sopra 
un asse di (p q) escludendo però la quadrica doppia. Con facile calcolo 
si giunge, abbastanza rapidamente, ai valori seguenti che servono a indivi­
duare le sviluppabili domandate: 

b=-4±i6V2; c=16. 

La quadrica doppia e le due precedenti sviluppabili esauriscono le 
superficie della rete con infiniti punti doppi. Infatti , se ne esiste un'al· 
tra, essa, anzitutto, non può spezzarsi per ragioni addotte già al N° 14: 
la linea doppia deve essere invariante, ma non può comporsi delle rette 
della coppia invariante perchè è facile vedere che, come non esistono in 
F, cosl nemmeno esistono in R superficie che abbiano doppie quelle 
rette all'infuori della quadrica doppia: dunque tale linea è una delle cu­
biche invarianti. Allora la superficie supposta e la sviluppabile osculatrice 
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di tale cubica individuano, in R, un fascio di superficie che hanno tutte 
per linea doppia la cubica in parola. La quadrica doppia che esiste in R 
è esterna a questo fascio, perchè essa non contiene alcuna delle due cu­
biche invarianti (come facilmente risulta delle formule dei ni 3 e 4). Ne 
seguirebbe dunque che i vertici degli esagoni armonici sarebbero doppi 
per tutte le superficie di R, il che si vede facilmente essere impossibile. 
Dunque infine: 

Le supetjicie di 4° o·rdine invat·ianti rispetto a a:~ e dotate di infiniti 
punti doppi sono soltanto i tetraedt·i T e T', le due svihtppabili osculatt·ù;i 
delle 2 cubiche invat·ianti e la quadt·ica doppia,. 

17. Cerchiamo adesso le superficie del1a rete R dotate di un numero 
finito di punti singolari. Le più notevoli fra esse compongono due certi 
fasci di cui adesso vogliamo stabilire la esistenza. Vi perverremo cercando 
quali sono le superficie della rete che hanno punti doppi sopra gli assi 
delle tre involuzioni gobbe del sottogruppo quadrinomio, il che si ottiene 
esigendo un punto doppio sopra (1, i, l, i l) che al variare di l rappre-

a 
senta un asse di (m h) (p g). Si è cosl condotti alla condizione l =+i 2 
e alla relazione 

2 a- b +i cy2 = O 

e si perviene a due fasci in R con 6 punti base ciascuno nei vertici dei 
due esagoni armonici (n° 12). Questi punti base sono doppi per tutte le 
superficie del fascio. Appartiene a entrambi i fasci la quadrica doppia e 
vi appartengono, una a ciascuno, le due sviluppabili delle cubiche inva­
rianti (n° 16). 

Sia P uno dei vertici di uno dei due esagoni armonici situato ad 
es. sopra un asse di (m n) lp q) e f il fascio delle superficie quartiche re· 
lative aventi nei vertici di quell'esagono 6 punti doppi. Le quadriche po­
lari di P rispetto alle superficie di f formano pure un fascio: ma in que­
sto ci sono due piani doppi, cioè il piano tangente in P alla quadrica dop· 
pia e il piano osculatore della cubica gobba la cui sviluppabile oscula­
trice appartiene a f. Questi piani sono distinti (ni 2 e 3) e si tagliano 
lungo l'asse di (m n) (p q) che passa per P. Dunque il fascio di quadriche 
in parola si compone di coppie di piani per quell'asse. Oltre quelle nomi­
nate non ve ne sono altre costituite da piani doppi, altrimenti la colli­
neazione (m q n p) che ha in P un punto unito avrebbe infiniti piani uniti 
per quel punto, il che è impossibile (n° 2). Possiamo dunque dire: 

Esistono due fasci di superficie quartiche invarianti con 6 punti-base 
ciascuno nei vertiai dei due esagoni a.rmonici. I 6 punti-base di ogni fa.scio 
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cost-itttiscono 6 punti doppi biplanm·i pet· ciascuna superficie del fascio. Niuna 
di queste può essere una delle jacobiane di cui è parola al n° 15. In· 
fatti , apJ•artengono al cono osculatore, in un punto doppio, di una di tali 
jacobiane le rett-e che uniscono quel punto agli altri cinque. Se dunque 
la jacobia.na in parola appartenesse a uno dei fasci sopra descritti, tali 
cinque rette dovrebbero distribuirsi in due piani e in ogni modo avremmo, 
in un piano, più di 3 vertici di un esagono armonico, il che è inammis­
sibile, altrimenti la cubica circoscritta, che è una delle due invarianti, si 
spezzerebbe. 

In ciascuno dei fasci precedenti esistono due superficie notevoli do­
tate ognuna di altri 4 punti doppi nei vertici dei tetraedri T, o T'. Per 
individuarle basta aggiungere alla condizione 

2a-b+icf2=0 

una. qualunque delle altre due a c= O , a + b - c = O . 
Ciascuna di queste 4 superficie ha dunque 6 punti biplanari e altri 

4 punti doppi che sono conici (come facilmente si può constatare); è irri­
duttibile (n° 16) e non ha altri punti singolari. 

Esistono dunque nella t·ete R quattro superficie quartiche irriduttibili 
dotate ciascuna di 6 punti biplanari e di 4 punti conici : i primi sono i 
vertici dei due esagoni armonici, i secondi sono i vertici dei due tetraedri 
invat·ianU T e T'. 

Queste superficie appartengono al cosidetto tipo asizigetico di Rohn (1). 
L'asse di (tn n) (p q) che passa per P e che è retta doppia per tutte 

le quadriche polari di P, rispetto al fascio/, incontra le superficie di f 
in tre punti riuniti in P e in un punto ulteriore vertice del 2° esagono 
armonico. 

Dunque la diminuzione che il punto singolare P porta nella classe 
della superficie generica di f è 3. Questa superficie generica è dunque di 
classe 18 e le 4 superficie particolari, di cui precedentemente è parola, sono 
ciascuna di classe dieci (2). 

18. Un esagono armonico, cioè la cfz. composta dai 6 punti bipla­
nari del n° precedent-e acquista adesso un maggiore interesse così da non 
ritenere del tutto inopportune le seguenti osservazioni che valgono a dar­
ne una semplice costruzione. Un esagono armonico è costituito, su di una 

(1) ROHN, Die Flikhen vierter Ordnung hin•ichtlich ihrer Knotenpunkt.t~ und ihrer Gutal­
tung (Math. Anna!., Bd. 29). 

(2) BERZOLARI, Sulle interaezioni di tre superficie algebriche (Annali di Matematica, se­
rie II, tomo XXIVJ. 
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cubica gobba, da 3 coppie (di punti) armoniche a due a due; cioè da quel 
che si suoi chiamare covariante sestico di una binaria biquadratica. Se 
si prende la corda della cubica individuata da una delle coppie suddette 
si vede fa{}ilmente che essa incontra il tetraedro dei 4 vertici rimanenti 
in due coppie armoniche fra loro e armoniche alla coppia iniziale. Si hanno 
cioè due covarianti sestici , l'uno sulla cubica, l'altro sulla retta, dotati 
di una coppia comune. Viceversa, consideriamo due coppie di punti ar­
moniche su di una cubica: esse individuano un tetraedro il quale è se­
gato armonicamente da oo3 rette: sopra ognuna di queste viene dunque 
a stabilirsi un covariante sestico di cui due coppie sono date dalle intcr­
sezioni col tetraedro suddetto. Se si esige che la 3"' coppia esista sulla 
cubica, si t rova che tale coppia completa, anche sulla curva, il covariante 
sestico individuato dalle 2 coppie armoniche che hanno servito come punto 
di partenza. Per costruire un esagono armonico si possono dunque pren· 
dere arbitrariamente 4 punti non in un piano : allora sopra una retta che 
tagli il tetraedro di quei 4 punti in due coppie armoniche, si scelga la 
3° coppia armonica a queste due. 'fale 3"' coppia insieme ai 4 punti sud­
detti individua l'esagono domandato. 

19. Proseguendo nell'esame delle superficie singolari della rete, cer­
chiamo quelle che hanno punti doppi sopra assi di involuzioni gobbe del G:

4 
non appartenenti al sottogruppo quadrinomio. Ad es. scegliamo un asse 

di (p q). Un punto generico P su tale asse è (O À.JlJl)· Sostituendo questi 
aR 

valor nelle - e annullando si hanno le condizioni : a Yi 

2 a l 3 + 2 b l p.2 
- c p.2 (1 + l) = O , 

p. [ 4 a p.2 + 2 b (lz + p.2) - c (3 l p. + l 2
) ] = O . 

Sia P in posizione generica sull'asse in questione, vale a dire esclu­
l 

diamo per ora i valori l = O, p. = O. Eliminando il rapporto si trova 
Il 

la seguente equazione di condizione per a, b, c: 

1 c2 (c- 2 W + (~ b - c)4 (2 a+ b) + 16 a 2 (2 a + b) 1 
- 27 a c4

-

(l) l - 8 a (2 a+ W (2 b -- c)2 + 36 a c2 (2 b - c) (2 a+ b) = O, 

soddisfatta la quale si hanno oo1 superficie invarianti con 12 punti doppi 
ciascuna. Dunque 

Esiste in R una serie smnplicemente infinita di superficie quartiche in­
variant-i, dotate ciascuna di 12 punti doppi, uno su ciascun asse delle 6 in· 
voluzioni gobbe esterne al sottogruppo quadrin01nio. Ogni punto della curva 
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di 5o ordine (1) individua una superficie della serie. Appartengono .a que­

sta serie la quadrica doppia e le due sviluppabili come è ben naturale. 

20. Consideriamo qualche superficie particolare nella serie precedente. 
P er /.t ::..= O si ha anche a = O e si è condotti a un fascio di superficie con 
4 pun ti doppi nei vert ici di T. Se inoltre si ha b = 1, c = 2 quei 4 pun­
t i doppi sono uniplanari. Altrettanto può dirsi in relazione al tetraedro 
T'. È facile anche vedere che in ciascun punto uniplanare si hanno 3 tan­
gen t i quadripunte distinte per cui la classe è 12 (1). 

Invece per l= O (escludendo casi già considerati, o poco interessanti) 
si t rova c = o, 2 a + b = O: l'equazione della superficie diviene 

4 2 2 2 
~ yi - ~yi yk = o ' 

che è quella d 'una superficie d es mica riferita al tetraedro T (2). 
Il tetraedro T' ne fornisce un'altra. 
Finalmente, se si esige che una superficie della serie abbia altri 4 

punt i doppi nei vertici di T', bisogna aggiungere la condizione a+b-c=O 
E scludendo casi gia considerati si trova, in conseguenza, a+ b =o, c= O 
e l'equazione diviene 

che è q nella di una superficie di Kummer 4 volte tetraedroidale riferita 
al tedra~dro T (2). Un'altra la otteniamo scambiando T con T'. 

Dunque: 
Nella serie oo1 precedente di superficie quartiche invarianti, sono da Be· 

gnalars·i due superficie dotate ciascuna di 4 punti uniplanari nei vm·tici di 
T , o di T'; due superficie des1n·iche e infine due st~perficie di Knmmer 4 
volte tetraedroidali. 

21. Infine un'altra serie oo 1 si ottiene esigendo che un punto gene­
rico sull'asse di punt.i uniti di un G3 sia doppio. Si può prendere per G3 

il gruppo (1t p q)r: un punto generico sul suo asse di punti uniti è (A 111). 
Si trovano così, in modo del tutto analogo a quello del N° precedente, 

le condizioni : 

2 a A a + 3 A (b + c)= O, 

(b + c )A 1 + 2 (a + b - c) -= O , 

(l) SEG HE, S1tlla scontposiz ione dei punti singo lari delle superficie algebrich1 (Annali di 

~Jatematica, ser ie II, tomo 25, pag. 32). 
(2) VERONESE, Sopra alcune notevol·i cf z. di pttnti, re 'te e pia·ni, (Atti R. Ace. Linoei1 

Memoria II, pag. 339). 
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da, cui eliminando i.., si trova la condizione 

(l) 3 (b + c)2 - 4 a (a+ b - c)= O • 

Esiste d1tnque, sempre nella t·ete, 1m altro sistema oo 1 di ~uperficie in-' 
vat·ianti dotate ognuna di 8 punti doppi. 

Ogni punto della conica (1) precedente individua una superficie deUJ 
serie. Queste appartengono al così detto tipo sizigetico di Rohn (l• me­
moria citata). 

(l) ROHN, Einige Bpecielle Fiille der KUIIIMER11chen Fliiche (Berichte der k. Saohs. Ge­
sellschaft der Wissench. Mai 1884). 



QUARTICHE E QUINTICHE GOBBE RAZIONALI INVARIA.NTI 

RISPETTO A GRUPPI DI COLLINEA.ZIONJ QUA.TERNA.RIE 

[Rendic. IBtit. Lomb. 1904] 

.Alla costruzione delle omografie che trasformano in sè stessa una 
quartica gobba razionale hanno cooperato, in vario modo, diversi autori. 
Cosl: Segre: Sulle varietà cubiche dello spazio a quattro dimensioni e su 
certi silftemi ecc. (Mem. della r. Ace. delle se. di Torino. Serie II, T. XXXIX 
N° 44); Del Re: Omografie che mutano in se stessa una certa curva gobba 
del 4° ordine ecc. (id. Rendic. 1887); Brambilla: Le Otnografie che mutano 
in se stessa una quartica gobba (Ist. Lomb. 1887) (1). E il problema è in 
tutti i casi completamente risoluto. Se io aggiungo le semplici considera­
zioni che seguono, è perchè mi sembra che la rappresentazione e il meto­
do che ho adoperati conducano in modo più naturale ed evidente alla 
conclusione, e anche per la maniera facile e riassuntiva con la quale essa 
può formularsi (cfr. il N° 6). Inoltre le omografie in parola compongono 
dei gruppi che fanno parte di altri recentemente descritti e studiati (2), 
indipendentemente dalla quartica; onde l'opportunità di metterli in rela­
zione con essa. (.Al qual proposito dirò che, occorrendo spesso di richia-

(1) Taccio dei numerosi e importanti altri lavori che considerano la quartica gobba 
da altri punti di vista e con scopi diversi. Chi desidera avere sull'argomento una biblio­
grafia completa, fino al 1892, può consultare il notevole studio algebrico di BERZO LARI: 
Sui combinanti dei 8i8tem,i di forme binarie annuBi alle curve gobbe razionali di 4o ordine, 
Annali di mat., 1892). È posteriore e recente, la memoria di MARLETrA che porta il titolo= 
Sltulio geometrico della quartica gobba razionale, id., 1903. 

(2) MASCHKE, B11timmung alter terniiren und quaterniiren CollineationBgruppen, welche mit 
Bymmetri8clwtn BuchBtabenverta·UBchtmgBgruppen holoedriBch uomorph sind, Math. Annal. Bd. LI. 
- BAGNERA, I gruppi finiti reali di 808tituzioni quaternarie lineari, Circolo matematico di 
Palermo 1901. - CIANI, Sopra i gruppi finiti reali di collintazioni quater11arie oloedricanten.te 
uomorfi con quelli dei poliedri regolari, Annali di matematica 1902). 

.. 
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mare la mia memoria ora citata, mi valgo per brevità del simbolo O con 
l'indicazione della pagina relativa). 

Il metodo adoperato per la quartica si estende in modo naturale alla 
quintica in un caso interessante segnalato già da Berzolari (1). E' il caso 
in cui la curva possiede quattro piani ognuno dei quali ha con essa, a 
comune, cinque punti infinitamente vicini. Le costruzioni e osservazioni 
che se ne traggono, mi lusingo che vengano giudicate naove e non prive 
di interesse. In una seconda Nota, che è quasi pronta per la stampa, mi 
propongo di considerare, in modo esauriente, tutti i casi possibili in cui 
una quintica razionale gobba ammette gruppi finiti di collineazioni qua­
ternarie che la trasformano in se stessa. 

La ricerca della Nota attuale potrebbe facilmente estendersi a ogni 
curva razionale di grado n, dotata di quattro piani ciascuno dei quali ha 
comuni, con essa, n punti infinitamente vicini. Ma l'interesse svanirebbe. 
Vi ha una differenza di conclusioni nel passaggio dal grado pari al grado 
dispari, ma basta metterla in evidenza nel passaggio dal grado quarto al 
quintQ. 

Quarti ca. 

l. Sia 04 una quartica gobba razionale, non degenere. Le coordinate 
di un suo punto corrente si rappresenteranno mediante forme binarie 
biquadratiche. Assumendo per tetraedro fondamentale quello costituito dai 
quattro piani osculatori stazionari della curva, tali forme saranno espresse 
da quarte potenze di forme binarie lineari, Indicando queste ultime con 
M, N, P, Q, la rappresentazione para.metrica della O, sarà la seguente: 

~=~; ~=~; ~=~; ~=~ 

La binaria biquadratica /, che è il prodotto M N P Q, uguagliata a 
zero rappresenterà complessivamente i 4 valori del parametro che indivi­
duano i 4 punti di contatto dei piani stazionari suddetti. Con opportuna 
disposizione degli elementi di riferimento sopra 04 si vede facilmente che 
si può prendere 

M=aÀ-t-b;t; N=al-b;t; P=bÀ+a;t; Q=bi.-a;t 

f= a2 b2 (14 + ;t•) - (a• + b'} ì,.2 ft2 =O 

dove a e b sono coefficienti costanti, l e ;t le variabili delle binarie con­
siderate. Quindi in conclusione noi assumeremo come rappresentazione pa­
rametrica di 0 4 la seguente: 

(l) BERZO LARI, S1llla curva gobba razionale del quinto ordine, Mem. r. Ace. Lincei, 1893, 



QUARTICHE E QUINTJCHE GOBBE RAZIONALI, ECC., ECC. 

Xi =(a À + b ,u)4 

x2 = (a À - b .u)" 
x3 = (b À + a ,u)4 

x 4 = (b À- a ,u)4• 

469 

2. Ci proponiamo ora la costruzione dei gruppi di collineazioni rispetto 
alle quali 0 4 è invariante. S ' intende che rimangono esclusi dalle nostre 
considerazioni i pochi casi in cui la precedente rappresentazione è impos­
sibile. 

Ciò premesso, si osservi che una collineazione quaternaria che trasfor­
mi 0 4 in se stessa viene a individuare, sopra 04 , una projetività binaria 
subordinata rispetto alla quale deve essere manifestamente invariante la 
forma· f dei quattro punti di contatto dei piani stazionari di 04 • Se f è 
qualunque, non esistono che tre involuzioni binarie :che la trasformino in 
se stessa: sono quelle i cui punti doppi compongono le tre coppie -armo­
niche, a due, a due del covariante . sestico di f. Queste involuzioni insieme 
all'identità costituiscono il gruppo quadrinomio g~. Se f è armonica, e:,;iste 
un gruppo g8 di 8 projettività binarie (compresa l'identità) rispetto alle 
quali f è invariante. Se finalmente f è equianarmonica., esiste il gruppo 
tetraedrico g12 che trasforma f in se stessa. Non ci sono altri casi possi­
bili e noi esaminandoli separatame~te dimostreremo che, in ciascuno di essi, 
il gruppo binario g, rispetto a cui f è invariante, individua un gruppo 
quaternario a, rispetto a cui è invariante la nostra curva 0 4• 

3. Caso generale. - Sia f una qualunque binaria biquadratica sotto­
posta alla sola restrizione che i 4 suoi fattori lineari sieno distinti. 

f= a2 b2 (l"+ .u")- (a4 + b4
) À2 p 2

) =O. 

La considerazione che faremo per passare, in tutti i casi, dal grup_()o 
binario g al gruppo quaternario G, di cui è parola nel N. precedente è 
semplicissima ed è questa: applichiamo una sostituzione s di g alle binarie 
che rappresentano le coordinate x1 , x2 , x3 , x4 di un punto di 0 4 :.basterà 
allora, che per effetto di una tale sostituzione, si permutino fra di esse in 
un modo qualunque le :r1 , x2 , x 3 , X 4 (anche a meno di fattori esterni) 
per affermare che la collineazione quaternaria s, individuata da tale per­
muta, trasforma la 0 4 in se stessa. Nel caso attale le sostituzioni di g sono 
costituite dalla identità e dalle tre involuzioni : 

(r ;) ; (- ~ ~) ; ( -, r ~) , 
Esse, applicate a x 1 x2 m3 x 4 individuano le seguenti involuzioni qua­

ternari~: 
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(x3 x 4 xi x 2) ; (x1 x2 Xt x3) • (alt ~ x2 xi) 
xi ~ x 3 x 4 xi x2 ~3 x , ' xi x 2 x3 x4 

le quali secondo l'osservazione fatta trasformano, ciascuna, C4 in se stessa. 
Esse, insieme alla identi tà, compongono uno dei tre gruppi quadrinomi 
possibili nello spazio a tre dimensioni. E ' quello indicato con G! (in 
C pag. 4) e così continueremo a indicarlo. Le tre coppie di assi delle in· 
voluzioni del gruppo sono gli spigoli oppost i dal tetraedro che ha per vertici 

(1111) ' (11 - l - l) ' (1 - l - 11)' (1 - 11 - l) . 

Si vede subito che (1111) è il vertice del triedro principale di c,, che 
gli spigoli passanti per (11 l 1) sono le tre corde principali ecc. ecc. e si 
potrebbero dedurre facilmente tutte le ben note proprietà di C4 • 

4. Caso armonico. - Allora la l è armonica e si può scrivere : 

1 = l 4 + 1'4 = O con . a = l + i, b = (2. 
Per cui si ha : 

M = (l + i) l+ 11- '(2; N= (1 + i) l - 11- (2; 

P="A(2 +P-(1 -t-i); Q="A(2 -11-(l + ·i) 

e la rappresentazione parametrica di C, è sempre: 

xi = M 4
; x 2 = N 4 

; x3 = p4; x 4 = Q1 

dove M, N, P, Q hanno i valori precedenti. Il punto (11 - l - l) indi­

viduato dai due valori o, oc del parametro ~ , è quindi il nodo della 
,u 

curva. Or bene, per ottenere in questo caso su C4 il gruppo binario g8 che 
trasforma l in se stessa basta aggiungere al gruppo quadrinomio g, del 
caso generale (N° 3) la sostituzione 

che trasforma 

(2 y- l+ i l +i 
M in 1 ~ i . Jll ; .N in - 1 l i . N; P in V 5 . Q ; Q in V 2 . P . 

Per conseguenza essa individua la collineazione quaternaria 

la quale trasforma C4 in se stessa e quindi, aggiunta al gruppo quaterna· 
rio G!, genera un gruppo di ottavo ordine G8 rispetto al quale C, è in­
variante. Il gruppo (}8 così trovato è sottogruppo di uno dei cinque pos-
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sibili gruppi ottaedrici dello spazio a tre dimensioni. Precisamente appar­
tiene al G!! (C pag. 7) il quale ultimo si caratterizza, fra gli altri gruppi 
ottaedrici quaternari, come quello che tiene ferma una faccia di un pen­
taedro e permuta in tutti i modi possibili le altre quattro. 

5. Caso equianannonico. - La 1 è equianarmonica; quindi si può 
prendere: 

l= )..4 +p!+ 2 i y3 )..2 ftl =o; 

M=ì..(l + ·i)((3 -l) +2ft; 

p= 2 ). + ft (1 +i) ((3 - l); 

a= {l+ i) ((3 --11, b = 2 

N = ì.. (l + i 1((3- l) - 2 ft 

Q = 2 ). - f.1 (l + i) ((3 - l) 

e ancora 
l 

xi= M• x2 = Nt Xa- p• ' x4 = Q•. 

In questo caso per ottenere sulla Ct il gruppo binario gi2 che tra.sforma 
1 in se stessa, baRta aggiungere al gruppo quadrinomio g, de] caso gene­
rale (N° 3) la sostituzione 

e(ltf.l) ~-f.l). 

\1 +i+f3
2
3 (1-i)l.N 

Essa trasporta M in l \ 

>> N » --~1 + i + v: (1 - i)~· Q 

>> p .. ~- l + i ~ (3 (l + i)! . p 

Q ,. 1- l +i -t~/3 (1 +i)~ . M. 

Per conseguenza essa individua il gruppo quaternario 

(
xi Xt Xa xi)r t• =l 2 3 
xi ~ Xa . Xt ' ' 

il quale col G! del caso generale genera un gruppo di 12 collineazioni 
che è uno dei tre possibili gruppi tetraedrici dello spazio a tre dimensioni. 

E' quello indicato con G!
2 

(in C pag. 5). Cosl seguiteremo a indicarlo. Esso 
è non soltanto oloedrico isomorfo, ma anche projettivamente identico col 
gruppo delle rotazioni del tetraedro regolare. 

6. I risultati dei numeri precedenti possono riassumerai nella forma 
che segue. 

Indichiamo secondo l'uso con il simbolo (ab c d .. . ) la. sostitituzione 
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circolare che porta a in b; b in c; c in d; ecc.; e con (ab c (l . .. )r la sua 
potenza yma e èon l la identità. Allora le collineazioni rispetto alle quali 
O t è invariante possono scriversi così: 

N el caso generale : 

nel caso armonico : 

(x1 x 3 X2 x,)r, (x1 xa) · (x2 Xt), (xj x,) . (x2 x 3) , (x1 ~) , (xs x,) 

con r = l , 2 , 3 , 4 

nel caso equianarmonico: 

;(x1 x2). (x3 x,), (x1 x3). (x2 x4), (x1 x,). (x2 x3) 

(x1 J-2 x3jr, (or2 x 3 x t)r, (x3 x, x 1)r, (x, x 1 x-2t 

con r = l , 2 , 3. 

In conclusione, per t·appresentare i gruppi di collineazioni rispetto alle 
quali è invat·iante la curva 94 , tJasta semplicmne-nte scrivere le sostituzioni 
che lasciano invariato il rapporto anarmouico di 4 elemmtti nel caso generale, 
nel caso annonico e nel· caso equianarmonico e dopo interpretat·e questi quat­
tro elementi come le coordinate 01nogenee di un punto dello spazio a tre di­
tnensioni e le sostituzioni _suddette come collineazioni quaternarie. La curva 
C 4 viene così a essere riferita al tetraedro formato dai suoi 4 piani sta­
zionari. A seconda che il gruppo de-i 4 elementi suddetti è generico, armo­
nico, o equianannonico, la C4 rappresentata è generica, armonica o equia­
nartlwnica. 

Qointica. 

7. Analogamente a quanto fu fatto per la quartica, ·noi assumeremo 
per rappresentazione parametrica della quintica razionale C5 la seguente: 

x1 = (a ..t + b JL)5 

x 2 = (a À - b JL)5 

x3 = (b À + a JL)"' 

x 4 = (b ..t~ a JL)5• 

Però, mentre per la quartica razionale la rappresentazione assunta può 
attuarsi nella generalità dei casi, altrettanto ciò . non può dirsi , per la 
quintica e quindi quanto segue si riferisce soltanto a quei casi in cui tale 
rappresentazione è possibile. Ciò accade quando esistono 4 piani ognuno 
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dei quali ha comuni con la curva cinque punti infinitamente vicini (1). 
Tali piani noi chiameremo per brevità: piani stazionat·i singolari. La ri­
cerca sarà condotta parallela a quella della quartica e dipende tutta dalla 
forma f che reppresimta i 4 punti di contatto dei 4 piani singolari. Però 
le conclusioni differiscono alquanto da quelli della quartica: ne è causa 
il passaggio del grado pari, al grado dispari della curva. Manteniamo le 
notazioni adottate nei numeri precedenti. 

8. Vaso genet·ale. - Sia la forma f tutt'affatto generica : 

f = a~ b2 (14 + !!4
) - (a4 + b4

) À2 J.L2 = O • 

Le considerazioni del N° 3, applicate al caso attuale, servono a indi-
viduare le tre involuzioni gobbe: 

(
x 3 - x 4 x 1 - x2) . (x2 x 1 X 4 x 3) (xt - x3 x2 - x1). 

xi x2 Xs x4 ' xi x2 Xa x4 xi x2 Xa x• 

Queste, insieme, all'identità, compongono un gruppo quadrinomio projet-
tivamente diverso da quello del N° 3. Mentre gli assi delle 3 involuzionj 
di G! del N° 3 costituiscono le 3 coppie di spigoli opposti di un ~trae­
dro; nel caso attuale essi compongono tre coppie armoniche, a due, a due, 
di una stessa serie rigata. Il gruppo attuale è il G1

: (O, pag. 4). E conti­
nueremo a wdicarlo così. Si può dtmque dire : 

Se una q-uintica razionale gobba possiede quattro piani stazionari s{n­
golat·i, esistono tre involuzioni gobbe che la trasformano in se stessa. fili assi 
delle tre involuzioni compongono tt·e coppie at·moniche, a due, a due, di unà 
stessa serie rigata. 

9. n prof. Bertini distingue due specie di quintica razionale a seconda 
che la curva possiede una quadrisecante, ovvero infinite; nel -qua,le ultimo 
caso esse costituiscono le generatrici di una quadrica (2). Dimostriamo che 
la nostra 0 5 possiede una sola quadrisecante, che cioè (per servirsi del 
linguaggio di Bertiui) è di l" specie. Perciò cominciamo dall'osservare, an­
zitutto, che la quadrica sulla quale esistono gli assi delle involuzioni che 
trasformano 05 in se -stessa è : 

Q= x~ + x: - (x! + x!) = O . 

(1) Il prof. Berzolari , nella sua memoria già. citata. sulla quintica, considera il caso 
attuale mettendolo in relazione con la binaria. di So ordine da cui si può far dipendere 
la rappresentazione parametriea della curva. Il caso attuale si verifica quando sia. n~lo 
il cataletticante della. binaria. suddetta, cioè quando essa si possa rappresentare come 
somma di quatt1·o ottave potenze di forme lineari. 

(2) BERTINI, Sulle curve gobbe m ziouali di 5o -o,·d·ine. Collect. mat . in memoria di 
Domenico Chelini, pag. 312. 
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La binaria di 10" grado che individua le intersezioni di 05 con n è 
la seguente: 

ab (a4 - b4
) À p. (ì .. 4 - p..4) l (a 4 + b4

) (.t4 + p..4) + 12 a2 b2 À2 p..2 j =O. 

Ma a =j= O, b =l= O, a4 =l= b4 manifestamente. Dunque, siccome la bina.. 
ria precedente non può annullarsi in modo identico, così 0 5 non esiste 
sopra n. Le soluzioni individuate da À p..= O, 1..4 - p..4 =O dànno i punti 
di appoggio di 0 5 con gli assi delle involuzioni gobbe del gruppo. Le 4 
rimanenti sono quelle per cui è 

(a4 + b4) (l4 + p..4) + 12 a2 bz Àz p..z =O 

esse debbono comporre un insieme invai.'iante rispettto a G1
4
1 e quindi for· 

niscono 4 punti in linea retta di 0 5• Ecco trovata una quadrisecante q di 
0 5• Per dimostrare che non ve ne sono altre, occorre prima escludere che 
altre ve ne siano sopra D, il che si ottiene facilmente con un calcolo ovvio 
che qui per brevità omettiamo. Ciò posto, supponiamo che esistano infi· 
nite quadrisecanti di 05 e indichiamo con Q la quadrica sulla quale giac· 

ciono. Siccome la Q deve essere trasformata in se stessa dal gruppo G~, 
così ne segue che Q passa per la coppia di assi di una delle tre involu· 

zioni di G1
: • Le coppie di assi delle altre due involuzioni di G~ saran· 

no coppie di rette reciproche rispetto a Q. Indichiamo con m m', n n', p p' 

le coppie di assi di G~ . La quadrica Q passi per m in'. Allora Q e {J si 
segano secondo le rette m, m', q e quindi secondo una retta ulteriore che 
dico distinta da q. Infatti le rette n n'sono reciproche rispetto a. Q e sghem­
be fra. loro e quindi non certamente tangenti a Q. Dunque esistono due 
generatrici distinte di un sistema di Q e due dell'altro appoggiate a. n n'. 
Ciò prova che la retta ultèriore suddetta è effettivamente distinta. da. q e 
costituisce un'altra quadrisecante di 05• Esisterebbero dunque due quadri· 

. secanti di C5 sopra O, ciò che abbiamo dichiarato impossibile. Quindi: 
La curva possiede una sola quadrisecante, ossia è di prima specie. È 

anche facile vedere che non può avere punti doppi. 
10. Caso ar11wnico. - Come al N° 4, cosi abbiamo adesso : 

f = À 4 + p..4 = O a = l + i, b = }'2 

M = i (l + i) .t + p. }'2 N= (l + i) À - p. (2 ; 

p= À (2 + (l + i) J.l ; Q = À (2- (l +i) J.l 

e la rappresentazione parametrica di 0 5 è ancora: 

Xt = jJ15 x2 - N5 ' X:J = p5 x4 = Q"'. 
Il gruppo binario g8 che trasforma f in se stessa è il medesimo, na· 
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turalmente, di quello del N. 4. Per ottenerlo basta aggiungere a g4 la 
sostituzione 

Ma in questo caso la collineazione quaternaria che ne nasce è diversa da 
quella di allora. Essa è adesso una involuzione gobba: allora era omolo· 
gia armonica. Può rappresentarsi con 

Essa trasforma 0 5 in se medesima e insieme al G~1 genera un gruppo 

G~ r 'spetto al quale 0 5 è in variante: il gruppo trovato è proiettivamente 
diverso dal G8 della quartica armonica (N. 4) sebbene sia identico dal punto 
di vista dell' isomorfismo oloedrico. Eccone una costruzione indipendente 
da G5• Riprendiamo a considerare gli assi m m', n n', p p' di G~1 che esi­
stono sulla quadrica Q e due rette 1·, s dell'altro sistema di Q appoggiate 
quindi agli assi in parola: denotiamo con le lettere maiuscole corrispondenti 
e con gli indici r, s i punti di appoggio. Così esistono, sopra r, le coppie 
di punti M M' , N N' , P p' armoniche a due, a due. Sopra 8 si avran-r r r r rr , 

no le coppie analoghe: M
8 

M; , N
8 

N: , P
8 

P; . Prendiamo ad esempio le 

coppie N N', P p' : il covariante sestico di questi 4 punti è costituito da r r r r , 

M M' e da altre due coppie che indicheremo con X x' , Y y' . Sieno r r r r r r x. x; , Y. Y; le coppie analoghe desunte da N. N; , P
8 

P; così che 

X X , x' X', Y .y', y' y' sieno generatrici di Q. Ebbene le due in· .,.s rs rs rs 

voluzioni gobbe da aggiungere a G~1 per ottenere il gruppo G~ cercato hanno 

per assi (X x' , x' X) , ( Y y' , y' Y ). E il suo sottogruppo, a periodo, rs rs rs rs 

4, ha per punti uniti ~'11 M' M M'. - Le due rette r ed 8 sono inva-r r a s 

rianti rispetto a G~ . Il gruppo trovato (:}~ appartiene come sottogruppo 

al a~: (O pag. 8). 
11. Segnaleremo una particolarità della curva, in questo caso, ponen­

dolo in riscontro colla costruzione precedente. Poichè adesso a4 + b4 = o, 
ne viene (N. 9) che la quadrisecante del caso generale diviene una bi­
tangente: essa è una delle due rette r od s. I punti di contatto sono in 
conseguenza M M' oppure M , M' . Viceversa si vede subito che esigen-r r s s 
do che la quadrisecante divenga bitangente si trova f deve essere armo-
nica. Basta perciò esprimere (N. 9) che (a4 + b' ) (.1.4 + J.L4

) + 12 a2 bt ')..2 J.L2 

sia un quadrato perfetto. Dunque: 

CI.UII. 30 
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L a condizione necessaria e sufficiente affinchè la curva del nostro caso 
genemle sia at·monica è che la quadrisecante divenga bitangente. 

Altre proprietà possono dedursi facilmente tenendo conto della costru­
zione del numero precedente e del fatto che 0 5 deve essere invariante ri-

1 spetto a G
8 

• 

12. Oaso equianannonico. - Come al N. 5 prenderemo 

f = ')..4 + f.l4 + 2 i (3 ')..2 f.l2 = o 
a= (1 + i) ({3- l) b = 2 

M=').. (l+ i) ({3- l)+ 2 f.L N=], (1 + !) ((3- l)- 2 f.L 

p= 2 À +(l +i) ({3- l) f.L Q= 2 À- (l+ i) (Y3- l) f.L 

e le coordinate di 05 saranno : 

In questo caso il gruppo binario 

ji (À t J.L) À -:- f.L( ! ,., r l r = 1, 2, 3 

genera il gruppo quaternario 

che strasforma 05 in se stessa. Quest'ultimo, aggiunto al G~1 del caso ge­
nerale (N. 8), genera il gruppo cercato in questo caso. Si giunge cosl a 
un altro dei tre gruppi tetraedrici possibili nello spazio a tre dimensioni. 
È il G~~ (O pag. 6) di cui riportiamo qui la costruzione. Riprendiamo a 

considerare gli assi 1n 11t', 1t n', p p' di G~ e la quadrica Q sulla quale esi­
stono. Le terne come 1n n p, m' n'p' ammettono la stessa coppia di rette 
hessiane k, k. Prendiamo due punti X, Y su h e due X' Y' su k, in guisa 
che le rette X X', Y Y' siano generatrici di Q. Poi, consideriamo la col­
lineazione assiale a periodo 3 che ha X Y' come asse di punti uniti e X' Y 
come asse di piani uniti con la ulteriore condizione che X Y' X', X Y' Y 
siano i due piani uniti per l'asse di punti uniti e X', Y i due punti uni-

ti sull'asse di piani uniti. Ebbene questa collineazione aggiunta al G~ 

genera il gruppo G!~1 in parola. Sono rette invarianti le X X', Y Y'. 

13. Come nel caso armonico, cosl nel caso attuale segnaleremo qual­
che particolarità della curva. Perciò riprendiamo la considerazione del 
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gruppo quaternario a periodo 3 del numero precedente : 

che è uno dei 4 sottogruppi di 3° ordine dell'attuale Gr:1• ll piano X:J=O 
L 

è unito per il sottogruppo precedente. Dunque è unito anche (0010). Se· 
gue che l'asse di piani uniti, o esiste in x 3 = o, o passa per (0010). Ma 
quest'ultima ipotesi è inammissibile, perchè sarebbero uniti i piani che, 

_dall'asse suddetto, projettano i tre spigoli del tetraedro fondamentale. D un· 
que X:! = O è unito perchè passa per l'asse di piani uniti e quindi il pun· 
to di contatto di x3 = O con C5 è uno dei due punti sull'asse dei piani 
uniti. Ne segue che i quattro punti di contatto dei 4 piani stazionari sin· 
golari con C5 sono in linea retta. Essa è la quadrisecante di C5 e una 

delle due rette invarianti di G~~1• Viceversa si vede subito che, se i punti 
di contatto dei piani singolari sono in linea retta, si cade nel caso equia 
narmonico. Infatti le coordinate dei punti suddetti sono : 

o - (2 a b)5 (a2 _ b2)5 - (a2 + bt)" 

(2 a b) o (a·! + b2)"> (- a2 + b2)s 

(- a2 + b2)5 _ (a2 + b2)5 o - (2 a b)5 

(a2 + b2)5 (a2- b~)5 (2 a b)5, o. 

Per ottenere che sieno in linea retta basta esigere che siano in un 
piano, giacchè non esistono piani invarianti rispetto a G!1

• 

Annullando il det~rminante relativo, che è emisimmetrico, si perviene 
alla condizione : 

ossia 

a2 b2 (a' - b' )2 (a' + bt + 2 i (3 a~ b") (at + b' - 2 i y3 a2 b2
) = O 

e poichè 

a=FO b=FO 

si è condotti a : 

a'+b'+ 2 i (Sa2 b2=0 

che è la condizione affinchè f sia equianarmonica. Dunque : 
La condi;ione necessat·ia e s1ifftciente affine/tè la curva d-el nostro caso 

genemle sia eq1tianarmonica, è che i 4 puttti di contatto dei quattro piani 
stazim1m·i singola.t·i sieno in li nea t·etta (la quadrisecante della curva). È 
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poi evidente che il gruppo dei quattro punti suddetti è equianarmonico 
non soltanto sulla curva, ma anche sulla quadrisecante. 

14. Abbiamo già osservato che gli assi y ed s di piani uniti e pun· 
ti uniti di un sottogruppo di terzo ordine del a:'~ si appoggiano alla qua­
drisecante q. n punto q 1' = R è di contatto per uno dei piani stazionari 
singolari di 0 5• Sia R' l'altro punto unito del sottogruppo sopra t·. N el pia­
no R'. s che è unito viene a individuarsi una omologia a periodo tre di 
cui s è asse ed R' centro, e rispetto alla quale deve essere invariante il 
gruppo dei cinque punti d' intersezione del piano con la curva 0 5• Ne se­
gue che 0 5 avrà a comune con s un punto S' e la tangente in S' passerà 
per R'. Quindi i cinque punti comuni a 05 e al piano s q sono forniti da 
S' e dai quattro punti di secamento sopra q. È dunque impossibile che 
la tangente a 0 5 in R si appoggi ad s : d'altra parte tale tangente deve 
e:~sere unita rispetto al nostro sottogruppo: è dunque necessario che essa 
sia la t·. Cioè : 

Le qttattt·o tangenti nei qua.ttro punti di seca:mento della quadrisecante 
sono gli assi di piani uniti de·i quattt·o sottogntppi di terzo m·dine. Le due 
t·ette invarianti di G~1 sono qttindi costituite dalla qttadt·isecante e dallct ul­
terim·e retta di appoggio alle tangenti suddette. 

15. Mantenendo le notazioni del numero precedente, osserveremo che 
il piano osculatore di 05 in S' è unito rispetto al solito sottogruppo di 
terzo ordine: ma tale piano non può passare per s perchè le intersezioni 
dei due piani uniti per s ci sono note e niuno di essi piani è osculatore 
in S': dunque il piano in questione passa per r e quindi R. Dunque : 

I punti di contatto dei quattro piani stazionat·i singolari sono anche punti 
di contatto di altri quattro piani che osculano altrove la curva e i punti di 
osculazione di qttesti ultimi sono i vertici dell'unico tetra.edt·o invariante in­
scritto nella curva, ecc. ecc. 
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DI QUINTO ORDINE INV ARIANTI RISPETTO A GRUPPI 

FINITI DI COLLINEAZIONI QUATERNARIE, 

(Rendic. Istit. Lomb. 1904] 

Il titolo di questo scritto ne dice chiaramente lo scopo : determinare 
cioè, mediante la. loro rappresentazione para.metrica, tutte le quintiche 
razionali gobbe non degeneri (che per brevità indico ora. e nel seguito 
con il simbolo 05) le quali sieno inva.rianti rispetto a gruppi costituiti da 
un numero finito di collineazioni quaternarie. Sono ben noti i gruppi di 
esse che trasformano in sè cubiche (1), o qua.rtiche gobbe razionali: circa 
alle quintiche l'avere già riunito in una pubblicazione precedente (2) l'e· 
same di alcuni casi notevoli, mi faceva vieppiù desiderare di risolvere 
completamente il problema in tutti i casi possibili. Credo di aver rag­
giunto l'intento pretissomi dando, caso per caso, insieme alla rappresen­
tazione pa.rametrica. della 0 5, le sostituzioni generatrici del gruppo rispetto 
al quale la 05 è in variante. Sopra alcune delle 05 trovate mi permetto 
di richiamare l'attenzione del lettore: così su quelle in varianti rispetto a 
gruppi quadrinomi (n.1 5, 6, 7, 8) e meglio ancora sulle due specie inva­
rianti rispetto a gruppi tetraedrici, che sono le più notevoli (n.o 12 e 
seguenti). La ricerca finisce ai gruppi del tetraedro perchè non esistono 
gruppi ottaedr!ci, od icosaedrici dotati di 0 5 invarianti. E poichè il di­
scorso ne porge qui l'occasione dirò espressamente che, nel seguito, per 

(l) KOHN, Ueber die Oktaider und die lkosaiiderlage von zwei cubischen Raumcttrven 
(Sitz. der math. Cl. d. Ak. d. Wiss., Wien 1889). - CIANI, Sopra i grttppi fin iti di col­
lineazioni quaternarie dotati di cubiche gobbe i1warianti (Circ. mat .co di Palermo 1902). 

(2) CIANI, Sopra alcuni gruppi lineari qttaternal"i dotati di q~tartica, o di quintica. gobba 
ra zionale i11var-iante. Questi R~ndic ., a.prile l 904. 

O uNI 30* 
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brevità di lìnguaggio, ho usato spesso la locuzione <<gruppo e 05 che si 
appartengono» p·er indicare un gruppo rispetto al quale la 0 5 è invariante. 

I procedimenti impiegati muovono dallo stesso punto di partenza che 
già mi servì utilmente per le 0 3 e 0 4• Se, cioè, una 0 5 possiede un gruppo 
G di collineazioni quaternarie, viene a stabilirsi su di essa un gruppo 
g subordinato di proiett.ività binarie, il quale, per la razionalità della 
curva, deve presentare i soliti cinque casi della piramide, della doppia 
piramide, del tetraedro, dell'ottaedro e dell' icosaedro. E dall'esame di 
questi gruppi binari nascono le considerazioni inerenti ai relativi gruppi 
quaternari a cui i primi sono subordinati. 

La Nota attuale è in necessaria relazione con le mie antecedenti pub­
blicazioni sopra gruppi quaternari lineari. Particolarmente lo è con la 
Nota già citata, comparsa qualche mese indietro in questi Rendiconti e 
con la memoria che ha per titolo: Sopra i gntppi finiti di collineazioni qtta.­
ternarie, oloedricamente isomorji con quelli dei polied1·i 1·er1olat·i (Annali di 
matematica, 1902). Dovendole richiamare spesso mi servirò del simb_olo 
111 per la memoria e del simbolo M' per la Nota con la indicazione del 
numero relativo. 

Gruppi della piramide. 

l. Un gruppo della piramide è composto dalle varie potenze di una 
stessa collineazione quaternaria ciclica a periodo qualunque. 

Sia dapprima il periodo uguale a due. Se la 0 5 deve essere trasfor­
mata in se stessa dalla suddetta collineazione S, verrà a individuarsi 
sulla 0 5 medesima una sostituzione binaria s a periodo 2, subordinata di 
S, che potrà rappresentarsi con 

e sarà evidentemente una involuzione. La S invece può essere tanto omo­
logia armonica, quanto involuzione gobba ed è opportuno distinguere i 
due casi. Sia S una omologia armonica. I punti doppi di 11 sono l'uno 
nel centro e l'altro sul piano fondamentale di S. Assumendo il centro come 
(0001) e il piano fondamentale come x 4 = o, sarà S così rappresentata: 

e ora esigendo che S appartenga a 0 5 si è condotti necessariamente alla 
curva seguente: 
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xi = ai J...5 + bt ')...3 J..l2 +et')... J..l4, 

x2 = a2J...5+b2AJ J..lz +c2J...J..l·:, 

x 3 = a3 /...
5 + b3 ~? J..l2 + c3 À J..l\ 

x4=a4J...4+b4Àz f.L3+c4 J..l5. 

47t 

n piano di omologia taglia 05 in J..l = O e in altri due punti che sono 
manifestamente due nodi, poichè ciascuno è individuato da due valori uguali 

e di segno contrario del parametro ~. Si può dunque parlare della cop-
ft 

pia di punti armonica ad entrambi su 0 5• Essa è costituita dal ceniJ!o di 
omologia ')... = O e da11' ulteriore punto d' incontro P del piano di omologia 
con 0 5 (J-t =O). La tangente in P, a 0 5,.passa manifestamente per il cen­
tro suddetto. Viceversa si vede subito che le condizioni ora enunciate sono 
sufficienti perchè la 0 5 possegga la S o, . come si può dire più brevemente, 
sia omologica: ed è anche manifesto che niuna altra omologia può appar­
tenere ad una 0 5• Cioè : 

La 0 5 onwlogica possiede due nodi con la ulterioTe paTticolarità che, pre­
sa stt di essa la coppia d·i punti annonica ai nodi, la tangente in uno di 
questi punti passi pm· l'altro. Quest'ultimo è centro di omologia; è piano di 
omologia quello che passa pe1· i nodi e per il punto di contatto della tan­
gente suddetta: l'mnologia è armonica. La 0 5 esiste su di un cono quadrico 
e su di una superficie cubica che ha un punto di Eckardt nel vertice del 
cono, che lo taglia secondo una retta, e lo tocca in due punti. - S'in­
tendono compresi nella curva, ora descritta, tutti quei casi particolari ·che 
essa può presentare: ad esempio possono i due nodi essere infinitamente 
vicini, ecc. ecc. 

Se poi S è una involuzione gobba, ciascuno dei suoi assi si appog­
gia a 05: assumendoli per (xi = o, x2 = O) ; (x3 = o, x 4 = O) la S si rap­
presenta con 

la s è ancora quella che ha servito per l'omologia, e per C5 si trova : 

xi =ai ')...4 Il+ bi')...~ llJ +et 115, 

x2 =az ')...'Il+ b2 J...2 J..lJ + c2 f.Ls, 

Xa = aa ')...• +ba J...3 J..lz + ca À J..l\ 

x. = a4 ).5 + b4 ).3 J..lz + c• ')... Il\ 

2. La S abbia il periodo uguale a 3. Essa può essere biassiale, o as­
siale. Sia dapprima biassiale e si assumano gli assi per rette 
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Avremo allora : 

(
xi x2 e x3 e x4) • (d. 

S = xi x2 x3 x4 ' s = \ ì.. ~) 
dove e è radice cubica immaginaria dell'unità. Si è condotti cosl alla se-
guente 0 5 : 

xi = a.i ÀJ J.l.z +bi 1-45 ; x2- a2 ,1,3 1-42 + b2 1-45 ; Xa = aa À.~ +ba ,1,2 1-43; 

x4 =a" ,1,1 + b" ,1,2 1-43· 

I punti (bi b2 O Ol, (O O a3 a4) individuati da À = O. 1-4 = O sono mani­
festamente due cuspidi di 05• Assumendo come (1000), (0001) le cuspidi, 
come (xi= o, x3 =O), (x2 = O, x4 =O), le tangenti cuspidali e disponendo 
opportunamente del punto unità, si giunge alla rappresentazione seguente : 

xi - 1-45' x2 = ,1,3 1-42' Xa = ,1,2 J.l.a' x• = ,1,5. 

La 05 esiste sulla quadrica : 
xi x4 -x2x3 =O 

e sui coni cubici : 
2 3 2 3 xi x
2 

- x3 = O, x3 x4 - x2 = O 

i quali hanno a comune eiascuno, con la qua.drica, una delle tangenti cu­
spidali di 05 • Chiamando p iano stazionario singolare di 05 un piano che 
abbia riunite in un sol punto le sue cinque intersezioni con 0 5 , si vede 
che xi= o, x4 =o, sono 2 piani stazionari singolari. Dunque: L'unica 05 

dotata di collineazione biassiale a periodo tre, è quella che possiede due cu­
spidi e un piano stazionario singolat·e per ciascuna cuspide. Gli assi della 
collineazione sono individuati dal piano stazionario singolare di una cu­
spide e da quello che passa per le cuspidi e la tangente nell'altra cuspide. 

Se poi la S è soltanto assiale, asRumiamo l'asse di piani uniti per 
xi = o, x2 = O; l'asse di punti uniti per x3 = o, x4 = O. Sieno inoltre 
(0010), (0001) i due punti uniti sull'asse di piani uniti, e x3 =o, x4 =O 
i due piani uniti per l'asse di punti uniti. 

Allora è: 

~) 
e per 05 si trovano i due tipi essenzialmente distinti: 

xi = ai Àa 1-42 +bi 1-45 

x2 = a2 À.3 1-42 + b2 1-45 

Xa = aa Às +ba Àz J.l.a 

x4 = a, À4 !-1 + b4 À ~-t"-

(a); (b). 
1-4~ 
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Relativamente al caso (a) è da rilevarsi che il piano 

-a2 xi __:__ ai x2 = O 

è stazionario siitgolare in Il = O e passa per l'asse di piani uniti. 
Relativamente al caso (b) si ossèrverà invece che il piano : 

b2 xi - bi x 2 = O è stazionario in À. = O e secante in Il = O 

e a2 xi - ai x2 = O è secante in l = O e stazionario in Il = O 
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e che i punti l = o, 1-1 = O sono i due punti uniti sull'asse di piani uniti. 
Ecco dunque la seguente osservazione che sarà utile nel seguito. Se una 
0 5 possiede una collineazione assiale a periodo it·e, o esiste ut~ piano stazio· 
nario singolare (per l'asse di piani uniti); o esiste una coppia di piani sta­
zionari tali che il punto di contatto dell'uno è put~to di secmnento per l'al­
tro (questi punti sono i due uniti sull'asse di piani uniti). 

3. La S abbia il periodo uguale a 4. Essa può essere biassiale, as· 
siale, o generica. Mentre dunque per s si ha l'unica forma 

~) 
per S possono aversi le tre forme seguenti 

-i x) 4 • 

x4 ' 

Corrispondentemente si trovano per C5 i tre casi : 

xi ==ai 14 Il + bi 1-15 

x2 == a2l'' 1-1 + b2 1-15 

Xa - aal5 + ba l 1-14 

x4 == a4l:;+ b"l 1-14 

(a); 

xi == ai 14 1-1 + bi 1-15 

x2 == a2l~ 1-1 + b2 1-15 

Xa == aal:; +ba l 1-14 

x4 == a4laflz 

xi== ai 14 f' +bi 1-'5 

x2 == a2l2 l-'a 
(c). 

Xa == aa 15 + ba l 1-'4 

x 4 == a4 13 1-'2 

(b)i 

La pm interessante è la (a) : l'unica dotata di collineazione biassiale a 
periodo 4. Con evidente ed apportuna disposizione del tetraedro di rife­
rimento, la sua rappresentazione si riduce a 
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X1 = }-t
5 

, X 2 = 14 
}-t , Xa =l ft' , X1 = À.

5 
• 

Essa esiste sulla quadrica x1 xl- x 2 x3 =O ed è priva di punti dop­
pi. Secondo il linguaggio di Bertini è dunque una 05 di 2" specie (1). 
Possiede due tangenti di ondulazione 

(x1 = O , x 3 = O) , (x2 = O , xl = O) • 

Viceversa si vede subito che l'esistenza di due tali tangenti esige il pos­
sesso della Sa. Quindi : 

L'unica 05 dotata di collineazione biassiale, a periodo 4, è quella che 
possiede due tangenti di ond.ttlazione. Indicando con A e B i punti di con­
tatto, gli assi della collineazione sono individuati dalla intersezione del 
piano stazionario singolare che passa per A (o per B) con quello indivi­
duato dalla retta A B e dalla retta tangente a 05 in B (o in A). 

4. Se fina-lmente S ha il periodo superiore a 5 si potrà prendere : 

8 =(~ ~)' S=(am :: a":: ~r ~: ::) 
dove a è radice primitiva di xv= l. Ciò posto si vede facilmente che 
tutte e 4 le espressioni parametriche delle coordinate di 05 non possono 
contenere più di un termine e si è condotti ai soli seguenti casi effetti­
vamente distinti: 

xi = ').._5 ' x2 = l !J-4 ' Xa = ').._2 a3 ' x, - !J-5 xi - À.5 ' x2 =A !J-4 ' Xa = r· !J-2 ' x, - P-5 xi = 15 ' x2 =l f.t4 ' xa = l~ f.t ' xl = !J-5 xi= ,(.5 ' x2 = tf.Z f.t3' Xa =la 1-Lz' xl= !J.s 

e le S corrispondentemente possedute sono: 

Sa_ (a5 :: a:: az:: ::) ' Sb = c~5 :: a:: aa :: ::) 
Se= (a5 

:: a:: a
4 

~: ~:) ' Sd =(x"':; az~: a3 :: ::) 

(a) 
(b) 
(c) 
(d) 

nè v'è alcun limite superiore per p, a meno che la s non debba essere 
assiale, o biassiale; nei quali casi p:::;;;: 5, p:::;;;: 4. Le curve (c) e (d) sono 
già state considerate ai n.i 2 e 3. Le altre non hanno particolarità notevoli. 

I gruppi della piramide sono esauriti. 

Gruppi della doppia piramide. 

5. Cominciamo dal gruppo quadri~omio. I gruppi quadrinomi dello 
spazio a tre dimensioni sono tre (M n.0 1). Il G,1 è costituito dalla 
identità e da tre involuzioni gobbe di cui gli assi sono le coppie di spi-

(l) BERTINI, Sulle curve gobbe ra.rionali del quinto ordi·ne. (Collect., ma.th. pag. 313). 
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goli opposti di un tetraedro; il G4
11 è costituito dalla identità e da tre 

involuzioni gobbe di cui gli assi sono tre coppie armoniche, a due, a due 
di una stessa serie rigata; e finalmente il G4

111 è composto dalla identità, 
da due omologie armoniche tali che il centro dell'una è sul piano fonda­
mentale dell'aUra e dalla iuvoluzione gobba, che ne è il prodotto. Si 
esclude facilmente che una 0 5 possegga G4t, o G4

111
• Infatti se una r 5 

possiede una involuzione gobba, ciascuno dei suoi assi si appoggia a 05 : 

ora l'esistenza del G/ esigerebbe manifestamente che ogni asse si appog­
giasse a 0 5 in due punti distinti, il che è manifestamente impossibile .. 
Se poi la 0 5 possedesse il G4

111
, si noti bene che il centro della omologia 

armonica sarebbe unito per tutt'e e tre le collineazioni del gruppo e sicco­
me tale centro è sopra 0 5 (n.0 1), così ne verrebbe che esso dovrebbe 
essere unito anche per tutte e tre le involuzioni binarie subordinate del 
gruppo quadrinomio g4 su 0 5 : e questo è evidentemente assurdo. 

Rimane a discutere l'esistenza di G4
11

• Riprendiamo pe:J:ciò la 0 5 del 
n.o l dotata della involuzione gobba 

la quale ha per involuzione binaria subordinata su 0 5 la 

Per giungere al G,11 basta aggiungere una involuzione gobba che appar­
tenga a 0 5 e che muti in se stessa la 81• Indicando con 82 questa invo­
luzione gobba si vede facilmente che, con opportuna disposizione degli 
elementi di riferimento, si può prendere : 

Esigendo che essa appartenga a 0 5 

subordinata di 82 su 05 è 82 = ( r 
guente: 

si vede anche la involuzione binaria 

~) e si è condotti così alla 0 5 se-

Xt = aÀ.'!l + bÀ.2!-13 + C!-15 

x2 = mltll+ nÀ.?!-13 + P!-15 

x 3 = cl5 + bX' ~-12 + a. l 1-1• 
x 4 = pl5 + nl~ 1-1?+ ml~t 1 • 
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Essa possiede manifestamente il G4
11 generato da 81 e S2• Gli assi delle 

involuzioni gobbe del gruppo esistono sulla qnadrica 

Q - x1 x3 - x2 Xt = O. 

Il solo gntppo quadt·inomio che possa appartenere a, una 0 5 è il G4u, 
cwe quello le cui tre involuzioni gobbe hanno per assi tre coppie at·moniche, 
a due, a due, di una stessa sm·ie rigata. 

6. Tutte le 0 5 dotate di G4u sono dunque quelle la cui rappresen­
tazione . parametrica è indicata nel numero precedente. Ci proponiamo 
adesso l'esame di alcuni casi particolari notevoli. 

Anzitutto è facile vedere che la specie può essere tanto la l• quanto 
la 2•. Perchè le 0 5 sieno di seconda specie deve essere a = c, 1n =p e 
allora esistono tutte sulla quadrica Q = O. Il sistema delle quadrisecanti 
è quello delle 

(x1 = O, x3 =O) (x2 = o, x, = O) 

e fra esse vi sono in generale tre bitangenti. Una 0 5 di secmlda specie 
dotata di gruppo quadrinomio possiede in generale tre bitangenti. 

7. Se la 05, dotata di gruppo quadrinomio, ha gli otto piani stazio­
nari tutti distinti, essi si dividono in due q uaterne in varianti ciascuna. 
I punti di contatt-o di una quaterna e i punti di secamento relativi, 
avranno evidentemente lo stesso covariante sestico su 05• Viceversa è 
utile notare che se, sopra 0 5, i 4 punti di contatto di 4 piani stazionari 
e i 4 punti di secamento relativi hanno lo stesso covariante sestico, la 
0 5 è dotata di un G, 11

• Infatti, mediante opportuna disposizione degli 
elementi di riferimento su 05, è possibile rappresentare i parametri che 
individuano i punti di contatto in discorso con 

al+ bp = o, aÀ - bp = o, bl + ap = o, bÀ -- ap = O 

e quelli dei 4 punti di secamento relativi con 

a' À + b' ft = o, a' À - b' ft = o, b' À + a' ~.t = o, b' l - .a' ft = O. 

Le due binarie biquadratiche che rappresentano complessivamente gli 
uni e gli a.ltri saranno dunque: 

J- a2b2(À' + pt)- (a 4 + b')À2p 2 =O; 
f' = a'2b'2(l4 + ft4) - (a'l + b'')À2p2 = O. 

Riferendo la 0 5 al tetraedro dei quattro piani stazionari in parola, 
otterremo la rappresentazione seguente: 
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xi = (a À + b f.L)• (a' l + b' ,u), 
x2 =(a l - b ,u)4 (a' À - b' ,u), 
x3 = (b l + a ,u)4 (b' À + a' ,u), 
x4 = (b À - a ,u)4 (b' À- a' ,u). 

Adesso è evidente che le involuzioni binarie: 

individuano rispettivamente le seguenti involuzioni gobbe: 

(
x2 xi x4 Xa) . (xa - x4 xi -x2) . (x4 - xa x2 - xi) 
~~~~'~ ~~ ~'~ ~~ ~ 

le quali insieme all'identità compongono ancora un G4
11

• 

Possiamo dunque dire: 
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Ln condizione necessaria e sufficiente affinchè una 0 5, che ha gli otto piani 
sta;:iona1·i distinti, possegga un g1·uppo qaadrinomio, è che fra gli otto piani 
sttddetti se ne possa scegliere una quaterna in guisa che i qttattro punti di 
contatto e i quattro punti di secamento am1nettano, su 0 5, lo stesso covm·iante 
sestico (dopo di che altrettanto accade per la quaterna rimanente). 

8. È anche interessante il caso in cui la 05 possiede quattro piani 
stazionari singolari. Ricorrendo alla notevole rappresentazione di Berzo­
lari che esprime le coordinate di {\ come le derivate terze di una bina­
ria di 8° grado, il caso attuale si verifica quando è nullo il cataletticante 
della binaria suddetta (1). Noi lo otterremo dal caso del numero prece­
dente facendo coincidere le due forme f ed f'. La 0

5 
è allora così rap­

presentata : 

xi - (a l + b ,u)5 ; 

x2 = (a l - · b ,u)5 ; 

x3 = (b l + a ,u)5 
; 

x, = (b l - a ,u)5 ; 

ed f = O cioè a2b2 (À• + f.L4) - (a• + b4) À2 f.L2 = O è la forma dei quattro 
punti di contatto dei piani stazionari singolari. La curva possiede il G4

11 

descritto nel n. precedente. È questo il caso del n.o 8 M'. Quindi: 
Se una 0 5 possiede qtmtt·ro piani stazionar·i singolari, essa è anche 

dotata di un gruppo qtmdrinomio G4
11 • 

(l) BERZOLARI, Sulta cun:a ra.fwnale gobba del q1dnto ordi11e. (Mem. R. Ace. Lincei , 
1893). 

CU.NI 
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9. Gli altri gruppi della doppia piramide sono meno interessanti. Ci 
proponiamo di esaminarli rapidamente. Per trovarli, basta poter aggiun­
gere, a uno qualunque dei gruppi della piramide, una collineazione T a 
periodo 2 che trasformi la 0 5 e il gruppo in se stessi. Passeremo dunque 
in rivista i gruppi di piramide già trovati, tralasciando quelli del n.0 l 
che, dando origine al gruppo quadrinomio, sono stati già considerati nel 
n.o 5. - Sia adesso il caso del n.0 2 cioè la 0 5 possegga un gruppo di 
3° ordine. 

Se è biassiale la 0 5 è la seguente: 

Indicando con t la involuzione binaria subordinata di quella cercata 
T, è evidente che la t deve scambiare fra di loro lf' due cuspidi di 0 5, 

per cui sarà 

e quindi 

Questa, insieme a un qualunque gruppo di piramide posseduto da 0 5 
(cf. anche il n° 4) genera uno dei gruppi cercati. 

Se poi il gruppo di 3° ordine posseduto da 05 è soltanto assiale, la 
0 5 può essere la (a), o la (b) del n° 2. Però si osservi che, dovendo un 
tal gruppo essere invariante rispetto a T, debbono essere separatamente 
invarianti l'asse di punti uniti e l'asse di piani uniti : d'altra parte la t 
deve scambiare fra di loro i punti uniti della s su 0 5 , i quali, nel caso 
(a), si trovano uno sull'asse di punti uniti e l'altro sull'asse di piani 
uniti. Dunque nel caso (a) è impossibile la esistenza della T. Nel caso 
(b) invece, entrambi i punti uniti suddetti esistono sull'asse i piani uniti; 
la t e la T sono rispettivamente 

Perchè la 0 5 possegga definitivamente la T deve essere 

Dopo di che la T e la S di quel numero generano il gruppo cercato. 
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10. Sia il caso del n. 0 3, cioè la 0 5 possegga un gruppo a periodo 
quattro. Se la S generatrice è assiale, la05 è la (b) di quel numero e un 
ragionamento identico a quello del numero precedente per la S assiale, a 
periodo 3, prova la impossibilità della esistenza di gruppi di doppia pi­
ramide. 

Se la S è biassiale la 05 è la (a) di cui la rappresentazione fu posta 
nella forma semplice 

xt = J.15 ' x2 = ')..4p. ' Xa = "J..p.4 ' x4 = Jl-5· 

La t deve scambiare i punti di ondulazione e quindi t = (r ;) 
e si trova 

per il possesso della quale non occorre mettere alcuna èondizione alla 
0 5• Allora la T, insieme a uno qualunque dei gruppi di piramide già 
posseduti da 0 5 {cf. anche il N. 4) genera uno dei gruppi cercati. 

Se finalmente la S ha soli quattro punti uniti, la 0 5 è la (c) del 
N. 3 e si vede subito che si ha 

Perchè la C 5 possegga la T occorre che sia 

a1 = b3 , b1 = a3 , a2 = a4 

onde la rappresentazione di 0 5 può scriversi così: 

x, = hÀ.4p. + kp.5 ; 

x2 = À.2p.s; 
Xa = H5 + h À. Jl-4; 
x4- À.3p.2. 

Il gruppo è dell'ottavo ordine e può generarsi colla T e colla Se del 
N. 3. Esso è descritto in M' al n. 0 10 e a quello rimandiamo il lettore 
desideroso di maggiori dettagli. Solo noteremo che il gruppo attuale con­
tiene, come sottogruppo, il G4JJ del n. o 5. Per k = 1, h= 5 la 0 5 possiede 
quattro piani stazionari singolari che sono i seguenti: 

i x 1 - 10 i x2 + x3 - 10 x4 = O, 

x 1 + 10 x2 + x 3 + 10 :r4 = O, 
x 1 -10x2 + ix3 -10ix4 =o, 
x1 + 10 x2 - x 3 - 10 x 4 = O. 
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e allora non soltanto il gruppo è quello descritto al n. 0 10 in M', ma an­
che la curva è identica. Quindi si può dire che: 

Se una C5 possiede quaUTo piani stazionari singola1·i di cui i punti d·i 
contatto formino nn gn~ppo annonico, xu C5, essa è dotata di ttn gn~ppo di 
ottavo ordine, evidentemente isommfo oloedrico a quello che tt·asjonna i1~ se 
stestta una jonna binm·ia annonica di quattt"o elementi. 

11. Finalmente le curve (a) e (b) del N. 4 non possono manifesta­
mente possedere gruppi di doppia piramide perchè, mentre la t deve scam­
biare À con p,, la T deve trasformare in se stesso il tetraedro fondamen­
tale (le quali due condizioni sono incompatibili). Sono dunque esauriti 
anche i gruppi della doppia piramide. 

Il Gruppo del tetraedro. 

12. Siccome l'unico gruppo quadrinomio che possa spettare a una 
Ca è il G, 11 (n.0 5) così, se esiste una C, dotata di gruppo tetraedrico, 
questo deve contenere il G, 11 come sottogruppo. Dunque ìl gruppo tetrne­
drico cercato non può essere che il G12", o il G12

111 (M n. 0 3). Ma il G12
11 

lo si esclude subito, perchè le sue collineazioni a periodo tre sono bias­
siali, la C5 che lo possedesse dovrebbe dunque avere due cuspidi (n. o 2) 
le quali dovrebbero quindi comporre una coppia invariante di punti, 
mentre G12

11 non ammette certamente nna tale coppia. Rimane quindi a 
considerarsi il solo G12

111 per la descrizione del quale mi riferisco a M 
n.i 3 e 4. Per metterlo in relazione con una C5 , in guisa che essa lo 
possegga, si può osservare, anzitutto, che la C5 cercata non deve avere 
punti doppi (perchè come non esiste un punto invariante rispetto a G12m, 
così non ne esiste nemmeno una coppia e C5 non può avere più di 2 punti 
doppi). È anche facile vedere che i piani stazionari di C5 o saranno tutti 
e 8 distinti, ovvero si ridurranuo a 4 singolari. Infatti un poliedro inva­
riante rispetto a G12

111 è composto di 12 facce, o di sei, o di quattro. Se 
le facce debbono essere piani stazionari di C5 si esclude che possano 
esser 12. Si esclude anche che possano esser sei, perchè allora ogni piano 
stazionario passerebbe per un asse di una delle involuzioni gobbe del 
gruppo e poichè il G12

11 opera transitivamente sopra di questi assi, ne 
seguirebbe che ciascuno dei piani suddetti dovrebbe contare come uno 
nella enumerazione loro. Rimarrebbe quindi una coppia ulteriore di piani 
stazionari che dovrebbe essere invariante rispetto a G12

1
". Dunque non 

restano che due ipotesi da discutere: o gli otto piani stazionari, essendo 
tutti distinti, si diviJono in due tetraedri invarianti ciascuno; oppure essi 
coincidono, a due, a due, in quattro piani stazionari singolari formanti un 
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unico tetraedro invariante rispetto a Gi 2
111

• In conclusione le 0 5 dotate 
di gruppo tetraedrico debbono esser cercate fra quelle del n. 0 7 e del 
n. 0 8. 

13. Cominciamo da quella del n. o 7. La 05 è i vi riferita a 4 piani 
stazionari costituenti un tetraedro invariante rispetto al G, 11 già posse­
duto dalla curva. Riprendiamone la rappresentazione parametrica: 

xi = (a 1 + b P-) (a' 1 + b' P-)\ 
x2 = (a 1- b P-) (a' 1 - b" P-)4

, 

x3 = (b 1 +a P-) (b' 1 +a' P-)\ 
x, (b 1 - a P-) (b' 1 - a' P-t 

Le due binarie biquadratiche 

j = a2b2 (14 + fJ-4
) - (a4 + b') 12P-2 = (). 

f' = a'2b'2 W +P-') (a 14 + b'4) 12fl-2 =O 

rappresentano complessivamente i 4 punti di secamento e i 4 punti di 
contatto dei 4 piani stazionari fondamentali. Le involuzioni binarie 

( - 1 P-) . (P- 1) . (- P- 1) 
1P-'1P-' 1# 

individuano rispettivamente le involuzioni gobbe 

(x2 xi x 4 x3) , (x3 -x4 xi - x2) , (x' - x3 X2 -xi) 
xi x 2 x3 x4 x1 x2 x3 x, xi x2 x3 X4 

le quali insieme alla identità compongono il G,11 già posseduto da 05. 
Ebbene ecco le condizioni che si presentano necessarie per l'esistenza del 
G12III. Anzitutto il tetraedro attuale dovendo essere in variante rispetto al 
nuovo gmppo, le due forme f ed f' saranno equianarmoniche coniugate: poi 
ogni faccia del tetraedro suddetto deve essere invariante rispetto a un 
determinato sottogruppo di 3" ordine: finalmente essendo questi sotto­
gruppi costituiti di collineazioni assiali (M n.i 3 e 4), la 06 deve essere 
della specie (b) descritta al n° 2. E quindi la retta che unisce il punto 
di contatto al punto di secamento di uno stesso piano stazionario deve 
essere asse di piani uniti per un sottogruppo di 3° ordine. 

Dimostriamo adesso che queste condizioni sono sufficienti. In forza 
di esse si ha 

!=l'+ P-'+ 2i Jl312f1-2 =o, f' = 1' + f~-4 - 2 i Jl3l2 P-2 = 0 

per cui si può prendere a= (1 +i) (V3- 1), b = 2. Quanto ai fattori: 

a'l + b'#, a' 1- b' P-, b' 1 +a' ft, b' l -a.' P-

CIANI . 31 
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non si può dire altro, per ora, che debbono essere uguali, o proporzionali 
ai quattro 

dove 

ex = (l - i) (y3- l, 

ma in quale ordine non si può dire. Per deciderlo si osservi che per 
ottenere sopra 05 il gruppo binario gt 2 subordinato del G12

111, basta ag­
giungere al gruppo quadrimonio binario già esistente, la sostituzione a 
periodo tre 

- l i (l + ,u) ). - ,u ! 8=! ). ,u l" 
Essa attua i seguenti trasporti (cf. anche M', n. 0 5) 

in 

» 

>> 

» 

e analogamente 

in 

» 

>> 

» 

l+ i + y3(1- i) 
2 

-l- i+ y3 (i- l) (2 ). _a ,u) 
2 

- l +i +/3 (l + i) (a). + 2 ,u) 

-- l + i -~ y3 (1 + i) (2 ). +a ,u) 
.<J 

l - i + Y3 (1 +i) ( 1 ) 

2 
2,-a,u 

l + i + r (i - l) (2 ). + a ,u) 

l + i + ~3 (i - l) (a). + 2 ,u) 

i - l - y3 (1 + i) ( 1 - 2 ) 
2 a, ,U• 

Da cui segue che, per la s, sono uniti i punti 

2 ). + a ,u = o, a ). - 2 ,u = O 

quindi essi saranno punti di secamento e di contatto di uno stesso piano 
stazionario e per conseguenza vanno accoppiati. Servendosi poi dt-lle in­
voluzioni binarie già esistenti, si vede che gli altri vanno cosl accoppiati: 
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(2 l - a J1- = O, a l+ 2 J1- = O} ; (a l + 2 J1- = o, 2 l - a J1- = O); 
(a l - 2 J1- = o, 2 l +a J1- = O). 

Per cui la rappresentazione definitiva di 0 5 è: 

xi = (a l + 2 J.L) (2 l- a J.L)i, 
x 2 = (a l- 2 J.L) (2 l+ a J.L}t, 
x3 = (2 l +a J.L) (a l - 2 J.L)'~ 
x 4 = (2 l- a J.L) (c:x l+ 2 Jl-) 1• 

Se ora si osserva che 

1 
* l _ i + ~3 {l + i) r = 

1 
t +i +t (i _ l) r 

si vede facilmente che il gruppo binario di 3° ordine 

r = 1, 2, 3 

produce il gruppo quaternario di 3° ordine 

48S 

che trasforma 0 5 in se stessa e insieme al gruppo G4
11 , già esistente, ge­

nera il Gi 2
111 cercato. Vedremo al n° 16 che la 0 5 è di seconda specie. 

14. Passando adesso alla 0 5 del N. 8 non c'è da fare altro che ri­
portare il n. 0 12 di Ill'. La 05 possiede quattro piani stazionari singolari 
e la forma dei quattro punti di contatto sulla curva è equianarmonica. 
La rappresentazione parametrica è quindi: 

xi= (aÀ + 2 Jl-)5 , 

x 2 =(a À - 2 Jl-)5 , 

x3 = (2 À +a Jl-)5
, 

Xt = (2 À - a Jl-)5, 

dove a è quello del numero precedente e la 

f = l ' + Jl-4 + 2 i V3 l 2 l"'~ = o 
è la forma dei punti di contatto. Il G12m è quello già individuato nel 
numero che precede. La 05 che lo possiede è di 1• specie (M', no 9). 

15. Riunendo i resultati dei due numeri precedenti possiamo dunque, 
dire: 

Il solo gruppo tetraedrico che possa appartenere a curve gobbe razio­
nali del quinto ordine è i l Gi2m dotato di due rette invarianti (.11 n.1 3 e 4). 
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Esistono d~te mtrve C5 ckc posseggono un tale gruppo: una di 1"' specie 
e l'alt·ra di 2" specie. La pt·ùna è caratterizzata dall'esistenza di quattro 
piani stazionari singola.ri con la ~tlter·iot·e condiziop,e che la fonna dei quat­
tro punti di contatto su C 5 sia eq1tianannonica. La seconda ha invece tutti 
distinti gli otto piani stazionar·i : essi si dividono in d1te quaterne in guisa 
che le forme dei punti di contatto e di secamettto di una stessa quaterna 
(su C5) sono equianannoniohe e dotate dello stesso covat·iante sestico. 

16. Tralasciamo di notare le proprietà più salienti della prima delle 
due curve precedenti perchè ciò è fatto in 111' (n.i 13, 14, 15). Piuttosto 
ci occuperemo ora di una particolarità notevole della seconda. Abbiamo 
già osservato al n. o 13 che essa appartiene alla. specie (b) del n. o 2. Cioè 
ogni sottogruppo di 3° ordine individua una coppia di piani stazionari 
tali che il punto di contatto per l'uno è punto di secamento per l'altro, 
e tali due punti sono uniti sull'asse di piani uniti del sottogruppo. Ora 
se si pensa che i sottogruppi di 3° ordine contenuti in G12

111 sono quattro, . 
si perviene al seguente teorema: 

Gli otto piani stazionat·i di una C5 di 2"' specie, dotata del gruppo 
tetraedrico G12lll, si dividono in due quaterne invarianti in guisa che i 
punti di contatto e di secamento dell'una sono i punti di secamento e di 
contatto dell'altra. 

Si può anche dire che tali otto piani si dividono pure in 4 coppie cosi 
che i due di 1tna stessa coppia si scambiano fra loro punto di contatto -e 
punto di secamento: sulle 4 coppie il G12u 1 funziona manifestamente da 
gruppo alterno. 

Finalmente ricordando che gli otto punti uniti che esistono sugli 
assi di piani uniti dei 4 sottogruppi di 3° ordine giacciono, a 4, a 4, sulle 
due rette invarianti del G12

111 (M ni 3, 4) abbiamo anche: 
Gli otto p1tnti di contatto (o di secamento) delle d~te q1taterne suddette di 
piani staziona-ri, si tt·ovano, a, 4, a 4, sulle due rette invarianti del gruppo 
e sopt·a ciasmtna costit1tiscono evidentemente due fonne equianartnoniche. 

La curva possiede dunque due quadrisecanti, quindi ne possiede in­
finite ed esiste sulla quadrica invariante del gruppo. Essa è dunque di 
2"' specie. 

17. Per completare la ricerca faremo osservare che non esistono grup­
pi ottaedrici, nè icosaedrici appartenenti a una C5• 

Infatti se esiste una C5 dotata di gruppo ottaedrico, il sottogruppo 
alterno deve essere il G12

111 dei numeri precedenti e la C5 non può essere 
certo quella che possiede quattro piani stazionari singolari, perchè la for­
ma dei 4 punti di contatto non può essere invariante rispetto al gruppo 
ottaedrico binario subordinato che verrebbe a individuarsi su C5• Quanto 
all'altra C5 che possiede il G12

111 si osservi che per ottenere sulla curva 
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il gruppo binario ottaedrico subordinato, occorre costruire una involuzione 

capace di trasformare in se stessa la ( -~ ~) e l'una nell'altra le due: 

(i :) , (-r ~) · 
Si è così condotti alla (-i i ~). Ebbene essa trasporta punti 

al + 2ft= O, 2l - aft = O 

che sono uniti per uno stesso sottogruppo di 3° ordine (N. 13), nei punti 
al + 2ft= o, al - 2ft= O che sono uniti per due d·iversi sottogruppi di 
3° ordine. È dunque impossibile la costruzione di un gruppo ottaedrico 
appartenente a 0 5• 

Circa poi alla esistenza di un gruppo icosaedrico basta semplicemente 
osservare che fra i gruppi della piramide abbiamo trovato casi di 0 5 che 
ne posseggono uno, tna solo uno che abbia il periodo uguale a 5 (n. o 4): 
ora i sottogruppi di 5° ordine di un gruppo icosaedro sono invece sei. 

Non esistono dttnque 05 dotate di gntppi ottaedr·ici, o icosaedt·ici. 
La ricerca è esaurita. 

Colgo l 'occasione attuale per correggere alcune sviste tipografiche della Nota pre­
cedente M'. Ecco le correzioni. L'ultima lettera della linea 7a a pag. 34ti invece di 
essere Q deve essere M; il primo Xa della linea successiva deve essere x4 ; la indicazione 
del no 16 a pag. 349 deve essere cambiata in n.o 10; il secondo x2 della linea 19 a 
pag. 351 deve essere x4 ; e in ultimo la R della linea 16 a pag. 353 deve essere cam­
biata in R'. 
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RISPETTO .A GRUPPI FINITI DI COLLINEAZIONI QU.ATERN.ARIE. 

(Rendic. Istit. Lomb. 1906] 

l. Il concetto fondamentale che mi ha servito nella presente Nota per 
determinare le sestiche gobbe trasformabili in se da gruppi finiti di colli· 
neazioni quaternarie è identico, nella sostanza, a quello che mi ha guidato 
nel risolvere lo stesso problema per le curve razionali del terzo, del quar· 
to e del quint'ordine (1). n gruppo quaternario che trasforma in sè la 
curva, individua su di essa un gruppo binario il quale, a causa della ra­
zionalità della curva stessa, presenta i soliti e ben noti casi di isomor­
fismo oloedrico con i gruppi della piramide regolare, della doppia piramide 
e dei poliedri regolari. L'esame dei casi da considerare è così ben iimitato, 
e con qualche appropriato espediente (volta, per volta) si giunge sempre, 
con facilità, alla rappresentazione parametrica della curva cercata e a quella 
del gruppo corrispondente. n caso più interessante, per le sestiche, è 
quello del gruppo icosaedrico il quale individua una sestica invariante 
talmente collegata alla geometria del pentaedro, che ho stimato utile di 
presentarne le proprietà più notevoli nel mio studio « sul pentaedro >) re­
centemente pubblicato nei Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. 
Citerò, fra queste proprietà (ad esempio), quella di possedere infiniti piani 
tritangenti formanti una sviluppabile razionale di 6"' classe intimamente 
collegata al pentaedro. È così realizzato un esempio (credo il primo) di 
sestica gobba irriducibile dotata di una semplice infinità di piani tritan-

(l) Mi permetto di richiamare qui i seguenti miei lavori in proposito; 
Sopra i gruppi finiti di collineazioni qrtaterna1'ie dotati di cubiche gobbe invarianti. Rendio· 

Circ. mat. di Palermo 1902. 
Sopra al.cuni gruppi lineari quaternari dotati di quartica, o di quintica go~ba razionale in­

t~ariante. Rendic. Istit. 1omb. 1904. 
Le curve gobbe razionali di quinto ordine invarianti rispetto a gruppi finiti di collilleazio­

ni quaternarie. Id. id. 
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genti. Passo ora ad esporre i casi rimanenti , o meglio ~ i principali>> per­
chè quelli inerenti ai gruppi della piramide e d(-'.Jla doppia piramide sono 
di così ovvia costruzione e di così scarso interrsse che basterà accennare 
appena al metodo generale che serve a ottenerli. 

2. Gmppi della pira1nide. - Un tale gruppo è costituito dalle potenze 
di una stessa collineazione quaternaria, a periodo finito, che potremo rap­
presentare con la sostituzione: 

dove a è radice primitiva di xn = l ed n è il periodo. Rappresentiamo poi 
parametricamente una sestica razionale gobba 06 con 

irk = a6k À
6 + a 5k A5 P-+ a4k À

4 P-2 + a ak À
3 

/)-
3 + 

+ a2k A2 
/)-

4 + a1k). P-5 + aok P-6 

k=1,2 , 3,4. 

Se 06 deve essere invariante rispetto ad S, verrà a individuarsi sulla cur­
. va una proiettività binaria di ugual periodo che potremo indicare mediante 

la sostituzione 

8 =(a: ;) . 
Si osservi adesso che i sette termini della binaria, rappresentante 

xk, si distribuiscono, rispetto alla 8 , in gruppi che per effetto di 8 si ri­
producono a meno di un fattore esterno che è una potenza di a. Dunque, 
ognuno di questi gruppi può manifestamente rappresentare una coordinata 
e non rimane altra difficoltà che di sceglierli in guisa che la 0 6 non si 
spezzi. Ad es. il periodo sia uguale a 4 , di guisa che sia: 

(
i). P-) 

8=). P-. 

I gruppi in parola sono: 

a6k).
6 + ~kÀ2 !A-4 ; a5kÀ5 !A- + a1k.l !A-5 ; 

aak _l3 !A-3; a!k ).4 !A-z + aok IA-6. 

Quindi, fra le altre, si perviene alla seguente 0 6 : 

x 1 =a 51 À6 + a21 À
2 !A-1, 

x2 = a 52À5 !A- + a12 ÀjA-5, 

Xa = a aa ).3 !A-\ 

x4 =aH ).4 !A-2 + ao4 jA-6, 
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che è in variante rispetto alla collineazione: 

e a tutte le sue potenze. 
3. Gruppi di doppia piramide. - Un tal gruppo si ottiene da un grup· 

po di piramide semplice, aggiungendo una opportuna collinea.zione quater­
naria a periodo 2 capace di trasformare in se stesso il suddetto gruppo 
di piramide semplice. Sulla 0 6 viene a individuarsi una nuova iuvoluzione 
binaria che può rappresentarsi con la sostituzione 

Riferendoci alla 0 6 del numero precedente si vede subito che basta sia 

a51 = ao4, a21 =aH, a52 = ·a12 

perchè_ la curva risulti invariante anéhe rispetto alla collineazione 

e quindi rispetto al gruppo generato da S e da S' che è manifestamente 
del tipo della doppia piramide e di 8° ordine. 

4. :Fra i gruppi in parola è specialmente interessante il quadrinomio. 
I gruppi quadrinomi dello spazio a tre dimensioni sono di tre specie ma 
tutti contengono delle involuzioni gobbe (1) di guisa che conviene prendere 
come punto di partenza una 0 6 invariante rispetto ad una involuz. gobba. 
Secondo le indicazioni date nel N°2 rappresentazione di una tale 0 6 è della 
forma seguente: 

x t = a61 ,t6 + aH .t• Pz + a21 ,tz ~· + an ~6 

X2 = a62l6 + a42À
4 P2 + a2a À

2 ~· + ao2~6 
Xa = a5a l 5 ~ + aaa À3 ~~ + ata l ~5 

x4 = a54 l 5 p+ a 34 l 3 l+ a14 l ~6 

la involuzione binaria 

(
- À !L) 

8 = À fL 

individua la involuzione gobba seguente: 

(l) Cfr. la mia memoria : Sopra i gruppi finiti di collineazioni quaternarie oloedricame11te 
ieojormi con quelli dei poliedri regolari. Ann. di mat. 1902. 
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che trasforma 0 6 in se stessa. Con questa rappresentazione è ovvio rico­
noscere che (quando i coefficienti sieno generici) uno degli assi di S è cor­
da principale di 06 e l'altro non la incontra, o altrimenti, in un caso par­
ticolare, la 0 6 ha un punto doppio su di uno degli assi in parola e non 
ha punti sull'altro. Questa osservazione serve ad escludere che Or- possa 
riuscire invariante rispetto al gruppo quadrinomio le cui involuzioni gobbe 
hanno per assi tre coppie armoniche, a due, a due, di una medesima serie 
rigata (è il così detto GP della mia citata memoria). Infatti una qualun­
que delle involuzioni iu parola permuta fra loro gli assi di una qualun­
que delle due rimanenti. La supposta 06 dovrebbe dunque comportarsi in 
ugual modo rispetto ad entrambi tali assi. 

Rimangono a considerarsi gli altri due gruppi quadrimoni G/ e Gin, 
pag. 4 della cit. memoria. Consideriamoli separatamente. 

5. n G4I è composto dalla identità e da tre involuzioni gobbe di cui 
gli assi sono le tre coppie di spigoli opposti di uno stesso tetraedro . .As­
sumendolo come tetraedro di riferimento, le tre involuzioni suddette si 
rappresentano con le sostituzioni seguenti: 

La 0 6 invariante è la seguente: 

xi =a (À-6 + ,u6) + b (lz ,u• + ).~ ,u2), 

:1'2 = c (lll - ,u6) + d (J.2 ,u4 - l4 /), 

:r3- e (J.5 ,u + l ,u5) + f l 3 ,u\ 

11:4 = g (J.5 ,u - À. ,u5), 

e le involuzioni binarie, individuate su 0 6 dalle involuzioni gobbe prece­
denti, sono ripettivamente quest-e: 

I tre spigoli del tetraedro fondamentale esistenti in .r4 = O , sono tre 
corde principali della curva. 

6. li GPI è costituito dalla identità, da due omologie armoniche tali 
che il centro dell'una esiste sul piano fondamentale dell'altra e dalla in­
voluzione gobba che nasce dal prodotto di tali omologie: per cui gli assi 
di questa involuzione sono costituiti dalla retta che unisce i centri e dalla 
intersezione dei piani fondamentali. L'una, o l'altra di queste rette sarà 
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corda della curva cercata (N° 4). Si "trovano quindi due tipi di 06 proiet­
tivamente diverse che sono le seguenti: 

l :: :, ~~: : ::~ : ~' ~~: :: : ~: ::~: 
~ Xa - e (16 - ,u6) + d (14 ,_.z - lz ,u•l, 

1 x 4 e (15 ,.. + l ,u5) + j 13 ,,:
1 

; 

x 2 -a' (15 ,u +l ,u5) + b' 13 ,u\ 

Xa = c (15 l - l ,u5), 

x' = d (16 + ,u6) + e W ,u2 + lz ,u•). 

Il gruppo è costituito dalla identità e dalle tre collineazioui: 

di cui le prime due sono omologie armoniche e la terza è involuzione gob· 
ba. Esse individuano sopra G6 , rispettivamente, le tre involuzioni se­
guenti: 

7. Gruppo del tetraedro. -Cerchiamo le 06 invarianti rispetto a grup· 
pi tetraedrici. Il sottogruppo quadrinomio sarà necessariamente un G4

1 (N° 4). 
Infatti non può essere un GP perchè non esistQno 06 invarianti rispetto 
a GP (N° 4): non può essere a,m, perchè G,lll non è sottogruppo di al· 
cun gruppo tetraedrico (cfr. la mia cit. mem. al N° 2). Riprendiamo dun· 
que la 06 del N~ 5. 

Disponendo opportunamente del punto unità, noi ne porremo la rap· 
presentazione sotto la forma seguente: 

l x1 = 16 + ,u6 + 15 m (l l ,u' + 14 ,u') 

l x = 16 - ,ufl + 15 n (12 ,u4 -- l~ ,u2
) 

(1) 2 

x 3 = 6 (15 ,u + l ,u5) -j- 20 p l~ ,u3 

l x, = 6 (15 ,u - l ,u5) 

allo scopo di semplificare i calcoli che seguono. 
Si domanda ora: a quali condizioni deve soddisfare la precedente 06 

affinchè essa riesca in variante rispetto a un gruppo tetraedrico 1 
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A tal fine si osservi che quando tali condizioni, qualunque esse sia­
no, verranno soddisfatte, sarà individuato sopra 0 6 un gruppo tetraedrico 
binario subordinato che si ottiene aggiungendo al gmppo binario quadri­
nomio già esistente (N° 5) la proiettività binaria definita dalla sostituzione: 

l -l' ì 
l' i . 

Ebbene, perchè questa sostituzione binaria individui una collineazione qua­
ternaria capace di trasformare la 0 6 (dianzi rappresentata) in se stessa, è 
condizione necessaria e sufficiente che la sostituzione suddetta trasformi 
in sè la involuzione fondamentale (I) la quale può ritenersi definita dai tre 
gruppi seguenti (che sono linearmente indipendenti): 

che 

j.4 !A-z __ Àz J-1.4 _ m (ì..6 -t- !A-6) =o, 
1~ J-1.2 _ Àz J-1.4 + n (16 _ JA-6) = o, 
p (ì..5 !A- + l JA-5) - 2 j.3 J-1.3 = o . 

Per effetto della sostituzione ultima scritta essi divengono: 

(15 !A- + l J-~.5 ) (l + 3 tn) + À3 J-1.3 (10 n~- 2) = O 

(14 J-1.2 + 11 JA-4) (l + 15 n)+ (16 + J-~.6 ) (n- l)= O 

(14 J-1.2 -12 JA-4) (- 3 + 5 p)+ (16 - JA-6) (p + l)= o. 
Ecco dunque le condizioni cercate: 

si riducono a 

1+3m 10 11t- 2 

p - 2 

l 
l +15n n- l 

l - tn 

l 
- 3+5p P+l 

l n 

due sole indipendenti: Ad 

p-1 
tn=5p+3 

1=0 

1=0 

\=0 

es. le seguenti : 

Si può dunque dire : La sestica rappt·esentata para1netricamente dalle (l) di 
questo N° (dove 1n ed n hanno i valori precedenti) è invariante rispetto a un 

(l) M ARLETTA, ~ulle curve ra.zionali di quinto ordine. C ire. ma t. di Palermo 1905. 
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gruppo quaternat·io che non è soltanto isofonno oloedrico, ma anche pt·oietti­
vamente idewtico, a qnello delle 1·otazioni del tetraedro regolare. 

8. Grnppo dell'ottaecl1·o. - ll gruppo binario dell'ottaedro si ottiene 
da quello del tetraedro per l'aggiunta della sostituzione: 

c~ :) . 
Occorre dunque che questa trasformi in se stessa la involuzione fonda­
mentale. Aggiungendo le nuove condizioni che così si trovano a quelle 
del N° precedente, si perviene a due casi proiettivamente diversi che sono 
i seguenti: 

l 
xi = (lt + P.z? 

x2 =(l~ - p.2)3 
(2) 

Xa = l 3 1-'3 

x4 = l5 P. - l f'-5 • 

9. Consideriamo separatamente queste due curve, cominciando dalla 
( 1 ). Per costruire il gruppo ottaedrico che le spetta si osservi che il sot­
~gruppo quadrimonio è quello del N° 5. Aggiungendo la sostituzione qua­
ternaria 

generata dalla binaria 

si trova il sottogruppo tetraedrico. E finalmente aggiungendo a quest'ul· 
timo la 

generata dalla 
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si perviene al gruppo richiesto. L'ultima collineazione quaternaria scritta 
è assiale: dunque si può dire che: 

La sestica (l) del N° precedente è invm·iante rispetto a un gruppo che 
non solo è isomorjo oloedrico, ma anche proiett·ivamente identico al gruppo 
delle rotazioni dell'ottaedro t·egolare, o del cubo. 

Ne segue subito che la curva è pt·iva di punti doppi. 
Ciascuno dei due piani x 3 + x 4 = O , X:l - x 4 = O seca in un punto la 

curva e nell'altro ha contatto cinque-punto, con la ulteriore particolarità 
che il punto di contatto per uno è punto di secamento per l'altro. A cau­
sa della esistenza del gruppo resulta subito anche la esistenza di altre due 
coppie di piani analoghi ai precedenti e un calcolo semplice (che per brevità 
ommettiamo) dimostra che non vi sono altri piani a contatto di 4° ordine. 

Attorno a questi si delinea una semplice, ma interessante configura­
zione, collegata alla curva nel modo espresso dalla seguente proposizione: 

Esistono sei piani ogn1Hw dei quali seca la cut·va in un punto e nell'al­
tro la tocca con contatto cinque-punto. Essi si dividono in tre coppie così che 
quelli di ciascuna coppia si scambiano fra loro punto di contatto con punto di 
secamento. L e tre corde principali che ne risultano esistono in uno stesso pia­
no che è il pia.no invariante del gruppo (il piano all'infinito nel caso dell'ot­
taedro). Se per ciascntta di queste corde si conduce il piano coniugato armo­
nico del piano invariante, rispetto a quella coppia di piani suddetti che pas­
sano per tale corda, si t·rovano tre piani il cui punto comune è il punto in­
variante del gruppo (centro nel caso dell'ottaedro). 

I punti di contatto dei se·i piani sopra nominati appm·tengono ad una 
medesitna conica e costituiscono tanto su di essa quanto sulla sestica tre cop­
pie armoniche, a due, a due, ecc. ecc. 

10. Consideriamo finalmente la (2) del N° 8 cioè la 

x1 =W+"'?r 
x2=W-"'"Y 
Xa = ). 3 "'' 

x4 = ).5"' -l fi-5 

Per costruire il gruppo relativo si assuma il solito sottogruppo quadrino· 
mio del N° 5, si aggiunga la collineazione quaternaria : 

generata dalla 

l-fJ. 

fJ. 
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e si troverà il -sottogruppo tetraedrico: aggiungendo in ultimo 

generata d~lla 

si troverà il gruppo cercato. L'u-ltima collineazione non è assiale, ma ha 
soli quattro punti uniti. Dunque il gt·uppo in pat·ola mentre è isomorfo 
oloedrico con quello delle rotazioni dell'ottaedro, ne è pt·oiettivamente divet· · 
so: esso quindi sat·à costituito dalle omografie che pet·nwtano in t1ttti i nw­
di possibili 4 punti, o 4 piani, tenendone fisso un qttinto (piano e punto). 

Nel gruppo esistono sei omologie armoniche: si può dunque dire che: 
La cut·va è omologico-annonica in sei modi diversi. N e segue che essa 

deve possedere dei punti doppi. Infatti essi si determinano osservando che 
la nostra curva è l'intersezione completa delle due superficie seguenti: 

- x 1
2 + x 2

2 + 64 :r3
2 + 12 xl2 =O 

x/ - x1 x2 x3 = O • 

Dopo di che è ovvio constatare la esistenza dei quattro punti doppi le 
cui coordinate sono : 

(8 i' 8' l' -4 i) 

(8 i' 8' - · l' 4 i) 

(8 i' -8, l' 4 i) 

(-Si, 8' 1., 4 i). 

Ecco quindi come può descriversi una notevole configurazione inerente a 
questo caso: 

La nostra sestica possiede quattro punti doppi ed è invariante rispetto 
al gruppo otta.edrico di collineazioni che permuta itt tutti i modi possibili 
questi quattro punti doppi tenendo fissi inoltre un punto e un piano che so· 
no polari l'uno dell'altro rispetto al tetmedro dei punti sttddetti. Se dal pun­
to fisso si pt·oiettano i punti doppi in parola, i tre piani diagonali del qua­
drispigolo che ne resttlta sono tre p ·iani bioscttlatori della curva: i sei punti 
di contatto relativi giacciono stt di una conica che esiste sul piano fisso sud­
detto e considerati tanto snlla conica quanto sulla sestica, comp01tgono tre 
coppie armoniche, a due, a due. 

Poli ecn 'co di Torino 
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