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SPAZI A OODESSIOD PROIETTIV.A 
=============··=·=======~=====• 

I n t r o d u s i o n e 

l e Generalitl. Cenno atorioo: geometria proiet~iva in 
uno spazio o connessione aff ine. 

La •Geometria cJitf'erenziale proiett1va•, quale stu­
dio ~elle propr~etl differènziali degli enti(ourve,su­
perfioie, varietà) di uno spazio ambiente protettivo 

- - , 
invarianti per trasformazioni proiettive ~ell'a~biente 
si à 9Y1luppaia a partire dagli ultimi decenni del se­
colo scorso e part1eola me-nte nei primi· tr'Et d"eaentli del 
presente secolo, sopra~utto in Italia. Se la confronti~ 
ao oon la geometria differenziale c la sei c· cio~ metr·toa, 
ohe •~dia le proprietà tnvarianti pei movimenti (o an 
che per le s-imili tudirìi) entro uno ape zio· dotato di una 
metrica euclidea, notiamo una differenza sostanziale: 
tra le proprietà metriche di una varietl tn ambiente eu­
clideo un gruppo ~articolare, bene individuato, si sta~ . 

ca e costituisce una ~eoria autonoma, che pub svolgersi 
i)1d1p~ndente:nente dalla considerazione dell •ambiente •!!..t 
ol14eo eio~ dalla particolare configur azione ohe l'et~.- "!! 

te atucS1atc t1B· nelÌ • ambiente: ed è l ò swtio delle pro_ 
.. prietà lepte soltanto all'espressione del d:J 1 (quacJ%!_ 

to dell'elemento lin~are). Oio~: ~lo st~dio delle prs­
prietà ohe l 'ent e suppo s to ha quale -re:t1età riemanniana, . 
in cui la geometria~ appunto de~inita mediante l'asse­
gnazione del dj 2 : 11 che dà luogo, oome è ben noto,ai 
la determinazione non solo d~1le tun.gbeaze ma anche cJe­
JJli angoli 

1 
are~, v oln.mi , -. ,.. ~ 41 tutto 11 complesso de!_ 

l e pyopwtetà i nv'.srin!lti pe r -l s eventuali •neasiont• . 
4cl l e 'f8 riet~ nel1'ambi~nte. J bbene :. Dul.l a tU, · an~ :ogo_ a 
questa ·~ome tl:'i~ ~iemEtnn~sns t. ri preeetna nello studi o 
.tlit:ter9nzfaltò delle Ya;A-etk $1 uno apazio l)rOiettivo 
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( s'intende: in relazione al gruppo delle trasforma­
zioni proiettive) ; come pure nello studio di~feren­
zi ale degl i enti nello spazio affine o in quello ~ 
fo rme (di Mebiue)e Pi~ esattamente: peràe significa­
t o, Ae passiamo all 9 geometria dei gruppi proiettivo. 
affine, conforme (ee vogliamo limi terei qui ad accen­
nare alle pin semplici e ·note geometrie • a gruppo :fon 
damentale• secondo Kle1n, all'infuori di quello ordi= 
nario od euoli~eo) la costruzione intrinseca di una 
geometria nello spazi o curvo a sè considerato . secon-
4c Riemann• Una possibili tà di ooet~~i re anehe una 
geometria pro~ettiva ourve .(come una geometria affine 
ç> oonforme ourva) su uno eps zio qualunque considerato 
a eè, anzioh~ indotta dalla geometrie di un ambiente 
proiettivo , si è p~es&ntata mediante l'introduzione 
delle "connessio-ni" j.n uno spazio au:rvo , sec·ondo WEYL 
e CARTAW;ori ginate alla l or o volta ~all'introduZio­

ne del "' pa·:ralleli smo11 negli spazi :r iemaruiiani, seoondo 
LEVI-CIVITA. 

Rammento, per comincia r e dal caso pi~ eemplioe,qhb 
c!' al tra parte s 'J;a anche a ba se di una part e degli svi­
luppi che. seguira nno, ·le definiz!~ne di uno spazio o 
oo.nnee ~ i one affi ne secondo VIEYL; e ~~ è uno spa2lio ~ -s 
un numero qu alunque n di · dimans:lcnu. 11 in cui è tlS$&88!. 
ta una legge di .trespo:rto dei Vl!ttori ,mediante lln si_ 
stema differenzi.al e del la forma 

(1. 1 ) · ,.._·l. Lt: ~ ~jcL i "' 
a'i. + :~ t?· ..,. cr · u.. =v 

t 
ove le u ( e..l -=' .. t ..} 'A "1=- ~ <, .. 7 n) s~no coordinate curvi l inee 
nello spazio sv.; po.sto e le L:Jr ( !_)t=J rametri o componenti 
~lla connessione · ) sono tu~zion1 assegna te dell e u~. 
Ber definizione sono vettori •paralleli• o megiio •equ! 
pollent~· due vetto~i appsrte~enti a una serie i nt egr a 
le del sistema (1 . 1 ), ù sc enti da una l i nea assegna ta ad­
arbitrio. La nozi one u.aual~ di paTalle11 smo ?t fondamen_ 
tale per la ooptruzione della ordinaria geome tri a af~i­
ne : la nuova nozione di •peralle11smo•as~€gnata median 
te ~n ~~stema (1.11 ata a bas~ ~ella costruzione di u~ 
sor ta 41 geometria a f flae nello èpaZio curvo, la ~o­
metri• dello epas i o • a connessione affine • . D1f1'e r•n· 
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za sostanziale è questa ': ·eh~ nello spazio a connes­
sione affine generalmente 11 trasporto per paralleli­
sm~ non è integTabile,cioè à legato alla linea di tra~ 
sporto. 

ttanelogo delle ~linee rette", che nello spazio a!_ 
fi~e poe s~no caratterizzarsi quali linee "autoparall•-
1e~. è costituito dal le linee autoparallele o ge~de-

t iche d~llo spazio a oonneesione affine : rappresenta_ 
bili, oon scelta c onve niente del .pa rame-tro ::1 cui 1 
punti di ci ascuna di esse eono riferitiJmediante un ei_ 
eterna differenziale ~ 

l 2 t 
Cl l-L 

'2 

+ L fl 't d -:! 
---:---- -

d-1 
o. 

Ii passaggio 1alla geometria affine curva (o a con­
nessione gffine, a ~lella ~roiettiva non è affatto 1 ~ 
media~o o ben9le : la definizi~ne dal WEYL pe~de aignt_ · 
ficato perohè nello spazio proiettivo,. manca la nozione 
di •vett~reti. ~~e processi acstanzialmente diatinti,do_ 
•ut"i al WEYL al CARTAN ~ conducono perb in modo p1~ o 
meno diretto a i ntrodurre anohe nei quadri della geo­
metria proie~ ti~a una no:zione di •oonnessione"ji"e due 
general1zzezf oni ch.e, dell'oròinaria geometria proiet_ 
tiva, vengono cosi coatruit~ sono d'altra parte fra 
loro oo:legete e anzi una - quella del WEYL - rientr~ 
n~lvalt~a quale aspetto pa rticolare. 

Cominciamo appunto dalle vedute del ~, aa lui 
esposte in un lavoro del 1921. 

L'ordinaria geometl'ia protettiva 11'1 uno spazio pia· -no, o 1ineere 9 ~ in sostanza l~gsts alla nozione di 
linea retta, o di '!il lineamento: i il quan-to le traafOl'iJ!. 
~ioni o~og7afichs, almeno nel ca mpo reale, aono aempl! 
cemente le trasformazioni" puntua li dello spazio che mu- · 
tano rette 111 l'et te; e la g~ometriA proietti va, :tn sen 
so esteso, è apputtto lo s t udio delle pro-prletà invazi,én 
ti per omogrefies (I~ meuso stretto sono proprietà ·re- · 
tettive quslle i nvarianti anche pér oorr~la~oni ).· -
Ora 1n uno · spazio a connessione affine 11 rtto.1.o della _. 
11111: a retta è "enuto dalle linee ge~det~cbç, od auto-: 
J>&rallele, oome ho già aco~nWìto : ap-pare àunque na tur~ 



le definire, aeoonac il W3TL,•proprJetà proiettivèc 
o •Bosioni pro1ettive 9 entro uno spazio s conneesio-
ae affine le propr iet à e l e nozioni che hanno csrat 
te re invaria n'te -per tut~ e le tre s'formazioni della 
~nnessione che conservano l geodet iche , cioè pe~ le 
t ra eformazion1 puntuali che mutano geodetiche in geo­
~eti ohe. Da un p\lnto di vista analitico: mentre le pro 
prietA •affini• di uno spazio a connessione affine so: 
tto tutte quelle esprimi bili me4iante i parametri L:.,.. . 
~ella connessione, quelle •proiettive• ·doYranno esàe­
re legate eolo al sistema delle autoparallele; ora · 
~ueeta ~ determinata dalle ~~~ma non viceveraao In-
~a t ·U.: sna1 tutto le autoparallele dipendono sol tanto 
dai ooeffioient i .f7r~~~ella •oonneae~one simmetrica 
associata• all a ocnnessione affine L dt e non dal 
~tensore di to:rsio~" .Sj'/=- L[jz.J di questa. Belle (1.2) 
:n luogo delle Lj/- possiamo anche i n'tendere po s't'e le 
1.,-Jzi- • .Ancora: 1 valori di questi coe:!fioienti 10no l!__ 

gs ti all -'::! p8ramet:r1z.zazione delle linee integrali, 
ojQè alla ecelta dei parametri oui 1 loro puntt son r1_ 
f e riti; a un cambiamento della parametrizzazi_one cor­
r :lspolld.e un cambiamento dell~ T;/ ... della for• 

\1.3) 

( ève ~ ~ un qualunque vettore covariante). Le propri!. 
t~ proi~ttive della connessione affine J::r s~condo 
Wt. {L ecn.o le proprietà l egate -alle Z:/ =-L~n-;- in modo 
i nvariante per tutte le tras~ormasioni (1~3),Dne spa­
~i a connessione a~:!ine, ohe qui non· ~ restr1tt1vo sap-

~ 2 ' 2 
porre aimmetrioa, ci~ senza torsione. (L;;-=L, ... / =-T;t; ~;t=o) 
sonoproi,ttivam,ute equivalenti se rappreaentab111 
1•ano sull'altro pùato a punto con oonservazìone delle 
geodetiche, o1oè ae oon un'opportuna tras~ormazione· 
(1.3) combinata con un opportuno oambiameuto delle va 
"!"iabili 1 rispettivi parametri T;,_~ J .f;,~', poeeono idea= 
r. i fieaTsi4 In particolare uno &~azio a oonneeQi onQ ~f -~· i n.e ai d!rà p:ro11!tti'tfamen1e piano se fs proiett1V~èti~ 
~ :o equivaler.. te a uno spe~i o a f fine , 11 ohe pel":met:t"$ 
. ' .;.s,ituirvi uns geometria proietti va. 

Siamo qui natu?Slmente condotti a una digre,sione~ 



., , .. 
fel essO p&rticolare delle varietà %iemenn1ane e pn.L. 
speoislmente <tel·le superficie riemann1ane · il pto­
blema della rappresentazione geodetica ., o pro'1ett1_ 
va e in part i oolare della rappresentazione geodetica 
ne·l piano o i n uno spa zio euclideo (di ~imeneione e­
guale e quella della varietà) era stata gi à ampiamente 
s tudiato e anche proprio nelle sue relazioni con la 
geomat:ria proi~ttiva .. Il EEL'l'RAMI nel 1865 ha dimostl'!. 
to eh~ t utte e sole le ~~perticie a curveta?a (totale) 
oosta:1te sono almeno localmente rappresentabili con 
·oonsftnasiolle delle geodeti-che sul piano ; t!ei riaul­
ts"ti ottenuti si lt valso poi (nel 1868) per dare una 
elegante in,erpretszione della geometria piana non 
euol14ea 1per"ol1oa eu una super1'1o1e pseut!osferioa 
dello apaaio euclideo ordiDBrio. Pure .Del 1868 nella 
sua •teoria ton4a•entale degli ~pezi •i curvatura co­
stante• 11 BEL~•! eetendeva, iD pa%t~, il suo ~eore_ 
ma al osso delle varietà riemanniane (v,;) a p1~ 4imen­
e1on1, -mostrando che, tra esse, le Yn 8 ounatura oo­
~tante seoondo R!EMANW sono proiettivamente piane. 
L'estensione è stata completata da SCHLAPLI (1871): 
questi ha mostrato ohe anche inv-eX"aamente • una v;;_ rap_ 
presentabile con conservazione delle geodeti~he au uno 
apa~io euclideo h?n ~ di ne3esei t~ .. una 1/,;. a. cunat,Jra 
costante. 

Risultava cosl stabilita le possibilità 41 subc rd i 
nare le geometrie riemanniane a curvatura costante E':.. ­
la geometria proiettiva: il XLEilf ha .mostrato ohe ta­
le eubordinazione pub sempre farei al modo di OAYLBY 
cio~ in relaF.ione a una quadrica assunta nello spazio 

. ' ' 
proi~ttivo, ~ome assoluto di una geometria metrica. 
. Il KLElll (+873) ei basa sulla proprietà degli spa­
zi riemanniani a curvatura costante di ammettere l'as­
~Jioma del piano, secondo i .l quale una St~perf1cie, -geÒ- · 
detica in un punto cioè conten~nte tutte ~e geodeti-­
che . usot nt1 da questo seoondo una giaci tura pi.s na i 
to talmente ge ~detica, ot~ ~ont!ane interamente ogni 
geodetica J~llo spazio ohe abbia :!.a comuAe con e ese 
due punti.) tr le ala 1angen"e ~ D!mostrazicni d i rette 
della poae1 bili t• 41 costruire una geometria proiet-
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·~' 

ti va in uno spa!!Sio riemanniano ove valga l ~assiomE 
.,el piano sono state date da SOmJR (1886) e da OAR­
.,All ( 1926) .. 

_ 'r·~rnando al caso general : ·già 11 WE!L ha costru,!. 
to gli elementi fondamentali per lo studio p roietti~ 
·•'b degli ·spazi a eonneeeione a:fi'ine: partioola:rmen-

. te ·un tensore U{_;-- ·q { tenaore di WEYL o ~i curvatura 
proiettiva) il cui annullarsi in uno spazio di dimen­
sioni n ::::. 3 ~ la condizio-ne nece ssaria e suffic ien_... 
te perchè lo spazio aia proietti~ament~ pianb.(Per o~2 
tale te!l.Sore è semp re nullo : mf.• i l ~uo l'uol o nel t .eo_ 
rema ora a ccennato è allora p~eso da un. secondo tens2 
re "V;j;- t che per tz ~ 3 si a nnulla quando si annul-
1 ... Tr-- - · r:r '• 
~ v'<- '1/' J . . 

Nellò ste-sso indirizzo del WEYL, ee pure in un: pri,_• 
mo tempo oostr.11 te i n .modo indipendente ~ ai svolgono 
le ricerche della acuola ameri c ln-3 di Prinoeton (L .. })'. 
Eis·enhart, O.Veblen ; J.M. Thomae e T.Y "fhomas) sulla 
•geometria proiettiva dei e~nnaini!l (project i ve geomé­
try of -paths ) ~ •cammini • of •paths '' vengono detti {in 
senso ristretto: u n caso più ge~e?~l~ è sta~o atudia 
to da J . DOUG!AS) appunto le geodetiche di una connee: 
eione affine, o1ò~ le linee integrali di un aie-tema 
c!ifi'ereriziale della forma (l~!); geometria affine etei 
cammini lo studio della corrispondente oonnesaiòne · 
affine; geometria proiettiva (secondo DOUGLAS, descrit­
tiva) dei c~~mi ni lo studio delle propTieth 1ega~e sol _ 
tanto al sistema del l e curve integrali pioè appunto del 
le proprietà •proi ettive ~ ael la connessione secondo 
Wlfilh Un elemento fondamentale per quest'ultims geome­
tria ~ sta~ o indicato nel 1925 da T .Y . 'tHO~AS : egli h~ 
notato che _ l 'ente rapp:reaentato dalle componenti 
! •> z i -1 r 2 r p t r /.~a l 
- l. ~t = r; t - n; 1 r 5 j t? + 6é· 1r l 
~ 1nvariaQ.te per le trasformazioni (1,3) che conserva­
ao ·l e geodetiche . Anzi, due connesai oa1 a ffini sono 
proie ttivamente eauiva1eat;. proprio s eond-1zio:le che · 
siano { o possano-~n4ers1) eguali l e aorr1~~ndeni1 . 

ìT ~t- ; le quali n9n sono le componeu.ti di una{ ~n-· 
'le esione affine, nel senso che esse !'-..s nno pei "ambi'a-



men~ 41 coor dinate , una diversa legge di traé~or_ 
masi one . Ma mediante t ali qua ntità (che 11 !ROl~S 
~a chiama to • comp onenti della c onnessione pr oietti­
va • l ega ta ai s t.tppos ti •oammin~,, ; torse · i ntue,ndo la 
r elazione con l' ente già int rodotto per ·~a assai di_ 
ve rga , ~ome a oeenne r b, con la medes1ma·-denominaz1 one 
de l CARTAlf) si esprimono tut t i gli in7arianti proiet 
tivi della connessione affine . e in particolare (come­
è s tato mos trato nel 1926 da VEBLEN e J.M. THOMAS) le 
oondi~ioni per l 'equivalenza proietti va di d"'l.e cermes_ 
sioni affini (si mme t riche ). 

Lo etegs0 T.Y.~~OY~S ( nel 1926 ) ha completato 11 
si s t ema -~:(z/1,1 =- '02, -- -; n} con l 'i nt r oduzione di altre 
componenti in un sistema · 1;; (c<Jft;f" = OJ, ... . Jn} c~e egli _ 
ha interpretato quali parametri di una conness i one sf 

-1 - -f i ne entro uno spazi o ad n+l dime.nsioni, ove u,u~-/-'n• . 
un nuovo parametro U 0 si p~nssno quali coordinate our_ 
vi l~nee. Le pr oprietà di questa connessione affine 

i7t- f ) -d·imensionEJle sono tutte e sole le proprietà proiet 
tive cJ.ella conneosione a ffi ne (n-dimensiona le) di -
p a rte~za, va detto per~ che oi si riferisce qui alle 
p~ oprietà invariant i 1n r ela zione alle trasformazioni 

2 2 1 
· " .1 1 ~ / n / ) 

u =- u. ( [.[ ' u. ,-- -- . / u J 

u" = &t.o'-1-d:r.lfò(c-< .... J ·u n} l 
"! " {u'' n' ) 1 o , .... )u / 

sulle u..«, insomm~ in relazione a un gruppo limitato 
mediante oondi sioni che almeno in parte non hanno 
u n e~1dente · signiftcato geometrico~ 

In particolare il t ensore di CU?vatura della con 
n~ ssione *' r;; d i T .Y .THÒitAs congloba gli inv~rianti 
fondamentali di WEYL , i l suo annullamento à la condi 
zione peroh~ lo s pazio aasegnato sia proie~ivamen~e 
pi a no. 

J.ccan 'to al l 'interpreta zJ. one ( !7-+l )-dimensionale 
un' al-tra- è possibile: le ~r;; possono penserei come 
C{)mponenti di u~ v~ra e propria oonne$siolle proi:et 
ti va, nel senso ah e ora preciseremo ,secondo OAR!AN; di 
quella c he il OARTAlf chiamb connessione pr oiettiva nor 
~al e , legata a ppunt o a un sietema 41 •cammi!Ìi•. ... 
.BORTOLO TT/ - s; az/ Cl CMnesstone /Jrol~//jy~ Jlt~J. ·z 
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2~ Oonnnessione protettiva eecondo OARTAB; oenDQ 
eu alcuni ulteriori svilupp.i della teoria. 

Yeniamo appunto all'1ntro&uz1one di queste nozio­
ni.Premettiamo un cenno su1le vedute del CAR!AN nei 
riguer<!i· degli spa z1 a connessione affine; le quali 
appunto hanno per messo una generaliz zazi oae quale non 
poteva presentarsi nellvordine d'i~ee del WEYL ~ 

La rappresentazione ( 1. l) o pHt esattamente 

(2.1) 
z 

eme viene determinata, data una connessione affineL:t/-.J 
'fra le total1tA liei vettori uscenti da due punt~ 1nfi­
n1 tamente vicini u ~ "ù t.-=. u 2

-+ dc./ dello spa zie è una aff i­
n t tà, od omografia vettoriale. B' una re·ppresentszio­
ne affine fra gli epa~i affini costituiti 1~lle tota 
lità di vettori ora det~e. Si noti ohe, indipen"ent~ 
me.nte ~all'esistenza t1i una connessione o di una !ft$tri..: 
ca, i vettori di ·u.lla -qualunque vari etA · n-dimensionale 

X n , Uscenti da . UD punto 
1 

formanO sempre UD.O spa zt O 

affine,,oioè lineare) vettoriale: questa -~ l'espressio­
ne geometrica del fatto anali tioo, 9 eoondo c u..i una su~ 
·qualuncjue 'trasf'orma•1one sulle ooordinste ourv_ilinèe. 

t2.2) 

("sal ve le usuali condizfoni di continuità o derivabili­
ti! dei .,e condi membri) induca :una trasforma zic.ne lineare 
eui t!iff•renziali 

/ ~ / 

( du. z = -~u dn2. 2 . _} ....... co t( Z.. 

él Fb.,.,e. 
Ora: i vettori (controvaria~t1) di uno qpazioy vettori~-
le posoorio pensarsi . realizzati quali i 'lettori di uno 
spazio affiQe puntuale, cio~ rappresentati mediante le 
coppie ordinate di punti, date a meno di un'arbitraria 
traslazione, in un tale epa11o.Poseiamo dunque ,pensa­
re 1 vettori di 11118 xl-1. in u.q punto u 2. quali 1 t vettori 
t11 . un0 spazio a-ffine, lo • spazio afftn~ tangente •, che 
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deve concepirai contenente il punt o u. ~(suo •punto di 
contatto") e insieme ed esso anche tutti i pttl'lt_i inf ini­
t amente vioi ni ad u 'l sulla x .... ~ nell t in~orno del l• or­
dine: questo peròhè tra i vettori eSi X K nscenti 4al 
punto coneidereti vi sono anche i vettori intinitesimi 

· (el~menti lineari) du~. Si badi perb ohe, in quanto le 
J(~ vien' considerata. a e~, i ndipen~entemente dalla 

esietenza 41 .uno spaEio affine che la contengà, quello 
spazi o affine tangent e E /'2._ ~ ·u.n ente sol tanto pensato: 
.non ha u na sua posizione • e neppure ha senso 11 parla...; 
re di una sua pos i zione. I~ realtà noi lo -possiamo pen_ 
sa:r:e dovunque situato: mediante l'aeeegnazione arbitra­
ri$ su di e s ~o, di un punto O· e dì n vettor1 inc!ipendenti 
f quali immagini del punto ;;z z e dei vettori oontrova­
ri nt1 di compone nti 10 •.• 0, Ol .. . o; •.• ,oo ••• l _ della.Xn. 
txel punto medesimo, noi veniamo e pr~cisar~ qusie . ssrà, 
geometricamente, 1n tale spazio~~ il vettore ~-o 1~ 
gina di un vettore di componenti assegnate f- 2 dellàXI'l 
nel supposto punto. Ogni . ve-t'tcre cosi ottenuto eu · ...i:::,n 

s i potrà poi pensare identi~icato col vèttore ~elle x~ 
c.he esso ·rapp:resenta , 11 punto O ool punto uz ,1'&.! 
bitrarietà di quest a :cappr,e eentezione va tenuta presen­
t e ma no n poTta · i nconvenienti. -(Si potrebbe •nche sg- ­
giungere, ma su ques to converrà piuttosto tornare nel 
segui to , come l o ~nazi o ta11ge.nt.e vada realmente '~="'nsa­
t o qua le uno spa'Zl u pro i e t ti v o i n cui n~i él ~birrdri cnnen= 
:t_~- . a s se.g r].·i,Ol mO .f "Ì perpÌ ano im:p!'up r io ! .&<.. en a o ne UrlO -spa­
Zi O a:ffine) .. 

La repp~esentazi one (2 . 1) f~a . gli spazi dei vetto~i 
ta~~enti determina senz•altro anche una r appresentazio­
ne a!f'ine fra gl i spe zi a:ffil!\4 te ngerìti nel sen s o ora 
p:reci st:ìto ( sps zi P.."'.ti.'l~p.a11) quando eol ta11to s't assegn~ 
una ooppia O*O di punti omo~oghi. (Per ogni altro punto 

P" i l punto anfllogo . ..._n aeTà "tele che P- O 7 *P- ~6 ri­
au.l tino vettor i omologhi) • 

Seoon.étc 11 OART.Alf si pon~ queste c ondi zione : ohe 11 
punto U 7 oioè O IH:neato nel l o spazio .rr i v i tengente 
sd x~ ~l':b'!. a qth::~~e omologç .11 punto medesimo pensato 
nello spazi O *Jr. tange-nte th "'0 ci oè in "u:-z = «. z + du.-"2. ~ 
La rapprese n--ts zt one enal,.!tice <!elle legge d'i traspç~to 



-12-

dei pu~ ti degli spazi tangenti cosi dete:rmir..s t a ~ da-:," 
ta dal sistema di~forenziale 

( 2. 4) 
d x -t + du t-+ r 'Z x 1 du. ;--= o 

.:Jf-

ove le x ~ sono coordinate cartesiane, nello gpa zio sf­
fine tangente generico}rispetto al "riferimento _natura_ 
le" che ha O oome origi ne e i vettori lf , detti pct:!o 
sopra • quali vettori unità degli assi. 

Introdotti gli spazi - affini tangenti-da p~ns are 
quale un prolungamento li&eare degli intorni del primo 
ordine dei singoli punti- e la l e gge di~ trssporto dei 
punti,ecoo l'aspetto che assume, sec ondo il CARTA~ , la 
nozione di spa zi o a connessione affine : esso ~ uno epa.­
zio avente, nell'intorno in~in1tesimo di ciascun suo 
punto, i caratteri di uno spazio affine, e dotato i no l­
tre di una legge di raccordo o di rappresertazione af­
f.ine fra gli intorni di due suoi punti in!ini'tament e 
vicini (o, fa lo ste-sso, fra gli epa&i affini di cui 
essi fanno parte). Bisogna in realtà aggiunge~e e~e 
le legge osservata deve essere tale da poters1 :rappre­
eentare ocn un sistema de l la !orma (2 . ~) giacchè quan­
te prece~e non dà in modo necessario ls forma lineare 
dell'espressione c!i a xl- snelle rispetto alle c!ut: 

La veduta del CAR':l'AN, che se anche ·si pre-senta con 
un certo aspetto di indeterminszione, ha un evide nt'- 1_ 
t eresse concettuale, si presta a una naturale estensi c 
ne alla · geometria ·di s ltri gl"uppi: ad e s • . di que lli :r·o 
.ietti v o e conforme . Uno spazio a connessi one proietti va., 
secortdo la · de~inizione che ne ha dato il CARTAN rtel 
192-4, ~ uno s pazio· avente nei~ •1nto!no in.finitesimo di 
ciesoun suo punto i carat teri di uno epa2io proiet t ivo, 
e dotat-o inoltre di uu _legge di rappresentazione p1·oie 
tiTa (omogr.a:r1ca) .fr~ gli intornlt. eU due suoi punti in­
f1niHUDente vicini. Prec1sia~no: a ciascun ptmto ut. del 
lo •pazic pensiamo aeeooiato unQ spa~io proiettivo e ~ 
pP. sto cSiamo- ad erbi trio un punto · O quale imagine del 
punto u .z e~ rz Tette che ne e sòono secondo direzioni in 
c11pe nden.ti quali immagì ni delle t ·angenti nel punto u ~ 
alle linee coordinate che ne t r:'coao: ci co.nverrl &:nii 
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pensare ident1f 1çati il _ punt o O. e l e rette ora de tte 
con gl i enti di cui s ono ìmma_g1ni . In relazione a siete_ 
mi proiettivi di rife rim nto comu nque presi sugli spe­
zi tangenti ad es. s i potrà supporre che 11 relat ivo 
vertice A sia il punto di contatto ·o : in generale i n 

o ~ -
tende:remo soddiafat t . questa cond i zione ) siano x coor_ 
dinate proiet t ive omcgenee ~ei punti (À,Jt, ~ è", PJ = q r, ... , n )~ 
ictenderemo che la l egge di trasporto dei punti sia r aE 
presenta bile medi, nt-e un sistema differenzi ale defle 
f .orma 

( 2. 5) 

o iinche, s econd o CARTA», d ue{_+ c<Jfi« xft ~ O ove l ew;=. .llft:d"t 
sono fo rme pf a f f 1ahe assegnate. 

s~cond o l a l e_ggé di trasporto ~ei punti rappresenta_ 
t a dalla (2. ,) ei pos sono portare in un~ stesso spazio 
t angente tu ti i pu.nti di una linea r ,ottenendo eosi 
una linea ~ello _pazi o protet tivo tangente,"immagiae 
t ngenzi ale§t dell a li nea r · ; s e l'immagine tangenziale 
~una linea Tetta ls. linea J1 è ~ secondo CARTAN, una 
geodeti ca della connes s i one proietti va . ( Noa presenta· cu:r_ 
ficol tà il sos t i tui .r e a quella or~ det ta una ca:ratter:l.z_ 
zazi one diff erenziale del l e linee geodet i che). 

!1 CARTAW ha, fra l ' altro, dimostrato che fra le in­
f i ni te -connessioni p:r_oietti ve a vent i le ·medesime geode_ 
t i che ... le quali sono sempre . anche geodetiche di cona.es;;: --sioni a~fi ni - ve n~ è una privilegia ~a determinat~ dal_ 
l e ~~ppost e g~o et. iche: ' che egl i chisme. connessione pro­

ettiva nc xma l e {nozione geo~etricamenta ncn ancora chia -r1ta in mo1o s o .disfa ce nte). 
Si pt ò f a cilmente · t ahl l i:re u na identi-fi ca zione tra 

questa co tmessi o!le e l ' ente, rappre sentato dai · parame!" 
t r 1 "~11;. · (t-L· 1) che si è p res enl:"aL'o a T .Y .TH011US, di ~i 
ho a ccennato. 

Natu r al mente il raggua glio t:ra i ri sultati de l CA.·RTAlt 
e quelli del l a scuola di Princeron r i ehiri& un preventi~ 
Yo raggua gli o del s i mbolismo e delle v,edute , sostanzial­
ment e dissimili: ttn t~:J'le processo di un1:ficaz1 ona. -' e jn-
sieme > Ji ul teri r.>r-s ~viluppo della teoria si ~ evolto a t-



~raverso a un grande numero di l avori s ia del ~a et8e 
sa scu la americana (VEBLEN) come di 5CHO 'Tt.N e suoi 
collaboratori (GOLAB , poi V~ DAN TZì~ ed H/ AN i JE S 
di W EYL , di HLAYAIYt e miei di B.E.R.W AU?, u nò· a.tl.ldio 
recent~ di X.YA'IO conclude, pel momento, la vasta bi­
bliografia de~l•argomento. 

In questa l~igurano già anche svariate applicazio-
ni geo~etricbe (a~ es. in lavori di CARTAN di HLAVAT~

1 

em.4.ei) e fisiche (alla teoria della Relativi--tà;. VEBLEN 
eç1 1 HOFFMAI'lN, SCHOUTEN e V • .DANTZ!q. ) • In molti dei lavo­
r~. oTa socenna·a si ~ cercato di pre-cisare e 1ega1·e in 
qualche modo allo spazio curvo la nozione di "'spa zi tan ­
genti", che per la teoria del CARTAN ~ eese_nzis1.e e d'al:: 
tra part e presenta· una larga arbitrarietà ., · Ma questa 
appare_ sia proprio nella na tul'a delle cose;. 1•unico 
risultato conclusiVO se pure analitico iD questi riguar 
di ~ già nel primo lavoro del CAR~Alt (192.f.) ove ai mc·­
stra come un ben ~eterminato riferimento proiettivo 
in ciascuno spazio tangente venga · subordina t o dall~ as 
segnazi~ne di un ri~erimento curvilineo nello spazi6 e­
~1 una _connessione proiettiva • 

. Ua ·argomento molto e assai variamente- discusso , a~· 
cui avremo oooasione ~i soffermaroi, ~ quello dell ' (Y~.. -r-t) 
parametro uo o pi~ in generale del·la forma pfaff1ana 
da- (non necesBSriamente t!iff'erenziale esatto ) che 1!!1 

è obbligati a introdurre perch~ abbia senso l'uso di 
•parametri proiettivt• Ifa~ (come per la prima volts 
h~ fatto T.Y.Thomas , e poi per le conne s sioni proiet. 
tive pi~ generaliJ ~EBLEW) per la conne s si one. E' neae 
a~ria 1'1atroduz1on• di un sistema di parametri coel 
:fatti ( ove, a ditfe:r·enza delle A;2- cui dà luogo 1a te 
rie del CAR'rAlf, anche il 2• indi ce interiore può prende_ 
re il valore zero) parchè si po ssa ool lega:re alla con..:. 
nessione proiettiva una derivazione covariant e uon le 
stesse pròpr~età fondamentali di quella del RICC!Jo de 
WEYL per gli spazi a conneesio~e affine. n•altra parte 
11 eigni ficato ~ei · differenziali assoluti pei te.nso:ri 
risu.l ta generalmen't~ legato a l ia scel-ta. di du·" che è ét 

priori arbitraria e ·ooaY1eDB, almeno in gene7.ale,lasci 
re arbitraria, o tutt'al pih collegare alla scelta dei 
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riferirr.enti proiettivi locali sugli spazi tangenti. 
Si pzesenta~o dunque, insieme, difficoltà conoettua_ 
11 e dif~icoltà algoritmiche che 1n parte soltanto s~ 
no aupera te, _eino ad ora;e in parte sono probabilmenta 
nella nstura ~elle cose • . Wello sviluppo che ora espor_ 
rb ~ella teoria avrb occasione di precisare queste ~it_ 
ficolt h -e raffrontare i procedimenti. di maggior~ fnte_ 
resse oonoettuale, proposti sino ad ora per- superar! e • 

... zZ 

=======:============m 

~EOm!RIA PROIETTIVA- IN UNO SPAZIO A COWNESSIOWB 
AFFINE 

@ • l - PRDICSSE: RICHIAMI P'ORMALI SUI 
TENSORI E LB CONNESSIOWI AFPIWI. 

3.- Algebra éd analisi tenso ~iale in uno @pazio a 4on­
neeeione affine: nozioni e risul tst-1 pi~ notevoli •. 

.. 
Rammento che tensore in uno spazio affine En. , o P.ih 

in generale in una qualul_lqUfJ ,..1a rietà curva ~X n.. , • 111.n en_ ' 
te (operatore linea re fra s1stem1 - ~i vettori e vettori) 
rappresenta bile- iD relssion.'! s ctasouna scelta delle , 
coordi nate curvilinee - u t" (z~i. A/ ~ l, f ,j · ~_.~Z ---, nJ ·aadi-ltft-..;' 
te un sistema di C01lponent1, t~d ~e. At .. ~/ 7 c~:_(__, .. :f~;i::.~f~ 
le quali per un cambiamento d'lle coordinate ourvil1neè 

( 3 ,l) 
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abbiano la legge di tras~ormazione lineare : 

\l 2) 
A . -= 

L' 

c .. .4._' -
i'/ ' -. 

ove abbiàmo posto 

7)2= 
(~.3) 2' 

t 
Se l'ambiente è uno spazio a~~iae e ~ in è$90 le u, z.t - C)z · C.ì J ' -

4 sono coordinate osrteaian~, le vt ' e v~ saranno 
semplicemente 1 c-oe-tf1oi.e nt1 ~~lle coor<!inst., nella 
trasforma zioae d 'assi osrt'eéian1: 

(3. 4) 'Z 
u 

Welle {3.2) ~4; ~ ua teAsore del 1• ordine (vettore) 
covariante . B; ·è un tellsore del l e o ::..:dine {o vettore) 
ooat?ovarìa'nte ! c~:- fi ~ un ten~o!e del 3~ ordine mie-to, 
con gli. indici di covarianza 1 ,J e di (!Ontro•arianzs 
;1 ; .}[. --ur:·JJ ~ di or di ne -t+ -;J • Uno scalare pu~ riguar 

tr -- · zi- -· ----- . -
«!arsi ·o()me teneore d' ordiae zero se ~ 1n.variente aio~ . 
si -trasforma per ~~"!ari!lfllZ~-~~ 

-tra t eaaore A ... tj- .. ,o B ____ (ove a l luogo dei puntini 
p~trenno esservi alt~~ indici tn numero qualunque) ~ 
sirnmetrl.co - emisimmetrico-~ispetto ad i ,,i, o od li) ·fé ·J 
e e 

( 3, 5) 

riepettivamente. Rispetto a più indici ( dicovarianza 
oppure di oontrovarieB2&) un teneore . ~ (ed es.} simme­
trico, ae ~tale rispetto a due qualunque di essi. Un 
tensore cova riante o controveriante (!!lon misto} e1. dirlil 

·simmetrico od emieimmetrico ee ~ t ale. rispett sl grup 
fo~mato da tutti i suoi indi ci c I te n~ori di cui ai~ 
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Jett o si~ora s ono i tensori (affini) aeeoluti, o di pe~ 

8 0 
zero ; une generalizzazione ~ costituita dei ~eneori 

re lat. i vi ':> densi t!l. tensoriali, di peso ;b qualunque; do __ 
te ti della :egge di trasforma zione . 

. . • • ., l . .. 
u···J.' ..... _,., A,bq ~~ . O"t- f)d, f}JJJV'' .. J1 ... w~ 

• ':> 6) _/'L -., t • r "':J .::: LJ Vz''· . . .. l/i' .,· . .. . j --·i ... i. 
•, ..J • z.fi .... L 2 :t z "1 J , ~ 

h b è ~ t · i d l d t i .. ., nt fun 1 o n ove L1 la po enza p-es ma e e erm uo e z · a .. 
_. e 

( ~ .7) 

·.alvo 2vviso contral-O ci riferiremo eemp-re & tensori 
<;: EEOJ. '~ ti o di peso zero. 
1 _;_ 0 }"1 1 ~. " o s orr...n:ari :- .,~ -· te le operazioni · dell'elgebra ten-
·oris le : 
- l) ad~izio~e · e sottrazione ~i due tensori cogredienti, 
~i o~ dotA ti di eguali varianze e per di più essendo fis ­
sata t ~S ~orri spondenza fra gli indici ~ei due tensori,­
~ n mod o che abbia senso parlare di componenti omcloghe: 

t 3 .8) 
---·t A . t _ c .. t B - . . ..., .. Li - C ·j - LJ l 

2) moltipli ca zione esterna di due tensuri qualunque: 

( 3 -9) 

A •• j 
=: A .. B •IJ 

l d _h... 

ad es. 

3) contrazione Co s aturazione) rispetto a due indici 
·uno di covarianze, uno di controvarianza ( o anaiogamen 
te, rispetto a due o più teli coppie di indici). -

- .. i . 7. - ·iz. ·c . l_ l\ T • • t. l 
( ~ .10) . A.-}{.. B :=: ..J!1 . . . -..IY_•p 
• - l. lj / l · • d ~ l Zh. 

(u;, i amo qui e costantemente. nel seguito, come già nelle 
f_:;. 2 ),( 3.4),{3.6)la convenzione di eommazione); 

·1-) moltiplica zio ne intexna di due tensori : mol tipli-
2 ~ ione e3 ~erns seguita ~e una o pih contrazioni xiepe~­

to a coppie d' indic.L che appe_rtengono 11no. all'uno uno 
cll'al t ro teneore: 

BORrOLOTTI~ SpaZI . ~ conness,'ane . :7rol~/ihc:· _27/~, 3 



( 3 .ll) .A =.B · .C.J 
J 
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.. /f. .Il.. 

) .Jt{. = Ad . B . . 
~ ~l z. 

5') Le operazi oni dell 'alternare e -el mischi!ùe ri­
spetto a ~ue o più indici di covar.l.enza o di controve­
rienza 

( 3.12) 

( 3 .13) 

.A .. 
[LJ]. 

B [lj'AJ 
. . · ··· ! 

. ,. 

. l ( =-a A .. -A .. j 
-<. ~ . JZ .7 

= _!_ (B tj'1 + Bi~ L . +.Bi.~' 
3 1 .. . {' . • .. ! ·"t . •·-· 

A /. ' ') . =. ...!_ (A .. T A . ·) . . 
{ l! . 2 . lJ d l . 

e · ( ... t .. e . . t . . .f H .. f 11 .. /) 
H :'. ()) - L _j_ H - -l'Hp. -+H -+~ -f ' Il.+ •P (tJ·"" - 3 . {!·A. in ·L AL/ -y:< rft·· L'•/ 

· La -proprietà seguentP. va notat!J: 

· (3.14) ·A[~'[Ift]] = ~[zj".{f] , B{zij'tJj = ~"~"!) -'. ecc· 

· 6) La =·oltiplicazione alternata o si'IDDletr~ca d1 due 
o pib te~sor1 covari~nti o controvarianti è moltiplica­
sioae ·eeterna seguite dell'alternare o mischiare rispetto 
a tutti gli. indici del tensore prodotto: · 

( 3.15) 

(3 • .1.6) 

Tens.ori partieola·ri ,'<li uso : frequente, sono .. 1..1 ten­
sore E f. · di :RRONECKER ·-.e le _gen€ralizzazion1 . S','~; E;~} 

. l . n,.. r. l'l'····. 

le cto.i comt'.o.nenti ·-vel·gO •l.O · in ··relB zione e .qualunque rite_ 
rime n t o -s~mpre "1 ·o -l :Oppure O:. ' 

(3~17) -h.._.' = 
d 
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~i 
"<. 

s; s; 
~t'jlt_ s~- s~ ~./ ~ [i 6J· Jtl 

lflf .- f = 3!SK e -1 
i J~ ~~ 1 '• s ~ - .; -$l'" 

1- cf ,4( ! ' ! =73, [1. st f] 

' ·t_ 
Ad el!. S~~~ vale ± l se i.J -A. J /(f/ contengono gli · ste s_ 
si i ndici e ee oostituisooao pe~ta~oni entrambe~ di 

classe pari O d l spari - o di diVeis·a peri tl; vale (} in 
ogni altro caso. 

Si osse-rvi che: 

(3.20) . . 

cosicch~ la mol tiplicezione interna per ' un conveniente 
teneore $ pub tener luogo di una slternazione. 

Veniamo a qualche richiamo di analisi tensoriale: la 
Qerivate covariante pe:r un tensore ~· Ai--' o JJ.! od ·· Jvt: ·J~: --.1; 
~ 11 nua-.Yo teneore Ls. --'-t · 

( 3 .2!) ~Ai = 'VhA~.· - L:g AJ 

~ Ii' ;:: ~~ ~~ + L~-R_ B L 

Alla derivata covartsnte di un.. ténsore. et coll.ega. il 
dif~erenziele ' e ~sel-uto; di ~ q l-te~~'->:: a et · e e~ 

- . -·,. - ·- ....... _ , ~ 
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Per uno scalare (invariante assoluto ) la derivata 
covaria.:ate e il differenziale assoluto si riducono al;.. 
la derivata parziale e al differenziale totale del cal 
colo ordinario. 

Valgano per le operazioni differenziali del calco­
lo aesOV.flo le solite leggi fermali relative alla deri ­
vazione! o differenziazione èi une somma, di un p~dot_ 
to (che potrà essere esterno od i nterno, alternato,sim_ 
m~trico). 

La derivazione covariante si es~ende anche ai ten­
eori relativi: ad e a. se .X è uno scalare relativo CO 
densità scalare) di peso ft , cioè per un cambiewer.to 

, ·delle coordinate curvilinee si ha: 

'}{ = LJ ~~ ]{ . 

possiamo def~nire la derivata covariante (nuovo scale_ 
re d i p e so fo ) ~ ' 
(3.24) 

_p' 

Analogamente per un tensore, ad es. Aj JB/· di peso Jt­
abbiarno le derivate covarianti (nuovi tensori di peso 
fo ) 

( 3 .25) 

· Per le derivate seconde covarianti non snssiste iD 
generale le commutabilità dei due indici di derivazio­
ne; si hanno invece formule di commutazione: 

L ···-i .f. 
( 3 .26) ( Vi ~- -'0· · ~- )Ae = ~.Jl A;;_ + 2 5 L':; Vt At 

L· ···" s -· 1. ove ~.-:ìf , · ~J sono il tensore di curvatura e il te n_ 
éore di torsione de1la connessione affine: 
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( 3 . 27) 
R. l ~ r '- k f 

'iJ;" L p. _ 'iJ,· L t
1
· + L /). -'-' ": / - L 1 . L ;à 

•. 'L t, ~ ZL ·"'J ~.1 

l ., 28) 
\ ~ . 

l { i_ 
= _:_ (L . . - L . · ) 2 t; . JL. 

Anc ora : 

( 3 .29 
f 

poi , ad es. 

(3 .30 ) 
. . . ; - . .. ~ . l •J ... q -1 c. . .i_ r7 /J ., 

( VL- V.J·- V· V) Hp = L. ·t /-;P -L. ·p,; 11.1 +2 J .. v,. n" 
\ .; - '- . ~ "- . Lj ,._ ~ 1< f , .. · ecc. 

. , . 

Risult~ to particolare notevole: i tensor1 derivati · 
dei tenRori ò di KRONECKER (e generalizzati), sono tutti 
nul :;:.i : 

r7 ! 
~- ~ =0 Its-J' t l =- o 

( "; 
Ri cordo le proprie;tà ttondamentali del tensore di curvsw. 
tura: 

. ( 3 .31) 
- · . . • -.·k . 

_L ;= 0 
( ij) { 

/. c,. R.. ') l ~onu /'ure · '1t)) = j 

cio~ 11 tensore di curvatura ~ emieimmetrico rièpetto ai · 
primi due indie:!_ { e cosi. quello di torsione); e 1e la 
connessione~ simmetrica , o senza toreio_ne (ved. lf• l), 
onde: 

( 3.32) 
-- --l: ----"1f -- - - ~ -

L, ··/) -+L .0 _ -+Lp .. =- O 
'.) h J /1 L lt '/ 

e 

( 3.33) 

( i denti tl di Bianchi) • Per \lBa connessione·.;. asimmetrica al 
l uogo 41 queste due ultiMe !dentitl ei--ha: 

c 3.34 > L .. -- k :r. 4 ;5_ ·.- .- ~ .S,:J· -~· k+ t re. !5 :;1~< -~-c tji J' . - p .l ,. . l / ' -
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• " Il. - f) _,_ 

, ••• _K ( ....... ,_ ·· · l\ 
( 3 .-35) ~~ L_iJJ ~-+ 2 )i~J LtJI !i_ = O . 

te (3.31),(3.321 han no qu e s ta notevole conseguenza:per 
una connessione a ffin e simmetrica si ha : 

( 3 .36) 
, T • • • ·• 
l L-. .p • 

JI1- Z. 

. ' 
7 .... ,_ - . .. :1 i. 

= ~ ·R· - L ·· -", i "-j tj/i.. 

4. Tensori s più serie di indici.- Formule di CHRISTOF­
lEL; equivalenza di due connessioni affini. 

Accen.niamo ancora a una estensione dell 1 usuale al­
g9bra e analisi · tensoriele. Si presentano esempi --di ten_ 
sori aventi :i..ndici di diffe1·enti serie, relati'vi a dif_ 
ferenti serie dì variabili (coordi nate in una eteesa o an -che in due distinte varietà). Lim~ t iemoci qui a l caso 
di due· serie di variabili u..t~ u-z ~~1 : ';,~;:':)coordinate dei 

pt.tn.ì"ì eJltro · uno stesso spazio o in due spazi l 'uno al­
l' e.l tro biunivocam-ente riferi bili e quindi esprimibili 
le une per le ai tre. Ad es. A :t sarà un tensore s-e ,pel' 

t. ' ·l l 

c~mbiameato (indipendente ) del l e u ', 'lT 'l.Ì" u.L! -zrt.. ei ha: · 
, "' · n 2 1

• ··A , z-= · o u ' av- A.'~t-
(-4-.1) ~i' C{){-<_ (' Q v- 2. ~ 

La derivata covariante di A/- , aia rispetto alla u. .J 

~t- e alls V't ge ile:r!. ca(per l a quale u$eremo il simbolo n .;' 
o ~r ) ei c vetruis~P. ne l modo seguente, . utilizzando 1 
paramet r i di due connessioni affini L l., J?:. che pos-

./"'- ~ :J t 

sono suppors i de ! tut~o 1ietinte e indipendenti l'una 
"l a : l-'al tra ., anche f'e nE!ll.t) >3t P.saso spazio: 

i n A ·l <l A·~ - ~ A· 2 --,:::J "- A . j re; v1 
/' i ::. S· 'i --Ltj { -+ J L;Jt -/1.{ - ql(_/ ( .... 2) 

JJ ·IL" ::: -'0 ;q·: -L"- _A·'è. CJ !.L.i + l? 'l. A·; 9 l(/ .ZJ .A .. z 
t z t- t ii t. '"òzr t- 11:- ~ 'ò Z? t- .1 ' • 

Anche qui valgono eenz ' a l t :ro- le soJ1 te formule di 
con:muta zio ne per le . ~eri v et e se-conde covarie n ti:. 01ie _ 
"':!.gurano le componenti dei tena-or~. di curvèlh.lrd c1,· en~rd )YI ;_~ e 
1e conYiesstoh\ e ckl reYisore dì ÌOrjt'one dell'ui'Ja a aeU'c::d-1-r'a·. 

Cbeo particolare- notevole ~ quell.o in cui. ~d\l•:l ~P•L 
" le due connessioni coincidono: itldichiam'ò~é'6rr ·uf,lli' 
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"ue eist.E?mi ~~ varia bili, c:u.ì corri eponderanllo i para­
metl'i L~·l., L),~' p~r la connessione. Un esempi p molto 
semplice di teneori con le due se_rie d'indici~ costi 
te dagli stessi sistemi (f~a loro reciproci) 

) 

Le relati"v.e derivate 
f' . tl.?u t' 

covarianti son nulle:ad .e : 

( ... .. ~) ~·l~. , = ~t./'Jl( i l 

!' ! l c' / •. ~ 
- L .,. 'V,, +L .. 'jJ., fJ. = O ., 
. LJ ' "(; L.J l l' · ;>:? 

per le formule di CHRISTOIPJ'EL esprimenti la lesse ·:· d~ 
t rasformazione delle _l.. ~ 

'd 
! ' - ! i ./ . t l C) l t? l 

(-4-. 5) L .,., -L .. ~.,B ., 0 + v ., B., .fJf) . 
L,j '/ J J l l.. 

/ 

Anzi è manifesto che le (4.4) sono . proprio equivalenti 
alle formule ( 4.5) di CHRISTOIPli'EL. Ne risulta iD modo evi_ 
dente il ruolo fondamentale delle formule di CHRISTOPFEL 
per determinal'e il carattere covariante delle derivat.e 
f ette coi supposti parametri: se ·ad es. Az': ~ un tensore, 
co sicch~ 

( ~ .6) 

si vede bene che appunto i {t quanto . e i ha .ZlpB.: .::: O 1 
ctalla ( 4.6) segue, per derivazione col simbol~4,= ~, .LIÌ, 
che nei rigu'8rdi dei teneori a una sola serie d 'i&d.ici 
potr .à sostituirei con ~ :: ~: fj · : 

< ~ .7) ~ ~·' = ~-:· z9t:' r;; Ai / 

il che eflprime il carattere .' di covarianze della deriva_ 
ta. 

Indichiamo un_• applica-zione più notevole: ·stabilendo 
le CQndizioni per l'equivalenza di due cor~essi9ni - af~i 
ni ij/_, E//. Int~ndiamò . C1~e · siano assegnate le ljt -in . fu n, 
zione delle u' , le .z;,!' in funzione _ delle u/ , si ·trat_ 
ta di vedere sotto quali condizioni .:e-·aisterenno funzioni 



( •. 8) u '- = j t(' !/ 1 ' ?.
1 

L{ 11..;' ' 
&L- '- .) u .) ·· - ·:..J 

/ ~ . Cì ,'.' 'D i l 

solito ~ :;;C"> ·w. ~- ;;. ~ - --~ va 1 gono l e 
t V t.L' .) l . Vu. l > ... . 6 tali che, eeeendo ~al 

(4.5) ci~ le (4.4); oeeia con ls trasforma zi one { •L8 ) . 
1 ~ue sistemi di parametri vadano ad ~ . dentifi cal'ei . Ab 
biamo, per le funzioni i ne ogni te u t'e ~ìt, il s i s t ema 6 i f 

ferenziale C\ u ~ · f),· · . 
c/..-._ ~ 9 L .:::: o 

·• Ot.t. /-' = i' > ~, i' .. ( 4.9) 

Condizioni d'integrabilit~ delle prim~ equazioni sono 

(4.10) ~}, ~.: -= di' 9/' ~ . 
che teDute presenti le s e c onde equazioni (4.9) ooA ov_ 
vie trasformazioni ei portano e:::..1 a forma . 

~,.z''qL __. .. Z: Cl </ i) l, 
( 4 .11 ) Y.;', o' V~. · , - ;.) · " l/ ., t ' -('; / l- d 

Le condisioni d 'integra bili t à rl E: l l e seconde equ~ zi oni 
( 4 .~) sono . . 

( 4.12) ~l (-~,~.:) - .- CJ,, ( JJ1, ~.: /) := (} 

e aache, in forza ~elle equazioni m~desime 

oio~ per le formule di oomm~ta~ione, tenut_e ancora pl'e, 
t'enti le ( 4.9) 

., . . . . /) o/! o J. 
R''•l Gl - ;y .·· · l/}'Lz/ u. 

(4.14) f'f',/' V~.·, /_lJ _. fi.J t' .;-1 
• 

le ( 4.11) ,( 4.14)in sostanza · esprimono che per le due 
conn~saioni debboeo poterei i ~entificare 1 t~nsorì 

di torsi oR, e quelli di curva ~ura. Per le funzioni in_ 
c ogni te f3/,. le ( 4.11), ( 4 .14) ~ · che insieme ind ieherem' 
con F, sono eqtAaz.tot~i in termtn.i fini ti. Abbiamo dunque 1 

eis'tema m;l.sto alle deriva~e ~!irziali: dovremo agg1un-
. ! . 
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g~re le conseguenze differe nzial i delle equsZion1 in 
te rmi=.i fini ti 81 . sistema mede simo , e p·oi ripetere le 
! te ssa cosa per le nuove equazioni in termini fini ti 
che si ottengono. Fs lo stesso naturalmente (trattando_ 
ei di aggiungere le nuove equazioni che si otteng6no 
al sistema) appli care la d eri v azione covariante ·JJ.e .Del_ 
le (4-.llì e (4.14) in forza àer.e ( 4.9) otteni amo 

r7 5 .. l''o'· -- 1':7 .. ,.CJ;·_qtq-f 
V J 1 i ' t ' ~·' Vk S·e l/.;·, Z!l' ~%' · 

( 4.1 6) [7_._.,• -oiJ,: p·l.•tl.·~9.1L.• -- T7 l?. ·. ;, L' 9l Qtq/ g~ 
, /1 IL /1. ., ./ ~· ~ ~l; · t ,(_' ~ 1 v,;·, V'.f , 

e cosi si : .lÒ segui t are. Ind1 ~hiatto con l; · c·omplèssiva­
mente le nuove equazioni ora ottenute, con 1f quelle che 
se ne ottengono c_on una ulter·iore d-erivazione; e cosi ' 
vie. Se e siete un intero ./V t2le che l~ I: I;J l';) ..... ) :t; 
quali. eq'Ubzioni nelle ~·~ e nell'eu' (contP.nute nelle 
'Rj[:l ) eiano algebricamente compatibili e le F111-, sta­
no 'nch'esse soddisfatte in forza delle precedenti (o 
i denticamente) le due ccnne~sioni proposte sono effetti_ 
vam~nte equivalenti; in caso contrario non lo sono.(Ap 
pBre mani~esto che un numero finito di derivazioni ba-­
ete=à sempre per decidere dell'equi ve lenze) • . 

I~ particolare troviamo che le connessioni equivelen~ 
t i a quelle dello spazio affine ordinario sono cargtté­
rizzate dalle condizioni 

( 4 .l ) c! • : L . -

~· t - (} . 

Al trs conseguenza : in_ quanto le condizioni per l'equi va · .-
lenza vengono ad esprirr.ersi mediante i tensol'i di torF.ic·_ 
ne e di curvatura e le loro derivate coverianti succee-
. ·---- - -- · 
si ve ne pos. siamo. _tra.rre che questi te n sori costi tu i e co_ 
no un sistema completo dtinvaris nti per la connessione 
affine. 

Considerazioni analoghe nella sostanza, formalmentt 
un po' .. m<>!10. semplici :Ci: ser'firanno tra non _molto P.~r . la 
equivnJ.enza· proie.tt1va d~lle con~essioni affini. 
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~-2 - Tra e!ormJzioni prciettive 
. di una connessione affine. 

5. Tresforma21one pruiet t~ vs delle connession~affi­
ne; parametri 77;1. di T .Y .THC 'i.AS . 

v 

Svolgeremo ora gli eleme nt i · di une geometria proiet­
tiv!l degli epezi !l connessione affine~ cioè. 1c s tudio 
~elle nozi oni e proprietà coll ~ate s u~ connessione 
affine in modo invgr~ante per le trseformszioni ài q~e­
s<t;a. che conservano le geodetiche-

Due sistemi differenzisli 

dzu.' L du.; ,..;uJ 
0.7 ( 5 .l ) T ·~ 

Vw 

+ .J..-AJ d:f - - dj a.1z 

12 ( -l du.J d. !f. (5.2) c LL _L ·R u . ..:::. 0 -1-
d ::,;t. .;n. d-T d-T--

pos~on~ r~npre~entare, riferite a due diff~ renti scelte 
dei "parc-n::etri <..ff1ni• ::f e:i T sulle singol.~ .... i.nee,~~ 
gP.cdeti che di una ~tessa conneseione affine. Condi zi one 
perch~ quest o fatto si presenti è eh~ ai pce- NJ determi na ­
re una tale :fu.nz i o ne 

j 1-f) 
L / 

che , in :forzs del"2. relazione ( 5 .3), il f"istema (5.2} ri­
C>l~ :: ti eqniv :--tlente a ( 5.1). Ora !?-i ha 

l t au. l ( l 
au a;;. 
di di.) 

f:IOE'!t ::t. iuend o nell~ (?.2)questa prende la forma 

{c:; • 5) 

' 0ovre 
detic&,la 

l t. 
..1...-l • &' 

,/h 

du. ;t, 
+ d ;t 

d2-:! l l . 

dT2 
_ _..:_~ _ 0 

( 
d.t JZ d-:1 -

c[!FJ 
dunque poterei dP.terminsre, lungo ciascuna gec-
funzione ·:1(..1) in modo tale chA rieul ti 

. . ! ' . . dz:f 
( / ,/ ' i' . - ' .d ,/ l 1:. - J ( 

(CJ.6) 
r au du '~ 7 u. au d-12.. ::f.i.L 
~· p ' . ..w .~, -- + --

/11- c.:i J ..:!: J' z;/j c/4 l dj ) l. d1 . 
l- - , 
' d:r.l 



-27-

Un5 condizione necessaria per questo ( che s1e an 
che sufficiente spparrà fra poco) si ha ~alla · (5.6) ~e­
dia nt e mol tipl1ca zi one al ternate per ~ : 

i ['" du .(-] du/ du .(. L~,· du .tJ du/ du l
1 ( 5 .7) Jl.. dj -;;zj cL :1 - 1/. d:J d-:1 dj 

ci o~ 

( 5 .8) 

?ueste debbono valere lungo tutte le geon.etiche e dun_ 
que debbono esser~ identicamente eguali le ~ue for~e 
cubiche nelle ~~'contenute nei due membri. Quest~ ci 
dà infine : 

,·k L 9 ,· ~ i 
(li .<;) ;)J{! .iA-/ = J";f-l _l,/~) 

.. 3 
Tenuto pre;:,~nt,. · che ad es. 5ri{}=~indicsndo al solito 
con ~!t.'~~~~ le connessioni simmetriche associate a~ 

g -3 
L t'~ > L il le ( 5.9) possono anche scriver si 

. k . ~ L',f 1 
<s .1o> s;rt rd~li) - s#f' r:. {J 
Ci o~ eviluppe ndo, tenenc!o presente che ad es.~~);; 4r:·~ 
{ e rammentando le ( 3.18)): · 

(. , ·<-~ ,· J:] -~ ( ,· r-k '"'. '")}-.:l + 
(c; .11) F ù - J: o r ·f + o o· -o. u J' 1 J ! .f j/ <l j rl r/ j lt 

( 
.- -t i .t J r ;r == (o.· d" K- li. L·a- -t J r ~ + 

+ Dj .Ji- s'-st/ "i . :J t ' ;l di. 

~~,· K __ ,· .kJ i - 1 c:::: l.,."~_ 'c: c--* J r: . 
+ ( (); ~· - ~· ~ / rl/ ( ud u J&; ui. o J) l j 

Foniamo ors -k =! e sommiamo ; risul~a subito 

( 5 .12) (n + l ) F'/~- s.;~ r,K[ -~L r. Jf:- = 
r--. ,· t. r-"'K ,· k 

- ( n+ 1) _/ · .~ - o: i L / - ;;p r A. ' o 
. , h J ,~n. h. l<o.j 
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Cio~, ro~to seccndo 

( 5 .13) 

otteniamo la cono izicne ~ 

( 5 .14) 

Per le . ~·~; c:ihe T .Y .THOMAS ch~ame_ •componenti della 
conp.essione ·proiettiva" ~legata. alla supJ;oe ta connes­
f!ione af~ine ., o meglio . alle geodeti che di" que eta) ri­
eul:ta qunque il caratte-re d 'invarianza pe·-r tut te le 
tre e'fOrmazioni- che conservano le geodetiche.·. 

·Di p-iù-: le ( 5 ~ -12) ci danno enèh~ - . 

( 5 .15) 

ou~ abbiamo posto .. 

( 5 .16) cf., - = _!_ -r r~ - 1--.K ) 
t tzi-1 l /(1. !c.t. . 

Tenuto presente eh~ in foz:za delie formule ( -t..4) o( .C..5) 
c!i CHRISTOF~EL r./~ - ~~~;;_ -~ un tensore1 ne vier.e 
che '1 ~ un vettore (-affine) covariante. 

Viceversa: se e~ssistono fra le due connessioni sirr.­
rnetriche r)~ ) • rj~ i e relazioni ( 5 .15): cio~ anche L• 

e~ ,ussi et ono fra le due connessioni asimmetriche L./t. > 

L J.{ >cui esse. sono associate, le seguenti relazioni 
. . ' 

( 5 .17) 
-, l L d'- T .. L 

LJA. ::: LJ-1 -+ S> ~ + A 7j· 7 i t-
r 

ove T J:~ '- ~ un arbitra rio tensore · (del 3• or di ne con 
le varisnze indicate) emieimmetr~co r.iepetto agli indi­
ci j, A.. _, :·le . due. connessioni considt:rete dàlU'lo ~uogo 
alle ste e se ~·'"-->ed hanno le etesee ~ odetiche. Infat _ 
ti anzi tutto ·1slle ( 5 .15) contrae.ndo ri-spetto ad t..' J J . 
senz'eltro ne r1eultsno le _(5 ·.16)'; sostituendo q.elle 
(5.15) ne vengono -le (5.12) e (5 -~14). E 11'eltra parte 
eoetituendo le eeprefleioni delle L~ .P date ,i ~•lle (5.17) 
( 

#~ 

le quali contengono le _('5.15) ,cui si riducono mischian 
=· 
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<'lo rH; pet+.o 9d i J A- ) nelle ( 5 .6) ' ne ghl'ismo con 

ovvie eempli f~cazi:ì ni dt;f 
UJ dt.Lf __ dL.L ' d :i~ du' 

l5 .18 ) 2 --;- - -
dJ 'l__ d.f . a_j l d~ ;:z 

ond e ( d~)_ 

(; .19) 
d<:! _te;: duh- d j 
d-j 2.. 

- d j {_ d :r 

Que_sta s' integra a vista con due qt1.e dra tuTe: 
r t i 

1 - t.~_~·~ du 4.. - 2 'Y: au 

( 5 .. 20 ) dJ A e 
;,/ .( 

:1 = Aje 'fi. d -1 -t-B = --' dj J 
o Bnche cxje 2/~du % 
{ 5 .21 ) -j = h d J -i- 3 l --' 

ove: ,( B od et, ;3 sono costant i arbi trsr1e; e gli j n_ 
teg:rali s'i ntendono fatti lungo le Birtgole ge od~t iclle 
che si coaa·i derano. "tl.sul ta funque infine che le 
(5 .14) , o anche le (5.15), ove~ indica un qualunque 
v~ttore c~veria~te, o le equivalenti ( 5 .17) ove 11 te!!_ 
,ore r ,:d L ~ qu alunque purèh~ emisimmet:r1co rispetto 
a~ _,} ,-(, sono ~ondi~ioni anche srf'fi cienti perch~ le 
crmneeeioni !J.k, ~·~ abbiano le medesime geodetiche 
(cio~ : perchè due spazi che si ~no dotati di queste 
connes&ioni stano r appresent fs ti l'uno nell'sltro con 
con~e.rv:!sione delle geodetiche). La (5.I-5t o (5.17) , è 
insomm la più generale traE~forn zione p:r.;iettiva 
c'elle con 'ne.ss -ione affine. 

Le 11 )~ per un c~mbiamento ~elle coor dine te curvi­
linee hanno una legge_ 1i tra eformazione eh -~ è que.Ua. 
t'l ei pare~etri di una connessione affine. Le formuJ.e l'e 
l ati.ve ai rica\tano subito da1le (5.13) e (4.5): in · 

. i 
conseguenli:a di que ~te, tenuto IJreeente che se a.K ecno 
gli elE>trenti di un determi"l.Snte .)L ed a..:~ 1 rispetti-
vi el.-~enti reciproci e1 he L 

(5.22) 

eì h8 subito 

(5. 2 ?>~ 

S) a ,: · a · .1( = 9
1 

~-c1A 
t ·l i d 

' 

/.4 l/ !' , fl~ a L. 1 
t •,~~t. \ , f' 

v . .. ,~~ .· -.~ t>·•/r" 1'·,, / , :..=·· 1\ • f t- .. {1 ( ., .. f~ ' .. ~ 1-· . l fJ p • /.·t.~ ~ -.· 111 i . 
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- ~ eseen~o da ti dalle ( 3.7). Sotto altta ~or~ ; po-
et o 

o.- j 
f.J-q ~ V= ::: 

Ili-( (J 

c:::.-- ' · o l f) 'l = u. l zl = t. l J1 -!- l 

./ a ./' " '~ J. fJ., · V · == - uz·, t,C/ L1 
t ' d .l n'l-l d 

abbiamo 

( 5.26) 

La ste.:tse legge ~1 t re "'~ orn:e zjone verrà in p&rtico­
l~re per r A~k • Ne J""ic s v i smo ~ 

cio~ · 

( 5 .28) 

Queste poeeoao a nehe e crivers~,analogemente alle 
(p./ ( P) 

( 4.5) .a.el modo ee~ente 1 oYe con v n si designa . la ., 
TT

[ ( 
deriYacioDe :tormelmente esegu~ ta coi parametri ,/..t e .lT.,A 
l l <ielrle . . l , _. , ) c1 a uogo · ~ l_, c ( a L ...,. ~ 

" i~ e i' K' o ./k e..à ~.i, kl 
come ee fossero parametri di uaa connessione affine~ 

(!>) • . . 

( 5.29) .l} ~' - ~l ~.: + 9:d., cv /:l 
k' /' A " 1\ 

Si badi che 1 primi membri non ~ ono effettive deriva­
te covarianti: pure la loro coasfderazi cne ·potrà l' iu­
eo1J"C1 utile. 

Wotiamo, confrontando le (5.13) con le (5.15),che 
le prime possono riguerdarsi qu~le un caec particola 
re delle seconde, ove si ponga 

( 5.30) Cf .:::: -
J 

-1 

n+ t 

11 secondo membro non è un vettore covariante: 
. • 1a rela•ione col fatto già notato'he77/, non ~ uaa 

Il cf./1.. 
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nesgione a!fine. La c ostruzione, ~s>resPa delle 
(5.20 ) o (5 ~21) 1 con cui si otti~ne pe r la geo~eti-
0 8 ge nerica 11 parametro .!'-f f in.e T • corriep onden41l' 
t e al le espreesioni F-~ od Z~.dei psrametrt - ~ 
ma niJ'esto che finch~ si tra tti delle geodetiche è 
sempre l ecito ri ~erir oi anzi chè alla co nneeaioae •­
eimme t rica coasidem ta a quella simne trica ass ocia­
t a -- può s nch'ee sr applic~rs1 al caso attuale, e oi 
dà il parametro affine _inva riante 1~ di f.Y.THOrAS ; 
da lui ver am ente chiamato ps r .· m~tro pr c1et t 1vo •, 
~a te le denomi nazione ( come ve d1 emo) non appare giu_ 
st i fi cata. Abbiamo subito -

/ l " /.[' .. d. -~ 
( 5 . 31 ) f z. -= a l e - n+t J "' ,·t:_ ud 1 -+ tt 

l ~ J 

ove a/# sono ccetanti arbitrarie. Si vede bene 
tra ttarsi ancora di un parametro affine come J ;de_ 
t erm1n8to a rneno di Ull'l trsE!formazione -li ne are 1nte= 
ra . In relazione al parsmetro ft- le equazioni (5.1)­
(,- ( '5 .2) delle _geo~et iche - ov e naturalme nte al. luo-. 
go di L ~·;{ _,L ~~ è le ci t o intendere poete le T/.4. _,F .L,-

J J ~ ~4 
prendo"o le forma 

(5 .32) 

Per un 
( 5 .15) di 
ef'orme in 

(5 .33) 

ci2ue 7T' dte i du X 
d ;z, ~ + i x d f-z - d ft tJ. 

cambiamento (5.17) della ~onnees1one 
quella eimmetrioa aseoci~ta ) - ~ si 

. -

-o 

-tra-

~ li'r l ,. ... : .- , ..f i 1 
- n +t .. · • h • ./ f_ / l :.1 T.f_ ; fJ 
} 

- -----1 r. · .. - .._, ",.., ·;P,,/ d u l / (/) du --
a.. e - e ajr b--

- - - .fi A a l! · CL.tr --- fl -+ 'O- ----a A ' · c.-tA ) 

ci oè eubiece una tra ~f'or r.- a zi one lil .. !?o r e inter a : poe­
::i arr o a nch e dire che e f: eo è :1-nv!n·;_:;nte per l e ( 5 .15) 
Ul quant o eseo è semP!_!:_ dete r ·,.,t t:.Bt O , C'Ome già oss erva­
ve , ap~unto a. C"!P. fiO di unR - tt· s ~fol1 r.&.. Eione lineare in­
tera • Per" - c· a nch e que s t ;J è con @egue nza a ~ eai rv;tu · 
r a le di quant o -p rece de - i l _p; rsme t ro j z.. di ! .Y .TRo:­
L:AS !l(J rl ha si guificG t o i 1.vària n te per t raefPo lD8 zj on.i 
dt'l le coo J:.(fi na-t e --cu -n /il ir1e_e_ -e -qttlndi anche- non ha-
- -------------- -------- ) , . 
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signi fice to geometriCfl; oib dimir..1Ii sr:e a-s.sai 'il 
resse .Mi limito nei riguardi di que·sto parametro ad aggj 
g e re che esso è tale ds rendere ì ve ttori ~~ ' ,tange~ti a 
~ S g eodetica che si considera , relativ i e di peso -;.::;; 

i primi membri delle ( 5 . 3?) sono ~e~ond 0 l e (3 .25) pro-
- - cl u ,· d~u~/· 

prio le derivate assolute ~-d'h- · dn ri · Vf', tto:ri rela-
; l 

t ivi ors detti. le verifica è facile, ~u que st e no n oc­
corre f'e:rlllB rei . 

Aggiung iamQ un'oeeervazione molto sempli ce , nei ri­
gu.srdi ~i ~~K. : si ha manifestamente • in . o ~ns eguenza 
delle ( 5 .13) , 

( 5 .34) 
L 

!T.; ~ 
rlf: J 

- - l 

/l 
/K o . 

6.- I~ tensore di ~YL, di curvature proi e ttiva ~ il 
covariante proiettivo; equivalenza proi ettiva 
fra due connessioni a ffi ni • 

Veniamo (cfr .n .4) al problema d~ll' ~quiyalenza proi 
ti va di ('lue conne s~i oni a ff'ini : L)< -' L~·~ ' il et~ 
norterh anche ad introdurre gli elementi for:.darnen tsJ.i . . 
della teoris, cio~ il teneore di rmn o di curvatura 
proiettiva .. W.j4 -t e il •covariante proiettivo" .zl : ·:f. di 
O.VEBLEW e J.~.~OMA S . ~ 

Diremo proiett1_vamente equivalenti ~ue connes~ioni 
affini se è po seibile porre ~ra ~ue spazi che abbiano 
tali conne8t>icni una corriepondenza che cons.er'f1 le g eo 
deticl"te. Per ·questo èt necessario e sufficiente che esi­
stano tali tunzi oni 

( 6 .1) 
,· ( ;' <' . n' ). 

&L u ._, u , .. _. .. J u / 
• l 

. !T( !T. l 
ohe ... n i'orza i que~te r ela zi oni i paramet r i ;ik , /erel 
tivi alle due connessioni siano legati ·dalle formul~ di 
trasfortm zi one ( 5 .28) o ( 5 ·29 J ,col significato già pre 
òs te pei simboli • Accanto alle u. ,· introduciamo qua l i . 
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funzioni incognite l ·e 'fJ/, ; 'V.) ?2.·,_; per ora 6bbiamo per 
\:u e&tte incognite ,il siste~~ ·differenziale 

\ 6 .2 ) 

t 6 .3) 'd B-
CO uJ' 

(/li . 
_Il C) L 

i' VI, · 

<i)., 
d 

~- -~ 

.. ~ -r-' • • 

= Z1 i) l ~- cv. ?J ~l 
K' J ' cf ' A 

Le condizioni d'integrabilità ci daranno fra l'altro 
onche equazi ®1- eeprimen'ti, per _le f unzioni inc~ni te 
(e le _vsriabili · indipendenti u. c')1 le derivate .:-() 5'; .. 

Le condizioni d'integra11lità delle t6.2) 

. ( 6 .5) 

sono senz'altro sod di s!atte, per le prime (5.34) . in 
~orza delle (6.4) .Pe r le (6 .3) abbiamo · · 

(/l} (Il) o 
\6 .6) 1~~-, =- ·3.,~, ~cinchc _z;. , ~-, = J?, l/~, 

Su queste torneremo. Passiamo intanto alle condizioni 
d'integriibilità delle (6. 4 ): per considei;lz-1oni analo­
ghe a quelle s+J -~l te al n . 4 - v ed • le ( 4- .12) ~ ohe non 

. ...~ 

occorre ripetere, in ::rorza del sietema,..:poseono scriver_ 
si _ . . 

(ft) . ) . -. (jt} . o / . . . . ~ t. . 
·: .• (\ .~ .• 7 ) ]} /,0 Cl'" C) q ' ~il. !3_ 'f/ ~ ~.,ìJ,.')~ n·; •t'S l-7T"'lv'9 9 ·1q~ 

. ~ ,r·(~.tj·" ~-,~, 'k' / ~i'rl' l ~< fAi' . t', lA;' i'tj,Z:,·' 

ove abbiamo posto -

(6.8) "';;' = ~~ ~~ -~ ~~~"' ~~~~:-n;~ 0~ / 
. . . - ' •• L•.r • 

e analogamente per //p. p_,., : enti for mslliiente costruiti 
' /1 K j ., 

· & partire d&~le lTi~ o Jf~.~~ come il tensore ~i CUl,_ 

v&tura per una connessione affine. Veramente · essi non 
·sono te nso~i, éome già a priori_ si prevede et come .ci-·, L-

eu l terà fra poco in modo preciso: questo perb non t oc ' . -



(jt) (fd 
'. J 

affatto che valgano in re~ zione .. alla de r ivhz.ione V oJJ 
le- solit~ for:nuìe di com.mutazioiie dell e àeriv~t e s e ­
conde ~ in cui appunto :figu:.rs q est o ente nli.k: \ Ciò è 
~o~ut o al fatto che non inte:r'll':!.~!'!e nellii diuwJst.rszìone 
1i quelle :f'omule di comm ,_ta z ione l tipo ef'i che i para-

metri dj, deri vazione abbiano quella certs l egge di tr~­

s:t>orma z1 o ne di C.H RISTOFFEL , che ~ s..,icure. l a co ·.a.rian.za 
de lle d eri va te ~ All o stesso mo.do si ha che pe r 7i~'f: : '­
a lgono le soli te prop:riet1J. formali del te11.eore dì burva­
t ura di una connes sione affine simcietxic~: 

( 6 .9) 

:~uesta oseerva zione ci s rà utìl e fra non molto. n~i 

oi conviene completarla notando che, i.u. f o:rza d -~e ee­
noride fo rmule ( 5 .34}, s.:. ha 

{6 - r,\ 
. . .... v) 

rr ·· ·l.· . JTl z. l TTt... 0 
" l't: . .:::. l 't JTd l.- l1_. d, /IlA'.. - / 

I<Kt. .t ,... C.K. -" 

onde ançhe ( c~T ~ con le ( 3.36 ) · 

(6 .11} v · · · t ìT · -· z - 1r.t.· · : " 0 I ._P. - /, . . p _ 
1

, --v. ,:,.._d l jll- r; ~ 

Riptendiamo le (6.7). Da queste dobbiamo 
re; mediante le (6.4), le derivate delle 
tenùte p re&enti le t 6 .6) : 

Co,n ovvie 

( 6 .13) 

'-·' . tf) C:; t' ('l \.".:'· l . • ' 
.. )l- ., j l <l 1 l ' : ... . 

t . . . l ,, ' ..... . . - t_ ./ .... l "/ ~ ·' ( ~ . , '"'f 
c' ~ .(' l"'( ./! '.,. / 
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A' 0 . 

:oltipli chismc per ~- e _ommiamo: 

di q_~ì espressioni 

( 5.15) 

0 ve per brevità -abbiamo posto : ·· · 

6 16 ) j !T. . .. r. ( ,.., . . - ~ l ) 

l • z l<j '=- iz~l . l / k_j = '-i&._ ./'e2. t- e. { (. lfJ; 

L e spressioni t :r')Viite per le (6.15) soddisfano &nche 
alle (~.6). ~bniamo dunque complet&to il sistema delle 
"(6.'~) , (o.J) , (6.4-) mediBnte le_ (6.15): di queste do-
. re114-0 ricav-& re le c ond izi oni d' integr&bil i tà. 14& prima 
~pgliamo emilin&re, mediante le ( 6 _ .~5), le derivate 

l?e.~·, d&lle ( 6 .13) • Otteniamo, . oon ~n'agevole sempli!i­
cs ztone 

( 6 ·17) 

•· . 

QUeste esprimono il carattere tensori &1 e di 

!T. 
... l. ("-~· <\'(.' 

"'/( ·· . + ò k ZL. - () z . .;:: 
/1 / • f J<..,j h. 1<; 

• ,_ . r - - -- · U L. /l. J1 • - OP / Il. _, . • -
- lT. . .. t . ·• l ' ("" ,· ~ .. . t ~.- "Tr • •. ) 

li.r.v n -t " ( n-; /1. xl 

E ' &ppunto vr;~;:' qu el l o c~he vte n ~ et to ~e·nsore di ~ 
v&tu:r& proiettiva

1 
o di ·JJe~: . ne · ve (1 re~o il ntolo :t'on­

damental~. nella· teoria. I niJ:i. der!tiilmente not iQmo c he an­
che ~~k:' è emis1mmetr;ico ri sne:tto ad li. , K e c he i 
t ensori J contratti }V·~·.'- } V · ·· '- sono nulli : 

· . lr.r. _l.- .7 t'~/ . 
( 6 .19) ;y ··. l..::: o . , . . . 

1 ,.(; -
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'. 
La yerifics è immediata: tenute presenti 1e (6.11) · 

•l' 
Pa.ssiamo illfine a l calcolo delle condizioni d 'integra_ 
b{litl delle {6 .15). In forza delle {6.15) medesime 
e delle {6~4) esse si scrivono, con alcune semplifica-
zioni: 

\6.20) 

o infine, 

t 6 .21) 

Queste, posto 

(6 .22) 

(6.23) ·'2- - f) l_ i) k ;}J, r •. ' l.' C) 

l'~<'i' - ~,_.~i l ' x' ,/' ~ ~~~) ,. ~- , 

Le Z;:_f<;' ( -= -'Z~<l..;') sono le componenti di un ente che 
O .VEBLEN e J .l! .THOM.A.S hanno chiamato •covariante proiet 
tivo• della connessione affine suppo'sta. 
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"'sso è ov viamente, c ome il t e • . ~ -.~re di -, ~l"L, inva ri&nte 
per l e trasformazioni proietti ve d lla c onnessione: ma 
no n è un tensore se· non nel caso in cu i il ten sore. di 
wEYL s i · ann*lli. ~questo punto a bbiamo riportato il 
pr o l ema d~ll'equ1valenza proiettiva di due connessio­
rii a f~ini a un si~temo misto nelle funzioni incognite 
u '~ f)l~ J V ~ ~·, delle u z'; ~ormato da lle equa z;oni 
diff erenziali (6.2),(6.3·), (6.4-), (6.15) e dalle equ a­
zi oni in te rmini fini ti. ( 6 .1 7) cioè 

(6.24) = W. ... ,· Cl l f) K d .t 
1 l< i l/~ l ~l i' .) 

e { 6 .23). Non resta che esporre con si de:r a zi oni del tut_ 
t o analoghe a ::;, ~.t ::·lle svolte al n. 4: dette c on~ples~i­

vamè n_!e F le equazioni . ( 6 .23) , ( 6 .2 -1-)in termin i :ri 11 1 ti 
ora dette, ~ovremo aggiuQgere ad esse le loro conseguEn_ 

ze differenziali. Con una"",.prims derivazione, che ei po_ 
tr~ eseguire col simbolo ~~ , eliminate le derivate 
delle fJ/, e delle~·, medi~nte le t 6. 4) e ( 6.15) ottenia­
mo in genera le un nuovo gruppo di equazioni in v~rmini 
fini ti T, ; e cos-Ì ai pub seguita re • Detti 7;, I;, ...... 
- successivi gruppi di equazioni in termini finiti che 
così si ottengono, se esis~e un intero JV tale che 1 e 
T_. F, ,7; ,. ... .):t,; siano al8ebricamente compatibili e le 
so+uz~oni che esse ammettono (rispetto ~ lle incognite 
u~ ~.;, 9 ~ ~,.,. ) ·soddidino anche alle FNrl le due con_ 
nessioni supposte sono p:roiettivamente equivalenti; in 
ca so contrario non lo sono. (Notiamo che i va l ori ini­
ziali delle funzioni incognite dovranno intendersi an-' 
che soddisfacenti alla relazione (5.24): le cui conse­
guenze differenzit.~i rientrano nel sistema (6.2),t6.3), 
(6.4) ). 

In particolare ri ~l tano •proiettivament e piane• cioè 
proiettivamente equivalenti alla connessione (inte grabi 
le e simmetrica) dell'ordinario spazio afrine ( E ),tut 

!:L -
te e sole le connessioni affini per le quali il tensore , 
ài ~mYL e il covariante p~oiettivo si annullino.L'annul 
l arsi_ di ~·'i k e ed z t·t k è dun~ue, in -al tre ps role, · -

l a condi3ione necessaria e sufficiente perchè lo spazio 
a connessione affine eone i derato ·sia rappresenta bile. eu 
~1 uno spazio affine d 'egual numero di dimensioni t in tl(J_ 
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dc che ogni punto abbia p~r immagine un pun to e ogni 
geodetica 1ina linea retta. Sot·to aspett o analitico: t al ::. 
spazi proiettivamente piani sono carattérieza t i dalls P OE 
sibili tà 11 sceglie rvi le coordinat·e curviline9 i n modo 

t~le che le geodetiche vengano rapp,resentate in termini 
fini ti , con equazioni lineari. ·o ancora: .in modo t le da 
r~ndere ~guali a zero i valori delle lTik • 

te condizioni analitiche perchè uno spazio a oo 1~ 
sione affine eia proiettivamente piana, o anche più i ~ 
generale perdhè due tali spazi ~iano proiett ivamente equ 
valenti, possono mettersi Eotto una forma più sempli~e 
separando _ i casi in cui la dimensione 1l dello spazio. si 
2, oppure > 2. 

Inf'a t ti: per n =- 2· il tensore di WEYL è sempre i è. ;;;·ntii 
c~ mente nullo, e il covariante proiettivo è{.per consegu·e~ 
.za j come abbiamo già notsto) un tensore; per n > 2 l ' s-·r: 1 

nullarsi del tensore di WEYL ~or~a per conseguenza &néne 
l' aunullaTs! · del covari.a n te proiettivo. ------

Questo si verifica facilmente. Per n ··• 2 le componen 
di W,·>".k t · ._a. meno del segno si ri~uconO: u;;·,i- t-=- M'z ;.·;·e; 

- essendO W. . ' = w· .. t : 0 }1r. • • ' t = 1Ar '" 1 0 
c t k z r ~ .J L l x rr, z k = 

anche le componenti ora dette sono nulle. Del resto il 
solo ratto che si abbia, secon do . le (6.18) 

W 
... t . . t · , ·( t., .. . ~\"/_.,.;;_) . 

(6.25) t·,·k :::: 7T .. ·k + - rJ · 111. .; - () . ! IR ' k 7 
<~ t l · n-l . J c t "'· ./ 

indipendentem~nte dal ·aigniftcato e dalle proprietl t!i 

JT .·: · .! porta che -per n •2 ·.è 
{ l*. 

W ... / o 
identicelllltn~e c/k .::. 

e in:fa t ti 18 (6.25) per n • 2 dl 

( 6 .26) 
! ! t z 'V'!_ ... / 

lAr • · · _ ìT · · · - ~ ìT · · · o /1 
v v. t ,< - 11 t 2 k + 0 z. 1 t A- - 1 l z k . 

e si ve(!e bene ·che, sia · per i= 1 1 che per -! ~2, il se­
c~do membro è nullo. 

Wotiamo qui inoidentalmente· una prop~ietl assai piQ 
general~, - comprendent~ quella ora notata: per n qualun-
que la conç!iaione che eia ; ~ 

\ { s .27) 

. ~ 

A ... t 
tj'A- = 

t f 
;)". B .~ - ;) . .B. ft 

l cf .1\ ,,' L, ~ . .J 
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1 ve no n imp orta suppo rre che A tj-'k! abbia oara tyerE; d~ 
t ens o r e , è ne ce esa r i o e su:f'f icient e per chè . f ., 7 ;-?; '-, 
e Esen do t r e vet t ori cont rovaria n t i qua lunque, il vet to-

p · · ~ • - ----

A " · ,_ t;: ' ' r K r /' 

! e ____ l_j:A _ J _1_:_ _::; s ia c om .la na re con f ~ ed ~ 
\Du.nqu e · s e n ~ z. la c ond i ~i one - ( 6.27), che equi va le 

6 .28) { y-t f1 ·_ . • :i l '\"- 'A ... h.- o 
u . - ' l p • . + --- o . -

z " d l< n - f ! ,e l . k ;J 17 - { 

..... s empre soddi s fa t t a ) . La verifica è faci l e; basts. ser i 
ve r e èhe 

r 1 f 1l , · . 1. 
(; '- /7 A . ., ' - _J f ~ 7 cl j. . . l 

J ( {i ;.. 7 t 6 .29) o 
>- L ,~ ," 

qualunq_~e siano i tre vettori f _. ? , 5' _; cioè che 1 ooe ~ 
:rioienti dell21 f o r ma che ~ a p_rimo membro t qu&dratièa r :iJ 
spetto ~ ~-le f,_· e ri spetto l:ì_lle 'l '- , ~inee:re :rispetto 
alle _:; ~ ) ·sono nulli; con o_ppo:rt une contrazioni ne ~i­
sul~eranno le t6.28) . 

Temiam o al teorema enunciato sopr a _ : . ci rests a di ­
mo Etrarne l a seconda parte. P~r quest~J rip_:rendiamo la 
{ € .18) ;Per d eri v azione col simbolo ~ ne ricaviamo . 

(/t) · · f;zl - . · f~t l. · (ft} -- n , r .. . ' ( l, L <.;'-' .. / ""c 77 
t 6.30) ~ ll!fK/ = ~ '!ljk> + ol: /j Z~ z - - ~/~ t k. r· . 

Al-terniamo rispetto ad ( -:4.-' k , ·-tenendo 
t ime (6.9), cioè le identitA di Bianchi 
Avremo: 

\ 6.32) 

,, ... ··_. 
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d t . ·tenendo presenti lP '"' ontraendo ri spett-o a -z J -

6 .19 ) e {6.22) : 

iJLJ 
Jl lf-~·;"·l. =: (n- 2) -'t . · . 

l h Kj ~l;} 

Qu.e sto ci d-.:- '"'en z ' Gl tro qua nto volevamo . 
Potremo dunque ecncl 1dere che semplicemente le ccndi ­
zio~Li Vr'/k. :L" =O per n> 2 .)~~~· =O. per n~2 c~rat­
terizzano ~li spazi a ccrnnessione ~ff~ne proi~tt~ a en 
te pi_ani .Anche nell'enunciato della proposi zione s ta bi 
ta' nei r-igua rdi de-11' equi valenza p;roiettiva :sarà manif 
stamE!nte le ci t o intendere che il sistema T sia forma 

.d:àU ' ~o~e (6 .24) per n >2 , dalle sole (6 .23), ove ·aia 
~po.,to Wi,_~~:/'-=o,per n- -2 : ._ analogamente per le cense­

- guenze differenziali. ;; .} ;:; r··-·. 
Wotis•o che il risultato ottenuto nei riguardi del 

la equivalenza proiettiva ci d' anche la forma~one di 
un sist~ma .completo d'invarianti roiettivi er la su • 
~osta connessione affine. Esso è costituito dal ten~o­
re di .~ con le sue successive derivate, col simbolo 

.7J , se 11. ;:::::. 3 ; dal covariante proietti v o, con le su~ 
successive derivate fatte con gueeto simbolo di ~eriva 
zio ne, se n = 2 • Ma va notato un inconvenie nte-'~non li e 
·ve: le derivate ore dette non ~ono ·deriva te cov~:rianti 

inf!omma non sono tensori. Si vede c_ome sia un ìJO-, sfoJ 
zato il voler costruirè questa teoria proiettiva ,nei 
quadri e con gli algoritmi della geomatria affiQe curv~ 

· una fortnula zione sodtiisfacente si avrà poi nei quadri · 
della teoria delle connessioni proiettive. Ancora una 
osservazione:· il WEYL è giunto al tensore W ii & ~ 
per ·altra via e al posto del •covariante protettivo 
ha int-rodotto un effettivo tensore: il quale perb so-

_ lo per n~2 ha significato invariante ~er le trss~o~~ 
ma zioni proietti ve ~ella connessione affine. Lo rica­
viamo diret ta mente riprendendo le (6.23) e.d elimirwncJo 

a . ~ 

. da queste Vl·, me i~.nte le ( 5 .26), seri tte per le r~ . 
cioè: 

f' 

~'i' (6.34) 

Otteniamo subito 
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(·6 .35 ) 

il che mostra eh 

~ Uh tens ore ·, appunt.o il secondo. tensore d .i WEYL . 
~ s' intende bene che Vj~i e lP';_~·:' possono e'sprimerei di ­
r etta mente mediante il ténsore "di curvatura della eonne~ 
s ione simmetrica associata ·alla connessione a·ffine di pa~ 
tenza (cui p otrà sostituirsi uno qùalunque altra connes 

sione affine simmetrica che abbia le stesse geodetiche}:­
si trova 

( 6 .37) 

. 

Sono queste( o a ques"te equivalenti) le espre.ssioni da­
t e per questi tensori dal ìfE~ ' . · · 

Rì pTendiamo peT un momento gl.i -spazi a connessione. affi­
ne proiettivamente piani ( su cui anche nel seguito tor­
neremo . dandone -la costruzione più g~n:erale). 

Essi sono dunque caratterizzati 1a 11a possibilitk di 
fa rvi una trasforms~one -di co·ordinBte. · 

( 6 .39) L• - . L(• _r' . zn) 
{L - LI.. z .7 ••• " J 

., 
tale che in relazione · alle nuove coordinate .z' le ·geod·e 
ti che siano rappresentate da equazioni lineari, o le lrj:; 
r=~i ;3n nu~li~o in ogni punto. -Le ( 6 .39) si potranno pensa 
re come formule di rappresent.azione dello spazio ·supp·o ... -
st o i n un ordinario spazio proiettivo·, ove le z~.·' sono 
coordi na te proietti ve non omogenee: rappre-sentazione che ., 
muta le geodetiche 1n linee rette. Le 2'dov:ranno .essere 

.. .... . 



det ei'mina te a. meno di una trasformazione lineare fra t­
ta, cioè a meno di un a rbi t:ra rio cambi& mente di coor- . 
dinate proiettive nello spazio proiettiYo: o anche, a 
meno di una quàlunque trasformazione omografica di que 
sto . Dunque a pri·o:ri è. prevedi bile che se in un siete­
rea coordinato ui le ~~ si annullane, la più generale 
tra sfor ma zione delle coordinate per la auale la oon--·- . -
dizione ìr ,); ::.. o si conserva - sarà lin-eare fratta. La .ver 
fi ce·: a na-l i t :t ca è agevole: p i il in genera le possiamo. pro-

.-=-- are- che ·· ì~-'x_ .· ·è un·· tensore pe-r - tut t e e sole- le ~ t ra sfor 
inazi oni line&ri fratte nelle coor·dì'nate curvilinee. 

E infatti; · per 1-e (5 ·._28)- ìT)k ~i comporta p~r una .·· 
• • ' l. • t' 

nasforma zione -delle u nelle · u cot::Je ur.. tensore c o l --

dizione che si abbia 
. . 

t6 .40) 
a O'- c;:) g .: 
2/P.. 2/ . 

1 
-/- V ·

1 
Z n ./ 

K' d cl K 

col solito significato dei simboli. Le condizioni di 
int e gra bili tà si ricaYano eubi to direttamente. '( o an.l 
che qua le ORSO pa rticolsre per 77 ,-~ = Tf.:~=-=0 degli ·aTi-

, oK ) dii' 
1· p~i che precedono); otteniamo 

{ 6 • 41) 

o· ancora 

che dè 

c 1oe 
··;/9 
~-:-?'"i'­

() L/. {/ l< 

.o 

aA' e c essendo cc Cl tenti arbitrarie: 

e 
a 

- V 
a 

.1< ' 

r< ·' t 

U-- ·1- c _, 

scs t ituendo nelle 

(6.4-4) 

·- onde con una nuova: quadratura t e tenendo pres-ente 
:<6.43}: 

~ .· ... 

(~~' u i_; c : ~:: ~~ ~~/ -- ~l.=-·· ~/' -
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le ~.:., essendo costanti arbitrarie • Queste ·possono scri­

\'ersi 
r ti l i'j ~j'tr Qf, L{_ "'+~U 

l /]' ( 6.4~) -
u .· f' • 

'l 

dunque infine otteniamo 
. ' . 5(. 1' (.-l[. ' k , L 

( 6". 47) l a U. + C ) U - .A t..L -( t.' .,/ ' 

l e -dt esàendo nuove· costanti arbitrarie. 
era l e (6.47) si possono scrivere · 

;J l e-' /L 
l 

rt 

(6 . 48) 
·· {:-- ., fL -1- a t t !t - A' a., u -i- c l 

- o. 

.> 

. .> 

ne segue quanto volevamo.( Si no-ti perb che la condi zio~ 
ne {6 .43) in forza ·di qu..,este risulta soddisfatta per '·L'==t) .. 

e quindi anche identica~nte - a condizione· che e'inten-
- Q l -k, l , 9(u ~: .. · .. . ; u·"') ~ t 
da t' = n+l j"(·n 'O ' ,, n'' ,ovemeuna oppor- una oo-

. c u .. I .. :J U · ) . 

. s ·Ga nte, in gene-:ra.le ;:i: . ~Ca ie (6.40) ,.algono anche se 
al posto di L1 si sostituisce mll } • Risulta ageYole la 
verifica che, inversamente, le ( 6.48} per derivazione ed 
elimic& zione ai tutti i coeff'icienti danno proprio le 
{6. ~). Si deve perb intendere- com& à sempre· inteso si­
no ad ore-. n >l : per n= l le cose camb~anQ profondamen 
te , oomewdremc al n .8. . . -

~ .3 - Paràmetro proiet~:i.vo. De:ri~azione ·- proie'tti~a. 

7 .C~ordinate: proiettive normali(non omogenee} e PlilÌ'&­
metro proiettivo normale legati a un sistema di geo-
detiche. 

Ript>e.ndiamo le.dtl!UB zioni differenziali delle p:ooet1- · 
che di una connéesione a ff.ine, da t~ a meno di un& tra...._ _ . :'" 
etormazione (5.17)~nella forma {5.32), oTe figura 11 pa- . 
:tametrc affi ne invarisnte p di 'r .T !HOilAS. lfe rica•iamo ·- -.. 
subito col noto procedimento {doYuto a VEBLEW, a parte al­
cune SP.mpllfi~ zioni posteri_ori) une rappresent_azione del­
le geode-t J..che '· 1n · te:rmini -:t~ n1 ti - é· anche · la costruii'one-·'ii 
si et~enli · .. c.oo:r~i na ti . -in cui per le g~o_det~é~è us9enti : da~ ~--· :~·~­
te rminato punto t ale :r!:ìppr_esente.zionè ~ lirìe~re. Ci -ponle-



, 

-· 
110. qui per sen1plici t à t ee p ·re per una a rte di ci è che: -
segue cib non è essenz i a e ) n- ~1 i p o te ~ dell' anali t i ci­
tà . dèlle funzi oni c he tr:-.; -- t i am ; p a:rticol2 :r mente , del le· 

L l. TT Z 

t. t. e quindi delle f.~._ l< • Da lle ( 5 .32) , c i .; 

d~u·r.· du.A. d-uk 
---:--- = - ~: 

djt-t.. - ILK dft djt 
( 7 .l ) 

/!!:? . (.4} 

c ancora, con- ò =. d_ .x:/~· de si "n .... m osi \ a diffe::re nzi s 
zio ne eseguita coi pa_rane-tr j rri · n i 1. . 

( 7 .2) 

Derivando 

( 7. 3) 

nuovsme nte otte ni amo, 
. . ( f <} ' t..' 

d3ul - - l7. 17:t J 
d ft z.. - l n.K 

in forza del l e l7.2) 

d--u. 4. du k d u / 
dft d;z- djt- J 

ove · l~indice posto singolarmente entro parentesi non 
v & consiòera to, _nella. costruzione della derivata col 
s i _rnbolo r. ; indi con ul terlori derivazioni 

d " . (/l} (J'f} (zJ d .4.. J . ~ _! _/ J f 
d"ul __ ~ V 11. u _au _ _!!!!_ ~ 
d jt b - t cl t.k djt- djt- cl;z cttz. J 

(7.4.) -

· ~ . . .. .. .. ... ................. - - _ .......... ---- ........... ____ .... .. 

Ne risulta _per· la so·luzione delle (-7_ .1.) o ( 7 .2) che 
soddl:.sfa ·alle condizioni iniziali 

' 
lo sviluppo: 

. ( 7 .6.) 

du' r. a 
d_ft --

ftVL ft=- o 

- ·~ - . . . ~.· · . ·. l. 
~Ye, con l.' indice o indi.chiamo i Yalori C&lcolati per Li=- u . 
ltt.sul. t.a · i:auae~ato che le · 8ffodetiche · us'oent~ da questq ~ 
~tQ u ,· - -U. 1 ,p.he incJi.cheremo con o .. , 1='0!'\0 . 'rappr.eeentate 

r -
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iC terrni~i ·-finiti dalle equazioni lineari 
. . 

t 1 . 7) 
l {. 

!l = ap 
( 

in rel a zi one .a un nuovo sistem& coordinato /1 legato al 
p r i mi t i ve· u' dalle formule 

. . . - . (/'} (.) 
' 7.8 ) Ul= u.l+ &r '-_!_ ( /'!Tl ) tJ1.t./~ .:!..... .(fllTL'Jujt. ~<q/ 
\ 6 cl 2 !. k {/ cl - :J l / t.~ l o' cl - . .. -

o d, o 

Le (7.7) indicano in modo evidente ~d espressivo 11 si­
gni ficato delle nuove coordinate !Il~ per ·eia scun punto P 
suff i cientemente prossimo ad O , ia modo che sia deter­
mi na to (nell'intorno di O ~he si considera) l'aroo di ge2 
deti ca _ ~on~nun ç_:;ente, le ;; "si :)ttengono moltiplicando 1 · 
valori { %~{ ; calcolati lungo tale geodetic_a in O pel valo­
re r el& t:..~oo a P del parametro jL (di T. Y .THOMAS) contato 
da ~ • Se csmb~a la co nnessione conservan~o le stesse geo_ 
de t i :J.he -, le jl L -che L .P .JUSENHAR'.r ne n molto propriame~tt! 
ch:.ama "coordinate proiettive" di origine O - subisc_o-
no una trasformazione lineare intera (e anche di tipo 
par t icolare): ma hanno un comportamento più complicato, 
non lineare, quando cambino le coordinate c~rvilinee. 

'al trn parte 1·n relazione· alle coordinate /!c. il pa j-ame­
tro 1~t.- non ha più quel :ruolo di para~et.ro affine inva­
ria n~~- ·che _ av eva in re}.azi.one alle u' ·: cioè. indtcando 
con ~~ i valori delle 11~1<. in coordinate!!' (giecchè 
qui f a comorlo non alterare gli indici nel passeggio dal­
l ' uno all'altro si ~tema coor dinato) le equazioni delle 
geodet iche in coordinate 11;. e oon riferimento al pa ra­
metro /l-- ei scriveranr ... o nel l.Gì form a 

l 

{ 7 -9 ) 
d <: L 

!l --
djt~ 

è una co·nveniente !u~iC'­
d~ 

ove Tftz} lungo ci~ecuna geodetica 

ne di /t (Precisamente, lfl.ft} = - qz / ove -h è in r,lazio-
/ d tz.J z. l 

. - l dj(7 
ne alle lf. l. parametro affi ne i nvariante);. In particolare 
lungo le "geodetiche Uf'centi da () , fAvendosi 



:; 
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<.. ~l d 2 , . 

~ 

a- t;z. dy -t- tr 0_, (7 ·10) a d' -:1 = - - _.J - .? d fz_ jz djt t_ 
l 

dovrl risult are in ciascun< punto· 

( 7 .11) '· 

( gia ccpè ~l primo membl'o· ~ t unz:1.one del posto, e quindi 
lo~ anche i~ secondo membro); onde anche 1 eliminando~{ 

{7 .. 12) ( 
- z' t - l ~ } . .4_ x rr LI - n j G/ tt LI ==- o. 
ik d' Jtk vf / cr r1 

Queste relazioni dovra~no essere soddisfatte identica­
mente x,1spetto alle 'i l. {di ·cui' s'intende, anche le 

rr~, sono :tunrlcni). 
lfotiamo ora: ... çhe la :ferma (7 .7) per l~ equaziuni <!el 

le · .geodetiche uscenti da O ai .conserva se alteriamo le 
y ~ e /!z.. .Per un oomu~e fa t t ore (funzione del posto: cioè 

delle a l o delle :; " ) po,nendo: . 

(7.13) 
1 

z"~ ~:·.z".,~ Cf(Jf)- /j ~· _, : 9' = SO(Jf) · tz-· 

( ove · ii/ ·= {~ secondo eh.e t: ed z'' p:rettdono, nelle du e 
eer :1 e di cont~aesegni 12 .. .. n .f t'Z' ... : n~~ Yal.ori d!eguaJ. 
posto ~ d~ poeto differeD$6~ 

Ci proponiamo di cercare se à pòe si bile determinar e 
tale fattore Cf(!!/ ~n modo tale che in relaslorte all~ 
nuove coordina_te zz preci.samente 9 eia parametro af­
fine invsrian'te ( di T. Y .THOJr~S): c~_ oè si abbia ident:iJ 
r;amente, i.ndicando . oo·n '?';.:~, ~'1:> · v~,lor1 del le 7~1 ili rel 
~ione a tali nuove coordinate .zt-

. _;> 

.* ~·' i ' 4-' 
( 1 ·1 -4- 1'• TT ., ., , z z :::. o 

. / k . 
< 

~c~ute - presegti !e (5.28) po~re~o aclivdre le (7 .14) ne 
la ~ orma s eg--aèr .. t e : 

,fry -~. ~) 
l , ' • - ,J 

( 71, ~.-· C) q'. o. -t ~ a l.' ,,;,· < i .. : o o z.. ) ·' ~ / 
. ~ v . v,_ + c)J?. Zl ., - u l/ . - v. l v Il , l z d .z = o 

·i ciii . J' · K' x' J ,( ' ,/' cl "/ . . J 

· ':>~e ora ·-' ntendiamo ~"':· ~ 3ia 



f}~ 
7 . = rf 

{ 7 .16 ) 

( 1 .17) 
··q 
VI, = 

-47-

d f;ll 
-

C().zcF 

·· "'è) ~ 
Cùzk' :J 

l 

<l 
' "') ' . 

.'l ~ l _L 
..Ll - l ::'\ (' . '--o.Z" 1 

l .· _; 

'l'enute "- ~senti le (7 .12) riduciamo ora le (-7 .15) · !ì una 
l• 

unica · equazione a derivate parziali in Cf[z.} . . 
Per que ste calcoliamo successivamente: 

ar · .,/' c:-.,"':/ zz'_ ·_· ; -~-L z· ,::,_/,) 
\7.18) v;; ·, z = az (è; </~ co z .i' ~ J 

( 7 c19 } 

-:>n de 

( 7 .20) 

( 7 < 21.. ) 

! - "'2) ~ ; . ~ l 

, 

2_ {/L 

+ _ .. ./_ 

rz. 
CJçv .· cv cJJ" 

• l l! l . z .!z !C · 
·-:.> zd" ~ .z J'' 

~ . ./ 

i 



(~ .23) 

infine 

(7- 24) 

~ - = 

a k' 
~l z = 

-48-

! ç;;r.p l 
-- ---+-Cf ;o· J{·' 11+1 . 

Sostituendo nell'9 (7 .15) .queste dlinno. 

( 7 .25) .:;;. ;; i .k( r;y"n "'12 1- ;z. Il J . / , t./ t( (j/ - y <- + 
u i'\ d <1 T 'ò:<.J' l +n 

( 7 .26) 

<'2l2. c;; ., 

Q z"'~ z *' zo~ 

A questa equazior..e pot :c emo soddisfare i n infiniti modi 
con una funzione q:;( Z r' ·· ---·· J Z ,..._) regolsre in O ; ad 
es. impo.nendo eh~ sia · 

w= f C)cp = o 
l ../ o..z t' (7 .27) 

. , 
l 

per .z = tJ 

( e dando anche ulteriori condizioni). Ottenuta la <f 
quale funzione delle zi' e quindi le espressi-oni 

t' zz-' . . (., 
j = c.,t>[.Z'J . , ne po~remo r1.cavare le Z e infine 

Cf esp r es se per le j'~. L·' 
:1 nuovo sistema oondizi nato Z , per quale valgono 

identio.amente le (7 .14) e le ge odetiche uscenti dal 
to (o?-"igi ne) O sor.o rappresenta te in termini finiti 
le ~quazioni lineari 

. . 

( 7 .• 28} 
,/ 

l a.1 ~ r:;) 1-

Yiene detto, secondo VEBLEN e J -.r.~ .THOrlAS, un sistema di 
ooordin~te proiettive normali.(La costruzione che ne aà 
bi~mo indicato non ~ la primitiva di ~T~BLEN e J .M. 
(1925): è data da BISENHART(l927) ) . 

LP. denominazione ~ giustificata d~ l fatt o .. che tali 
dinste, per una qualunque tra sformazione sulle p rimiti 



. 
coor dinate curvilinee u l. • . ~ubiscono una trasformazione 
lineare fratta (del tipo . niù geneÌale);cosic~hè le eqU3-
zioni 

. . ' l. . . • 

che e àpxi mon o i l 'pa ssaggio da l le coo.rdina te · u alle 
ooordi~ te proietti ve no:rmaii 2 i' .si possbno 1nterpre.- .. 
t a:re qua.li formule di u.ns r appr-esentazione "ell& va­
r ietà ( o di una ~~a conveniente regione contenente 
i l punto O ) su di uno e;;azio -proie'tti:.to n-di.nlen­
eionale, ove le z i' si pensino qU!lli - ooordillti te proiet 
tiVe non omogenee. Di più, . anche il parad1etro 9' varia -
per · una trasformazione lineare fra~ta. · cosicch~ potre­
mo dirlo un parametro proiett1vo per le geo4etiche del-
la connessione • . ' . ' 

· La dimostra zio ne di <tua p. tv a bbismò ora --e•uncia to 
può svolgersi (secondo · EISENHABT) nel m od~ eegue.nte: 
fissa t" 11 punto O {origine delle coordina te proiet­
ti ve normali) siano ora z i J z F coordinate ~roiettive 
normàli di u.n generico punto P , co':r:rtspilndènti ai 
ei s temi curvilinei u l~ u i l (e a sé.el ta . di soluzio.ni 
della .(7 .26) scritta per le ;z z· o le z t''). ' · 

Dovremo- avere~ in :relazione allé geodetioa congiun~ 
gentè · 

(7 •30 ) . z''= ~d:;~ Q',,- (';;.<:'' dz<. d<f 1,/ ;z:.j?z'}1 _. 
· dtJ · ., 1 . I?Jz.'- dr c!CJ'Io' 1 d~ 1: 

ct oe-,*eeendo 1rr. oonses_usnzt delle (7 .8) •. (7 ~27) 

( g,Z z'} _ d~, (cCèJ z l'';'-c,<, l. , / J·;z_ z..} _ /'Jù l·j' '::_ ~~ ~· } -
{ 7 31 ) j -- l - ..J - '- 1 ' l --;; / --( -- - V-~ · •· I ~Ju/1 o' Ld « ,/'1 ,.! .. ,, 'CJ< z/._ C() u. i', r' 

/ '-' 10 . ù /o · · ~ 

e d 'altra .parte eecon~o le (5 . 20),(5.31) 
... 

( 7 -32 )- . 
d q' 

) . 

'; dq ) /1 l'l~!_ f. ···1 ~L<:Zl ' 
J ·r- == LJ . L!::: -l ., • cit7' l . o - ' 'd i j 

7 l a · · l-t.. ' 

BDR TOLOTT/ ·- S,élz/ a conn~_rr_,~_n_e. ___ · ,..,_o,_~_lt_vq.;..._ _____ JJ,~P· 7 
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dovremo avere 

{7 .33-) 
t..' / / (._' i . , l 

2 - 1 Z1 
.. -t 'l. / 

' 0 

' l •l ~-
<")o-t z.. 9 ~~ l / ... 1 17~ ·:' 

-<. • - - .. ,.· J . / .LJ 9 [ ~ lo o 

9 ' 
Ma ~ evidente che il rappor to (:: > f e 9 ' :riferendosi al 
medesimo arco geodeti co ( ·* ) , "deve est=:ere una funzio_­
~~ de~_sto: pon~amo 

(7.34) . ' u, .. z j 
l • - / 

onde e,oet~tuendo, posto pèr brevi t à 

( 7 .35) 

s v remo dBlls ( 7 .33) ; 
z 

( 7 .36) '7 -
..<.. -

·­-' . ,, . 
l ' 

'.l 
/ • :r ..__ 

Tutto si_,riduce a dimost rare che !..p quale funzio ne 
òelle :z z è necessariamente lineare i l t .-. ra. 

·------ ----- --- -- --
Della (7 .34) abbiamo pe r derivazione ~ 

z. z 
dc;- L1 h+i LJ n;i c-, J ".l 

( 7 .37) c ·) 
ur..,t.-

~<:: 
..i q' 

= - -~- ç}'zi' L. v '-?2.. 
' l 

cioè, ~er le (7.32) 

( 7 - ". 
l . ,1t' ) 

D'altrs parte lS (7 .36) derivando dà; -

( 7 .39) 
Cì,.,. ~· j)_ z 
U -<-· K z'' - - - =-- -

r;) z i ' lf' 

( ~)Si noti che dobbiamo qui intendere di limi tare le 
no stre considerazioni a una regione conve ssa d~lla va­
rie'tà, ove ogni punto sia raggiunte da ·una s o-la geode:.. 
t i ca uscente ds · O • 



( 7 . ;: l ---., ; 
0, v2-
{j ..._ • 

Il confronto delle (7 • .38 

( 7. 41 ) lu 
( l 

-'51-

17 - / 

. / r n + i 
-Z <>' l 

l 
/ 

,, } 
.··-,.. ·; . - . 

- i . 
.J 

d' al t ra . pe rte nelle no !:: tre i rete si lS trasfcr<11a zio ne 
11e1l e Zl nelle::_<' è certs.m~nte regol?re in O ., , inteso 
sc.l tsnto che lo. s i '" quella delle ·U r nelle U

1 
; e preoi.-

c-<J z ' 
samente le 'c;; ..z<' in O debbono ridursi alle costanti. 
t. :· . Dunqn.e la ft1nzione 'f'/Z~~- -:; 2"/'in O deve ridursi 

add i e snche le sue derivate :~~:, debbono essere . in 
O dete.rmjnate e finite. Ls (7 .4-1) anzitutto potrà 

s er i versi 

( 7 • 42) 

. l 
,..,... cf 

-<. = i· 
.) 

in questa forma esse esprime che <..p-j ~ ~unzione omo­
~e z:t~ s di -~!ado _.!_ _<!e~1~_.z ': z <' .. -, .. d ·;;-, ;onde le ;~_:";- -·­
sono omogenee di grado zero. Ka per una funzione omoge­
nea <!1 . grado zero t. ·.::- 1,' .. ')z"') l'or1ginE: è punto di re.go­
lerità sol tanto se la ftmziùoe ai 1'14uee eà un:' ~oatàn = - ····-·- - - -- . . --- -- - ··· ... -- - - -.. ... 
"te__,_ ~n:fatti .le cop.dizione 

(7 ~ 43) ./.:...., / } Z } ::= F / <r ) 
,/l ./ ,-..... ...... 

pe r ) =.0 e tnte·so che T(o) aie una quantità determi­
, ne t& e ~ini ta dà 

( 7 ' \. . • 4-4 ) 

9i 0\tbolude che 

F (z) . =- • .l.,(o). 

, 

l/> -- 1-+ a., 
,/. 

/. 
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l e a .J' essendo co~:ftant1.. Questo prova. _ quanto vol~vamo; 
ci da ~er le {7 ~ 37) ~~ . xorma definitiva 

~l~~ z i l 

semplicitl 

./ -1- a . z ,i' 
"' c/ ' 

geodetica, post per e lungo ciascunà 
_2_ . 

( 1 • 4.7) 
/1 n+t 

L.J == a o .. 

., . 

a . ( d z,; J -= t­
/ ( dc;<!l 

ci d~ la ' seguente 
metro 7 

fcrn::.ul& 

a = 
/ 

_, 

di t rasformazione del para-

l 

a q 

Tenuto cento __ 91e abb~am9 i~posto noi. ( ed è iness'enz~$,le) 
che si a-veè'se , per 2 _ =. O , .snohe :z_z =- tJ ./ o per c;::::. o ""· 
/..,. -= o-' · possiamo_~éoncludere che le coordinate p roietti-
-~ e no~li z .t ,. e .cosi p-ure il paratnetro 9 - in qusn­
to vi si riflett-e l 'erbi trarie t à delle primi ti v-e coor 

.. .. · t • • .· 

dinate 'curv'ili!'lee U .r:.J e anche_ dellS &Celta dellS BOlU-
ZiO-~ Cf dell'equazi one (7 .26) e del parametro Jz , no­
to a . meno di una tre sforma zi one· lineare intera - eonò 
de't4an.inati appunto a meno de l la pib. ge-nerale t:ra·~= 
~a-ione ·linet=. r~ fra tta o _ Il che va le 8 dire che le for7: 
mule di. passaggio 

-t.~. ~.: _:_ -u' --.-[.: (~ ·-r' - · -"~ ?z' ) 
'-' - _;( , ...... ; ........ 

. ZVn-<1- . . . . • . . - . 

1efiniscono,.,rappreaento zio ne dello spazio a · eonnessio­
:1e · affine .e,u di ,uno spazio p:roiet;t1vo ;. ne'Ila· qual~ -le 
geodetieh.è uscenti dal punto O si rEippreeentano mediari 
j e le linee rette tlscenti da un punto, 'e il parametro 
q ' rìport~to -eu - que.ete - rette, è --proprio uns coordi 

;-;a pro_i~tt_ive _non omogenea nell'usuale significato • . -
bra nell'o èpa zio proiettivo vi è ~à n:us "conneseio-

1? affi ne da te a meno di una. trasformazio ne c :t1e ue oon 
ervr _ le geodetiche, o per meglio dire, una totalità . 
i connessioni affini sventi uno stesso sis~ema -di .. geo 

·' eti:.Che-! · quello delle l l ne e rette • . I parametri n.",-'- ' di 
" Od ~ 

:' ~est~ con..,..~sei _oni in relazione ~Jlle coordinate proie·t 
' . 



.' 
'l 

ti ve z z sono tutti nulU; m& le fol1Dule di r8'PJ're~en . 
t azi one ('7.49) ne danno 1 ~lo:.ri rf)l .in ~elas1Cfle al 
( quat lunqu_e) ri_fer~ento curvilineo 11l1ziale • .lbbiam9 
dunque in reeltà riello .epaEio ·con!ride%fàt_o (una Yolta 
fissato il punto O) due tsmiglie ~1 connessioni &~ini 
con e~ali geodetiche( entro eia se una) ,o,._ come poe.na-
~o cominciare .a dire, due connessioni pro~e~ttve. Perb 
t'lo n ~ senz 'altro ·-leci.to trar ne le 'coneeguen~e o~e l ~. an!. 
1ogo risultato dà nella ordin.Ei rfa teoria ~,ile : oonnessio_ 
ni a ffini ·( *' ) : in . quanto le zz'' sono dete'rmipate a meno 
di ~na . tre e:fo:tmS zio-ne 1-iae.re· fr6t'tai ;_e,·~·le ·· ..;:·,A.'· 'eOlie -- le · 
n;~· nori 'so~no ---connessi'(tni:"'-=-~ttirii ~ ··dunqlie ·:non .P't!'nno luogo 

a de rivate .;·covar-ianti ~SU ·-que-l!'to -~convt•ne . ·torD8re ·pib ---: tar · 
di quando avremo intro!otto :una (n +i )-esima ooordina-­
ta ripartando~ci a tre e!orme ziQn.i 11·neer1 intere • 

8 • ..:La · più. generale · costruione di. un ps r&mf!tro 
·proiettiv" secondo L.BERWALD.Prims introdu-
zio.ne · di du". · 

Alla :ti ne del n .6 abbiamo vi-sto che il pin g~neT'Ii ; 
le sistema <1i n funzioni (indipendenti) lineari frat-­
te di n -variabili .per .n>l pnè èayatte-r.izzsr·si quale . . · 
si stema· d 'in-tegrali · di :un ststema: d'e;qus-.zioni _a-lle de- ·· 
riva te p-arzj.ali- del 2·•-· or.di ne . : : le ·. ('6: 40) • ·le · Q.ose· v:a n_ 
mo diveréamef?.te pèr n.=.1 :. ,la pib gene-ra~ · flUIZione · ~ 
lineare :ft& tta di una varia-bile ':f si ha aoee itttegrs~ ·, 
l~ di un'equazione -diff.erenziale d-el 3° ordine ·in v , 
e. pre<?isamente, d-i un'equazione: di ·sCHWARZ. ·· ·-

Costru:f.amo tale equazic ne direttamente: S'tlp))oeto 

(8 ._1) 1~ ·= a~ ~ /!- '" (a_,~ S d co_stanti; ad-te ~q} 
c j -+cf 

:. 

ricaviamo successivamente: 
..::: · ... 

. ( * .) · qua ii sono sviluppate iri un mio lavoro recente·; -_ \ · 
e poi più D~Di~Eente in un lavQro _in .co~a~ del BO~IA­
NI e · giè. n-:1'. 'sudi. ·corsi' .pr'e.sso- il .Re.ale - ~Isti't'~to. dÌ -· -
Alta fìla.te-ms't.ic!'t .Nel pro e si m o .i'nd_i ce p i bliografico darà- . 
le Ci t a zi òni • .. - - - · - , · ·. . · ~ ·_, .. 
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( 8 .2) d/ a d- t e l ~,, ad- tlc c:J __ = -2c 
d~ 

= [ c-::1 + d)z. · -> d.;; 2. {c 1-1-d) 3 
_.) 

d2J'\ d~,.. l 

cl.: t -~c _ci_ ~ d~' l ..? - < 
/ =-

.... 
df - _..) 

/ ~~ ' 

Cj -1- d dJ . dJ l ( C:frdj 
-dj l d-:l / 

(8 .3) 

si vede bene di qui co.me si eliminano insie~e, infine, 
)c e d sottn?endo .dall'ultiue derivata l~ metA del 

quadrato dell'espressione prece~ente: posto appunto 

. 
J 

dJ ;t" c/j"- .1 l d'l J z 
~3 dJ z {dJ t/ 

(-i:/' 
, ott e ntem~ 

(8 .5} 

VICEVERSA: co~tenendo il 2• .membro dells ( 8 .1) appunto 
tre parametri essenziali, la (8.1.) darà certamente l'i 
tegrale generale c!ell'equazione del 3• ordine (8~5); ma 
l~ _vediamo direttamente; supposta soddisfatta la (8.5), 
posto 

1
z,. 

a 1 

(8 .6) 

-abbiamo per 

. {:8 .7) 

che integrata dà 

(8 .8) l= -2 
) 

o{==- cmf: , 

. 
aost1tuendo nella (8.6) la possiamo scrivere 

(8 .g) q:~ ( ;:) = j dJ - -.t d~:~/ (;!r e< __ l 



onde con una nuova quadratura 

( 8 .lO) r] ,L 
j:J =.. C<TJ-l • 

Infine un'ultima QUedrature dà 

( 8 .11) 
J+~-

e questo .prove quanto volevamo. 
Frima di ven~re all'applicazio r:t= che a bbi~moÌn vista, 

e cioè alle c oetruzione, secondo le ~·c J:.i"te di .. BBR\tALD, 
de l più. generale par~_!!1 ej;_~2_~_Qiet~_!_yo sull€ geodetiche 
di una èonnessione affine, premettiamo un'osservazio­
ne relativa el _ ~ambiamento della variabile nell'equa­
zione di SCHWARZ (8.5). 

Sia t· 1.S nuova variabile : a bb i amo: 

( 8 .12) - dl- -

onde 
l l " a. ;J 

( 8 .13) 
r 
( 

d~-~ 

--
d J 
d!-

· un 'ulteriore derivazione 

l d 1i l l 

d i 
.cil' J R .14-) dr di -

i 
l dt- l i 

+ 

i n fine risulta : 

d'J' dY --
dfz dJ dfz. 

d l 
·-- + df d:J -> 

d-:J d l-

ci dà 

. l d~" l 
_i_/ dj' Jfdt ;: 
clJ / d{. t dfj 

, /~A l 

/ .:--IJ l 
d / d!-t. / . - ;--1+ df dJ l 

l -- ' 

i df- ;' l ' V<'J l i 

d '" "-':J ,. 

dJ< d''j 
ct.r"' c{l1 

ds 

" , r d J ì z {. l} 
= -\ ;J J j \- ! -11- / + -1, (' J ~ i..-U ,. 
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~ue sta è la formula voluta, relativa al cambia~ento · · 
di variabile. Essendo m t"rn:almente · per u.ns qual un- · , 
que variabile 

( 8 .16) 

eL ha · 

( 8 .17) 

. . . 

. '-. . -- .. _ ... 

Quanto precede dà subito che per l tequaziQne·· di· SCliWJ\RZ 
più genera le ·~ 

( ~ .19} 

~e Cf(J) è una funzione assegnata d-ella · ;J · (che si _ri.,. 
'duce- 8 z&r·o . :nel caso gtà t"Xa t ts t o, dell t equazione ( e·.s-) 
-noto . un .,i-ntegrale tz-[::s), la soluzione Più generale si · 
ha e:ftettuando sn · ft-(~) una qualunque sosti tuzion.e -l~- · 

r . - . 
neare tra-tta: · 

(~.:20) j"' = ~ft(:i) :.;. -t , . 
. c ft (:1) -!- d. 

~ l . 

E , infatti: essenpo 1(:1) una ·qualunque solUzione della 
· t 8 _.19)-.r in quapt~· - ~i ba_ 

( 9 .21) 

le dùe condizioni . -

( 8 .22) 
. "' 
-~ J -' -h 7 ull ... _- [Jj i '-j= ) 
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sono fra loro equi'nilei'lti; . ors -la prim~ di -esse esp ri­
me appunto ch.e :P pub otte·nerei da 1-~z.. ·con la ( 8 .20) . -

Not ia mo questa consegu~nza pa rticolare ~ il bira~por­
to dei va lori c· le u na qualu nque soluzion~ dell -' equa ­
z_i-one _di SCHWARZ ( 0 .19) assume in ·quattro punti -Jt' J 2 • -

1
3 

j " ~ - sempre ~ l medesimo qua lunque sia la soluzio-
ne s celta. -

Veniamo all'ap pli ca zione che -c i ~ iamo propoeti. In 
te s o che venga de t to ora "parametro proiettivo ", su 
una geodetica di una connessione sf fine ( e · in genere 
su unB qua lunque line a , od ente . C>0

1
) · un parametro 

pei suoi punti, che sia determinato a meno di una tra­
sformazione iinea re :fratta' svremo phe i:l --più gene-rale 
pt. ra metro proiettivo ff su _una geodetica si potrà _ de­
fi ni re· media n te un'equa zione di SCHWARZ; 

{8.23) ; .. 

ove -;1 ~ un parametro affine e . ?'--' (:1} è una funziòne ch.e 
in un primO tempo _pos sialllO pensare del tutto a:rbi tra-

-· rHi • Ma ve diamo su bi t o come sia conveniente int.rod'àrre 
r e strizioni, perchè il. pa ram~ tro 7T no n risulti legato 
alla particolare connes ·siG.Ile af_fine scelta fn; le in:... 
fini te che henno -le stesee geodetiche • -Rammentiamo che 

-per u,n- cam~:l:àmento -- ( 5 .17) d8.1-la . co n.,'lesssione affine 
i l ·parametro -affine · :f subisce la _ tm s:form9zione~5 .21) 
o ( 5 .20) cioè - · · ' 

( 8 .24) .J 

ove j -1 è ·u na coeta nte arb~ trar~ --f:. o·- ff l~ intè!P'ale 
s' ~ nte.ndè calèolà t o lÙngo ·fa sùppòeta geode-ti ca. 

Le . (8;24) . d~ (ved. ia _{5.19)): 

onde 

· .. :. 

BORTOL_OTTI- 5/'rz;:; cl conncsst;,nt! lr~r~l/;~a. 
- . 

Tl~ --~.. ,!) _._.,.,_.;_ .. ~ 

f 

.. 
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- d~t_ - t , l d tenuto presente che d f7. v~ cal.ccla o _ungC? a ~eo __ e-
tica considera ta e che .1 è su questa. parametro affine _ 
possi~mo scrivere la (8.2~) c~sl ; . · 

. •, ~ 

~8.27) 
.;\ . -. l" t l eu/ du. /!_ ~ :r j 1 =- _ 2 et r . + r.;;.çq -d~ c;;J - -:J· l r s ' l Jt d 11. d Jt_ dj c,vj 

(8.2.8) 

Ineomma:per una trasformazione proiettiva (5~17) della 
connessione affine l ·' esp ressione · ~- 1TJ Jjd1 2 deve varia­
re per u na forma differenziale quadratica additiya nel 
le c!u r.· , .a coefficienti funzioni del posto. Siamo 
que condotti a precisare nei modo seguente la defini­
zione (P .23 ) del più .generale parametro proiettiv-o .s·o1 
l~ geodetiche della connessione: intenderemo che esso 
eia definito da une equazione di SCHWARZ 

. ~ -

r o dLt,; du 
( 8 .31) {Il, -:1 } = - 2-N J 1t. ---;;-:;- . -di 

:>ve .11.- è una costante nume~ics, che per ora non 
vier:.e precisare: e le .L~~ sono · funzioni · del posto 
nello sp&zio consideratb., l e quali per ùna trasforma­
zione proiettiva (5.17) della co nnessione affine qello 
spazio hanno -le legge di trasformazione 

( 8 .32) 

Per un cambiarr. ento òelle- coo~dinate curvilir;ee la . 
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form a quadratica I;i du,./du. l dovrà suppor si inva­
ria nte; è naturale ( se pure un po' pi~ restrittivo) 
intendere che. lj~ eia; pei suoi due indici infe­
riori, un t ensore(affine) , ossia 

(8 .33) 

Possiamo conglobare le (8.32) ed (8.33) '1n un'unica 
f ormula, rela·tiva a· u.nà tra'sf·òrmazione· · simultanea 
òelle coordinate curvilinee .e, second_o lè (5 .15) ·, del 
l a connessione affine di _ pa;rtenza .r;G-i._ -· 

Per questo anzitutto, posto 
~o' / 

( 8 -34) i . . = - o .J[ Cf;· . . , < - -

poniamo le (8 ~32) nella forma seg'J.ente ._: o_ • 

.-,; : 

( 8 -35) 

l " 

ove abbiamo scritto IJ~ al luogo di J-:,~ ; ne se-
guono subito le formul e cercate, per la ~ras1'o~mazio­
ne comple·ssi v&: 

' o 

( 8 .36) 
l , ~ • p - . o l o • - /""'7 o a o Q o' o' t qt! !t r. l = ·0 . -J v. -jl{~. ~ -f ~ J .; v., f)pl. 

.. ·. J 'h (~r(l . A rl . r1 /1- · t- .. cfx . / _n. 

D'altra parte riprendiamç le {5.15) e le (4.5) 
che danno pei · parametri · T)~ , ·in re,la zione alle 
t rasformazioni della connessione affine ( con coneer 
vazione delle geodetic~e) e delle coordinate curYil~: 
nee, le formule ~i traef'orm~zione 

( 8 -37) 

e 

( 8 .38) 

A 

r-' L 

1 ' A. . d 

"' • l Il 
..< i'lr- -
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Per un cambia.mento s i nrul t aneo .del l e _ coor dinate curvi ­
linee: e de l :fa·' conn e ssione svremo : , 

. ·: . l 

(8 .39) ~- ~; l 

·- . .._ 

Le (8 ~36J ·e .(8 .• 39). possono all6 loro v9_1ta riunirsi ·in 
un unico .gr~~po di formule. Poniamo 

(s . .w.> r ~ ~ ·· r-t ·· - x .·s: J. 
_IL o () /' . • . . - -~ 

·ove intendiamo - e cosi sempre d 'ora · i-li poi. che gli 
indici greci ). .) l' _, v_, ?: J w 1 JrJ .o; f prel14a~o 1_ valori ·c; l, 2 · 

_ •••• ,n; e ancora 
~ - . 

' 

(8 • 41 ) . ~~ = o ' 

all~~~ acquiètersnnq significato i simboli ~: e . 0~ 
per ogni valore degli indici A_,_AV e -~i À.' ( inte~so p~-
t l - t h 1 1 

· ' ' ' -/l't ! ') I di hi c-l ura me n e c e -1 J jt .J y .J ?:"" --.- -"' "'; ' ~""' "· • n c . amo oop. vJ 

gli elementi reciproci delle _fj~ ~el determinante [ Z:/,' l '"' 
il che equivale a dire che 

· ~ .. ~- ;, · . J ' · ,1 " 

(8 ·~~:_) ~: -~ . ~-~~ - ~;- ~A- = '~- J 

... 
o .evolgé-ttdo~ ··e" tenute prd~enti 1~· (8 ~ 41")-: . - · · 

~z-~ ~i~~:~~~ ~,0 ~;,~ 1 . , cioè. anche. ~0°: ;,( 

d'accordo con l 'ul tltr:s dell..e ( 8 • 4l) ;e ancorà -
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(f.44} · · 

i l che mostra che 
di 'V fi-' , hanno il 

O t.. , 
le v;;· , quali partic o.}ari comJ;onenti . . 
sol1:to significato(~: = ruu.<. ) . 

.A - d' CZJ ut 
p re sente che·, in forza ·delle ( 8 • .W), · Tenuto 

(8 . 1-5 ) : r J ' = ~48A r; rÀ'=i1ÀJf< .{ 
- , _.t< 'o' ) · ).l ' p o > · o ,M' À .1< ' ;: /l 
pén:si&mo infine riassumere le (8 .36); ( 8 .39) e anche · 
1 e ( 8 . 45) medesime nell'unico gruppo d"i formule 

C;Àr:,· c 1.M O V rÀ q l ) v z/ • 1 ...,t.Cì " 
l -"' v.v, .L .u)J (/ v J 

.-< ,- r· y' /-(. J .J 

-
. cv e intendi&mc 

( 8 8 47) 

qualunque sia l'ente (scalare, 
( Ana lbgamente: d;.~ =- dJ-'?.. C>"' cioè 
No tia~ri che le (8. 46) ~ànno 1n 
degli indici )--l 1

J V 1 Ei l"ÌdUCS 
•. , . • , fll ,, 

·1.nvece .P = 1 J Y'-= n. per .rt = , o 

• l 

(8 .48) 
,-.., l. 

J. i r/' 1 = 
<i / l -

. . ., /: - . ... " . 
C'. c /C\o' C it r-'!. 

- -:;-; l ~-l ., . l 
- ·v - ; Z,· · U < • • ~ 

l / l' -~ l J h 

l 

cioè ~A =O 
o' 

ten-sore, •••• ) A 
òoA = O sempre) • 
particolare, quan'do uno 
a · O' , le ( 8 • 4-5) ; se 
z.'' esse dà.nno 

c i oè _·. 
• l . 7 ~ l /r t ' {i • • o/ . ' ' 

- · , 0 - ·o · ,.....~ ~L · · <- q c} ~ o , q o . ' : 
(8 · 49 ·) ·-~ /--.. - ~ _:, == z!. /z/.·"z---:A,;,J-._1' -f ~ _ v. ; +X 0,J:,-I-!/,, d-" 

1

1
): 

• _ _.. · ·· · (/·r. . l - l et" '· cl"- .Il' ,.. ,Ì o fi li /' / · 
~ (f / , 

-,.. ~ ·- . ;,... ~ - ... 
qu.ésta non coincide -prc-~;n·;_ o __ c on J:o {8 .39 ) m.a e-q"Lìi .7E•~- · 



-62-

21. questa in ba se alle ultime ( 8 • 4-1) • 
Analogatr ente : per r '=j~ v~ Ji ':~ ;(=o' l e (8 . -46)dàz1-
no · 

( 

l 
l 
l 

( 8 .so) l 
l 

/ 

'l 

__ o/ q llro qoL:J;q .fr i ' O "'Oo 
U ·,Vp, · P -f. l/.. .. z/ ·,l/1', ·JJ -+/vfv .. /t/f' / + d. h rf/1. z / /t ,/lt- rl ,/1. 

l 
l' 
!. 
\ 

cioè 
( 

l 
( 8 .51 ) ) 

i 
'· 

Questa non coincide con la (8.36); ma tenuto presen­
te che 

(8 .52) 

soetituendo ne ricaviamo appunto le (8.36). 
Riass.umendo; le r: y .J che conglobano i parame­

tri l -- .'·p di una qualunque connessione affine sim-
J"'- . ..1 \ 

metrica avente le supposte geodetiche, le ;-;
0 
=;:.A :=: 

:::lvf ~J e le ~':'A , onde in partic.olare risulta anci'he 
fissato su cia s auns delle supPQste geodetiche ( a m~ 
no di una trasformazione lineare ~~~tta) un parame­
tro pr oiettivo, hanno per un c8111biamento delle coor­
dinate . curvilinee e, insieme,. della connessiot;.e af'fi 
ne if4... (in altra pure s:t~.A!etrioa e con le stesse 
geodetiche ) una .legge di tr~ eformazicne , la (8 . 46), 
che fo rmalmente non di fferisce da a~e+la dei pa r e­
metri di una conneesione affi ne ( n -r- l ) ... di mens1ona;or 
l e. Su que sto t orneremo f r e po co. 



t ;.~ . - ~ 

. 
> 

- -
Riprendiamo il sistema differenziale ~elle linee 

geodetiche della -connessione sf:!ine r)A. . Detto J 
un parsmetro affine tale sistema h8 la forma 

( 8 .53) 

ma possiamo farvi :figurare, anzichè :f u.n p_~remetro 
proiettivo 7T ; otteniamo:· 

d7r -
. à'~ l 

. 
dal du 1 dJt. 

L 

\8 .5~) rl~ __!!_U - (} 
+ -- -1-

dlTZ. dlT .dlr (..dlr):_ d;7 
( d:f 

Queste possono scriversi . nella forma 

( 8 ~55) 

2 . • 1 

d l du"" __ u_ + 1-. ?. __ ...... _ 

d TT 2 lr dlT 

inteso che si ponga, lungo ciascuna geodetica ~ 

( 8 .56) 
du" l d -k d 77 

- - --- /1 dj c!-:J 2.}1' d-:J 

onde anche {a t.. e no ji una costante additi va) 

( 8 .57) 

]).alla t 8.56), 

( 8 .58) : 

c .u -

che '9UÒ 

du" 
dlT 

' .J 
~ 

a-:.J ' 

d !T 2N 

e nche acri versi 

- - _,_. d ~ . d;f 
· .l}f .d!T u d)T 

. ; t · . . ' , 

( 8 .59 
l a 1 ) :' ~ c 'J ;z l 

d .~l": 1 d dJii , 1 ;,{ · _] , 11 :~i~77.. ; ; 
- ( ' - - -(1 111~-t~ -·~- · ' -_d_ll_'- - - l.N~ d ;7 ELj1 

- • !N( l • J 2 / !.:-."-!.._ /: ./ ·-
d !l- dll / / 
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2. l l 2 
-1 

{ lr, j J f dJ 1-1 d u. J ' :::: 

2X \dlf -dlT/ 

C~oà, ricordando le ( 8 .31)' (8 .40) • 

tR.60) 
d~· ro du). du_,M =o. + À~ dlTL d7T dii 

Du.nqùe: l' assegll4ii zio ne, accanto a l le 'geode tic Le di 
U!'.a connessione aftine, ~_pnch~ di una parametri zza zi o­
ne proietti va p_er esse ( c).oè: di un parametro proiet­
tivo, a. meno di' 1ma trasf'ormazione lineare fratta) rlà · 
luogo _anche all'àesociazione di un ul t eriore parame­
tro Ll o -ai pun'ti di ciascuna geodetica. Tale ps rame­
tre u., ,-·. che ~iremo"parametro anolonomo" .flecondo 
K. 'V'ANO { • e;au~e ~ariable" e~condo L .BERWALD) è de fini• · 
to 4~lla (8~56) od (8.57)~eéso insieme alle coordina­
t e curvilineè dei punti delle geodetiche soddisfa al 
sistema {8 .55) ,(8 .60) ,che pub anche così riassumerei: 

( 8 .61) dz.up + ;-;~ du ''!. dLLP =- O. 
d rrz· ~ dìT d !T 

Vic~versa: dati i parametri J-;_4
v , quali f'unziqni de;l.le 

u' {per ora sotto la condizione che sia F.r~ = ~> e 
valgano le ( 8. 40)) se ìr__, u· sono parametri fn I'~ l a zione 
ai quali le equazioni differenziali delle geodetiche 
possono seri versi nella. forma· (8 .55), e valga anche 
l a ( 8 .60), 7T è un parametro proiettivo ( e corrispon­
de alle assegnate :r;,·'i. )ed u o soddisfa alla (8 .56). 
E infatti; il confronto delle ( 8 .55) con le ( R .53) 
seri tte in rels ~:1.one a un para·metro affine :! ci dà 
subì t o le (8 .56) e _quindi la ( 8 .59), il confro~to ~i 
quEs ta con la ( 8 .60) dà che j ìT, :1 J si esprime precisa­
mente mediante la {8 .31). - . 

Vediamo come si ÒOmporterà U. o' o du. -~ per u.na tre­
eforma zione (5.15) od (8.37) della connessione affine . 
Il pArametro affine :1 mutandosi in •J secondo le ( 5 ."2 
cioè ' - . . o' ·. ,{ ·, ~J~ ~ ;{ · _z.i!0?i du _ . 

dJ .=A e: :.c .. .=Ae ... ·.-~ 
dj ( 8 .62) 

\. 
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d ÌT d ìT l .?# /~odu 1.. 

(8 .63) -- = -.- e 7 
d j dJ .A 

0 nde, indicando con ~~o la determinazione di 

che corrisponde ad -d 

( 8 .64-) 
t ., ; 

a u -- -
d !T 

l 
CJ_ O 

- - - +VI' 
d ìT /l. 

duo 

Onde a nche , c onglobando le formule di trasformazi_pne 

d
. d u z. . 
l. - ­

dlT 
l • 

.. .l a.-1 l l a· a n a u. 
- ··· -·- "'l ---

cilr - A dJr 

Insomma : la legge di -tra s forrr.a zione (6 .64) di ::;o è 

p re ci samente quella che oc correva ·fissare perchè &.s so 
. -

d u • . d z-t.l 
ciato ·'lr alle - .- ne . risu l t a sse un ente dotato ècll~ 

Ct ct/7 

l egge di t.rasforma zi o ne ( 8 .65), che è precisamente l ·a 
stessa di ~c:; (ve ttore cont rol/a riante) in relazioné si 
' --u ~ ) duovi indioi(gxeci che p r endono un valore di pi~. 

Conviene d&re " a duQ , ch e l ungo u ns singola geode t ica 
du• • · equivale a d7T • d lr e qui nd i d ~ pe nde, oltrechè dal 

punte e dalla direzione che oonsi deriamo, generalmente 
anche ·dalla scelta a.ei parametri .:f e ìT sulla ge ode_ 
tida, un significato un po' pih generale~ 1nte nd e r1mo 
che du~ designi ur~ e spressione differenziale ,_Emoge_ 
nea di gr ado 1 ( non a · pr i or i lineare) nelle du. ' ; d::_ - . 
pendente inoltre dalle u/e ( i n generale ) anche da al t;ri 
parametri: tale che per una trasfcrmazicae (3.1) òelle 
coordins.te èurvilinee e (5.15) od (8.37 ) della connes­
sione affine r~lz. (entro la totali.tA delle conne s 3io­
ni affini simme ~riche che h&nnQ le stes~e geodeti che) • 
l'ente . co·sti tui to dalle du.· e du.z' , . cioè du..A. abl>is. 
la legge di tra ~ : 0 rmazione 

. l 

. )' /l À 
( ?',p6) du = ~ d u ; 

J.)!5p. 9 
; 
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il che e quivale a dire che du~ , 1 nv9ria nte pe:r le 
per le ( 5 .1;) dòvrà mutars ·i in 

( 8 ~67) 
_ / " l 

(..l.U = 

S-'intende bene c he questo, ante du. " i ntrodot to in sos tan 
. J 

za quale eleme nto accessori o, per como dità di s vi :uppi 
~uando non sia (vol t a a volta: come ad es. lungo le g e 
detiche) ulteriormente. p recisato no n ha e non può av ere 
una essenza geometri ca, e nell a c ostruz i o ne ài e~ t· ' geo 
met:rioi se ·pure 1-ntervie.ne dovrà p oi sc ompa r ire o comu n 
que non influire sul risultato finale: che ad ogni m do 

· la · sua introduzione sia utile risul t erà da quarrt.o s egue 
t e del re sto, se non di du • , una iti terpretazione geo­
metrica di du), se pure :riflettente l 'indetero inazioné' 
di du~· , v~rrà ·a suo tempo precisata). 

9. -Tensori proiettivi e derivazione proietti va : 
tensore di curvatura relativo. La connessione 
proiettiva norma l e. Par ametri J~;v di T.Y. 
THOif..AS. 

' Qllanto abbiamo ora esposto ci conduce naturalmente · 
.• 11 'introdu2:ione di enti che per ora ~<::i a}ip~:rr$nno in 
un .' aspètto sol t a nto forma ;te; dei quali però ne~ s egui­
to verrà chiarita la ragione d'essere geometrica. In . 
re:J.-e::ione alle trasformazioni ( 3 .l) e l5 .15) cicè alie 
trastoJ:màzioni lineari · 

l9 .l) 
) ,( 

cltL :l_ = ~, du· (a- .t ' o.? A 
du = ?-J.· du. ) 

eulle du. J , ove intendiamo che ~i a 
? l l 
Il l p )L Q" C)tf l 

13,: ~ -.- ;s;,· ';' . . v = Z7 = l 
A 'l. A o' t1 . • .J 

.. . ' l - • 

0 '" o. l . r1 z. 
v-v-tJ ì!.-

(1 - o- / ·i' -

dir•mo te neo te :rroie tti ve ,,n ente che sia tapp1e1èn~E.to 
d~ con:por\6;0ti .N ·· 'JL, · · ·J-l.t dota te della legge di trasf'"or-
mc: ~ioae À,··· _.At · , 

1 r A J Lt
1 

u
1 

f n 3) 71T. ·:jt, '···)l$ 0 1 0 ~ Cìr, Q.r-;t "Ar ·· ·j-t, · · ·)"<; 
>. · ' • .11) 1 ),' - (7,, .. . V 1 V . V .LY 1 , 

, .. . · z.. - At .-fz'. /'r . . ,PJ A r·· · A~ 
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Diremo ten~ori a-ffini ( ove_ la distinzione. oeco_:ira) 
gl i u suali tensori,, i cui indi'ci prendono 1 vslo-:ri 
12··· · • n ; le cui componenti _si trasf'o·rmano secondo , . 
l e .{3.2). 

S' intende :bene <:he .un tensore _proiet~ivo sarà as-. 
sezns to quando siano date le sue componenti in rels­
_z i.OP~ a. un sistema di coordinate curvilinee e a una ··_. 
s cel ta di . d "t o; · cioè 1 _di u,na conne esione affine simme_ 
trit?8 r~.t:... : le (9.3) varranno 8 determinare le . 
componen(i del te ns ore ;enohe in rel.a Bione a ogni a_l­

- ~ra scelta rle-f riferimento curvilineo e deila connee:.- -
:sione affine ( f i'a quelle simmetriche ohe ha·ilno le eu.p~ 
poste geodetiche) ~ · 

Perun campo di tensori {le· ·cui componenti sianc 
f unzioni nota delle u t )11!1 si-stema di quantità L;~ 
che abbiano in relazione alle (3.1) e (5.15), oioè al­
le ( 9.1) l~ legge di tras:tormad.one (8.46) dà luogo- a 
una derivazione covariante: se ~d es. A;~Ba sono 
tensori p:roi etti vi del .1• ordine (che di remo anche: 
ve ttori proietti vi), , / -

:,- / ')} 

\ 9 • 4-) V;~ A~ = CCJfl A À / rÀ r A )J , 

t! B;. = ~ B 1·}r4 Bv 
. '/" 1" - " . - - vp 

( ove el solitoCZlp=S',.,\)z 7 çje=~~) 80no p~ tensori 
proietti vi, del 2• ordine; derivate·. cova ri•ll-ti di A aJ 

ri ~-pettivamerite · , di E;. • ~ 
Fino ad o-ra non ~ intervenuta alouria particolare 

ipoteti nei riguBrdi ~elle r;J), tranne la ' legge di tra. ­
s'formazione (8 .46) .Ma inteJidenoo che valgano le (8 .40), 
o ve ./?vf ~ al so ii t o una oo_ètante numerica -=/: O, ' ne ri sul_ 
ta subito una eonsegneh.U. intere e sante: fra le compo-

,_ ne n ti del nuovo tensore pro i et ti vo ~ ..4~ { o di ~ ~À -">; 
·' le V:,4..l (o rispettivamente le eB).) a meno di un fettor~ . 

num;rieo riproducono le componenti~) (o 23À ) del ten: 
sore primi ti v o. 

E infatti 

V 11 - - }fA_ 
o .J'1.À - -
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e in -generale, per un tensore proietti vo d'ordine -t+ d 
{con t indici di covarianza, j di con trova rianza} :· 

( 9 .6) 

L'altrà ipotesi particolare, ammessa sino ad ora, che 
sia 

( 9 .7) 
rl . 

Il ; 

non ba, nei~ .rigua~di dellb ' f .orttazione delle ~erivatè 
cova;rianti., _':ucuna importane.a: . si !'iflette .solo sulle 
formule· di.·. -còmmùtazione di cui . ora diremo .~a è bèli sem­
.Plice.,,anche qui vedere come ~ risulta ti si modifichino, 
~acendone astrazione) .Per "Un tenso:re proiettivo qu~lun 
gUP , ad es. per c A À '· , calcoliamo ora le differenze 

~ ~ .JtÀ - ~ V:,A1 : troviamo (in forza delle ( 9 .5 )· .(9 .7 

( 9 .3) < ( ~ ~ -_ ~ ~) A/l 

ov e abbiamo posto 

L'ente r a ppr e sentato da queste componenti ~ ùn tensore 
proiet~i~o che verrà de t to tensore di curvatura de~~ 
derivazione proiettiva di pa rame t ri i)v .Come vedr.emo 
tali parametri oltre al ruolo forma.le 1 di pe.:ramctri di 
deri_vazio~; si possono riguardare quali componenti di 
lln ef.fettiYù .ente g~ometrioo, che diremo una conneasio­
!!1-pro1ett1va:ma il tensore ~;_). z. non ha 1n relazione a 
questa ~n ruolo compara bile co n que l l o del tensore di 
ogrvatura di una ~onnessione affine: come vedremo tale 
:raolo à il').~eoe ter..,lto dal tensore'·, 

{ Ap~unto questo ver:rà detto tenaore di curvatura della 
C 0 '1l').~aa.1one proietti va). 

·:t1:i tensori r · · · ?' ed Rv·,~ ~. ~ e a nche sui tensori 
).'/A- ) ,-A 



- ·­v . 

pr oi ettivi i n gene rale è oppor ·~.. u.na qualc he o s EervaZio n e. 
Anzi tutto: come .r:,;·i ~,così anohe --~· r-v ~·;A. ha cara tte-
re di tensore: -proietti v o pei primi tre indici, affine 
pel quarto. E infatti - ~ 

( 9 .11) 
r ... li_':: 

v juJ.' 
9Vn.-uoAn~'r· .. ~ 
v''~' !/À, t7 'è Vf<) 

= 7J v fJfl 81 Cì~' r ... A. 
ff ' v' fl' A.'~ Y;.<À 

in quan1m ~ = O • In generale: se un tensore proi.etti­
vo ha indici di controvarianza, le sue componenti per ·le 

· qua-li uno o più. di ·questi indi ci -prendono valori :f o 
f ol'mano pure un tensore, c·tie -. rispetto a tali indici ~ 
sffine. Analogamente risulta che ad es. ~ · 'ò ~ ~ un ten-
sore proiettivo del 3° ordine: ~ 

r ... ?-' G"if.Pl1À[i'èJ-. ... ?: - qvOJ<o?:r' ... -z: 
t 9 .12) - v;uv• =-~,}<'o ' ?- v)".( .:: t/v,z/)'t,Z/?: vj-<o j 

in generale: se un tensore proiettivo ha indici di cova­
rianza, le sue componenti per le quali uno o più di que­
_sti indici prendQ1lo il valore O formano pure un tenso­
re, che ha altrettanti indici di covarianza in meno • 

. Anche. j-=~·~ ç- e rY·o·;. ?- sono_ du'nque teneori proietti vi, 
pe :rè essi sono identicamente nulli. In quanto r;,~·~ ~ ~ 
ovviamente emi simmetrico rispetto ai primi due indio i, - ba_ 
sta verificare il fatto ora enunciato ad e a. per r · · · ?: 

or~ : 
· < 9 .13 > f' · .. _è - d r ~~ ?J r. ?' + r w r 2- - r Go r ?:-

o}d - ft ..?o o À)' ).o «JP .llr cv o 

-H~?: _.Jtfr,è := o . 
- /1~ llr 

Ecco una immed i ata oonseguen2a: Fz:;-~ ?." ò un tenaore, af­
f iae .pei primi due indici, proiettivo per gli altri due. 
E ' 1qfatti 

('9 ·l-'4 r ... ~l ov aJ<oÀ q?:'r ... ?: qt'n./alq~r' ... ~ 
' , t:J'À' = !1·, z;;·, ~,v?: v/"1 ;;= ~-, ~-, 0.' vr-· ·· i;) . 

1n generale: se un tensore proiettivo ha (almeno) un· 
indice di covarianza, e le -sue._ componenti per le quali 
tale indi-ce -prende. -il valore O sono 1 tu-tte rml.le, le com-
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·ponent·i rima ne n ti formano un tenaore che per tale i!ll­
dice è a:ffine • 

Nel no.stro ca ao i n q? an t .o -~ · <F:: 

(9 .10) = ;;- t_s-/ r.·:· z-
,., , J-l LJA 

11 .tenaore • r;)~·?: può ident-~fic;•rsi con 
.ilar•i eet10 stesso teneore di curvatu:rà 
zione prc1ett1vs. Analogamente si ha 

.l9 .16) 

J:;À· z- e chia-­
de1la deriva-

Alle propr-ietà sinora elencate può aggiungersene u­
n'altra: se . Z è un indice di controvarianzs di un ten . 

. eore proiettivo, e tutt e l e componenti di queste p e r 
.le quali 'è prende un va l ore i: O si enn1l.llano, le 
rimanenti formano un nuovo tensore proiett~vo,che ha 
un indice :di controVS.L'ianza di meno. Un esempio cne 
ei r1fer19oe ancora al tensore di curvatura, ve~rà 
indioato fra poco: n~tiamo i ntanto ohe se .A :-t è t~n­
sore proietti ve, . A r è un tensçre affine, e se A L= O 
.A9 è uno sca·lare ( invariante); se B.t è un tensore 
proietti v o, Bo è ùno scalare e se B

0
·=- O_, . Et· è l:!.n 

tensore affine • 
Tornando al tensore ~j.'j ~: applioazio!)e repli­

osta di quanto ora s -'è esposto ci aà ohe F:: ·.:·~ ~ ttn 
tens.ore .affine: il ·quale perb nelle nostre {pote si . 
è nullo:. 

.( 9 .. 17) r. ···~ n.r~-C\ . .r~+r~r~-.r~r~ . l/ o · =- 0 n ' 0 z cd o i . A; ~ À t 

, h. . 4_ ) - N{r .. - r .. = o . - . li . dt 

E. ... , nullo perb .' eolo in quanto si preauppongono. v&ltde 
le . (9 .7) .. {In Ciii-so- contrariò eseo oi darà quello ohe 
diltemo 11 tensore· di . torsione della oonneesione pro:iei 
t1va: notiamo oheesao ooino1.de conR:~·t:..)- . : . c,; o . . 

In Quanto •a~gono le (9.17) in :forza di quanto po 
ao eopii e1 - ~- a•nrti io ancpe_ f:-' :~p earA .un tenaore" 
( a:N-ine) 1:1 quale perè è nullo: 1 



(_ LI ,.15) F :··"=c;) .r ~ --9-ro. -rrA.rl0

• -r~ rÀ~ -.l1(r ." .. -r;,~) 
t- j O / O t l "'j OL 4j Dj L 'j rJ 

- t.r/r:~-.rc; .J' -}{fj',-"- -.L'd~-)= o. 
-IL l .L 'J JL (-" ',/ l • 

Le · compone~ ti (eventualmente) non nulle di J.:;;? ·ai 
riaucono lnsomma, nelle nostre ~potesi, alle sole 

r,;:;?: ; coà.i .cchè ~;-~-~ à un tenso:re affine. . ... ~ 
Un altro ·te.nsore affine, c~e. ai ricava da R v~l 

in ~'f orza delle (9.17),~ R L: :;._'L .In,fatti:anzitutto 18 _ 
J? y. · j ~ si ha per contra zio n~ R I.J~ ;v :• _in quanto -tutte 
l e ~omponenti Ro;~ i! sono nulle la eQ~ ora indicata 
si riduc~ a d R/ ·;_ -=· .Le componenti J?l ·~·,; L sono nulle_, dw.n­
~ue R,:_,:/· ~ un 'tensore; anohe le _componenti R~.)o·z. •ono 
nulle per le ( 9 .17), d'tlnque R~.j:i.. l. ~ llll ltensore a:t'fine 
d~ 2• ordine. Si p11.b, se cando 11 CARTAN (che veramer;t­
t e fa uso di un assai divereo simbolismo) porre la con_ 
di zione invariante che valgano insieme alle ( 9 .7) o 
( ~ .ri) le condizioni 11eg11enti: · 

R : :; z - r :. . z; l r . . . LV . • ... 

'! ~-t. - ~ '/ f._ - - L i7 · = 0 . · n+l lt j LV ;· "'f~ ..,.,_ . 
( 9 .19) 

verifichiamo eu bi t o come ·questo valga a determinare 
i e 0~ in f\lnzione delle 0~ e quindi _ad as&ociare 
al la connessione affine ( simme:tTi ca) F)ll (in modo 
i nvariante pel' le trasformazioni proietti~e di questa) 
una derivazion e proiettiva , o anche una connessione 
proiettiva : qualla che CARTAN dice connessiol}e proiet.:. 
t i va normale, :.a quale ha indubbiamente un ruolo eo~ 
e.tantisle n.ella teoria se pure ·la eua costruzione non 
~ ge.ometricamente espressiva. 

Infatti le (9.19) ei possono scrivere 

<9 .20> CJJr;~. -. fJl.r~L> + r Arei r~> - r7;. r;~. 
1 f = C\ r UJ J - liH ·{ uirw.l- ()1.. (.Vi = o 

l . c.' C\ r l l' f ,· l ,· (t ) r a 

l9_.a2l. ) CV.~ . - cJi.i. o· -/-.1 p. r._. . -rp.ro. -rH. l-n 'j.-
_,·· J lt-L n; _, n' I-j , ~~ . ~.1 n 

• • 
./ ( ' (ì r! l - a-r1p- d, 1 ·; n t-1 . J ,.. IL . j 

o .. 



QUesto dà appunto 

t 9 . 2 2) 

Conviene trasformare le espressio ni ora ot t e nute in mo 
do da· f<:>rvi figun.~~ e s-;l~anto i parametri TTA~ · di . -

T.Y.'rHOMAS e le i'l~t_ =-lL · .Tenute pr e senti le (5.13) 
a bb1amo sost ituendc ,con agevoli sviluppi: 

( 9,.23 ) 
1 ( -c;) . lr/ . + ?T/. TT/ ) + !'f (n - f) ! z cJ r.. t J 

.j /'ì r' l rtf rt rL'' K ' 
· + _?r-rn- ..,.--r-J- 1 °d t.k +h+! 1 ~;· xh -.i, ~z.irt< iJ-

cioè anche, ·ricordando 1e (5.34). ( 6.8) ; 

t9 . 2 4) 

!tisulta dunqn;:; provato quanto volevamo. Di pià : in re 
lbzione a ciasc un riferimento coordinato curvilineo 
poesiamo scegliere, fra le infinite connesa~oni affini 
si~metrich.e ~yenti le stesse geodetiche, quella i cui 
parametri ~r't,. ai riducono propri o ai pa rame.tri ' TT~. 
di 'l' .Y .THOMAS~ ve:r:..i fichiamo subito che, cor:risponderf­
t eme nte , le · *J~; . si riducono ai primi termini del-
le esp ressioni \9 -:24), c1oè ad · .-i 11.'.'~1.· 

_lvf { n .-1 ) z; 
S infa t t i : . basterà, secondo le (5.30),porre 

i o ' 5) \ ..) $ r'_ 

cioè 

(9.26) 9~' = .; r:. 
d H(n+l) J __; 

(intendiamo : identificare t· co n quel vettore covsri 
te che in rela zione al pre~pposto r ife:r i e r:to 
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neo rt c:. qual1 cornponent1 le qua ntità - 7-i+r .L t..i ) • 
Tenu t e pre senti l e l f .32 ) e d ( 8 . 3 ~ } e d a ltra par­

t e le ( 5 .15) od ( 8 . 37 ; e l e ( 8 . 40) a ~ i a mo appunto : 

( 9 .27) 

!~ ! ciascuna scelta del rife rime ~t o c u rvilineo ab­
bi amo così un c orrispondente sistema di parametri della 
Jonnes ~ione proiettiva normal e lo, se si 7Uol e, di una 
d eriva z~one p:roìettiva): i qua l i òipe nò ono sol tant o dal­
l e TT ~ · e lo:ro der i v ate ( ol t:re che dall'assegna zio ne 
della destante numerica J"[ ) • Ta l:. parametri per 

l 
t 9 .28 ) n + f 

so c stati dati nel 1S26 da T .Y .THO.~AS : 1~tro~otti da 
lui in modo diretto e puramente f or~ale , ma ap plicati 
per una irlterpretazione {r. +l ) - diJ:Lensio n~ ~-:- i l cui 
di rb in segui te. 

Le (9.27) sono state o t tenute ~_se?.ciando opport1..lna­
~ent e sl rife-rimento curvilineo lUlS s ce l t a della con­
ne ss ione affine. E' ovvio che esse- no~ p~ tranno avere 
s ~.:S::J.ificato inve_riante quando indive_nàentarnente le co or_ 
ìi r'.ate curvilinee e l a connessione a f fi '1 e vengano tra-, 
Efor mati. Ma è facile p recisare il g ruppo di t xasfor_ 
rr.a zi oni in relazi one al qua l e le (9 .27) hanno signifi-
... sto invar:!.ante. Rammentiamo che per l e \ 3 .1) i parame­
tr i !Ti : hanno la legge di t rasform a zione l5 .2?); per_ 
C'hè s i ~antengano vali'!e le ( 9 .27) dovremo dunque ave-
re 

,. r l•/ _; rL· 9 ~49/~ll d. 9 L• ~.L·~ <d ,yz' ~ 9;,3"/1 
( 9 .29 ) /t.j'' - A;' ~'~i' i -f < t'~ L ~ di <J '~ 

Q ..,:.r'-., 
ovc ~·, è dato dalle ( 5 .2-4-) , ( 5 .25) .Ma le .L ;.' ·, sono i 
Para~etri di una nuova connessione a ff ine : d1 q~ella che 
i n relazio ne al., nuovo sisten:.a coordi n ate ha i parametri 
egua li al-: '1 TTJ,,1 .Con~rontando cor.:. le l E . ttS ) r i ca vic. ;~w 
che ~a l e t rasformazi one de l la cçHlnecsione è le ~ ;; t ?_ alla 



... 

trag!òrmezione delle coordinate ~a!le condizioni 
. ' 

---~-~-0. 
d' X(nt-1) 

cioè 

( 9 .31) 

~,ue il gl"llppo di . trasformazioni in :r~lsz1one al 
le le (9.27) sono invarianti è caratterizssto dai se 

. Q~ 
ti valori delle . ·v-;_, . . 

{9 .• 32) 
a l-. ('\ t.. a_t a o 
v - . uu. l7 =o tJ = l 
i'- é?Jut.'' -' 0 , / o' 7 

ove A è il determinante fnAzionale delle uz -rispetto 
all.e u r.'' .Tali trasforma z.ioni, del tutto determinate t a 
segnato X ) lla trssformazione sulle coordinate 
linee , per la prima volta si sono preeenta.te per 
nel l a "' oro già accennato di T .Y .THOMA.S; per al tra via 

-·- gi-mlto (ed è stato condot·to a porre ) !f =i ) nel 1928 1 · esse BLEN; ma sostanzialmente, già sono implicite anche nel 
"' .memoria del CARTAN (192-J) di cui diremo estesamente fra 

·non mo.l to: giacphè, come accenneremo, 11 CARTAN fa uso 
di __ certi ":!'iferimenti" che eolo per le (9 .32) sono inva 
rianti. ~ J 

· T'orniamo alle· I;v di T."t.THOMAS. Dà u.n risultoto 
to interessante il calcolo del relativo tensore di our­

. Va tura: il quale J irl ql'l8 nt0 "'r.L~ :::0 .potrà designarsi i 
- tn. ~ ~r···-~ 

differentemente con ~.R.·:)- ?: o a nche con L //.) .Notiamo 
si ha manifestamente '/ Q' 

t9.33) *0" 
.L t'.{ 7 

d 

il che per le (9 o32) ha carattere d'invari.anza. Cib 
abbiamo subite: 

l a '1 4) T. ... ,_·"·;; f-u.;;/+;;/ nA~-.,11;,~ ~~~ +)f(~,1 1;L~ ~~-~~ 
'-' •..J t./~ - ~ fl.L l n.; 11..1 ~ 1 L 
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·cioè, tenute pr-esenti le ( 9 . 2'7 ) e le ( 6 .8), ( 6 .16), ( 6 .18): 

) ,., r~ ... 1:..... lT. ... t e ~~ . W ... t 
{ 9 • 3 5 .L _(. •• 

1 
. .PL - • /) + ~ . 't . p - (.) • t '.P = • . • .P 
I L Lj h. ! t. )t. l ,/h. · te/;"- _) 

poi 

:rr::· z 
- 1../o 

infine r rammentando le (6.22): 

( 9 .37) 

- J~ tziL'4_ ' 

Dunq\le il teneore eU curvatura della oonnessiom proiet­
t i -va nor!.ilale , rappresentata ooi paramet~i .,.ry"v di T ~Y. 
THON.AS, ha componenti * L//j," che s '1c!enti:t1cano con 

. d 
quelle del t ensore di curvatura proiettiva · 4i WBYL, 
w· t.' /~r. '; ha componenti ~ r. ·>A. o che a mellO di an fatto­

renumerioo (:Jr-) si ident [ficano oon qulle . è!e.l cova­
risnte proiettivo di VEBLEN a di !HO:MAS; z r't.'l ; ha le 
al tre componenti tutte nulle. o 

o·onseguenza psrticolare: 'l'ennullsrsi del teneo~a 
\11 CRU'Vaturs della connessi om pr~i:ettiva normaie '?t! 
!efata a _una connessione a1':t1na ~-? lt c'!_ndisio~e 'ne­
~see ris e saf:ti ci ente perch~ tale oonnea.rio.lie- •f'titR! 
si• praiettivsmen t e pian a • 

. Pià. i.n gene rale : ~i~ul ta p re ~eochè aanif...rto, 1n ba­
S'; a quanto 4l.c~~ al n .. 6, che lo s'\lldio degli inYa- . 
llaJtti proiettivi' di ~ cotm1UJ'!i~e affine e1 pot4 
t! oonau:re a qu el l O d &lla co r~i spànd'e.a:te . ~onaesfÌ.i.one . 
pfl)iettiva noi'male .- !! irffa.t t i qaèeta l 4e,~rmi~'\o-nel_. 
·~a na rappre.eent azioae {9 .27) ... dalle ~·~,e 1.1lver~~ .. . 
mente le d•te.nrina. La- deriv~zione proiett-i va collega-· . 
t {; slla conness i one · proiett i:- no.msle :torniace l •algo­
r! t"!l~ f1dat t-o -ner una c o e t r.1zionE 4&gli invarianti _pro1et - . -
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-ti vi le:ga'ti a u na conne ssione ::; f f ìr1é ; qua l e nei 
della t eor ia delle connessioni affi 1i no n si 
vsre.(Cfr . n.6) .su questo to r ne remo parlando ( nella 
te II) · delle conne ss i oni proi ettiv e in gene r ~,le,. 

In relazione alla c nne s sione p:roie ttiva normale ,­
più esatta:r.ente alla s ua rappresentazione t9 .27) ,ri 
ta lecito assumere quale esp r essi on e differenziale 
dotata dalla legge di trasforma zione ( 8 .67), il di ffe 
zi13l e esatto d i una t n +-! ) _;e s ::. mt~ varia bi l e u o, 
a trasformarsi nel seguente mo do: 

l9 .38) a"' :: u ":.,_ _ -!_ __ LJ J 
N (n+f) 

Introdotta accant o alle u L'la variabil e u. o (da cui p 
~b si i nte~dersnno semp re i ndipendenti le componen ti 
dei t ensori e di tutti- èli e t i che consideriamo : in 
do che sia semp~e 1J

0
A =O per ogni __.4_ ) le ( ~ .32) })O 

sono più sempl icemente scriverai: 

( 9 ·39) 'd u ).t 
J o • 

Le U. , cioè U ed U L , possono pensarsi quali coordi 
nate dei punti in una varie tà ad n+l di~ensioni; nel 

~" la quale le .(:_~ o in particolare le 1( ~~ ) in forza 
delle (8.46) _poesono interpretarsi come rametri di 
ccnneseione a~fine . 

- Questa interpretazione è stata utilizzata d& T.Y. 
!HOJU.S (1926), che ne ha tratto interessanti applica 
n1, ad es. dando la cost~zione di com· dinate normali 
(che potremmo dire omogenee., mentre quelle di cui s_•è 
detto al n.7 sono non omogenee), e quindi di •estensi 
ni proiettive• dei tenaori (proiettivi) e di "tensori 
proietti vi normali•, con proce_sso del tutto analogo a 
quello che si segue, secondo VEBL!N e T.Y.THOA~ S, nel 
tteuale teoria delle connessioni affini. Anche su que 
ci conviene tòrnare nel segaito, con vedute più gene 
11. llotiamo -intento che i,l gru.ppo di traatorua· noni 
le u;. · no-ii è qùi qitellio di t•tte le possibili tres:to 
masioai>. Ctb ~ormalmente ha conses-eri&e di cui è agev 
renè!e rei conto; ma non è ':.:affatto chiaro quali circoe 
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ze geometri che s iano riflesse da -quel fatto aneliti-
co • 

Ter mino ac cenna ndo ad altre questi oni t uttora aper­
te, che si r i feriscono alla connessio ne proiettiva no r ­
ro l e e d ' altra pa r te a quelle coordi nu te proiettive 
normali (non omogenee) di cui s'è detto a l n .7 , 

Secondo l a (8.31) alla connessione proiettiva norma ­
le , Cioè al C O l'r i spondente Sistema di parametri L .i · 
da t i dalle {9.2 4) (che potremo intendere portati all~ 
f orma ~_L1.,· ,indicata dalle (9.27) ; ma q !l.eeta è una con­
di zione a~ cessor i a) corrisponde un ben determinato pa­
r ametro proiettivo ~!T, che potremo dire "parametro-­
pxoiettivo normale•. Determinato, s'intende, a meno di 
t raaform zioni lineari ·fratte (eu. ciascuna geodetica). 
Uato il si et eme delle geodetiche, r~ au1_~_!_ du r~ue d etei_;.=, 
minat o su cia s cuna di qv ~ s1.; e l inee. un pa raroetro proiet ­
ti vo, quello normale ora detto. Qual_~ -~ il suo __ ~!.gPifi­
ca to geomet~ico ? La questione non è stata ancora af­
f l·ontsta : converrà cominciare da casi semplici, ali es. 
da quello in cui le geodetiche suppost e sono le _]..i nE!~ 
di un s istema 3-assiale ,_ seco ndo il Bornpian1, su di 
u na superfici e di Se proietti v o • 

Un'altra questione che si presen t a naturale à <';_Uel­
l a del ragguaglio fra i pa·rametr.i pr oietti vi costruiti 
al modo del BER\~LD, mediante una equazione achwarzia_ 
na (8.31)- in particolare , fra 11 pa rametro proietti­
ve normale detto ora - e l'altro parametro t{ di Cll.i si 
è de t to al n.7 , collegato al l a c ostruzione delle coor_ 
di nate proiett i ve normali fa tta l a modo di EISENBART. 
Anche 9 , come si è visto, risulta un parametro proiet­
tivo. ---

Fot rà esso costruirsi mediante ~na equazione (8.31) 
corri spondente a una determinata co nnessione proietti­
va ? l a qt~le dovrebbe essere deterroinata ;come lo è 
il pa r ametro q ( quale parametro proiettivo), al pari 
della connessione proiettiva normale, dall' a sseg~azio­
ne delle geodet~~he. 

Un pi'im·o pa s so potrebbe essere l'osservare c he dal- . 
la (8.27), ove s i p onga ~~= -;7 ~r .J:~ , si ricav& (na tu-

,.,_, ' ralmente : quale conseguenza di f ferenziale dell equazi o-
ne ~ el 2° ordine cui. /z soddisfa, di cui l a. (5 .31) è l' i.!! 

' 
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tegrale general e) : . 
~ . i . 2 (":) rL' _ { r-'1! {1_4 r L' jll) du.i dL./~ 

(9 ~~ ) l /' ' J J = - n+{ { ~- z'i. + n+1 1 ~- 1 k~ - 1 .<;·' K-L) d:j oV., 

t c.fr. con ·la ( g· .23)): ove /Z- è. il parametro a:f:fine inva­
riante - ~i ,.Y.!HOEAS relstivo sl sup posto riferimento 
curvilineo: 11 quale si rid~ce a ~ se le coordinate . 
ao~o quelle proiettive normali. ·un sietema di parametrt 
r;,,;' , in relazione al quale il parametro '1 eodd~u:ti 

aUé (8 .31) • do vrebbe avere relativ~mente a ciascun si­
et~a di coordinate proiettive normali, quali componen­
ti; a- meno . del fattore M~n+11le quantità entro parentesi 
:1el seoodclò membro della · ( 9.40) • 

. · 
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eioni" nella geometria degli spazi a connessio-­
ne lineare .nRendicùnti R. Accad. d'Italia• (7) 
2,1940 - 41 , 106 - 116. 

11. NOTE n:k\ t• PARTE (*) 

(l .a) - Indi c.a zioni più amp · e .circa i precedenti sto­
ric i della teoria "proiett i va• degli spazi a c·onneesio-
ne affine si trcveranno in 52 , pp. 111- 118. I lavori 
di BELTRAMI, SCFJ.il"LI , KLEIN, SCHUR, CAR1AN menzionati 
nel testo so o : 1,~,1;2;~,1;~;~. Ulteriori indicazioni 
bibli ografiche ho dato nel lav. 52 ; qui mi limito ad 
aggiungere che nel campo della geometria differenzi ali:! 
classics (metrica) delle superficie il risultato fonda­
ment ale ·del BELTRAfU è sta.to completato da t1.D!NI (_! ;1869) 
11 qu.sle n~ deterrr.inato tutte le superficie suscettibili 
di rappreeentazioni . geodetiche (tali cioè da conservare • 
le geodetiche,ne1 significato ordinario) le une sulle al_ 
tre; esse appartengono alla classe di LIOUVILLE.(Natural­
~ente s•intende escluso 11 caso banale, che la rappresen 
te z i ·ne ~i riduca a una iaometria, anèhe a meno d'una s1= 
-il i t1.1dine n~ll>O spazio). Nell'ordine d'idee dello SCHUR 
·il quale nel lav. già cit~to {~ ; 1886) ha considerato 
gli eventuali punti P di lino . spazio riemanniano tali che 
per tutte le superficie geodet~ohe in P valga l'assioma 
del piano; e , ha dimoetrs to che se nello spazio supposto 
esistono due 'tali punti, lo spa zio è a ~rvatura costan­
te, quindi proiettivaniente piano - 11.HB~GLOTZ ha dimo-

{*) c iascuna nota porta 11 n. del tes t o, cui si rif'e-ri-
risce. I n~eri sottolineati si riferiscono al pr~-
ceden~e e:enc o bibliogra_ico . 



str· to (10,19~1~ che l' esisten za di un punto P ooma 
l o ~rP. detto porta l~ l~bar& mobilità dalle figure &t 
a P. Questo ~eorema, del quale ha ~ato recent emente 
una di mostrazione molto s emplice W.BLASCHKE t.§Q ;1940) 
si riconne t te alla carat terizzazione degli spazi di 
curvatura costant e quali spazi ove auaaistc tattorno 
a ciascun punto ) l a li~era DlObilità delle figure. Ve·d.. 

a que st o pro ~ oeito E.CAR ~ AN : Leçons sur la géométrie 
des espa c es de Ri emann; Peris , Gauthier - Villars 1928 
pp .123 - 131. 

(l.b) - I l lavoro di WEYL ampi amente accennato nel 
testo è~ (1921). A questo hanno f tto seguito, a bre­
ve dista nza, una nota di EISENHART VEBLEN (11 ;1922) 
cve si dà inizio alla "geometria de i cammini" e poi al 
t:re due note di Eisenhazt e di VEBLEN (1J.,1J;l922)ove 
ls questione delle proprietè •proi~ttive• dei cammini 
vie~e impostata, con alo~ni prim~ risultati. 

I lavori di T.Y.THCMAS di c~~fa cenno sono ap~cial-
rnente : lQ. ~1925) ove s'iÌlt roducono i parametri TI}ft e"' . 
30 { 1926; ve d . anche li e 44} o ve sono int~odotte le r! 
e 13e ne dà 1 ' int·erpretazione in n+l dimensioni .Sullo 
svolgimento atòricc(sin~ al 1~ 30) della geometria pro­
iettiva dei cammini ha dato ampie indicazioni nel lav. 
~9 . 

(2.a )- Ci~oa la nozione di aspazio tangente" e a 
~ 

propò~ito delle (2.4) ved. E .CARTAN, Sur les variétés 
connexion affine, et la théorie de la rel ivité 
~ée,•Annales de l'Beole Norm . Superie~re , Paris, 40 
19·23, 32.5-412; .U , 1924. , 1-25; 42 ,1925, 17-88 (spec. 
40 · ,pp. 361-362), e anche i l libro del CART~~ cit.nella 
nota (l .a) • 

,2.b) -Il 1av. del CARTAN ove è introdotto e svil 
pata .la teoria genera le delle varietà a connec::sione pro 
ti va è 17 ( 1924); molte al tre ri cerche del CARTAN ~ di 
tri eu questo argomento saranno indicate nel secondo el 

· oo bibliografico. · 

(3.a) - Circa l'algebra e l'analisi tensoriale per 
__ - ~ e;pazi a connessione affine mi attengo in gran parte 

_ M .. .... 
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al simboliSIBo adottato · ~allo SCHOUTEN: ved ;.spec .18 1 
192 ,. ;...2j,l9-}-5, B. l . SuglJ._ spazi a co r.nessiorie atrine 
ve d. anche il lav. di CAiTAN cit. in (2.a),la mia ae­
znoi'ia ..:!§. _(19*) e i., l: ~--b :>;_i... d~EI$:1HA.RT (J..!; 192'7); d;.. 
S'rRUIK (li,; 1934) e _d1: ~f:y .THOMA.S (.2,2; 1935). 

( 4-.a) - --~- derivazione covariante per tensori a 
pib. .B.e rie d'ibdici è s tata introdotta sotto a-spetti 
pa rti co l ari da R.LAGRANGE (1922) e poi- da B.:L~ va.n 
dé:r. ~D:EN ( 1927); nella sua accezione più generale 
(cui -s'accenna nel testo) da me (vedo la nota:Spazi 
subor dinati; equazioni di Gauss e Codazzi, "Bolletti-
no Unione Matem. Italiana• (l) 6 1 1927 ,134-137; e an-
che per la bibliografia , la roia · mem. Sulle varietà 
eubcrdiriste 7 "Rendiconti R .!et i t. Lombardo" 65,19 31, 
4-41 - 4-63). Ved. anche .2j, ové la "D-Symbolik", cioè 
i n eostanza l'operaEione D in parola, è introdotta QOt_ 
to a spetto particolare e per via assai differente), "P·JS") · 

. ' -

( 5 .a) ~ Circa 1 'argomento e spostò nel testo si ve­
dan o 11 la v! ~ {di T .'Y .-!HCMAS, 1925; o ve &ono intr o­
qotte le n;~ e v~ene definito il •parametro p:ro ~et­
t ivo" p, che nel test o è chiamato •parametro affi ne in_ 

. larj~ante) e i libri dello e teseo T .Y .THOir.AS (55 ) e d i 
EISC.NHART ( 3 4-; p .87 e eeg • ) • Le vedute d i 'JEYL se no e S}.•C 

et·e in 2. (1921) e anche in un'opera posteriore (16 ; -
19-23) dello stess o sutore. Ve d. anche 18 ( S-chouten) 
pp. 129:-133; 2J. ( Struik) pp .25-26, .2.! .II 1 pf -176-1 'B · 

(6.a)- La ~ia ,eeguita per trovare le condizioni 
d'equivalenza proiettiva di due connession~ ~~fini t 
sostanzialmente ( a ps rte l 'uso del simbolo . f) h, ),q,u.el.;. 
la di - VEBLB e J • .M.THON.AS in & (1926) .L'esp:ressi?n~ · 
{6.18) pel tenaore di Weyl è stata trovata da J.fl'.THO­
M.AS ( 22,1925). Ved. a nche l! ,PP .100 e e ~g • 

(6.b)- A proposito delle condizioni (6.28) o ( 6.27 ) 
perchè •algano per tre qll81Unque vet ~or ' ~ , rl , ~ le 
{6 .29), ved. ~,nota (6 i) a pp.80-81 (ove è da cor~eg­
ge re , nella terzultima riga di p.80, un evident e errcr~ 
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di stampa: deve leggersi "Pone ndo " 1' - u - ..:: ? ) 
\,. - .~~ - , """ . 

t 6 .o) . :.. Nei rigua rd i delle trasformazioni pe r l e 
quali n;g_ ~ un tensore ' ved. gr ,pp8 283- 284-; e .li , · 
: .109 • 

(7 .a) - Le c·oordinate proiettive normali ·~ono state 
intr<ldotte da VEBLEN e J .M . · HOMAS (ll,l92 5 ); lo svol-

·gimento aegui t o nel · est o , a parte alcuni chiarimenti 
che mi se.brano abba s t anza sostanziali). è quello daj;o 
nel libro di EISENHAR (34 ,pp.ll0-ll6).L os servazio­
ne che anche il pars n:etro q è sogge tto a tra s formar­
s i medianté. una trasf orma zione lineare fratta, la · ( 7. 
non 'è fatta da EISENHA.RT . .,ed. anche la sua no t a % 
(1930). Lo •volgimen ~ o rapi do con cui sono ottenuti 
gli svi luppi (7 .6) è :1 uello i ntrodotto nel mio la v. 
~ (1930 : p.68) ove ~i costruiscono l e coordi~te af 
fin:! nor~l:l. pe:r una ··ann e s sione ( ge neralmerl te} as i m­
me,trica •. Per un~ con..-·1e ::: ... ione sin:met ri a la cos truzio­
nè era stat a data dal V'.2BLElf ; 12, 19 22. Ve d . anche 

· ll,l923, ove si int roduc ono le "estensioni " di un te 
sore e i tensori no~ali Gf!ini ; e 3A ,pp . 58- 7 4, e 
91-9 4, ov-e l 'EISENHART espo ne i risul ~a ti di J .M .TRO­
N~S(~,l926) circa una quest i oRe pr opost& dal VEBLEN 
(nel suo "Fresident iàl Addrese•: . Remarks on the Fon­
.dations o! Geometry , "Bull e tin Amez:.Ma t hem. Society" 
31,1925, 121-14J.;·ved.p.l31) : ci"~ eotto quali parti­
colari condizioni per la connessione affine l e co_o:r­
di r..a te ncrmàli affini subiscano, per effetto di un 
cambiamento proiettivo della connessione, un8 t~asf o 

mazi one li neere fratta. 
Nei riguardi ~elle coordina t normali ci t o anco­

r a il mio l a voro recente ~, 194C : ove ~ data, 
go , infine in modo geometrico del t utto chiaro 
·ì ' essere sia di queste coordinate che 1elle "estensi 
ni " e dei tensori normali: se pure con _ife:rimento a 
ma definizione di qu~ ate ultime nozioni, che ~ di 
rente da quella dell~ Scuola americana. Un lavoro d 
BOMPIANI, tuttora in corso di pubblicazione. (nei · Ren 
dio unti della R .Accademia d' Ita~ia) nolge analoghe. 
consi de r azioni nei riguardi delle estensioni e dei te.n· 



; 

so ~i na ru:ali ::;ecorl\lo - ,...._:: r~ l"SN e ~.'r. THC·l!AS, e co!ltie ;":(' 
mol~ c nuove vc d~te e ri ~altati notevoli. 

( 8 .a ) L 'in.oa di un ":p orametro l>roict -c ivo;' è d::;p;.•:-i­
:na c t:posta, ma ::: en za effe t t ivi E:V:!.l up p:., à.s .:)ClV:-~\. S 

• .;: 2 ,lS 2~ , p~~ -147 ) ; f c: da WHJTEHEAD (50,p:p.338-341). 
A WHITE~D è dovuta l'osserva zio ne che il eues:l ste1·c 
1elf.C ( 8 o6l), quali equazioni di-fferenziali p-.:-r l e gç:o­
rJe tj che e p el parametro· u ~ -porta di nece~ei tà che ·n 
è eu1le geodetiche p grarnetro proietti v o. · .. 
J l BBRWAL-D (56, 19 36, p .8g2) introduce l' equé.aione schw~.::_ 
zie n e (8.31) per la co~truz1one di J.r ; va per~ os~er­
ve tc (cfr. ,tANO, 58 ;l9 38, p. 431) che il Be-rW&ld · ~uppor.c 
Eenz' altro le .t;·~ E:imme t~_iche rispetto ad · j':~ -K_j il che 

dè luogo, al posto delle (8 .32), alle fcmule di trD­
s rc<rmazione 

r .. •a qu c~tc, a diffe r e nza d~l >~ (8.32), non poaaonc, ~· 1-

~eno nelle i~ otesi pi~ generali circa le ~· ,t~rsi rie~ 

~re re in forr:ml~ del tipo ( 8 .46), come è neceseariq se 
si vu~l~ po t er ident ificare l'ente rappreeentstc d~l­
le r;)" con una "conne s:; ione proiettivs• nel sen~o di ~ 
Carten. Per questo hc modificato la costruzione . di Ber­
w6ld, so!'ta n zialmente dello s teseo modo segui t o ·; J:U!re 
partendo da aseai di ver~c considera zi cni » de K. !'A~C' · 
nel l e voro già citato (58): j nteressante studio CClmp -~ ­
rativo sulle vedute e i risultati di CARTAN, di T . Y . 
THOY.\ 3 , di BERWALD di ,altri sulle conneeeicni -p·roiet -
7; i ve. 

(A .b) ~ L'introduzione del param~tro u o eu1 le gcc. ­
d·etiche "me1iante 1& (8 .~6) cd (8 .57) è dovu t a a B.EF. ·!.\.:.~ 
(?6 ,p. RA3); l'equazione differenziale del i o or~ine 
(8 .60) che risulta per u" con l'eliminazione· di :l -si 
ere perb già p re s enta t~ naturelr.'.ente per; .~l:f:.r !; v,i _s, :.s.d 
e e. a WHITEHEAD (50 , p .335) e a me .(51 .. ; p._ - ~1) • !~o~érò 
incidentalmente che il RERWALD, a proposito ~el ellc­
perametrc protettivo 7r ,dice (~,p. ·87-9 )-: "An a ."P-'1-o­
gou~ paremetcr o n the geode ~ics ••• ·'"r; ~ - :u~e(l by :--pc·~te:... 

lotti ". In resl tà il pare metro t d:; mE:· ·i :" t ·rccict;-to ·è 



1-:c p rio - a parte s ol tanto la di versa in~ 1· onuz i N1e 

·: c:L e r )À_ -~ a stes sa cosa c he / r ,co e OV Jian; .:1t~ 
r ~ ~ul ta da qua nto ho eeposto nel teste. 

(9.a)- Nei riguar (U dei te ns ori proie tt jt~ ve·d . 
tr ~ l? 28 (VE~LEN ) ; cve veramente i l gruppo di t r es c r 

.. ,Szi ,, ni lineaxi che sta · a · base de l l a · nozione è :P~r :ic 
~l a rc, è que l lo che a · noì ri ~ulta con le (9.32 ) , c on l a 
ec n"!fzion·e ul terior«: .}{. ~ i.. E ' i nteressante , Pe r u r e 
u n ~c~ arti~icioso s i l proce1imento s eguit o da l v~r 

.: e·r .s rrivai'e a t a le determin.s zione de l g ruppo , c J oò ~ e 
1 e {)--~ .• Egli o~serva che, per cia f" cn.n va l r e à e ~ l t:l • . A ~ . . 

cc s ;t8 nte numerica .lr ,. le formUle della pii'l g e n ,;_ e 
~~~~forma zione delle c cor dinate c u rvi l i nee 

{ ::_ 1 .1 ) 
. 

/ L 
u - LI. o 

~i p a ~sono anche s criv ere 

( - ..., ' ìl:· . ~.. . J u, .' ·- l.L < 
o 

l , , .' \ 
.f l z 1 "? .'7 ( ) 
... i t.L. -- u . .... > -U. - u j 
l 1 o c 

/ -t 1 ·:Y . l p } l 

l - - - ! 
l ' 1 ;' 
\. _., " 

c ril Eolito ~igni fica to pe r ~ . Svolg -n do 
't~ r m.i ni . ·di ·q~ e-s t i:i f:r azione ~ l i . · J t e nc1 o 

• • • . 1 • ' 

tercr.i ni · di primo gr ado n e l l e u< - u ; a:i 
gli F V i lu ,~ p i G 
b.tin no fo r c:Llle 

tr.) ._, f crtr.ezi.one · line e re :fra t t a 

( 11 .3) . ' ! u - Ll .::':: 
q 

a ·~ 
oYe le 1./). ' · s ono pro . . ric da te· d9. J l e 9 .32;: ove sia 
-. N 1 .· 

eto = .- .N{n1-l} • .. :~a CC', n'H ~ione u~ t e: ri ore, c he qu~nd o 

!Zteesa trasformezi.o ne d 1. 1 ) sia l i ne a re :fra tta l a 
(: t 1. 3) aoino~da col!_ e ~-~~ , d& ne :r .?1r i l v .-; l cre - __ f __ _ , 

r '.t 
per .lvf. il Yslo:re 1 . :. -

.,La no ai o ne genere 3:- e-- .--1 ).' t e ns ori -ç r oi e tt i v. i. , ::u al e · 
testo ~ àcc-~riMt~, ~ svcl tg. ~- a · ·-e.-s· ::in.-- 5 1~rr:J. 11 .12 ;·· 
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fi e r ~ . Pt8nrlo n~ l l' ~ r ·i Je d'idee 
v -

·· -l l · , , , ... ,.... • . , ... ...,n "' ·-' } l • ..... t t EY :l o-4 e .. ...... ..... ::,lf J. ~_,_. ~ .'::;).~ .. . , ·-as t-- e o 
ve .... 1 ~.:. r~ _-;j _ s :rit o nel la J:: ;nte II. 

el Cartan, mi è pos ­
geometrico, che qu:ì 

(9 . b) - J,a noz i one di connessione proiettiTa .. _ not~ ---- - .- -----·-----....:----- , . 
r.J e l e è i•~t:r o a ot tt) dal CARTAN . ( 17, T)P .17-21 ) · in modò' rk . 
60 s t s n zi 8 l meY;_t c d1 ve ,~·so do q_uel}o · ctuì seguito. La teo­
ri .s di T. Y .TH ·~·A s che v i si c Gl lega .;; sv~l t& in 30 , 19 2C , 
con ul -Geriori ~v:i luppi i n l! , 1927 e i n 44- .1928 .(Un 
primo cenno è nel l a v ~ ~! '1 , 19 25 ) • V t si collegane, moltE' 
~l tre J'Lc e:rchc> ( a lcu."le del1e quB li. o ccasi~nslmente indt ­
cher~i n~lla II Parte): ved. ~d - es.)lLAVATY, ~; WHITEHEf,·-:, 
2Q; HAANTlES , 57; YANO, lev.~ gi? c~tato. V'd~ anche 
EISENHART, ~i,P • 103. -

(9.c) - I s istemi ~-a ssiali i~trodotti dEl 30~WIA~ I 
in 35 ,1927; ved. ·anche 35 , 1927 e la .mia n9ta . .:rz del­
lo ste~so anno) eono così definiti: a cieecun punto 
ù~ .L 1 a superficie 6~ viene associato un_ S

3 
("d' appog-

( o ") r .. on incidente lungo una retta sl piano i vi tan­
p;ent e a o ; le l ìnee l! el .sistema 3-a ssìale hanno i 
J .i ~"'rl ·--~~-C !J.:.!:_;_~Or! in?ide!l~-~-~ungo rette agli 5:~ d'-I--

( (' -) t ·1 ..... 
. _,. • 4 • 

'1E' ~ ::?i e ne 

- ~) l~ geometris n ro j ettivB ~egli spazi a ccn-
8 f' :·:ne più ~ ...,~no 1i:rettarne nt. e ~i riferi sc on ") 

? ~:::. r i~t:i. l -!3 \G r "i. non ne nzi onEti sir!O ~a era ; ad e~ . 23 .. 
L , _?6 , 29 ; 3~ ) 33 , jl (.:..1. cn r/tenuto di cueeti J~v:7, 
. .; scln Go l ': ·(ì. t -i ;.c . . è _ill:.lf't r ;; tc nel 11 •r e 34 dì Ci ~en-

ii n t ); c ne -·:re> .; , 3A ~ . 45 ~ 22.. : 1 1 n.l tirr.-::· ieWui ~c _ un 
:·~; :" f::r c n:t ··. fx& lt:> coo-riiirlbt e TJ TOiet.tiv r:; r:::-:t'tl&li à1 V'EBJ,r~~ 
t ' ~: .:'Ef\ ' ~S , 11. .·~: si ò dE'*;t o Bl n.7, ~:- quelle intro­
.\ ~ : :.(; d~~l :-' !,r-,n::-:. ,.:: i ~u.i i3'::rr:_.mo occ~- . onr.: 11 p ::t rla re. 
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·p A R T E II 0 

+.+.+.+.+.+.+. +.+.+. 

GLI· SPAZI A C~NNES SlONE Pl\OIETTJ11A, SECCNDO !L 
CA~TA]f 

§.l 

g~--m:RA.:t!J~A • .• RIFERIMENTI, R,APPRESE!f~A_ZION'E_ 
ANALITICA DELLA CONNESSIONE PROIETTIVA 

. ~ . 
12 .- VA -rie,tà in ambiente proietti 't'O; coetruaione 

di !1ll8 connessione pToiet.tiYa sudi essa,_ pas-
.. · ' s aggiO· al 08 SO ~nera le • . 

r ·:rims tU venire a-lla nozione pin generale di spa­
~io a oonnpesione proietti•a (quale ~ stnta sino ad 
o!'& eol tant,o accennata nell'Introduzione , n .2) pre­
mettiamo una particolare ms espressiva costruzione di 
connessioni proietti't'e su di una varietà xn situata 
entro un ambiente proiettiYo )~ · a un numero oppor- . 
tunamente gren~e ){di dimensioni. 

Siano Z"'(O(,fJJtf•d:c:. =qf. .. :JN} coordinate proiettiYe ~mo­
ge~ee dei punti in SN ; la Yerietà ~n sia definite 
eritro 4 mediante le· equaz~oni parametriche 

( 12 ·l ) z O{ = z o(( t{ ~ - .. . "/ u ·:rj 
o 

!. l . . . ~ . J. ! ì 
o:ve- t..t t l,J_,ll_,' '~· = "~ ... ,n ) sono n parametri eeeenziali 
In'· ciascun "Punto zc< d~lla )Cn l o r:psgio S.'? tan~e 
te :- aci e esa - ~ determinato dal contenere 11 punto :r o(. 1 
:'? ie~e coi pur.ti di coordinstP " 

,. ex: g :<: O( 
(_ 12 .~) E ::-. ---

t ( "(,! l~. i 
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le dcriYate intendend,o_si c_alcolate nel .suppo s o r:un­
to. Posto per uniformità 

l. ·, .... 

o 

:zo(. 
o 

. . 
o(. 

· B -. -(12-3) 

potremo indicare insieD':e ~li n+l punt1 che determtna-
no l' S tangente con la nota zio ne _:.c:;~ , o-.e .1 u ')) ,. ,_, h-,_ J /;.tJC...>~J~-

= 0., i. r .... ·~ n- • Tali punti definiscono sull'5
7

, tangen-
te un riferimento proiettiTo locale, del qu~le ~ eesi 
sono i punti tondament·ali : ogni punto dell' .5;t,. m-ede­
simo hà in rela~:ione al riferimento proietti'Yo dell-'acr-. 
bi ente, .Q~& li coordinate, combinazioni lineari ~c(.xA j 
1 !attori x 1 sono le sue coordinate proietti'Ye omog~­
nee in relazione al riferimento locale. Questo natural­
mente cambia sia per una trasformazione delle coordina-
te curYilinee u L nella xl'! .. 

(12.4) 
(. 

u ::. 
• / · 1 , n'J 

• ; • f t u t ·li Jt..:. ...... u.. .,~ 

sia quando, come naturalmente b lecito, si alterino . 
$!illa Xn le C()Ordinate ~ot dei f!UOi punti per .un C.Ot"''U-. 
ne fa t t ore -::f O, in genera l e funzione delle u ~ : 

ll2 .5) f
/ . i ,..,, Il( 

;U.. .. ·L!..j·Z, 
. o 

SUpponiamo che insieme si eseguano le trasformazio­
ni {12.4) e {12.5)-:Le coordinate ~f' dei nuovi punti 
:fondamentali p el riferimento locale rirol tane 

(12~6} 

cio~ anche 

( 12 .7} 

oYe abbiamo posto 

( 12 .8} : . 

'BO(= 
)t 

A. 

'Re< (2fJ:z' « o_o ot) _,___ = E> ., B +v:; E 1 l' l l ì l ~ . J .--·. 

.. 
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(cfr. con le (8.41) e (9.32)). se, in corrispondenza 
alla .(12 .5) J anche pel punto generico -:r~À dell t sl? 
t angente assumiamo qnali nuovi Talori ~elle sue coordi­
nate in relazione al si s tema di riferimento proiettiTo 
dell'ambiente i prodotti ?fxJ.-' potendosi d'al tra par_ 
te le coordinate del medesimo punto esprimere anche qua-
1 ~ - c6mb1nB zioni lineari '.Ecc x-l' , dovremo avere 

À, 

n« À 
?>..D ,:): • 
") ) J 

'B
. O( ).' 

::c -(12.9) 
À' 

onde, tenute presenti le (12.7), risultano per le ~l 
le formule di trasfor mA zione 

(12.10) 
2 a_A J' 

x · = lT. .X 
. )' ). l 

( indicanrtosi al solito co n 9~ gli elementi reciproc'i 
èelle 9/ n'·:l loro dete iT:'li n. ante , che è j: C') . S 'inte n-
de bene che Ti è nella (1 2.9 ) e qutndi nelle (12.1 6) 
dell' a rbitrario: in quante l e c oor~ina te p r oi e t ti ve OrnQ 
gene e di un punto s ono sempre dete :rr.:i i ne t e a ~e no d 'nn 
fa~tcre f O. 1Torrà dire h~ l e .xA , o l tre chf:: v Rr :!. ~b ili 
8ec r·ndo ie (12.1 0 ) in ccn ::- ~ ' · 1 -:.:: n za de lle (~ 2.4) e ( 1 2 . ~ . , 
dov r An no sempr e 00 ~~i è! T'-:. esi ~-~!.Jni te a._ ruen o _9_! __ ~~~!:: 
bi.tr.::t ri a rn cl ti.plicR z · nr:"" r: e-::· ·.;r, :.·~t t ore :j:_ r ·. 
- ----~ ----4- -------- - - ··- -·- -- --·-- __ ,. __ - ~- -- ·-

(12 .11 ) 

.0nesto andrà sempr e te nu t o p 1·e ~ente. 

Cib preme sso , ~f i niaEO u nw l e gg e ~ j ra~~ re ~e~ t a zi o­

ne p r oiet t:i ila c, ello spazio/~ , ta r c,::-nt t.· nel punt<; ge ­
ner i c o ..,_..,(l-i- L. ) dl l a .'(,. sullo Epa z :' c t a "1 ge •. te ìJ- ~ ç l -.. .x· · l · f · · +. · · · T--,., ( r· · -' z ' tìe .18 t: ne PU!1 "L O l. lnl . 91"\en E' JlCl u O ..<. ti .,.. v-U. l, . 

segue nte mo do : a ciascun punto T e s s0 c i éFr' . .:ì un~ s:r.: a zi c 
c. ., non inciden i:: e al ris t)ettivo ~= ·La zi o tanP-:e i1t P., J-/ ~~-n-f · .1:- ~· 

e intendiamo che la rsppresen taz l:_on~~or:s i s "; E~ _0-el :.:..:::. _ 
proiezione 1ei punti di lr su Jr*' fatta ::~a 9.:_~st1.~ s a z~ c 

c • ,rc"'1iamo ottenere la TEH:p rese nt a zior..e .g n& l iti 
,._;.Jit-n-1. 0 ·· . ~ 

ca di questa prospettiTit~. ; per qve et o in t r oduc i0t.'-C J.·- l-; 

punti indipendenti c fl( ,oTe Z, -:1, ~/:J,<f=- ~~ .. -- A'-n, situsti. nell 
~ l 

spazio :3 e tali quindi da determinarlo. Al '1a-
riare dr-;,- ~ioè delle --u.z· le ca· sarar no da i ntender si 

. 2 
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~~---zJ.oni_::!_ell ~_u t tali che il de t erminante :Il delle 
2i' C · s i r.1a nt enga semnre + O. Naturalmente le c .. · 

~ ~ - T ~ 

:'Ò-4: ran no var ia re s e n za che gli E'p; zi 5 ./1'-n - l cambino _; 
::_c_·, 1"~ iL' ge nera le di qu este trasfor r.·e zioni sarà : 

(1 2~12 ) 

J7'l 
ove le h- 2 • po tra,r..no suypc r~i , in generale, funzio ni 
~e r- ti!- , t r~li ~c- ltRn 'T"J c e s i a J . .f !i r ::/::0. Le (12. 12 ; 
c tp r e Jnn in par ~ ic c l8 re i muta menti ~ elle coordina-

, _ . )' ..... :x f + -1-[ C . e 1 s_n ~ o - ~ nu ~ ~e u n c omune a~uo re • ..._. - .. < 
Indichiamo cc n A . · (' g'l i e l err. e ntt :re ci ro c i del "' e 

~ -· ~ . 
-~ -' f"~' nel deter~inn•·tc. n · f crm,,t o rì !:'·l J.e coor . i na't 
(in 5 ) di a.ueE'ti .N + j "('-.n t :~ 8 ·e nà o E' i, nr-1tura1nente 

N - . 

) O( )À O( -~ , .. ~ ~ 
~ 1 2 .13 ) B .E "" i) , . B c = o c .B == _.J ) c c = ;;-,'~ 

<Xp P «o J • .:,u · "'1 · " 
À 

pe :· ciascun valore- di .1 le ,E~ sonc in SN coordi nR­
t E> de l l 'iperpi&!J.<2, che contiene tutt f i punti ç ~e 
tutti j punti .E. per !.l # ;{ ;le r - sono coordins te 

,0( / ·-Il( 

r1e '!l'iperpiano 'che co ntiene tutti i punti Bry,_ e tutti 
. ~ M 

i u_ unti C oer ~· +-J. -
~. ... - r • 

E' immediata l'osserv8zione che per le trasforma-
zioni (12.7),(12.12) si ha 

~ ~ .. r ..-, ,1' ) 

· 1 2 .14) B :::: e 'i7. .73 
<X A v~ 

l. f è 
[} 

/z.'< ç 
t. / 

-1( sono -gli elerrenti reci proci delle 
o;. 

o 'c: 
lZ 

"2 ' 

·• ' p~ l 
10 l l'l . ! .,_\: J ' 

Secondo la no strR legge ·di rappresentazione i pun-

5 
/7 

':-..-'*' ìr e 11 .J 



spa;io s . 
1'/-n-1 

dei punti J):..tn rJ ue :;- i nà i cando un 

conveniente fattore: 

( 12 .16) 

c io~ 

. ) (12.17 .. 

Posto 

( 12 .18) 

. ,u 
t( ~ / et À l . 

( llf .x -;- cl ( f .:;t: J) ~B« - o 

)-l • C( .fl :t /t 
;1., x + dB. B ~-+ d.1: = O. 
T À o( 

.l- l • 

A l 

le (12.17) posso~o scriverai: 

d }< r·l.( Àd / 
(12.19) x :t ),· . :;:- u -

Questa è la rappresentazione analitica cercata; vi ~i­
~ra un elemento arbitr13rio li' ma in qusnto. le 
1 a te xl sono sewpre determinate a meno della tra ~fo r­
~!3 zi c ne ( 12 .11) tale erbi trs rietll è proprie nelle ne 
Y 9 del l cc se. Se. me~iante le ( 1 2 .11) nell e ( 12 .19) • 
bl i or.o fa r fi gurare le xP otteniamb 

. .. " C 

l ... '. ~ • ') 
1.. J. r: • c..l. 

l 

• _f< J ... ~ - /1 _ / l . 

ci x + .I l x [.!L/. = 
- -/-' - /jl ;x 

ccs ~cchè disponendo di t'potremo fare ae~umere alla 
q 1a ni i tà ( in~ini t -:: simale) lp , nel punto e nella direE1 
ne supposti,uq qu~;lunque valore prefiseato, ad 
zero. 

La rappresenteaione ohe abbiamo ssee~nato, aneliti 
. ff!ente espresP.a dalle (12.19), defjnisce nella xn,se 

do C~rtan, una conneesione~iettiYa: p1b iD !eneral 
SU UDB X n di ~ proietti•o si .dà Un& connessione 
iettiYa, eeocndo Cer.tsn, ~neegnando una le~ge di re 
senta zione proiettiYa (omografia) fra gli epazi tange 



ti in du e qua l ~q_ue Punti · nf i i tarr:ente vicini: .. a:! e 
che p o ._ sa anal i t i ·,")amente esprimersi c on formule del ti 
po t 12 .19), o v -c l..f' è unG :~11anti t b. i 'lfin :i. tesims le arbitra_ 

r ia a d es. uno pf""'ff i _no a c nef _,_'tcient i funzioni delle · . , 
u " cà eventualwente a nct1~ di & t r i ·_:):::. rametri. ...-.._)J-

1 ed i amo come si co ·pc -rt8 nG, ne l !"~C s t ro ca so, le 1 .{ / 
per e:ffett c. di tra sf oJ:'J.~ a zì ·n i ( l ? .~ ), (1 2 .5) delle coor­
di ns t e c u r vilinee e ·del ~,_., ttore (P cr.oge ne- ì tà delle :t-~: 
i nte s o che s lle X~ non venga 18ta a lt ra W:lri~ zione che 
que l lE: , ( 12 .lC), che a é! e s ee c ompete in c nse uenza delle 
(1 2 .4 ) e (12.5) medesi me . · 

Abbiamo in forza delle 12 .18) : 

~-'' P ' « J-< ()).o/'~ _L· o.." o.J-t' '"' P 
(12 .22' J',, ., = '.B 7J.,'.B =- .rl . cr)., u ?7., + u.,v) . t~ +S.), J.J ;,o-q. p · 

- A l IX l ~~ A l , J-f l l t /1 J . (/ .._ ) 

cioè, tenute presenti le (12 .8 ) e posto 

(12 .23) 

sbbiamc: 

(12.24) 
fl' 

~'z'' 

~' )t' 

F., l = ~l J 
_,{O A . 

!
- ~ ~ 

o ancora , tenendo conto che Per le ( 12 . 23) _ è un t e n 
- Ao 

3ore: 

(1 2 .25) 
., 

O'fe al S0litO (cfr. n.8 fOr!ll . (8 . ·f?))CJ,,n ::. s,;, JL , • 
Ritroviamo dunque pei ps ram~.!!:.! rf) della c-onnes­

sione proietti-va proprio le (8 .. -+6) ; ne i confronti degli 
sviluppi eepoeti al n.8 va notate ~oltant~ che ora ci ri­
sulta necesss riamente eguale ad 1 t l va lo :re delle co et& n­
te J1f che con le ( 8 .31) avevamo 1. ~trodotto. 

Effettivamente le (12.18) dànno anche, tenuto conto ehe 
r;). BO(- Bo<. 

i .n - i ' 
p 

= Ò· B«.B.M- Bc<B = 'fi :(( · 
( (l r;(. - · i - . Il( l • 

(12.26) 

(Cfr. con le (8.40)). 

BORTOLOTr,'- -1~az./a conntyj,'on~ ?roti/7//vu.... 



el le f ormu le ( . ~ .l ~ ), che rappre se nt a no l a legge 
tra s Por to . o di za ppre ~en tazi one proiettiYa d ~lla co 
si cne , p os s i amo fa r figurs re anche le rA.xv a nzi chè 
l e r~ . . pe r auesto bisogna int rodurre d u 0 

( c'fr. n 
A { - ' 

ua nife s ta ente potremo disporne a rbitrariamente, 
v · re l e ( 12.19) nella forma 

(12.27) 

ove abbiamo posto 

( 1 2 . 28 ) cp - -lp+ du" 
) 

l ' a rb i tra r ietà di ~ e di duo no n av rà effetto ne l l 
r~ _ -p r e sentazi one cei punti me sol t a nt o sul fa ttor~ di 
pr op r ziona l i t à e l l e l or .o con r di na te OIIW6enee •. X " • A 
z i : non ~a rà r e s tr i ttiv o fi s sa r e a pi~ ere nelle 
il va l or e .i P , porre B d e 3 . i_P = O ~ e edi&mo 
c he , a condi zi one c h e t .er l e ( 1 2 .4) ,( ~ 2 . 5 ) du () 
da v& ris r e secondo l a ( tl, • 7 1 , c i oè 

( 1 2 . 29 
. a o 

o ve ~. , è dat o A ... l l a ..., econ a elle (1? .0
), . c r i t t e l 

f or r.Jul _ el l .- :ra·pp re s en ta zi o ~ p ro i e t ·; i V? i r... .~ · nite si 
... e do ... e dall a c onne ssione r. 1 la f or ma ( . 2 . .::.7 ) , i}) r -----aul ta i ·!·1ar 1ant e pe r le (12.4) e ( 1;? .5 ) o p ù esa_t t a 
;ente ve-:l·- -l e-( 1 2 . l '. In forza d . ques te i nf s tt i le 
quazi cni v ~ ri s t e 

1 2.30 ) 

s i ~ c r i. v ono .. 

( 12 . 31) 

ci è . o ~ t ~p 1i c nn~ 

::O "-t1 -. l a l 12 .?3 ) : 

l l p .:t /A 

cl '<-« ' a e< _mGn o , e t e ne ndo r e 
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( 1 2 . 32) · 

o ancora 

{12 -33) 

QUesto prova qu~ nto volevamo: cioè che, a condizione 
che ve~no le { 12 .29 ) , si ha cf>'.::. éf? • 
ponendo p= O non si fissa (nel punto variato, in -re­
l a zione alls scelta fatta nel punto iniziale) la norme-

;. ' l i zzazione delle x · : ma la si eubordina alla se el t a di 
d u". _ 

A proposito di -aluo . un'effettiva determinazione di 
questa eepreeeione diffèrenzi a le e anzi quale differen­
ziale esatto (come qui risul ts lecito) è le seguente: 
detta r.p una qualunque fun'!ione omogenea di grado l nel­
le coordinate Z ... del punto ohe descri-ve la xn· basta · 

o 
porre 

(12.34) 

ChE; in e ffe tto valga la ( 12 .29) si verifica su bi te. 
Lungo um qualunque curva della .:Xn , ri:f'eri ta a 

un pa r&metro t: , avxemo la legge di trasp orto dei -pun­
ti definita dal eistem& differenziale 

( 12.35) 
. ' y ., 

Cl .:C j--,, 
---r . ' dr A~ 

~· . . 
ove . ~..:-t t- .. J .{ ao 110 fun2.i oo.i di l! . , l a seconda del tutto 
arbi trq Tia (ad es. x=(} ) ; l a nrim8 Si potrà dare ar­
bi trsriQmente in rel~zicn.e a une scelta rìells normaliz­
za zione delle { «, aioè dei sistemi prciet~ivi locali; 
s d ee. medj. "3ntt: l& (12.3 4 ). ~ 

Wotiamo _qui eh~ 1 sistemi proiettivi locali 1( e.inù~ 
ra utilizzati hanno an _ciascun spa zio tF ngente , 7T , 11 
vertice Bo< nel punto di contatto rispettivo P ; '1 ·ler­
tici E}"" ~1i-e -tBnge_flt-i in P-alle r~ linee coordillf;te 
del ·si'etema- . cu:r'Yiltn€ o--su Xn ~n tre l' fperpiano f'on­
damentale- ~0=0 non~ è lE.-gtJtO 91 sistern5 CUrVi-lineo , 'YB-
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ria in c rri sp onrl enza a lle trasfo rmazi oni (l.? .s ) o, se 
:? i vuo l e , i n re l e z; c ne .alla se el tG di d u ". 

Pos ei a!!l o na turG 1-r:e nt e al luogo di u.n r ife rimento 
" ,l onom o" come q_ue l l o ora de t to val erci invece di rit'e­
r i me nti H a nolono~i ", co eì o t t e nuti: eui eingol i spazi tan 
ge n~i a l la J'>C.,,_ p :r e c:. ~ end o ir.: modo a:rbitrario sistemi - di 
~~l pu nti j ndipende nt i . .,P"' come pu nt i fondamentali. Si 
dovranno av e re -na t ural mente f r rnule di t r sforrea zione l 
ne are 

(1;2.36) m v v .vjA .x ;::t= rn, -
• }> ·" 

À 
se .f sono le c c r r ieponde nt i coordinate _ r "·ie -'Gtl."'e 
cali dei punti negl i s pazi t a --~e 1ti . Te n-.._. o p r.~!~ sente q 
sto abbiamo Eu bi to per l €1 legge r · t rt~ sr·or ·t;c dei punti 
anc or a f ormule del tipo ( 1 2 -. J 9); -wn conviene però( senza 
op~or~una . restrizione nello sc elt9 dei r i fer i rne n t i )sc r i 
vere formule del tipo ( 12 .27), per c :.è non vi s i potreb-
be daTe significato 1nvaria nte. O( 

Infa tti ls tr~u?formazicne sulle f , e 

( 12 • 37 ) 1 .J} o(=: À ]} « 'r J ;' · ~-: J 7 .J -
- -

l f il ·' 
9;1 -

:1 
ora non è co~unque e oggetta a restrizioni (salvo 19';. /i-0 
e in particolare non b legata ·al cambiareento delle :-coo 
dina te curvilin ee. 

Diremo o•e occorra ~- riferi~ento l'insieme del 
ierimento curvilineo e dei sistemi .Ll O!·- negli s p a z i t a 
genti._ La condizione. , che il verti 6'e .JliJ( di eia scun si 
ma locale coincida col relativo punto -di contat to dell 
spazio tangente . dh luogo in particola re a quelli che d 
remo A.,- riferimenti. ~ trasforma zi c ni ( 12 .27) c or 
spendenti doyranno naturalmente sottoetare E>lla condi& 
ne 

-. 
( 12 .38) 

l a- -~ O 
l !l. . ~ 

'·- (o n de ànc:.he 
\ 

~ Un'~lteriore reetr~zione che, come quella ora det 
intende.remo, eslvo avvi~o contnrio _, sem~re v.e1·ificeta 
sef,uito, ~la Ee guente: che u~'omogrBfi a , ~~signific 
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i nv&-\ riante pei cambiamenti delle c oot·dinste cunil1nee 
f a ccia c or ri spondere le tangenti all e n linee coordi-

t t 2 l'l . n na e u. , u , ••• ,u nel punto ge neriQo ~, e la retta · de-
fini t a ppnendo du t= du 2= . . .. =du; alle rette che· da P:.JJ ~· 
proiettano , ordinatamente, 1 punti fondamentali .JJ." ... . ~j; or 

{ '% 
del sistema proietti 't'o looale e il punto unità. · · · 

Tale omogra:fia potrà rappresenterei scritrendo-

( 12 .39 ) J][ot.J)p] == .jf_: i .lJ[o(.B;s] ~ 
i " l. J o 
-- - . O( 

ora se si cambiano, secondo le (12.37) i punti ~ , e 
i n sieme l e coordinate cur't'ilinee, le (12.39) diYengono 

.ll[at2J pJ = lt. :, J .B f«BtiJ 
1. , 1 1. .;'1 o' 
- !!. 

onde, per le (12.7) ~ (12.37) . 
( 12 . ?l) ! . ! A . i -- f t ~t -: J ';). J o a z' ., 

li.' /!., i. . - ,; 
.-.. j_ '1f ~. ne 

f 'l~ 4?) ' - . ~ . 
f)·,; 

Ma noi vogliamo che l'omo~ra:fie di coeff~,cienti ' rz..i. :· . . 
<"oi ncide con quella di coef:ficient.i -A:, cl: qu·eeto - ricllie-
de che sia· 

..!.. .. ' • .. 

l 

( 1 2 .4-3) 9-:, 
l 

ove Z ~ u no scalare =F O , funzione in ~e nera le d~lle 
u "· . So stituendo nelle (12.37} abbiamo pe-r queste • ecr1-

ver1do , come or mdi risulta lecito, À , )
1 anllich~ À e !! ': 

(12 .4-~) 
l O(' O t1l" • .- Cì. L O( 7J = a .,IJ +c.. v .,IJ . 
i'· /l o l i 

. . . 

La condizione ulteriore ohe quando · non c 2mbi 11 Tiferi-
mento curvilineo, cioà pia · ~:. = ~i;· , la t 12. 44-) . si r i - . 
~uca a uns omplogia s pec i ale porte infine anche 

( 12 . 4-5) .. 



Ù " 
c c. sicchè, scrivendo anche c- 21 al posto di '/l·~ ,po t remo 
porre le (12.37) nella forma 

(12.46) 
' • • ) li 

r 'i 9 . ;-Jt 

::: c t/' .J 

Notiamo ehe l'ultima c ondizi one v a l e a fiss~re il pun~2 
unità di ciascun r iferim nto l o cal e in relazi one a ci a ­
scuna sce1Ìs (comp a tib i le con l a c ondiztò!le preèe de nte ) 
dei punti fond .ame n t a i : quando · pe r .. i n rel a zi one a una · 
determina ta di queste scel .te lo si sia preso ad arbitrio 

Diremo ove occorra B-~Jfe r i . enti (o riferimenti s 
mi -ol onomi) quelli s onilief'Bcenti Bl e con . i ~t.io nd. ora det 
t~, e B-t r a sforma zioni le c r "i~ ,.. on de n ti trasforma zioni 

( 1? . 1-6) ~ notiamo c h e per 2 -=l s i hGn no p r e cisam ente 
~ e t rasformazioni che al n .B si so no pr s enta te e c 
n .9 abb iamo poste a .base àeAla nozione d i ter~eori P!O i ~t 
tiv i : su cui torn&remo fra no n molto. 

Un caso pa~ti cclare d:. B-rjferimento sj. ha quando · 
quella omografia di cui sopra ho a ccenna to si riduo 
l'identit~. ; cioè 1 punti :fondamentali l) "' sono presi pr 
prj o sulle tangenti alle n l ine e coo rdi n t e del s-istema 
CU'!'vilineo e il punto unità sulla . r~tta du '~ du e~ ... :;o'u".Pot 
mo parlare allora di ·un 21

1 
-riferi~nto. 

Con una ulteriore restrizione , di cui perb non è 
v o le 1. 'interpretazione geometrica potremo passare dal 
TI-riferimento .n« al riferimento 'ol cnòoo, o C-riferi 

.· ). - - -- - ----·- - -----
-z:, t!(' • Q.u esto è a nzitu t t"" , nel s E'ln so o r s preci:: 
Il . 

5aro 1-m E-riferimento: pel '-:.ual 8 :r"- r ò €:~ 1 iper:p i a "-'-
- ni fòndamentall. opposti ai ve rtic i f « t che 1. nàich '_ [.H1:\ ~ 

ora con .B'" deg1 i : n+l)-edri di riferimento locali sonc 
o l 

Iiresi in modo op-portuno. La loro co ~rt-ruz io ne , p el ca fio 
cui ci occupiAmO ('H una x~ in, Sr p:roiet ' i vo) ~ questa: 
eesi so~o gli iperPiani dì apJ~rtene~za dei ~nti deri-.. ..,.. , l.f- z.ot l 

vati - " ~i>u~· ; _j_~ relazione . a una qu.alu~e .. _s~elta _òellc 
.(, t < n J ( ) · 1 

scalare LJ"'Lu, u. ' · ::.:~~ _non nullo • . ~a costru zione non h3 
quel l '_a spetto ~eor"Ietri qo che sarebbe de si de rahile : · un' a'f' 

Yiamento a ~nn int'erpretazione gemriét'rics si pub cerca­
re utilizzanr1o .,lementi iptTod etti !!a WHITEHEAD ( 192. ~) e 
da C~CH (.1930); sui quali (se pure del tutte irieseenzia­
li pel seguito) non~ forse inutile - in quanto vi è a 

ora qt12lche cosa di sostanziale da chiarire -richiam 



- o -
qui l'atteazione. 

. 11 , r "7Tr / o 1 N j f i SJ.a , ne ..:>n l ~ 1 2, z _, ..... ,;; z J una unz o ne omogenea 
di g rado i delle coo rdirl8te p:r oiettive omogenee zoc 
del punto variabile. Essa dete r mina una ipereuperficie 

.. 
( 12.47) ìTr ( .. 1 N) 0 r z J 2 .) . . __ .. _, z = 
1n 5h (!Da non VJ.ceve!sa, per·c ata la ipersuperficie, 
l a funzione "'l! naturalm~nte è det erminata solo a meno di 
un fattore =l O, che )ot r.à anche essere funzione delle 

zo< , omogeneo di gl'3d O zero) • 
Secondo CECH (ch e ha U!.? a t o l'ente che ora diremo,con 

questa de1~ominaz:i one,p€l c~sol.f=2) e ~VHITEREAD ( che se 
n 'è va1so' ,~el caso in cui ..f. 8 QUGlunque ) ;si dice ipe r -­
piano polale è i un punto .Z"'ri:::p e ~ to a lla (12 .47 ) ·- e sa_ 

- - -,----;-;----- .• • g T r 
r e.oe p~o esa tto a2 re : rispetto al 1 · ~· -l'iperpiano di 
equa zione 

' 12 :' 0 ) \ - · t-U, 

oYe intendiamo che le der i 1.13te Hianc calc .J l a e .. el puP..to 
z-'< .Si e t •1d e i ~s or:m: a la nczi o n J:L i ·::e:rp ~:no 1.1 o l s !'e 
o -

di un punto ri~petto a1 unq ipor eup erfi cie al~e ~ric~ ~ 1 

caao wenerale, ~s in ce r to 2enso l 1 e~ter ~ione è ~ ~ u ~ r ­

:ria , in qu8nto J.a · efìnizìo ne .1on h& ca :r::; t·te~e inv&.r2;..J'·.; _ 
te per le tres ~o~~~ zi oni 

( 12 . -i-9) ( .~ •/ ~-' f: .......... ...._ .;; . .. -· · .} 

. . Il~ ·lv!' 
-~ l 

/ ... 

r"f,..,c ,,_ N ! • • . ;;: 
ov e r..r1 ... , •• -·"'· ; s1.a __ 'T_:~fi.E:_~-~-a ~gra_9__ze~_t2 ~ 

Una costruzione _ f · etti va, ma '1& tu·"A lme nte lega a ad 
eleme nti ~~-;. :..ijj. _ _2:" e nor ge o'C! t> ~ :ri.ci, p er quegli ipe:q ... ia-., 
ni pqlari, ~ stet& indicata ~al CECH: possiamo consid e ra-
re la ( 1 2.4-7) c o . e . : <:; sez~ one c on l •: 5N ~- l'l+i:=. O di una 

,. Ì tà X d. 5 ' " l ,..,.. "" ...,., 1 
"' v _.,.. N ,<i 1.· ne C" OT Vu: r e N ~ · h ' ,o . e e -<- _, r-. ,;•·· ·- Z ~-<- S 8 ... .... -

dina te proietti e o•:..oge ee ·~ei punti : ·dElta . sl1'eqn&!':.io ­
ne 

.YJ .-1 !'.: -;- / ::. hz· · 

Q1esta è i.n 
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della (12.47) è tangente alla genera trice del cono, 
proiettante tale yarietà del punto o, di coordinate 
00 ••• 01 ( Ma, s'intende bene, t a l e condizi one non la de_ 

. ~, termina) • · « 
Congiunge ndo eia se un punto ( ~ ~ O ) della ( 12. 47) 

con O si ha una retta che incontra l'ipereuperficie 
. #( 

(12.50) in un punto ben determinato,di coordi n~te Z 
N+l / ( "' Il) ' 

0 

e 2. ; T zp f.~· · ··"~ r 
L' SN tangente in questo punto alla .:C11 detta so­

pra è rappresentato da 11' equazio~e 

l12 .51) 

N+/ 
lr sua sezione con l ' .5~ z :::() è T"l r oprio l ' 5 /11- t dat o 
.i a ila ( 12. ·48). Ecco dunque la c os t r u z ione del l r i e r p ian 
polare del punto ~- di SN r ispet t o a l l a { 1 2. 47) : eEso 
è l' intersezione con l ' SN z N +l =O de l l ' S N ta ngente 
a lla xn di equa Bione ( 12 .so) ne :! pun o 1i q'.le s t a che è 
allineato col punto suppo sto e col .punto f isso O • 

Si vede bene come ma nchi, pe r f a r e d i u est a cost1·u 
·zio ne anali ti ca un vero e pro:p:r:i o p re-c _ s E!o geor etr~ co, 
.-.raalche cosa t1i s ostanziale ; ~ ·n re , male a rio l' i n àet er:mi 
~atezza insita nella co s tru zion 11 que~li "ipe r~ie ni pc 
J.1:~ ri "e 1 ' a rbi tra.rietà nel fo r ·ta r e l 'equa zio ne ( 1 2 . 50 ) 1 fa 
cilmente ne po sei amo ricava re le p iù gener.s le cos truz .:.. .... 
ae ~esli iperpiani x·= O per un C -riferimento. Bacte rà 
prendere ?f/(z~z'7 .... "-' zH) omoge ne a di g t·ado l e t a l e che 
. z G( «;; l h) 1 rid l . r.er = ~ l u •... "-' u 1 s . uca a y:; .La se z ~one dell' i pe r-

. ; s no p olBre (nel ·senso sopra -prec i sa t o ) di t F "l qua l u nque 
- · to '!G( . della X,., rispetto s.l l a corrisponde nte iper 

ri cie (12.47) con l' S,. ta ngente in ~e~.alla X, è 1 
presentato nell' sn dall'equa zi one 

<7) 7.p 7J (l" ~ 0 1.j.r z~ zr, • - O 
·. 12 • 52 ) .L/ x = o , c 1 o è ---. x x - ~ 

'() Z"' .l - 'ò u. -z 

:· a nc ora, 
o -

sulla X:, l..f/' riducendosi a d .::f._ 
'l/ 
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ora queeto è precisamente l' 
--~ ·, 1 . ;z.r1 

~ei punti _::_!~ .Dunque : gli 
5n - di a p partenenza 
ipe rpiani :x"'-= o di un 

::.-- '() u• 
c-rife r ime nto su una xh di SN sono le inte:rsezioni de 
gli 5.~~. tangenti a Jla x~ con gl i SN-1 pola ri del rispettivi 
punti di contatto rispet to a una ·c on·.reni ente ipersuperfi_ 
ci e ( 12 • 7) • 

A pa rte que eta costruzione: cara t t eri 8ti c a .fond amen­
tsle p er un C-riferime nto è la corrispondente tra sforma­
zi "' n e rjelle coor dinate pr oie1t ti ve l e Gli {C-trasforma­
zione): per l a que.le i coeffi c ienti ffj, so no da ti dalle 
(12 .8); e q ti nd i se no l e deri vate ~i certe n+l variabili 

u) rie D t o a d n+l nuo'1e · v-f:i ria bil.:i'u A' : 
~ s~tiotipo .del riferiment clonomo,(o C~rif~ rimen­

to ) , è il D-riferimento, la cui ca r atteristica fondb~en­
t sle è l a seg ue n te: .entre per un C-riferimento il rr!O­

t1 c d i ve r i are cìell'iperpisno f' nds r.r.e nt ~ le Bo( ( _X ~::... O è 
i n general e nel tutto in ipendente dal V &l Ti~ e ·:le l e CO (' r 

è i na te curvil inee , per un "D-ri fe rinw -:. t o e~so . è l ega t o 
a la trasforma zi on~ sulle c oo r~i ns te curvilinee : le c or­
r i spondenti trasfo- 1é.. z i ni 1 .t. t ~·8::- f'Òyms zioni ) so ne p ro­
prio quelle che a bhiamo inco. t r 0tc al 1.n carAt ter i zra t e 

) 
, 0." 

da l le (9.30 ; a rr:e n o d ' ur:. -f>a t --re rn.rr erico le v:/ ::n 
l d ·' t d · l /\ ., · + è <'/. ' l. · n')· e ~r.LV::i e 1. og·.t.J ~ove a t' O ..L l ._,,. LJ == "(u , .. .. .. ,u. 

re, ( u f ~ .... ~ t.l "'} 

Come vedremo ~i p re senta un . D-riferiment nel la tr~~ta-

z i one genera l e delle connePeioni proi tt · - ~ ~e co n~ ~ il 
~ .RTA!i . 

13.- _Spazi_ proiett .:. vi tangeYlt:i a· t d'la _..,_n ) a sè con­
s i -dera t &. T nsori prcJ.ettiv :i. ; connessioni' 
p roTettiva -in g ne rale , · -e r i va zione proietti va~ 

Fin "' a. d o :ra ci r i f e rh~ m o a l c so di une v&.rietà 
e onsi'lersta ent ~C Un 8t::lbient e proiettivc Sn. ; cBS O EU 

c i a v remo o c ca si o ne di torna re ~ 
rta non è queste il caso più intereseante, nei ri­

gua rdi della t eori a del le connession· proiettive: il 
e ro s cop u n ello te oria, corr:e ho già <-1 C cen r~ t o (n .2) 

11on ~ infBt ti lo studi o dell e varie t à i n ambiente 
p rciett ivo,che pub svolgersi ed è sta t o già tanto am-
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piamente sTolto senza alcun bisò gno del l a nozione di 
"connessione•. Si tratta piuttosto, dicevamo, di cost 
re una "geometria proiettiva curva " in una va rie t à a s~ 
considerata; la quale, dunque, costi tuirè essa stes .. a 

l'ambiente delle geometria • 
Prima osservazione ·è che , in quanto una tmsfo:rma z1 

ne qualunque 

( 13 .l) 

sulle coordinate curvilinee i n u na .X~ i ndu ce una tra­
sformazione l inea:r e sui di f fere.mz i ali, . 

(13.2) 
CtZ ., 
0:, du L 

l . 

lo sp azio delle- direzioni di u .s 
punto (regola r e) y a rigua r?at o cc tr. e u.n 

~--~-~-----=~~-~~~-~~ 

tiv c ; nel q tA.~le l e dt.t.i so no cc or 1ir~s te omogenee. r ·~a qu 
1 e :;:i_rezioni pc;: s o~o ben e pensars i come le dire zi oni 
s c e~t i da un pun~o P à1. un ef fe ttivo s pazi o p u.nt l.;!Ci le 
Pl'C i etti vo ad n dimension~ ( Sn ) .Pi ù ccnc:ret amente : p 
~i 8 rr. J pcr1·e ur..a co rrisponde n? omogr e f icP f r a le di r e 
nidi una Xn in un punto u t e 1-:; di.re :;::ioni (o, f a lo 
stesso, l e rette) di u n Sn che escon o d ~ un pun t o P : 
e pensare poi i dentificati i l p ·r·to ( u '- ) col puntò P 
eia s cuna direzione della Xn in ( Lt ,: ) c on la corri ~JP O n d 
te 1:Ì.:r zi o ne f 11' .5, u s cen -e d a P . 

S'i ntende bene che, in q1J..anto 1 :, ~~ 7 ie~ e co n sid 
ta in s~ e no n pe nsata entro u n ambiente p ro iettivo r 
esteso, l o =ps z ìo Sn co sÌ a ~ sc-cia to a Ci a s cun punt o 
l a Xn ha ,_n FJ __ )Ol:'izi .one : è un e nt e sol t ante p enea 
Ma e d ogni ìT ' dCI , v i s t o c hP o r i gua rdia cot:J.e cont e n 
te t u tte . le di re zi on i ds- la x:] .in ( u<) 1 cioè 
del 1° ordine di que~ to punto ._,u1la x;l, &r.pare 
c hi amarlo "sps z1o proi ett i v o tanger te " al la -'C,..1 

posto punto ; questo se ne ù i T , ove occo r .a , il 
·---=-- --·--1 

contat to. 
L'ente che viene p r e so i.n co nside _. ~i one è dunqL e u 

X, ·ai cui punti sono ass oc .:. a i :eg ~ p~~i. pr oj_e t tivi 
c he inteYpretiamo come spazi t ange nt i; c os icchè a vr~ 



ai~ni ficato il 1oealizzare, ea ctaecu~o di questi spazi' 
ta ngente in Un pUntO p gl i el erten ti lineari (del ro T 

~).ne) nel l a xn uscent• d p . 
Fieei~mo per l'ente ora detto,che per brevità di l in­

r,u8 ggi o indicheremo , cv e c co :rra, con J: n 7 u.n riferimento 
(enolcnorr o) del ~ · o pih se~erale (o A-:rife:riment6) a ~s e ­
se gnanqo sulla vaTietà un s stema di coordinate curvi li ­
nee U z e sui i ngo i spazi ta ngenti, dei sistemi di ri­
fe rime nto proiet ti vi : indichiamo ancora con :x; le coordi­
!let e proietti ve arroge ne e dei punti degli spazi tangenti 
riSJH"Jt to ai s1stemi ora ce tti. In particolare il riferi-· 
~e nto potrà r idursi ed uno dei tipi particolari di cUi si 
è detto al n.'Prec.:-la cui · caratterizzazione coneerYa -si­
gnificato anche per una X 17 a s~ considerata , a parte 
,quanto s'è accenna t o pei r .iferimenti olonomi (C-r11'erime,a 
t1 ),che ore intenderemo soggetti soltanto a trasformerei 
con quelle pa :rticolari tra e formazioni già precisate 
(c-trasformazioni) 

()À .t C)~· du'• (lo J/?; f' ()L• (ìO 

(1 ~ . • 3) -,.. -1::: !7 .;t Con 0:, :::: --. .) i7 == ~. . v = () iT = i . 
J ..... )' J l 'ùl4. '' l' oul' / o' / o' : 

Asse gniamo , ~econdo 11 C.~RTAN, alla fn una conn~ssiom 
proietti va dando u na legge di rappresentazione proietti-
-fa ( omog:ra:fl ca) dello spazio tangente in un punto qual un sue lL i SU CiaSCU~ de~li SIJA.Zi ta~ent1 nei punti infini­
ta ente vicini ul-+ du' dell r l'al'ietà ! legge che potremo 
sempre xa-ppreeen tere aon formule del tipo 

o11 e le (.ÙÀ sono _:ruantità , funzioni delle uz e duz, infini 
t~ si me c;n le du' ;poniamo però la condizione ulteriore 
che i coefficienti dell 'omograf'ia rispetto 91le du.z. siano. 
linea.ri, . cioè "'*he ie a.J) siano :forme ,pfa!fia ne nelle d az· : 

4 ~ t1 ~ 
tV Il ' '· ·;. :::: ~:.. ... .u ·i au . 

r , ' 
(13 .5) 

~ defini2:i,.one pub porsi., ovvimtente , anche sotto 
~Wft~ -ill'<a forma fini ~a"cne è data alla ~ - .,_ una connessione 

proietti va quando è aseegna t a, fra gli spazi proietti~ 
vi tangenti t n due punti qualunque di una linea~ tt'~u.'(f) ~ 



.. 

della varietà una rappres~nta zi one proiettiva, otten1 
le med iante int egrazione' lungo la linea r, di 
ma differenziale el t i po 

<J x 1 f. À # d ul.. 
(13 .6 ) -+1 ' . x - · O, dl . ~p l d l" 

À 

le A f-"7.. ~ssendo f unzioni qualunque del post o 
del l e u' • 

Le .Jl~z· , che di r em:o ps:r, me -ri mi~ti d~ll_a connessi o 
proie ttiva(in qua nto h & ·ne · D.d.~. ci' -:.. 1 due serie distint 
~e termina no la conne ssione , ~ non .ne vengono det e rmi 
infa tt i le x~ sono c oordinate omoge nee ) e quindi, poet 

(13 .7) 

ove 9 è una funzione di t a l'bi trariamente presa 
suppos ta linea ( purchè sere p:te :f o ) ' le x J e z.À 
ccordina te dello stesso punto. Ora: ce rchiamo s otto que 
condi zi oni un secondo sistema di ffeienzie le de lla fo 
( 13 .6) 

( 13 .8 ) d ... ) -"' À 
X Il "_,u _; z' /i 

-d-:-1-- + ./ L .f< ·i :A:: a u. = (/ 
pot rà, me dia n t e una conveniente tra s fo rn::a zio ne ( 3. 7) ) 
venire· ide ntificat o ool ~i stema ( 13 .6). Tenut a 'P re e en 
la {13.7), il conf r onto delle (13.6) e (1 - .8 ) ci dà 
bito 

( 13 .9) dul 

di qui r i c aviamo subito 

(13.10 ). 
l r;,·· v - 11 ).1 .) _/ t. 

---- j ../l vz' • • >'l a u ~ 
/1-f- { L 

e sost ituendo nella (13.9 ) ottenia~o che dovrà ePse re 

(13.11) J! À __ _ l o-À./fv. Al .- _i_ dÀ/ lv . 
f< Z . n +! ~ Y Z pz !J+I fA V l 

o anche 

\13.12) 



0 ve abbiamo posto 

( 1 3 .13) 

E"' i mmediata è'altra parte l' osservazione c he le 
(13 .12 ), in cu i l e (,;_~~ · s i ano da t e ad arb i tr i o (in 
rela zi one al p re su~postc r iferime nto : comp onenti 
di un vetto re a f f i ne covariente i n rela z:L on e alle 
t rasfor ma zioni de l r ife riment o, come .vedremo fra po 
oo) p ort a no c ome -con seguenza le (1 3 .13). e quindi le­
( 13.11). Dunque sono ~e t l 3 .1 2 ) r o l e e quiv .r,ù e·nti 
~ l3 .l l),le condi zicni nec e ssari e e suff icienti per­
~hè i parametri .. /\:.i , .ll;a. diano l uog o alla me deeima 
connessione; il velore del fat t ore f d ~ erre nel­
l ~ (13.7) per ottene re la trssf ormazj one c he muta 
l ' uno nell'altra i corrisponde nt i si stemi (13.6 ) e 
(13.8)· risulta per l e ll3.10) e (13.13 ) dat o da 

(13.1 4) .f = 
ove c ~ una costante · i: O e l 'integra le e'inten-de 
calct lato lungo la supposta linea l~ da un punto fis­
s ato su questa sino al punto che si considera . 

Era a priori ben prevedib1le che le ,qua ntità 

t 1 3 .1s ' LÀ . .:::: Jl À - -
1- 5") A v 

J4 z Jtz n + { F Y t 

Il). 
f ossero, a di tter enza delle .. n .P; , ( come mo s t rano le 
(13.11) determinate dalla connessi one , in relazione 
a ciascun riferiruent~. E infatti se ecr~viamo le tor_ 
mule ~ffett!ve del la rapprese nta zio ne omograt~oa 
\i 3 .6) tre - due sp · zi tangenti infi n i t af!i en te vicil!i ., 

* /ì } < ). x f' d u. z . ·' 
( l 3 .1_ 15 ) X - :X - .JL,~à 

v e di awo che i 1 determinante .JJ di t;JUesta t :ra~!'c:rrJa­
zione VFle , a meno di quantità in:fi ni te s:t me d' ord:t ne 
sup eri c r~ al pr1~o 

" v -1-/\ . 
).) l 

.t z 
Ol..L i 

e dunque, sempre tra~curar.do gl :i. i ~fi r .. i tesi mi d'or d i n~ 



superiore al uri mo 
- _l 

\ 1 3.18) 
JJ 17+ 1 

l 11 \) f - - -- .IL . du.. ~~ 
rJ -f-t". ì'i: ./ 

cosi cohè i nfi ne nor mal i z ndo come è l e cito i coe:fft-
. ti "'À 11 À - d .. . ;.---- .,.,.p.., , . ., 6 1 Cl.en V , - ,./ l u·' L! C.eJ.l-J 0ll'0g:t'~·-.lt~ ~ .LJ • l . CO • iV i e r -

I"': l / • 

l i pe r .1)-;;-.w ei h-~ ·:re-.. -~' c .. c.~e S~tl·!'. ·1el"•o ste :::~o .. ' .. 
or dine di a_ pro~simaaion~ 

(13.19) 
<:-) . 1 J) d- ' 'L. 
0 ;. - .l v . ' d 

i- _i__ ..Jl v _ du z' 
17+1 v, 

r! 
;:} 

Le · l"'~z· ac n.o dunque u~:3 s or t a di paramet r i ftno't'-
mali zzati "~ella connessi one pr oi ettiva : perb %iserDe­
r emo t el e de nominazione s un ~· al tra specie di parametri 
che introdurremo pih innanzi . 

Torniamo a quant o abbiamo stabil i t o pooo sopra nei 
Ti guardi delle A~(·. . 

Il ri aul tato o t tenutò si può manife s tamè nt e enuncia 
re anche sotto quest ' altra for~a: il ~isteaa diff eren-
zi a l e 

(13 . 20 ) 
d x À /A . P du 2

• 11 
+- - . x - - = if;(l) x e/t- f'i. dt 

rappre eenta , alla ste8 sa etregus de l sistema(l3 .6) che 
s é ne ha ponendo rj)(t } _ O - t:ì o.tre nelle ( 1 3 . 20 ) p (z-) 
sa rà una f unzi one s cel ·'· <:> u. ·c .)i. ss cuna lin .... a in modo St :r-
bi t ;.a rio - semP.re la legg ~ - · ra sporto dei punti della 

- A conneeaione _;t , • B i nfet t o&:. ba sta por re nell e (1 3 .7 ) 
#L - r çpflJ df-

Jr· ~ . 
( 13 .21) ? = -f..· e ( lf ~ost. +o ) 
percb~, corrispondent emente-: le 13 . 2C) s:t mutino i n 

{13.22) 
,..._)l 11/l ,, duz. 

Q X! · ./ L - X J:< - - - 0 . 
dt- _,... ;U l d l- -

Vediamo ora come dov ~anno comporterei , per un muta­
mento qualunque del riferimento, cioè per trasforma­
zioni indipendenti 

uz 
• J ./ • l / f l n' / = u { u ..> u ,>· · ·-· .; u l . 



e 

(13 . 2 4) 
Ì( ). f ;;c ::: é} ), x 

. f)' 

delle coordina t e cu rvi linee nella )Cn.. e del l e oc o:r 
di nate pr?iettive sugli ~1pa zi tangenti, 1 psrametri­
..!l~i perchè le (13 .. 6 abbiano signif i cato invar ·.e n tie . 

In t"or~a d_,!)lle ' 1_3 .. 23) e (13 . 2 4) , 1nt~H:J•"' al soli-
O ( .-.l l 

t o (' he a l.· a · · "u ~ ;. ~' ç-fo ' 
- V~· , = 'ò-~-;:;- 9-1' 9;. .=: o À' le (13 .6) dive n-

gono 
l ;.' l •l ) • 

(13 .25 o) o-:x ,V ) . ;; dul Jì p CL~ _-<-<'_;t' ' 
l)' ~~- z' 9; . .X ·-- -f-J • . o iT x ou - 0 i 

u, ' d r p : lr ' z' c/f· -

, ~ ! 

on ·~e mo1 tip1 1 r.~a .. do per Cl, e · ommando 
/ ;{ 

~ l • i/ 

~l.z '" ,-J! v /' t'' n l ...... ') v' 1 )-1 ' du'- /} 
{13 .26 ) -- 1- / J L . a y ;y- __,_cl :7" n )X --- ::::::: v . 

o! l Jr l 7;..• ' y v/' l t' Ì J.<'. /). - clz-

Queete p o 'tra n no s e xi ve. l'si nella form a 

{13.27) 

a condizione 

\1 3.28) 
~ v 

Questa è dunque la legge di trasformazione delle ./t/-<,· 
è evidente l ' anal o@ia con le solite formule di CRRI­
STOFFE.L ( 4 .5). t lfo'tiamo una ooneeguen-za -p articolar~~ 
:rieaviamo eubtto ehe lJ.i·, da to dalle (13 .13), è ef:f et­
ti v Bmcnte ve t to r e a f f ice cova:riante). Ma di più : ol­
tre al ~er~ ttere d'tnv..:r. a ~za àel si stema (1 .3 .6L le 
(13.28) assicurano p~r 

~.:zY = d~-~ + ./l ". :;c;.. du• 
d/- o/Lr. /-' 'l d f' 

ind i-p e~ ' .. t:nt emf>nt da l t:>Ventu11 enr1·lla:t· .. · ~e'i Ee·-
u ~ ('~i ,., .. :.-, J l "'f: 'l' . ._ ,Q. ' ~ , ., ·:;r ;· ~~ ~ (;ni,_, a lle .z"' ~ 

ci~~, ; ·" c~~di zio n~ - ; he ~.: n .Lga ;o - l-e-- ( Ì 3 ~28), allo e te s-
so mo do che 



j) v )' l 

(13-30) x .=:. t:?' x 
7 )>' 

si ha an che 

~ y 
l - l 

( 1 3 . 31) x )J (.) .Z --- - o 
d ?- /y ' cl t 

Le coox dinate omogene e Xv di un pun to possono rigus :r-
.- da rei come le comp on.!!n t i di un te nso r e :roiet t i V<?_ ,.L'l 

1• ordi ne oont r !Brian te , inteso che in _r ela zione ad un 
A-ri~arimecto , con ovvia generalizzazione di quanto si 
è rtetto al. n .. 9 - che vale per un 13-rife -rimento - si d 

_ teosore pr i ett ivo di ordine r +s, co n gli · ·ndi ci /2, .. ... .1 ---- ~ 

ji cova rianza .. }--t,. -- ~ - ,u; di cont:rovarie n;;::..> u n en te r:.lppr 
senta bile med:l ant e ' oc mponen ti ~:-·.~ ~,; - -·.,u1 che _per le 
{, 3 .. 30} ei tr~l sformino i n " 

) l 
A •· · - · ·f.tt · · l-"~ 1/ 1 u

1
1 

I l' ' , , ' ~ , ' - t"J t q " t , -
"' ,···- -- :\ ..,._ - 7;., ... . ·r 1x, · · 

l ' t 

(13.32) 

Un punto (sullo spazio tangente sL .. 3 .... ;rn nel pUI'lt o che 
s e ne considero ) pub dun.que identificarsi .... on n t~ nso 
re pr~i ttivo del 1 • or1ine {vettore pr oiettivo) cont ro 
v::i -rlan te, il qu6le pe r u potrà inte ndersi dato a meno _ __Q_i 
un fattore : come diret~o, i l punto è un vettore p ro i et èì 
vo g~o~etrio o oontYovaria Y· te; anal ogamente u n vettore 
pro ~e ttivo co7ariante geomet~ico, dato cioè a~eno di 
un -fa ttore { =/::. () ) si identifica èon un ipe.q:iano (. 5'1_1 _ 

·jello spazio tangente ~ Un b1v_ettore ( tensore ez~i s i :rume 
.. ,. .:.c o del 2° ordi ne ) geo ffiet ri èo (J Ont-rovariante /l ~. -: .·c­
" , er!'!J.Lice, c i • è esprim~ bile con un pro do tto al te:rn:S .o 

i 1 3.33) 

s i identifica co l~ ret~a cio tlgiungente i due punti 
a meno che non eia nu 1 .-. t l che vorr~ dire che i due 
uunti coincidono. Il pro-dotto altern to à i tre punti, 
o_ di un punto - e llt'..a :retta ·: 

t 13 3··1 \... • "t' , 

_ )_,uv h [À u -v] 
e. = ; ~ l z -

~un tenso r e emisimme trico ( trive~tore ) proiet tivo ~o n_ 
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trovar iante( geometrico) che si ide ntif l ca col pia­
ne che contiene i tre punti o il punto e l a retta 
su p.,...,o sti, se è i1Ullo vuol dire che tale pi:a :1 o è in-
ne terminato ( ad e a. che quei tre pttnti eono allinea_ 
t i). E cosi via; altri esempi di tensori proi~ttivi 
geometrici sono il teneore controvariante o covarisn_ 
te simmetrico A ).t.< o B;."', che definisce una quadrioa 
dello ~azio tangente, come luogo ài punti o come 
invilup~o di ipe~piani : 

4 _.,... J ~~ /·'- o ll 3 .35 ) / l l <A. ~ - • 
/ l}" / 

' ~ .# 
p ç l il tenscre ~istc L , ,che definisce una 6mograf1a: 

-1 

( 13 -36) 

mentre ll.n qu.slunq_ue tensore proiettivo geometrico 
\l ···,M, .. t( 4 ' ~he. 

_I~J1 .. . . 1 ... ~ ~ 1e.1 inisce lll."'l operazione lineare" applica_ 
,a a ·>ln sistema ordinato di z. punti e di :1--1 iper_r~a.ni 
de termina un punto : 

t 13 .37) 

Pza le trasformazioni (13.30) si possono conprendere 
.s ,che i mu·ta!llenti delle z "' per un oomune :fattore f> , 
.. hc non al t 'era no il punto geometrico; p er una tale 
t rasforma z1 c:>ne ( oioè quendo 9-t~ !: 3";:? ) ciascun ten­
Qore . p roi et ·t~vo a~litico {intendiamo : le aui compo­
nenti siano nu.mericamer.1. te s aeegMte, e non eolo da~ 
a !!leno d'un fattore) vien e moltiplicato per f 1- 2 • 

r ed s esse:nào i numeri 1 ' indic1 di covari6nza P di 
controvari'anza del suppos ten.sor e. 
l.Otiaco incidentalmente ohe le (13 .9) ove ~ "intenda 

? funzione delle u'~ cioè le ( 1 3.12) ove 1/{·:'?J; Po;J? 
emlo appunto oa:So pertic alare , per 9;: =~~p ~ ~-: =o,: ·' delle 
( 13 .28) • 

L 'ass egn& zione 
esat t amente li u n 

di ":.l.rta C<2 14'1 c:'l.:: !c.,_~ pr iettiv~~ o pii'J. 
sistem8 di ::. ;- ·a m t r 1 mi .ati- , 11 •• dà ..,/!..~.,_ • 

l uogo a un ·ì.n:ocesso di der i vazi one covaria nte dei ten-- ~- -- -·- -- · 
sori proietti v1

7 
e quindi anohe di deriva z1 o ne assoluta 
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lungo una cu rva 
1 

di cui un esempio ~ offerto dalla 
~ 13 . 29 ) ; a d es. per un tensore proiettivo ~1• ~v la 
Xi 'lAta OOV 2T i 2 nte ~ 

(13.38) ·7 ,j ' j-<- V- 'Ì A i "Y /l 'l" -" · ,.ùV 1 p A . ',t )J J1 y 4 '?i: 
l /' - c/ · - "-/ +-- . • + . • .. l 
·, ',t ( ) ). t' ~ l~ ! À ?: t ~ 

e la · deri va t n assoluta :rispe tto a t , lungo la linea 
u. ~ = u 'lr) " e 

(13.39) 
d [ 

Anal ogamente si costru.irà la derivata covariante di o­
P"ni altro te nsore proiett ivo: la quale è un nuovo ten­
sore, ms ave nte insieme agli indici proiettivi UG 
in j i ce ,quello di derivazione, rispetto el quale è te 
sore ,_affine : ad es. r;;: A,;_ .P v per un cambiamento (13.23 
{13 .24) delle coordinate curvilinee e dei sistemi proi 
t i Ti l oc ali s i mu t érà in 

( 3 .40 ) 
r7. / 1 ' . y' 
~ /. ì . ~ 
Z' ).'_,u ' -

.: 1. not t cbe per un cambiamento (13.12) dei parametri 
d i?~. a conne .ssi one proiettiva la deriva t a V N) '?~'l." '.I"J 
di un qualunque teneore proiett i vo , di ordine r+s,b si 

( 1 3 . 41 ) [7 
.... .(,( .... :1.1 . l , . .. « . -.. -J,t; 

11 1 / 1 r ·. · , . 1 1 ·· 1 
V -t- IJ-2 l l.f· ' V. . , 

i /t,' .. - fiz_ 1 l ' À, .... A_ l 

il che dà in particolare che, se ~:--~~,;~ - _.u,. s'intende t 
s ore p~oiettiv:» geometrico, i l sistema 

s ,,;;l--;<, ~ ,. - . ~~ ...+.. - ' N ---;~, -- · -;-<j 
( 1 3 ~42 ~ Af" ' · ~~ ~ - · = l.f.J (t; ' ) ) 

d!- - A, .. .. Az 

( ove c;P ( t) indi ca un -~~bi ""':r _;-io :t'a t t o re , an­
che = O) ha per le (13.12) s~g ifica tc i~vaxiant6: come 
l a ·(13 .. 20)1 CU1 s i riduce se }/ ~ r~ punto, l a '1:3.42.) 
-app. esenta una l gge di tres .. zo i et i vo pel te-n-
so r e N--p,-- -~~ determi nato" a l <i co nne s s i one .. 

Ar-- · ·À t 1 

Not i amo qui i nei dentalt:!e n t e che da un punto di v ieta 
pretta~ente analitico ~o studio di una connessione 



proiettiva si identifice con .lo studio tielle prap1"1.e_ 
tA inerenti a un sistema differ enzi a l e (13.6) invarian­
ti per le (13.23), (13.24) ,(13.28) e (13.12). 

14.- Deviazione di ·llna cont!! ,,esione proietti va. 
Costruzione di parame tri normalizzati. 

Oi riesce utile qui (salvo a tornare qualche volte 
.,el seguito alle i potesi pill. generali) limita.re l'srbi-­
tra rietl del ri:fe·rimento : i nte nde!ldo dapprima che e sso 
Sia un A

11
-riferimento, oioà i l vertice 10.-. 0 .de11• {n+ i )­

~edro fontiamentale su ciasuuno spazio tangente sis 11 
-unto 4i contatto. Cib equivale a dire che tale punto . ~~ 
:: ' l %elst1vo spazio ~ngente avrà ooorMnate lf'oo , 

0ve X ~ un fattore :j: O (anche variabile tia punto s _:pun_ 
to ) qualunque. -~.; 

Corrispondentemente nelle (13.24) dovrà essere 

· (14.1) . q~= O (onde eu\cbe a~~ O ;. oo'=- _j_ ) i 
0 • jo lo CJ.a 

ar 

ove, per ora, ad evitare e qu1voc1, intendiamo che gli 
indici ~- :1, ~ p, q, --- servano a designare le n coozdina~e D 

proietti ve rimanenti M ttn punto .z1 , tolta la ·prima (x ) ; 
mentre l:J, A.l x, (r .-- -_ _ •ervono a · designare le n coordina-
te curvil inee dei plUlU au1.la Xn • ~ . 

In ~oneeguenza della (14.1) le coordinate X di. un 
punto xit formano esse stesse un tensore, per le (13.24) : 

{14.2) 
-t 'Z 2' 

X = a x. 
7 2;' 

t 
Il eignificato geometrico à ovvi o: le .x sono, nella 
utellà cbe ha per centro i l punte di contatto coor di­
Qate omogenee della 41rez1ons cbe va al punto .:t-.t . 

latro lo spazio tengente vi ~ anche un altro sistema 
61 riferimenti 4èlle direzioni: quello cui si r iferiace 
no le dt/.saremo tra pcco eondotti a iden'tificare 1 . eme-
riterie~tn1: o più ess t t~anta , a f i s s are fre di essi 
\.bi. collegaw.en to• 

Seooa~d la legge di tra sporto (13.6) della connessio­
ne 1 "unti 41 una curva r. della X" , ueoert.ti ~· u.n pu.n­
to p ( L-/ ) con una direzione l- { du z.), si pc soono por-



-;, g r~ sullo spazio tangente in P> lT j dando luogo a 
. •·- Cl.l Va _r' ,che Si di rà i mmagine t ~mge:l z i a le della 
-· .t.'' ' "' ; ""1 su tr-7T .Sia l' l a tange nte in -.J-> i- ..r;,_ :veri­
f _ ~h i · r.10 aubi to che z-', - si corri spendono in una omo­
gra ..-: .:.':. aella atella P • 

E i ~1fntti, i l punt o dello sp-azio Tr ,ohe per effetto 
del trasporto proiett i vo dato dall a connessione, 

14.3) ~ *;x-< = -x 1 - _;1 ) . 'x'"du 1 . 
.f<l 

~ ' * i porta nel pnnt o di co nt a ·'- o 41-rc So del lo spazio lT * . . angente nel punto P { u •-+ du i ) "-n:ti nitam-e nte vicino 
]J su ~ , ba ocordinats pro t ettive infinitamente 

roseime a quelle di p , cile sono date da 7( o i: le 
JOtremo indicare con ÒJ. + LJ ~:r .( • D0vremo dunque avere 

" 
\14-.4) 11- ~ j r.:::--< ·· l.. Jl À l fA fi~ c' 

K u ::::. x u -1- ~ x - ·( kli +Llx du. · 
() o ~-r: o J 

?nde posto À-= t ricaviamo, prese le parli prlnoipali 
egli infini tes1~1 , 

'.14.5) 

Ora le Lf.x'l. sono proprio coordina te della. 
t' di J; , e -(come s ·~ già notato) le du z 

dina te della l!irezione r . di l' in p : la 

direzione 
sono coor­
(14.5) rep 

pxoe senta app1U1to un • ouiografis T in cni - L- e t-' si 
corrispondono. La diremo omografia di d~viazione della 
connessione pro1ettiva. 

Il fatto che le x .!l' servono a rap-presentare una omo-
o 

grafia fa prevedere che esse siano le componenti 41 un 
tensore; ef~ettivamente le (13.28) : quando e1 ut111zz1-
~o le ( 14-.1), dànno subito 

( 14.6) 

d'altra 

(14.7) 

2' 

A ., -= 
d'l 

l 

71:= 
)( 



e infi ne 

(l~ .8) ' 

l 
/1 ~ 

~ .... 1_/ l l ~ , = 
l\ o· z · 

1 ~( .. , .. ... .. 
Questa mette in evidenza il carattere tensoriale di 

7t /'t;L ( in relazione .ai cambiamenti ~ell' A
0
-ri :f'erimen_ 

t o) • ~ 
Tale tensore X A . potrà dirsi tensore di de v1a -zio-

o;. 

ne della connessi one proiettivs. ~ 

Risulta qui assai naturale valersi ~ella omo grs~1a 
7 di de vi azione per lega re (nel modo indicato el n" 

pr ecedente ) le rette che congiungono il punto P ag: !il­
tri punti fond amentali e al punto unità del sistemP 
proiettiVO lOCale al riferimento O~Vilineo. Xr~si ordi­
natamente tali punti fondamentali e il punto unità sulle 
rette omologhe in 7 (o come diremo per br'"i tà, aseooia~ 
te) alle tangenti in P a::i.le linee coordinate u;t..t : .. ~~~-,­
alla retta d~, ~,;:. d.u 2o: -· ··= d;/' dovrà ri~tare, come mostra­
no le (14.5) 

(14-.9) 
/1 '2 i 

)(./ L =· 2:). 
Ol t 

(egual e a meno di un :tatto re :i-O);· il éecondo membro 
indicando, al soli t o, 1 oppure zero secondo che .,, z. 

prenctono o no valori d' e~!iU_osto :tra i contrassegni 
delle coordinate proiettive seguenti la prima e delle 
ooord~nate curvilinee. 

Quale eia la trasformazione delle coordinate proi~t­
tive locali con cui si rende soddisfatta la (14.9) ri­
sulta subito dalle (14.8): queste danno 

( 14.10) 
e' t., x YL , ., = 6"" c)-. 

o z . t / 

a cond i zione ohe si prenda 

(14.11) 

Qtlando sia verificata la (14.9) e le tras:f'ormasioni 
de l r ife rimerto per. ~n si limi'tino a quelle per le ~r18 • 
l i es~s. r ir· :: · c -- ~rnnr~ veri f'icata il riferimento si ·!" , 



juoe, seoondo la terminologia introdotta al n.12 , a 
B-~riferimento. Per le r e l a ti ve trasforma zioni ·1n ( 14 
1eve esFere invariente: l a (l4.8)insi eme slli:i condi 
ne ulteriore detta a l n.l2 ei dà che pe :r que~t o deve 
s ere - usando come ora ri sul te le c i t o an c e · er l e o 
d j nate proi et t i ve i contrassegni t:..j;~' . anzi chè 

( 14.12) 
7. Q l 

o :::. o v .. 7 . l 'J l . ,/ 
z 

o o - 0 
/O' ·- > . 

J.ui (j . indica un fa ttore :/= O , in gene ra le ,funzione 
delle u ' .Pos siamo eenz'altro scri~1e re 

r , ) 
{.) ~/. . 
Ì' ' .4' • (1~.13} 

sono le qua n t i t~ .~ c;/", ( a rb1-
. Ui:J o L 'l 

C7~ . V 0 1 = ~t~, e le 
t rarie). · \ , 

In :forza delle (14.12) 
{ 1,4 .9) poaendo proprio 

ri~ul ts leci t o prefli sare le 

"- z 
Ò· 

l 

")[ t 
t o anche J'Z .S:: con } 1{ costante numerica :/:. O ;ma convi 
ne 9ttnz'altro suppol,"re . J1f = 1). Infatti per le (14.12 
le. ( 14 :.14) è invariante. 

I n forEa delle ( 14.13) le formule ( 13 ·?8) di tra­
sforma zione dei parametri si scrivono 

( 1 4 .15) 

;;!a possisw, di qni elimina re f , ad e e. :!C1'ivendo le 
:!cn!llle particolari che si ha rtno per y '=j-( ' = o ~ 

( i 4 .16) 
n v/ì .U9l.. 11 v ':-t "--/-' (' /) 

.;:: .../!. • {/ v l · · t -1- J_. , Co-o (J r z y v' z: • ·o 7 

n ' qo -;. /1 o .... v_". ···t/ · -r J · t..">-4 P 
_. ot.." t~' l ' i 1 , d i 

Ri caviamo subito ohe, poato 

f .. 4 .. 7) \. .L • .., 
f'V . A)} c-FAo 

..L ==-L . - uu ..!l . 
. / -< ~ ;-: z. / o l. 
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Quest e dDnno aor,;e f~ cile conseguenza che se c omple t iaJ!!O 
11 s isi;ema ..z--::· _ onenòo, i n relazione al supposto E-r.;_ 
f e rime nto 1 

(14.19) 

risulta 

(14-.20) 

Ri trovia~o :"!unqne quali formule di t :m sformazioo.e delle 
r ;" le soli te formule ( 8 . 4-6} o ( 12 .25) • 

Le i~~ da te fla lle (14.17 ) e (14· .19) s i d iranno IHil'~~ .. e­
tri no:nna1iz:c> a ti della cc~n: "" ~siona proiettivs; ri~ 1ut9 --- - - ---·--- ) 
i mmetl:ata · la verifica che le 0<'v sono invarianti p er J.e 
(13 .12)' du nque ~ s se c.o nc de:t '= rminste, in re'lazicrJe 5 

un F-rif e 1·ime n t e, da lla co nn e!=! si o ne proietti vs . !-!otiacc 
che, in c ons e ,sue nza delle \ 1 4 .17) e (1 4 .14), si h8 pej 

-, v 
uarsrr: . :~T 'i no:r~o1.i:21zati J l anche 
• Ph 

(14 . 21 ) 

Da quanto s'è già vieto al · n .• 8 e al n .. i. 2 i'i.mt1ttache.:. 
para metri normalizzati 1,_,; À si po~eorro t... E.H:~ re qn::~:i _p~·· 
ramet:ti di una dèrivaziorie r- :r :-~ ~ttiva ):. C i ~ ':&ori ::!o:i. :::-1: __ 
t iv i : derivazione che dnnqn e è determinata· dalla conr~s­
sio ne proiettive .. Ci rif.erismo qui naturalrrente a t en.ec,­
r i proi ettivi pe:r le B-traeformazioni: dotati quindi del 

-- G " 4' -
l a legge di tra e!ormsz1one(9.3),ov.e le 0 ' e 'D; . ::c nd1-
Gf sno alle (q .2 ); e ~ i t utte le pr cpzietà di cuf ~ ~ t 
det t o a 1 n .9 .Potremmo dire o ve c e ce zra V -te ne<> r1 . ~€ ~· 
di sti~~e rli da i t e n$ori pro i e ttivi -per le A-t!G ~!Drma~ 
~i oni, dotati della l egge di t :ra sf-9 j ma zic ne (13.32; ~ 
q-tensc ri * ~.:s è nvvio che u r1 q -te.~~ ..: ·c r e, cova :r ia n te p c:?r 
r inç :.~;:. : on't :rovs riBnte ;_)er -::5 i .n.à i i i ?C:::' ul"'..s B-t!'a ­
t:-:f'nTn::ù zi Cile si tTG sfor~erà n~l mcd.;,) s eguente : 



1 l .~ ~) - .:.- . .:::: ' 

- 1 2('\-

c c,n 9= z -J; il che p otrà esprimersi dica r.1 che esso 
' {: a_ . . "'t--"1. ' :-· un v -teDE~<l l' e re l s t1.vo, d1. gr a do z-j .1 1.u in gene-
"( l e ~::~ nella (14 • .2 2) 'il è quglunque si dirà che /V;··_ 
!.. di gr <J ~O g_: la derivazio ne p r o iett i va covariante di 
::.a <: S:!!et:ri r À però si 3p nli ca eolo ai tensori di . ~~ - ---~-=~ 

ze ro. · 
Questo è in sostanza sufficiente)in quanto i 

gli . p erpian1, in genere 1 ten~ori p roi~ttivi geome 
oi .i n q•1 anto sono determinati a me no ___ ~~~~ n -fattore a 
t ra Ti C' poeson0 pensar si di .. gr ado ___ ~~ re ;il che equi val 
a no:r •:J&li'Zzare opportunu me n t e ciascuna tra s fonnazio 
n.elle loro coordina te Del re sto non presenta diffi 
t.à il vedere che. c. os-a oc é·orre per formare òe ri 'la te 
vG:r·snti di tensori an~ne di grAdo qualunque. Basta 
O !~p arsi <!el es so di uno scalare · H ,p el qual e si gb 

( 1 4.2 3) 
::: ·. 

: . . Ti'!. q_ui segue 

. ~ ~ ,.. 4' _.!. ty. . _: l 

r, ra eliminandol~.~~ fra questa e la {14.16 ) abbiamo· 

(l 4 . 2 5) ?·, ~lf-j/1:.~ , 'H== .ffq-fl-gfio:>,. H) 0,t'+jfi!i f}, 

c i ('Jè , ponendo 

.> · 

(14.2 7) VIi ;;,z r (a-~~ f?!!=j = 7; .11- g~ ' Il 
abbiamo: ). .,( z . l'{ 

À 
(: . l ·:: 8\ V,, 'H = ~j rr ~~~ -.... .,... . .... 

A 

·Dunque: utilizzando 1 e A". 
oz 

si p o:= sono f o rmsre effe 



ti•~ deri••"e oov&ria nt.i per scala ri e quindi anche per 
teneori ~ · gr~~o qualunque: perè non determinate dalla 
00nntteeiop._e pro~4'tt1Ya. _ ~ -
. D'alt;ra parte, utilizzando le Ayz.' .> anche in relazio-
108 a· ·ll!l qualunque .1-riferime nto ai formsno, analogamen­
~e ~lle (3.24) e {3.25), derivate covarianti di teneor1 
di .Pe80 quelunque: pei quali cio~ nei secondi memb.ri 
dei1• formule di trasformazione figuri anche ·una poten­
•• del 4eterminente 1= \ 9}, \ della .tra st'ormazione .Ta-
le ~ s ·d es. A ).· f'v se · . 

> A . ;.t'v'_ ., l ;-<' "''A')""' 
(14.29 À' - 9 ~, 9.u 9... -? 

(_.ensore 41 . peso ft ) . Un tensore proiettivo per le 
A-trasformazioni, covariante _per t indici, controverian­
te per ::$ in41o1, e rels tivo di peso ft , in relazione al­
le ~~trasf~rmasioni ~ ovviamente di grado 

, 

(14.30) tf = jz (n+ 1) + t - .:1 . 

ta derivata oova_riantt di ~ ' f' "' ad es. potrà così costruir 
si: 

. A ~ 

Vi figurano dunque le ./t ~z· _, ch e rio n sono determi!la te 
4a1Ìa connessione; Ma vi è i n re al t~ un caso in cui 1 
termin'i contenenti le../?~. - si elidono : il ·oaso in cui 
il tensore ( an c. h e. se di peso :f; O ) ~ di grado nullo, 
aio~ 1 

(14.32) ;-lz. -

EffettivamenteA ae, mediante l e (13.15),egprimiamo 
le A . per le LP;_ - determina te dal l a conne esi c ne -
e pe'i~le A;; • l 'espressione del la derivata ·covs.rian­

te non contiene le A v. , ma scl tanto le L~. , con cui ~ 
Pt ~ r' 

forma ta · come si forma con le Af'; l e derivate èovariante 
. ' ' 

BORTOLOTT/_ ..s;;;.,z-,- ~ ~onne/j·,'one ;m"étl;v:2_ . 



di un teneore di peso e grado nullo, ad es • . per A)·l"·" 
s e -h - _:!_ si ha 

l- - 11+/ . - • 
• ' ' . , ' ., • ' ~ • ' 1 

f7.A ' }''V , " A'l'" L~ A';""' Ll-4 A'~~ F y A·~.~" 
V: ') = ~- ; · - ·-1 ( . .. -~ of: i:_ (: · .j -~- .e..,-èi · -~ . .. .:.. · 
' . . • " . • . 3 -~ -. . • 

( 14.3 3) 

Dtmqu~: p e'i teneori di grado nullò (in pa rtiboiare per 
quelli .. di -peso nù.llo aventi egu~l numero <2·'1nd1o1-- di·· oo 
varie ·nsa e ' ooritrovaris ·naa).' la de±i•eta · oovar'ianté- fa-tta­
cot parametri JL!L·, ai luogo · dei quali pc eeci no •nQh'- •~ 
st'i t uirsi le· L~ · . , sono determinate dal~la · oonne·saion•· · 

. - pl . . . . . .. 
pr oietti va • · · . _l 

Le formule di traetor~azi one ·- delle L ;u; ,, cui· ai c.ol­
legs i l o ompor t ame.nto ora d ·t to,si scrivono facilmente: 
e s e di :ffer i eoono sia da quelle delle .11.;.: , che delle I' A 

' , . L .r . À, .fl n ZL. À ')- ~- .t! t . c--·i . . . 
( 14._. 4 J , . · = a o V. . + tJ. a .. Q·~-1 u ,{)., LGl. 

_.u · L I ~ · / .f/ 1 l' _.ùi l l JA fJ. :; fl+ · ~ - l --v(J j · 

Anche le ·LA. in auantò dete~mina.te dalla CC'nnesno-De 
,<-<l • • ~ . . 

p otrebber o a eeurne rei quali parame t ri aormalizll&tt· ·41 · 
questa : e sse ha nno un ruolo notev ol e nella ~eoria o~· 
v ~dremo. Han no il vanta ggio di costiu~rsi - im relasione 
a un q_u.

1 
a luntauEi. J.A-riferimento :ma, nei con:tront1 delle 

.r' À o sv an ft:Klo G1 . . . • • . • 

.1. -"'~' ) " a p . .- ..!.. ~carsi a tensori normal is~~~:- in un modo _ 
c he non semb ra il pià nsturale , e di aar luogo a deri­
vate covarianti che non sono nuovi tensori proiet~1Yi, 

Torniamo ai not~tri parametri nor malizzati r~ per • • . .f.< .... , 
u_n 'osservaz~one .In c.ora;e_guenza delle formule di rrdsrormazìone(f4.'2o) 
Sl ha:- v' v Cìz.. Of:J 
( 14.3 5) F . = r . v. + /n ~-t)t7, +Ù., L L1 J 

Y'z' Vl l. 1 { ' z z. ....,d 

col solito significato per L1 .Di qui risultà il fa t to, 
sot 'to forma l iev emente di vers a · no tato·· dal CARTU~ ehe con 
una ben determi nata ace l t a, in ·:re la zio ne_ al l e p re sttppo·- ·. 
s t e coordinate curvilinee, degli i perpiani fondamentali 
x.,= O dei sistemi protettivi locali, ai pub rendete 

v' 
(14.36) Fv %· , = O . 

E inf at ·t i dalle ( 14 .35), annul lando 1 pr imi m~bri, n ­
a-a:l t ano uni vo camente determinate l e ~-~ • 

z 
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Watul'almente se intendiamo già aodcU s:tatta la m nd1-
1i one F,:--= tJ queèta avrA carattere tn?sriante per le 

. t ra s:torma z1on1 

( 1 4.37) 
. À À l 

- ) ._(l 
.x = f/7) ' x 

sulle coordinate cur~i line e e sui ~iatemi· pro~ettivi "lo-
cali, gil .soggètte alle condizioni "· 

(
14_.38) ' ·_ . a. ~· · c;;~. ~ - . a/ . .a_o __ - / 

. ~ ~ = 7J ~ i' / -. z.::;, = o .) v;, :L , ' • 

allora e solo che si abbia anche 

- 1 ·v. · L~LJ 
n t- 1 · z ' ,_,_,.{/- -> 

il c-he · vale appunto a eu bo rdinare del tutto la tra sfor­
mazione .tlilìlle· ·co'or.dinate proiettiTe x~ .a QUella· sulle 
é oordfna"te ·~curvilinee a i · ·' si c!etenri'nS.~no c'osi quelle ·. 
che c!ir·eao · 'le· n-·trae:tormazioni; 1 r1 :teriment·i soggetti 
ad ea·ee li diremo D-riferimenti: sono fn SC·stanza quelli 
stessi implicitamente usati da ! .Y .!HOJUS e VEBLD 1 e 
incìt••'• Le_llioni al n.9~ ~ed. le {9.32),ove s'intenda 
poeto jtt<~ 1 i e cfr. n. '12, r~ ne.. . . . 

l'acilmente possiamo esprimere la condizione (14.36) 
A . . 

anch:e iri l'elaàione ai parametri L .. Intatti le (13-15) 
( 14 .1.1 ) cllDno · su M t o · !'< L ' 

( 14.40) 

e facilmente ne6r1eultano fra le -~~ ed z;,-le relazi~ni . 

r J ) ,_) o 
(14.41) . =- L . - /) l . 

. f<l ~t }<- '-'ol --' 
L').. = _r).- _l_ -sÀ_rv_ 

~L j-<L rJ+f . ,)-' yt • 

Dunque le (14.36) equivalg?no a ... 
v . _o . ;~ r) 

L . - (n~ 1).-L . ::::. a -a- ~ok L . = a -*"" 
YL _o l ,.. ' f4( r· t. • 

( 14.42.) 

Una 'interpretazione ge <'~met·ric-a soddis!ac ente 41. que­
ste oon~izioni, oiak· ta sostanza d~lle ~~r~sfo?mazioni 
o nei l)..yiferi rr•e r: ti 1'imn o r t.bnea notevç,1 t-: i r: o~· ~mt~~ P.} -
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meno formalmente consentono uno sviluppo dellà t~oria 
che ~ relative · effettivar~e nte alle sole Xn senlìa in 
vento. degli spa ~i tangenti , n :1. ·è sino a d ore cono soi 
ta ~ 

§• 2. Ge odetiche. Curvat ~ ~ a e to rsione. 

15.- Geodetiche di una connes s ione prc1et.tiva; con­
nessione a f fine e t e r...sore affine subordinati a 
un oampc d 'ipe rp iani. Scomposizione delle tra­
sformazioni p ro i ~ ~ ~ ive fra spazi infinitamente. 
vicini. 

Veniamo (concludendo il . ravvicinamento con 
dera zioni esposte nella I Fsrte) all s nozione di geo --· tiche di una connessione proiettivap· già incidentalme 
te se cennata al n .2 (.P .13). Secondo il Oartan esse e 
le linee della. varietà (P,} a connessione pro1ett iva, 
aventi qual i immagini tangenziali (entro lo spazio p 
tettivo (SnJ tsngenté ~lln varietà in un loro punto) 
nee rette. Vedremo fra .Pooo come a questa possano sost 
tuirsi altre caratterizzazioni, di natura d~~~===== 
le. . 1 

Ma~ utile intanto ·ricavare l'effettiva rappresen 
zio_ne dell 'imm&gine tangenziale di una qualunque 
della varietà ~ su un ~" tangente. 

Riprendiamo le - equazi'Oni (13.6).o (13.20) del tra·­
sporto proietti v d dei. punti lungo .le li ne e della P , 
determinato dalla Qonnessione (che diremo per brev!tà 

' "trsslazi one proiettiva"): eecondo le (13.29) 

(15 .1) . 
s- x "' d x v A v ,~ d u' ,+: .,_ ,. 

--- + . :x - ~(l-}~ 
d~ dt ~z dr -

lungo une linea F_, u'· == ·u/( t-};ls ~(l-) essenoo uca 
funzione que~unque di t" che pub anche porsi . =O ( 
ohe equivale s intende're opportunamente ncrnslizzate· 
co or dina te x~ in relazione alle e c el te èei pa rametri . . . 
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supponiamo che il •riferim~ntott di cui 01 v aliaao eia . 
qualunque; e e cnsideria~o tnsieme .. sd esso anche un ae­
condo riferimento pu~e d~l tipo più generale , in rela­
zi one al quale i punti fondamentali del preoeòente avra~ 
no cEn·te c >O :rdi r-.at& a...l' • · 

Sia. x-<(z-) lungo r una ser:l.e di pu.nti degli epazi 
t angenti che vGriano per traslszione proietti va: la sua 
i rr magine tangenzi ale sull'S~ (l'T~) tangente a?,.,_ in . 
un punto ~ !!i rJ ?-: ~ (luogo dei ~punti ottenuti su 
questo .Sn traeportandovt per traslazione protettiva 
lungo .r i punti della serie x ~{r) ) si ridurr• ilàtu­
re lmente a un punto, :i A.'( l) .= .x4.[l-o) • Ora: iiiÌiagi­
niamo che, eempre. per trasla~one protettiva lunao ~, 
veng~no portati eu lr;. 1 punti fondamentali dei riferi- . 
menti protettivi locali del 1• sistema, dati nei punti 
d'!. F • Avremo su 17; una famiglia di ri:t:erimenii pro:te' 
ti vi a4(z-); per ciascun vslore di t il punto fie so -
x-1(!;,) )> avrà riepeti~ al corrispondente riferim'entc 
coordinate .:t (t-) tali : ohe 

\ l!L2) xfz;} =· tj;flr} x{!-) 
Le x ,/r) . sono evidentemente anche le cocr dinate del 
pun;,o variabile (per t::r.aslasdone }lro'iettiva lungo r ) 
x {è) rispetto al corrieporu!ente ritérimento ~l' 

che_era dato nello spazio tangente nel punto generico 
u z (f) de l'la curva L .Si dovrA dunque avere _ 

e d'al tra parte 
t A ). l 

Q' X ( 15 .4) - --- = 

... 



Q.U&l.e ; c.ondi z"iore necee~r;j,.e e sùfficie nt e perchè la 
serie ·,u 'rifer.:i.ment"i ~ a .i sia · ir~magin~ tan_ge nzislè 
stirm. :,_. della se.rie. ·d_e·ivri:ferimentt lo.cèli a"'' dati . 

. .0 · · 0 . .• . l •• v 
111iij;o r: . .:• t ' . la. ~ . (}(l) .. ~s.~endo setnpì'e un~ funzione 
qual~que ~<?;~~e. pp:tr:à ai+c.he. p,o~ai = éJ .. ~ , .. ._ 

. ~ . . 
.• l \ ... -· ' 1'.: • 

• l ~ .. ..... . . .. . 
* '• ~ l '-··:- -. .... ~. • A À l ·• . • ... 

. ·. Se' ora supponiamo che ~ ~ ·(!-) · ràppreèen ti l' imma..;. 
gin e · ~&ngenziale · eu 7T

0 
di una qual ung~e e è l'i è di 

f;i a~(l-). · dati negli S1J8Zi ' t angenti '' lungò r ·, avremo 
al solir6, poèto · ·· 

r-: -· ~ ~ ·· .,.À, · · .-. )' · v : · 
(15 - ~6· ),·.. : x · /l) = · a; (c} '.z··(t) ; · .. 

y ·" . .. f . l l • ~ .. 
che ·le x(r} sono anche le coordi~t~, in relazione ai 
aiflt~zni a~· ,dei puntj. ·.della supposta· ~erie; di cui 
;iK(!-f ~ i' immagine ; ora dal l& {~ 5_. 5) s bbiamc , 

d.~ À
1 ? ); -<1' dùc ~ · ,. A)'.· v ;,) d 

( 15 .7) ~ '_A . · · a __,__ - Y!fl}a · .x + a ··-~ 
dr . - . -~ z ~ . dr . ~ ,., . . l.. ~ c:z-

' ' .)-

cio~ ·· 
.. '· . 

- , 
.... À 

(ba: v- dJ(l)xJ ""' ', 
( 15 .8) 

d-x a.-t -- -cf!- d!- . y 

Non :: tiamo · s portarci dietro ancor~ J.(J) : : è 
"' -v ~ À l • -j ... ' . . 

elle t : s ta · porre x= P.x a =P a. . con ) · ) v l )J . ' . 

ov·e )( è una costante :} O ;'perchè le ( 15 .8) pos es.no 
1 V A À

1 

ridursi t t ornando a scrivere per· semplicità x ed a 
-, ~ ,(' ' . .. ').> 

. ·onzi.ohè X ed a ) alls ferma eeguen te : 
v 

d;/''· 
= d.;.. 
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poss iamo p~osegui~e: valendoci sempre d~lle (15.5),ove 

or• tnt~nderemo dunq~e ,Poeto t.f>fl}=Sr~cavia,mo. sub;tto · 
:.L . 

d'). .i)' s'l ,., <l' X · 
(15 .10) .. a.. 

dll d? .. l -v J . --.. 
;-

' ' 
~· .. 

dJ :rÀ' ~J.x;;, ·~i' 
(15 .11) - a -'· .. -- .. ecc. 

df3. . d l~· )' 

e dunqueseì-a.tendiamo, per eemplicitk, che in un determi­
nato ·pttnt·o p ·/-.=. !" , i ri ~èrimenti locali C"li ei rifé-

o ) o . )" . 4.' 
ris conc le coordinate -X ed · x coincj ~ano, cosic èhè. -
1n gu.el t>unto s e:!'l - . 

l15 .12 > · r" a. ). , J = , ~~) 'J = s-À ' ., :. -: · 
. » /o (.~lo . . v . - . ~ 

"" r • \ ~ ,..... < • 

otten:i.amÒ .. lienz'altro per l'immagine tangenziale :X(?) 
d~lla aerte di pUnti' .i: »(l-} dègii spazi tarigènti nèi '· . i. 

i di r t fstta sullo spazio tangen.té ·n~l P,Uri;to _ ~-· 
J? , 1.6 rappresentazio ne seguente~ - ·· · 

: (;'~Q . ( r--lq f ~J 1.. J A J,) • - P, • Q Xr l 0 x l 1 0 ~ . . . 
X .:::- :X 7;-J t- ,- f-.;. - - f- + - . è+ ... 

. f.'-o df- () l d/"l
0 

9! dl"3 · o . 
(15 .13) 

.'- . . . . . . _ .. - . . . . DX~ . 

Sin q~i ~bbiamo inteso c·he ;ta de)!:rivata assoluta dr. 

oe s e cal~ola ts coi paràmetri A;u· . (il che ,, si · ba di .; po~­
c he la rappresentazione (l!> •. 13.) non è univoca, per­

l e A;.: po~so·nç· variàre secondo le (13 .12). Ma· ~ / 
ometricamente ovvio che, cib nonostante, l'immfl!iAe . 
genziale sarà sempre univocamente déterminata). · . .... 
Il ri:t'erimènto era dEÙ tipé più. generale • Se . in- -:- :· 

ndiaino invece di ricorrere a 11 'neo di un 13-riferi-: :. 
nto, basterà introdurre · in mo~~ · e ~bi tra rio, e·pm~· :·· ai . 

• 8 (pag. 6s - ) dfl" per poter rs~preeentarè '.le .lèg-
. di traslazione ptoi~ttiva dei punti (15~l)~ . anèh~ 
l modo seguente (ovè _ c9n - (~) . èontless~gruamò ~if~ere~ 
ali e derivate c_ostrui~i . con l e _ r~'l )-·:· ...... -·.. . 



{15.1 4) 

(r} 
3 x~-' 

d !- = 

e ·1 ' !mmagine tan genzial e di una qu alunque ser ie · eU . pun­
ti deg ;l.i spaz i tangent~ , dà ti lungo ln _ curv e .r; x v( l),. 
col se g11ente s-viluppo! 

. (.- tr) y ' {:! 1 A,., · - ~ 6x) ,_ 1 ( u :z t. x == x r) -r . t..,._ z- + ···· · . 
0 

· Cl?- ' 2. d z-z 1 
• <) o 

ove _- le df} r i v a t e assolute sono caic ola te coi pa r ametri 
~ 

.f'_~..:. v· (è, s ' intende s empre nel pu nt o ç che si considera) 
La (15 .15) si p:re ota rn egl i.o delle (15 .13 ) a dare una 

:r&ppre s enta zione dell ' i ru:ma _gine tange nzi&le ,, ella cu rva 
f . ~ìf' d P cima, C.i. Oè della ~ er ie· f or ma ta èai punti di qUe 

st ;:; 01.<r va : l e cu i coordirwte locali s meno d 'un fattore 
ccm'!.1Dè sono, i n eia scun punto di -r.,·~""= ;s-; , in rels zi 
ne al. ·<R-r.iferimento ( · o pi,ù. i n generale anche a un 

A-ri f0 r:L~e nto) • 
o " . ' .. 

Risult a . subito 

\15 .1 6 ) 

( l', 

s-_s" = 
d?- "· 

dunq~.:.u: 1. 'j_ c:o~a g i n-e ta nge nziale, sullo spazio tangente i 
un 1-n.'t,t o z-:; ~ 1ella curva F , u.'·= u.t/r}, è rapprea 
tata - 0~ 11e equa zioni 

. (r} (t") 

t 15 .17 ) x ~ =- ;:;-v (-d u v J r. _!_ l s-~v J l; i_ l o ,a p J .!-~ .... 
. o+ d! ~ + ~ { -dl'·~ _.i.'( -d!-3 ~ 

(r lt rrJ 
()uv u duv du'Y 

ove Ead es . - - -- e il punto è un :punto 
· · d?- - c/f cl?·· dl-

sul2.à ta~5ente assoc iat a alla tangente a ..if7 nel suo 
pl;J: tv g e neri c o ( ~r e d . n .. pre~ • ) : dipe ndente dal la se el t a 
'~ i duo { da · cui, s'~_ nt c ·nde bene, dipende l a rapprese z:1.ta " 
:don~ ( 15 .li' ), cin.:.:-.e e e 9f.. no n uni vooa : non ne dipende 
perb 1 '1:illr. C:.ç"; i !1 ~ t<..~ !lge l'!_zia. le, quale e nte geo~r.e trico) • . 

A pr o:po ~ ::., -c-. delle ir.~n; agini t ange nziali di u na serie 
di pu nt i ce g1. .~ s pa zi tangenti nei p n ti di una curva 



. ., 

o de lla C.U r"Vd .f'medeJ,"rna _, ~_!_.dh.ve aÌ Vè1.t'"l pu11fÌ rli L è int ere s ­
eh .: te ma se r..'' ' nl tro ovviA l ' osse rv;· z i one che esee sono 
t :.!t te p:COietT. i VS e lT";;:: i :entiche . C' J0 ÌC chè l O studio del­
le curve di una P a conness i one Yì T(:iet ti ve . e anche n_ l:' • 

~1ell e e . r ie di J.< 1nt i gli sp.;,~ zi t 2 .• 2gc r..ti a ~ lungo una 
tul e C' Y Va s i ri co ndu c e F.l l o 2tnd :ic 4i cu:rv é di un Sn. -----------------------·-------------------------
1i:t'Oie ·t i v o . 

f rirna di v enire e. l esso .J..&rt i co lCi re c h e q_ u i c' interes_ 
sa ( il q_uale , 118 ... •.tra l men t e , :pe:c ~è sol o , ne n a vrebbe in 
r ealtà ri c hiesto c he un.;;. pic col a pa r t e c'l egli sviluppi 
espo sti) ; cioè a. l l e ge ode tiche ?i e lla conne ssione proiet­
ti va , voglis~o indi ca re u: ' sltra di mostra zione delle 
t l5 .13) , c he ci porta e. s t a bilire int ere ssanti formUle 
r ._la t i ve a l le delivate aseclu te J; ( ca lcol ate coi pa­
r a m-t:ri misti ../1_,u z.. anc he con pa :raoet r i pr oiettivi r:.v ). 

Si a :x ?'/) uns serie di :;:unti à&ti l ung o la curva / .r 
(l e s te sse cons i derazioni v o r r e bbe:ro p er una quaJ.unque 
se r i e ·ai t ene or i proiett i v i , e d è supe rflu o avvertir6 
che valc:;;· rtc"' ~nche per t ensori s :(fi ni, in relazione a una 
qt;.al1;nq - c_· ,~C"'t:IE'2 Sione affin e L) t... ) . . ogliemo opportuna­
~Jn te ~~~ gfc rllier e l e e spr e esioni 

'2>-xl> d x v 
d-ç-= d f 

Indiçh i arr: o c on , x ~/1-/ t-;,) .; l ·punto o t tenuto, nel pu~ 

t " t di r, Ò pa :rtiTe ·;·da l :p~l~to ·z~ - p er trasla~ione 
':ciet t i va l u'lgo [ ' , c ~ic -.:hè oi a~rrà 

\.l ' .J s ) · x ""t"t-j .... ì .- x/?·;· .· 
( o t u ; :, '"o _; 

e q 'ir.~.d i 3cs ti ue!'ldo ne l l e (15 .18 ) 

ll r.: '. ) . ) ]. ) c- "'"!- ' rJ:X. ( ) 

d l-

. 
1 
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= ~ ( xv(l)-x{ loJ <~..__ ;r(l)-x{l;JJ-j) 
t;,~z- l--l~ ' · é-è. 

( e infatti~ . 
~ 
~-to 

x{t)-xy( t,jf)} 
è-~ l 

Semplificando 

(15.22)· 
c;; x )? ( l) - kn x , ( !;j;.) - x y ( Eo) 

d l- t;,~l l- - l;, 

il che d~ la derivata assoluta quale limite di una 
• 2ta di rapporto incrementale t calcolato nello spazio 
tangente nel punto ~ dopo avervi riportato 11 punto 

.x ..,{t',_} dal punto l- t lungo la su,pposta 011rva • 
. Supponiamo ora che il pun to !,: venga portato 

traslszione proiettiva, lungo ~ t sino al punto ~ 

i~dichia ;r. c ~er brevità con fS:J.vJ il pu_nto coei otten 
{ d, r-+fi 

to. 4bbiamo manifestamente, tenuto presente che 11 t 
spoxto per traslazione proiettiva ei fa mediante int 
grazione di un sietemà differenziale pel quale vale 
teorema di continuità de 1At ali .ri etto -ai v 
ri iniziali 

( 15 .·23) (;)xv 1 _ / ~ ,.1; 1~/f )-x 1.ç; ) 
drl;._lt - { ~-~- z-_z-0 t-~~ 

=(:iim x~t)-X11(tlt.lJ = ~ x{l;fr) ... x >~(l,/1-o} _d_..x~v ~ 
t.-+t l- t. lt-.t 1:-f . l- t-. d l 

1 

Dunque: ( J:2 ~· un'effettiva derivata ~r"dinaria; e 
f-t; . 

siccome la ( 15· .23) equivale a 

(.15.24; ò.:r ~ = (_d :x~ (i;j r) . } G~ 
dr ( - dr . léj-t.-

·.::1 v ede b t: nc qual e sia l'effe t t i va c oet ruzione della 



--------------------------~~.----·~----

~erivata assoluta 

8 ) t rasporto della serie 
qua l unque ) ~ di ./' ; 

nel punto generico z- di r ':·!. 

x{!-} nel punto fisso ( m• 
b) derivazione orc!in&ria, nello apazio tangente in que­
sto punto ~ , della serie :X,(l) = x 7Z;/é) ottenuta o o­
me immagine tangenziale; 
c) trasporto da li al primitivo punto t {cioè,ric!i-
8tribuzione lungo ~ )delle. d~rivate ottenute. 

Ve dremo a suo tempo ' come analoshe vedute guidino nel­
la costruzione delle "estensioni• di un tensore. 

Tenuto p re sente che · 

(15.2.5) 

love ccn l'inc!ice 0 contrassegniamo ~ i valori calcolati 

in ~ )~Yediamo che le (15.24) dAnno senz'altro di nuo­
vo le ( 15 .13), come volevamo. 

Per la rappresentazione dell'immagine tangenzi6le di 
una linea ~ abbiamo già dsto le (15.17) ohe presup~ 
pongono perb l'uso di nn TI-riferimento. Anche in rela­
zione a un A. 0 -riferimento possiamo fscilmente ricavare ,. 
l'immagine tangenziale quale luogo del vertice ~- del 

sistema proiettivo local e nel punto gene.rico di r : ri­
por t a to seoondo le ( 15 .5) - ove porremo c;P(l} =O-nello 
spazio tangente in èo .Per v.=tJ le (15.5) dAnno 

d ~)' A)-l -'\,{d' i 
(15.26) a = Jl ·a u. . 

o o,;)" 

lon presenterebbe difficoltà ii proceder~ .sino a trova­
re una rappresentazione integrale di éi'-(l) .Ma venia-

o . 

mo ora al problema dille geodetiche, cioè - come diceva­
mo - delle linee le cui :l.~magini tangenziali sono li­
nee rette. E' ovvio che basterà esprimere l'allineamen­
to dei iiunti àÀ' .. . daJ' dà A' se vogliamo che l'imma-----=--- ~ --o J o--

gipe tangenziale di q. ;/t-) si6 af,~pv.nto una linea ret-
I -"'À 1 % À

1 

ta. Abbiamo già espresso a a ; per d d abtiamo 
~ tJ 
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,, t P / ii]~J. :-J AvAf' _;J· , l / .-.~1 ·d t.a'\A = 'd A . du d1.1 + . d u +:IL . ~ ctu ctu;a. · 
Q 't. "cl "cc "J y ~ J 

la oond~zione allineamento sopra precisata si esprime : 

{ 15 .28) 

o ve i..p è un :fatto re ( in fini te s i m") di propo rzi ona}. i tà. 
(Notiamo che soltanto su questo fatto~ s i ri f lettereb­
be il tener conto del terrr ine delle {15.5 ) , che abbia-
mo tx-asou:rat o ponenà p(l) =O). · 

Le.-: (15 .28 ) dànno i n :rel&zior:e a tu: A
0
-riferimento 

la rappresentazione analitica delle ~e ~ detiche. Ma le 
semplifichiamo notevolmente passando a un B-rife~~mento 
sf da poterei valere delle (1 4 .14)-· 3o ~tituendo nelle 
ll5.28) queste divengono 

. d t. l (' Il 1-. s-1< A " ) 1 ./ -' f 11 . .. 1,. ~. (15 .29) . 
1 

U + ./~ . .( + Ut.. .Ilo~ au. au = ...,.... a- .J 

o facendovi ' ti~rare, mediant e le (14.17), i psra~etri 
normalizzati ~·Ì: .,e introducend.o un pararretro l : 

dt.uJ +·r ·L· du.<~ du~ = ;r..,(l) du~ . 
l 15 .)o) dt2 ~~ cfr dr ':i: dr 

Queste sono evidentemente le geodetiche di una connes­
sione a!fin~, avente quali par~mc tri , i n relazione. al 
presupposto rif.erimento, le r)l< . . . 

Dunque: le geodetiche di una connessione proietti­
va sono anche le geodetiche 'ai infinite connessioni af­
fini:· i cui parametri, relativi a una scelta delle co 
dinate curvilinee, saran.no gli infiniti valori dei pa 
metri r-;;·J:. , corrispondenti ai E-riferimenti corepatibi-
11 ton quelle coordinate curvilinee : cioè aJ l sce d 
5.1i iperpiani a-'.:.0 dei riferimenti locali. 

Effettivamente se cambiamo le sole coordinate 
linee uJ e !!9.!!gM. iperpian~ :z"=O ,ci oè nelle 
od (8.46),{12.25),poniamo ~=O, B.bbiamo 

Z' 



- ,. 3"" \ ( ... ? . J., 

1 15 .32) 

r-. L 
f 

., 

.i.. i '.(' 

l 
r-'0 

L . .? • 
o,."/i 

. , 
e se in•ece te ni a!:JO f i sse il ·s iste1r s cu.r'vilineo, onde 
9 .' = ;;-:· e invec e c a'Clb iamo gli it: erpiani :i ": (} , sosti~ 

L ' L ' 1 ' Go' . 
t uendol i con gl i ..i.p e T-r i ani :xc= x .. + ·t7> X (=U , c he sono pc·~-
iperpia~i q %l- u~1-~ degl i spa zi t a ngenti p uchè non 
pas santi p e pun t i ~i c o r tatt o , ~ bbiamo i nuov i para~etri 

( . . 
::.. l ' / '"'7 ~ "" l <:;- L 

j '!7 .= . . , i- () . ~ +- o .. (i) .. l 
- if rv r/11 ,j ' "- .... 'l-

(15 .33) 
A . • 

(15 .3 4) r ."Ji. ' = ·.r·0

p -t- 0 ~· - r ·i q;. -- rpd. ~~ -··. -· 
d ..• (/h /t. q cl ) 

seri t te Cf;,'- '-'l l u· gc-· r i ~-~ • 
Le (15 .31 ) s ono prnpri o le fcrmu2e di trseformszione 

de i paramet r i. ài u na connessione affine; e le (15 .33) 
dànno di ques ta pr op rie l a più g~nerale trasformazione 
che ne c onse r va le ;:: . ode t i elle e la torsione. . . 
l Si b<:J di, che l a conne h si o ne a ffine l · ~: . . generi ca sa:rà" " . JK • 

.in generale Fl Bi c n · t .r i ca: l s. s ua torsione è un ente le~. - - -------- -- ---- . ' 
sato alla connessione ,proi etti va . sul quale torneremo . 
al n • . 17). . 

Le (15 .32) mostrano che .(;·~ è pei_ cambiamenti del..:. 
le eole coordinate curvilinee un tensore affine: lé 
~ 15.34) coincidono con le (8.32) (pag.58) ove aie posto 
Y·I =:f ;dunque, con:e a p riori era evidente ,var:ranno aen­
z'altro, in quanto non ~1 basino snl la simmetria d~lle 
rjA.. rispetto ad (/Il J che c:ra non i ~«.Bupposta, gli evi­

luppi e 1 risultati del n ~8, e pa~icolarm~nte: 
la oonnee~i9ne proiettivs determina anche, &ulle sin­

sole seodetiche (a meno d'una traaform&zione lineare 
fratta) un pa ra!Iletro proiett;i vo ìr , e insieme ad esso 
~econ_do par<lmetro Lt.. 0

• tali ohe si abbia lungo le 
geodet'iche .... _____ , crJ 

ll5.35) 
ç- 2 l (} u d 2.~{ A 

a' !rz 

r 7). 
- .l. 

)'l-v 
_ , 

l 
,.. 

d t.: 
;.) 

Q'u.. O . -·-- -- ----- -d -;' -..,-
l . CI I! 



Ma ora possiamo dsre •i quaa.te -..~~.qua zioni 
-pretazione espressiva: 1 punti ~ff eono punti 
Yenienti ( e anche convenientemente normalizzati) pzoea1 
aulle rette Associate alle t&nge nti de ll~ ge ode·t1oa che 
si considera. Dunque: le linee geodetiche di una 
connessione proiettiva sono carstterizz&te da que -
sta proprietà: che le rette a~sociate alle loro tange~1t1 
~tengono una serie di punti che variano) lungc la cùr­
~c, per traslazione proiettiva. 

<Possiamo infine dare l'effetti va costruz:tone gcomet ... 
,-. ....,i 

ca delle connessioni affini i ·t. e mostrare come e , ge 
. J 

_vengano individuate dalla connessione l>roit:ttìva. q iJ.sna ;; si 
seeegni un campo ·d'iperpiani sugli spazi tangenti. 

lUprendiamo l~ :tormulé (14- .3) della· rappre sentazi one 
proietti va · (orno grafica) determinata dalla conne.ssion3 
proietti ve f ra gli ffPazi tangenti' nei punti u L ed , 

u.i = u" + du/ : che possiamo anch-e ·scrivere, in re l 

Bione a un D-riferimento 

À ) ,l v * -r =x _r x~-'du . 
~ - )-<.~ .) (15.36) 

. (15 .31) l. · r l. · ./ 1 '* - .. ....~ ~ · 'd.. o 
- X - il< X a.tt" - X vu-.:c u , 

r ., . , 
o d 1C " (/ x - l< x d u.- .. ?: d u 

d . 

Risulta evidente che questa Ol'!:lcgr afia infinitesima, 
~ si pub spezzare nel prodotto delle due seguenti: 

(15.38) 
...... . 

~·(1~ dut7) {X' - ($) ,io o( l <>) ro ~.1 i k - x . l-o u - ·· e.c au 
L ./ ,j/1' / 

( 15 ·39) 

l ..... d. ,· r· "'i-t tt 
( *7 =- x'"- x" u - ·t. z ou 

{ 
J ·(.A.) 

~ J.• o "" . 
= x o 
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ora: 18 (15 .38) pub interpret5rs1 c.ome un'omologia ape~ 
-oiale :3 ·entrc lo spazio ìr tangente nel supposto pun_ 
t o u' , che d i r emo O ; e ssa ha in O il centro. 

La ( 15.39) muta l 'uno nell'altro gli iperpia~i Z~ tJ 
dei riferimenti proiettivi loceli dati in O(u') o nel 
punto infinitamente vicino JjO (t.à du}. 
ora iftterp r et an do tali ipèrpiani 'C e ""c: entro ìr e *Jr 
(spazio· t a nge nte i n 'Jt o ) qual i i perp1ani impropri 81 n ·r. 
no d.ì !r.)r d~1e spa zi. affini, e fra esei l'omo.grsfia 
t 15 .39), ohe indicheremo con A , si pub rigus rds re co­
me un • eff'1n1 tà: essa è proprio le rep p re 8entazione e'l­
fine che fra. i due speszi !T.} ""Jr determina lA oonne es io­
ne affine .r:.j · , come . appar~ .evidente pa~sandoA coor<~i­
n.s te non omogenee *X( e -~~ (da interp reta re! come 

l<.;t" xo 
ooa: dinate carteeiane sui due spazi atfir...i) e confron­
tando- con le ( 2 • 4) ;pag • 12. 

Se indichiamo oon ~ 1 'iperr-i.ano dell o sps zio ìr che 
dall 'omog~f1a fl ::::$A 'Tiene mutato in 'À- Z' a vremo 
infine che -l' omologia ~peciale ,5 muta 'Z, in ?:. 

questa condizione determi na anche l'iperpi ano d'omolo-

81&, obe d'Altra parte ha l'equazione ~· 

o • . ;f r . P. x .~ d u = o . JK J 

~ quindi, anche la stessa omologia risulta del tutto de 
~ <:! rmin.ata. 

Po ~sia~o concludere : 
-.. ).Data in u.na J n una c onnessione proietti va, e detti 

J ~~ i suoi parametri no:rm8lizzst1 j n :relazione un B-ri 
ferimento; aseegnsto poi a piacere entro gli spazi 7T t~u 
genti alla xn un ce mpo d'ip e:rpiani ?:: (purchè non paa- . 
santi pe rlspettiv :!. punti di contatto) ·, la rsppresente­
aione omografica _fL che la connessione determins fra 
me spazi tange nti ir, "'lr tnfini temente vicini si scom­
pone (uni vo camente) ne l Jrociotto di una omol ogia · epeoiale 
5 ( d; 7T in sè) che hs il punto di contatto O come 

centro e muta in c l 'iperpiano ~ omologo in fl di ~? 
( iperpiano del campo, dato e ntro ''?r )per una omogrci f~._;. · 
la qu.sle muta ?: i n ~?: e qu i nd i pub interpreterei , oYr.tt ·. 
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:tlt· a ffi nit~ -:A . As sunt i r;li i };erpiani?: € ~t-[ 
i p el:t>i a ni f l'"\ ndam,-ntal i ·":: i. rife J:i~enti ca li in · 

... ~ ìT la ,[; ha q11ale ·1 r: e r· l. a .:;_s: d ' omol , gi~_l ~perpiano. 
(l5 .4C.i· l a A è ... a r a pre scr:-?::;, zione affi ne fr a ?r e 

"' ìT . determinf> t 3 1all ~~ '} c·n !'1ese1on e sf :fi_~ 

Si noti che quanto precet1e ci. ~à a nche una ir..terp 
tazione geometrica ~elle ['.vp , o me-glio dei loro mutui 

d A . 

r a pporti : infatti la (15.{0) si pub interpreta re co~e 
1 'egu.azi o ne di ,_...,_n.a correla zi o ne , ·entro lo spa zio ìr 
+'re la stella O - e l 'i p er:piano ìt : la qt ~il e a eia 
na direzione (o 7 se si vuole 

1 
a eia scuna retta}- du.' 

l[i s~ella O ·f a corrispon1e re 1 ' intersezione de" l· iperpia 
con quello ottenut o in ìr pe:r tras 8 ~ic n e proiett i va 
da *O ( u.'-r-du··) ad O 

1 
El J!B rtirE d::- 1 l'i perpiano 

che è associato &d 11'(} • Tale correla zione C :ià luo«a• 
à 11ne oé)l'relezi~ne K à => lis st ells O in eè, ee s l 
direzione (du) f~; c c it:l - o c ìr :ri~p ondere l ' ir; e::-r·ieno 
da tJ proiette l' Sn-t. CMOlogo i n C ; §.llore_ e SOlO 
che f.-( Si riduce èì ill~B 'D C' l&rità }. ·::. .l'".tt E'O fi{': d.mme 

- ~ -- --d -rz - -- -- -----
che ri_apetto a d j, ~ . Q ·:1 Ht a J:, e vf. r. .-... è un__. prop 

t _A. dell-a oonneseio r..e p r 8iet t iva : !l" c di ·_ ende an che àall 
1:1cel ta degli i perpiani X·= O d i . i i eJ"irr.et~ ~i locali. 
E infatti le (15 . 3 4-) -<--noat r e _fo e h:~ ::: tr; c ce r te condiz 
ni potremO render e r ':_, = FA..o · , diS}_., OO er .. do de lla EC 

delle ~- cioè degli f'-r~e rp:iart'i ;x~ O ;::::s su questo 
to ::r neremo • · 

_ Ad ogni modo risulta chia:r o , te~·llt e p :re s enti 1~ 
( 8 .31 ), co~~ le r./t valga.n o a de'te:rn:,..:l.a re: l) le s e 
t a di un pe rtJ met ro prc iet_ti ve ( a meno : à 'un.s treefo 
zione liner;:!';: fr~ tt ::::) su ci~: SCl1!}~"' ge_ode~::.. c a; "'- ) l a c o 
relazione K ne l -_ o; st c J l s O j 2 vi e ,_ v: r.::: , de q ne ­
ati enti - non in :' j ':,3ndc;;t ::_ ~::' ra lO::r'("'; - eo e_,oe .,., ..: <:> , ,·J -1-.; "t ',.-

.. '\...:... ~ ..... - ..l. >... :..A ~ \. ..J.. lV 

determinate. E Si/Pare .s 1 :; ~- - ~-: ' :-l tutt e c Lisro . ~. erc te ' 
la ~celta di una fra -le i r fi !"'j_ t .s connc e ~ioni · aff:i. r. ~- ( .. -
metriche,o a n che, av ~ ~i { · ~~ o Pte s Po t~ nscr2 di t or r i~ 
:-.venti le gec1et ichc ~e11::; s np-poeta ' cnneePi e; ne pr ie 
n-vp · equivc1 gD -:ç:--cpri o alla ecelta dc: rr:i 1_ ~ - cr}.; ~ ~r.:i x 
c1b complet a il coll·e~amer.to ~è .,.-, · t:o + +1·.., l "~ ,.. • .,; l ,, ...... ~; 

..!' - ' .. .., ~ - o ..... _ ...... v ... ~ ' .J. . .... t- t~' -
-~' quell •i ' r, ~. -- ,~· .., ... . --' n r' F: · p c de l l" f'.-y-+· ,::. ... - .. 

• • . ';" - ::1 . C% .-. v '""' A. • 
.. :: . ~! . 



r-ni ·l parpiani ~ j_n re1azjone vi c;• .. ul i eone 1e t errni­
r~rt i 1a ccnneesicne a:f"fine F/~ il t ·..., ~12crc aff'ine 
I'~ (cj"'è : i ~:: tto.t:'_ . ~ t-'~ ~4 nell~: ge ne ri c a deCO!T'PO­
~rfzi c· n:? del l ' crnogr6f:ia Il ) anz:ì_ chè p :-e rd ers i qua , i i :r er­
fiaci .;: ; O per un B-r..iferiwentc ;7 0 2scmo ePseTe ìs t i 
,::e :: i tdtte un campo di ve t'tori pro i~~ T. iv i ::: ~ ~i .:tria n:ti ~~ 
-;;-gcc-r.etTici" cioè dati s m~no di. un -f;, tt0 re * Jcvendo p crb 
c 2r e n: Ao f C }r. erchè Bli iperpi;;, n i :r, ,. - ~ d :-rn c !1 ' : p ::- s ~ a­
re p ei prnti di ecntett o degli ~pazi t r.:. n_:;e !': ti ; -p oE :?ia­
m:. scegliere ::tuel fattc.:re ad e s . r ::r.dr:nec Ao = -i : 
~esto (c ome abbia~o vi~t o el n .?) h& ~ i ~ni ~icato icv~­
riF. ::te pei carr.biamenti dc-l :'-rif e rimer..tc .r.:e C0t~p vne"" .. t1 

Az· ~, vr!:innr. allcre le legge di tra sforr.1F zj one 
r·-., (.. (}_o 

{l?. n) Ai' = iJ;, Ai - z:r;, 
La c o nnePsio~e affine c il tensor e affin e ste v2ngonu 
cc d . 1.et~rmi na ti (e che potremc dire "s ho:rdinoti" al 
~upro ~ to CS:lPO d 'iperpiani A~ ) seno , c-::r:t t? imoediat&-:­

r." (t' te ri!!!ults d.a:le ( 15 .33 ) e {15 .3 -t), cvc .. ;.1 s t & porre - . . -
l'D. :::: A.= 
'-r ~ z 

.A 
{ 

,/l = 

( ~ . . ?~·'- .:: 
o r-r~A 4. 11 r ·.l>+ ~p A.- .1.. ." • --~ •. ..-·t"' . Jk- A d ,/;e_ z d )i 

~ A . ·-., -l. l ,.., ;: . - _, - ... ,_ 



d ·"'A' d t"'/.' a a. 
-) .. 38-

o J o 

cr·a : S·u ~.s. rett a in un oràin;:3r~o ~nz,zi-5-) p ro~et ti v o 1, 

si può introdurre una c o o:r dins t a prc i e~ ti ve l'T_:. s e -ffJ C . ()'",(' x l • - - -

e 11. +c- eono i pur1ti f ndsrr.en tali -eà unità · su Ui!a rEtta· 
de seri t:t.e , al pn..'lto ~Z.' avremo Bd __ es~ ·"" _ - ., 

.t ...... ~l d a. 
o 

( 5 . ~5) 
o . , 

.::.·- -:... :;· .. ... ..... 

Ebbene };ara ~ e'Pro . rr: · il F.iù. gene-
- - - )( l -

role parametro proie t"t; :Lvo 2u .l a g~ -de t .:..cc. d i. c:;j :;z- "1 

dec:crive l '"mr:n" "'"jn·~ t ;:::;n '• e - · ~·i.::: le 1}"1-Pi;: tti : -.~ ,.. r-; ·:~ ·.; zz,:..tA 
'- · ~ · - """"o .... \. ... : .. o - ~. "' : -~- ~ · _"' ~ -- · ~ ... -- ~ "-A' ~-:. 

~ome oVVl.è:lwente è lecJ.l;o , le coraJ..t•:.=;te de~ -çur t1. a. s l. 
~ p 

da avere 

(1'5 .46) 

l • 

F- v , ..... À ·d. ~ 
Q - u ' 

)-<?: . )l . dlT ' 
' : ~ 

sbhiamo in fg r za à e1lf' 1 L') ) • 

t l s . 47 ) 

. -

cioè, svol:gen-do · B ·ter.<:: r~ ,~ -· - :Cc:r:.€"' 0 ~~ -<: i l.;e Cl~ . 4-6 ) 

'15 ~ 1-8) 
/ d ..< u. 

dlr 
daJ-' J d ;t· '== (} _; 

dlT J ?-

il ci1e è B j ' pu.~: t o c c n ·?i zi cne ile (: e ~~&:-ei F e s\:t f _ · icie r:~e 

L € ·r- c h8- l S. C tì.::.:V é g · · a 11n~ C1.l::.. VR ; f ,.C :;:; t i C E: € Sl.l es f:8 ~ Tr 

del l e connessioni 
·:::.1 :..:r.::e~ri che r.· r - :~ ::: t t "' v :::.:nente piane \ rsp-' 

· cor1Le~ sione :prciE t tiva in-
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p ~e c . ric av~ n do 13 costruzione geometrica di tutte 
.,E:: c onne"!sioni aff ini si s netriche -c roi ct tivarr.e.nte pia-.... . . 

• e . Tale c os tru zione pel caso par_ticolare 1elle con VJ. e~ -

sioni . e g~ i a ~fini pro~ettivamente pi~~e è P~ata i ndics ­
t n r..el -1-929 · dà-· WI!I'Ì'EHEAD i pel C?::?O ·gen-e r ale da me nel 
l S 32 ( con al m.ui. i ·tÙ te:r~ - ori -~vi luppi i n la~iori del 19 38) • · 

.· ::Fart i a~6 1aÌ l ' o serva zione che una ben determi na ta ~ 
co. ness i one proi etttv~ s e pure aff atto ba nal~,esiste 
nell ' oròi na ri o spa zio p ~oiett:iv o ..?n - ; penssto , come ~­
n S~ turale, j_ O sp a zio p :r o~ettivo - t;;ngent e all' S 17 in cin­
'"' cun r'~'.. ·J punto coi nci den t e con l' sn., medeeimo J tale . con­
n.es .;,;i. c ne ~ quelL; cui c orrispon-de, · q_u.sle rappresenta z! o­
ne omogrc: f ica a esoc iata a .due qualunque pun·ti inf'it?-i t~_..:. 

men te vicin.:. \o anche a dietanzs finita) l'identità. 
LR più een1r l ice · :rfip i) :te sen ta zio ne an~ li tic a _di que s-t .J 

p8 rticoh;.i:: è'o ·:.rie ~sfcne p·ro"i·ett"ivé -:( ovvian emte integra...:. 
b.ire) s i ha in re.Ì é. zi one· a -'!_Jn riferiment o proj_ettivo . 
fi ~so ~ell' ~~ , cv~tituente, ee si vÙole, nell'_Sn un 
.~-riferimento. Bi spetto & tal: e si stetr.!s p ro.iettivo· :siano 

::O( (ex.,~ o~ d = : ~ 1~-:~~) ooo-rairia te proietti ve omogenee- : 
àei r11nt1 dello spszi o; la legge di 'trasp orto della ·con­
n e!:'si c ne è na turalmente espressa: dall:e- fo.rmule 

d/le( 
( lG .l) d~ - 1f,(l-) cJ'"' 

t 41( ' a:p.pn:ntc esp.Timenti . -c.he il pun o fj_ . e fi :·..so . Si v-ede di 
qnj . che ls con ne ::?si 'onè in pa-r o li:: ha , .i t -relazion e a qu-el­
, 'A riferimento un sist~ma dei vslori . ct ei ~ar6me t:ri ~i­

zt i ..11; t. cc ~ti tui t o ·da n'!mèri :tutti nulli { ind!.p ep:dep.:,_ · 
~ ~ ~erite ~al la scelta ~~lle ccor1inate curvilinee che . , 
f f'l t:re_tb$,rO .. 3....~ e e?-!lliJiC c.oinc ide+e con le co or d in;:; te _pro-i et 

. . . • ' . ·. . .' 't gt . . - - -
tJ. VJ2 non. omogene,.e _ .Y: . =·- -- ) • · . ·.. : - . ~ .. 

• •. < - • ' ' • " • /jo . - - . - . 

· ~ _ E.' "· irotr:e ~i's't~ 1 '!.,o~serva z1 onè - èhe le . geodetic.hé della ·· 
ctrnnlfssi:onè ih · rs.-rola ~ sonò· le linee :!:~ ·tte dello · Sì,J& ziò · 

. 5~~ - (E i.r1fat·t '1 ,- più in- i{enerele l 'inHi... :>g ir:.e ta nge.nzi. ~n è 
; .- di ' qui:.J. unqu-e cui-va ~ nèll -' ~s :relstiv.a· ~ èiascit; euo . 

!;JU'rrt ·o-· è ls '·cu::rv-a· m(ùle slrr.s} .-n - _· <:. 

~sppreee~tiamo la conne s sio ne o ~3 de t ta in r~lazio~~ 
a un qualunqu~ .io-:rJ:ferinento ~ oo_st1tuito rife .rendo 1-
p -::mti 1ell' .5/'l. a u n qu ~ Tun.q·I.A.E sistema di coordinate cur-
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vilinee , cc l porre 

D( 

!! = 

( oV·c i !: e co :-ld i ::- e::. b r i sono . f u nzi oni non tutte . nulle, de 
termin;; te c-J r..che .a n:eno è 'un cornlne f'a ttore #O ) e a -
ciascun ·J:) un -to u.' a ssocian t3.o u n ei etecr:. !n:oi ettivo loca­
le di ve Ttici 

(16.3) 
tt' 

«! , z u) atu.Ju .. . ...... ' 
~ 

con l s condizione che sia 

(16 .4) 

; ~ 
3i snJ x le coordin3te proiettive locali, relative sl 
punto ff« , 1.U un qualunque punto tfcc del l o e pF. ~io: cioè 
e i a b b.,i a .!/« =· t!"' x~ . 

Le (16.1) divengono 

.!!_ / a O( x) 1 = lf (!;) a "'.7:-
1~ 

{16.5) dt-{j / ,l 

cioè con facili 

{ 16 .6) 

À 
. ove s bbiemo posto, i nè i c ati cc.n a!J( gli elementi :re ci p :re-
ci delle aot nel determin;.nte l a"' l: 

,.! À l ,.!. 

( 16.7) A · = a~. a..« 
l.(..l o{ L jA 

{cfr. con le t 12 .18)) • Que st1 sono 1 parametri della con 
nes sione in rela zione all' A0 -riferimento. hia ora ridu- . 
ciaao questo a un B-riferimento lasciando inalterat~ gli 
ii;e r pia ni :1: 0

== O, cioè do< , che sono ipe!1Jisn1 comunque 
asso~ iati a i punti~«~ ~~ purchè non passBnti per essi; 
e por t ando -i v~rtici ~·" dei sistemi proiett1,7 i loceli 
!_e tangenti, in ~,alle n. linee coordinate /./..l • :Poeto 
per semplicità • 

{ 16 .P) 
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ènv re rr: o e EJ,~ -r in~e :>:' e che , con fr; ttori Al· con ve nien t i; ~ __ 

r. a 
(l( .A Q( 

t{ -.1- • q o l d . 
i o 

r i caviaco subitç 

(16-lC) _A.= 
! 

cicè sosti tuendc 

( 16 .11) . 

Tenute pre::'!entì le ~ 16.7) calcoliarr.o or~ i jéir9metr1 nor­
malizzati ..r:.l'/ ~ella COn":e~PiO~e l'li Sn in ·relazione ~l 

,.- • . À ) 
:B-:riferi-a:c!'lto 2~·ppo~to,- :;:'-'T2 Luoll .. "ft =r = 5 ;e inolt::r ':~ ; 

- • ,M " "'f< ,}-' 

(li~ .12) 

. ... 13 \ \l .J • j 

i .r .. -
d~ 

r.~ 
r/' 

le ~ 16 .12) dànno , pe1· ci ::i sc~ik f: celta degli iperph:r. ~ a:, una conneeeione ~·. f.J' ~~~-~!'ir:::.;-.:.e't_~!_c::; in E.'l. ; l s -.:. · ...,. 
1e dov~ndc ~nr ere le ste!:'se :::~o0. -: tiche dell.a ·e-annessio­
ne proiettiv& di 5~~. è proiettivamente pian3. l:a anche 
viceversa- ~sta :\ n un;;; x n ~uulunque una conne:=sione ef­
fine f!imn,e t rice?> e :)roiettiv r:mentè pi:Jna) e detti F~. 

,- d' 
i suoi parGqv:tri in re l o :-:.'io ne un sistem~ curvilineo ar-
bitr:~rio u' ~ _p<ìtremo ::m7ituttc Vi'3lennoci della premip­
r ; c~ts -~· ?: T· v rese:r:t ~ zjone rle ~ta Xn. _su di un _S" proiettivc· 
l~. ~. qu.-;J e m' l 't : ] _<; gecde~tche della connessione E' 1lppor:t.~ 
~~· "V" n"' ' '"" "~rf>'-' ...,.,.tt" 4 "'"~1' c. · "•1 t:e""~-rQtc:re l .. uz J... .. l -"-n I ... . ~.i.- ...lJ.. "' ..... ·.:. _.._ ._ -· , oç_ ·.: ,,.J.... _._ J.-Jrz j ~- · u ..L l: '-:- •P ,.. . 

ouali coc.. H1irta te c r;. rv i::i r.~ -: nello :è te ·- ..: c · 5 /o E :. e .r, 1.. 
4 - - ~~ 

'qu ~ 11· , .. .,r -:: r.·etri ~i ,,n,~:; co-~ '1e""ql.· a·n"" .o ~..col"'~ ne", ' c -;-., -~ t'Q ...... - ... - '.'1... ..... - -.! ~ ..,, ..,_ • c ;l l ·- - ~ ~..L. J. _),]J • .. .. .. 

qn~nto qnr:of-'+a è ~iE1 1:Iet:rica. c h :~ c .':r:e r- eo"ieti-:::~~ l e : in'!e 
r otte ~,,,l c: t:>C.C!a ò ~; ··· -ce _,. -.:+?1 ''"'"' Ò" 1 "' CCr"1fle CI ·~ . ,... ,-c:" ~ --• r-'n .... _ ... _ - .. .-. .-.... .... '=iJ...\.0 :-. ' l lC;;J ......... .l.>c. ~J .l --- - , ..;.~-l- · 

affini ~-!',1;,~. veng~mo ?eterrr.i:18te in ...S,. r. e l r:;o dc coL:_~ 
frecisato,in reJ..2zioné' 3 . , ,Js co~u c v: ie :: t ,:: "~'~0J. t a 1i ·<Lil 
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l) 

campo d 1 i}erpi .:.< ni . a.« \ V ed .n. -p r ~, c.) • A l: ~ - .S "G". O co e~ 
1~ costruzione della _piÙ $enerale c onn ~s s ione G ~~iue 
sin~etriC tif proiet t i v ame·nte p isna ; che ;:::ra · .t~ r eci se remc_> _ 
snche nel rib-usrdi geome t rici ) uti l i:t. :t&r.. à c t r i sultati 
gene:r5li del n. prec. Pramet-ti amo che s i -1i c 8 ~J.s sfo 
'Zione du alist i ca in~ p r oie ttiv o uns c o r ri := t u :d :· r:z é~ ----'=<• 

i punti e gli iperpi.s rti ' ~el l .s;t ; c a so 
no t o è ou e llo delle c o Yrel~ zio n i e ( ~ i~ in p a r ti c ol gr e 
a elle l,; Zl:..?~·~~ t ~ i :3,-:--. 1)ar e i r: Sn -- ~-'--=-=::..L..-"---:,.;,_,--'--"'----=: ...:_:~ ,. 

i . t. . . r 'T" l' ' d . n ., "' t (') c '1."' .:1 E_) ~. SEL1 C l!1 J 2 1 SUOl pu . .- , ~- l q_ 'f ~v !3 € E' S ~ ';_. ·.t& 

re u.n:J +r ;:;~ for_g_':' zi c n•" o:_'l ~h· J.. i stica e &. Y",zi, univ oc a it) un 
f:ensv a l r1e no ( p t--~ rchè (i t~ og ni pu.n t o es 1=: ~3 deve tz:s er·c i sre 
un ipérpiano) . . i cia :t0 è r:e tln& t rssf rT.ùtr;l z j.one ÒUalisti 
ca ( univcé'éi -- ne l e i g nifi c &to ora precisato; qu esto -- d'o 
in poi Qe r r à so+ t inte~o) .è nulla o di tifO nullo s e 
cin Q~un p1 nto ~; ps-tie~e 9ll'ip erp ianc omol ogo (co~e 
~ so · .cl s s fico de l l · pola .r i :tà. nulle); è nor .. nulla nel 
~o contri riÒ . Ci ò ~o~to : 

L& ~ i~ g e nPral e conne s sione & f~ine sim~ctrica prc 
tivaro ente n j a n a ~ut re al i zz a~ s i in s proiettivo a~se-

~ - ~ 

g~artdo & p i a cere une trs efcr~a zione dualietica non nul 
,lnt~rp :retgnt1i; in r e ~cizic ne ·a . ciascun pu nto P d cJ.l. ! ~~ 
l' iperpis.no omol ogo 7( ' quale tpe r piano imp:ropr 
di ìlf'l(j .e;come t :ri.a sf:t' ihe l oc sl e ~ e diiì n ·~ u co:.ùc le gge . (l i.. 
T;;q:~vre Se r:.~~ Z i.:; ne &f'fine ~::.-a gli ~;p :.;i zi ;1f'ì ·ini locali che 
81 :riferiscono a. ' due · punti · in'finitFmen te vicini j:). tt-p * . ) 
l 'omologis spec i ale di cèr .. tro P che muta Jr in Jr \ ip 
pi..;no omolog o di ~P -). I parametri della connessione · :;_ 
parola , re l& ti vi a un qu&lunquè !-listeme curvilineo ~ ~-
.Sn , ti otter.gono quali ìJB :b::il!Jetri normalizz~ti ..r·-. ~f.. 
~cl:-!.. c: conne := s ione · proietti va inte--?.;rabile ~_:: · di Sn t/ &. S f2 

'0-enàò gli 1pe:rpiani a esocit;ti a i punti de11' ...SI'Z QUali 
~H,rpiani .xo=O de1 ~istemi cooròì n;::; t~ proi e ttivi ·locE 
li ( ~e] n-r ife riment 0 ). 

lrediiiuc sotto qu,li con1i zio n i ·1a c enne :-"8 i cne s ffi 
ne -p7'0i ettiivamente t iall? dete::rmins ta ii~ s/7 a ~s e; r...s ndo 

una t:rèoisfo nh&zicne dr· aL i.. :.:, tic a è equia t 'i ine : il che vuol 
1i::re, come è be!l noto, e h .:; in :rela~ion-: un.e; co rivenier~te ·· 
scelta delle uni tè. di volume (_n-dimensio r;ale) l ocali -18 
: 9gge (li t !'fH:'p o:rt.o .-::n:f ine determi.r:s ta A9ll8 connes8iòhe 
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o. 

' r, o< 
2 d . a. 

"' d i 

ci ().- a o(- ( n +t) d '~(J( = r;) . ~a + lnr~)A/, 
DC ,/ ). _ l ,(f'! tf ....,j L o 

cl 

0v~ abt i &mo p o ~to 
~ ' -- .. 

{ 16 .17) . a= l ae{\ 
l À. 

..) 

is t!onr i z.i or.r: p erchè 1s co nne:= si on~ a ff in P :i:'Ul;lcr ni nat s 
alle ~u~po ~ta trasform~ zio Je ~ua:ie t~ c a s i s equiaf~inc , 
). . . 

. ~ c n<2 ~1.a 

= O · .> 

( l ~ . ,:o ) . 
\ ~ f) .. .,l. / . • c i-J e . s i a ht ·ia 

( l f .l:: ) 
<)ca . .- f"\ e1 « 

0 (, a. - 1.1' - r) . a. . q - . _; l .. . d d (J( d -
('i l. . 

o an cora , ·emn e .--re s e ntì J e ( 1 6 .13) che r-isulti 

( 16 . - ) 

t '::o n :...a termi nol ogi5 e l e . :. ~... t a z.i oni a do tt2 te nel ~ • .,:cee ~ 
se A;· -~ ~ P.N. s ono le c on.,tess i"oni af f ini e il tene•oz:e 
af:f i r:e eutc:rà:. r:ati a un csrnpo .d 'ìperpi&ni in Sn ·Pi eqnJ­
v~lgono le condizioni- che A · ~A. s ia eqnìaffine, che b., ' 

•. . . . ' . il ~~~ 
s ~ a s l. ~u: e t Y ~ c o j • - ., *' 

~ort i~rr:o l e . ( 15 .. :<.?) · a, .,_ma · :fo:nr.a .' ' i:\i~ espre E' ~~v '? ;le 



ip~:rst:tperfic i~ " di sn , rappresent a t a dal l 'equ.azi one 

o ve 

( l6 .29) 
ke.r ( # = C#t ~ (}) . 

( 0fr ~ n .12) • Si _ :pu b nptar e c he q_ues'ta fun zione 4> a .a r ­
t i :re dalle doc è determinat a, 9 me~ o d 'un f s t tore =F o_, 
dalle due condizioni : di esse r e onogenea di gra do :t ne-l­
l e l./ O{' e t a l e c he g~i iper~ is.ni d«' :/'" = o s iano rap li r e-
SS:1f.ati anche dalle eq_u·a'.Z. icnì '(Jg; w«= O. · 

<ò;/" d 

Quant o precede ci dà i n ... o stanza u na c ,.. ra tterizzaz:to- -
ne geometr ica, se pur e i ndi re t ts, dell e t r asformazioni 
cuali stiche di ,sn interpreta bili qu al i •polari tà" ;per 
l e quali cioè esis t e uria f"Ltn z.i on.~ p , omogenea di gra do .1.... , 

: ''d~ « . . . 
del l~· fr" "'· tele oh e s i a '?lf!a: !i .:: (} · l ' eq_ua zion~ . dell 'iper-
pi .;t-1\) ott.o".i.. ogo del punto "'y«• 3sse . sono l .e. -~ l'f E=!f orn1S zion1· 
CÌ11&li stic he chE:! d~-'~ n no 1 1.wgc co n l a co ~tru.zir ne p :re c isa -

1.1 r oi e ttivemente · isne e ~l.,:i.-
~ ~ ---

c. :ffin ·; • 
n~ caeo particolameLte se~pljce : ~o tevol~ - que~ 1 c 

·.n ::; :: i la f.- l>E' rfici.~ t 16.28) À unA SJ.'l.l9.d:r i =i ; cosicc _ _.è . 

l :: ~ raco,~;; _ rJ.s zi orlc d ... . r~ l :i.c +j. c~e à tl..Ylteffe ttiva :Jclar..;\à rlr;_ --- - -
l - ( l .C •'i n a:;.' io 2i gnifi ce t<). L.J r.:onn.e 2 s1 o ne a:ffi.1 e allora :.::;-i 

r :iòUC!: :::: q1:.el ls ri e~_ r.; nn~2nu "" cu.r vE·t,n·a c os t a n t e , cio 
n.o . . ~P1:cli d ea 1 eh~ r~b l g svp :~ ,:;zt ~~ quad;rtc a e occ aeeol te! . 
_;_, ù :1.n. gene-r ;:>l e il WBY:L hs· <:~imc !:',t rato che per n > 2 l € 
· .. o le go!>ometr J. e s. conne ~ .... io .. e · s ffin e s i :;:,,.e t r iche e : ) l ' O ·* 

:t e t ti r.rs::~ente pi ane i ·n ambiente n- diroe nsìor.~.S 1 ·c h e e:La­
n.o ~~t:ri che ~ tali c i oò c1:e i _n relazi one a u c cLQv·~n~er.­

t e te ~r:ore jlz· ~.- ass:.:m.to cox-,e te.B-ore rletTic o t.ond ~m : •. t s ­
l e ~a relat~va legge di · tr~spor to ooneervi ~ -i ango · 1 e 

· i~ .PTìO:rti ci l unghe zza, ·sot: .. ; le -geome tri e -.:.eu&nni<.:. Le. 
a cu:r'-'3 tv. ra costante , eioè le me t:ric he p roie tti ve ~ r-on ­
do Cayl('~f. Pal caso n=2 ai pre ~ents i nve ce una ecc e~do­
ne-( ~f. 

\~) ",_· ·: ~testo p:ropooi to rima..'ldo alle snnot&zioni c he ~ ;o· 
g~;. i 'a rmo q '..le .t a !J. Parte; e al mio L v •. )i_ gi~ ci ·r ~ t ~ 

13 0RTOi.. ,)/Ti - /pazt' a conn~l/'èm~ ;~r.~/i'ffi~c' J);'s_p , l9 



·--~· .......... 

17.- Our vs tura e t or sior-e di uns eonnessior3 
p r c ìettivs . 

eniaruo or3 a una no zione fo~damentale, che 
zpe t to f orna l e b s ta t a g ià ccca s ionalmente acce~nata 
t n • 9 , p .68 e seg ~ ) : qu. l l a d i curvatura di uno spazio 
b c o nnessi one proiattiva; cui, a differenza di quanto 
acca de pe r gl i ~pa zi a conne s sione affine, è subordina 
l a nozione di tor ~io ne . 

Ri p r enò i ,-mo p e :r U,."l momento le considera zi. oni evol 
all'i ni zi o del n . p rece dente : abbiamo .visto c he lo sp 
zio proie t tivo o r dina rio ~tz. possiede una particolare 
conne s~ io ne proie t. ti vs. ~i ntegra bile ) la quale ha un s 
sterna di pa ~cemetri misti \ A:L. ) costituito <ia numeri 
tutti nulli. Si pr es en t a que sto pr oblema: dato in una 
varietà XIL \ 11 .13 un A-riferimen to e in relazione a d e f!SO 

U!l t: ìst/ma di p;-:rai!let r i mi s t i A;> ·, s ot to u a li condi 
ni :potremo identific a re 13 cc nne esione :proiettiva 

. essl~.., ·p r~sen t ... nc c on l a con ness ione inte grabile de 
l' 517. e. la fn. . con u no e?a zio ·~ .... ? . 

I..a co r1dizio r..e !TI (-;(li :fest amente è qu eeta: che r:1edi ·an 
convenienti t:rast'orm ~ zi o ni ( 13 .28 )- e ( 13.12) si possa 
p a esa re da i. ;s :r.~u .. 'le tr · supposti A-'" · a nuovi pa:r 

. YL. 
misti t utti nul ::.i " 

Ors : .:.n·., -' +· ~<-+ o., '13 ,,.., )· , ci oè O -'- ~ ..l-.; t.,. 'JU ..!..- \ • .;,_L -

_(17 .l ) 

mcetrap.o che , d :::;i ·:_ le 
i n modo che le ./1~-<. 

v .: 
ei a 

( .!. 7 .2) 

;1/-< 
../ l.. v.:' , s i potrà determinare t~-,· 
si annull ino a condizione ~he 

l . ;:;-)'< 11 "Z' . 
--- C ./ L 

n+t Y 1: i 
- o ; 

wi oè~ ricor<iando le (13 .15) : che si abbia 

( 17 . J ) = O. 
A 

"'Dtlnque: la conne·ssione A . coincide con quells 1ntegr 
)H 



bile dell' :Jn a condizione che per una oonvenient .. e 
,celta dell' A-r~:te.rimento essa assuma parsmetJ'\1 L~:i.r 
tatti nulli. Ci conviene dunque ripJe.ndere le · formule 
(14;34) 4·1 trasto:rmazion[ dell~ L ,.u(· ; nelle quali an­
si faremo •enz'altro ~., =~.~ ,- rl~rremo cio~ all '1-
4eXlti tà 11.: ·cambiamento delle coorc!i:nate cu.rJi l inee), 
feiUto conto ohe per queati ' cambiamenti .L! . si · oom .~ -= -
ta come · 1Ul teneorè· ~ )U 

1)obb.1amo dunque eçrime r e le' cond·:. zioni rJ ' i t egrabi­
lit~ del aist err.:-.: , nelle funzioni incogni t e fJ;_:(u:u.~r··~>u ') 

C\ ). ). ~ ) À. l l .( )' 
l17 • 4- ) ( (). o + L . Q Q' - - ~ d. t q 9 = L l =. O. 

'~l . i'" Il'-'/ l ) h+! ,;«' l d l ,.Ut" 

f,s conviene sempl .ifioare qu e sto sistei!\8 normalizzando 
opportunamente le funzioni incognite: poni amo 

l 

l l? .5) 
. 1 

pjt' 
11+! ) 

'l?' 
e riaul terl immediata la verifica cbe il s i s t ema (17 .• 4) 
pren~~;la :tema 

ll7 .6) 

cio~ -

(17 .7) 
" l . L; p 

O · h = - . h 
l ; -)-< , j.t.( ; - )<' 

La determinazione della -condizioni d 'integra_bili tà è age ..... 
·v o le : o t te41amo . 

ll7.8) (-<;).L~.+ L;. .L.v ·)hp = (-'d.L,l·+L;..Lv.) h}l . 
.l f't )}< ~<; r/4' l ftJ ~ !"i)'r'' 

cio~; infine, abbiamo l e cond i zione, necessaria e suf1'1-
Cien te, che sia 

. 
l17 .g) o 

_) 
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. L.e- ( .... .9) à nque ca:ratte rizza_ o l e co nes.:;::..~r:.t proi. 
v c e PO"" o o i d ~ntifi c;;roi con quella ell ' ;)n ; come 
·v àremo fra poco il pri mo r. ,;..mb:ro c ontien e ro ... l o- il 
t ensor e d " cuTva tu:ra de l 1 a c nn ~sio e roi ,tiv . e 

Vedia._.o ap punt o co me a nohe un: altro p~' o Ien··'"' dia 
luogo a questo ente .R L: :; A , ne ponga an zi j_n evidf' 
za 11 ea_ra .te re di t ensd"re . ~- .1 pro blema d l t :ragpor-­
t o e i cTi co per t:rasl a zione r o ettiva. 

Dati ne l l a suppo? t a var i età (I;) a co nnef: s.:.o:le :roi_e 
"ti va ·u u~) "·o P ( u) e una gia c i tura pia~~; ;_ - ~.i!· ii. 
n e ) p e r es c .... , Sl 'P OrlÌ5U:O di t :J:' ....,·CCia:re e· .. 4 ::.~0 Zi:_ una S::tpe 
f i cie , 6", c _ e passi pe .L P c ·n la suppos t a ~;·· ac ltr, rd; e 

• . . + .t. •• , ... + - l • 
S '.l é) U L "C-p7:20 <:~ E ... €' ~1.3 00 al ·..Lnee . ,(.)'9 C C.e l.l 'U· -8 

re .: O""e d -1 ~ ,... . .., ~ e ..... •1 ' -o '""-r..,·,-- ~ ., .,,-~,--, .,,,-<:> ,...,·n ... 
t.l J. j._,:. .J... o v ...... ~"' . : ..... . . ..... ~ ' . . ~ . . - '....-· 1" ~ - _-; ..... .... 

s .za to cC G.!'ai , una l ì n ea •Ll :::._ :. e . · ._. "' .. -::c :..; _;_._1' :-_ è . 

!nd .L chiamc inf~ nt? 0 0!1 df J a·~ ì ::il: __ ;.;:;,:,;~.~~ia li pre si 
rispet to p.sre .. e t ri ( zr -' ·zr 2 ì c-- .; .. sono r-t..P ... ... ; + l • "' . ..._ .) r i - i..&.. - •v-t. •..; ....., ..L 

"ne e dei à u .. aiste .1i. Si&no E (t.(.'~ d u ~· + L cizu <~ .. .. ) 
( 

• . l . - .t 2.. t .) 

r;_ u l+ et; u t -1- f ~ u '+·· ··· ) · . .t,_ -due p un ti 1nf1ni tament~ vi 
n1 a P au lle linee dei due sistemi che ne escono; le 
lin~ del l e del 2° sistema U8 cent1 da ..Z::. · e ds .Z::: 
a v ranno ~' inte~sez.ìone pros ~ ima a P, P,2 =~1 _,1.!1 
- . t l d ' l d2 . -.1 ( • OJ.na e U + 

1
u +- ut -1· '*'· U -+.!... dzu.(+ d d. ul+ ... ..... . 

Z... 1 Z ~ t fZ 

::: u ; + d . i. l d~ ,- d t . l l l d ( . • ·" + - u... + u -f -d " + J , Le + ...... . . "- l 1. ( <. l...... _éll. l 

\semp-re tres curando 1 termini d 'ordine > 2. )..; _notiamo 
' in pa rti.colare che deve riguardarsi d d u <= ~ ci. d u <·. 

. l z <. "f 

Siano JT .. 1T, • 77; ~ Ìljz gli spa_zi proiettivt ,:.. tangen:ti 
la varietà ~ nei punti .P, . .Z::~ l; > F;< ; sia ·" a;} un- pun 
to dato su 77: .Per traslazione proiett1va 1n ·.E lungo 

. l ~ 

.i lati PE; ~P, .E; del quadr1latero curvil.ineQ PP;-Z:::z .l? P 
ne ottenismo ~n !l; 11 punto -:;:). e poi in . 1--r;z. . 11 puil.to 
.x~ ; per traalazione proiettiva lungo i lati :?Ji~ 
~ J . .P,. ~.. ne otteniamo in l1; il punto . ::r e · p t:i in 1r 

. '" À "' ~ LI 
il punto x :. preciasmente a bb i-B i~. 

l! 

l ) ) d . l , ~ J. 
~ ~ - x + . f x -1-- 2 o:. x +. ---. 

· :l 
ll7 .11) 

e in quan t o , evidentemente , dov~ esse.re 

.. :;.. 
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,i ; 
• 1.- ...<. :::: 

l f: - l 

). 2 ' ( .. 1 .~} Z - X -1-a- X -X+ -- --
t f <!: / 

(17 .1 3 ) 
) ) 

1 
) 1 z ) · ) l rl ,i l l J . 

;x · = .x + a x + _:_ d x -1-d. ~.- -+ ;· u ::c + et, o_. .r + - - - - ~ 
f z~ ~ c. < " / ( 

analogamente rieul t_., 

ll'1 .14) 

Vediamo c om e nell'ordi ne di approesirt& zione cn;' i oi ri~­

fe r i amo i punti x ) e .x ). ssi a n d .L stintl. ; :fr a l e .l. '-.,_ 
IZ Z1 • 

r o coc 1i~~.;te v i è ~ :.n i ··a r l.o da ·v: , a_ me no d'i n ~i. !~ i ue e i -
'" :1. a. o d. c_ 2 da 

) 
-JJx = 

Dobbiamo esprimere ora che i l t ra sporto è s t a to f a t 
· to , pe:-À t ra s lazione p:ro i e t vi v a : c i oè secondo le \ 13 .6 ) , 

ove A,4; p9trà essere · un quEÙtmque sist er::~ di . parametri 
mi eti della conne ssione. 

Dunque abbi amo 
;_ 

A ~" ! l 
. - . J: o . L..? .. 

)l ' ' ··, 

d 
). '\ tf ,1 ;U (. . _/ d • .... .1 Jl v /" l e' ' ,,/ 

l
d.

2
x = - . o ·J t ·X du. '-I U -;-./l ../L . xctu d,u-

,; } H t l p i f"J ~ 

1
,{ j..ld. d. l. . 

- ./ r ,-x' - , ~ u 

d ) d d /7 e c. nalogh _ ... o:rmule per x . · ::r · c·r:.de 
l ) 2. . f J . 

t 17 .18) ·.IJ J - A : .' • ). d ' . <-'d / / -l 
X - ./L . . . LL U o..,.. 

.. '/ f" t . 2. v- _. 

o.ve abbiamo posto \cfr. co n le .. ( 3.27) · j{ l 7.10 ) ) 

( 17 .19 ) 
/l . . . -1 n. 1 ,J C\ r. ì._ /l v 11 À /l 1) .li ) . 

./ . .. = cJ·./ ~ · -<)../ L . + ~l .JL. -
1

, ; - V J 
'/ )-' d )-<l ~ :,.U.t /"-' . Yj d 

Le- ( ..... 7 .. ~8 ; h.s .:~r ... u a G.be un'al trn inte rpret ll zi (lne; : -è i.~:"-
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me1iata 1 oss ervazione che, ae 11 punto x sempre per n 
t r~;; ~la zio ne p roiettiva lungo E:~. ~ e poi lungo r:_ P 
vi ene -porta t o di nuovo nello spazio lrtangente in P. 
de tto ~x~ il punto oosi ottenuto,a meno d*intinite•iat 

d ' r dine strperiore al 2• le differenze "".x 11
- x 2 etUiY 

.;;•cno s L ... a J) .:x 4 , · date dalle (17.18). Cio~: per effetto 
·iell t :rs~l a zi ·one proiettiva lungo l'intero ciolo 

r :;s r;_p lo epu zio tangente in P viene t'eppresentato 1n 
s~ et e oso con un'omografia, data da 

~ A A /) ..? -1 A ... ~ ,· .i .u J D J.xP • 
( 17 . 2C j e1: = x +-'-' ::t :. x+ ')';-t- ·~a ~ u ~ :=; .x -+ -_p • 

,,- ·e a:~ t· i ~L-no designato, secondo Cartan, con. I2; le 
~o · d if~erenziali bilineari alternate 

n À 1 . . . A , . 11 • • . À r . .1 
\17.21) --' c z::.l •· du lciug~ =../L ·. dLL ld.u"~. 

/ t . lJ )'<- l t l d )'< f t . 

~.!e rehiamo or a sotto uali condizioni l ' om afia 17. 
~L .... .!:~ .i ,.1 u·~e all ' ideatità,cioè il -traeporto ci clico ripo 

':& c.i:-?cu.r~ p1.m.t o E- lla sua posiztone primitiva. La co 
.-~ ~Lonc è che sia i ndeterminata la r e tta che eongiunge 
ad.,.. ..x~, cioè 

t.l7 .. 2.3ì 

:i]. F:.:im.o mewb~ro è una fo r ma quadratica nelle .:t ~ ; s i 
s r..nu.1 1e1·à qualunque sia 11 punto .:2:: 1 trG sporta te s e i 
::relat;i vj. c oe:f'fic:i enti· ( P.imme"trizzati) saranno nulli : 

[v -~] [v À] 
\.17 .2 -t) "' n c:-- _Q o d ~ L +o -

·c.- r ~ ?- -

tl7.25) 
... 

I-('.:"' t 9roo )..) """ .t' e sommiamo : .ri•ul t a Su. bi t o 

' -. 



• 

( 17 .26} 

(17 .21) Q)- l 

P n+l 
(notiamo che, d • al tra parte, ee queste valgono, anche le 
(17.25)rieultano aoddiafatte).O ancora: 

(17.28) ~ - - (j,~··À- -1 S.:\A :·· -z) du[L·a:t<..iJ= O, 
.. , , . t/;.-c- n+ l /4- li t ) ' _ 

Perchè ·que.ta valsa qualunque.•!~ l' J1SC1~ra pian& 
definita. ·· "al bivettore dti'dud}dovrem.o aveJ'e irli~e 

_A :: · À _ -.__!__:_ )A : ·. ~ 2' - o . 
(17 .29) ~;r n+t , S".-.M tJ ~ - , 
0 8 questa equivale alla (17.9);1nfatti è immediata la 
verifica cbe 1i ha, R::· A eseendo dato d8lla (17 .10): 

l/ )A' 

(17 .30) R ::. À - A· ... À - / ~11 ... ~ 
'~~ - t'i.r - n;; ~ " ij ~ 

Dunque: la (17.9) ~anche la condizione necessaria e 
suf ficient e perohè 11 traaporto dei punti per la tra~ 
ele zione p~oiettiva determinata ~lla connessione eia 
i nt egrabile,cioè non vincolato alla linea di trasporto. 
s i n quanto A,:,:;. À 1n ·forza. · delle { 17 .18), (17 .20) 
è -::nanifestamented hn tensore ( mt'sto: a:t±"ine pei primi 
due ind1ci1 protettivo pei due_ seguenti, · in relazione ai 
cae1bii:imenti dell'A-rif'erimento) senz'altro per le (17. 
Potremo conclude re che anche R ::~l è un te riso re : il t " e . . 'Jr 
sore di curvat~ra(poasiamo anche dirè - co~·cartan : di c 

:vatura e torsione) della connessionE' proiettivs.(Che e 
's' ,in effetto coincida con·l'entè . che per aftra--via e in 
rel.à zio ne a riterimenti':g';nerali ·avevamo introdotto al 
n~, p. 68, ci r iEulterà fra poco). 

Pos s iamo ora subito intro~~rre anche la nozione di 
torsione della oonneesione proietti v~. Anche ·aenza ri 
_si sl1' identità, l '.ome grafia eU de terminata n* .l lo epa 
aio .'!r tangente in P dal trasporto ciclico lnn vo il 

p - ~ 
qaadrilatero PJ, P P P rap ure .... an -~- ·~ l..,. Jal '- ., ( ·r-r "' o· ' 

l IZ t > - v ... i.O~Q '· "" "- L .. (._ j l 



--------------------------------~~2·~ 

potrà. a vere il punto di C:ontatt.~ 'P come·---""-----•...___;;..;. 
i-11 questa ipote si t ~i\1 pr_eoi•amente : a 
e p er ogni giaci tn:ra :i.ana che n3 e ace ;: :_ ,y ·, ~::. · · a 11 
:fatto o :t'a rletto) dici tt no aecondo O rta.n cb. , l a c "ul.4a . ...,.~ 
s ione proietti v a . è senza _ torsi o ne • Nel oa so' oon.tra 
diren:;o che e ssa. ha torsione: vedremo come questa a1 
ee-p:r:ima .. mediante un tensore à.ffine , c he ap punt() 11 . 
tenso:re di to:r~i one di tutte le ooftne ~ .... ioni af:fin~ ·-fl 
va te ds quell3 proi etti va co·n la oostruzi one in _ 'ita 

Convi ene qui adottare un A
0
-rifer1mQnt o 1 in r el a 

ne al a usl e i l n ~ nto P di contatto i n ir e vrà c o:rd 
t e- loc~li .(pro . ~rzicnali ·B s-;- ) .La oorw.es s1 ne p 
iettiva non ha torsi one a c ondi zionè ch.e que ::: to ~- ·· ··.t , 

nella {17.2 4) ~ia unit , cioè 

t 17 • 31.) 

o ve lf' .!' [ : pjj..re"' enta un c·onve n.i~n te fa t ·:ore. L :ì r.: ·) ~to ,l-:o 
ri s,;l·:r;. ... ubito ~..?= ~--"_:,6 posio ).=t. { cioè :j::O ) ne Ticavia 
r::o 

(17 .32) 

tl7 . 33) 

Q~- ::::: o 
o . 

(C Le compoqenti di J?.'~;P contenute ne1 1 '1 !:i : r o _·o . <;A. . 
' . 

no un ten.aore, che appunto si dirà tenso~e· (ti ' t oreione 
'l 'J(:ll a conp.essione proietti va.{ Si b adi , on:e per- una tre 

E~fo:rmazione qualunque del l ' A. - :rife :rir!le nt c sa :rà 
·, . ? l'f); , Ji?.'.' 'f = dD_2--z::;· ··~ 

\ l 7 • 3 l) t J ' 0 , i' /~ ~ 9-t .l L l~/o ) • 

e:r una conness ne oie.:ttiva non s.i ha curva 
·:! nc n si ha ~unqu.e neppure t orsione. Suppoe-to inTeoe ç,tt• 

.;as~i' nnessiorie non abbia torsione, vs l-sa cioè _l& (17 .33}., 
j\at b ìs curvatura, e ... :Lo n n ..:. iano nulle tutte le re 



ti oomp.onenti di R t'>~~ ·1 
, e 

la r ....,ru.:':'o di com o n 1 

d~ :ota~ei ch e il partico-
~ un t ensr: re 

.R .·:· ù- o 
l tf o - .l 

i n te so c e v algB ~-t: ( 17 . 33 ) , r.s u n ei 0 nificato ~yeoqe tri-- ----- -- ~ -... 
c o a 'G!·t~ r:; S ~() f= Et::,tc ir:t di~ :: ~ o ds~ C,;:i.-q 1_r,\]\f (l~~f.) ; e esc e -
c!o:r iwe c .... e l' CJ::r. C• :: ·:. fi8 ( 17 •. ~·() rìet~rmi:'lot& . in ,T dsl t-:r·5 .. ~ . ~ ~ 

e~d:rto ciclic ;:;, ···2.tTe :;-::1 ovcrc il punto P ~-.it o, <il) -

part i e rw ;:; _,_~el ~ ~- t t~y-:-u.,:po i -:.v .. 1ria n t~ del O'!' l.~ .r:~ o delle 
o· o grsfi ·~ cc l -,, p: .. to P uLi to, ci:..c è de-finito ·· .-·· mod o 
duale _del _~_=·~ tt~ttT'I.'-~'·e_o di 'ì'CB I:U~ ( c .:e qonser-·::; i volu­
mi 'l nel g!· ·~: {• · .- .f:t'i ne ( ~or es t o d c~l l e omog:r~ fi ~~ c he muta-, ... .. .. .-
no i n sè tm iJ,.• erp i t"H.~ ì ( ... } . 

Tol' Li amo ora ~;JlE i po ;,;: ei ~-'i·· g:::ne:rsl i n . ì Yigtnu:di 
d>3ll · con ·!es sione~ ma pe(isi er:;.o a • uttt= t u n B- -.cife:rimen-

. l , - l . · l .• l ,.., ' ! ..... l "' ) to. l. !1 :re <='~;:::_one &. .... qu.Er ..., n,;:: C":·:i.·~o .L""' ~J.-+ ,.. 1 i,,..1. .. ,.. ':J , 

( l L 1! ~ 2 t sn o 

i p·~_?:'~?' ~"' !'t"~ __ ne: 1112.-11 i~-~~ t :i_ ~ elJ.. ;; cc:. ne·- ~d.:.. 1e • 
- ~ ~j ~: !t~ € :~ --;: ·~!l d t\ r-~ !1 ~ ·7, err:p !~e s e c: c, t~ ·10 l e ( l ·1~ .ç ., 1l :~... }1. 3 

7 ) 
__, 

,-U! 
-- ,./. ..,v .. 

-t' \) i-- l ) 
- ---- (./ .l. 

17+1 .· v' 

... -"\ -. , -{"', -o· 
Ùè~ J 1.él \ J_ l • ..l... t r:i.cav imnc ,_ :tbitc• 

' t ·, rr· -~ ,.:· - "'.,......, J 
p . ... 1 

-" L- ' • 

l //--< 

/ ---. ,f /<_j ;-: V 
fJ--J- l '->- f •-;;· ·' Vi 

C', ,r-, ' '\ 
- U, ' '- '.>i } ; 

( 17 .39) 

-
' ;_:l~ sto ;< '· t.o g r..1ppo è stata preci sat e 1u u n mi o ., avo:ro 

'DO o- L li.' 7], ~ ~- ~/1-------P "' l O O T r _ S;JCrz/ a conne :>::·s:.:.;lo::,:'.:;:'~e:....J.:,e:.,r:::;_<>r~e77.~;,:..~wz::;,_ __ ~----~-'-'-1.•-"-"" .... ~ 



che 

( 17 , .f Q j r· ... { • i 

..L. "l.c.-.J_' ... - --- -

·\ . 

ovs aJbiam posto, 
p o ~·t o ..lvf -- d 

( , ,.. ~ .. ·; · 
l· ·~ l. 

) l' , . 

T ,•' <~-( 

~ peg . 68 ( ov · ~ia · 

·L ~ . :""r .{ ) coi-1\c i r: ono- con le ( ? ~10) di p *68 ; du.1que. 
1 'hr.t_ R e;_.;/ - d ·.fini ~c medi·.,.__ts le '17 .lC) ts (17 .. 3~) 
cci ne .... de con qu~llo. che già el n ,g a •r'ev amo chiama t o tctJ•"""• 
sore ai- curva.tu.ra· .dell a (;Otmee~::t.one proiettiva. Si badi 
perè che l'ente ~;..· ·.). , defi ni t - d~lle ;-7.41), .:::8-=o==:... 
to pel caso delle conhef-; -i .t•5. p ...... i :3 t~ive · ""'en z.-. t r.;:,icne 
(che nr.. .... n .9 era 
E i !tl'Ei t t i ~ssena 

attuali ipotegi 

. ,......, .. • o 
i 

'Ccv 
1.' - - u 

t? . .. ,, - __ L r . . . v 
-· · c- J ~' = n .,. 1 •· z· w 1-' 

,- , . .. À 

..L -~~ .. _v·. 
/ 



' or me {non i rtvnri a nt:f.) .r. •:•A d u_' ' Q~ t-L ./ = S2 "- ~~ Q 0 
('1/l) . ' 

.~. . 'l r . <: fi F" o . • . . 

Fer le (17.38) il ten$ore òi t o :rsi one 1 lls co;meseifi'.,: 
ne proiett.iv a in rel·H ~one a un "5-rife ;-•im '-" , to si es_pr$ . 
p i. l e _z-;.~ :::: ., ±'lic emente. cc s~. ; . 

':Cl • • • ;{ ( \ " -~ . i -:i:. . v 4. 
( 11 45} J[ = J . L . . - v' . .L • +F . r 

- t,/ ./ O l! "'/ O t. :.-;; 

ci è 

(17 . 46 ) 
. . ti 

......... /t 
2;J .. 

9 

o ve "-./L , è i te n so:re di 
f

-f . O' [' { • -. - - ,---.4--- -.---
[:. . ~ne <i 1 o a ·o I8t , :rJ..c ora;; n._. c 

jJ /...,v ./-, "l 
-J . . . ) 

o , Y t 
,j 

· re d: to:rti ou e co .. mne a tutt~ J..e ccn.u 1ess i oni ar fi !!i eh~ 

l !:! c o nne"l._, icne p t·oiett i ~! .... ~ e terr-.i ua. , .i n 2': -el E~'ziQne a l l ' · 
aese gnazione a :rbj_t :r.::, ria degl.:. ,;.perpiani :-c ~o. dçi :ri fc. ­
r i menti ""ro i ett iv-i 1ocalt. 

Es1) r irrac. m. :ì n. :r els zione U() ! 'ffiBl i Z ·t a t i 
anche R ::·o· a bb i amo L,/0 . . ' . 

(17 . 47) 
< 

f l"' '8) l • ·-t 

Ma le tra sf rms zioni p e :r l e qua l i le ( l 7 .4S ) s ono in v ç ­

r i an t i SOJlC( s o l t~;nto .. i t;-tl·asfo:rnE zioni : - 11 r el& z.ic ne .9 

u este sc. l t en to· le differenze r.À -r. J s-:;r..o le cort iJ ..... nen • . 
.--- ,/(-( ~ J..!,A..f. ... 

-----
r ;)Si po~ rà o ~servsre che in realt : , s .. l o nei rtg-u.ardi 
f on nal i i l ruolo di r ,·:,;P è di ~'CXG" ds GU~llo di R//4·];_ 
-· - c;. t n. :.4 (f' "' .. 
qu e sto sia ~etto c c.•m -:>"' _:::re'1:.:s.~;j ·(h lf~ e parzi e..!.. e re t tifi. C<8 

. . ~~ ~ ~ ~L~ : ~;::J •· L· .68 r::. j .:.ç - \~... : . ,..~ Gt:i + 



-156-

vi di un t f:"lSOTe . 

ler le conn~ _ s cni pr iet~ ive s-~wa torsione ( qu il 
c s o gene:r&l e 1 n al.' l." wb' e in· ·eresse ) s oltanto quando sia 

R 
. .. o .. - o . ..., 

l ,J O - J.. 

- 1 ~ un s i gt i f i coto 
nien t e se e. ;~ di -n. 

(17. .4~} 

che ,s }:J (; :ra - c ome s.b· 
ge c.: me tri co , pc t ::::e w , 
r ife i n '2r:t o , :rer< ~- :r 

r--. 0 

.i / {.. 
d 

l 

<:ì .. :,o g ià notato 
c on u .a e onve-

. e ren e :re 1U i nd.; l:l. mme t- i c i ,~ i~r: e t o a .P.~ Y i _ ~ c :r . metri 
F).., d ~lla conne ssior.e proietti~a . Un.s JC'l ·te o"';; tenu t .a la 

. ( 7 .. 49 )es ~ si me nt ,~ :r:r .. '"'Ol t an to :H; :r l e:; -~ra sfol''ia&zi oni : 
i ~l Gt:ce s tb "Hm so i l :.i f2:rime t o a do t'tato - i pc t:r à. di :re Ui'l 

C.,.l·j~f e "il.ne r -r:o . (C!v_pp re ch e valga l~ (17 . ·-t 9 ) i n relazio­
u ::: 3. 1'-fe . 'i:.wnt i ·niù ::ne:rali no n sv:rebbe senso~ Qt'!2n to 
era s i è o -: oe ::t'V'a to completa ciò ohe, a p :ropr'-2 .: to della 
eventuale 3i rmnet_ ...... a r zlle I-'."., ab b i .s o acc enn: to a p. - "} ' ~ . 89. e a p • J. .:>6 ; • , 

:Mediant il tet1so:re di curvattua de l la c on e s sione 
proiettiva ( e quello di t orsione: che perb è c ontenuto 
nel prece den te) p O .... siaru.o- for mA re anche pe l ca s o ;:; en er fll . .; 
(come al n .::;' ,p .68 a .~bia,; o :f8 tto pe r le conne ~ i·ì n i s en­
zs t orsione) fvrt:ru.l_~ i comrr·u:ta zione delle de-r-_vetP. cova­
rianti aecon~ e dai •sneo i ,roietti7i. 

Ri:"€' riamoc1 a!'l ... ora, p e:r s e~plioità ~ e l ca .... o in cui 
11 tensore in oggetto è un vet to:..·c proiet tivo cove :t.'iante 
A~ : t:roviamo st.lbi to ( inte .. -;ct e si designi ol'a con 

~ 

V la derivazione c ova:r j. ante p:r o i et t i va :fa t t. .... con ps. ra­
metri r~ ) : . _.u t) 

(17 .50) 

= (~.r;: -uv0; Tr;~ J:~ -0; r:~)A~-{­
+ (r~~- r..u: ) v;A) 
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- . . 

- j<.;;_; e A~+ R;~ o !?A) +(rj)~ ~r;~) C"[AA. 

ci oè 1 nf.: ne 

(17 .51 

Quest e G(·no le f ormule cercate: le quali possono anche 
scrive rai i 1 _ue sta forma · equivalente: · 

(17 . 2 

(inteso na t tr '"'lmen te che ad ,. rr B A 'b es . Vi ·;i .... e n a 

e à nco :ra ,posto 

val ere 

(17 .53) ~ ·· c:: ·" ?: / qc··Z: -v· · ·~) 
2 , -; . . = R li o '- -a -atK&;e : < ,_.,.v-r .. =- -.t1. ,..,JL~ ' 

si se ri v ono : 
., 

(l '? • 54) ... 
,_os;. 

Si h~ Y'..I1o-"l'ormule del tut t o .·n alc bh e alle (3.26..) . (p.20) 
relat it,.e all a de r ivazi one covariante le F.; a ta a una con­
ne es:lone affi e . Il p :"" ~a gg · o · -te n 8 ori qualunque è ov._ 
vio: a d es. pel t ensor p.:aL~ t ·t. iv o 1--1.1;;., e: av:remo: 

(Cf:r. p .21 1 f orru. ( :~ ,.2 ~" ) i~ ( 3 .30)) . 

Del risultQ r.., ·ot-!; e:J.Ut o vogl i amo dare un' rY r. liè.azione: 
icavia mo f~ c i ln e nt e- 4 .-er una ccnneseione prc.Lettiva le 
dantità di Bianehi ~ ~r~ n er;.~ li zzate , relazioni fra le .com­
onenti del tensore di curvs tura (e torsione) e quelle ~el 
eneore derivato, · che estendono~~ (J.35) ~ ins1~me . le .. 
3.34) :rel Ative ella d"" r · >l~:dcn~ covsr iente affine. 

'? ~-xti ~rr.o :·~ ~l la ('l .. ~ 4 , ::h:; "'.rs ~c:tit~ere~ : 



e a pp l. l. r. i s "EO òncora ad ambo i -a: .: u;. . r i 1 ~ àeri·t~ziorie , 
COV f" l.'i ?. "fl te v(Q tndi _alter ni s mC> ri ~ ~)€ + 11 a"1 f4.)_, v~/lt._, 
~t.enen1o p:reeenti le ( 3 .14-) di p .18. ·. 

(17 ~ 57 '~ V I7 ~- A 
'w 1.' ,.wl ) 
t- . ~~ ..... ... 

+V- sv·;? J{A) -t· 5r · - ~1< 17 A. ; 
~ ·')'-.- Y? !.uJ t- ..-! 

~'e gl i indiai racchiusi fra trat ~i ve r tical i s' inten 
dono t esclusi dall' al ternszione. · 
·· Trasformiamo ora il l 0 ttemb::ro notando che esso pub 
~.Qche scriverai, per le formule di commutazione appli 
~ e a ~A-t : · · · . .. 

~ · i7j V .. A, rr--·. . . ,, . ' 
l -~ ,., r""_) •• 

" .. · ?:17 V A 
+ .s ["'v . . 1 t" l _: ,ù J : À. _; 

e d'altra parte osservando che, pe r ie (l7o54) si ha 
! ~ . 

·e<)stftuendo abbiamo con :fsc ili semplifi oa z:i..oni 
- tt •. 

(17 .,,Q) ,., /li ... 'è_ 2C?'_ .s:· t- ~ . . 6".5 . · <' [ZA 
t Cw-:-~J · [t<~ IJU-] - 4 · [vp wJ6 ) · 't ). = 

~·,r-, : == (~(Q }(~;j~ .. ~~ ~ S[~; o-~j ;.~ ')A?. 
r/" 11 ' ··• ,.Ricordando che V

0 
• .Li?: = - .ri?: queste · si poe .so nc s c ri v e:re 

r r(R . .. l:' ìZ _s··~ , c; . -G'"ç , ·-~) ,__k 
,17 o.Ol) l [w~.u] - 2 [~ · ~J -N '-"[{,ft """wJ6' ! (.),? + 

. . 
. ....: · { 

( ....... R .. . )( 5. . . 6' . k .. -t- ,, . f7 . 
+ , .. R ···)<;-- lv_ A O · 

if[4.1 '" vf'-]·~ · + 2 [l'f " ·w]G'À 0 o J 7: 1Y. = ~ J 

.infine tenu'to pres t?,f!te _che aue ste debbono al ere aua­
+ungue siano Ak e quindi - ~ Ak ,ottenia mo le i -den-­
ti·tà cei'c8 tte : 



- --
. :.· -

(17 .61) T I J? ·· · ~- 2 :.( ,s --z -lit5 · 4~ · · e)S.'IC. · l ( [41~] w Y)<] P'fl wJ 6' - À + 

~ ( rz R ·;: x+ ~ s · · fì"rc ~ · /) s--~ -= o. 
~Y L((> Yf<.JA. · "t~ ~..J~ . o 

Il primo mf!mb ::-.'o è llln te n so :re (nel r; .,. · .ordine)~ cosi c-~-

h auest::.. :. 13 f o::roa t enso:riale,-'~ elle relazioni . cercate; c. ~ - - u . 

:ro:rllc p"'!>. IJ (;P~~1>1ici !Da non t e n sori&l:!- sbbiamo disi1n~.a 
6o i c~ ~·1 :i.n on.i ~ ~:::o ;r"=. k ~)=A · 2""= o ' Jta.'o :. 

. ~ ,.,-' J ... .) 7 . .) 

) = /{ · -c =O ) K.:::: K / t= O · 'è: :.. o :- )f ~ n....""'- À · = () ~ .;.. 
. ./ J .l ..r · ~ '1 •· · 

i nfine · -c t=tl . (?onl.;amo anche, 11 che -non è . . xestrit­
. ti vo, c.o.: i) 'J=:,/.;._, _r =t'} Rfsul tano nel p:rirl:o· oaso le for-

mule 
.. 

(17" '?; ) i7 7? . . - ~ 5 --J-rr . . R J'li") ... o !7 ~- :D ~ ··Js .. o)~ . 
E' "' (7/i. +l [Je .n-i.J; h. +',rLt~;n - 2 ·u :itJ --<ZY:"~t d' J:;:.(J ] 

n"'l ee c-cn o ca se: 

'17 .64) 
. ~ . . . · . . .; . c "5-v . .. o r; :.z? . . . 0 ,._; . .11. 
· v_ -' ·- - ~/) +c. -·e :J p 
':[.~ ~~~l ]JL ; . li l J"-
. .... . . 

- o ~ 

\7 J?. . . ,t . f) s . . ~ 1? . . . k . 
~-r.- "'-;-/'i + c. JJ..LI. ·! ../ •J t!J c .:::: O J 
L' cl ..;_O tJ 

cioc · 

,(17 .6 6) .. i7 ,c; .. ~ l. . ') ··;Jr> • ·_t __ v' .. l;= o ,· 
.., ". ,· _._. . P, . 4-·-r . P . ù ., .. rr. ,.. . f , , 

._ · r./ ~ ..J · Lwi v ~ ..J :J ld ~ J 
, . 

~oti&rt 0 i rLi" ir.:.~ ~hii g_Ue ste st~ ~~ e -re le zi o ni o t te x:remmo 
Yu:> 'l n1)4 "'!-o r·.o;;s· ·' ' 1 . q'""a~ .... to C"" no ~ n +-; .... c-J· r-i t::<._nlt .. • ... ~-. ...._ '1 .... .s.. '- ~ \Il ' - .,.,. \. ' ! i. \.. . '"'- "l v ~ ..... ... l ... '.:. . ..,. ..... -a 

-· 
ma è ÌI"meo:.t ~ l;a :lE· verl:~~~g c he queete . ultirne fonnul~ 
&OnO identicam.entè Verificate 

1 
CO " icoh~ . le (17 .62_)eq_U.i-: .. · . 

· v ~1gv . o Ai -r, -re :·,rv.rp1 di fonnul t! (17 -.€3), '17 .64): (17 .66). 
( Ci. ·'J.:F1i. ·,t. • ._ ~ ''S i "' s imb.nlo 17,· è esmn:re simbolo d~ • . ~ ) r . . 
d .;y-l ·r> ·' <?. 1 ·- l' .f, .... fl l ~<=<• - ···r i!! ... ~· -' r. .:::. n·· •1 ·· l d-"'• \.. ~· ..a.... 'fl t. l ..L. ~ ' ;. .. ,_,. ·--.::::.:.-::_·::!.'"·-F.,• !.}..., l;}~ ~!. !Vl.:-.. ~"SJ I .. ~ .u'" _1 v Vu ..... '"~ . 

.rivt .t ... .Jrt..l ._ ·.' L";1~·-- : :l t \Os eo1 pal""' '~.e;.r1 .r;_~: soltan to)· . · 
i;,;e.:X t-liJ.ù 0:"-.'\ uri~ .sempl1c3 &ppl1.e~zl~!16 :i ll : ,.d .nti~ 



di ·'BIANCHI genera liz za t e ( l7 .6 '2 ) ci oè (l'l . ' 3 ) . ( 17 . 
e (17 .6·.,) .: mostrere o che : -: n >2 ,t;t:!~ c o t:Le~ E!.o 
pr.oiett1y_a:-( 1 n · ~n ) tal e ::.. e l - omor;rE ii~ u · eES b dc 
terminata, nello s pazio tan5 ~ e ne· p·nt aen rico JO, 
pel · trasporto c i clico per t r&sJ :1zione proietti va 1 abb 
uni;fj~. 'il punto : -P e tu-t t e l e :ret t e.,..:.che ne esc ono si 
dl.1 ce'' ·alla oonne ~ai one i nteg r a bile del ' S11. . proietti 
ment:re · l~ - cosa ' n . n '_. è ve :ra per n =2. • ,:B-·$! t .. al l ora che 
1;~ - ::.,C{)nnessio ne · si~. ·_ n:roie tv ... V::. si 
11 fa ~ -~o or a. ac.cen nato). 

E ì.c.fat·ti · : ·1 'c~n· g-rsfi or àet " <" ~econdo le 
;y;app-;esentata dal l e :é quez i oni 

/ ( .1 .ll ' ")d ,·d .i) 
_l ) :.. L • U - (..l 

~ 1-l ~'" _{_ 2 

< 

in a ·.1ezt e-ve e ·:.' se re i L := O n-
.. . . c ~ -

suppo.sta _ senza t orsi one : l omo ~~T c.'f. a 
ts nella stella di dire 7.1 .1 , ;; 

t a. da l le e quazioni-

(1'1' ~ 9) _!- •Z 
,~ x .- ( 

7..:: t. l- -

e dunaue si ridu c e al"' 1 i ~··~2.t; ::; c 

) 

- A . 
j - l 

,f ~ 
.<-

.-s d sub 

. c. te s i a 

- (f.- CJ . 
' .t~ tl 

l 

t f .. . 
· ~~~ q., = Cfudl" ~u ·~ rcna forma di fferen zi ale , 
1~ 1;a~ conveniente, cioè · lft k è emi s i ,1e 

l ::.!'le a re 

segue 

(17 -71) R -· · · l 

.a~/ 

. ' ... ) 
;~ ·· ·< -1 <-:- l] 

:::: ./l - - (_) ,J ~ 
l ki nH -:o ' l'P. ' 

A 

- - - . . l A· •. . A ~ 
(). / --. -.JL i _ 
J ' 1 f-t h -rl t~À ) -

ri c . :a ne 

< -,' "'-,· . .. 
' . \ 

con 
che 

Cf f k ~ensore . en: isimme trico. s '1 tratta ài p rova r e 
~~=O _; ·poi ~'( anc~e ~~·~o= o, 7?,(~· ~ 0 = éJ. · 

:F ~l t_u. e s 't anzi t utt'>- scriviamo _1e i dP r: ~~l t è d B L . r:HI 
generalizza te (17 .63~f l'i? i64·),fl7.6·6 ) p el cc; ~;e- rli ur.8 

· cor1ne-ssione affi ne ,;.'T enzs to--Z'J~ione· - : ~sge - d i v e ì€: n ~ - - _ ·:; r e. 



(17 .7~) 

(17 .74) . 

'Y s--o "l.,t:co.e-l ·e - 8 1J J J 

(17 .75) 

un de , pone n do ee gue 

(17 .76) -
·--

ci~è, 1n qua n t o . supponiarr.o /l > 2 v. ·= O. N( risuJt~, subifo 
.)~!- ' . 

" .i,;. .. "' - ' ... l< ... · . ' .. (;) 
( 17 .7'() ' ~ lè -. o = O i • e a nche 7? · · = O 

v~ , . . . yo 
. ···À 

(perchà è' eem~r .. :., Rv·; = O_ 2 o ... In forza di·- queste, che 
dànno an c ne ~-1! =o J l e (l ( • t ~) si ri~cono a 

.• 

s_:k 7? .. . " """A ·-? . . _. o 
(17~J8) rì ;!]' +O~ / [ '"Pl =_o ·; 

L d"' l'l . . ',j ~_, 

cioè,· svolgendo: 

(1T.7CJ) 
,k 7:J .. - c ~ k "'D ••. o . - k . .. . Q 

(.) . F[ ·p{. + ò . FL ,:. $. . + à /) R~ :p_ + 
l d -i( d •. ~ L . J K 

: j "' 

Fon.imno a nche qui -l=._ e sorr~ iamozrieu1ta 
J ' 

l 

r4a i 1~ i eme e q ue s'ts potre rr:o ov vi~men te s crive re anche 

( 11 • g1}. (n -l) ~~ .' "+ 7?/~Ì- " ~ Jl? ~. ~- . o = 0 ; 

· so tt:raen<'!o membro a roembr-o 
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(17.81) 
... . C) 

(n- 2) 7? . 1 ,_ = 
. / l( 

. 
.) 

rl. sul t a. 1?,.
1
· -~o~ "Rt~;.· o dunnue se mpre nell'ipote s i n >2 

11 
lf ~ 

o !1 r1 e.) p e r 13 ( l 7 • 7 9 ) 

(17.8 '3) 

ciò prova 

Che il :ragioM mento nel esso n :.:: 2 non pctes~e !3~T'li­
c~ :rei era hen prevedibile: le identità di BIAr cqr per 
n= 2 si .riducono a banali i òenti tà nune richE: , pe:rchè 
per n=2 0 gni tensore emisimmetrico del 3° ordine è nul­
lo. Vedia~o subito che per una super~icie a connessione . 
proiettiva nonnole, caratterizzata (ved. n .9 p .71) dal­
le condizioni 

(17 .84) . 

le (17 .71) sono senz'alt:ro soddisfa tte, coei c chè· 1 'ot!lO­
gr::; 'fi ,J associata a un qualunque ciclo us.èente da un 
pLtti.to 0 ha unitO il punto · 0 e tutte le rette 
( d~.I Pian o tangente) che ne e se ono. . .. z. 

E infatti: per rz=i 1e connizioni ìS./,{=0 ei esprimo­
no cosi: 

(ì7 .85) 
•. • • 2. 

l? p :::0 
2 l h 

•• . ·i 
R D :::: o • 

l 2 ~ l 

... J: 
il c he vs le o àire che tut!_~k_~'.ì'.{ si an nullano: 
v· a l g o no le (1 '7 • 71) e s nzi · co n Cfi~ = O ( rr:s non ne eeg ue 
che an c he le l?/·.:;," deb bano ·Gnuu l l e r si) • 

· A propo s ito ~ella connessione_L:roiettiva normale non 
a ggi ungeremo qut ul terior.i consider azioni a ouanto nella 
Parte I (n.9) fU esposto : ci limiterer::o ad ;sser:vare 
ohe nell' Sn proiettivo , la connessione integrabile è ov­
via'Clente la connessione proiettive normale rì e terreinata 
(n.9 ) dall' avere qu ali geodetiche le l t nee ret; te .• I l r i­
sult a vo (di T .Y . THOrlAS: ved ·. n.9 p.75) s·ec ond o cu i 

tannulla ·~si del t ensore di curva tl:ua del-l a co nne~s:i one • 
proi et ti va norms le determina ta da ll e ge o det ic he di una 
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c 0 r.nePsione affine ~ la . condi?. i one perchè questa sia 
p l"-oiettiVGT!1ente pie-na, appare ora del tutto evidente: 
perchè con una conveniente troeforms zione pun.tus le qu~l­
l e geodetiche po ~ sano dare luogo alle linee r~tte di un 

En. occorrerà appunto che la connessione prciettiv.e 
normsle che esse detel'r.:linano sia quella integra bile; come 
·è stato nots to dal CARTAN (1924.), il q u~ le ne ~~ tra tto 
l a òi~o etrsztoné (per via profondamente diversa d 9 quel­
l a classica) dei teoremi di :Rli.:L':1IUPI concernenti le s u ­
perficie (Y;) e le vsrietà riernann.iane ( V,) geo detica­
uente rapp rese.ntabili sul pieno o su uno spazio euclid ':; O 
(R

11
) . (V:: à. n.l,p.7; p. 2- 5). 

§.3 Coordinate nort~li; coordinate · curviline~ 

omoz ene r:. Tensori normsli, estensioni. 
In te rJ.>rets zio ne (n+ l) -d i rr e u ~iona lP. • . 

18.- Coordinate normali e riferimento normale. 

RiprewUamo ora la nozione di coozdinate normali:. . . 
già introdotta, in relazione a unr_ conne s sione ~.Affine 
da ta e meno di tra sforl'l}a zi oni pro':1 etti ve, cio~, in. so­
stanza, pel caso p&rticclare d elle 9, .Q .Q rl~.§~~icni proietti­
ve norm,e~li, nella I l'arte (n.7 p. '!3 e seg . ; s p ec.pp. 
52-53) • :P o :::e i amo ora (est e n tjec.~1ola ~ J~ c H ~O genera l e) 
p reci~are e approfondire nei rigua rii ~ e ometrici quella 
nc zicne·: e giungere a quelle applic~ zi oni che n~ costi-
tuiscono lo scopo es~enziale. ' 

Rammento che le coordinB'te nol !r:Gl ~ Z;: introdo tte al 
n.7 (~eeuendo EISENHART},hanno qties ~ f pecu1 i arità sostan 
zi ali: in re la zionc a d e 8~ e 1 e ge od e -. t e ne '.lscer.:.tt do un­
determinate punto O (origine). s ~.i. r · ),,; l:P. ::-e r~ ta no in t er·­
mini fini ti con equazioni lineuri .::_ l _ o a a ; c quanfc · 
si fs ccia una tr a sformazi~ne qu&:f_unco.e JV . le l- 'f j m:..tive 
co ordinate curvilinee u z le z ~ su.td'1· ) .: ~ o · u j_.._-j t rasfo·r-
mazione lineare :frett~. Come già ; r ~ : · e rr )~ v <~ i' · 52 (~ ";.é­

eto e 'inte.rpret.a nel s e:n so s egue n t "~ . .... e :~\ ,?'r"t:;. le d::i.. ra :..:: ·-· 
saggio dalle ur. al:-.. 2 Z' <'lc fj_ n i ~ r:!c .. n c l.'HD n-:pf Tt> ~e n ts zi o :'le 
0el1 a V:J rietà (in t..n .i tl t C T !! C tìi 0) '"1. i. · -, ,.,- ,.,Z-;0 r. 1· ·.-ie.,.. 
- _:....J~.~-~-~-= 



tivo e-· t anger).te in O :l:::i qu · le alle t;eodetiche u.sc. ::n 
ti da O :f8 corrisponde1·e le r e t te della ~tel+a O in S: ­
Fe r cia scun punto P(u 1

) de l l a va rietà l e .z"' s ono . su 
(!} _ ... oor9,i "' te proietti ve ( nori omogenee) del punto im­

~:agi ne P . 
L'e f fettiva costruzione di questa r a p -resentazione 

gli americani è data eolo i n modo algoritmico. Ma è fac 
le p reci E'arla nei rigua rdi• geometrici, e s te nde ndola in 
pari tempo s lle co l1nessio ni p r c iett ive p iìì_ gen erali ( 
TAN,l937) .Si tra tta sempliceirente di questo~ la r~pp 
sentazione di ciascuna ge odet icc E~ uscente oa O ~u 
un& l inea r etts è quella c he risulta dGlla costruzione 
'1 -:: lla sua i mmagine tangenzial e (n .15): ciòè quella che 
si .ot t iene :riportando i punti dj_ r sullo s p a zio proie 
tivo rr pe ':r trs slazione proiett i va lung o l a curva r u 
~e sima . -

· Dunque: in un qualunque c:pa zio .ç a connessiope 
proiettiva le c oo rdinate n r msli (non omogen_e e) -<' di 
un punto P ( U -r.' ) , roffic i E ntem ente p:ro f' si m o a un punto . 
a esee;nato O (p:recisamentè : p r eso entro una regione R 
di I;:_ contenente O · ,ta l e ch e ogni punto di R ·sia oo 
giunto ad O da uno e un Bolo a :rco di geodetica appar.t 
nerite ed 7? ) sono sullo pa~io ·proiettivo s- tange 
t e ~ ,..in O . coordinate nr oiettive (non omogenee) del 
punt o P corrisp ondente a ].::> (c i oè immagine di P ) 
la :re-tta che è imma n zia le della odetica 
giuneente op, 

Se intendiamo scelto per la ~ un B-:riferimento,ci 
un sistéma cu:rv j_l ineo i nizi ale il_t.' e un campo di ipe:r­
piant negli sptizi t a ngentiJ assunti · come iperpiani X"== 
d e i sistemt )JTOiettivi locc: l i, corl'.i spondentemente vie 
oe tc1·~jnata dalla connessio:e proiettiva 'una connessi~ 
&f :.''5.n e 1 e quin 1i su ciau cuno ."'reodet ic a ( a meno _d 'una 
t:.:·ssform~-1Zi Jne l i ne are inte re.) tin pcr&n.!etro affine ; e 
pe r .t; iò erwh~:: , s ec ondo J.a ( 8 e57) in <'U l ora intendiamo 
_}{ =- / ( )( j . 

o / /. ' c/-:J 
u.. =- ?- -?;.g - - / 

c: u cifr 

--··----·-----
( ·'fc) , __ :7c u ndi> .mP.rr·brn ~ -·1 1 ' , . - .... - .• e. . S 

·' :.. ... e g no - . 
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v::.. ene d t r minAt o (f:lemp re a men.o d 'un 9 tr s~for•:J& zione 
l i nea re i nter ) i l "para~etro anol onorno" u. a .Le linee 
g~ cHìe tic he e, ins i eme, la distribuzione dei vs lori di 
a a l~ngo e s se vengo no rappresentate dal ei ste~a diffe­

-r~ n zi 3le ( t ~ 61) o (15.35): 

( 18 .2) 
. l 'l 

-1- )JV -o. 

Se co ndo l e (15.17) ~'immagine tangenziale della generi­
Co geodetica- us.cente . da o· ~ la retta di equazioni perD­
me triche 

( 18 . J) 
) ) À 

Z =S' -ra!T - o 

cve sbb i arno posto 

(18 .4) a J = ( d::_;:,) 
dii o 

4 
(valori calcolati in O ): .con Z abb iamo 
coordinate pro iettive o~ogenee dei punti 
<5 .l'fan ife stamen te sono sen z 'altro · 

. . 
. ZL 

z~ = ( 18 • 5) 
Cl' lT 

1-raolT -

in~icato qui 
nello spazio 

le coordina te nor !Ilali (non omogenee) del punto. di Pn 
che hs per immagine il punto s-"' + a~Jr dì .o ;le z-l se 

G . 

ne potranno dire coordinste nor m&l i omogenee. 
Vo gliam3 dsre un' effettiva co::'truzione delle z~ 

o delle Z s pnrt ire dalle ·L<. 
7 e d&l :E-riferimento 

p re supposto. 
Per prima cosa c ambiamo oppm· tunamente gli iiJerp ian1 

x"=O ~ei sistemi proiettivi loc ali ( e quindi a~che: la 
connessione a ffine eh p ha per p a l"&rJetri le ~-~ ; il 
c or rispondente parametro affine 3 e il ps r vmetro sno­
l oncrno Ll. 0 1ungo le geodetiche;. 

· Pcnio~lO - in ~ o st fnza l'i de r:: è del C.ARTLN, s e ~'t're 
- l b ccndizi c nc che 



( 18 .6) 
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l • 

fil Go .l 
X+l.7 .Z.:: 0 

c/ 

siano ottenuti dall' i perp i s no X~-= O re l e ti ve a l punto . 
O entro lo spEzio () _per traslazione Dr'oiettiva lun­

go le ge 0detiche uscenti da O • Dobbiat!l o dunque esp 
mere che si h3, lungo tali _geodetichc 

d o o' )J (ìO : ~ _P. n o'. 

(1.8 .7) _._d. V:- r; i{; -du == P/1) Vj , 
j A: '<;U :J l l 

ove C?( ':i) è un f .s ttore conveniente: non del ·tutto 
l' çj. o' -

trerio se vogli amo che z..À sia normalizzato mediante 
condiz1 one 

( 18 .8 ) oo' -v -o 
L 

P"Onen do · A= .J nella (1 S . 7) e te nenèo presente l a ( 1'8 .8 
utteniamo e~f~ttivgmente 

Q'l.e s t ,.., s i .?ter::r, smmette una e UM s ol& sc- lu zion e (lung o 
c :J a ~cnna rjellP- gec detiche u~: centi fi a O) t s l e che ·pe r . ç;.v' 

-;,; ~(; l r z.. · assu-cano Vci lori .9 ~ 8 e [>; n s t i: r cTrE: -co :.L a 
~ 

Ul0~ izio ne iniziale 

(18 ... , \ 
\ - ' · 1 J. l 

l ~ ;~ 2 ) 
;, .L L o} l 

O. 

mo ~t::rs nc C J1E l e ( : e ·lO) equiv,::: l g c- nc f l le condizioni 
guen ti: 



o' r ., p , 
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p ( 

da."- ~ o --- } 

e'j nten~e: lung o l e ge>c deti8hP U!"lcenti d~ Ù • Se n ·-nen 
ti EJ!Il O 1.:::; (8 .31), cioè.> poeto anche in questa .J?v[ =l 

(1? .14) 

ve diemc chP ls connizicne (18.7) dà, in particolare, 
che lungo le geodetiche UECenti ds O il nuovo par~~c­
tro affine deve es€!ere un pF:rai!letro proiettivo •. 

Ps s s ismo ore d.:> lle .. cocr<iinate ' curvilinee uz alle coor· 
dii"-ate affini normali zi di origine tJ ,in relszicne ~:!­
la nuova conneesione affine (deter:~inata rlalla connes­
sione proiettiva in relazione al nuovo campo di iperpiB­
n1 ) : 

A • • • ,- o' l O 

(18 .15) F,.'-, = r.Lç ~;; L!t·--J;'lJJ. ; 
d"- d'r... cl h 1\. 

ove al luogo d~lle 0-:' s !iEtendF~no poeti/1 ~ valori ott~,­
nuti .(Per _ser.:plicità abbiamo scritto I ..... l anzichèi~;,). 

. d if 
Le :ZL1 tfali che in relazione ad esf:le le geodetfche uscenti 
ds O si rappresentino con le equazioni 

. 
..Pz'. / d~t.J 
b = ( d:J la -' 

~ 

flOn0 leg~ tè alle u da equazioni arl8loghe alle (7 .8) di . "' . 
p . 45: ove il ruc-lo delle llf~ viene preso dalle r,/.4. 

• .Il • • A _., 

( 18 .17) ~· - ' ' c' ~· .!.. / r->1. ì d ~_t (17 ,-.(tj} _,./~~ l' 
L-l - '-<o + .Z - 2. (.L ,/A /o:< Z-J.' f'"' /~/o~...:. ;z -·--· 

Eses u.i te, successivamente, la tr.s s fon.s zio ne 

(18 .. 18) 

df;i sistemi proiettivi locali e (lP. .17) ~e~le ccoròina.tç; 
c·llr vilinee, ls connef'sione prciettiva tiSSnme:r?. i nuo-ri 
~ a rametri *r.:, :pei quali si aYrn , lu.n r;o tutte le ~e u'lr­
ti che uec enti da O 
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(18.19). 
* f1 () d:z. ,(-

J.. ,/k dJ .::: o .> 

o ancora, lungo tali ~eod e ticht p er l e (18 .i~) eesen­
do 

(18 .20) ( = (~z~) ) 
v ~1rranno i à entlcarr.ente r.e-lle Z (. l e· rel a 2i oni 

(:.8.21) 

eh~ in pErticolare d~.nno 

*;; ./ k- ·-F .k :z z = o. 
cl . 

( 18 .22.) 

In f orz •3 delle: (18 .19) e de1le (lP .2) 1 ung o le geod eti-~ 
che uscenti da O si ha 

(18.23) 

(lR .24) . 

d:< o 

· eJ imina ndo dìr 

{ z'.) 7T J O. 

' d~~ ~dz 0·} · -~ 
-- .; __ ! - () • 
ci!Tr. dìr l - -' 

;i uè tntegr8nào, e tP n.e ndo presenti le c ondizioni ·- i ni ­
zi s li ·(z :la =O> (-et..~:_ ;= o/_. 

• q T! /o -. . 

· Le etesee (18 .23) dàrmo poi, lungo qué11e geode tiche 

(18.26) 

11 valore delle. costante c si determi i1erà tenendo 
p:tesente che lungo le geodetiche, deve essere 



otlde ,per l_a (18 .11), 

i i.A-1 z 11
\ 

{- - ·-- .' 
\ d Jr / o 

Intine per l e _coordina t _e ucr~J:i :Z-
1 
e· ·'pel pa rametro 

::;lono~o ~:wr.nale z ", c orr1 aponùenti sl; v a lore 7f'2:0del pe:ra­
;ét :ro, p:ro:letti ~t o ìr all e con dizioni 1niz~eli_ (t_{:;~ :::a~, 
~ulla ·c o=ri spondente ge odeti ~ - uacènte da O a bbiamo 

" . . .P . ( - " ' 
.::: .:: "te-Q 1.;- a. ,7 ) . d . . 

. '• . 

.1.19 p :rime ·non di :ffe r i ac.c no Calle, (18 .5 ),• e 1_Uesto c i 
:no s tra che s ono p :rec ì sa-.nente l e z ' , ~ costr~~.e . median·ce 
le (18, .• l't) (dopo_ l à preventi:!à~t:ras:fÒrma~iÒne ·degli iper­
piani ( r":::-o ) le coor_di nat<:: no_~alt (!lon ·omogénee) ' che a'le­
~ero~ p :ri~a ..., de 'fini t o_ p er vis. ~eomcjrica secondo il _ CARTAN. 
'Je -.: c.~o rdL~9t~ nor gi_§J..i -~oge11~ Z . (opportunamente no rma­
:!. i. z ··:,~te ) riau.ltu_n.ò J. egr.:.t .:. g_: .. e z ' · e a ··.z" ·dalle ·.formul e 

. L ~ \"t l-~!1'EH5AD) : 
- - ""111!" . _ , 

·.<.· 

' ( .. 18 .• 31) 

o 

2 

z .; 
• 

Z " . 
•'-' ')' t "'- ...... 

·'l "' ... 
"'--

z 
e 

' . 01n o . 
o l i.. ,l l "' u -1- l V · C!U 

' ../ ' J ~ 

<> 

O'\' .; ~ • :ln-csgra:i.e d f-.;V~ intende:r~i e s egu.1 ·:; o l ungo l a geo- · 
det :l c.:; c.ongiur;gArite O al :pun te• c he s i c onside t s. . Sia 

'-' éi ·-.;,~ :· .,.~, ·.•.- ·r·· "' 1 n l'~""lt~ o re. d~ r·on c'! ·..:.: :1 0 "":';; -..e •"' 0n1 e ~·n-J - ~ ~.. .. - ~ ........ "" . ~..!v ... t...J ~· _ ._,.c .r:::i~o c;;~ ~· - v \..,ot •'W" .1.- , _. u - .1. u. 

zio~;- del })o etc it1 I; J dipe!1den.t~ qnclì e dEll:.. s celta 
.~• "' • ~ ·· <"\;,_ ? ~~ ·- ,., -' · A.,...; . d 1 "'o ,, !:. eA U l. . 
;._1_.l 1 'e iV -... , -~ --~ lA :...~ L.I - """ -.. : ..C.. e __ .J. ~ '-'<- \..l 0 ~ • Cr 

S- i P u i ~ . e datezmi nere i J p& ~EP ggio dire t tC dal l e U 
'· c-.1::. :::> :!.8 .ss:c:ociato i l parerr.etro u<> ( int eso r~,, l e c n~ o e ra 

d t' t ·~,c: · CAl co1~ to in ci'aE!C~i) punto P lu~c 2.:1 z eodeti ca 

. BO R TrJLO /TI -



congiungente OP a partire da U..'i v·a l ore ini~d.alè (unico) . 
~ssegnato i n O) alle coo:rdi nst ·e n.orma li omogenee z...i : ;....: 
ricn v ! e che r?--peter_e t a ppl icat o al s is_tema differen~ia- . 
l e ( 18 . 2) , · quèìlo ste s so procedime nto che al n .7, p .44 
e ·s egg . ) u bbia.mo seguito a pa :r ti r e ~alle equazioni dif- . 
ferenzial~ ( 5 .32 ) del l e geo de tic h e p e r costruire le co or­
dinat e fl-. " : insomma i l pr o c di.me , t o di VEBLEN per la ·_, .. · 
oos~ruz!one delle coor dinate nox:mali 1 s,nche poco sopra .. 
:richi ama t o ( ve d . le (18 .. 17)) . Le (18.2), inte-so che ora 
cc l simbolo l7 ,, e nga de s igna t a l a der ivazione fatta co:. 
pa r Bmct ri ~;v _ ,dànno luogo ( nell'ipotesi dell'anal1t1-' · 
ci tà) agli sviluppi seguenti, atti a rappl'esentare in- . 
sieme le linee geodetiche uscenti dél _punto O e la di­
stribuzione del parametro U.

0 lungo esse: · 
!(~ 

' 
(18~33) tt.J = uÀ.+ a;IT_.!./rJ)a#a"n2-..i fvrf-l))a 11a,..a~Jr: 1 

2 ( ... )'V Jl { 1 ~ ,.u 'v . -
J ( du~} . . 

ove al solito a ~ dir lo. Tenut e presenti le (18 .3) o 
(18.29) e · (18-.31) ne ·abbiamo le relazioni cercate : 

( 18 .34): a.À;: À z À_ ç-~_ .i. ('F 1 ì !z~ d"fA J !z~i5:"l-u, -+ 0 o 2 )l '>' l o l ' 0 J ( " 0 J 

- !_ (v r"' r.n' /z~F}A'z~a-~'!z:.-~~'- ... 
3 .' -~ L p. v lo { ~ o J (L () ) { L - è}/ . .. • 

Si ·pub ossè r vere ch 9 essent!o , nat uralmente . 

(18 .35) 

tenu te pr e se nti le .(12 .. 30 )' o 

(18 . 36) 

du" =i 
oz" 
(18 .3 1) si r i c2va: 
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il .p a. rametrto ·uo:l . 
@aloola t .o .in òiasoun punto .P (u) in · rf}].azione al- · _ .. 
la geode.t .iQa congiung~n'te o p mediante la ( 18 .l) 

1 
ai 

ta in 
' (. . l • 

U o' - . ?L o; /!1 o d U z J (18 ,38} 

1 • irttegrale ·intendendoèi . oaiecùa t o lungo quel medeeimc 
_.arco . di ge~de"ii!a_. Dailque: uo' :risnJ. terà. funzione ·~t ·u. 
e ~elle ul. (e anche ~elle coord1n&te u' di O ·,che par 

• c . 
au:l s'intendono fissate): ma non potremo avere quali e '"" 
riVS't8 ~:.;;' · . ~ prOp%10 le ~oJ: . 8 l!ienO Ohe la traèfOrmS-

. zione del .. riferim.e.,çto . non. s i a soggetta &11 'ul tar1ore con­
dizione, che le ~· siano le d~riva te di ur5 stessa f ~­
zione ecalaré ~ ·<f (cioè: c~e. easa si r i duca a nna 
•c-trasformqz1one•: . ve~ .p .. 105 J; nel "'qual caso la (18 .38) 1 . 

ecrivendosi · 

. • l 'j ., L '/; ' ~ n} /)_ , 
(18 .39) .~ 0 · =. U -1- --èf ~(il U ····U ./+ 1'\ .K =etnl: 

-- ~- '~ . . 

perde~'quàiSia·ai traccia della linea .geodetica OP ,., d~· 
- Q /..1. o 1 o' !W ' e;1. 

appunto Cò u.~ = !J; • Dunque: sol tanto se il rif'erimento 
adottato à un riferimento ol onomo (C-riferimento) l~ ---
~~: sono,nei r1gtwrdi di Y ,le compouenti di un 

t ensore protettivo. 
Pi~ precisamente, in relazionè a uca qualunque C-tra­

J sformszione, che induce sulle Z la trseformszione li-
neare a coefficienti costanti · 

( 18 .40) 
À - À ~~ 

z = ( ll) z. 
)' " J 

le si tra afor-c1eranno cosi: 

{18 .41) 

CJuv 
Le cJ z) e le 
p r~ pre cisatéì , 

'dLLv' = ffv(r;/ } c;M_ . 
r;yz ~, v . ).' ! ., ~z.; 

~z..t 
~uA' T,\."' t !~ f.; r- ... o -d1 ... 1 ~q\.~.1 e :-.:. ~11 ' ~~.__ l,) t e. Bi s o-

s e:rvi :re T'c::..• c~.eff'i..,.:;.~-·p.;:i.. !--'e:r u.na t::-c; -
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que, ad e e. lf_/~~ , scquisterà , nuov~ componenti 
"Il .. r Slzr 'dcÀ 'du.P H .. Il' 
n-<fJ -= ~<.<:-;; c;, ;_ot 'd:z..s · . ;,p , soggette s m·atarai, quan-

do il . C-riferimento sia . comunq11e mu~ato, secondo una 
trasformazione a coefficienti costanti: 

(18.42) 

.p -· 

In $lt~e pa~~~e; il. p~eeaggio . dà - 'xn. C-riferimento al 
·.corrisponde · te ·' rife-rimento normale ·olono~o p ' t~. interpre 

t ::: _·si qu&le una rnppr_eaenta zio ne -dei 'tensor~ (o~~ale 0~'') del 
la varietà ..?;;. mediante tensc:ri {quale 011,;; ~ ) _deJ:lo spa­
zio pr.oiettivo tangente. No n .solo:ma anche a1· ~s ~ la co 
neeeione p1·oiettiva . della ~ aa·rà· luogo a uì# ; CNlnesB1o­
ne proiettiva nell o sp_azio s!t tangente in o' ·; e {~..:~. ·: 
versamente la connessione i nt ·çg:rabile di. queE"C o darà -~--~• 
connee·s-ione integrabilè in ~ :inteso che · le· serié · '·òi 
tensori, ohe variano;Jungo una curva per la legge ai . 
tra~lszione proiettiva della connessione i~g~~e o in­
dotta, sie.?:o quelle che si ott (; ngono quali immsgi_ni del­
le serie di teneori Qhe va r i ano · per tr&sla zione .. _proit;"'.; ­
tiva relativamente alla oon:~e ssione ( ·di ~ o · di ~ $~ ) 
àa cn1 si parte. ., 

L'effetti va rappresenta zie ne QP..al ;.. ~i c~ d~J.J.e conne e -
sioni indotte in ,Sn o .in ~ 1 nEl m;fl::.v or~ prt:eisatc, 

ci porta naturalmente e f ar uec di co (} r dinate curvili-
nee omogenee nelia _varie t~ F}, ±!~ quanto .la -:rappre-
sentazione dei punti della l;: EUl lo sp~ zio .tZ. :riporta 
sulla P._ le 'coordina te o:1Ògenee Z J ";i !:a di qù.esto di-, . . . - . . ..• 
remo . al n. eeguent~_e _ sol tsnto al n • . eo potxemo veni:o:a 
in!ine a una .bxm -indicazicne delle applicHzio · .. i , r-ii'l 
notevoli ·~ · . 

Dobbiamo intsnto prospetta:re quelli. che almeno '~ii.:: ':) 
a che l'argomento non ·venga ulterio~ment_c approf~,..ne i t,) 
si presentano come inconvenienti · dé.&.~ rifezim nto uo1:-:1s -
1e olonorno ~ esso si beea · sull 'u:::;o di C-riferit::t€.n.~1~.J>e r . 
la X e questa è una :reet:riz1one di cui . nor-1 è chis:ra 
ln ra~i~ne ài essere geomet~ica; e in oecocdo l ucg o u ­
tilizza una rappresenta zio ne dei t~nsc:ri di F:r l'..:e dia n-
te te ::.'l ~ori di ~ C 'i c '- ~"'---:':. · · · ~ .... --- ~ :'ir ._ .. _, ~-r · •' ,. '1 .~ f. 'Vl ~ 



-17 3-
. 

:·'l t i co . 1,1 ·} ' s ingoli s p .9. z i t s n a-enti i. nuovi punti' fon-
:...·~:-- - 9 ra t.L'j} .,..... . , 
;;.;..- H'-,J .!.l. cc ... punti ç-~ (o•; e· ()( sì :riguBrdi come tn• 

., "c· '' t T. di nsle
1
1 e i l nu.ov--~-·punto u.nità,- è i:, CClu.•' J 

o « 'd zoc 
:::: -~ c.,;_u~ sto n on ci di ce a ffat t o cotne tali . riferiMen~i 
~ai~ t tivi locali s i pessano geometricamente ot t enere. 
·:,·· . .Ac c 'J. n to Bl riferi me nto olonomo normale si iJ TeE:enta 
~ -

;-tE: tl: xa ) .men te e a n zi in modo geometricamente eepr_essivo 
~& c otn; r u zio ne di :riferiment i normali s nolonomi., che 
(:;n_; !l~:tò c .r.t du e diver ~i pr ocedimenti: tmo già utilizza­
t rldl c,;:"'·;;_N ( 19 37 ) eh ·:; dà n n A. _.:...rifer i mento ma non 
•1na :ra p_;:. ·::L<:~t t,:; ?;i <:-~le jei teneo ri pro i ettivi di ~ con 
-:,: ~n sc.r:i. dt }...J, :·-:..z:1 a :! t:r-c i nve c e è di re-tta estensione 
dc i rif~« :r -l".:.Je ~t .~ d::olonomi no r mal i da me usati (1940) per 
le varJ. e t~~ a co:-~n.e~ :;;i o ne §_f f i n.e : dà un A~ri!erimento 
dt? J. ti-po f-l~ g e;.1e:rsle} ma d' .t.:C t :::a, ?Bi:'te determina una 
:r8pp -xesG r.."-~2::c:•z.e de :l. te neori dt E;_ ncl l ' 5i-z tangente. 

I l p r c ·:ç. fit'!~ntc d i C f,Jt '1\\~ è sost~ nzialmente q~esto: 
~etto r..::. ua In..nto qua 1 u nque dell a regione R e P 11· i{ : 
:c.:r r isponde n.te i= ~to in::m~ gine sulla r e tta, .de l l' .S., tan­
~.:; nt e i n . O . i rmnagine tangenzi s l e della geodetica oong1un._ 
gen t e OP : s partl:re dal sistema pi.'O iJ!~ tivo locale ."Go 
d:·t,9/~~neJ.lt ;.7" egl i,..,. a sso cia .al pu.nto ?~ in .8n un. riferi­
:per,-to proi e_tt i vo 2:~ cor rispond ent e a ~~ 0 - nell' omolo-

. A 

,5is ~f€ e ia .Le ài 5.'7 in eè che p ortG O t n P e ha ·uniti 
tut t i i n-...: ut i del l 'ip e rpiac.o f of.l. dt1n:en t &le x"= O di 2; (*} 

. ~ A - o . J 

i rL~i ne da .Z P deduce fl r j f e ri::!lent o .ZP da associare al 

run-<; o P i n J;: uH.• é;,. a '1t e la t:raslAzi·) ~je p-roiettive ·· -~:Jii~ O 
• • •• ...l • 

i n :z:::> _ , J u ngo l a g e ~ - i e t i c e O P . 11 che e qui vale · a dire 
eh~ 'il punto f or.dhn•t><1t:.3le ll a ì :r~l'? tivo A P è P mede-

" · p ~ 

siwo e i punt i fo - :.>r:r ~ ···. :::..c Li ( cr..J.:: , ~rz ·~ ~ · "' ·J n sono in~ ... ; ··,i ; ;; 

v e;:;~ de dotti ds -i r- .t1. i~· <:: _,"~~ ; :r · ., ~ ·(1 vi &d O per t r asls ­
~. ; ,~ 



lazione al ~-riferimento primit_iv·o (~) le 
a~te d~gli sviluppi; 

t 18.43) 
J ) 0 ) ) ( v J . ~-- . __j,~- ~ v "'""]~ 't' c:-) k :::d_- r Z -d' _..f... VI ~:· Z -o; Z.-r! :o··_ 

i J . l V • D 2 ~ z V O O l1 ·,>J., 

cn~ ai ottengono, per integrazione lungo la 
ò? ,a partire dal sistema differenziale 

( ~p ~ ~) ' l . ..; • .,..,. 

· d·YJ. . ·, J ~ du\o' . · ~ .· +ry.X--=o . 
d lr _# l dJT . . 

e .:.1 . punto unità relativ~ a · ·t:? . h il punto di 
te 

,.,(' 4~) 
;..ill -~::> 

.. 

À 1t . ) . 

~+L X · 
o i ( i . . 

rrct~ per uniformità 
À .. ~ x = -~ 

o . 

l. 

'· 

• . v . 

per un qu9lunque tensore , ed ea.li.lp ~ il · paesaggio ·el 
riferimento normale anolonomo· del CARTAN 5i . farà c.osi: 

.1~ nuove componenti saranno . , . ~ r 

C"l/ .. r = Il". v X 1 xp x ., 
t 18 • <i-7 ) «fi . 1;-c l{ .8 ,., ... 

det~i .x:: gli. ~lemonti re~iproc1 delle . Jo( ~n \· Jo( f ~t 
Al riferimento norm.ale ·coei ooetruito potX.òru'lO asso 
si le ~ocr dina te normali non omogenee zl o q_uelle 
nee Z j nella prima ipotesi i pa:remetri proietti Ti dell 
conneseione, relativi al riferimento no rmale " sa ranno 
(rappresenta t o anehe d u À con le c omponent i /du)";; x). du 

{18.48) r'" = r')~'x'X). _,_x c;)f
4x1' 

f!J" rv fi- r · - r <)zl ~ 

( * ) Potremmo qui m.atuzoalm~nt e, come f~ i l CARTAJ~, ba.a a 
anzichè su un -B-:r :fer:imento 7 su un .'\.-ri f e:rim€ nto i nizi'; 
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Volendo evitare l'uso . dei "di~fereczie 2; c nolonomi• 

~0~ potremo perb anche u~are i parametri ~i ~ ~ i 

' Il <ì ./ · C'\ J Of O(C\fl V" 

CL 0(. = L~ . x,.. x -~+_e~_. x-. x-.!_ a- _c.!_'Jl- ;_ 
{ 18 • 49 ) ,8 ~ l' J fJ . ,t '7J :z,t · 'è)_z, P ; n+l fJ r: v .i.t. ' 

(ove X = \~1 \ ;secondo la · form. ~14. 34) ,p· _1 2 ~) .: .~ 
condizi c ne geometrtca che definisce il rife r:~cn~ c nc ~­

msle ano l onomo - del C.ARTAN dà subito lungo ci ::- scur.·l gec--. 
detica uscente da 

(18. 50} 
,· d~k 

· L .1 d:1 =o ., 
' l 

o dz~ 
L o. 

i" d;J = J 

~enute -presenti le (18 .t6) e · (lo .20} dà quindi le 
zioni seguenti, identiche ricpetto alle z~: · · . 

. . . 

ll8.51) L < ~ -
,"k :z = o· 

ti . 

re la-

L'a l'tiro -proc.~tdimento, ·. sopra accennato, t!à _ luog~ a un ri­
ferimento --t.tormale anolono.no, che diremo •col!l~lcto•. 
Si tratta . ~·n cer_to aenao d~- . un 1a.Ppligazi·cne, spp:t,tnto, pià 
:integrale delle vedute _del CAR'J:A.N: .a · partire .dal'" ~i9tè­
·• .a !ocal·e ( · f . ) .. ·dato nel punto O r1ca ·71Smo 11 ri:ferimcr·-
f!~ locele (f),o in ci,scun -punto P median1;~ il "rasporto 
'P~r trasls zione proiettiva,lungo OP, dei punti fcnda-
;<i~nt_eli e unità . del riferimento.J f)_ • . . · . 

. . . . . o • . 

·~ AnR logaJ!!~nte alle (18 • . t.J) le ' cocrdilléte ~ei punii :f'on ... 
-damen~a:li -·ael :(!~~rimeMo snolonono completo nel punto 
P( u.'} sE!.renno_·;: · . ·:, 

... 

llB .52) Y.,a ~)l. / ,-.fl · l /7·~ ~; ·V. t (r7 ,-,(J.)J ( ." ~-Y~~·7'l' .:._~) = O • / L ... l { ~ O -...-- V L - Z -o LJ -c) ;- .. ·· · :C " 1 «v;_ o z ?- a-v , . o o 
. . o . . /• ' . . . 

Le . componenti di . un-~ : ,d unque tensore p:r 0 iettivo ad 
es . HA.;, v , ir: .rela zione al riferimen.to Rpo1on9zr.o compicto 
(c be r i eulta un1vocameu'e asscc~ato a un ~-rifer~mer.to 
_di p-4 ::r tenza)sòno {indic~ti con "J.: . gli elementi .. recip:r.oci 
del l e V" in 1- yocl ì · . · . · · · 

'{ • . J • ..; :r..J. 

. . . ;\. l u ~.d y~ y"" y fl .. v t-
ne .5..)) 1 l «tJ . . = O( f1 p Jr .> 
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~ 

.._-, d . . . < • - • 

o• ~ ,. o..,_=~- \St, :t-ratta q_u. 1: , di rle :tt3 !B•!P;;r1 ooeft-uiiii in. 
. u&L;. . . . . - . 

r-elfz1one : _ ·a g:··~Tì· r}.feri m~~1t~ _anbJ~nom«J _: :·~:e·a ~ •r .- ;21eg 
;.· di_fferenz_~~ ~è11 :• . ~·,.~ - ;le · ft: .. a_oA~, ·n~i ·_ :r1:~~~~-- -- 1~l ~. }i 
di Ce o<.~ d6m~6nehti ' d' u-r.:. 'ten~·"Pa: p ?'tY1 e. i;: 'f'VO · <te .!~--'" ,.::.;, 
_t:l;l'n lle · l a \~gge : di; t' re-~fOl'lM·i~:fo "1 .: . --- - . 

•' 
(18 .5g' ._·. . ..... . 

v . 
""1'- ) 

·d~nque. le (18 .55) -poss~· no tnte:t'l'Jretli:rsi come fo r aro J-.3 
di una effettivo rappre~e~t8 zione del . tensore __ ~t+~:.: __ 
d'B~O ._nel punto P l nello spaz:f o '\ange·nt-e .~ i n O • Tale 
r..appreaet~.ta zioft·e ha un sig~i:fica~.o geometrico sempl:!. ·~ ' 

ci.s;s;m? . ~ 1}- tens ore_, '4.:; r .. _di .5/z è o1tenuto in 517 - ~8 
Il~ per trRslazione J>I'Oiettiva da P ad O 1uago le 
gebde't:t.c.a . ccLgiungente OP • 

Icldichismo ora unA prim::; r. !'rlic&zione (dovuta, Sé'\l­
vo l' aésai a1 verso~ mod c1 d' eS}iòSizicne e sviluppo, .. al . 
O.ARTAN) delle coar dina te norma li.( Altr~ epp l ica zioJlii ove 
.iiteryengono .'3nche ;-!_~erimenti no~-Ìi e l~ · :rappre(;e!':.­
'tÀzione i.:~ :r ·::lazio ~1 e ._ì co0r tUn8tè éurvi linee omogen~e ... , 
~~remo b! n . 20) · 

· 1)e~!gni~nr. •) c"' n S2 1 ·3 TJ3P1He_een t9zi ,w -: de ll E· v~ùi.età 
a connessione pr o j s -t t. iva (o meglio : ·tJr::la sr..,.a regiontt 
:R· ) sullo . sp_azi o _...._'5n t Angente in ·0, da:;u'li t a o:e ian~e l e 

CpC'rcttna ~e norma.li d::. origine O i _ ci: o è chiamando cr!l o ~ 
logo· di un punto . ~ dl Fn il pun'\o P che ha qua l.~. coo:r 
difaite·. 'Pl'•"'iettive in S~z .. le -coordinate noT-meli omoge nee 
.z di ~- ne1la 2:; .~$ n ra_pp~.esenta ,punto el pun-t ' 
1e geodet'ie~ di~ ·uaoen'\1. da ò 'sulle :ret. 'te ài ~-''1. ,: o­
r ·o immagini -t~ngens1~11. ~s -'""'X'endiamo un A "'•H.'-'t" ·,tif.l ]:; ... _._ rr . . lf . 

que .. ... . di !;. ~scen1~ d~ .O · ; anch'essa a s~· S,l m~: 
iinmagine tongenziaìe r ,che gène1',.lmente ~ s r n ~:­
• ·'cet)tJelt i c a) rio n c'o i ne i t! erA con la curva omoJ. c gs -j<:_ di 



-1'77 -

r { n Q . . Ra:rr.m~ nti amo L .15, p .129) che l e ~ :r op ri ~-.. 
.._ . ~ ·lla c urv :- r in pn GOn O ÌlJ. f:O::: t 8l1 Z8 t :1tte O}C v . 

le 1-ropYietè.,..... <ì i una sua l qualunque ) i mma g i ne t<in~e nzi D 
1 E-. a:... al ' è r . C·T<;i d ìmc~ t:r e"!' E' P' O c he l é:i CU Y 'Ilèl I ' h a >;e -

~. l -

n("l-.. s :l,::ie ·· ·: e- cont a tt o del ? 0 ·o :r d.; n~ con T i "l O : vi h a 
c o nt ~ .t ~ CJ -1 ;: 1 3° or dine c on T s e in O l a t or s i one di 
Fa è m.:' .. lla ·· (e 0e1 4-<' or dine ) a l m.eno , Ée e i nnnuJla in 
O anche l s cu rva t ura d61la .z;:_ ) • I1 c be s econd o il 

CARTAN s'in t e rpre t ù di cendo che , n r ' -i.·. ·- t e i l p c.ss c,.c;gio 
a c oordin&t e normali, s r eal izza un' ~l lica zione g ene­
r a lmente del 2 ò o :r 0ine d ellG Pn ~u u n o s a zio r oj_e tti vo, 
·1e l ] 0 o:r dine s e in non v i è t o rsi c n e , d e l l 0 c1 ::i. :v: 
·s e in O n on vi è c lT'Jatu:ra . 

Riferiamo a p p un t o l a ~ ~ coordiila te norma 1.:!. z ~· ; r:,-' ­
gl i s p Az i téUli~ ·' ~ t t i ~:ren ;i :>r:.o : :r1 ferinent i l o nal i n ( -:_ 
r;od o che ci t:.<..1 servito J..-€ r co8trui re le _,zz" , ca r tl tt r.; . i;.. -

zc. t o fls :le ;( l e . 2_ ) , che q_u i scri ve remo sempl 'icemente · 

(l ~ .5o ) 
o k r . .Lz =:0 JJ( .P 

S.:; la ct.tr va F è .. d2 ta "'edi.s:ntP la rapprcee nts zi one pa­
r :::'.Ilet ri c a u. z~ u("'l-} , cioè i r:. coor :'ì in ote n ormali 

(18 .57) 

qu e s t e etesse e qnazic r.:. i !':::;p re f::et! "t&no snc-:.,e ; in ,5n ( •kve 
l e _zz.· s n o coo:.t·<"~ L:·u:3te n r ie ·~tive non oncec nee )le. cur­
va T i r'lm& gine t ... i F ne l la T8J?:i1 r > s enta zj_one n 81 ' i mma­
gine tangenzi a le r Ò ~ats inVç CE;; d&ll ~ (15 .17 ) · ~ ~ . 1 : ~3 , 
cioè o n le E; t tus l i not a zioni : 

JltSj;. 23 

-
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svilup'J?i ) .Pas s&ndo a co ar in8te non omogenee 

a bb iamo de lle (18.58 ) facilmente : ' . 
- \ ~l· rdz';). r~ro-}zj(dz~)f_dz")]' z-2 

(18.59 ; z = dl--~!+1! az-_zlc "-- d!-j,(-dl-~ . f- . 

l-!_ (c)~ t·) /(oli dzo S"~o dzz'J ( dz'Ì ( dzo tl _J 
. + 3.' dljl~l"{dl 2 di- -1- dfl dt:f+ d!-~{-dz-~ Jl+------

e d 'al tra parte la (18 .57) dà ovvian ente : 

. fd:. :;' (d~~.· ....13 l' - l .z -1 z 2 l U •Z 3 •. (18 .60) z = ~ !-+ - -- t- -f t.( !+··· .:./.· ...•. _:, 
ul- .2 dL.z. 

0 
3. d!-J ~ 

o ' 

~ra mo streremo che , c ome sono senz' al~ro ide ntici i 
coeffi cient~ dei teroini del 1° ordine i~ ~ nei due 
sviluppi, così anche in fcr za delle (18.:6) risulta­
no eguali sempre i coeffic i enti 1ei .termini del 2° 

· or di ne, e in assenza di t or si o ne, anche quelli del 
3° crdine . 

Effettiva mente abbiamo 

{ 18 .61) .· s .z~ = d~(·+ r. l dz.l dz.l clzl. dz <> 

d z-z. d t~. ,;k d!- az- +- ~ di- d l-
onde risulta per de rivazione 

(18.52) 

. -+r.(·( d:Z.J_' dz~+ - dzi_ d:Z~J+2.(d!z . ·dzo f- dz'.c/1; 
;A- t~' l-l. dr . clc d l'/ r "dr- dr dr dtY 

fn' a~./ dz:~ J~l· dzO dzZ 2>'~~ 
~ /K d!'l. . e/l. + dl z dl- + d?- dfl • 

Tenuto ? ~~ente che, i n cone~ 0'UEU Z8 delle ( 1 8 .56) 

( .L-8 .63) 

:r j ca vi -rr:o sub · to 

{ii.64) ( ;s-~~· -; = (d~z · ; + z( d~i é/i") J 

----------...._ d t-z.. lo d t'-% ' d l- d l-'le 
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.cca-f:wntando con l a ( 18 e60) ne segue quanto volevamo; 
i- , p~rt:ico la :re 2i vede che pe r n .:::::3 esi stGno semp r e 

( E: ec- tto c on di zioni opportune potranno esistere anche 
pe r n > 3 ) eistemi di ' l~_nee 3i~Te:f se dalle geo detich e 
ver le auali in O si hs pure un c ontat to del 3° ·ordine 
; ::-:'€ n o fn:. ir;:ma gin i tangenz i a li e i mmagini nel le rapp.re­
;_,e r.ta zio ne J2 . 

19 . Il metg_@ delle cooi:,.cti nat e curvilinee Otllog encc : 

generalità .Rife~itJAi\ti ·- ~an·o-1 cnom.i •lndi c ::1 t or e 
_d'Bnnlnnomia proiettiva. 

~b bi omo vi s t o , a l n.prec. , come si presenti natural­
mente l ' i n~ ::cJd uzione di pa-:rt i co1 a:ri co·or dina te -ourv i l i­
!l::> e mrq:; _n e e eu u_l'la varietà ~ a ooll:n5seione pxoietti_ 
\J S : q·~.:uè l le .che a ln> i amo indicato con Z ,coordinate no r­

..... Pl i ornoge r!.ee i~· c he ve ngono trespor t <J te sulla L1t r:1e dian­
te 13 r appresentazione .Q della .F,; SUl ·l t Dn. . t angente 
i n() t e di questR su q"L(ell~ )~ Sia ~Jo co ndotti ' a pa rla r 

pi ù in generale del l~ co or dine t .:: curvi l :i c.e e...,ç>gggenee : _ 
<il!«! Una varietà qualunque, e de-;!. l o re uso ne1f t-:· r!?y. p re- · 
eenta zione delle connession:!. p:-oiett.±ve . 

Ta l i coordinate s o.:1o :;; tr:tc :tn:troòotte da ~ - ,!Art DA'N'l'Z 
(1932 ) e . utili zzat ~ eppw1to nella t e oria dell e ~ onnesei 
n1. p r o:i.cttive e ,; c: J.le s1.u: <1!."' rl:I.pazion1 al l e: Rela tiv .'..tà 

dallo s te seo ":! • .OA!':"T~ :.:G da sc :FiOUJ!BN e da P"..AANTJBS o }:el 
br ev e .:: e n 110 che or;.:; .:: sr,orremo ci ~1 t tsrremo a:l a fo:nnu-

\ 



lazione più recente e più per~e~ionataf data appunto 

dai due ultimi Autori nel 1936. 
Si pa csa àalle co ordina t e curv i linee ord~r~ rie , ~ 

omogenee u / a coordina te curviline e omogenee ponendo l . 

le l-L·· e guali ad Jt ~unzioni ( indip~ndenti) o~ogenee 
di ~rado zero di n+l paramett i v--(cx./ !f./r J;~ .. -- .. ~t:-0-·:JnJ~ 

( 19 .l) llz -== u (v-," u-~ .. ... .. J v~j. 

In quanto i secondi membri sono omogenei di gra do zero 
nelle ~~è ovvio che l a trasfor~a zi one (19 .1) si pub 
scindere nel prodotto di una ordinari a tra sforma zi one 
delle coo1·dina t e non omogei:e e p€.r la t:na s f o rrr.azione se• 
gttente: 

l 

ll9 .2) .7L = 

Supponi f'IDO Che :j.a xlt che . si co ns idera sia una Jf-1'1.. : 
(ai cui nunti eone assoc i & t i spazi p:roiettivi, "tangf.- ___ _ 
ti• in essi : n.i3,p.l07 ) e c h e si sic as~unto per ie 
~n un riferimento olonomo {C- ri ferimento) .Questo con­
sen te di p r ende re in c onsi de r a zion . un p~rametro Ll 0 

(!hs in rclg zione a un c ambi eoent del .C.-rife.:!'imento · i.1P.' .. 
. ~ 

l~ l e gge i trasfor~ zione 

(19.3) 
c 

·U ::: 

, ' / , 
iJ' . ..t? /_ l n ) 

U -r U>ff/U ~:: ---'Ju ) v 

ove intendiaMo che sia poeto 

( 19 • ·f) 

o o 
L' interpretnzione che di u e ài Z davam o al1 

n. precedente, in relazione a un punto fi ssato O e bl 
le geodetiche per esso, perde sisnifi:c:Jto se non diSJ:•O­
niamo di un punto privilegiato. Mn le relazioni (1E .3C) 
e (18.31 ) che ne avevamo r1cavatb Ei ~stendono in ~o rio 
naturale :intenderemo che U 0 sia collegata a V" 0 ,o Vi­
ceversa, da lle rel s zione 



( 19 • 5) 

~IEI~-----~------------~--~ 

1ro' 
J 

4ut' r:: t & l> una e ~ t :r j 7.:! onc sol tanto forma le -oer v-• in 
qv.e n-to U c è a:rbitr.s:ria: m.a ne vedrel!lo presto l'utiiità. 

~ : ( 19 .2) e (19 .5) dara~no luogo alle f ormule 1nverse 

( l (ì '7 \ 
\ Il!' f J 

~ A 
c:Ul.it: U 

z: 
'i.)- = 

uo . 
e uz: "' u v- - e 

la trasformazione 

J v-'~ f (-z:-:: ',' > v':} · u '/:;~'' · ... , :J) v--'. 

·l v-· = f( 1.r l 7.- -.. v-~' J 1r" l - J 
v-.. ~ tr""51 , 

che r!entr8 ovvi smente nel tipo 

t l\ .9) 

-:v " ::: ':i ntçn ,~a et-~ i secondi membr_!,. siano omogenei dL ~"'..,: 
~ -:- - · ~o l ner::li - a rgoren ti indi c~i; vicev er:::a, data comun-
..,~~ ~ •_;_:--\ ..., t ::= l ~ trssfonaazione (19 .9), ne ricoviamo ·· 

1
1 "'L"') / o 1 1;- <r " 

( l'j .l C) f 1J" :=. {f) _f , "-"t -' . ._ "./ .,L.,, 1./- • _ JJ._ • .. 
T v- v CID& _,.,-?-V' = 

1 1 t.,.. o' ./{v1
' P~ l v- ( - (j)l,(l, 1r z,-"1 = 7 tro~-ftt'fì"';::· ·') •-' l tro - / ~~ 7 • - • •• ..) 1r oJ 

e questa in forza delle (1S.2),{19.5) rientra fr& le 
trasformazioni (19.7); cosicchè le coordinate curvil i ~ 
ne e omoge~ee~ -zrct. .,- in forza delle {19 .2 )_e_( 19 .5) eubi­
~cono precisa~ante la pih generale trasformazione o~o­
een~o di v:rado l f!U'3i'lÒO le U' ea U

0 venc;ono trasfor_ 
ma te I!1eài ante le (19 .7 ) .E' qnef.'ta la con~egu.cnza so­
stanz iale dell~ po~izio~e (19.5); e i ~teso che si sia. 
f t t + · ~ - · · t t t e« s a qu.e s ., ,J 'P' >f'1 :.aon~' , ~ el. oe f'J.. SlB J.n ·e:rpre ~ a . 
COt'e v :-;lc .r ~ ~::- : .. i ·=. ( n'· l)"»J.Q. c cordinEota ornog f' neò v-o , c1 
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ci si re nde conto bene della r a gion d e s sere del mo 
di tra sfo r marsi ( 19 .3) di u o ;1n quanto è ben natu 
che le v- ·). r i sultino determina te apnunto a r.r1e n dell 
più generale trasformazio ne omosé!!nea di g z ano 1. 

E' notevole p el s egui to qu e s ·t a osservazione: 
, ·· ( 19 .9 ) pel • eo:rema di EULE O pu b d a l ' S i l a forl!la 

' 

( 19 .11) v-0(:::: 

nvendo pos to 

(19 .1 2 ) 

Le deriva te 
da 

-o( 

~. 
-~(.(~ 
~ !7"' 

(\ d 
Clll. l 

= 

( lg .13 ) ---:..--
~v-<> zro 

./~ 1 

e 

.) 

~ . 

dv--- O< 

~cr~ 
, 

'd v-oé ~ - oé 

(e 'O ;oc) ca -v«' 
c;) u.CI( 

,che !J:recisam n te sono 
'àu"' 

·CJu" c;; ll.-/ - V',j Cdu-' 
--=0 ----
Cè>t?:.i · ...J \ò (ro z.,•.Z. 

9z.rd. r;; trcl Js.q' .. =0.> ( -19 .14) ...... tr v- . 
J = 'du • 'ò_ai "()~l . c 

. 
sono componenti d · ~e nsori· ~ naturalmente misti 1.n qua 
to l'indice À è rela t i vo al 0-:rife:rimento e. l ':lndice 
ci l sistema omogE neo: per ra ef o:rmn zioni (19 .7) ,(19. 
fra loro indipe ndenti s i ha na turalmente _ . 

l\ )' O_.,, Q_« ~ ,ì cd 0( , C)"' G.«' ~ ti( 

( l~ .15 ) 0 u. - V. -zJ , u. v - i7 V 1
-" 

C?J tX' - ) O( ~ v- O( -' . ra u. l • - :A ' o< <:. A-. v ,.2 (. ' j, titl . 

col solito signi ficato per le ~' -{e ~- ) : 

· · iJ:~ -. duJ <:ì." a." 'd~ f' a/ 
{ la 1 6 ) 

- · · e cr'o~- V = 1_, ~ .: _';l_ · V :() 
..) • ~ l - 9 u ~l o, ! <() ~ i l J ,. J 

C'du:f . 
,.., Di più l e Cdi? s ono, ovviamer!cte , f_u_n-::;:.z-"-i....;co_n_...:..i___;;_;_;:_:::...>.!_-=-..:...:::...-=___;,=• 

g ~e rio -l delle p-o< e le ~v-. omogenee di 
. ' c,.~(l 

br~vi t à di se r i t t u ? a p r remo ~. 

4 du) C( <J~q( ~- _À ~ . s) J 
(19.17) U) = --' 

U) =-
c;)u" :: ~.:: ?/ " O( /1 c( ()Z>--

L'ueo delle coar dinate curvilinee omog~nee p re sente 
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sto indiscutibile_ vantaggio formale: possibilità d i as­
sociare (con pro cedimento del quale, però ,non appare il 

51gnificato geometri co ; i n u n caso particolare già ac­
cennato al n .prec.) alle coordina t e curvilinee dei pun­
ti i corrispondent i sistemi proiett i vi locali, in n~odo 

che su èiascuno s pa zio tang ente il pu nto di contatto ha 
~li coordinate p:roiettive omoge . ee =fe( pre c isamente 
le stesse coordinate curvilinee omogene e v-0( che esso ha 
~1a varietà .Il c he pòrta che i coefficienti de1l le fo r..;. 
;;le di trasforma zio ne ~ll.e coordi nate proiett i ve l oca -
• _ o< et '() v-cc 
li X sono le stesse . Dt.' = co""""'' -' calcola te nel suppo.- . 
sto punto v-o<. :possiamo seri vere 

(19 .18) 
-O( 

f} - cr 
ccr x .l 

avve rtendo però che l • analogia con le ( 19 .11) è sol tan­
to apparente in quanto le (19.11) non sono trasformazio­
ni li neari: i coefficienti 'i[)-;, , sono funzioni delle zr :-' 
~ioè delle v-O{ ) .Solo quando le 1ro< sono proprio le coor-

-« 
dinate 'f del. pt~ntc, di con 1·,r:o tt o dello s pazio tangente 
che si considera le (19 .11) rie ntrano nelle 119 .18). 
(Potrel'l~O 'nelle ( 19 .18) seri vere a d e s. ( tr; )~ an­
zichè 171(, p er · t ogliere ogni equivoco: ma per semplici--c< 1 • . 

tà conserviamo la , notazione adotta ta, rispondente del 
-oc è resto ·al fat t o che il· punto di contatto x ua qua-

lunque punto tr"' della .J(It ) • o 
. p 

Le effettive formule di tr asformazione delle co~'7 

dinate proiettive locali dei pun t i nel pa ssa ggio' dal 
pri~itivo · C- riferimento al "rif erimento omogeneo"( che 
in ·sos tan za. è un ..A-ri ferirre n t o : ve d . pp .100,107) non 
~no determinate 1alla co ndizi one già posta: che il pun­
to di conta tto S ' (o nJA ) a'"'qui s ti le coordinate 
x"O(= tre< . :ma a pp s r e

0 
natura l~ p o rre . (cfr. n .p ree • ) 

" 
(19 ·19) 

-0< o( ...1 
;l: = w x 

) 
r À J -; l x .:: C() .x [ . « 

()( fd ~O( o( - tJ( e( 

i l c he dà a p·pu.nto, e s s endo. w é) = CC; uo = !7 J x = 2r 
per .x ;t=- ii} . Quest b equival e acj assumere quali punti 
fo ndamen:tali e unità dei nuovi sistemi _t; roiett i vi lo-
cali 1 punti c:.oA · ( ove o< . si pensi come un indice ordi-

« 



n 

nale) e 2 w; .Geometricament e soltanto ~testo pu~ 
o ~ « . ~ 

senz'altro notarsi: che gli i pe rp i ani x ~::::.J dej_ nu ov i 
riferimenti locali no n diffe ri s c c·~lO dagli anti.chì :1.:~::.1} 
e infatti le ( 19 .19) dànno x o =- v- ".;c". 

pro:iet 'tiv o , ad es. }{ · ·v 
)/' ' 

Per un qualunque tensore 
avremo nuove componenti 

-.. À · JL"'If··~-' 11 r= w w w , 
o( fJ c( ,8 p A )i 

(19.20) 

In quanto si suppongano (come sino a d ora ab bi a mo sem­
pre supposto) indipendenti tia t< o le 11).>:. "' , le H .7i.; J" 
risultano funzioni om ogenee di g r ad o - l d.elle t ··-'>( ;per 
un tensore Hd_~ --~ ~/,g~ le e o m p o n enti sa r anno omoge 
di grado -::1- -t- • , . :l 

Il vettore proiettivo du ,la cui interpre tm~i o 
come punto dello spazio tange nt e di pe nde dalla scel t a 
del Valore ~ i du " e dell a omogra f"' a Che Collega il C'i 

stema proietti vo locale·.' a quello cur vilinee (ve è .pp . 
100-101) ha .quali nuove componenti le dv-« ;ma le du A 

naturalmente non sono indipendenti dalla dietribuzione 
dei · valort del parametro U. 0 e corrispondentemente le 
non sono :funzioni omogenee delle v-rx ; per . 

( 19 .21) 

si ha effettivamente 

( 19 .22) 

Secondo v .DANTZIG e S'CHOUTEN la deno rr,ir -, z io ne di 
ri vi~ne riserbata agli enti r a ppr e scnt abili 
componenti, funzioni omogenee de l le 7jtX ; in u.e sto 

d1rd. non è un tenso:re . Su que s t o t or ne.t'emo. 
Ven±am~ alla r appresen\a zi one della connession e 

tiva, in re l azio ne alle coordi nate omogenee ( e a l 
rimento omogeneo ). Le equazio ni 

(19.23) c/x/1.-+ r) x p duy ~ Ljl(i-).x" 
dr )lY dr 

s i p ossono scrivere nella form a 
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(19 .24) 
·;;x-~ ~ .-r . O( ·-;a-. dv-~ = 
c11- · /r · ~ · eli-

avendo poetp 

. 5) rO( .rÀ )t ~e( C\ - ) ~ 
( 19 • 2 6 ~ :::. b v {;.(.) co f:-01 + (} U) : w ) ' . 

· -O( .fP r- ~ d /1 tf / . A 

Le 0r.-sorto le componenti cercate, della connessione 
proiettiva in relazione al riferimento omogeneo. 

In conseguenza delle formule, che sino ad ora inten­
diamo ·sempre soddisfatte (ved. n.l4,p.ll9)l_!algono iden-
ticamente le relazioni . Ùt4.21) 1 ( 14.19), 

( 19 .26) 

queste formalmente possono apparire una restrizione ines­
senziale. Ma anche su questo avremo . occasione di torna re 
(alla fine del presente n. e poi al n. 22). 

• . -0( 

Senz'altro nEù solito modo con le rfio ·Si potranno for-
mare derivate covariant·i dei tensori proiettivi , o più . 
precisamente ~i quei tensorj proiettivi che unicamente 
ci si presentano )3ino ad ora (cfr. n. · 22): t'ensori "di 

. eccesso nullo", pei quali il grado d'omogeneità è ugua- . 
le ·alla differenza fra la valenza controvaris nte e la 
valenza covariante (secondo la terminologia di SCHOUTEN: 
differenza fra i numeri' ~ 'ind~ci di oont.rovaria nza:di 
covarianza). Senz'altro .è ovvio che ls particolarità ora 
detta per derivazione covariarite si conserva: ad es. per 

( 19 .27) 

l e comp.onenti sono di grado -2. Invece il differenziale 
assoluto .. 
(19 .;28) 

in conseguenza del già notato comportamento di al~« sol~ 
t a nto per i tensori di grado (d'omogeneità) nullo è~ 
+.ensore omogeneo; effettivamente si ha, per le (19 .21) 1 
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( 19 .29) 

e ·d'altra parte, per la seconda delle (19.26) 

( 19 .30) 
v H .... ft,· ·-·~. 2/~ - d §•"·~- - -~ v-~= PJ-'2/i .... 4··-A 
~ «, ··-- ·0(2 - ~ i(, · · .. «-2 . l o(,. ••• q'~ 

(Cfr.pp. 121-122).Pel caso generale dovremmo dire, seco 
do SCHOUTEN che ·non v'~ differenziale assoluto: però è 
ma:nifesto che le equazioni 

( 19 -31) 

hanno sempre; anche in relazione alle (19.2l), un s i gni­
ficato invariante ( dànno la legge di trasport_~.J>~r tra­
slazione proiettiva del tensore geometricoH«,· · ~OI't.P,): 
mi s embra che questo giustifichi il mantenere a nche p el 
caso generale la notazio~.e e la der'..ominazione. 

Veniamo alla rappresenta zio ne della curva tura e del 
la torsione della connessione proiet.tiva in coordinat~ 
omogenee. Secondo v. DANTZIG introdu-ciamo anzi tutto il 
tensore 

(19.32) 

.. . ~ C\ r2' C\r'2' ro !'~ r..or t 
( 19 o33) '.H )p~ = ~ )lÀ - ~ Vf< + )'J i f>)L -: ? B'l 

Questo è effettivamente un tensore solo per le C-tra sfer 
mazioni come ovviamente risulta da qua~~? ... -t.s'è no~ato 
n .17 ; in generale esso ~ è di st-into da J~ t~~ , ch'3 1.nve ce 
è tensore per tut_te le E-trasformazioni. ~ Ma è immedi a ta 
l'osservazione che 

(19 .34) 
J:? ••• 'è- - N. . . . ?:- · 1 e-N . . . l( 

JL, - ) --b .cp'll . ~y 11+1 y À~k 

r ···'i!' l - ~2'r v ·" 
~ ---o . .l . .. 

Àfl"' n+/ ,., ~f'k · 
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ci oè (cfr. con la (17 • .O)) che il tensore di curvatura 
dell a connessione p:roiet.tiva si pub esprimere (in rel a­
zione a u n C-riferimento) per Ntl~~ ~ senz 'altro 'Come per 
.r~-;~'1: ·Tornando alle coordinate omogenee: RJl;~~ avrà 

nel riferimento omogeneo le compone.nti 

(19.35) 
li! • o • S" _ N • • od . -/ d..;._ ., • ~ 
/ "'Pr - ·(J(ftl" - ;:;:;~ ~N (!(IL. 

:1 fl v:; -v - --~ =-w w w w .n. · 
e< p d'" t . Apv 

In conseguenza . delle ( 17 .39) . ; cioè 

( 19 .36) R ---~ = l?·· : ~ 
O)L'V )~:~~ - .(} 

i 

si ha in coordinate omogenee 

(19.37) 
·77 . . . $" ,/J () 
./L V" = 

~ «;J/ 

e anche, ovviamente 

(19 .38) 
.fi .. . . cr- zr P- () 

_, "'f1r -
I l t ensore ~A~-~ dato dalle (17 453), oioè 

(19 . 39 ) . 7 . ~~- - .i. "R . . . 2" - ( r' ìl r ... -a- ( '\" ~v· ... ") 
. )~ - 2. ) - - .1 r -- cJ .fV 

• '_Po ,2 )~o n+/ o )f'V . 

av rà ne: riferimento omogeneo le componenti 

(19 .40 ) 
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Cioè, per l e (19.26) ,con alcune s empli f ica zioni: 

c .. S . r,i) l IO r,r s r.r) 0 . 
(19 . {l) ~ ot.f5 =.1 [«p]- ~(n+t) { j3 ; a - c.,., /ft 1/ 

7 .. t • • L . A k .. ,· 
Il tensore di torsione J- 1A: (od 0;< = ~ ~ S.(/( ) 

non ha in r elazione al riferimento omogeneo una rap­
present a zione semplice ( e l a stes sa osservazione va~e 

. p~r te n sori _a ffini in genere) • La condizione d 1 annulla­
mento della torsione potrà scriverai 

( 19 .... 2) ,s- . . [cr- · sJ 
o<p tr ~ o 1 

o anche 

cioè · sostituendo e semplificando 
' 

Le linee geodetiche. p otran r.~.v ancora r a ppre se ntarsi in 
coordinate omogenee (s'intende sempre : in quanto val­
gono le (19.26)) con un sistema di f ferenziale della 
soli te forma 

cl 'l 1r o( r o( cltr ~ d 1r r - o ' 
+ Ar - . 

c/ ltt '" d lT d Jr . "' 
ma q_uesta non ha ca rattere d'inver i a nza per la (19 .21), 
che la muta in 

Se · 'invece lasciamo arbitra rio il fat tore d'omoge­
neità delle v-« · e ..anche il parame t ro cui i punti ~i 
cia s6una geodetica son ri~eriti, le geodeti6he si potran~ 

~· , . 



no r app re sent a r e co n un sistema dell a f orrra 

,z ot - 0( -' /J d. r c( dv-()( 
a ?r .,._ } ~ ~ == 4·'/r + 1 
d t z. l f df d! df ( 19 • 7 ) 

E' ovv i o come · da qu e s ta r: ossa riottenersi la (19 ~4-5) di­
sponendo oppo:r.· tnna rnente della scelta del para metro e 
della normali z za zio n.e delle v-a(. 

Nelle a p !,lica zioni del . metodo 1elle coordina te curvi­
linee omoge nee, c ome vedremo a l n.seguente, non basta 
l'uso del riferimen~o omogenéo di cui ci sia~o valsi si­
no a d ora: può occo1·r ere l'uso di rifer i menti più: ge·ne­
rali (ano lo nomi) del tutto indipe ndenti dal sistema di · 
co ordinate cu1·vilinee omogenee. . 

Un tale riferime nto -si da rà (ved. n.12,p. 100) asse­
gn::. ndo com,_J.nque -_n+l c a mp i di punti indipendenti degli 
spa zi tangenti J)..:(òl",f3, f, ..... =&,1,.-·,n) "(le cui ccordina­
te siano funz ion1 omogenee d i. g r a do r ' delle v-O( ( •> 
qual i pu~ti fonda~ntal i de i si s t emi proiettivi l oOali 
( e un ( n+2) ""o campo di punt i , i ndipendenti da n ,Cfua­
lunque 'dei · precedenti , quali punti uni t8. : ma potremo 
col legare i fattori d'omogeneità delle coordin~te dei 
punti · ifot in modo eh~ le coordinate dei punti.r-u.ni tà lp­
cali slàno date· da ~- iJt( ) .Inteso c he le jj siano · 

Tet.Ì7l"OC.i d r r . -o( r/. 

gli -elementi.,...delle jjar in j 7J l ,le nuove componenti 
r r . o1 p-. 

di un qualudqu e t ens oTe pToiettivo ad es lli'4.ww f/J/J:J 
' Il À/1 "' saranno 

(19 • +7) 

(ove a d 
form . 

(19 .48) 

j" 

-. ~- fl. [)]} rn .: /-1_ .::. p. .... 
c( (/ ;;- o 

L)il - JJ,r A 
e s • :;z- - ;z Cf · e c c • ) • I n t rodo t t a 

(18 . 5 ,~))la de t i;azione anclonoma 

S>_ 
o( 

' 

(cfr. n .p ree·.,~ 

(*) Non conviene qui limita rci a priori a l c a sb che in 
erto senso si pres e nterebbe come pi~ na turale: quello 
n cu i lJ=I .Chè ad es. nel caso di olonottU.a dobbiamo sup­
o:rre 9::: (} • 
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la co nne ssione potrà rapprese nts rsi coi parametri 

(19 .~9) r_: = 1: ()( JJ 13 JJrJ + ()_ »lf 
fJ r rì li F ()( t ;s ()( 

sod disfacenti i D conseguenza òelle (19.26) alle relazio 
n i 

-~ :....;; .:...« ;;; 
( 19 •50 ) F-- x +à- x -d:. =o Jr o rt o r .:> 

La legge di trasfo rmazione pei tensori e pei nsrametri 
della connessione, per un cambiam ento qualunque 

(19.51-) 
,_tK ar -D( 

JJ = v_, . .Il 
i' r f 

del ri:fer1me nto a.nolonomo (ove le fJ-~ sono f u nz :?.oni 
delle z,-ct , omogenee di gra do zero, t af'i che .J [f!:, / -:/:O y 

e del resto arbitrarie) è·senz' a ltro forrnalr,jehte 
lita. Nella ~appresent a zione de l tensore di curvatura 
(o di torsione) interviene i nvec e un elemento nuovo, 
l'ente o indicatore di artolonémi a (proi. -';ttiv-o) ( "A • .~...n.---
lonomi t a t sobj ekt" secondo SCHOUTEl:T) c Esso s .i.. p:ce eents, 
nel modo più semplice, se ser i vi;Jmo le . -for m11le di com 
tazione delle deri~ate covarianti seconde di u 1w scsla-
re f(v-"" 1r' · ~>- 11 J : 

J ~ "''".) v ./ 

( l 9 .52) 

ove ab biamo posto 

( 19 .53) 

-à 
'"·· ··· urtto _Q __ .• , .. ~ . elfo 

. le ( 1,9 • 4-9 ) 
è l'indica tore di anolo nomi0 p roiett iv~ • 

ci dànr.o subito 
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(19 .5 4- ) 
« -

.D ~*' _ ..l) v 7J - S2~-
- -- v: ...l JJr -' jJ (/ . 

dunqu e le com pone nt_;_ i n rel a zione cd riferimento $no:o­
noro o del t e ns ore proiettivo r~vJ ( t ensore per le C-tra 
sform~ zi o ni) . sono l e s ~ mrn e 

(19.55) 

}/ 
... ;l 

I l · tensore t'wf' ( a nch'esso tensore per le C-tra~forma-
;d oni) ha in relb zione al riferimento anolonomo :IJJ· le 
c0mponenti ~ 

(19 .56) - - - . d - g: - ff - f -t=. -~- - ~ 
NJ_;r-/ -:::.dR rvii' -{)_F_;; ~ r __ .f __ -1': ./: "f-

.. r /" Q o( rr r/X ~,6 r ~ ~ ~ 

come f a cilmente si verifica ~ Ne seguono -senz'altro ie 
e~p:ressioni dei tensori di curvatura di torsione in 

~el~zi one a l riferimento anolonomo: e in particolare,la 
d1• p e - a' "-' ll '""' ''· d :~ 11 j= !" 1. ....; _ L!~ i _.. , • -.) L --

Per un , ute me;to quÈ1lunque (19 .51) del riferimento 
anolonomo l t indicatore ~h .anolonomta S2 r ' ha la tra-
sform~ zione seguente: «ft 

( 19 .57) 

- - - - - _, 
r' r o« OPf}-1'' Cì r () r S2 =S2 vv -v v .o-_, 

~~~---- tifi ~' . ,8• r [f' li"'] r 

Vi sonorife rimenti in relazione ai quali l'indicatore 
di a nol onomi8 si annulla : manifestamente essi sono carat­
te ri z za t i dal l 1 e sistenza di n+i funzioni scalari cpiZ(v-;v:;.,.11l 
.. _, .: · , . tali che sia 

( 19 .58) _]}:;: 
ft 

Si tr3 di perb che ( a differenza di quanto accade per 
l'indicatore dj adolonoma affine) la condizione ot:a detta 
r1on ·::oinci.de con la condizione 'd' olonomia pel riferimen-



to considerato: infatti pe1: "'!questo basta. che anc.he a .,_ . . 

no à 'un. comune f a ttore le .lJ si riducano ~'alle deriva 
di n+l scalari ~~ ,funzioni ~m o genee di grado z~ 1:o del 

'Z/01.• 

Applichiamo le nozioni ora introdotte allo 
un esempio p a rticolare di .connessione proiettiva, con~è 

tualmente molto semplice: il quale però richiederà una _ 
~ap p resenta zione della conne : sione proiettiva di .. tipo 
pi~ ~eneru le di quello sinora adott a to (~al n.l4, p .ll9)~ 
è d f al t:ra pà r~e ci da.rà poi una inte:rp.reta zione geome­
t:rica dell'indica t ore d ' anolono111ìa pròie t ti v o. 

Dati ancora _ gli n+l campi di punti i ~dip€ndenti 
-ti( . • • 

l! (zr: v-: .. -..... "..)v-") , o _ più pr~ci samente, le loro coordi- · -- - . . nRte ·a men6 d'un comune fatto:re, il che equivale a dare 
anche l' {n+Z),.ocampo di punti E.Ot'=..i:;~ ~7possiarno censi-

. o cc O( 

derare la connessione proiettiva integrabile definita . 
assegnando come legge di . tra .spor~o di un punto P la. _ 
condizione che ~i mantenga p roiettivamente ri~i~a la 
configuraz~orle formata dagli n+3 p~nti 1~- Ect:. P · .Il c~ 
equivale a_ dire che, dette ;;ccc le coordinate di -P 
nel sistema localeot {f." E J , dovrà essere ,nel p~s8ag 
gio da un punto _ v- a un qualunque punto infinit-amente 
vicino: 

(19.59) cix oc -= 
- -- (( • .J 

(,b X CIOe 

cp · indicando un fattore scalare ·infini tesimo. 
~a (19.59) con ovvie ~rasformazioni si scrive 

(19 .60) 

avendo posto 

-0( Q( oe -or ;: J 
~~' = -}~ ·?;: -drf·~~· (19.61) 

-Q 

rnan;ife stame n te que: ste .L,er sono da riguarda re _come _!_ 
parare t:ri della connessi_one proietti va sopra definita( tt) 

(-*) Risulta , a posteriori,quanto a priori "era prevedi­
bile m·a non senz'alt:ro eviòente: che. cioè si trattaEse 
effe-ttivamente di una Q.QEnessione proiet'tiva .L'analogia 
1i qr.e st~ co r. la :1ota con ne s si.one affine integra bile . di 
'VEITZENBOCK , VJ.TALI , EINSTEIN è evidente. (Cfr. n·, 7.5} T 
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i n rela zione a l p resupposto riferimento omogeneo (olono­

mo). 
· Ma le condizioni (19.26) non ~ono soddisfatte in ~e ne-
r ale: si ha sol t anto: 

< 19 .62 > r ;, v-,.= - 9 d"
11

0(" , 

-Cf 

detto ancora t? il grado d' omogeneità delle ..p · ri spe tto 
alle ZJ:O( • Le ~; sono , i nsomma, parametri. non. norma­
lizza ti; come i parametri relativi al C-r1fer1mento, 
legato dalle (19.~) . e (19.,) al sistema curvilip~o: 

(19 .63) 

Per questi ultimi pe rametri non valgono. le (14- .21") 
e generalmente neppure le (14.19): al posto delle qua­
li ultime si ·· ha, inteso sempre_che le ~· _siano omoge­
nee di grado 9 e quindi le ~ di grado -r nelle ?J-"'. 

(19.64) 
; ) r ; (t- 9) d 
~o p • 

Si comprende f a cilmente perchè le condizioni (14.21) 
e (1 4 .19) che ca r at terizza no l para-çletri normalizzati 
(in coordinate non omogenee) non risultilX!D ··;senz'altro 
so-ìdisfa tte: al n.l 4 le condizioni (14.19) erano . sta­
te imposte a priori, . ma è evi de nte che avremmo anche 
potuto porre, pi~ in gener8le 

) ' ) 
( 19.5:;.) F~Ò - ::. K(ttir----J-u.j. ~ ~ 

con X scalare arbitra rio ( 8"d es. k ::X ( cost.) come 
nelle (8 .40)) senza modificare affatto la-- co nnessiòne 
e cioè l a legge di trasporto dei punti: ciò e quivale 
i n sosta nza a d al te r a re per un fattore l • e"sn re ssione 

i du"'. E nei ri gua r di delle (14.21) : esse" ri sultcvc. ­
no in qua nto a vevamo utilizza to l' omogru 'fia di devia ­
zi one per colle ga r e ( pa rzia lmente) i riferimenti proie +­
tivi: locali a quello cu rvilineo (non omogeneo); non 



- 194--

saranno soddisfatte in ge ne r a le se il E-riferimento 
(o in particolare come nel c&so a ttus le , C-rife rimento 
è preventivamente as segnat~. 

Si noti che questo porta a una modi!i ca zione nella 
rappresents zione dell e lin-ç <- •' ge o det i c he: infatti nel ca 
so . ge nera1 .~ in cui non si su~ponga no valt_de le (14.21) , 
un punto sulla t angente a t'lO_d.i 2 t a (n .. 14 , p .111) a l l c. 

t a nge~te ( du r.' ), · av :rà coordi~E·te i)T o i et ti ve omo g ene e 

O(b: + r:ft- ;~~ , e. quindi ( Vé • ' n • 15, p • 13 4) l a SUp 

posta tangente ( du r ')invi J. up pexà ·una geo.de ·Jica a · conài 
zio ne che t E. le pu ·,co !X DÀ -r r.J d .:.t~ va ri lu-ngo la linea 

- . c , -Q~ d.f 
medesima. per trasla zio ne proiettiva, il che d~ facilme 
te i a seguente raplp:re se nt a zio ne anali ti Cb delle geode·· 
tiche: 

- >. d~t· (lri r2' + (19 .66 ~ -1- e -· o~ 
dfl ;; 

ove non re·sta tra cc i a del fatt ore D< (se non in Wl-) 
(Con_ r~; v intendi amo indica re gl i .elementi reci proci 
delle .- r:)1 nel determina n te l r !v l , supposto :j O . Cf:r. 
con le (15 .2e.H*) .. Noti amo che a ogni mo do :r: v è un 
tensore). · · 

L'espressione del tensore di curvatura in relazione 
al. l -' attuale rappresenta zio ne della connessione pr oiet_ 

. tiva è senz'alt_ro - la solita ; il tensore di torsione in 
vece· ha naturalmente l'espressione seguente: 

(*) S'inten.de bene che è ne cessario e sufficiente, 
·dato un campo di punti Q{l-) ne gl-i spazi tangenti "" 
· J=:.c. nei punti di una linea F: P~ P(è) c!"': e- l e rett.e 
PQ siano a'ssoci a te a lle t a n ge nti a r (cioè : orr: ol oP.· he 
nelle omografie di deviaz1one rela tive a i sir~oli pt n­
ti P )p erchè le rette .PQ c v n t en6 ano oo 1.. s e r i e d · p1~ 
ti che lungo r variano per tr3sla zione -p ro i e t tiv.s: 
te quelle che si ht'1 rfno p rende ndo come ··:mnto inizie le 

-----~-
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che u n po' si s er:1pli.fic a se si suppone (come è sen; p:re 
1eci t o: A anc he qu esto non è sostanziale ; e ad es. non 
val e nel ca_so delle (19 .63)) 

( 19 .68) r o. 
cJ l 

o. 

Tornando alla rappTesen t azione in coordinate omogenee~ 
con le (19.25) passeremo anche dai parametri ~(1À~ più 

-o( ( g3nerali a parametri F ,Btf' . , pei quali le 19 .2 ) non 
valgono: a l luogo delle seconde equazioni (19.26) si ha 
soltanto, in forza delle (19.65) 

(19 .69) 

'· 
caso particolare delle (19.65) e (19.69) sono le (19.64). 
Risulta era chiaro in che cosa la connessione integra­
bile definita dalle (19.61) differisca dalla connessio~ 
ne integrabile dell' ~n proiettivo: a differenza di que-
sta _essa ha una devia zione non nulla • . ~ 

Anche in r elazione ai paraffie tri più generali ~~,~a 
&d _un ~-riferimento, le dif'f.erenze · · 

' (19 ~70ì 

son:o le cmrn clnenti di un tensore_., che pot,:remo dire ten­
so re di a ;:;· ." . ::! ' ' .~& t:ri a della connessione proietti va; a dif 
~------~-· 

fe re nza è:'<. ~-u~1 nto a c cade per le connessioni affini esso 
è del t ut to dj stinto dal t~nsore di torsione ( e non· ne 
,, s tat~ ifd icat_. sino. ad ora una interpretazione geome­
t.:T ica ) • 

• .. .. 

qualunque ·pu.nto della retta PQ iniziale. Questo spiega 
perc hè ~. DANTZIG .e SCHOU~EN , i quali definiscono quali 
geodetiche le linee invilup-pate delle stesse tangenti · 
_f Q qu&:1 r1o Q va ria pe:r traslazìone proietti va, trovi-

:~. 
:.10 in ge ne.ra le ~on una, I!1a _oo geodetiche uscenti 
dn un punto con una dire zione assegna ta. 

. ~ . . , · ' 



In relazione al riferimento omogeneo esso avrà com­
ponenti N .. r = w ~A w v cl~ .ft(.'; ~f;,.J. Ne ri·caviamo (c 

o(.j3 oc P. /1 r- L"'P · 
27) na nuova connessione proie ttiva "simmetrica", cioè 
a pa rametri simmet rici, "associata" alla r)v : 

(19 .71) B,,:. = .r;_.J.-.N,.;;' = ~:) ~ t(I;~+F~j 
Anche per que sta sarebbe interessante precisare la re­

l l a zione geometrica con la connessione di p~ rtenza (cfr. 
i§) • Nel- riferimento omogeneo essa avrà i pa rarre t ri 

- - "( • -0( 

B /3r = r(PrJ ; 
Calcoli amo in pa rticol are la connessione simmetrica 

associata alla connessione (19.6l), legata a i campi di 
-~ . punti .IJ .Otteniamo _. 

-q . J5 _:« JJ«Jf z} 
(19 .72) B!Jr- d(r ,e)· f' = - 'd(r ;aJ r Il J 

cosicchè, secondo le (19 .49 ), nel riferi.mento' anolonomo 
determinato dai punti . Jjti tale connessione avrà i para-
metri Cif- · • 

(19 .73) 

Co nfrontando con le (19.53) abbiamo infine 

(19 .73) 

J) or-S! 
.J) 

,8] D( • 

ov e l'eguaglianza, s'inte nde bene, va le in relazione al 
supposto riferimento anolono~o: e del -resto altrimenti 

.. non avrebbe significato, quale eguaglianza fra due en­
ti di natura affatto distinta.(~) 

Si conclude che l'indica tore d'anolonomia ttiva 
52~ ha ·la seguente interpretazione (analoga a quella che 
f[ho dato (1936) per l'indicatore d'anolonomia affine 

in relazione a ciascun riferimeqtc aholonomoi definito 

( _. ) Secondo SCHOUTEN una tale eguaglianza , valida sol 
in relazione al particolare riferimento pel qu.ale è scr 
ta, si designa col simbolo * . 
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ai ·p:l t'tj lJ q•~éLLÌ rnn~ i f'ondarr. entali e Z _ -!! qu ale 
C'[ <l 01' O( 

pt n te t~. : .. i ' ... à loc~1-·, c f::'EO h3 quali c ompone n ti i · p a 1·ar.e tri 
-a~ ( c am i8ti di .:egnc, della conne ssi one s i mmet ric3 
» pr . 

88 ; -;ci.s t a 8 llCJ co nn 2ss:io ne p r o i e·ttiva i ntegrabile che t\a 
aual lagge di trè s .ì..azic ne l ' invaPianz.a.. p r oiet tiva 
della conf:igu--razton':~ f oT r.::ata da l p unto tr a sp-o r t ato coi 
punt i f D( e ~;x -f o. 

Pos siamo ora ve .iTe a qu lle p i~ notev oli applicazio­
rd del le co m: d"J il 3 . .,~: r. n :r m!~ J.i e de i ri fe riment i no rmali 
già e lt re voJte ac ~~n~~~ e (pp. 53,163,112) : e cioè alla 
co s truzione d l le if t::at_en..sio ni R del t en so ri p r o ietti vi, 
e de i tensori T; :ro i e ~ ti•Ji no r: .. 1ali. 

Spie ghi a mo ~~ zitutt c 11 pzocssso geome t rico: abb iamo 
indi cato a l n· .18 c oe: e s i at t ng. , insi em e all a :ra pp re­
sent c zione i2 di un& regione R della va rietà a con­
ne ss i one p :~o iet ti va !1

12 
S'l.:.l l o spa zio p roi e tti v o E,z a d 

es sa t angente in un punto (:rego l a :r-é ) O , anche u na rap ­
presen t azi one dei t_~u-;o -::- i proiE. t i ·!i di ~ medi ante _ 
t eneori ài · 6n. J ·da :tn ·J !ì.d r si ~lYPlica-ti nei ris~ t tivi 
punt i itnì1"3 t;ini; e aL.zi a bbiamo indicato due 1l ffer.enti 
pr oce s si pe r co st ru~~~ q• e ~ ~u_ tima r app r e se nta zione : 
a pa rti re d.s un t en;Jcre H," le' il pri mo dà un nuovo ten­

"'l.~ so r e 

( 20 .l) 
-'dzr du.::l 

'd u.~' ~z~ 

o( 

l e Z e ~~se nél ~ (n .1 ~) 2..YO Y dìn~ t e no:r~ali omogenee del 
punto P (u. ... ; sn1 l a Ph } cioè ""coordi nu t e H nie tti·-le ~ 

sul l' ~r. de l punto i rnmsgi r:e P . Il sec_o n do pro0e s so 
dà (ved . le (18 .5Y) i l tensore 

r 
( 20 • 2 ) 'l-/ . . o~ - , Y) Y ,8 Y /1 . . v 

' . ':p - <>< ft v )_}t , 
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ove le YÀ sono da te dalle (18 .57) (e le ~ 
(1( 

rispetti vi e lementi r e c·ip r oc i i n. l / tll ) 
t e .. /!ltl(~·rè il tensore che s i o t t i ene t ra s po r tando in ..S 
il tensore H;,·; v per tra sla zione pr o i et ti v a i n ~ " 
go la ge o de ti ca congiuage nte P O ( ;<-) .Per b-r evi è. chia 
mo rappresen t az ione olonoma ed a nol onoma 1 e due l '& p p 
sentazioni ora dette : "che de!3igneremo con - ~ e ~ 
t r e T servirà a indico r e ind iff ere ntemente l' una o l' 
tra. 

Cib posto, l'estensione r-e s ima di un qualunque te 
aore proiettivo, a d es. H_;;. v (si inte nde c he c i ·ri 
riamo a un campo di te n sor i} si cost r uisc e nel seguent 
modo : l) viene r a ppresenta to medi a nte T 
supposto con un tenso r e di ~n : ;;> H~~r · ( che, nei due c 
sarà "H ;~r od 'ft ~~r ) . 2) I n Sn. ·s i ca l col ano le 
v a te ordina·rie rc:J't.ti,;,;r ,componenti di un nuovo tensore 

. 'ò.Zw: .. ()i.«~~: .-' 
P17 • 3) .Il tensore oosl. ottenuto ' Vie ne rip o :rtato, 

mediante la r appresenta zione T--~, in ~ a l punto · P 
primi tiv_o; ottenendo cosi un ·tensore d.:i ~ c he s a r à 
funziOne, ·oltreqhè del .. punto P, anc he ael punt·o O 
(cioè: delle u • ed u z. ) , 4) Si f ermo e oincide r e i 
·ti P e~ O , cioè si pocne O=. P(,~l'_u_ L) . Il t ens or e cosi 
ottenuto è appunto 1 8 estens ione :r- ·e sima ( r is'Oe t t iva 
te olonoma, o'd -anolonoma) del tens o.re pro i et tivo di ' pa 

' tenza e la indiche r emo c on E Il · · v ( r i9·oe tti vnm 
(o) · (a.J ~ -··2"" ..l u • 

te~ E H .. , ed E ~ 1/:·v). ' t / 
~ •. ··4a ;.# c; ·-- ~ ~ . ".!.~- . 

A questa costruzio~·e geomet r ica corrispo nd~ il pro-
. ~ es so a nalitico s egue nte~ calcolate le comp oQenti di H 

i n rela zione al r ~ferime nto normal e olonomo ; o s quel-
l o anolonomo completo (n .18 ) di ori gi ne O , s e ne f 
no le deriv a te r-e sime ri spe t t o a l l e coordi n~te 

(*) La r app rese nt a zione s i r i duce in e ntrambi i 
l 'identità .qua ndo P =- O , e- pe r que sto conviene non 
una distinzione fra gli indici che s ervono p er ~~;,··v 
lativi a un C-rife rimento), pe r Wo(~r (relativi a ;_n ri 
·Ii me n t o orno gene o o.lo nOmo) e pe:r 'li;~ r (r e la ti v i a, 
rife ~rime nto anolonomo). 
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li omogenee dal punto P d 'appl icazione: e si valutano 
t&li de riv a te :- el punt o O o t ve nendo così i valori in O 
delle ~omponenti , el nuovo t en sore, estensione -r-esima 

Il .. " d:i. ·Ja. • , 

Diamo sub ito un eserpiofo : pe r . un v;ttore proiettivo 
0ova~ia~te Il; c~lcoliam~, .c-;. 11; ed E~ f/,1 • · 

· Abb~amo an zltutto, ~n . c9nseguenza della (18.34), 

( 20.3) 

e cuindi . ~ 

( 20 • 4- ) 

= d",\ _ tr;, ) rz~;;)l) _ .!..(f7 r 01
J 1 ~ "1/'r:. ~~L 

tX C-' («l>) }o ( ~ o 2 '{-zo o(vJ}~ ( Z, ~ )( Z "c/. 

oli 
n ::: 
•. C( 

di ·qui derivando segue 

~ 20 • 5) 

"" v .- . 
valutando nel punto O , cioè pvnendo Z ~ J: .. , tutti i 
teru::i ni t r ascura ti e anche leultimo di quelli scritti 
si f1 nnu11ano e re sta (togliendo l'indite. o in quanto O è 
un punto qu61unque e ora è tcl t a la possibilità di equi= 

voci) 

(i;) 

(20.6) E?:~- d?:f{-r;?.e)~ == 0~~-~~h'A 1 

. 'J . ,· <() 
ov e al soli t e ()~ = t{)u ~ = ~ 'òu~ (per enti, come ~· , 
indipendenti da u.o ) e .B.!~ è dato dalle (19 .71) • . 

Ramments.ndo po i le (18 .52) 1 cioè 

( ') t\ (' ' ' - v _, () ) '1-1 
o( 

À 

-1~-



onde 

( 20 .9) 

Analogamente, p iù 
di un tensore 

i dentifi ca con la derivata covariante proiet t iva fa.tta 
coi p arametri della conne s s ione simmetTica a s sociata. 

Per le estensioni d'ordine RUpe riore~ il cui calco: 
lo ri sulta ovvi o1 notiamo che esse presentano n&tu.:ralme 
a differenza dalle deriva te cov a rianti d ' o rdi ne supe= 
riore al primo, la commut a bilità degl i indic i dt deriv 
zione: questo ci assicura che l' iAentlficazi ne ,? i cui 
ora si è detto, no n si spinge oltre al 1° o r a · ne ( se vi 
è curva tura ) • 

Vi è 8nche un a+ tro mo do di ca l colare l e estetlsioni 
dei t ensor i , indicat o ;pel c aso affine (ma l 'e stension e 

; ' . _, 
·è ovvia) da l BOMPIANI (1940). La rapp resent <..~ zione T 
po1.·ta nèl J a ~ l a connessione integxabile dell' Sn tan­
gente in O ; · ir: qu Gn t o QUesta ha nell' .S~ in re1Fazio­
ne al riferimento omogeneo dato a l l'ordinari o sist ema 
di coordina te proietti ve za, un si s·!:iema di parametri 
tutti nulli ( Cfr . n.l6,form. ( 16 .1 ) ( 0 )) se ci r iferia 
più prèc isamen t e alia ~app:r e se·, t a zio ne 7;; quel l a conne_! 
sione è i mma gine in sn di u.na connessione di pa ramet r i 

(c;oJ ~ c" ~Zcx duÀ 
< 20 .10) n - d )'<Y - v CC)u f< . 'dZ«-> 

la quale è in J: ,c'ome mostrano l e ( 19 .çl) ,proprio la 
connessione int~g:rabile ottenut2 a par tire dagli n+i t 

p i di punti <ou~. · ,- o-ve « s i :r ig'....:.a r di . come un indice o 
' dinale (cosa 'f~iimente prevedtbile a priori). Tenuto 

con.to che in forza delle ( 20.3) abbiamo 
o( - . - ' 

(20 .11> ~;A ~~:(l(;~Jrz~~)~-J(~I3~~!2/)o:11{;;j-· (z~~J(z!~ 
. \ 

ot 
(o_) B' ovvio il passaggio da i ~g:rametri"' mi s~i _A<·~~utti 

, nul!j._,a. pa/ametri proiettiviJ;1 : alle~~ p ot:remmoda re i 
valor·i Ko ma p o s siamo anche porre )(::o ~n mo do che anche 

r « j3 l le si ano tutte nule • 
. ·· Pr 
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r isul ta , eo s ·i tue n ~ o 

( 20 ,1 2 ) 

(•) . ·!/ \ ' 

!T) (. )r 1 ·~ IJ.) 11 <è ) r 'è p:) 
== r '+ Il .r +.r r . ( z -d o + ..... . 

fCV {J..c. V, ,f., (~ ~ V) {c,; v) (_r·;;) , 
0 

il che dà subito , ovviamentE, l~ c oinci enza nel punto 
O del l e ' de rivate c ova r ia n ti rel at ive al l a conne s sione 
~ 
~v con l e es t e nsio ni :prime 0 l o noroe . 11 a più in gene:r ·-
le: le ~~tensioni olonome di un tensore in 0i ~ ~ cun pun. 
to O si ot ter;gono qu&li àer i"a ·e covar ia.nti .re l a tive 
all a co nne ssio ne .ff ;\ . corri spcnd€·nte a l s up l;'osto punto 
- O ; que sta è J.a e; ostruzicne del BOMPIANI e vc:ùe a nc he 
pe T le es · e nsioni a nel ono- e 1 so~ti tuit a alla ccnne.s s i o ­
ne· ( 2P .10 ) l a seguente: . 

O( 

j;h· =-d y. y-A 
l 20 • i ? ) p v ,., ~ çl. .) 

avente qua le i mmagine j_n 7; l a conne s sione i ntegrabile 
dell ' fj n t angente ne1 punto O considera t o . L9 ve rifi ­
ca anal it i ca no n p:resentereb .e di f fi c oltà: ·ma a p rior t • · 
evidente come l a derivazione ordinari a Tispe tto alle 
z« il1 /3n. e-quivalga in I;: propri o a lla de riva zione 

covariante relativa a l l'una o all' a lt ra delle c onnessio~ 
,., " ('llf) À 

ni integra bili lT .> 1T 
;..cv ,1-tll' 

Veniam~ ai t ensori Yr oi e t tivi no rmali: essi ~i ott en­
gono qual~ estensioni .ol onome od a.nolonome) de~ t en­
so ri ìHCie ttiv i 

(20 .13) = 
À ( o) J 

r " - ;7u. ' ' )" r /Y 

~ p~m.:r e 

- ( a} • • À 

Q _,uv . = 

esprime nti,i primi due, i l di va r io f rs l a conne ssione 
èlss egna t a r).v e quella int egr abile c he su F,; vi.ene 
ri )Or tata dstl a r a ppresentazione "T-" o :z;_-t qUEi e j_rrJìì& 

• c . 
gtne òella conne ssi one integrabile dell ' Sn pro ietti-
ve·, e a nco r a il diva rio fra l ' i ndi c a t o re di anc lonomi8 t . 

di ~ e ~~:uello di sll ' nullo in r e l._a zione s l sistetll8 
co or è:i n:'3t o ZO(. -

BORTOLOTTI-: Spaz.,· a connessione_ proùffi~a. 
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Pih esattamente: b i sogna considera r e an che le esten­
sioni di ordine zero, ohe sono i t e r: sori sventi in cia­
scu n punto O auali ,co r~no nent i i veJ. ori rellf.+i.vi a tale 

• (_o/ i\. ("'-.\ . À r.~ 
punto dei tenso ri Q,~;; op ... Hl!'e Q~'-" e '[.f<-v] • 

Il primo e il terzo di questi tensori (eetensioni di 
ordine zero) coincido no entrambi col tensore di asimme­
tria H .. ; dato dalla (19.70): il sec ondo è nullo. Posto 

;'<Il 
(o) À (c) (o} . '\ 

<20.15) x·· _ E Q··" 
- /l t.> • ~ "".z .... C<Jz. ~ (..U.z .. •. to~ )A- y J 

e d'al tra parte 

( 20 .16) 
(cr.) 

,....... 

c . "' U) w .......... ~ 
l lZ. ... 

. (à.) ) 
Q " 

ftt' 

(Q.) 1 ' 

7T""'' 
[~vJ 

eia scuna delle due serie di tensori normali, olonomi 

(o J. • À . 

• J NlL.V. ww t·~··· r· 1 2. -

{20.17) 

ed a.nolono111Ì 

(20.18) 

co e ti tui se e un si e tema comp l e to d' in vari a nti diffe r en­
z ~ali della connesEione p roie ttiva r i ep etto alle 0-trE­
sfo:rmazioni. In par tico l a re i t t:f' sori normali d'egli or­
dini zero ed 1 (oloncmi · oppure a tÒlonomi ) dànno facilmen 
te il tensore di . curvatura (e torsiohe). Ci limitiamo a . 
questo cenno sull'argomento: il quale del re sto è stato 
etudiato sol tanto da un punto di vista a sssd ·di verso ~ d.a 
rr. .Y .THm.~AS (1926) con l'ausilio del l 'in t erpretr-. zione , ;. .- · 
( ~1-' l) di~ en sionale, di cui è i remo al n~ se~u.ente . 

21 .- . Interpretazione (n+ l) - dim ensionale. 

. . - d . . ' ( l -)mo ~ Sino dalla p r ima irr~roduzione e ll n+~, ... parame "ro 



.. 
ti-o ('t .Y .'rHOMAS,l926) si è presentata naturalmente que­
ste i~terpretazione (n+l)-dimensionale: conside ra re le 
u:~ ( À=:- ~ l,~ .... .,n) come coordinate è:urvilinee in una var ie-

' t à ad n+ l ~imensio n-ì· ~- x h+·, J j)el' ·la qua l e le r;y si po­
tranno cons1derare v1al~ parametri di una ~onne e sione af­
gne. Questa i _nt erpreta zio ne è sta ta studiata parti co la r­
mente da J.H.C.WH!TEHEAD (1931), e poi utilizzata sot t o 
aspetto un po' diverso (p ei1sando le •COOrdinate curVil i -« . . 
ne e omogenee v- quali c oorrli nate in una X }da V". DAN-

~+1 . 
TZIG e ~d a SCHO -i'EN. · ) _ 

Siano dunque le .r;.., pa:ral!(~tri di una connessione proie~­
. ti va , relativi e un C-rife::rimento; in u.~ ~ primo tempo sup-

- ·"' ponismo che tali parame t r i siano soltanto soggetti alle 
c o n d i ~i o n i ( 19 • 6 5 ) " ;c i o è 

( 21 '.1-) 'l/ 1 n ~"' r· J:....- r. · ;" · 
y o /l u J •• : -.;, u {)v • . 

. À ( . • è Le - var i a bili U e ~ ~P , 
l 

le coordi r:a te cu:tv :i.l inee · l·t 
ne:;. .+:a Pn_ e il p'?. r ametro 
nei l e u -1' ma co n fo:r'ml' l e 

!.L 0 
) ·si. p o 9 S 0 i'l0 tra sf or ma re 

d i trBsfor J:Ln zi c ne 

( 21 .2) 

sogge tte alle condizioni 

( .. ,.., 3' 
.:. J. • l 

:F'eT queste trasforma zior:.i 1e (-21 .l) . hanno signif i cato 
invfir i sr. te ( e più preci s amente: lo stesso. scalare X è 
i r..'J&riar: t e); più in g e ne rale le _rJ si trasfo:rman;) "in 

,UJ) 

~l À Cl AÒ " :'"") À' 0:~ QÀ' . . 
( 21. 4) r =: r v u..,J ìl, + 'J , ~~~ · vl 

f''•·~ }-IV ) •' /' , .1. P r Il 

Cì-1' 'O u: ~ l \ 
t a l soli t o essendo t7..:: --,-1 .Ramiuentiamo infine che 

"A '.) u. " 

{ 21.5) 
) o 

• è. 1.. le J: .. s'i nte•ldono indipen ~~enti da U (come C l O , CrLe r-r 
e.nche, almeno sino ad c.r&.) <J l;b ianw ~ empre in t'e so indipen-
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dtltti da u" t utti i t nso:ri proie t t ivi co nsiderati). 
Interpre tiamo ora le u ). com e cc or di nate curviline~ 

in una va r i e tf..l. a d n+ l dirne n s i .o ni. : in que sta le r_)v so-..u . 
no paramet ri ~ i 1na c onne~sicn aff i1e, ~erciò la varie-
tà in narola in uant è dot " t a di una c onness ione af-

- ' > 

· fine, v errà cii ·eeig!1ata con A,.,.1 . Le c oo rdinat e · curvi linee 
u ) nella A n+t sono so ·-ge t te .a rest rizi oni., espresse 

1 

dalle ( 21 ~3) • J?recis·ame n te: le co ndizioni 8-~ O esprimo-
o' 

no che le tra sforma zioni di coordinat e cui sottoponiamo 
l a A n +t sono so~o quelle che 1a sc~ano invariato 11 si­
stema dell linee U 0 , cioè . le J in~e sulle quali va ·ria 
la sola u 0 é' l e u z.. ( i=~~.: .. ;· '7 ) ha n tlo i nv ece v al.o ri co- , 
stanti .. Dunqu e: in re a ltà l a varietà An+t ,.in ,cui ra])_ 
presentiamo l _ conne esione proiettiV'à mediante una con 
ne ssione a f fi ne , à una va rietà (n+l) -dimensionale .in­
cui è Qata una congru~nza di linee. au~lle delle linee . . ~n~o · ' .. . . 

L' e lt:ra condizione ~=·o significa che ner di -r. ià \ . o , r 1.:' 

l ungo ques ta 1:!-ne.a. ·lei- ·stesr,;.."' ·pa rametro u" è date, a me-
no s oltanto di un addendo, cioè d~lla scelta di uh'ori• 
gine : o ~ella intera An+l , a meno della scelta (arbi­
tr.a ria) cii u na ipersuperficie U

0=0 inizia·le. 
Chl, Gmi amo secondÒ 11THITEHEAD , raggi le linee della 

cong1·uenza invariante . . 
Esse nd o ide nticame nte 

( 2} o6) 
) 

o 7e ~~- i ,c io~ 6 ..... ;.. ove si riguardi qua le indice or di.nale, 
(/ / 1.(... 

sono ·ne r u ::; o 1 ' ·- · r1 i n Pn i pu.n t:.. t' ond a t:en t eli e :i.. n 
t" --- , .l :/ - - _ _..:;_..::..::...::::_ 

An..,. 1 ·:J. -~tto:rj 1. ondame11t a . i df!l rifBr j :nento l ocale 
gen2. l c -.n diz ioni ('l ~l) e q_uìvD lgono 

( ,.., •r 1 
~ .4 . ! .l 

ciaecu .~ r &.<gr to i •et t ori fonùa­
locpl. e si s:poetano per pa rall e­

l i srno 1!1 An ... , B en ~i ! più pr~cis a.t . ente, i n. z~odo che 1 1n 
cis s cun punto r(c-< A._} ~il p~ ss~g gic al punto infi rì i tar:len-
ie v icino *P(ul~ ll'"-r du. .. ) S"ù. l raggio ch,e ne esce , è dato 

...... 



· 21 ~a; 

abbiamo 

( 21 .s) 

Jlv· . ?­

·' iJ~ v 

1v· · · · 'è =-· -~ ir ~ - s ?-a }f" 
A o v o . VÀ . v .1 .) 

e q indi , c sendo secondo le (19.34) 

( ~ l .10) 

. . 
abbiamo t s erup · e :tl'1 c:o'1Se3uenza del: e ( 21 .1) : 

( 21 .11) 

· ~, , nqu.e 

ysle a 

(2_1 .12) 

x ···'t' c; 7' 1 · r~~ r ··"" · 
l - cJr --d "' ., . 

/1 '-'V ....,. 0 _YA n+t 11 ~ • ...,~ 

la c oni'hz:Lone (~1.5 ) in fo rza de'lle (21.1) 

J 

equi-

- ••• ?;- ... ~.) A 
Ora: .fr) v e in -n ~ . l tensore d i curvatura; in n+l (ove 

'fi è 11/ ••• 't") .. il t.eneore di cnrv~tur'-~ -rl - 1 1-~ conne;:;eione Effine uJ._.uv 

e-l'!s o è ~~n el lo che potr'è·mwo dire tens6re ili curv -0· tur9 di­
rc zions1e i. il cù:;. annullursi è 1a conr1i zione necessa ­
r~e e suff~cj2 nte erchè ·i traepo rto delle direzioni 
(o· ~i a _ i1 p9i.'-oll e ~i srno) rie 1la oenne;::zione affine F~v 
s~a int>J g..,..:.bi.le . 12"-pfime e.q~a:-.. (21.12) ·-si inte r -ç ret <:::no c.o­
s· : in c:s .:·2-;;tn 1•'121 . .... 0- "i ·.A n +l e·. s ec ondo cis scuna f a o -

- . . "' .... 
c .t t a pia1 a c ... e 1ll .~c~ e e; ontien e ls t :3ngec t E? a l r'"'g - · 
gi o che v i ..,.rssi'; 1.J. tr :-:.:::-y orto c ic:li r::o di Ul'l5 q_tklunque·-_. 
~i~ zicne . Ge c~ndo l G 1BCrl2 di p~ r~lleli sxo de lls connes­
eir· t1e- r" no;~ f.à i "0!':..: - 'i •l' TiC frs. di r ezi o-ne i n i zial-e 
, ... ~ .. p.\) . • ~ - .. : - v __; - ....,. . .f~ T-- - t r'l. ~ .., ,-.. Ì - .... , 

e -c->.;n·· ·: P (* \ q ~ v-=-c ·=- b J.·> cc · .P non "'l. a a.~.~·~t..., ,1~-1o---LJ;,aue J .. .J.. ..... ~ •• . .. j . . ~· ..L. \:; .._. ...... - ..... l.. _... - - .. 

~Le seco~~e '21 .12) acquista~o sign~J..-fl.'c a ~o sem"li ce 4 
"" w J ' .1:' .... .., 

<ì•Jvio -qua njo, com : è le ,~i te, s .' i tenda resv .){ =- cos t. 



------------------------------~n·-------------18 connessione affine }'"~ che pub interpretarsi come 
magine in uno ~pazio ad n+l dimensioni della supposta 
connessione proiettiva. Precisamente: essa è soggetta 
a l la cond i zione che ne1la A,..,.1 esista una co ruenza 
curve ("rag-1" eodetiche della ~annessione tale che 
l n ctascun punto e secondo eia scuna -g i a ci tura piana che 
contenga .la tangente al raggio che ne esce la curvatura 
direzionale della connessione affine sia nulla: ed esi= 
sta un riferimento coordinato. pel qu ale il tr.s sp .o:r-to in 
!init~simo dei vettori fondamentali lu o un r o di­
ferisca per una omoteti~ nello spazio iniziale del tra­
sporto _per equi :poJ 1 enz~e). . -

In questa ipotesi rl,p::~ al t a immediat a 1e pos s i b i li tà · 
di prendere quali linee doordinat'e di u n sistema, ad es 
epp :mt.o quali linee u", le linee de l la supposta con-

/ 

gruenza. 
I l passaggio dal C-riferimento a 1.1n r"ifeTim ent o om 

gene o Zt- oc. (n .19) in .. A"+I - non . è che u"n cambia mento di ­
coordinate curvilinee: pel quale i :~:a ggi divengono le 
linee 

l n L v-o 

o le uali si mantengono co.sta!'lti i mutui rapporti , 
e l le coordinate ·tr :linee uscenti tut t e da un punto 

( -zr«=- O ) il quale perb deve inten1e :rs:t ea_clu.e~ ~ alle np 
et~e onsiderazioni in au&n~ a la trasformaz~one (19.2) 
o ( 19 .t) vi ha unn SÌJl,g~lari tà. (In al tre pti r ole: '..lna 
congruenza ·o schie·z-~-J~i curve, tal e che per :.:;g.~l. p un~ 
to dello . spazio ne passa ur..a· e una , ~o la; è topologio&­
mente equivalente a una stella di curve, o anche di 
rette se l'ambiente s'int~H.~..de proiettivo: · da cui però 
s'intenda tolto i~ ce~tro).~ . . À , _ . 

Torniamo al pn.mi t1v o c:;lstema curv1l 1.neo u. .L~ J..)-e 

su perficie u·:ctr.>t _ con sono inv grianti -per le tra sfm·­
ma zion i (.21.2) afumesEe, anzi :p oo si a no f a re 1n mod o che 
·una di que11e ipersuper f icie,. ad es. u·.::O ,si identi_ 
.fichi con una qu ;;. lru.'l Q ~l~ ipersuperticie, data ad srbi~ 
trio, a condizione .soitonto che essa non s3:·'3 l uogo di . 
raggi (il che po11terà elle, almeno. entro u.ne. convenien­
te regione di An-r--i·· , la ~'e'à eq_uazj_one pub ris'olv.ers~ 

-- ( •) con l'ulteriore condizione e e·px:essa dalle seconde 
. equazi onj_ ( 21 .12) • 4" ~ · .. 
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riepi,Jtto" ad U
0
). . ! . 

In una iper.supe:r!icie Z , ·assunta come tt:OO (o an­
chell _"g cost.), la oonnesaione _a!fine r)IJ dell'ambien-· 
te A,.;.1 (cioè la connes sione proietti va di. ~ ) deter-
lllina una conness.itme affine r.~ e un tensore affine .[7 ·':e 

cl~ ' J..., ' 
(ved.n.l5): sono p:reoisaaente la connessione subordinata' 
in~ _gua.ndo si prendono le tangenti .nei woi punti al­
le linee u c che ne - escono quali pseudonoraali; e il :r.!: 
1ativo tensore di curvatura euleriana. : 

/ E 1nfa t t :C sc.x"iyen do -c-ne ·l a de rivata oovar-i an,t~ 't1i ~/'· 
è nulla abbil;ìmo. · - 1 

( 21 .14-) 

il che i n sostanza è una semplic e :.identità, ma s'intez_.~ 
p.r eta manifèstamente nel se n~o voluto , perchè il primo· 
membro è prbprio' in .relazione a coordina. te u."' per l l am: 
bi ente A :n~~ ed u z per Z , il te n so .re completo e 
pe:rcib /"'.0

• è 1J t e:.1so:re ridotto ( o: essendo preso co­
me vettor~ pseudonoraa le) 1 i cu~tvattfra euleriana(*) 

Fin qui intendeva mo che le r;v fos~·ero pa r amet1·i · 
gener8li della con ne 2sione proi t: ttiva; un cambi amen to 

~ À . J J .r = r +;;- ,:,:. 
!"- v _/-< v p ~ y 

(21.15) 

ove <Pv è un 2 r ni t:rc1r ic vettoi·e pr cie ttivo c ovaria n-t e, 
mut e i p :-1 r :3r.:. e t Ti '21'3 n on 1a l ·~gg·e 11 t :ra spoT to dei punti, 
perchè si h& (cf-r . n. l 3,pp . 1 08-109 ) ,lun go una qu alun­
que cur va r: 
(21.16) 

d~.) .r~ _J.!.du"' /d;3; r 1 1- )" dttj -/<:P,du-' 
---+ r-<"' X - -= 1.:..-- + , X --- e 
d!- dr t cl! . ~.. 1 . d! 

o ve 

( 21 .17) 

ltin t eg:ralo 
ztone &d un ,:;. 

intende ndos j. cale~; ::j te l ungo r ( in :rel&­
(sssegna ta e ~; pre sc· one di u~, o rliQU

0 :che 

(*) y,~d •. il r:-ti_o l a v . ci t. ne -118 nota ( 4 .a) a pag .87 . 
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a sua vo1 ta r .on ha alc una in luen.za sul1!3 egge i 
tra sporto dei pttpti; ved.pp. 127 -128). 

La ( 2-1.15) _è anz · la più .uen e :role L E,•:':'o.r ma zione dei 
pa rametri proiettivi f.?.v c he tioà m t i la connes<'livn~?· .. 
In An'*t d'al tra parte,4-<la {21.15·) r appresen ta la p i:­
gene rale t ::ca s f'orma zione della c onne-~sione 8 f f ine r:~ 
che non né muta l a legge di tra sp orto del l e dire zj_onj_ : 
cosicchè è in sostan za una connessione affine data :l:_ 
~e no di una trasfor mazi one che ne con ~ erva . pe r a lle-
l i s o , che ra~presenta nello spa~~o r d n +l dimea s i o' i 
la c onne~sione proiett i va • 

. Daquanto s'è visto al n .l4 (cfr. n.l9) r:isul ';G che 
possiamo sempre, per una singola com e ssio r.e p .co i e t ti ­

va, uti~izzando l 'omo gra:fi a didevia zione ren,:e ... e :::o à .. 
disfa t te anche l e cond i zi cnt: . 
(21.18) 

l l 

r~i ~ ~-
inteso che i ns i eme alle ( ~1.1) valg ah o qu.e~te pc~r eU'() 
con una opportuna traà:formazione (2I '-.15) re nd re so d­
disfatte lE; condizioni Eeguenti: 

A l 

( 21 .19 ) =- r "' . or 
psMJare cioè a i pararetri normalL'.zati dell a connessio­
ne praiett iva (ve d. n .1 4 ,P .119 1 .Basta pe r quest o por ... 
. re, ~ nelle ( 21 .15): 

. -. ,. 
' · f 2 . <'lj) . \ .. . ),. _..,.~ . . 

Suppos'to du.nque che valgano le (2 1 .19) , to:r:ni amo a in 
.di care con.r.: i " pa rame t xi ( no:rm8li z zat i). -

... Vediamo (ua·li corri sponde n t i s ec.pl i fi C F.i ?- i oni ri su l ­
tiJl9 nella rappresentazione in ~A. n+L• 

·_ Le .(21.19) , o megl io (1 4 .19) e (14-.21) , sE rio que ­
sta sempl:.ice ,· i nterpreta zione ( GOJiA.B): la co ngn1er za dei 

t 

r_a.:..;g)ICoo!g~i~s:....:e:....!:gL:.n:_:.:a:..__.::.S..:.ll:__:::.;:u.::..:e~g~e=-n=le=-=-r-=i-=c...:.h:.:e:_:i~:p~e:::...=.~ :::.s-=·a.:.:!::1 ~e:...::r~f::.....:i::...(.::.·a::..· e:::.· __,p i A f un B __ n+ --
c orr isponq_enza che conserva 1e geode iche delJ a ccnne.J-
si o ne affine in otta .S'li e sse p re nde n do l e ter. g~ nt i ne·; 
loro punti ai ,.- :i'agg i quali ·pseudono :rmal i (*).Di cend o 

(*)Più ' esat1;;mnen te : è ne ce ssario e sufficie nte , }Je rchè 
1..1 :f~tt o <?ra enunciato si p r e senti 'che sia .r;,': .::. r.<·~ 
~ t _ - l-"~ ~ ' - o d ti o . 

----=-=~,__.().._ • . ~ o - . 
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"generiche" qui basta i n tendere, che le ipersuperficie 
tn discorso non siano luogo di raggi. Effettivamente 

1e due i persuperficie . supp oste po tranno e s sere rappre­
sen tate da u~ò ~ U

0;. 0 rispett o a due rife rime nti in 
An+-:i :le corrispondenti co nne s sioni indotte co-

.., e già. da pp i amo sono r" F <''; . e d'al tra pe rte si ha 
u.o c/~ .> c// h. 

1 
. 

r l., = l_r' oi 91. ,· ·o"n" 
ri'i' l -' ii z;;, ?. t ' + F: () .v; ~l + 

-~- r t.' Bo 8,(_ l. o.,.... n·o Cl)[.. a t.., " . ",· --~-r .. v. ~ + 'J" t7 v. 
( 21 .21) 

. O~ /' h. rfO <J'' A .~t' ,/ l. 

e quando s'intenda ~:.::o/ in ouanto va-lgano le t14.19) 
e (14.21) (.~· ) queste si riducono a una trasformazione 
della connessio ne o f f i ne che cone erva le geodetiche. 
(Ved. n.B, pp .59-62 ; n.l5,p.l33~ . . 

Conseguenza semplice:notevole è questa: che ( va len­
do le ( 14.19) e . ( 19 .21)) eia scuna superficie 6'' luogo dei 
raggi uscenti da una geodetica di A n+ l (che non sia ,tn 
raggio) _è totalmente geodetica in ..1\.n+:L :cioè contiene 
completamente ogni geodeticà di An+.L che abbia con es­
sa a comune due punti, o. sia · tangente ad essa. E infat- · 
ti: e~zitutto è conseguen~ immediata delle attuali ipo­
tesi che U:na geodetica di A,.~+ 1 che giaccia su una iper­
superficie X 0 = ~.o è a nche su qu.ests geodetica della 
connessione affine indotta; cib po~to se sulla superfi­
cie b formata dai raggi uscenti da una geodetica r 
(di -A n -+f ) prendi a mo comunque due punti ~ q e a;,cia.­
mo r la geodetica ( di J117 +.f ) che congiunge .P. con (\)l 
o r ~ esa~ stessa un raggio , e allora giace su o - ; 
oppure d non è un raggio e allora potremo in infin~-
ti mqdi prendere per F~ r .due ipersuperficie Z -.. :& 
in cui r e r. saranno .geodet.iche delle connessioni 
indotte .D'al tra parte i ragg-i _uscenti dai punti di ./' 
d e~bono incontra re :E.' lungo una geodetic~·: _di Z' ,la 

. ( *" ) 0 a nche soltanto le . condi zi cni indica te nella nc~a 
precedente. 

BORTOLOTTI- Spa:u' & conne5s1~ne prot'el/;;,a. 
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quale dovrà passare per ~ Q e quindi coincidere r . Questo prova . quanto volevamo. l 

Vari altri risultati e applic a~ioni del l a r a pprese 
t a zione (n+l)-dimensionale di una conne s sione proietti­
va ( da ta mediante i suoi parametri nor~a lizzati) -sono 
sta t i ottenuti da WHITEHEAD (1931) e da GO~B (19 30). 
Mi l i mito a indicare qui come si cost ruiscono in ~ 
sec ondo W'HITEHEAD, coordinate proietti v e normali per ;~ 
~ , e anzi quelle stesse che per a;l tra via p iù geone_. 

trica ha poi definito il CARTAN (1937 ; ved. n .lS). 
Sia Q ( ~) un punto in An+ i e Z s ia l_) ipersuper­

ficie formata dalle ge.odetiche di A n+i che toccano nel 
punto Q l 'ipersupe.rficie Ù"::LI 0 $L'equa zione di Z in 
A .J può certamente scrive;si nella forma 

n+~ . 

(21.22) 

in quanto .G. non è luogo di r ag gi. è ol cambiamento di 

coordinate in An+i .· 

(21..23) -• O O O/,i i>) -z. Z u ::. u-;:-~t:;J t« , .. ... .) u. .. _; _; u =u 

("cambiamento della rappresentazio ne " s econdo WHITEH~AD) 
si riduce l'equazione di Z al la f orma u o= O • 
Lungo le geodetiche .di An+:L u s centi da Q e . gi a c~nti 
in z (gèodetiche anche in ~ per la c o nness1.one J.n­
·dotta) si de v e avere u o::: O e qu indi (cfr. n .18, . form. 
( 18 .13)) 

(21~24) 
_:=.o 
Il ' /) 

r:fk 
da..f 
--~ o. 
d l-

1 paramatri Il~~ sono i parametri della connessione. a t: 
fine _indotta tu~~ In relazione a qu~ sta si~no .Z z. co 
dina te affini nor mali di polo Q : sono senz al tro que 

ste le coo~di na t e normali del CAR.fAN i n ~ rispetto a] 
punto O [';!.L ) c ome polo. 
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§· '4- - Le derivazioni proiettive più generali. 

22- Cenno sulle più generali deriyazioni proiet _.. 
tive: in coordinate non omogense. ed o~ogenee. 

~1~nto abbiamo visto al n.prec. offre l'occasione a 
una generalizzazio-ne. Inteso che le u-' s'interpretino 
come coordinatè curvilinee in /4_n+l' appare per la .Pon­
nessione ~~v una restrizione inessenziale quella e­
spressa dalla (21.1). A parte 1 'interpretazione (n+l)-di- · 
1\ensionale: parametri .!~/ .... che abbiano la legge. di tra­
sformazione (21.4), funzioni perb delle sole u.'. (cioà · 
soddis~acenti a~le (21.5)}dànno senz'altro sempre luogo 
a una derivazione covariante dei tensori proiettivi:la 
qua le applicata ~ un tenoore, funzione del posto in ~ 
(e ···c io è delle u z. ) dà un nuovo tensore che è pure :fun­
zio~e del posto. Soitanto : se non valgono le (21.1) e­
gu.agliando a zero i l di "'ferenzi ale assoluto di un punto 
o più in generale d i un te nsore (geometrico) si ha una 
legge di trasporto che dipende dall'assegnazione di clu~ 
e no·H so .i tanto dal la c nness:to.ae. A 

Di:remo che una deriva zione proiett-iva L;~ {1 para.;. 
metri intendendosi calcolati ris~ tto a un B-rife:rimen:_ . 
to, a priori comunque assegna to) è di prima specie · se 
valg-o no le ( 21 .1), di seconda specie nel ca so contra rio. 
l J deriva zione di l~ specie è' quellG, determinata da una 
co ~nese.ona proiettiva, ~li camente•corisiderata sino ad 
or a; ~-a de ri va zione di 2,ll sp e·.:ie ha pure notevoli appli-
ca :-1i r)ni, r..e vedremo un esem;J iO (n-.26)4 . . .. ì1f ... 'è-
' La · cos~ ruzione fc rrnale del te n so re - A,.u ,,.;,me di an te 
le ( 19 -33 J, t1a s emp:-e si grdficato: e sso potrà dirsi .t an­
so :re di .curvatura de11c. derivazione proj.ettiva ( *) .. -­
Ar.che il tensore di ·s gj_._!Emet :ri~ N -~~da ·to dalle (19 .70 ), ru 
significa -so i n ·ognj_ ca r:: o, u::e11..t :re :,uq 1l!? sto non è pel te n se re 
di torsi one • : i\. 

-------~-- ~-~-r~ .:·::. 
r ., 

\'1f) Cf'r. p .68 e o~ • i-1'· ~~ +.:. · _.. · + 1 '· - i ~ - .... "''- "- -o rr:t g o l .! l qu.es ve ezlon • 
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E' utile notare come a una derivazione proiettiva d 
seconda specie si possa .facilmente (se pure in modo for- · 
male) a ssocia1;e una derivazione di. prima sp ecie .. e quindi 
u n5 connessione proiettiva, quando sia Bs s egMto un ca111 .. 

po n 'ipe rpiani cioè di vettori proiettivi covarianti~ 
che pot r emo norma lizzare mediante la condizione A .:: ::/. ' 

E inf a tti: siano 7T ~) i parametri di una qualunq~e ' 
deriv·azione proiettiva. E' immediata l'osservazione che 
in ogni caso 

( 2 2 .l) Jlv 
. À o 

e 

(22.2) 

sono tens ori: ebbe ne , e e p~niamo 

<22.3) l:~ ~~- -(P.; -a-;)AÀ 
.i~ v 

le ,.PÀ sono ovviamente i I>arametri di una nuova deri­
vazione proiet tiva: per la quale valgono le (21.1), e 
anzi con Jf:i .Cosicchè la nuova derivazione è di prima 
epecie. Qut;' sto ci sarà utile per associare, nel n .26, · 
secondo VEBLEJf una connessione proiettive a un c·ampo 
di quadrt che date negli s pazi tangenti a una X,_ • 

In .re l a ~ione a coordinate curvilinee ornogen:e (n .19) 
la più ge nerale derivazione proiettiva sarà rappresen-

. -a 
t~ta ·mediante parametr; ffir ,funzioni omogenee di grado 
...:.f delle v-« .Se valgono le seconde { 19 .'2.6), --cioè 

( 22.4) ro(· v~ o 
' fti 

-oC( =~o{ · 
~-· ~ .l ·j5 op 

si avrà una derivazione proietti va di primà spec·ie; nel 
caso contra rio, di seconda spe qie. ' 

Sia in coordina te u z· che v- o< . poso i amo al soli t o mo­
do noto (ved.le (3.25) p.~o, (14.31) p.l21) estendere la 
de!iVf:i zione ai tensori di peso p qualunque ad es. pez 
1t J;v , eu~posto di peso·· fl' tale cioè che • 

. ... -.... · " •.. ~ ... ·.. .... ~- ···-:..; ..:1~-· ·~!'···. 
~ ... .•· -. 
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v 
(22 . 5) H1,, =-

,; ~. 

ove L1 == / 8,, l= { 'i1_.
1

J· si 
'" z,r:J . 

riv a ta 

À 
svrà (coi parametri ~v ) la de-:-

(22.6) 

In coordinate omogenee l a derivazione coi parametri 
rj3~ è applicabi le sotto la restrizione che il tensore &. 

se di peso O ,abbia il grado d'omogeneità uguale alla 
differenza :J-t.. fra "valenza controva:riante" e •valen-:­
za cov.arianten (n.l9): se _esso è di pesoj>il grado di 
omogeneità dovrà essere 

( 22.7) l = -:f- ·.?. - ? (n -1- ~} 

o in altri termini la differenza, che secondo D.v.DANTZiu 
si dice ec~es.so ~ del tensore, tra il 1° e il 2° mem­

bro 

( 22 .8) 

deve risultar e nu.J,.la: e infatti il passaggio a coor di-, 
nate omogenee dà, per un tensore le cui componenti re­
lative a un C-riferimento siano funzioni del posto in 

:?,..,. , senz • altro il va lore E.= O per i' eccesso. Pero 
si presenta abbast an za naturalmente anche la considera­
zione di. tens.9ri di g rado (d•omogeneità)' qualunque,e 
quindi a nche d" eccesso qualunque: effettivamente basta, 
perch~ le componentL di un te nsore in eia scun punto sia­
no determinate a me no d'un comune fattore ,che ·esse sia- _ 
no funzioni 6r;.ogene e delle coordinate v-«, di un, qual un-. 
que grado. Nel passaggio a coordinate non omogenee ,un 

tale tensore ( ~ i eccesso ;fO) acquieta compone.ntJ-•. ~ 
contengono.,qua .Le fa"ttore ,un3 certa potenza di ~- · ~ :.sot-
to tale aspetto questa generalizzazion~ si è pre~entata 
già al VEBLEN (1929)., il quale ha dett~ indice ·di un ten- ' 
sore l'esponente M dtl f Atto re e..-vu eventualment~ cc-
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mune alle comp one nti del tenso re. Si pub osse r vare 
1 tensori " di gra do qualunque" di cui s' è d.e t to al n.14 

' ~.120 e seg., non sono co sa proprio s osta nzialmente dive 
sa da questi te.nsor i di indi ce o di ecce sso non mill e: il 
grado 9- introdotto al n .14 co r:r is~onde a -1 , e la 
(14-.30) alla. (22.7). Su questo non il ca so d 'insistere; 
aggiunge r o soltanto che, analogamente al l a (14.27) , pe~ · 
uno scalare f1 di peso nullo e quinài di eccesLo E- =r. 
(qualunque) si ha una deri vata ccvaria~te 

( 22.9) 

ove Q"' à un qualunque vettore pro i ettivo cova riante,_ 
gene o di ·grado :i • Possiamo in pa rticol~:., re prendere - ttJo ::::.0

1 

cosi cchè . ~ ,· · sarà · un vettore affine covD:riarite: in que~ 
sta ipotesi ~articolare la (22.9 ) equivale effettivame 
te alla. ( 14.27), , oonsi de r a ta a sua volta nell 'ipotesi 
perticolare che il B-riferimento sia un C-riferimento e 
eia precisamente , nella ( 14.16 ) ·, 

(22.10) f)-. o ~ 
Z r . 

il che dà che ./L;t. o ..r;. ,ne1. ~~· { >L27),t;: bl'lche esso 
ve.ttore affine covariant e . 1 3. ~ -2 2 9) ) ;:;.. s~· ndo . dalle coo 
dinate omogenee v-«alle uJ ,ci ·è s1 1_!,- ::~L:' e rimertto,ai~,~ 
ne 

(22.lÌ) 
'· . 

· ove ahhiamo posto 
- .SLL."'_ 

(22.12) h ' - e 1-1 J 

in modo che fl risultis e differe nza di Il ,tnàipendente 
da Ll o .Pos to infi ne 

(22.13) 
,. 

l - · - .i ·O- . ! 

..$.. 

l'espressione entro parentesi si riduce prop ri o a 
data dalla ( 14 .2'7 ) • 
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Notiamo qui - ci servirà fra poco - che, quando si 
adotti un C-rifei'imento, un tensore di grado g (nel sen­
so dato a questa parola al n.l4,p.l20: il che vorrebbe 

-~h· . 
dir~A passando a e;oordina te omogene e tale tensore ac-
quis-ta compo ne nti omogenee di grado -g) ha una deriva­
ta covariante determinata dalla connessione: per la qua­
le LJ.- 0 1 cioè ~==-O. 

§· Applica zioni: le connes9ioni proiettive 
e la geometria proiettiva differenziale 
della vari e tà di SN proiettivo. 

• l 

23.- Varie tà Xri in j!V proiettivo . 

Vogliamo ora almeno accennére a due campi d'appli­
cazione della teorie del le coane~ sioni proiettive: lo 
studio proie t tivo differenziale delle varietà di ;!;;., , la 
teoria unitari a del campo elett romagnetico e gravitazio­
nale di VEBLEN ( quell a che egli dice della· "rels.tivi tà 
proie.ttiva", in qua.nto appunto si basa sulla considera­
zione di una conne ss1.one , o più esattamente di una deri­
vazione,proiettiva. 

Riprendiamo i risultati del n.!2. lvi abbiamo trova­
to che una co nnessione p roiettiva .viene indotta in una 
Xn. data, mediante le · equ.a z i oni parametriche ( 12 .1), in 
51;'1 -prviettivo, quan do si assòcia ciascun punto ~')del­

l a xn. uno spazio . SN-n-- i.~che diremo qui c,non incidente 
·, 

. al rispet tivo spazio t angente .lr, e si as.segni come 
legge di rappxesentazione di · l.T s~llo spazio ~lÌ tangen­
t e in ~p ( a r·-+ du-z . ) a llo X la pro-i e zio ne fatta da ~ • n . 
Precisamente ve à ~mmo che i parametri (normalizzati) di 
questa corule ·eEio!.1e indotta :i.n relGzione al C-riferimento 
che ha· · su.l lo s:ra ziJ lr gene xico i punti .Bo<= zelC (di con­
·ta tt o) e BO(::: .:.)t~ - qua li punti forldamen tali 

0

( e .BC:,.z Bot 
t · 7J U. ~- IJ t c· ,· 

quale pu.ntn u nità) s ono da ",i dalle (12.18) e (1,2.23), 
cioè 

( 2 "' . l \ - .J ·-) 
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e( 

Rammento ancora che, essendo C.J ove z,-J~P,9'~~2)·-· 
~ .) . 

' A-
~~.- .. ).1'-n.) punti indipendenti sul gen:eri-z o spazio 'è , le B 

e è: sono gli · elementi recipro c i delle Bo.:. e CO( nel · Cl( 
K r · t 

determinante ..77 formato dalle coordinate(1n ,SN ) di qu.~-
sti N+l punti. 

-Per condurre innanzi lo studio delle Xn in .SIY ne11"o 
stesso ordine d'idee (quale ho sviluppsto in un lavoro 
del 1~32 : 51) occorre considerare,accanto al:~ connes 
ne r " per la xlr (la quale in quanto in un amb1e nte E> l'l 

~ . x d 0") pub anche s enz 'altro consid~ra rsi una l' ,.l :ve . _p·}_~-~ 
sec-onde connessione proiett1.va, per la va :r1.età ::( . 
luogo degli C><) n spazi EN-n- .~ /,cioè '2-- ., asso c iati ai 
punti. d·ella ~n .Si t 'ratta di "connessione proiet~iva" in 
un senso un po' generalizzato, ma in mod o che si p re~en­
ta ben naturale! intendiamo alludere a una l 'e gge di rap­
preCJentazio~e degli spazi genera tori òella va~ i età -y;;_v-n-l 
gl.i uni sugli altri , la quale lungo una qualunque l i nea, 
zt.. t~~ u cÌl:-).) della varietà direttrice Xn. sia definita 

da un sistema differenziale della forma (cfr. co n la 
( 13.20) (. . t . 

d ~ t. :1 ·' du r. · ,,J., 
(2 3 .2 ) . fl + ~ . u d .:: 9/t_ f ) q _z j 

d l- . ..z: d l- d 

ove intendiamo che nello · Bl!i zio 'C generico le fj ~ si an 
coordinate proiet.tive omogenee dei punti ris}E t to ai pun-
ti fondamentali co( (e al punto unità z' c o( ) · • 

'2. ..1 ~ -z. . 
Nel nostro caso intendiamo, più preèisamente, che la 

connessione G z.. · sia quel.ia. che viene indotta neÌla 

YN~n-1 in mo~6 analogo Àa· quello che sulla xn dà 
luogo alla connessione 11 . : e enzi proprio cfo1 medesi­.L .,uv 
mo procedimento, scambiato il ruolo delle due varietà 
(il che acquista un significato preciso in quanto la 
~x/'2 si :pensi come luogo dei suoi s pa zi tangenti }3~ ) • 
l~omma: intendiamo che la · legge di trasporto o ·di ' rap­
presentazione ( 23.2) nel passaggio da un punto P(u•) del­
la Xn. al punto 'infinitamente vicino *P (ut+.- dui) sia 
data dalla proiezione dei corrispondenti · spazi atSsociati 
~ *?: l -'uno sull'al tro 1 fsttr dallo S1l3 zi_o 7r .1·1 · 

che dà subito luogo a formule del tutto analoghe alle 
\ ~ 



(23.1) o meglio alle (12.18): 

(23.3) 
'l: "' o{c -=- J. C. ,.., 

l "$ " 

la cosa pu ò p re s en t a r si, quento sia .N-n>i (il c&so 
in cui invece .JV -n = :L sa r à. ampiame nte con si de r a t o al 
n . seg.) sotto u n alt ro aspetto, forse p i~ e sp re zsivo: 
I' o SSi?IDO pen s a re gli spazi .,.5~ tan~Se n ti & l l & Xtz (in te SO 
che JV- n :::. i ) come l uogo di punti e an che come i nvi -
luppo d'iperpiani ( .SN-1: ) di S;v .In q uanto v i è una cor · 
rispond enza biunivoca ~ra gli 5 ;v-f uscenti dallo spazio 
( P n ) '1r generico e gli $N-n- ( iperpiani) secondo cui 
essi interseca no lo spazio~ za ssociato, p~tremo prende· 
re quali coordina te di un S ·della stella ( S -ste~l . 

' IV-t. 17. . 

c he ha pe r c e ntro )T a ppunto le coordinate ?z della f::Ua 
interse zione con 'è . O anc he,. sen~a bie::ogno di consider :• re 
tale spazio c : gli i p erpiani Co(~ .Z::= ~ ~ ?-- ---·#IV-n- ~ 
son~ precisame nte IV-n-i i perpiani indi·pende nt i è.ella 
steJ la di centro '7r ; po s s i.s rno p renderli ent ro questa 

N-n-1 r · 
stella c ome i perpiani fondamentali c z CA/ qtlble i pe r -

~ "' . 
piano unità; il generico i pe rpiano éh lla ~~ella avrà in 
quest.o sistema coo r di na te fz.- tali che ~ éoc saranno le 

sue coordinate in PN . z 
Ciò posto è ovvio come l 'a ~cegnazi o ne de l le Ci-J, . .Je 

anche a meno d'una trasformazio.n€ del tipo {12.12) ,cioè 
"'-z .z ~ . 

Ci • = c; ' + s: ~L· ;tz :JZ ... 
( 23 .4) 

l 

equiva lga a dare uM;: legge di tr a sporto 

( 23 .5) = {fz.) ~ 

degli iperol.ani tangenti alla Xn lungo le line.e di que-
.. · · · l · ...- uel 'sta. Insomma _rJ. e çz. cost~tu:tscono pe:r a ,/'-n q -

le che notremmo,.uvdi re .1Ùna conneesione locale e una ~ 
o~ 0 · ... ·e tr·ngenziale: leggi di trasporto, l u ngo le 11-ness.... .... " _ , +' 

nee della )C n... , dei punti degli spazi ad ess a t G n~ n v~ 

Jl/s?· 28 



( 23.8) 

\~ .. ;.:::;;. • "'\"c..\' .J.._ 
' 



( 23 .11) (SI~;·· 'ff ( fJ;~J}.~-L fi. ~I€if'J.~t.0.{jj -Of__f}v:}3 ·~ ~1 e 
~ - À ·p ·-' "<). /' + 'A 'l' ~4 y ~ 

~ = -~~- ii" ~:~l- c~ ==~ ~;~~-= c; j. c «J' ~-.: .. E: s.) 
(23 .12) ~A-t. · - 1 . ~- - .n 1~ ~l .1 

\:: • t . 
,.. t r'. 'e,{-61( r• . r:;fl ·· ' "'"'\. ' )(l ' • A-.,., Cf C""( ';'l..,[ :' ) 

o ve a b;'pJ:urnt:> ,~cs:a t t~ ..D ~ ,.'è ' 1"1-Pt =a~ cl)èk~ e . L · ~o~-
- tanto per porre in evidenza che gli indici )'l ed .Z - , qui 

~:ann_pr _co,Jlr~i-d~f-a~~ :: , agd_~. ·:e.f;t'e::t t~_p.~g_J ~_p_Mrça <zi&!l~3 ~~ll:- 9 

SL:J..bf9-,_9 ~p). :_ ·.t~9i&~J ~9n· ha~~Oé&i&tJ: 1J.o ftl[O.~ ~is i ·nd ~) cr.r*dt,~ ;t 
ne li ·. o~:., .r"tt~WJE'=? ~~;~,i, ~-.. ' ~ ~cfr;· !~t~iR~~2;t?~Jl èJAro iJl~Jt~v 
tender sj." c:_pe e~sb _f':i? ~F~~ G,9.:tr~ :Pf%f~m~ ;::;:i ~rJA'J :Oeril: !r4g.~jìfrd1·~~ .o 
deg~~dffi~I:,1?.È\ ·:~"Cl m~ 't.J'1~s;:.:d1~-~ 9~J.~ì:léJ"d~) p.em} 4-n(dt.P.;i:f.~ ~l'~. 

· e e s9t ;i?9.·Y·J ~D _"b~. ~A,' JJ,; .-e ;tì.('c-; @.P.:~!.&s P~ rPf1 r_~Vl~t -rj. r,:: 6f:~-\"ir;-:'\:.-::>v 
inf'ill$q ~~~ 

1 
.!.~ ,r1'iO(fJ"Ji,~g:~l§ .t;.;gg_ e~~~- s-~~m,s(é:_.C[<?.p)'.' d<in~_t.o: s) 

(fieso) dell'ambiente wu rispetto ad esso si comportanO') a 
come .... indici ordinali: so. più e sa t~m~~e ; n rel a zione ad. essi 

Tl) opera coi pararnet .~ ' 31 c:teci~~ion~ _tnt ti null·i ( fd.eJ.~S ) 
la·· conr.e ssione proietti va integ:.':'abile 'àell' ambiente .Ag- -
gi ungo a chia rimento àe.llE~ _ ~ 23 ~11 ~,~he · :- #..D(::: .B.~ P.s~enrlo~') 
pe 1· le (12.7), in re l aziGne s lJ. e · t rc~:f(-tflrl"!S Zi oni (12.4) 
e (12.5) , per l'ind ice ~ ve tto re proie ttiio covatian~~·~ 

te rel~.,t~vq, ·~~ gr~~o _,#=·. ~ , te _d ~ri va.:t#---~.-~~~-~,~~i--!1:. , ... 
te n de :ra:tta nel modo -pre-c1 sr;'t-o all::t:t'1 fi'!'l~ L-àe-l · n-:.p'1:-e'è-· . :· · •! 

.· ... ~ e;ta a.( u;tt s"t':rs 91101 i (:-:__ . 



cioè col sistema di parametri $,seco ndo le (14.27), ma 
ponendo !J=O (e .f'o=- -.i). I nctòenta 1 rn e n te possio r::o notere 
che, LA ess e-n no il simbolo di questa der i v;; ~i e ne , si hb 
anche 

(23.13) Ba(­
.i -

o( 
JJ.B. 

) o ~ 

Il 
.. ).) 

e in ge nera le pe r un qu Glunque tensore, a d ~s. Àf-'l di 
grd.do :7- , l s ~erivata ~·fiA;v è C<-:; lcola ta come se . es­
so fosse di t;r'.td.o 0 -- , mentre 

(23.1 4 ) 

J . ;.1 J, ,· n ccns e gue nz a ue _,_ _._ e ( 23.1) , che erG po ~ Cli & ::no an che 
seri vere 

( 23 .15) 

e dell e ( 2 3 .3 ) abb iamo dalle ~23-.-11) e (23.12) 

(23.16) B
y v 

~ ""' . Bo( - r_.-4 A .:: o 
(23.17) 

:J q; ·· o< c 
~ 2 c( -

z(' CO(~ 1} sl o. . c - c; = o ~ 
/f l z o( ~i / 

e viceversa , dalle (23.16) e (23.17) ~eguo no senz ' a l-
' tro le (23 .1 ) e (23.3)icosic chè p ei d ue ten s ori d i .cur -

va.tura eule r iana S2~~« , . <J;;~or , che hanno si3nific~tò 
co munque s'i n t endano d& te l e co nne s s i c.·ni !:: ~ e ç -:~z' , 

le ( 23.16) e (23.17) cara tterizzano il Cb sO in cui essi 
ve ngono calcc l ati in r elazione alle ccnne s s ioni indette 
(23.1) e ' (23.3). lri fçrza delle (23.16)_ e (23.17) ,pc-
sto 

( 2 3 .18) 

( 23 .19) 

a bbiemo : 
l '(.-; 

{ ~) l . . t t h 7J - 72 O( ~o 7:2 '\' ""t 'ì ..E Cl( \ "' Notiamo esp 1 Cl. _ a'!ll€n e c .. _e ,., ;f = o Y _j! -+ o P ~- .1 

non è affa tto ~la · -s-tesea COt=:& C e JJ. BQ( 
y /} 
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(23 -20) , 

( 23 .21) 
.. z . . v . 

piciamo WÀJ-< , Cf~~~ te n sori ridotti di curva tura_ eulerl. <.-1. -
na p e r l E Xn. i n f) N : in rela zipne <011' as s e gna !!a one de-

. .. 'l. .. ~ o 
c1l i spoz"i E:.S'?O Ci sti 'C' • Ù'/V Ì ame n te Si h a CU. o/' = C.OP" = ./ 
0
ro . . v_ O .:: i oè w :: -z.. 6?:~.., so no per gJ. 1 indici l..' e d 
'1 CJ ~ - t \/ , 7 z J 

· t ens ori affini • 
r! ..,Le (23. iO) e (23.21L tenute prese n ti l e ( 23 .11) e 
(23 .1 2 ) , dànno 

(23 .22) Il .BC<' 
. À ·f< 

= 

(2:-J . 23 ) = 

cioè svi lup;sndo, e dand o a A , jJ- Vb1ori f. O : 

., l>( ! O( .. ~c ()( r .. B .,.F .. B + w.:.. i z. J 

l J' o d' ! d 

'd. BO(: 
l -t! . 

• • o BO( .. t B ()( + c; 3 C <>< • 

Cfiz 
0 

· -f Cft.' 'l.. t Z z' :! J (23.25) 
o( 

C() . C =-
l "2. 

kDtre po s t o À -::.z. · ..,~=-0 e 1J iceve rs a le (23.22) dànno, 
eerr:pl i cemer: te , 

(23 .26) .B~ 
z 

Le oondi~i oni d'i nt e ,_, l·abiJ. i tà delle 'eq~azi oni f o nd e­
men t ali" ( 23.2 't) e (23 "25 ) (ov e l e B.Ot' s'i ntend.n no r:.:te 
dalle (23 .26 ) ) sono 1 e Àconjizi oni eu! Aovranno soddisfa -

. • r-> ~ Q .. z ;r.. .. A 
re le conne ss :L. on~ _;; v ) ç-J .:.' e i t enso r i .J ;1;.< :> '::i:' t '-<. 

perchè esistano un<:.'~ e ur: cern:po d i . spa zi 5N"n-t a ssoci E:-­
~1 a i suo i punti, i n :rela z t ont- &.L_g_ua li gl i en t i o:ra · cì.Et ­
ti s iano le due c o ane2sioni indotte ( l ocale e t &ngen ­
zi ale) e· i due ten eori (ri de tti) di eurvatu-ra eu.le :r i cma. 

condizion· d ' integrabili t~ si scrivono facilmen t e va-
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le ndos i dell a f or ma invariante (23.22) p {23.23) delle 
equ3 zi e ni 
e qua zi c rì i 

( 23~'17) 

(2.3.31) 

( 23 .32 } 

i n ') f~" '; e tt o : ·:.· abb .. a !!10 subito , ' :i.n r forza f.eG..le 
~ ... _) . 

me d e s i ma ... <~ · r · ' " . t ' · ..} - .:. S 

) .. 

:. = l 
t 

( c~oè JfÀ; at= S2;~<~). t 
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.._a rO r· A ,;. ' V rn '-"' (:le C ..--,.n~ "'' ·ou·n t-i n J.' · " ·).• ~ t "-' •,o l ·"i .,,r ..-, + r·· t1 -i . f ' -f'('o~ ·,~>..c .~ ~ 1. ·t C:L...l _ - ,..~f\lU. ::..<(; . ....., _ - \J-._J-.f-U_,...,_,__ ~&; '..L. v 11 .._ 0. ~ C.· '--:j .. ~O - Vv .,.1...._ .; -- ... "" ' - . J. ._, : ._ 

è rte t o espos t o a nch e uel ca s-o tren t?: r blc d.!1 v ;·D.~. rv ·: ~ z·y:_: · 
. ~ 0 , 

e SC HC UTEN ( 1932 , 1.936), dé f-l lA'U~.TY (1933): (: c c1 8i ..: ~. ' · ·~ --· 
do p i ù i n gene r .s le l a Jç - entro une q::; zio .5:__ c c-~'L:i:~' :! j_:::i~. 
P ,.. cde t t-i vo ; ,..L - c h .o u,uc· fa r<:!.; ' 'À 1 '1 f .; ,,,., -;..,. .. , "' e .--• "~ JY·r, ··i-· •-- : , ... ·' 

..J.- / -- - .. o , .. ...... ..... l ,_.._ ç~ .J...- .J. \ ... _. ,., ... ..... \...! ~ ·--· -- i• ·- . .... ... .. __ 

pro c.e,..Q.irqe-nt-i ;J;i.nc :rn-- iud ica t.:. • KG .n e-l} r 8 e·:.h::"t t c 'p; ec ;; ,~:: · t r'. -· 
--._. ~J .-~-. ';p ·~1 ~ ....... ..; .. ( .... · ·· · · ~-~~, . ... ).,._ ..: ! . . .... · , ·-.:.-•' .J,.. _, ... ....... . ·· ~ -- ~·: , .. , :J) •" .;._·:- ..... .. .., ). -. -~-.. , · •; 

.C l 3 f f<.1' .l.,. :E.:.{;..(tsiìv q1 11 \€.l;;cL:3::-ifl.;~. _<:! ~ 3 .L:: • J. _,_ .L .r D t -L·; ~,l. : .. " ..:.. '-'· ·.: ..; .,; , .:.. • -- --. ... .. 
na t p.r fl.-:< , m.JJ ..:i>: :cey<~I1.};-:i:v..a ~ JHH>n .... c i 2 zi ,-c-.-ne• ·.i n t rj: r - ~~ e c:<f , e ·p :;· ·..: l' '" t -
... -;V "'ID"'- nt'e .; nv·· r-1-- r t e •1" c ,·r 1 i e!n~ .- -i · r .... -:.l e ~-~._ -)( · -·~ 1 (" Y., v .._ o "-' ·l .... o ... o.l , ·c, ...... ' · :-~ Z~ iJN~n~t .:;~ ~ . ..:> . .J"n. 1 -~ .,. ,., .. _e 
anàrà fst t o ca so pel' cs E:o , ;; ~·· n pr c ~e d imenti eh~ j o v x·;;m~· 

no v r.:; ri ..-:; r t::. SC '" "' n--'~o · "'.1. "'c c• -:-;~r_. ,;~, q-1 ~. -. ; n "' l~ 71 r o q "'e ' · ~ ;;.· ; _ . - - ...... ...., ..... v .. ~ l J. J., . 1, ,_ .a.. ..,.. ;...r .. ... __ ..... ..c .iV ·- · ..... ;J "' ........... ..-- . 

mente seco nd o i1 nu.nJ.C: r o e J.à ": ~) tura de lle eau c z io :.:.ì a 
~ 1~E>t:tliYa?te, '? p~r:_z~p~?-j. , .cui s.od è i ,s: f ::l.:'lf'O ,l -e. c: por,di P...c. te d G l p u n ­
ìo che i n ;5'; d2 f5C rive ls Xn • J'-.. ì:OJ:·:~~Pb q~:;< ~'. s t o· , è , da no- . 

t '1 ""e c h e n .:. ' 1 e · AA) ·?' ·· ··· -· · ·· ·· · · ·.··<·, ,. l t:o rz. , .,. ,.. r,~· 
•\ • ( -1. 

4
4 " .~ ~ .._ _... ' '"<!- {)~ _ ~~___::_=_ ':_-: .. -_ '·_ '-~-- ~ ... -- l ."·' 1J.. v -- """ '-1 3 L• 1 !:_. ... .... ~, • ~ 

~ -'+ S r" ~ò u~ Qt . l\ ~: ~ .~ ... _-- c: (.;~ .. ·~t ~ · :.---~ .:_·:~ -~ --;- .~ -'("7f -! ::.--;:. ·_., ·t r ;~ q ~ -~ ") ~ ·- . L· · '· 
,;. .. "'(,'- a. J. . ~ • -·=----'-::::."" -. {- ~ .._ - ,.;.-- ;- ~- ... .:...... r ~ . · ' ~-- ~ - · ~'- · ' · _.. - . ._ .. . . .J,. • .f. : • • \ ..., 

~ \.. ...;'.. (' "" -.. __ , . "' . 
..) f\} ~ \) \:. ~~ ·~-.. 
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zi o ne ( 2 3. 4): su quest o punto ' ·::: h e anèr -= bbe 
o arne ~t e chia r itO , avrem c oc:css1.one .i tornAr e pel C8s 
N= n+ i al n • s eguen t e • 

2 4 • I p e ~ su :p e r f:. c i e d i .512 :·q.:..'_u_a_d_r_i_c_h_e_ d_l._· _ D_A __ !l_B_é_.1D_X~, 
f o !'me eh FUBIN I ; deter mina zione i ntrinse ca 
~el l e p s eudonormali. 

N:: l c a s o pa rtico:la r e delle i 'fl ersupe rfi ci e 6' i n .X 
convi e~e e e~plifica r e l e nota zi oni , a d es. ponendo 

( 2 4 . l ) 
{ 

c=~ 
o( .rO( / J 

( 2 4 .2) c; . . ·t_ r (" r; ~ 
. . - ..._, . . .::: (). l!, · - () . . c; 
tj 1 '/ · c:! l . (. q 

... l / . . . . .. o 
( '.) ·1. • _..., __ ) (.() • -= w . . .> c:p . d - co d (p, ' -

...._ - ' L ' LJ l / J' - 7 i_ ./ / , i ~ -
--o: J • r··;urt:: ':J . 

T.e X so no co ordinFJt e di puhtiAas s oc ia ti a i punti 
d i o : 5 l. qu,:; li o r a si r:l_d1~cono gl i ::: pazi c de l n . 
prec . ; l e ~ sono o oo r-di :J.Eo tc degl i j_pe r p i s nì ( Pn.. ) YDI . 
t .sngenti a G'" , n c r m:;1i z ·znte in :rele zione t.. lle Xoc da l 
co r1d i z i c: ne 

i ·' l 

Le n s on o c oc rdi !lb t e deg l J iperpia n i d'app-arte-
ne ;'1 •7.a r1 / 1'!'< p v n ... v .! x ()(· 72 o( ., ., • t · 1 · . ·~ « -- . ' - , ~ ?' , ~ .CT ID<:; .l.l.ZZG € l.n re a Zl.Orle a 
1~ Z chP. o r a~- . -- ~~c rl.· vereuJ (1 c:r-,..., r. l l·ce mente '>-O( d,..l1 ~ " J J - , v <C'"'"'.!:' • -~ ~ .<,. ' C é;: 

::-; r: n (~ i z i o ne 

(24.5 ; z<-<z 1. 

Le ·( 23.1 ) e ( 23.3),(23.18) e ( 23.11),(23.19) e (23 
nel ce s o attu a le dànno: 



(~ ~ .7) 

( 2 4.9) 

e ancora 

( 2 4.11) 

' 
infine 

.1 

(24.14) 

(24-.13) 

G. 
l 

essendo 
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= ZO( -d(.J:; 
OU, r d~~ 

.J 

O( O{ . . 

-- C\ X · 7c; = ..:. X 'é). n . o. ' (~ . l o( . .... 

Le (24.9) mostrano in particolare che l'equazione di 

'MONGE 

(24.14) 

cioè 

' 
( 2 4.15) 

rap p re een ta in eia scuri punto . della x~ il cono .delle di ... 

rezioni asintotiche. Supponiamo d'ora in poi che .sia 

Jli-1P. 29 
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r '<)i~l l =t o .? cio~ che la varietà xn. abbia oo11
- iper-·::­

piani tangenti. E_' .sllora na turale utilizzare ,~,~-~~~-"~ 
come :torma fondamentale di un calcolo differenzi~le· assh- . 
luto -secondo. RICCI pei - tensori affini defini.t ,i sttlla-" · 
X n: i cui elementi verrann~ contrassegnati co·n l '.indi-

.ce ( UJ) (A. d es. { )·~ J (w~ ~~ 
7

• __ ... ) • _ 

In particolare : ci ai potrà. va le::r:e . di - w-t'-:1 e del 
tensore reciproco w~ :J ~ t ale .che C(.J-tj~~--$;_,p-er abbas­
sare o alzar~ ~li indici dei t ensori affirii. Ad es. 

-- . ! ...,., o( ,, }:: C"\ x ~ . t 
( 24.16) Cfz·/ = Cl{·! C? i = - .8 'f' C)c. Jc( • C).i - ,8 

Le •equazicni tondaoental i" ( 23 .2 4-) e ( 23.25) nel ca­
so attuale si riducono a: 

( 24.17) .r o . ()( . l .B 4' - x O( 
7. l.. z +r. . + w . . 

, t! l L' '/ 

(24-.18} 
l( . .f D( o( 

c;). X · =. <P.· ZII(+ rf). .E + {{_.X 
z • Tz 1 l 

e le reiative condizioni . d'integrabilità, (A), a.: ....-

(24.Ì9) 

( 24.20) 

(D) 

(24.21) 
./ .17 -·! r -! q . t :IJ. ro _ . rt> . = ~. rtJ • - . . (J). 

,l 7,; / T l t. l J / T t. 

i 
Nel caso "'+. t. u·ale oVVi"- ente l conne ·o !":' - ~ o v , a m , a s s ~ n e -v 7 i --: Yz. • 

~ er l a varietà _ Y,0 dei poli xar da un punto di vj.sta geo-
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metrico perde sign.ificato, riUÌlend·osi alle _coordina­
zione di un polo ad un ai tro infini tamen·te vicino· Da 
un punto di vista anali ti co essa dà ancora una legge 
di trasporto 

( 2 4.23) d~V'+ ~.d~·. = ò 

di un campo scalare v- lungo le linee della xn ,.i ·n ge- .. 
nera le non integra bile. Questa legge esprime c.he, l .un-
go la SUpposta linea, il punto di COOI'dinate cf..ftr Xor) 
si mantiene nell'iperpiàno tangente aìla x~ ;infatti 

{24.24-) 

e questa espressione si anqulla allora e eolo che vale 
( 24.23) • ' .~. . . . l ~ . . . . ·. • 

La legge di . \ trasporto (24.23~ ora detta perb P~. 
render si ·sempre integra bile senza. restrizione ·. per la .X""' 
bensi mediante una condizione imposta alla congruenza 
delle rette aX congj.ungenti i . punti de+la ·x, . ai ri­
spettivi poJ.{ : rette ch·e diremo pseudon<?rmali·. aila · Jç_,i . 
Precisame.nte: si rende i"~ = rtJ •. ,e "cioè· per la ·(2.4- •. 22) 

; ~ · ~l . . . 

Gz) = O (il che ap.punto esprim.e che quell_a legge di 
t rasporto · ( 24.23) è integrabile) .a condizione che la 
c~ngruenza àelle pseudonormalL sia coniugata alla ·iper­
~-u.perficie o , secondo FUBINl: o1_~ ~l'i. ciasc:t,m , putft·o · 
di 6 - . i J ceno deLle dire zioni sec·ondo cui le p·~udonpr- . 
n·~l i for t~~ no :rigate svj.l uppahili è apolare .,.al coro asin­
t ot i~ o 4c· ~r n=2 ·o:i..b si g nj.f iè13 che le svilupps~ili della 
c or~gruen .:·a ~e1 l. e :' :J eU00 n or mf;_;_ i segnaw. SU fr un doppio .;Si-
stema c oniugato) .. · · 

E 1nt'atti: eeprim~1:.do che lr '!"E:tte aeecri tte dsi pùn­
t i B·~ Il X rt :B~ Bt.x ~·lu/~ J.Y.X~dx. «J al variare di li e di 

o J o t' ( / 

~ . sono ~t! ciden ti t r o•?j amo l e oondizi oni 

( 24.25) dv'+ ~1: '1/.' ::· da. .i = O 
7 

onde, eliminando · ~-, otteniamo l'equazione ·del conb del­
le tangenti a direttrici di riga t _e sviluppabili della 

l . 

.. - , ~ . 

·l 
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co ngr uenza: 

(24.26) (
f/J. z'..,.. f (~ ~ !~r.' J . 1,_ ./ 1, ~ O. 
'i ol- T./ cJ 1.) au at.A. -

Condizione perchè questo c ono sia a p olare al co no a sin­
to t i co ( 2 4 .1 4) è c h e si a 

(24.27) 

cioè -
, . '! Cf ~--:- Cf z = ~, ò. ancora 

( 2 4.28) .· Q .. =O. 
~cl 

SUppos-to d'ora in poi che la congruenza delle pseudono:r ­
mali eia appll:Q-tO _coniuga'ta alla Xn. , e quindi valgano 
le (24.28}, vediamo, subito ·che è possibi l e rendere ,di 
più, mediante normal.ì zzazione conveniente delle Xoc ( e _ 
quindi anc he delle t )anche - _ 

( 2 4 ._29 ) G ~ = 'ò · X «. ~ -== - - X or()· ~ , · .;:::. O . . , ~ J « , rO( 

E infa tti: u_na trasformazione 

( 2 4.30) 
' ..A A o-l XC(= oXot o-nde L= .. _, 

q. - ( 

~uta ' iD 
l 

.... . 

~~ (J ; ( 2-L31) c;·;, ; Cì . -f ';). 
l - . - l l. d 

dunque, appunto a · condi~ione che sia 

( 24-.32) . f: :cd.C·-J.4 .' o ;,..; .. -= li d l l J 
...... 

potremo prendere _,_ E>- in modo da rendere çì ..: d . • Supponia 
mo d'ora in poi Sen«'altfo la (2 4.29) soddisfe tta il c 
dà ovvie semplificazioni delle (24.16),(2 4 .18) <2 ·4-.20) 
( 2 4- • 21 ) • . , , 

Una ·'conseguenza nott8vole delle {24-.28 .), (2 4 .19) è q 

l.: - .. ·· • · - ~· 
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5ta : por .. e ndo nelle prime equazioni (24.19) (=.h e 
somma~do ee ·ne ricava 

(2 4.33) 
N :~ ~ '_ ~ 

.z J .../_:_ o .• 
/ 

JV 
. . . /"' 

tl che p o:r.ta c he ~j' ) si riduce eenz' altro al tene o_ 
re di curvatu:ra· R :: ;~" della connessione proiettiva 

• J,.t 11 

r;U""Y . Le s t esse (24 .19 ) dànno subito 
' 

(24-34) 
' l iiJV••.•c:1 

~tJ. = - · (,(_) . ·~ 
7 r h-l ~/ · 

Sostituendo nelle (24.17) e (24-.18) abbiamo un sistema 
di:ffe:renziale nell e ...9« ed X"' 1 cui coefficienti di­
pe ndono soltanto dalÌeF}v (e derivate) e dalle We" . ; · 

anche nelle relat i \'e condiz~oni d'integrabilità · (l~r fat­
te le me de sime sost i tuz.ioni t figurano sol t an t o le r_ A . 

"l p ' t . l'<~ . e c cv.. • ree~ sarn ea e C<J tteniamo 
~ . 

. • •• À w ~i-fc . . .. ) . . . . J J 
r ( 2 4 . 3 5) ](.-p . = -n-T r "}' IV,.~i _ ~·,Aj· .~-, 1 

(c) i ( 21-.36 ) - ~- «--j; - ~- U)t'! = o 

l . . /. kt N: .. )1 j};; ~~;V .... ~/ 
( 2 4.37) ~ (w . t! ,fj - i( Cb' z ~~) - tJ. 

Ecco dunque un primo risulta t o conclusi v o: 
Dati la ·c o.nnessicne p:roi ettiva r)v e il teneore 

affine ( s immetrico) W· · , oondizione ~ perch~ esista-
. ' . . z./. . . 

r:l p una i p c_ auper._:t c J.e ere , su dJ. una congru~nza co-
niuga~ a que eta J un OEmpo d t punti tali .che presi ta -
li punti c o~e po~_i -.:e'l· i. a X n. , siano - in re lezione a 
un conveniente C-ri f'~ rimen to _ · P~ w .. 

. . · - ,tn• ~ t.; 
i pàra metri della ccn:1e ss ione pro i ett i ·~a indotta nella 
]( e · il l'e lativo (1°) tensore ridotto di curvatura 

~ulen:riaoo ~ che le (C) siano soddisfatte. La XI'JJ risul­
'ta de termÙ1ata ( ins ieme sl campo di punti associa ti 
quali poli ai Sl:oi punti) a meno di omografie in ~17 .:,_ 1 • 



l 

Vogliamo ora passare da queste rappresenta-zione 
la Xn in E"+' me-diante . .r;v · ed «Jl· · ad una 
presenta zione mediante tre tens ori ~ffini simmetrici 0 
enche mediante tre form.e: quelle del ·FtrniNI. ' 

Osserviamo_ che gli iperpiani ~o= a dei sistemi proi 
tivi lo'cali, sugli ,5/l tangenti alla . .Xn _,sono legati per 
ore a un elemento -anali ti-cò e cioè al~a scelta- del fa t 
re a:rbi tra rio delle c_oordi.na t .e !IO( sulla x n_.. . o 

Potremo fra poco legarli invece alle pseudonoxmali 
con una- corrispondenza geo-metrica: la polarità di - .... ..L ...... -v 

Ma prima conviene introdurre o ~n altro elemento fondame 
tal e : s appiat;no che' _a d - ogni modo' la supposta scelta 
C-riferimento e quin~ degl:f:. ;.perpiani ;r ;_o,· subo-rd~na 
la .connessio,ne proiettiva 0.., una connessione affine 
L~~~ (e un tensore affine 0·i ) . Le differenze· 

• • ~,.' - . . ,...., t._ . { .c' } { ~} c . "- =-- j • il .;.. • , 

q"- - - /'*- - '" 
(24.38) 

sono le componenti di un tensore ~ffine: è questo l'en­
te · che volevamo introdurre._ Potre--Mmo dire che, come i 'l 
tensore cp~ · · esprime, in qualèhe modo, 11 divario fra 
la g,eometri~- a connessione proiettiva indotta nelle· Xn 
mediante il supposto campo di pol-i e - l s geometria del­
l'ambiente. :;..,~( ,cosi c:.(_c.' .dli''l_r. '·cert'O !Il,Q ;JQ T_iofiE: ef{>re 
sione del -diva rio fra 1l ge ome -":_!: i < ~_onne ss~one affi ne 
cui la connession_e p r pj_ettiYa. o:ra det t a dà l.uog o 1n re­
lazione a eia scuna normalizzazione del l e .Z..., e : 0 geome-
tria riemsnniana per la quale le c orrispondente dete __ _ 
-nazione di - CV~,y fornis~-e :4.1 ~e nsore oetrico fondamentale 

:Facilmente verifich~a.mo che 

{ 2 4-39) 

(in forza delle ( 2 4.29)) -è simmetrico. E infa-tti , che · 
sia simmetrico r ì spettq ~. Zrimi du_e in~ è cona~guen 
sa- evidente delle ( 2 'L 38) e 23 .33) .• Poi: 
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1n:torza delle (24.g): - d'altra parte queste e le (24.10) 
aànno fa cilmen te 

. {f41) « (fil) . ( .. ) 

( 2 4 • ·U ) C ·n :; - V, .B. ,. . d f ::: B ~ l:;- ~, f.:) = B ": V.:/~ c) = 
(/M h. ~ t O( './ .ft ~· .,. ',/ / ( ~ _f..c 

- - ~ _B ~. ·~ ; ::: C r~ p <oj 

, ·l l rq . ~ f;.Jt. ) 

questo dà quanto volevamo. . ,p 
Introdotto il te nsore c le equazioni (24.17) si 

r~'J. . 
. sctivono 

(24.42) 
'w i 
(' ; . D( .:> tJ( •• / lt' O(' 

V: .B. =r. ·!l +c .. B + cv .. X ... 
~ ~ ."/ Jl JL l v 

" ,Togliamo ora associare a ciascuna lscel ta delle p seudo-
normali (s'intende: sempre soddisfacente alle (24.28)) 
anche una determina zio ne degli iperpiani ~·=o locali 
e, insiene , una normalizzazione delle ZCI( .Per questo 
cominciamo dallo scrivere _l'equazione de~la generica 

. quadri@ osculatrice ( a contatto del · 2° ord~rie) a o 
nel:· punto P(-z:. "") generico. Essendo, in relazione ai 
punti fondamentali ftl( ed X~ ~: ed ~ 1e co or di nate 
locali troviamo sub1to che le qua~riche cercate sono: 

( 24.43) ~ -l x"ff ::: ~/ ~z'_x.t~ < Àz. x~+~!!( 
ove le .À i e _p sono· parametri a:rbi trari. 

D'altra parte rispetto allo ste~so riferimento loca­
le l'ipersuperficie (}ha la seguente rapp resent az:i.one 
approssimata (sitto al 3° ordine) nell'intorno del pun­
to .? considerato : 

(24..44) 

il che dà, pel cono cubico delle tangenti al la va rie~ 
tà intersezione 

( 2 4 c 45) / 1 :... · . , '~c 1 ; t l O 
i A · ~-·(..l p.~-~ · ~ v ) .:z-·.x x -
• l 1t. K . .3 l N K .-

Tale cono è apolare ~l cono asi nto t i co a condizione che 
sia .. . :: 



(24.46) 

cioè 

( 24 .. 47) 

sostituendo nella (2 4.43) -ne abbi amo i l f a s c io d.~ cr •a­
driche di DARBOUX: 

( 24.48) 
C) o . . ' z. '. ,/ .g ;;t ,· l 

~X t/ = UJ · . X .X -r ~C. N(;(.! X Lf+-U.~!f • 
~ ~ . n~ tA~ d / u 

La polari tà rispetto a una qua l unque di queste oo :t · 

qu.&driche subordina, fra. la s t ella di cent ro p · in .Sn +1 
l'iperpiano ( ,5n) tangente i n F} ,., ZT.:.~ -una co rrelEzi one. 
che per brevità viene detta pol~rttà di _DARBOUX; al la d 
rezione che da p va al punto dì coo'rdinate .x" :. -:1 xi~ 

., J o 

essa fa corrispondere 1 1 S n-t ; e11 ' Pn. ta ngen t e , rapp re -
sentato dalle equazioni 

( 2 4 • 49 ) . t{ :X o = W • • ~ L '.x./ + . _;l_ c •C(,/ ~ ::C C • (.{ -:. 

'/ · '/ · 0 n ..p-~ z:t t: % · .~. (f 

In particolare ponendo V::. O si t rova, come !t · ben natura 
lé, che nella stella ( unfta) di S;.. , di centro P è su­
\ordi;flato il coniugio rispett o al cono asintot ico, .e Ve­
!tiamo?,chi' la condizione perchè l' i ps;,;rp i ano( dell ' 5n. t 
gente-) .x·=o sia polare della pseudonormale~ x(::o~nella . 
polar'i ta di· DARBOUX iè che sia 

(24 •. 50) 

oioè che lo stesso cono cubi co ,. 

o 

aia àpolare rispetto al cono asint ct ìco . Ve ~ iamo subito 
che~ffetti·l~mente è possibile sod disfa re alla (2 4 .50) me 
diante una di quelle trasforma zionì degli ip e r pian i X "= o 
che conseguono a un mutamento del fa ttore d 'omo geneità . 
delle z \ . 



E i nfa tti: s e po ni amo 

(24 . 52) . 

abhi amo eub i t o, i n c o ~ s cg1:c :1za , 

"'o< 
~ 

f(~<X+ c;;~p 
,z /J A -l z 

( 24 . 53) B = .B =r B . C() u1 a( c< .J z l 

( 2 4 . 5 4) .... cv =- a cv . . 
t.' . > ~ .> 
:/ 

infine 

( 2 4 . 55 } 

e q-uind.ì 

( 24 .56) 
"" . . l . . ·r n+2 

c
1
. /} = c ., + 

l'L /"' . 2 J 

. Ì). " d "' .. l. o cos~ c c l~;; re n eremo c ' l ::: . 
/ . . 

prendendo, nell& ( 2f. . 5 2 ) :~ 

( 24 ; 57) f = 
~f"t:.d.' .~· -----c . u. 

IJ+Z ,/~ • 
e . - ' 

cioè, ess.endo 

( 24.58) 

ove c.o = l (lJ tj·l ; a Gnc or a 

(24.59) c· ·1 _ 1\ -n or_ B"' 1"'\ .X:f+'d . z ~~ --d - ~<Jwo =?~f ~1_, ., _ U; .D + 0
1 

r J ç cf ,, te . 
/"' • " l_ . ot d o( c/ of . r ~ ., 

A l o( Llll( o(. O(r 
ove LJ = lif-f ·· · -~ X ,p r e nrJendo 
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l 

- "ii+T 
(24.60) 

Qu ando A f nelle (24.52) e seguenti s'intenda dato 
questo valore, ne risulta no coordina te normalizzate pei 
punti di ~ 1 

(24.61) 
l 

. . l­
cui corrispondono determinazioni dei tensori w-2:1 :>c~~ che 
indicheremo con ats> az~·,_ .Qu.esti ultimi sono determina 
ti (in modo · invariante per trasformazioni omografiche 
~11' 5 n+-1. )dalla X, e dalla congruenza di pseudonor­
ma li. Le forme 

(24-.62) 

sono precisamente la. prima e la seconda forma fondE-men­
t~ùe d i FUBI NI per la Xn, corrispondenti alla suppos-ta 
co ngruen za di pseudonormali. 

Fin qu i non abbiamo sottoposto ad alcuna restrizio­
ne la scelta dei poli sulle peeudonormali: . in particola­
re ~ ed l} non ne dipendono e la conn,essione affine 

l.
,_,~ 

11- no n ne dipende: invece ne d ipende il tensore 
affine F":t~ •. Sa-p_pian1o _già che que sto è simmetrico nel 
nostro -caso: dunque la correlazione, nella atella che 

-ha per centro il punto generico p di XIZ entro il rela­
tivo spazio tangente> 

(24.63) r o _, . :.' j' 
·• Oli. ' X -

&/ 
0,) 

di ~ui a bbi amo v isto a suo tempo il significato geometri 
( n .l5, p.136 ) è nel caso à ttuale l fl polarità rist:etto ad 
un. c ono . Ha du nqu e un si gnificato geometrico ben preciso 
l a ~ondizi o ne , c h e &nche gue s to co no sia apolare ·al cono 
asin~ot ico 1 s i a bbia c ioè 

( '") 4 6 ·' \ \.,.:. t- . '+) r~ . z..; o. 

lue sta condizione va le & fi s sar·e sull e sìne;ol e v seudonor 



rns li i poli. :E infatti per un cambiamento dei poli Salle · 
ps eu do no rma li , ' 

( 24 .65) *X"':=-XO( .P + D-Z.t( 1 

ab bimmo, come iu:medi a t su:ente ni verifica-' 

o . ' 
~r.o r ( 2 4 .66) .L • = .. - fj. w . . . 

'c:f '/ z; > 

~ t d *".o . ... .l'ol~l"· a 1 .r _T nu nque po remo re n e re .L ...... - ~ o. w .• J'l"'enca.~nQl.o 
t,/ "J 

-t ::::: -1- /..., -o. C() r.:/ 
( 2 4 .67) n.. ltf 

Alls ~celta, cost determinata, dei poli sulle pseudonor-
1* . o 

mali\ orrisponderè. una determinazione di ..r~.;;· . -che indi-
cheremo con p·. ;. ponen do dunque , d.o1o la. no1"m~h-7.•u:z.ione. (24.61), 

lJ -
o l o l.l-

b . . = r-. - ... r"l a a .. rz/ - ~ ,~ ~ zd 
(24.68) 

. ~ . 
Se d'al tra parte designiamo con A ,uv i p~ram eti;i ( nor-

malizzati )della connessione proietti va che viene i ndo t­
ta nella x/2 in r "elazione alla scelta (sempre arbitra­
ria} ""di una congruenza ( co n i uga ta ) d i ps eu do normali e 
alla se el ta ora precisata dei pali s n di esse, avremo 

• • (Q.) . 

A,~ ~ {/l 1 -4, à;.~ L ~ ( 24.69) 

ove l 'indice (t:.t) contrassegnE> gli elementi che si rife ­
riscono al -tensore a. · quale tensore fondamentale. E' . z/ 
p:re ~isamen te 

(24.70) 

la terza forma f ondarre n t a le del FUBINI: s'i nt ende f:t:mi_: re 
!' €1 6 ti VS .alL.:1 X Il e al la Suppo st.s congrue nza ~ i p S€ U~O.-· 
n erma l i . 

Riassumendo i risultati ottenuti: 
Scelta a piacere una co ng ruenza c on i ugata ~1 J 1 i p-::r<; • -

-(_.)e (z.t.6o) d.i. ~- ~ cio; d.egli i}>el")?ittni X
0
..::o . 



perficie 6' quale cone; rue nza delle ps eu dÒ normali e 
sato su ciascuna di queste in un primo tempo in modo 8 

bitrario un punto come polo (le cui coordinate x« ver-
... ranno normali ~'"l za te in modo che il punto dXcxstia nel 

piano tangente ') . j eterminati infine gli iperpiani locali 
X 4 =0 del C-rifer1mento quali ·polari delle pseudonor­

mali nelle · polarità di DAREOUX relative ai singoli pun 
ti di 6"' ,le componenti a-2.-s del corrispondente (primo) 
tensore (ridotto·) di curvatura eule riana e le differen 
ze at'·t =- a.u.( a.~)~-{}{~) sono i coefficienti delle .prime 
due forme fondament6li del FUBINI. 

'!i è un unico modo di fis sare, sulle pseudonorm&li, 
i poli sì da rendere il cono fondament a le della polari­
tà A;,/ du·z'ducl::::. (} apolare al c.ono asintotico: i · c orri­
spondenti parametri p c.',j == .-:t :d'· - sono i coeffic ienti d 

· ·3a.forma· f _ondamentsle nel FUDINI.Sotto le c on0izion i ·: hs 
si :ricavano dalle (C) ;cioè (24.35) ••• (24.37), ponendo-­
vi a,;·.;A; 11 al- luogo di w~.:;,F}cv ,a ggiungendo 

d'al tra parte ·le ·aondizi oni di a pola ri tà di f3 e P a.d 
· ~ , queste .tre forme E;> E; e P oppure la c onness 
ne affine A ~l. e i due te nsori affini az't e Pz·~ 
enti a t ti a tlrapp resen t G r e la i pe rsupe rfi ci e 6'"' nel . . 

gruppo dell e omogl""afi '·' 1n ,Sn.,.J • 
Resta i nf i ne d~ f a re , in ~o do i ntri ns eco 

13 l .., Q c e l +è- À e l ì ~ .,., "' a n fi o ...., "r ,... ·- "' -; · , ., o n n+f~ èJ "- V l p .J.. J. V ~ ..:tv ~ , \. , .,~.\: .I. }C. ...J......:.... • .; -,...!..o.. • ._ .... 

r·.,l ~ x ·n ~-L <.. ·n_ 1 

pe1 ca s o 
n=2 ~i cono scene sv sl' Ì ~ì ti p Toce d.iL~>:: ' ~lL g eoc2 t rio i per 
rico s truire que lla part ic olare cong:rù .nza dE:J.l.:> " noxma 
li proi et tive ", trov&t a dal ·UBHU per viG a~:·,~ l. it ica: 

la quale almeno nel l ' a s pe tto r, n::.ìl itico .si ) re sen t & co­
me la più sempli c e e na t ura le generalizzazione della c 
gruenza dell e normali me triche. Ni limiter~ oui a ram­
mentar-e una delle ca Tè> t t r:: rizzazicni ans l iti;he : lo s 
la r e 

( 24 .71) 

invsriante nei mu ta me nt i d~lJ.e c ;or dina te curvili nee e 
, Per le (24.§2) ;mentre p e p i~ genera le cambiamento d 
le p seudonormeli , o pil1 e sa t t amente delle Xa in mod o 
da coneer v8 r e verificate l e ( 24.29 ) - e l' ap cl ar i tà di 

Pt"j a r:ì w li y - . 
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(2~.72) 

si ha semplicemente 

(24.73) 

e d 'al tra parte 

(24.74) Z" O( __ c:::--.1,70( f"-- ~-y·· . "' -~ ..... - ·1 u L-t 1;:7 a. =·aa .. a .. ~-=~a .. # · · 
J "p( o( .) ~ . lJ ~ . :/" &j~ ' 

questo permette, elin::inato ~ medi ante la (24.73) , di 
costruire coordinate e forme fondamentali · normali, quel.­
le del FUBINI. Tali elementi sono anche i ·trasformati di 
Ztl(" .[:,di fi;_ ed .f;· mediante . le (24.74) , in . cui sia P9-
sto 

(24.75) 

questo va lore posto nell·e (24..72) dà i poli normali e 
determina in partJcolsre le normali proiettive c!el ru­
BINI o l a loro estensione al caso n_> 2 .St.L questa te o­
ria, che pel- caso n=2 ~già stata ricost rui t a in mod o 
veramente geometrico pe:r tutt'al tra v·ia dal BOMPIANI • 
non ci tra ttemtho più oltre : lo scopo del p :re sente §. 

· e:rs sol tanto mostrare come vi po esano a-vere utili appli­
ca zioni e interp retazioni i risultati dello studio n. elle 
connessioni proiettii e (~) 

o~ 6- Applicazioni: la relatività ... proietti va • 

25 . - Premesse e richiami su alcune teorie unitarie 
del campo elettromegnetico e gravitazionale. 

Veniamo ora a , qua lche cenno su un altro campo di 
applica zione delle connession i p roiettive: nella teoria 

(*) Lo studi o delle varietà in uno spazi~ a connessione 
proi_ettiva , particolarmente pel ca so ~n èui la varietà è una 
i persup erf ìcie in Pn , e più p r e cisamente una superfi ci e 
in .F; ha avuto alcuni sv ~lUT(P i recen;i degni d.i nota: ma 
so l tanto .nelle a nnotam.-on::!. a l l a bib~iog:raf.ie (n .30) -p0-
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delle relatività,c più precisamente, nella costruzio_ 
ne di teorie unitarie pel campo elettromagnetico e gra­
vitazionale. . . 

Rammento che appunto questo stesso scopo di unifica-
zione è stata la sorgente prima dell'intera t eoria del­
le connessioni: le no.ziont 'è i connessione affine e me­
trica sono state intro dotte dal WEYL ap punto quali b&si 
concettuali della su9 t .eoria unita ria ( 19 1 6) • 

Dopo molti altri tentativi , basati sempre su con­
nessioni affini o in particolare metriche ed euclidee, 
più recentemente (1930; VEBLEN) anche le connessioni 
proiettive hanno servito di fondamento a teorie unitarie 
Sulla teoria di VEBLEN daremo qualche indicazione ( e 
qualche cenno poi anche $ull 'altra di poco po steTiore 
dovuta a SCHOUTEN e v.DANTZIG): dopo un breve cenno 
sul precendent~ sviluppo delle teorie unitarie. 

La teoria dell& reiatività genera l e, da A.EINSTEIN 
sviluppata fra il 1913 e il 1916, si basa su una geome­
tri zzazione del campo gravi t a zi onal e, che viene in cer­
to modo fuso e conglo ato nella stessa nozione dello 
spazio-tempo 4-diue nsionsle, c;+ , :questo viene idepti­
fioato con uno spazio riemanniano , o pià esattamente . 
pseudoriemanniano cioè a afjz i ndefinito: le sue linee 
ieotrope (reali) sono le linee or~rie dei r Aggi lumino­
ei. La condizione 

( 25 .l) d 2. Ci' z .d A 0 t. ~ = ~ - A u u = E== :t t 

(ove inte.fldiamo' sino a contra rio avviso _.r.:;: /l_-!-; t =l' 2' 3 ~ 4 
e con u z indi chiamo coordinate cu:rvilinee in G._ ) rap­
presenta in ciascun punto P il cono isotropo, il qusle 
separa , nella stella P ,la t otalit$. delle d-irezi oni 
temporali da quella delle direzi oni spazi:sli. Ram.rrento 
che _l'intervallo . dj_=VI9'z-~;, duz·~u~/ :fra due svvenìmenti 
(uz) > (u ... ·+du.. "L) infinitamente vicini, se essi 

stanno in una di re zio ne tempora l e è l'intervallo di. tem­
po fra di essi p~r un osservatore . che assista ad en­
trambi; se essi stanno in una direzione spaziale è la 
lorò distanz& nello spazio pe r un osserVBtore pel quale 

trò darne qualche· cenno. 
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essi siano ·contemporanei. 

I coefficienti ~'i . si dicono i potenziali gravita­
zi on& l i: in quéln t o · es Sl· possono assumersi per r appresen­
tare, in rela zione al presupposte sistema di rife rimento, 
il oumpo gravitazionale~ e d'altra parte le forze del 
campo si esprimono mediante i simboli di CHRISTOFFEL 
relativi a izt ,cioè mediante le derivate prime . delle 
:Jl·A • "Così} eecqndo la teori8 genera l e della r ela tivi­

tà, la gravitazione oc cupa un posto essenziale ris~tto 
alle altre forze, particolarmente rispetto a quel­
le elettromagneti che; poièhè le lù funzioni ( 9- z·~ ) che 
rappresentano il campo gravitazionale allo. stesso tempo 
definiscono l~ proprietà metriche dello spazio ( Gl-- ) 
(EINSTEIN,l916 ·(*) ) • 

In assenza di materia (ed energia), e allora soltanto 
riesce possibile , con scelta conveniente del riferimen-
to iJ;t G,4- ridurre le f!~·~ a costanti e cioè C.,' allo 
spazio,pseudo-euclideo di MINKOSKI, della relatività · 
speciale. in generale questo non è possibile, in conse­
guenza dell'esistenza di una curvatura, che fisicamente , 
manifesta l'esistenza di materia. : 

Le leggi generali della natura (secondo il principio 
della relatività generale di EINSTEIN) debbono venir 
esp.resse mediante equazioni di c& rattere invariante 
rispetto a ciascuna trasformazione delle coordi na te cur­
vilinee in G1,. .La legge f_ondamentale viene esp r e s sa 
r.:. e d i an te le equazioni gravitazionali 

( 25 .2) 

ove . ~··~ è il "tensore di Einstein" 

( 25 .3) 

posto 

( 2s . .. n 

( 25 • 5) 

... J 
.J(~ J!. ~ K .. ~ , 

'K Jti\ . 

( *-) Darò nelle annota z+_oni (n.30 ) qualche i nd icazi one b i­
bli.ografica • (L a fr~s~ l'Ì]OT't-ata. &opl":t ~- in .. lli)· 



---------------------------------~~ 

i sireboli .di CHRIS'l'O)IM!:L riferendosi a ?ii ; e ~·~ 
il teneore energetico, tensore simmetrico ( come C ,·f< 
che oa rat te rizza lo stato di tensione, la qua n ti t à di m 
t o .;. l'energia fisica del campo che si considera (gravità 
esclùsa) . Infine 1C ~ una costante , legata alla scel 
ta dell,e unità di misur~. Le (25.2) possono rigusrdarsi 
come eqùazioni a derivate par~iali del 2° ordine nelle 
3/~ : se.rvono quindi a. determinare, in un conveniente 

intorno di un punto (cioè : di un avvenimento) :? in(/~, 
la àatura metrica dello spazio, che comprende anche il 
campo di gravitazione, quando ·vi si conosca la determi­
nazione del tensore energetico, che in certo modo carat­
terizza l'insieme delle circostan~e fisiche che si pre­
sentano in quel campo di q~ . Rammento ancora che si ~~, 
come con~eguenza im~edi a ta delle identità di BIANCHI 
( 3 .33) p el tensore di curvatura ]( :: ~ f 

J l!<;. J 

( 25 .6) 

que s t r: e le ( 25 .2) dànno le e quazioni di cr1n serva zi one 

( 25 .7) V. Tit~ .o 
l 

Il tensore energetico ?;·~ può scindersi i n due adden­
di: il tensore energetico materia le .Jv[l.,_ a- que llo elet-

E 
. K 

troma gne tic o c'~ : 

( 25.8) / .A - _lv[ . _? +E ·PJ 
-lX - zK li{· 

Nei rigu.ardi di E r·/( rammen terb ancora che e sso · è legato 
(secondo EINSTEIN) al te nsore emisin'me trico _;.,-;.t , che 
rappresen t a il campo elettr~magnetico · 

( 25 .9) 

(rotore del vettore (/JI< che rapp l·esenta i l potenziale 
elet.tromagrietico: congloba ndo il potenziale scal are del 
~Jampo elettrico e il potenziale vettore del campo magne - . 
tico) dalla formula segu en te : . / 



------------------~------~~---------------------------

(sempre inteso che l'innalzamento e abbassamento de­
gli in~Uci si faccia mediante fil·~ e ~·.t :ad es. 

(25.11) 
FA!_· ~l< ~"F 

- :J ff li 
) . 

Le componenti di Jç~ sono legate fra loro e .al vettore 
di corrente Ii. (che riar=sume la de n sità di carica e la 
densità di corrente) ~alle equazioni _di MAXWELL: 

(25.12) f~!J =o_, ~e: ~{~+~~+f~ =o 
(ove la derivazione covariante · f?-, che intendiamo qui 
fatta coi simboli - di CHRISTOFFEL relativi a 9:·~ ~ pub 
anche sostituirsi con la derivazione ordinaria) e 

Conseguenza evidente di questa è la seguente: 

f7 Al l 
< 25 .14) ~ ~ F . == ~ J -= . Q , 

esprimente, B~~logGmente alle (25.7) , il principio · d~ 
cunservazione dell' èlettricità. 

Rammenterò infine che le equa~ioni gravitazionali 
{25.2) di EINSTEIN possono anche ottehersi a partire · 
da U il pr'incipio variazionale (p~incip_io di HA.MILTON g~ 
neralizzato): annullando cioè la variazione prima del- · 
l 'integrale, esteso a una re&ione 'l"' di Ci~.~ di una · . 
nfunzione univers ble "W/.ud. 0 ~~·R )cpportunaffien-

( L .l (/t'/!: .> ~Lf.cl -','"'/ . 

te presa. Precisamente inteso che la variazione ~Ufd~J 
0 -ve ch:-z -v:j dc/du.~du J du." è l 'elemento di volume 4-di­
r.n ensionale in c;~· , sia calcol 2ta in rela zione a varia­
zioni arbi t:rarie delle r!f:-.t: nei punt i interni a ?" ,le 
quali però si ·annullino nel ccn-ro.ino 6' di 'è , si 
hanno le equazioni (25.2) rela tive, s l caso del-lo epa-· 
zio vuoto ~i materia (ed energia) -ponend o 

( 25 .15) x . 
J 

e · si hanno anche (secondo il. p.:._LA'rnn)le (25.2) -- relati-

_E~ 31 
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ve al - caso generale ponendo 

ma que s to se si accetta l'ipotesi restrittiva che 
ponei.'lti ?:-~ :;: V-J T;~ della densità del tensore energe 
tico non .abbiano variazione i n conseguenza . a variazioni 
a r bitra r i e del~ e ff. ·;. - • - _ 

Appa re evidente: in questa teoria di SINSTEIN, la di 
simetria co n cui vi figurano i due campi .di forze fonda­

.mentali : gravitazionale ed elettromagnetico. Il primo de 
termina a dd iri t tura, secondo EINSTlHN, la far ma de l lo sp 

j 

zio-tempo e in qu-esta forma si manifesta: mentre il seco 
do viene c onsiderato soltanto- come energia, o se si vuol 
come materia che n:e dian te la sua ripartizione nello :;;p a-

zio e nel tempo dà luogo al campo gravitazionale. 
Il 'NEYL ha emesso (1918) questa ipotesi : che come n 

la G~ spazio tenporale il campo gràvitazìonale si manif 
sta nell' esistenza di una curvatura~c1oè nella non-in­
tegrabilità del trasporto delle di re zioni· secondo LEVI­
CIVI~A , così il campo elettromagnetico potrebbe manife­
starsi in una non-integrabilità del tra~orto delle 
lunghezze. . 

E' precisamente quanto vi p re sent a nella teoria .-1elle 
connessioni metriche (di 'WEYL: sensa torsio-ne). 

· Rammento che una connessione metrica di WEYL è defi­
nita da un tensore fondamentale, che indicheremo sempre 
con 9.:~, e da un vettore fondamentale Pi ,cioè da due 
forme ~ifferenziali, l 'una quadratica e l'al tra lineare; 

( 25 .17) C/..J .:::; <}'_. du. z •• 
t 

Ecco il significato geometrico : medi~te 9i~ si otten 
gò'no in ciascun punto della· va rietà (qui na turalmen,te 
il nurr~ ro delle dimensioni p.otrebbe essere qual u.nque )le 
lunghe z ze --! = y 9._~. ·~ 'fi r;~ dei v ettari relativamente a ~ 
una presupposta distribuzione di unità di misura locali. 
Nel pas saggio secondo la legge di equipollenza della c 
nessione , da ~ punt? ~(u~ a un punto infinitamente 
vicino ttp ( ll t+ d u 1 

) , le lunghezze si alterano in un 
rapporto che dipende dal l e u·· e anche dalle du. l.: cioè 



P *p dalla direzione :il . coefficiente di dilatazione 
dt è dato da 
t 

( 25 .17) 
d! - ·-l 

S 'intende che si parla qui di ''eli latazÌone"ìn un senso 
r elativo: relativamente alle unità di lunghezza locali 
prescel te. Se camb i amo in mc d o a·rbi tra rio tali unità: 
c ioè mutiamo fl,:~ , i n 

( 25 .18) > 

corrispondentemente anche il coefficiente di dilatazione 
si altera ~- si muta in 

l ~ 

(25 -19) -· 

Ma i parametri della connessione, che (in forza ~el-
l 'ipotesi ulteriore che fa il 1WEYI.: dell'assenza · di to r­
sione) sono 

{25.20) -r:;; ~·~ J +; (~'~+~,:~_,?,~~~) ' 
non dipendono dalla scelta delle unit~ locali: c~oè so­
no inva rianti per le ( 25 .18) e ( 25 .19) • 

Per trasporto ciclico lungo un parallelogrammo infi­
nitesimo costruito come al n.l?, si ha fra lunghezza ini-
ziale e finale di un vettore trasportato urJ. divario :z;e· 
tale che 

( ve d .le ( 25.9)) .Dunque soltanto se il "tensore di . cur-
vatura segmentariaJf . (second o 'VEYL) ..-

si annulla il trasp orto delle lunghezze sarà integra­
bile , e sarà possibile 'tlnB tale scelta dell0 unit à lo-



cali di lunghezza che la presuppo~tB 
dei vettori ne conqervi le lunghezze. La connessione al~ 
lo:ra diventa euclidea, e anzi,non avendo toraione_,r:ie­

manniana ; Quando il te n, soreE;~ non s'annulla esso darà 
in certo modo una misura c;lello scostarsi della supposta 
connessione . ~etrica dalla conne s sion e euclidea. 

·Rammento ancora che invec.e, in uno spa ~io a conness 
ne metrica o anche affine qualunque .r:,_~ ; detto_r;..;._4· 

il tensore di curvatura, la non-integrabilità del tra­
sporto delle direzioni può esprimersi mediante quest'al­
tro ten so re: 

(25.24) 
· · · ~< = r ·: · k- _t_ 'd~<r : : · / · 

L ii.' A. . rl ... l n ~ d z l -> 

. il cv.i eventuale .annullarsi . ~ appunto la condizione 
perch~ sia integrabile il trésporto· delle lunghezze • 
La (25 .24) ~ del tutto analoga. alla (17 .40), e questa 
an&logia non è senza una .evidente rsgione d'essere: 
la t raslazione proietti va dei punti degli spazi tangen­
ti · nella interpretazione (n+l)-dimensionale (n.21) è 
p r oprio un tra sporto delle direzioni dei :vettori. 

Se la connessione F,;·~ ~ metric~ secondo WEYL, il 
suo tensore di curvatura r::;J: si può esprlm:re per 
L ... ~ d '7:"' ,/l #L 

d···~ e .r,ii _:, e infatti si ha . 

( 25 ~25) T ::A· l = ~ h. <P -'d. <i) = !!... F . 
. d L v 2 ( v, ~~ d . l Z q L . 

onde 

(25.26) 

Al posto del teorema di RICCI 

'( 25 .27) 

che è ca ratteristic<? dell e c.cmne~sioni euclidee, per le 
conne~sioni metriche si ha 

( 25 .2S) ~ ~t~ + ~ 7l·~ = o _, 
e questa condizione (cioè : l ·' esistenza di tensori J-r.·i -. 



e <P,_. che vi soddisfino) oeratterizza .- le connessioni 
metriche :f}a le connessioni euclidee.( Se non si.~aggiun­
gela condizione che il tensore di torsione s:t~r,~~) 

. d l) 

si annulli si hanno le corineesioni metriche più ge ne­
r a ii di CARTAN) • 

Ciò pren:e sso: il WEYL identifica (19 1 8 )lo spazìo­
: -tempo c;. con uno spazio a connessione metrica (senz a 
torsione): e assume, quali tensori ·del potenziale gra ­
vitazionale e di quello elettromagnetico, appunto 9;_-~ e 
tf?~.- • Che que st 'ultimo risulti determinato, secondo la 
(2~.tO)solo a meno di un gradiente additivo, è d'acco r ­
do con l a natura fisica del vet~ore potenziale. Aesunt a , 
quale f un zione universale , 

( ove l'abba ssamento e - innal _zatnent0 degli indizi s'inten­
de sempre f a tto mediante .~~ -e ~,·~ ) · ··il VfEYL ne ricava _ 
le equazioni, fondamentali (o "equazioni dél campo",Feld­
gleichungen }' da sostituire a quelle gravita zionali(25.2) 
di EINSTEIN, _col solito proce s so va riazionale. ·rn p r i­
~approssimazione si riot tengono così le equa zioni · 
( 25 .13) di MAXWBLL ( quelle del l 0 g rupp o- ( 25 .12 ) va lgo- _ 
no senz'altro in consegue nza delle (25.23) . e l a legge 
di gra vitazione di ·N.EWTON che è. appunto prima a ppro s ­
s imazione di quella di EINSTEI N. Ma non risulta no come 

. ' sarebbe de siderabile, s enz' al tro le e qua zioni gravita -
zionali di EINSTEIN in assenza del campo e l ettromagneti­
co: e del resto le equazi·oni fondamentali di questa teo .. 
ria de l WEYL risultano molto co rnplesse ~ fre~to a tale 
teoria ha nno f a tto seguito altri tenta ti vi; di _que st 1 
(o meglio, di alcuni più notevoli) da rò ora un rapi do 
ce nno . 

la teo.rfa di _EDDI NGTON ( 19 21) si ba sa su una conne s -
. sione a ffine ( non metrica , in ge nera le) senza torsione . 

C!-> ... · r ,· · t · di t r ·· ·A-
... ~<;:1 no Jk ~ pa r ame r~ . qu e s a , s i a ·'t'lv i l tenso re 
d2 eu r vs tura ; p o sto a l soli t o . d 

( '?5··. 30) r.p 
. 'h 

r ... d 
• • ç 

,/l h. 

indi 



( 25 • '31 ) 

(25.32) P:·~= i[t'J{] = 'z_{F;l-~r)=i.!'z."~f~ 
_ 1 (o~ r 1:.- é), • .r1~) 

secondo SDDINGTON si assumono le pl~ (supposto j c?.~l-# O 
e À essendo -una costante, introdotta per conservare 
la libertà nella scelta dell'unità di lunghezza) quali 
potenziali ·grAvitazionali, ed F,.~ , che è il rotore di ­
un vettore. quale tens ol'e del camp-O elettromagnetico (~ ) ·. 

EINSTEIN nel 1923 si è proposto in un / primo tempo di ­
completare e perfezionare la teoria di JiDDIGTON introdu 
cendovi un principio variazionale mediante il quale si 
po~sa.no ricavare (con l'integrazione dell.e co:r;risponden 
ti e~uazioni delle e stremali) le funzioni F,/~ #che nel­
l& teoris di EDDINGTON sono affatto arbitrar1e.(O meglio 
e'in.tende ·: si tratterà di esprimere . 36 di ·queste 40 
funzioni, in quanto il riferimepto curvilineo deve re­

- ~tu':re arbitra rio). Frecissmerite EINSTEIN assegna come 
V3lbré della funzione universale~ (Cfr. con le (25.15) 
e (25.2,), o meglio, della corrispondente densità scala 
re 

( 25 -33) 

pel principio di HAMIL~O~ generalizzato, l'espressione 
seguer1:te: 

-, 

. (le T;~ essendo date dalle (25.30).A1 solito si deve in­
tendere che la varia zio ne vjW d.t!.l-' c(u tdu.. ad.ulf.. va da presa 
per a rbitrarie Variazioni delle c:K nel campo '?" di 

./ . 
~ cui è esteso 1 'integrale: nulle al contorno di?' ) • + . ··--

( * --') Ls veduta che h?. guidato ED1IGTON è cosi da . lui ste 
illustra ta (1922); nella ~eoria di WEYL il sistema delle 
unità lo cali è un' entj t.à in parte fi s ica, in parte con v 
zionale in quanto il W: suppone di . poter confrontare i 

./. 



In un seconde tempo BIWS~IW ha esposto (1923 u~ 
te ori0 ~ he si riconnette sncora a quella di EDDIROTON 
ma se ne d~scosta d'altra ptirte abbastanza profondamente 
in quanto si basa p roprio su un principio variazionale 

( 25 .35) 

ove U/ è una funzione,d spprima n on 
te ~s ori (,t (s.i mmetricO) ed E:·J. 
ga ti a una p resupposta c9nnessione 
(25.31) e (25.32).Pnsto 

- o - ~ 

determinata~di due 
(emi ai~metri co),l e-

• rr t' 
affine .L .,~ dalle 

( 25 .36,) = > 

z'A l= ·i" 
FF 

( 25 .37) 

( 25 • 3 8) 

/~ /( 

!1 -~ 9 =- ~ ~ 
l l . !l i~ J . l 

Jfç = ~k -J J =. Y-j 'd~ ( V-g / J ~ 
l . 

EINS1''EIN int e r preta ~t.~ lt., i ( r i s p e ttivam ente) come 
t e ~ sori de l campo g r a vi t~zic:1 sle e di quello elettroma­
gnetico, e come vettore di corrente, e mo s tra che si può 
scegliere W 3:t' d<:: rendere • 

ove f3 è una costa nte ed .Ec'l è dpto _d,plla (25 .10): ove 
perb sia posto 1/~ al luogo di E;~ .Le ( 25 .3,) sono 
le equa zioni del campb in questa teoria; le prime di 
esse si . presentano come corrispo ndenti alle equ&zioni-. 

un punto di i;, le l unghe z z é nell e divers e direzioni, 
con .p r ocessi fisici ; e _pens a inv·ec e di non. pot e r con­
f r on tare a pr ior i ( senza UI:'J:~, ·l egge di traspo rtò che i n 
generale non è integra bil e f .l e lu.ng h·ezze in punti dive r­
~-:i:_. EDDINGTON in un p,r i mo t e!npo considera la l unghezza 
come un i nv :n i ante del tutto c onv-enzionale, · mi su-rata quin­
è i mediante un t e n so re fl ·P a p riori indipendente dalla 

. ..Pf . rz .' "- . co nneeslone a~ 1ne . d~ ; 1n un seccnco teGpo p on6 le 
( 25 . 31. ; c 0me il pro c e di mento più. sernul ic e ·9er f .·-;-r p "' 

c;c • - _ !li · que 
la lmghe ? z~ convenzi oncql e una entit >;. ftst. c·~--8. · 



di ~INSTEIN (25.2), e relativo al caso di uno spazio 
"vuoto di materia >ma. ove si presenti insieme al campo 
g r avit a zionale an che un camp o elettromag netic o. 

I parametri F.~ dell a co nne ss l one affi n e si esprimo-
i l " , J · · ho co s :p er e q . e ~e .l . 

~~ -
,· { ,· ì l (6 tj. ~, ·,.) { . J l 

( 25 ·~0 ) lf~ = ~~l+ 6 l ~ +cJft.Jl 7"' "'i gtl;' 

cosi c chè la teoria pub c onsid~ra rsi in so s t a nza b~ sata 
sui due terisori 9t'A. ed ~·f.. .Es s a p re ser1 t a questo incon­
veniente non lieve: il campo elettroma gnetico secondo 
le seconde eq_.uazi oni ( 25 .39) non pub esistere dove si 
annulli Ll vettore di corrente JA 

SCHOUTEN h a cercato (1923) di mod:if'icare la teoria 
di EINSTEIN in modo· da evitare questa difficoltà: a ta­
le scopo è pa:rtito, anzichè da una connessione affine 
simmetrica , da una· emisimmetrtS€; t a le cioè che 
tensore di . torsione S : :~non s i s nullo, ma' abbia 

'J . 
ma 

~ f ) _:!_ ( J' -:! - ;)_ -1 . . 
2 z' J J L 

Non eritro in pa rticolari a proposito di questa teo­
:rms di SCHOUTEN : noterd'' sol tanto che appunto il -v~t­
tore cova riante d. viene interpreta to come vettore del 

l. . 

potenziale elettromagnetico; e che il tensore del campo 
elettromagnetico viene espresso quale una combinazione 
lineare . del rotore di questo vettore e del rotore del 
vettore di cor~ente Jt:.. 

Nel 1925 EINSTEIN ha esposto un secondo tenta tivo 
di teoria unitaria: basato questa volta .sn una connes­
sio ne affi~e asimme~ri?a L_,.'~ e ·su di una --densità t 
siena le ( d1. p e so l) §.t anch'essa non simmetrica • !l!e­
diante il tensore di curvatura cont ratto Lq~ = L/,:A·J 
rel ~tivo a quella connessione, e i l te nsor~ relativo y l t.. _ , EINSTEIN forma . la densità scalare . · 

t'.( . 

(25 . 42) · · 'W'= 'ff L l·f. -

e ne r i c ava col spli to pr.ocesso varia~ionale {per va-· · 
r iazicni delle §'"- ed L</~ nulle al contorno) ~e •equa­
zi oni del campo " . Queste d5n no luogo, quando y·l.. sia · 



eimm etrico alle equazioni gravita2ioneli di Brrs~ 
p e r lo spazio v uoto, e in caso contrario dànno, ma~ 
p rima appro s sima zione, anche le equazioni di MAXWELL. 

Di questa teoria si sono o ccupa ti anche (1925-26) 
EISENHART e d.M.THOMAS. Assa i mo ggiore inte~essamento 
ha suscitato l a teoria uni-t a ria che EINS'l'EII' ha inizia­
to nel 1928: b a sata su una con ne ss ione euclidea inte­
grabile, cioè a.d equipoll enza assoluta(*): ma dotata 
di torgione. Il modo pi ù. genera le di costruire una tale 
connessi one (in una Xn. ) è . questo: assegnati n campi 
di vet t ori ind i p end enti. 1f..', (Q,bJc.?d/ e = 1,2, •• • n ) 
~~ pone pel vettore j" 4 da tra spo rta re l a co ndi zicn'"' 

. che e sso .mantenga c q s t a n ti le su~ comp on e nti f ~ ralì dìt; 

(25 .43) J i =- J ~~l. 
risp etto a lle n-upl e locali :{['.I pa r ametri di questa 
connessione sono (cfr. con le (19 .61)) : 

( 25 • 44) 
~ . 

ove abbiaro indicato con )(~gli elemènti reciproci · 
delle ~ in l -:f.k 1 .Tale connessione è effet-tivamente 
eRclidea rispetto alla metrica che ha quale tenso re 
fondamentale 

( 25 . t5) 

{ove è sottintesa ia s omma rispetto ad Q): metrica 
ca r a tterizzata dal f atto che rispetto a d essa , .in cia ­
scun punto della X ,i vettori dell' n- upla X' che ne 

'+ . n t .. . ~ escono sono U.nl. uBrl. e or ogon&~ l. -- . 
Ls legge di trasp orto di _qu e'€-t-a conne ssione era già . r.. . 

stata o-sse-rva t a da CARTAN ( 19 2.3-) è ds VITALI (1924), e 
l a de r ivazione covatiante che v i corri f' ponde, già nel 
1921 dE R. 'VEITZENBOCK. Della t e oria unitaria che vi è 
t:> a sat a , oggetto di pa re c chie ri ce~he e eh successivi 

(*)Più c omu nemente si pal'la di paralle'ì _·istr.o assoluto, 
r i fe r en dosi però al tr& sp ar t o de i vettori e non solo de : 
le l oro dire zi on i . I n qu a n to sì tratta dì connessione 
euc l 'lC:o·: , i n ~ost B nza ~a l o - ste s so:perchè il tre- sport o 1e ' 
~! ;_ tt(yr i n e c c n se rvo :t mo duli • 
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p erfezioname nti di SINS~EI~ medesi mo ( s ino al 193l)Jdi 
LS !I-CIVIT , di CARTAN, di · .Y .TROMAS e di a l trj,. , dirb 
soltanto che vi s ' ident ificano le fl,_.t_ ,~ate dalle (25. 
cci po t enzi a l i gr&vi t azìonal i , e 

- . s . •J 

~- 'cl 

c ol· lettore del potenziale elet t romagnetico. ( Questo 
n e determi nato dalla connes sione : non solo a meno di 
g r adien te addì t i v o, c ome .app& rrebbe p i h natural e ( * )). 
equazioni del campo s ono ottenute co n processo abbasta 
za c omplica to , e richiede non brevi svilu )~i ~o s tabi 
~.irne l a comp etibilità . 

Alla teoria di :EI ;S:rEIN o r a 
nette l a teoria espost a nel 1932 

etta (del 19 38) 
da P.STRA~EO : il qua 

l ' anno p recedent e a ve va anche abbozzate u n ' alt ra te c 
~ . 

be snta ~u una connessi one eu lidea emisi~met rica . 

Vi è anco r a da di re dì ur.. in te re gruppo di. · teori e 
ur:: ta:r ie lsscia t e da pert ;:: sin-era , be nchè i1l or dine di 
t emp o solo in pt2rte po s t eriori a quelle ora accennate . 
Sono le teorie che si ricollegano a ll'a "relativ tà . 
mensiona le" d i TH .KALUZA; a l le :re gruppo appartengono 
teori e di VEBLEN ( e ài SCHOUTEN) della "Tel ativ ità 
iettivatl ;.ài cui dixs e mo per ultimo, ai n.n. segtì.znti. 

Il KALUZA , nel 192~, ha _av:uto q_~,est a idea: che <1 un 
t eor i a geometi·ica , ch'e renda co nto_ anche de i fenomeni 
elettromagnetici, si pe sca pervenire restando nel c 
della geomet r ia riemanniana ma . "chi amando i n aiuto une 
qui:lta d imensi on e.~ pe:r lo spazio-'temp o ~ 

Pi i'.:t p ree~ samen. te il KALUZà. pensa lo spazio tempo 
c une V8rietà a 4 dimensioni entro uno 
nia no a cinque àimensi.oni __ V 5 . J . , 

Inte:J. deremo che G., .znYt .ove le U ' ( A...J _f( ) J..' =0 ,1, ••• 4 
sono ooar dina te cur~7ilinee,~~appre$~q.tato dall 'equa zi on 
U " = 0 oPeT rispecchiare ne11s f o:rlllnlu ione analitica il 

( -~~)lfu-;;-;-;;i cn,-,lm,ente [;.v t t3 tc (1929) . che basterebbe · 
p~n·:re~~..;Y,, e~to:r.i ~~ ?a t l. a r~ no d 'un corn~ne fatto r e pe 
e;nè r ::.iJ . Xls;..i.ltasse 1nve·ce c:t--. t<? G m.eno d1 un gradiente 
ad ,~t~i\'c; ::l a c onne ssione r.~ a meno d'una t:rasfor 

' . .L d "· . 
zie~~ ehe ne conserva il paralleli2mo • . 
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fatto che •non osserviamo altre variazioni che spazio~ 

-temporal i• delle gr andezze fi siche , il KALUZA pone la 
condizione che gli enti che l e rappresentano abbiano 
sempre nulle 1e loro 1eriv 8 t e ri epe tto alla quinta coor­
dina ts u. o : è questa che egl i di ce "'con1H zio ne ci l in-
d ri C3" ( ZYL INDERBEDINGUNG ) •. 

Inteso che gli indici À_,fl_, J) prendano i valori 0,1, 
••• , 4, nell'ipotesi ora precisata i simboli di CHRIS't'OF­
FEL [ À .1 1'-.) v J (di pr i ma S!E cie) di "V;. , re lativi al suo 
tensore metrico fonda~entale v ,posto (detta~ un a 

. . t1 A~ 
co sten te)·: 

{ 25 • 47) {z·t_ ~ !/z·J:. 
si riducono a i simboli di CHRISTCF~L per 
= 1,2,3, 4) e inoltre a 

(L:~= 

( 25. 41) [o t~j J - - cx F . . - -o< /().<i ... .. ?J. ~-).) l,j { ( J l z J 

- O(~ .. 
'j 

= -[o i,_ o J 
Di qui f ac ilmente si ricava (cfr. n. seg.,form.(~6.7~ 

e seg .) l'esp re s sione del tensore di curva tura H;;.-~~ 
di v;: (ci o è: re l a t i v o s l l a metri ca determinota da ~ ) , 

" H H . .. ?' 0 "f' e · quindi del tensure contra tto P v = · ~}lv , per le 

{e ." ~· J o (c l c ro de rivDte) ed oc .Fu\.LUZA.-interpreta 
L A > l i# O p'I'&V1fUJo 11~ 
e 'ild-r •. . _. c ept. qu.sJ e ·:, ensore àe l po tenz1.ale"e vetto -r e 

r~el po t r;nzj_s le elet t rorrngnetico: e le e qua zio ni 

\ 25 .50) fl =:, o 
_P-V 

qu al i e quaz i oni del c5mpo ( nel vuot o ) .In p rj ma Rpr ros-
sjma ~io ne (i r:tcso che J::- àf:·Jr. . ~ i scostìnQ-,· infinitG-
r•Je_!}-,!e poco da.i c oeffi ci e n ti. -· ~·!< di un d;; z. 13UCli de o) 
taii equazioni, i n cui fi g v:::o,s !:o ·s oJ..tan t u [/,·p ed F..,_, 

..... . {Jç . <Ar 
danno le equazioni di EINSTEIN e f!i i\~AX':'TELL: e anc1c· un • :;l -
tra e qua zio ne p el coeffic L : n t e ··a ncora ·in de terminato g. •. . 
· E mentre nella re l a tiv i tà genera le di EINSTEIN . Je g!" ~ 
detic he di ç~ ve nt:sono inte rpretat e quali linee o r 8 riE 
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~~ i mct i sp ontanei di un pu n to ma teriale,nell a teori ~ rt j 

Y-AI"UZ!i. le · geodetiche di "V; dànno, qu sli pro i e zi oni se­
cond o l a linea u o sulla ipersuperficie u';o c he r :?.pp re­
se n t a G~ r. ( *),le li nee interp ret a bili qua li li nee ora­
rie delle partice l le elet tri zz a te : l'interp ret a zio ne è 
re sa p os sibile da lla p res en za della c ost an te « , d i s p o­
n endo della quale $1 ha nno sull a G

4 
p er ogn i punto ·e in 

cgni direzione oo t. linee e non una sola ( Cfr . n .19). 
La teoria di KALUZA come già accenna vo ha dato origi 

ne a un esteso grupp o di ricerche, in dire.zione sva r iata 
Da O .~IN (1926) e poi indipe n denteme nte a nc he da EIN­
STEIN (1927) è sta to os servato come una modi f icazi one 
conveniente di quella teoria dà il modo di o ttene re e 
zioni generali del campo che esattamente e n on 
li a pp rossima zioni contengono le e quazi on i 
li di EI NSTEIN e le equazioni di ~AXWELL. ~he 

P r e cisamente : EINSTEIN os serv& 5l1 i:Jtut t o" 1D 
ne cilindrica" di KALU?;A 

( 25 ._51) . d!).,... = o 
'd L( Cl -· 

tra sforma zioni su lle u). del t i :p o è inva ria nte per le 

(25.52) · 

pe r le quali sono invarianti anche r e il tens·;re 
O o o 

( 25.5ò) 
~~ ~ ~F- /jo ~o • 

Il che in p a rticola r~ dà che le (25.52 ) s ono t u tte e so­
le- l e trasfor r:1a zioni s u 2- J. e uA p e r le qua li sono inv a­
rianti le (25 . 51 ) e l'ul.te r io r e condizio ne 

( * ) Int endo: luog o dell e inte r s ezioni con l a ll..c=O delle 
l inee u_ o usc ent i dai punti delle linee ( geode tiche) co 
side r5t e. Veramen t e Ki\LUZA o tt j_e ne quest a p roprietà so lo 
• in sec onda apprcssimazi one• (v:ed . 63, 'P .970): ma essa su 
~i ·te Psa t t mnente {E I NSTEIN-,1 927 ). 
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EI'N!"S~E IN a nzichè . r:ft.J' interç reta :l;;' come ten :.: or~ · ::el 
po t ~ nzia. le g r a vìta zi on~:; le, e Cf;.= y-. co~1e vetto r e àel 

l flot ( 
pc tenzi a l e elettromagnetico : pe r le 25.52) si ha 

(2S .55) <P., P·. ;u.t, + ;~., 
l 2 u~ u 

e 0uncue per un c ambL:amento della sol a u o cioè dell a l:ptr­
su :perfic i e u.<>.:::o, che è in so sta nza una i pe rsuperfi c i.,. 
, u&lunque (non luogo di linee u~ ) ~n v; (cfr.n.21), 
tk· v"' ria p rop ri o p e r un g r a diente ad itivo . 

Ci~ p reme~eo : prop rio lo stes so p r oce sso vs riazi ona­
le che in c;~ dà l e equazion i gra vita zio n:• li (25.2) ( pe r 
T:· ~ =0 :spazio vuoto) ap plica to in ~ (col sostituire 

a #('A _, if; j e scambiare analogamente i relativi 
t e n sori di curva~ra, ecc.)dà un unico gruppo di equa­
zioni ch e c ongloba n o que lle gravitaz~o1ali (25.2) ed 
e l et t r om:, gne tic he ( 25 .13) ( p el c a so J = O ) : e le con­
tengono esattamente . 

Second o questa formulazione la teoria di KAl,UZA si 
identifica quasi, da un punto di vista . form ale., con quFl ­
la proiettiva di VEBLEN ( 1930) di cui~1d irà al n .27. 

Accennerò prima ad al tre teorie che, se in ordine di 
t empo posteriori a quella di VEBLHN, restano però anco­
ra nel campo della teoria aelle connessioni metriche o 
a nzi riema n niane. 

La teoria ài KALUZA formalmente offriva una risolu­
zione per molti riguardi soddisfacente del problema dei 
campi fisici . Ma presentavB il g rosso inconveniente 
~ el f a r ric orso a una quinta dimensione, che fisic amen ­
t e non appare in alcun modo interpretabile .Da "E:INDTEI'f. 
e f;::AY[l;R (1931) e poi da VRANCEANV (1935) in due modi eo­
s tanzialmente diversi,ma che offrono ".lna parziale analo­
gia di sviluppi, si è cercato di tog1 t ere almeno in p sr-:­
t e 1 1 inco~Veniente. EINSTEIN e MAYER non ricorrono e 
u na Y, . ambiente: ma penssno 6lssociato a cj.a scur1 punto 
dello spazio-tempo Cl4 (con si derat o quale uno epe zio rie­
ma nniano a a4z indefinito, come nella relatività gen;=­
ra le )uno spazio euclideo locale Rs- :sul qunle (o mE­
FS1 io; su un iperpi ano /l del- quale· , che gl i AA. chia-
m~mo P.ausgeze ichnetE· 

...,); tu':a a ·f f:i ni t è } 
(. • z.' 

- ,> 'lfl' • 
~Jene J VIen e TRppreee~t~ to) c o r 
1 n ~t:: a z:l .:; t~ ~ -~: er; te 1 c !~l ( R 

~ - ~ - 4 



VRA.WCEAIW invece pen-sa che gli spazi locali debbano 
essere~quattro dimensf0ni (il che d8ll'esper~t!hzà BPl1èirC 
risultare in modo piìl. diretto che l a dirr.en:::ionali tà gl 
bale ~ per lo spazio-tempo): ma ritiene che tali spazi 
locali possano riguar darsi c ome gl·i spazi tangenti a una 
varietà anolonoma x~ in ambiente a cinque dimensioni • . 
(Invece l i ente consi

5
derato da EINSTE;rN . e MAYJ!R è 9:uella. eh 

pub dirsi una va~ietà anolonoma - i n un senso generaliz 
zato-·o spazio di Konig xg!(:*) ) . . 

Veniamo ad a lcuni particolari delle due teorie: comi 
ciando . da quella di EINSTEIN e r.~YER • Siano u z' coordj >1 

te curvi l i ne e in G4 :J x·1' c o or dieate carte si ::; ne r. egli "Rs­
locali. Media n t~ il te nsore 0 .1t si _rappre sente , se c.:otl­
do ~a formula r·À= r:i ç- z~ ogni vs.;ttore controva ri an te 
.f' dell' rr

4 
t;;;ngente (nel punto P generico) s (Ì4 

con un vettore .f). dell' R s , giace n te in un de terminato 
iperpiano { , d i eq.:<a zione {..-~ x;.=O , ove ;r) è dete;r­
minato a meno d 'un fattore dalle . condizioni {; r~ i= o~. 
Viene poi assegnato, in modo arbi t1·a rio purchè non g ia­
cente nell' iperpia no { , in eia scun . punto entro l' l? 
locale un vettore- non nullo AA .La metrica euclidea . i""_ 

negli ~ locali viene determinata mediante . le condi- · 
zioni: che la rapprese n t o zio ne detta sopra , de i vettori 
dell' "R~, tangente c o !1 :· '.. tell. i di { ,conservi lunghezz~ 
e angoli ; ed AA r:i.:'J. l ti 'LUl i ta r~o e ortogonale a -1: • 
1"e comp onenti controvaria nti del tenso:re metrico fonda­
mentale di _f(L- ri~.ml t~Hto aÀJ< -= a•'i ~l. ~.fi. + A" .A f'L 

•· J d d 0 'ZfJ•d ~~ 

ove /l'/ seno q_u elle de l tenso:re met r ico 

~e d i q" ( e quindi , i n 'P .J dell'. 7?{- ivi tc- !"l6s:..te ). 
l -'uso dei due t e n2ori rnet r ici :J). _,:f<" permette di 

a hba .~~are e alzare indj_e:i di ent:rariihe f e ?erie J,uvc-... 
~····~;tk nei t en 8 ori, s d E e . di c o str~1 ire rh.·~ aA a{/ P"~· 
eh d , ., à' t , c:< . ..( d f-<a (/ dJ 

1e · .s. ..Luog o me 1a.n ·e l a f c i 'r.;u) a J" .:::/'''5.1 t:lls ;n;;p-
pre ~enta zione di un qualunque vetto1ç/ di 1?5' sull'i?'~, 
t ange ntF. a. ~ .-Naturalmente ri.eul ta r;· 'A -1= (); per . conse­
gue!1 za lo stess o vet tor'e d'i ~ r-9ppr.esenta infini.ti 
( * ) Con :x.r;;J intendi &m o ;'! e .:-'ig na:r e } .'.ente costituito 
·fa una X~ a i CUi punt i ;::j .JIO &~f:·ocieti spazi locali . 
(aff t ni) ad m ài:me ns :::.. o:·. ::. (E111 ) usérnri da e-ssi .ca~po di vet 
t o r; ( :;· 'j es. eont:rov rnisnt i ) ~1e~ia x(m)è la totalità del-

n -
le 0et e:rm1.n.azi o n;l di un v e t t8Te · 1' cl l' .Ern locale, funzi.o-
n" de l punt o vsr iabile ne ì.}.a XIZ .I :1. pc. :!ticola r e ee m~n. . 
e gl i 'P m l ocal i gi gcc o n ·· negl i spazi E n .(- risp-ettj_ v s -· 
r;~ ent e ) t 2nsent.: :-;l1s X,.. l.s xtmJè u.na ve:r .s. e propria v a rie 
""-"' -, y(n'} l'l 



vettori di 
A~' . 

"R. , tutti c·òntc;nu ti 

' 
:. n uno ste s so piano corl .. 

Costruì ta la metri ca locale 3 5~ dime nsioni v;lene def'i-
. t 1 · ., · · t ;.. xro;c h · n ~ .a a conness1one per .1.a V -:; r ~ e c..-

4 
c e ~n quanto dot&ta 

d i questa metrica designeremo 0ra con V:(~): quale le g ge 
di rap~resenta zione fra le total ità di vettori degli A:5 
a ssociati a punti infi ni t eme nte vici ni di · (iv ... ,media nte 
qu este condizioni : l) che il tra~port~ c onservi lunghez~ e 
ed a ngoli cioè la connessione sia euc'l.idea ( .Il o, =. O ) ·· 

1 (':: ._· . · ' d Aj-( ~ 
2..) che quando un vettore J :J i ~ varia secondo l !? l ~~ : 
ge di p&r P.J.. lelismo ( di LRVI-CIVITA) di ( il differ ~ n../ 
zial ~ a ~· f3()lutc in vj!iJ del cor rispondente vettore f)..::f -
:::f.A·.f :S i x · Ab bia COS t a ntemente la direzione di_AÀ. (il. v 

d1~ dà Jlf:o~t._ ::AA1k, ove ({~ è un tenso re); 3) che quan ­
do più i!l particolare J t si tra s porta pel para lle l ieroo 
r elati_yo a ~~ lungo l a u~~pria dire~ione , a n1he .J'~=%'.À1_- fl. 
s i lj; ra sport~ pel parallel1~IDO rel a tlVO 8 Vlt ( ll che 
p or t a .. che · E;,_ deve es sere eTUi eimmetrico). Queste cond:!_-
z'Ù)~ni· ... eff.ett~varnente deterruinano, in funz.i one de:Lle ;J.k :· rÀ )_ A"~ pen;metri della CO rl~l eqf:i. o ne : Sl trova l 

• 7.. J6 rJ ~ { · i ì À • _-; .;(F AÀ-J ,~' A.IF iz. ~ 'dA;. ) 
( 25 • .5 ) p l - ~~I o·~~ + {~" z'k -c. f. z) +- jAl '"x-l~ f."- ()u~) . 
Questi parametri .r·A~ i nsieme 5 i simb oli di C ~ .t-~ I3TCFiEL 

• . f.li<. 

{l~ ~ r e r '1;_·1_. danno la d eri va z i o ne ccvarian ~e pei _ 
tcn t: ori a i ndici de l le du~ s erie À;.o-'··· : ed. z /tic .... 

·- Per l a V_tJ( o meglio p e:r C:~,,ma.:ìn re la zione a lla Yqr'l 
v ien.e i n t r odot t& da EINSTEIN. e :.~AYER una nozi one di 
l i ne e geo de t i che ( *); l inee c ostruite nel modo s eguen­
'te: una di es s e si de termina prendendo ad arbitrio in 
un punto .inizia le della -v;; u n v e t t or e a. l de l l' R, s ~ ·~ 
socia t o ) e trasportandolo pel p aral lel~ _s-rno. r e,la t j v o e Vf.f) 
l .., >. • d , + + - • d LI ( . e ~ d. ungo .La o1re z1on e e.L ve .... ,..o .r e a:: -df =-~ q r~ esso cor -
r ispon den te nell ' _}!?" tangente . '~ue ste linee GEO ~ c: <:i" .h~ 
s ono rapp r esentate da l siPtema 

. d~/: ..... j k. ) dL/ ·dll f = 
( 2( .sr ) dz--7. ' lJii J dl dl 



ove f ha i l segue n te valore : 

(25 .58) 

che risulta co·stante lungo ciascuna delle linee conside­
rate. 

Veniamo all'interpretazione relativi stica. Anzi tutto 
~l'A. ed ~z· :tÒrniscono, al soli~",ì tensori ~el pote~zia­

le gravitazionale e del campo elettromagnet~co. Le geo-
detiche" (25.57) si int e rp~etano quali linee orarie del­
le particelle elettrizza t e~ f come rapporto della carica 
elettrica alla. massa della particella. 

Introdotto il tensore di curvatura (cfr. con le (23.1 

• · ·j-~- " /"< " .rJ-f r j,) rfl:... .r_l-' r~. 
{ 25 .'59) ~/cÀ -r.::. cJA r). t . - '1· .À~ + .ilt' v/c ~k Yt 

!::c cant o a JS:j/C tensore di curva tura· di ~~ _ ) , e posto 

(25.60) P:=. Jfp = id·~···~ / 4i ~~ ~) r t 1. r ~ A i A ( ' -= J r. ~ 
infine · (e e sendo al solito X=. :J~.·"-xz~ = ~zix-t·,::f) 

( 2'5 •. 6.1) 

(25.62) 

CZLU = ~~-: /;~ (P+X)~ 

}{l.,~ ::: ()~ ;;-;.~._ +~- ~ fL +d~ F;i 
.i: quali equa zi oni del campo sono fJOSte le seguenti· 

... 
(25.63) u -

~). 
o N =O - ~.·t~ ' 

' . " 
La prima moltiplicando per r~,· o pe l· At\e somrr;c?. n do 1è., 
tenute · presenti le (25.3) e le r25.1C): 

( 25 • 64) 
: 

. Le seconde equazi on i (25.63). e (25 .64) son o senz 1 altro 
le. e~uà zioni di Y..A X\VELL; l;~,:nt 25 .64) dànno p el caso in 
c":-~ l;l tensore d'energia ma te 1·jale _l-(:k (ved. le (25.8)) 
s1a nullo, lt equazioni sravits zionsli (25.2) di EUtST:SIW 
-( C OU un valo re 1-t:~rticolEìre pc"· 1~ ..-. r t t ".,.:... 'l h -

_ .... - -~ ' ·· 1..i s an e J" • . l, .. c e 



pub attribuirsi alla scelte ~elle unità ji mi~ur~. 
Nei riguardi della teoria di VRANCEANU, che è stata 

anche studiata ( e posta in relazione con quella di EIN­
STEIN e MAYER)da K.YANO (19 47), mi limite:rb a dire che 
es sa pa:rte dall'osservazione che, p. designando al soli­
t o il vettore del pctenziale elettrofuagnetico, l' equazio-­
ne pfaffiana 

( 25.65) 

non è (in generale) illirr i t e t am e nt e inte g r a b~ l e . Dunque 
i n uno spazio .a 5 dimensioni ove u o e l e u l s' inter-

' ' p retiq.o quali coordinat·e curvilinee, la ( 25 .6~) 1efini-
sce una ipe rsupe rficie anolonoma, ·e anzi una v;4' ( ;rie­
manniana) in quanto si fa ccia dell' ambiente a. 5 dimen­
sioni una 1;, attribuendogli quale elemento lineare 
quel lo da t o da 

(25.66) -

ove d~z= fl·i.. dt./dt.l.è il d:J 2 
di ~- : qui inte:rpretabi­

le quale d:J 2 della V/ . Su ·questa le linee geodetiche 
e stremali (minimizzanti la lunghezza d'arco: su una va­
rietà analonoma distinte ·delle autoparalle le) si ~os­
sono interpretare quali linee ora r ie delle particelle 
elettrizzate. 

26. -Derivazioni proie ! tive legate a un campo di 
quadriche. 

Per passare alle teoria del VEBLEN ci conviene fare 
una breve digressione: per approntare e delimitare in 
modo preciso gli elementi geo ~a etrici su cui essa si b~- . 

sa. La · re]a zione con la teoria del KALUZA traspar e f:·~~ ~ . 
bi to, ma ce ne occuperemo a ll'i nizio del numero ee ,;uen-
te. 

Per una ?-~. ,in relazione ad un C-riferimento, si s. 
a~ segnato un campo di quadriche q poste ne gl i 3p&zi 
t a n g enti nei singoli punt i P e n otl pa s sGnti pe i ~ela-

BORTOLOTTt- S;PaZl · a conne:.st'one pro/~1/i,..rx. _lllsp. 33 
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ti v i punt i P di co n t at to. :Per questo occorr e e ba ~ta 
che sia da te un campo di tenso:ri del 2 ° ordine , cova ria 1:. 
ti simmetrici, GA · ( lt~ . : _ ... _,un )(t ornian,v tlui a l siL:J. bolism;:; 
de i § § .p rece 4 cr.t1}: t rl'l := ori .~ e o~1et rici , dati c j oè a meno 
d ' un fa tt o r e :j; O comu ~1 e a J. l e compon enti; con la condi­
zio ne ulteriore c he sia 

( 26 .l) 

Posto quindi 

( 26 .2) 

potremo rappresenta re le qua dri che suppoGte, di equ.azio ­
n i 

( 26 .3) 
~_u 

o 
mediante il tensore normali~~bto )). , 

E' evidente come due a ltri elerntfrlti geomet r ici fon­
darr.e n tali si colleghino al campo di qua dr i che . : un c~;unpo 
d' iperpfani 2'" , pola ri dei punti P di contatto rispetto 
alle quadriche Q rispettiv e: di equa zioni 

(2'6.4) ,.:,:. x~ = O 
~ ) 

" .' /h ~ · o :x+ \{-/ x ·= - z' .> 

ov e abbiamo posto 

( 26 .5) /!) = ':f/_. 
l 

e i no l tre, u n ca r.Jpo di coni q UE à r:i c i , i coni C ci.rco-
ecri tti dai punt i P alle quadri che Q di equazi oni 

( 26 .6) 

ove abbiamo posto (cfr. con l e (25.53) del n .p rRc.) 

( 26 • 7) 

il che O. à ap p1 L. v v 



( 26 .8 ) g - il 
j/0 ' Ofl 

cosic chè $..·.(- · è u n te n sere affine. La qu&d rica Q/ .di 
equa zione (26.3Lnel_l.o spazio 'ff tange nte i r: P costitui­
sc e ltass l u to di una metrica non-euclide a lo~~ le; il co­
no (26 .6) è il co r:. o isotropo, di verti ce P, i n rel&zio­
::J.e 2 tale me~ri ca-; me a nc he s.ll t al tr& metrica locale eu-
c l i:Ce ~ Gtle ha 9;.· o nome t e n s o re f ondé: me ntale; la qu&lZ' 

"' . ' ha l'iperpiano è_,polare di .L-' rispetto a Q ,come iper-
pi a no improp rio · e su e s so la quadrica (n-2)-di mer.sio­
na le, sezione di esso con Q, quale a s ~oluto. 

La quad rica Q mede s ima, . a sscl u t()' :1ei l a me-tri ca ~ 
-eujlidea,ri~petto ~ lla met r ica eu clid ea ~e ttb ora è Ee:­
pli cemen te l' ipersfera che he ce n tro i n P e r aggio z..· 
(ba sterebb~ mutc.re ~P in --i~,u perchè tale ragg io risul­
ta sse reale ed uguale ad l). 

E' ovvio che il tensore .9;-A- . nell· ' intera Xn... da rà 
ln.ogo a una metrica riema nniana che l t ha come tensore 
f ondamentale (ne {a cioè una ìf,; ) : inteso, come inten-
de remo senztaltro, che sia /~ · li:-0 nei punti che con-
sideriamo. '~ . 

Le metriche locali, euclidea e non-euclidea,dette so­
pra, manifestamente coi'nc·idono( fra loro:cori la m~ trica 
riemannia na ora detta) nell t intorno del l o ordine di eia­
soun punto P . 

E' naturale cercare di costruire una geometria a con­
nession~ P.roiettiva per la Xrz. ,legata al campo di ·qua­
driche, e che stia con le metriche non-euclide e locali 
che ta.li 'JtLadriche determil'lB UO in UP..a :re la zi one analoga 
a quella che passa fra la geometria r i.emG nni ana e quel..:. 
l a euclid!U! locale che lo stesso ten sore [l determi -
na entro ciascuno spazio ta ngente. ti 

Come il traspor to parallelo ( seconoo LEVI CIVITA.) 
r elativ o alla connessione della Yn co nserva gli angoli 
e quindi i coni i.sotropi, così le eonnessioni proietti_ 
ve in oggetto dovranno dar luogo a . una legge di trasla~ 
zi one proiettiva che ccnservi il campo di ' guadriche ­
(26.3) .Facilmente si· dimostra che condizione necessa­
ri a e su fficiente per questo è che sia 

( 26 .9 ) t7 +Qyc -o 
)> J).~ . .v {i Àft - ~ -. 
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ov e oj) 6 un conveniente vetture p ro i ettivo cova l'.i.[;l r: te 
e l& der i v a zi o ne V:, s' inte r: de f att a coi pa rametri r;~ 
del:'l .. B .3Uppos ta connessione proie tti va .(Cfr . c on e (2&28;: 

le (26uS) s i ~tabìliscono prop ri o allo s te sso mo do) . 
re 1· b revità àirerr.o non-euclidee, ìfl rela zione al sup ­

pos to campo di q_1 a driche, t,?~lì con ne s ::Jioni pro i c t tiv e., ::: 
a nche p i~ i n gener a le tutt~ l e de r lv a zi Gn i p roi e ttìve, 
o n c h e d i se c o nd a spe cie (n . 2 2) per le quali val ga nv l e 
(26 .S) . 

S' facile detenni n.sre la p iù. g e neral e de1· i vbz~ · .­
proiettiva non-euclidea i n rela.zione a u n a ~· seg na to cam-

u . . A 
podi quadriche (26.3) : det to ..rL,uv · il -;: el :: ti v t e nso 
re di a simm etria (ved. le (l9.70)),che resta .=abi t :r .s rto , 
si ha 

( 26 .10) 

v~ 

ove le 0 sono gli elementi reciproci delle Jr · in 
0J)7: 

lrv~\ e i simboli di ClffiiSTOFFEL sono costruiti pel ten 
so re dir. al solito modo (come se esso fosse il tensore 
fondamentale di una metrica in n+ l dimensioni :c tr. n. . . 
p re c. ) • ~ · 

. Nella (26 . • ~0) ai' Q . il tensore~~·~emis irnrr.e tti­
co in Ji> Y., sono &rbi trari. Ma venis mo subito al caso a s­

' sai particolare co r. sidera t o dal VEBLEN .( 19 30) : es so si 
h~:> ponendo.. 

( 26 • 11) Q o '1/1' •• ,.1-
) = .> _..r~ v - o. 

Vogl~amo verificare ora che tsle derivazione covari an­
te prciiettiva del VEBlEN, n~ pa rametri 

( 26 .12) 

è in generEle di seconda SJ..e cie (n.22). E i nf atti : pre ­
mettiomo che, essendo 

( 26 .13) 



( 26 .14) 

n e eegue 

( 26 .15) 

ind i 

( 26.16) 

ù:lde 

(2n.17) 

i nfine 

( 26.i8 ) 

o nde 

(26.19) 

Dunque 

( 26 .2C) 

co 

'1. r-' - . 
;> 

ove abbiamo posto 

(26 .21) 

(in quanto ovviamente E; = F = (} : cqsic chè ~·i_ è ten-
sore a ff in.e ) • 

0 91' 
Più in genera le ahhi a mo 

( 26.22) lr;; = i f"'[ ~(~.--~<P.)+0(~t~~)-d.(~+~~~ 
= .!._ q )1't" r d Q -~-Cl Q _d Q 1 + 

. 2 rf l f' t1~~ ). df-2' ?"dÀfj 
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onde, i simbcli di CHRISTOFFEL con 

rendosi a ~-l_: 

( 26 .23) 

(26.2 4) c: - '±' - o ~ .le-' ':t-' -1-F. ~ 1-cJ ~ { L. l c'l,.;:.. ( rh ,.-f;v" 
i '·. j~ J d t lt i /1 - ~ . (i 

== - ~· n;.~ + j (~. ~ -~-'1 cij) .-
le ( 2_6 120 ) ci hannomostr a t o c he la de riv B.zid'ne proi 

t iv a ~· ,da ta da ll e ( 26 .1 2) o ( 26.22), è di se cond~ 
• pv - --~·---

epe c i e . a. 
~31 n.22 per0 sappiamo comeAuna deriv a zione proiet~ 

tiva di seconda sre cie p ossa as s cc i Brpe ne u ru; di prima . 
specie , e quind i una conness i o ne pr oie t t l va : quando s 
assegnato un campo d 'iperpi a ni , e ci~è di ve ttori proi 
tivi cova rianti AÀ ,le cui com ~: u ne ri ti 1jc ssono intend 
s i normalizzate con la c onài zi r~ "lr; A =i . o 

· Le formule che dànno tale co nnes sione proiettiva 
:::ono le ( 22 .3). Ma nel nostro · case , i" quanto è da te il 
s ampo di quad riche, (26.3), s enz'altro disponiamo app 
te anche di.un camp o di ipe r ~ iani: · quelli polari dei 
t i di conta tto ri spetto u l J.e quadriche del campo suppo 
sto, (26. 4 ) : rappresent a ti mediante il campo di vetto 
proiettivi cova ri anti <i\.= doÀ; pel quaie si ha p recis _ 

. mente <Po :z: -d .Dunque, sec cnà o le ( 22 .3) ,la connessione 
proiettiva che viene determinata dalla derivazione pro 
ti va TJ_;. è 

F"' 

Non appare convenieGte perb,negli sviluppi analiti 
che ora esporremo ( e che servono di base alla t eo ria 
_0clla relatività proiettiv~) f a r intervenire tale co 
· rl h :none .t" V , c e del resto da sola non sarebbe suffici 

te. Me.diante le ( 26 . 2 2) s i p1ò esprime re per le g. e 
il tensore di c11 rv ~ . t ù r .·,- lei 
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ple~ se , e in realtà non ~ i oc corrono: ci basta pel segu~ 

t o ca lcolare 11· t ensore co n tra t to 

( 26 .27 ) 

Abb i amo succe e sivamente , co n :=vilupp j_ fs tic: osi n: :..~ ovv i ; 

( 26 . 2P ì 

indi 

( 26 ' 29) 

. 
ove oen Xei =- ](~:;·:· · abbiamo indicato il tensore di cur­
vatura contra tto defla metrico riemanniana che ha come 
tensore me trico fond awent ale ?<·~,e l' innalzamento degJ..i 
ind i ci (la tini) nei tensori · affini, come ad es.~·'-

'! l K .1 
s'in te n de .fa t t o co n q; . 

Con s eguenze facili delle ( 26.29) sono le formul e se­
suenti: posto 

(26.30) 



-26~-

a t t i a t:·o 

( 26 .31) 

ricaviamo 

(26.32) !T= 

{ 26 .33) lT 
00 

i nfine inteso che per gli inaici greci dei tensori 
iettivi ~ misti 1-'innalzamento s'intenda fatto 
te !"A~" , costruiti quindi i tensori proiettivi ---

( 26·.3-i-) 

avremo i tensori affini 

( 26 .35) 

e 

(26.36) 

cioè .. 
( 26 .37) 

lT 'd :::z 

Sono que9te, e precisamente le (26.32) ,(26.33) ,(26.3 
(2·6.37), le formule che volevatno sxabilire, nei rigusr ... 
dl. della derivazion~ proie~t~va ~_..,=_{}~} di VEB:."SN 
legata a un campo d1 quadr1cn~?e ~nalcheremo ~el n. 
l' ap plic ~ zione relativistica,già pià volte accennata. 



27.- La teoria della relatività proiettiv <.~ s~cndè 

'TBBI,tm. 

IJ confronto di quanto ,·a bbiamo esposto al n .prec. 
e ( nei rigua rdi della teoria di KALUZA) al n.25 condu­

ce in modo na turale all ' o sserVE- ~io ne da cui è originata 
la teor i a di VEBLEN. Senza biEogno di una quinta dimen­
s ione, quei tensori con indici che · prendono 5 valori an­
zichè 4, tens.ori ·(come ovviamente basta) p el gruppo di _ .. 
t r~ sformazioni 125.5~) che è precisam~nte guello stessé 
cui è subordinata une ti·asforYLa zione del ~-riferimento 
( ve~. p.93, forrr..(l2.R )) . po~so no interpreta rsi quali 
tensori proiettivi ai ç~ an zichè tens cri affini di 
v; ; la derivazione di Ri c ci in V, in rela zione al te n ­

sore metrico ?A~ all~ra s'identifica con la derivazio­
ne proietti va lr""" di VEBLEN, di cui s'è detto s l n . p re c • . 
( e in relazio ~é" a questa :.a teoria di KALUZA appt;.re :::ss--_::. ... 
n:.ere il ruolo di quella "interpreta zione ( tl+l )-dir:ìen- · 
si cna l e " d i cui s ' è d e t t è, s l n • 21 ) • · 

Lo spazio-tempo Ci t/. dell~ relotivi tè.. seccndo VEB1E! 
s' immagins appunto dots t e di una dP.ri V 8 zio ne };: T O i e t ti v& 

· ( "non eu c li df'[j ") lT:., à 8 ~i n i t a in .reléo zi C; r~e a un camp o 
di qua~riche negli spazi tanee nti nel mo~o p r ecisat o e1 
n .p re c.; e quiil1i anche come J'ì bl'i amo vi stc do t a to di · 
una metrica riemanniana di tensore fond srr.~ ~ts le #;~ ~o -
to dalle (26.7) e di una connessione proiettiva ~: 
data dslle (26.25)~ 

Senz t altro ~1. si assumer& qu ale tensore del poten- • 
ziAle grsvitazionale e i!J. =o;-.. qu s le vettore del poten­
zia le elettromagnetico .. · t .. 
. la equazione del campo 1a VEBLEN sono ottenute ( c-rr. 
n.25)mediante le con~izi un e va ri&zi onale 

( ?'7 . • l) ~ !r ~~ da' du 'duJ da • ~ tJ, · 
~ 

ove 7T è ~é.it c nalla (26.32), e la v ::: rj ;:: zione de l l ' irl ­
t egral e stinte n de 1ca1 co l a t a. p e r V è! r :i.& zi o ni delle 1-"' 

. UA~ 
nulle al contorno del campo 'C in ·Ci. . ìU sultano l e 
equàzioni seguenti J 

4 
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ove si è posto (cfr. con l e c ~ S.J) ) 

(27.3) 

(27.4-) r -- r-' ).n JT- 5" 7r_ .;?J:J JT .i-' r r = - 2 l l-- 2 . 
~ . 

R~sulta facile scindere (come dice VEBLEN ) le equazioni 
•proiettive• (27 .2) in equa zi oni "a f f ini",cioè nel l e 
quali figurino t c nsori affini 3nz i c hè proiettivi. 

Premettiamo l'os s erv&zi one c h e u n t ensore p roi e ttivo , 
~im1netrico del 2° ordine 7)_,-u db l u og o, qu ando si a &s sçè-

_gnato il ten~ore si r:-; n~ € tri c o n t ale c h e \ J':J ~ =l 0.7 
e median te il ~uo te nscr~ recffroco a->-~' si G nalzi no 
gli indici, a~ tre te n~ori s ffi ~ j ( l'ultimo dei qu a li 
è uno scalare) 

( 27 .5) 

vic ev~rsa è f acile 
-T'Li.) T.'-., .1 7;0 
a ttenerne tutte le 
mina t o. 

congta tare c he, note le componen ti . 
(~, s'i-n t Fn de ~ ), s i po scono 

· " D/!)" 
T ci oè il tensore 7:. è det er 
il,.u " Afl 

N'el nostro ca so du n qu e le equBzi oni (27.2) sanmno 
e quival enti al sistema formato da l 'l e ecy. :~ z i o ni 

( 27 .6) 

( 27 .7) 

( 27 .8") 

Le ( 27 . 6 ) d ' alt r b ~s r t e si po s s ono s c rilere 

LI . .J 1.,7. 

1! " ~2gc1Jr=-O ! rl l c \ 
~ : • ..... l 



O infine, 

,.. perle (2C.32) 

( 27 .11) 

cioè p""r lP_ ( ' )t:' '1 ) , , (';5 l( · ~ (.. J • J " ( . • '· • l 

( 27 .12) 

ove (ìt). e ~ E c' · so no il t e nsore di EINSTEIN .;4e. .~1 tensore 
d 'e ner ~~i a :1el !famp o ele ttxorn8 gneti co ( e c;~ EV le com­
po.nenti. cpntrov&rianti di questi te nso ri affi_ni, ad es. 
q•J = fl" iJN.ça) · · 

Le (27 .7) si scrivono 

( 27 .13) r i(lf; o . + . ~ 7T) = o 
CEsia, per le ( 26 • .35) l 

,·i: 
~p = ( 27 .14-) O· ..) 

infine le (~7 .8 ) per l e ( 2 ~ .3 3) dùnno 

( 27 .15) 71 - ~ ìT + i lT = l( =- tJ. 
00 

Ma questa è und conee ;:~uen ~a algebrica della ( 27 .12).os-­
E!ia ( 27.11 ) : infB tti mol ti}>licèi ndc ambo i membri di 
quest'ultir.ìS per o .. e somrr.s .n do si ha . dv 

'. ..: rl -n~· 
( 27 .. 16 ) · X + 2 J • F. - t- }( + l . A r . 1 . .:::. {) 

.( z· -· w 

ossia semplificando appunto 

(17.17) 

Concltid e ndo : le e qu Gzicnt ( 27 .2) eq_uivslg ono al si ste: .3 
fo .r mèi to df.iile ( 27 .12) e (27 .14). Ore l e (27 .12) scnc 
senz'altro, a p a rte i J. v s l ore della ccs t s nte x . eh~ 
~ l egs t& rù l G 2cel t a del l e unità di mi sn ra (c. f r. c o n 1 e 
(2:5.64 ) ,1~ eqr:azio n:L gr avitazion&li (25_.2) di EINS'r'EIN 
pel caso in eu ì il tensore energetico 7; .. 1 si rinuca s l 
t e n:=o r e ~k . d i en e rgi fl del - campo el c t t rom:=: gn?t i co (ci c È-



~ ::. tensore Jfl'l, ne2.18 ( ,2 ~ .8 ) si 11 r.. 1-~l lo ). E l e (27 .l ·+) 
sono l e eqnazioni ( 25 .13) ·1i f; :\X''lSLl ( 3° s rupp o) ,peJ 
esso in cui il vett ore iii c o rre n t e J~ s ia nullo. Dunque 
:e (27 .2) sono effe ttiv 8ment~ a tte a for rdre un;:; for" · l~ -

la zio ne ge nera l e dell e l 0G8i c~e Gove rna no i campi ~i 

forze fondame ntali: la qu ale c ongl ob e 1 e e quazioni U ' : 'J :.; ­

li del c amp o g ravit : zicnale di qu~ l lo e l ettroffis g nat ic c . 
Qun nto abbial:!lO accennato ( -s l n.25) n ei ri guP- ròi ~ell e:; 

teoria di Y_A.LUZA (cfr. an che con quel le di -sn~S'T'"S IJT-

r."AYEB e di · VR ANCEANU ci dà senz'al tro quale potr8. e s~e-
~e nel~' a ttuale te o ria la rapprese nta zione delle lin ee 
orarie delle particelle elettriz~a te : esse sono le linEe 
di çv tali che le loro t angenti contengano un campo ài 
punti che var5.ano lungo l a curva medesima per la legge 
di traslazion.e proiettiva legata allà derivazione n})/: 
linee che SCHOUT~N dice autogeo detiche per la derivazio­
n~ ( o ·con la .sua te~mi~olog~a, per la con~e s sionc) in 
parola.Più p;recisamente : VE13LEN po ne la condizione che 
si abb.ia

1
lungo eia scvn13 delle linee in parcla :· 

(27 .18·) 
dut ::::. X z = 
d l-

l 

ove le X sono coordinate non omogenee di un convenien- . 
te campo di punti degli . spazi tangenti ch E~ si spostano 
per trasl a zione proiettiva lung o la linea medesima; e 

K· s'intende costante .Fac i1merit e si ric svs ·che t a li 
linee s i hanno integ ran do il sistema 

d(i/ {l. ì du.i d([k .!.._ Fl~ e/t J 
( 27 •19 ) cffZ + i J dt d! + /ç 'j d: :::: o • 

l t 
Basta porvi r= J'Y} (rapporto f1'a la c a rica elettrica 
e la mas sa) peYchè qu~st~ diano appunto le linee ora­
rie delle par ticelle el e t trizzste . 

28. Ce!lno ..$Ulla teoria gene::ra le àe i carny i secondo 
SCHOUTEN e YAN. DANT:'IG. 

~el 19 31 SCHOUTEN e v. DA "'lll. 'l'~IG hanno ~ r; t ~-.-i;,;,~~.., l'e·­
sp.o si zio ne di una teor i a un i tar i. a ae1. camp:L.., ·it.~ qua le 
si ha sa, c ome · qnells éli V" E~ ..... EN, ·· ulJ.a cc .. ~l -:?1 . de r '"" zio ne 



1i una derivazione proiettiva collegata a un campo di 
quadriche. 

·Tale teoria negli anni succes s ivi hà avuto perfe­
zionamenti ed estensioni &d o~e ra dello SC ROUTEN stes­
co,di v. DANTZIG e di HAANTJES : un'amp ia esp?sizione 
della teo ria nell a sua fo rma definitiva è stata data 
da SCHOVTEN nel 19 35 ( 135) • 1l i limito a un cenno as sai 

. . . ---
sommario, rtferendomi appunto a questa più recente for-
mulazi on~ (*) ~ In sos t anza , posta la -preventiv a con~izio 
ne che 1 1.1 deriv a zione pro i et ti va in parola , TT)v ,derba 
~ssere non-euclid~a (n.26) i n rela zione s un comr o a s­
gnato (26.3) d i qus driche, cioè va l gano l e (26.9), s i 
tra tta anche qui di fare una conveniente scelta del ve t · 
t ore proietti v o covariante ~ e del •tensore di a simrr.e­
tria " x).;" : questi enti insieme a dJ. determineranno, . 
secondo le ( 2o .10), la derivazione voruta. 

7lA •• v 
S_econdo Vl~13LEN si pone sen:pl icemente Q...!.:: O~ . .rt À_,u 

SCROUTEN t s sandosi su condizioni in parte geometriche, 
i~ parte fisiche, è condotto 6nch'egli a porre GP;~o 
e invece, essendo sempre 

t 28 .l) y =cf>=.i 
Ooo 0 "" 

e posto, ove { indica una cos t ante renle, 

( 28 .2) il -1 .-l 

9.:: -1 p ~~ =-~~uJ Cf= 1\ . ~' ) J ~ 

~ 
-d q :::. x. ~r- _, 
- [A /'] 

!P 
{ 28 .3) 

egli p one (!) 

(2t,., . <11 \ 
•• ..L J 

( ·*") In tutti qu e st). l avol·i , s -:; lvo il pri mo ,v engono a dot­
t Ate le coordinAte curvilinee omoge nee (n.l9):ms natu­
rsl rr,cl te questo r.1.oào òi e sposizione non hu nulle . d e es-

./ r ...___ 

--------
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Cv e r è l t elemento ree i :p roco 11i 

.( 28 .5) 
/ 

'ove p, 9 sono al t :re co stanti ds s cegliere in modo oppor 
tuno. 

Le condizioni geometriche ttl terio1·i poste da SCHO - ­
TEN pongono una relazione fra la c onnessione "riema nnì~ 
na" determinata da ~ e la connessione a ffine "subor~i 

" ~v p · t • · • (*ì l nata à ")p in relazione al Campo d ~ lye_r_ruam. ~ · .i\. 1 ; que -
le fisiche stabiliscono f r a l'altro identificazione fr 2. 
le "autogeodet i che it 1i ìr\ e le linee ol'arie delle parti-

. .J<v 
'celle elettrizzat e; fra certi tensori ~ · roiettivi legati 
·a TT;_~ e d'a l tra parte il vettore d t ?i ·ergia totale, e il 
tensore del campo elettr magnetico • 1 • Ql,lest'ultiruo .. ' /,/-( 

·a mUlO di un f a ttore costante e éJ : in sost &nza c ome 
nella teoria di VEBLE1L ~.f-c ~ 

Ul terio:ri pondizion~ fisiche legano to r:. egaagl i anze 
e d isugU.E~glianze l a coBta.r.te Ol.'a detts' ·c(Jn p e 9 ,che f .l. 
~ure no nella (28.4). ~sse esprimon o c~ e l e equazioni de 

· dot te dalla c ondizione vari&7ior r l e 
(~2.~ . f,) Jf7ì ·cfu ~.- ! d-t-t."-:: O, 
~ve 1 

( 2P .7) Jì = p{ ~,i; v ~/CF l§-
si rj_du.cono al l e e qua z i oni grsvi tszj.onali ( 25 .2) e di 

MJ1.X\'fELL ( 25 .13), n sl l ' i~,otesi f~-A:. = O .. J!; O; e d ' al tra 
parte, conduc ono t~nc he a l l 1 eq_ltGzi ne dj_ MAX~'ELL comple 
(col terr.nine di corre nte ), qu;;;~1do si sostituisca 0P con 
un .s lt r o invariante , dedott o dall'equazione di DIRAC: 
il che non si. verifica nella te oria di w'E.BL!.m, corrisp o 
dent e a p= l , q = 1. _ . 

In conelu~ione l e teo i J di SCHOUTE7 è forma l mente 
-pi ~ - f!or;rp 1essa di q uelléJ di T~BLEN; ma an,are forse pi-ù 
c cc• .;J leta l:a sua r ie'p O~ld e nz.a slla r ca l tà. fj_ s i ca .. 

----( *' s. h .;3 ' h . . . .:l < ; 1 •-éh<l c1 e qu1 s-1 tratta u i una deriva'tfln!e proiett'i-. 
V 5. d :t seconde Sl; ecie , e E_2E, di Ur.!.éi conne-ssione proiet­
t:i.va. !lf; il fDttc; formale esp r esso dalle (15 .31) ·si r:.·,a 
_t-tene ùwlteratc: . Va note'to snche che gli enti j_n t :rodo 
cis SCHC't]TEN si 1 eg~no c:.s •. or! ic!:;n tifi cs: no e t. :1 q_ nel li 

t~__..;) lr' "~1·a·-! '> · ~- ' ' ,;.. . ~~ _ \""' ·c, c c-.: "-""--•- ·• 
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29.- Secondo elenco bibliogr&fico. 

Dò ora un elen9o di ope-re che si riferiscono agli 
argomenti trattati , o accennati nella Parte II ( o ev en­
tualmente anchentl1a Parte I) di queste L2zioni (*):a 
completamento del primo elenco già dato (pp.79 - 8 5; nn 
1-61) • 

1919 - 62- R.KONIG. Beitrage zu einer allgemeinen 1i­
nesren Mannigfa1tigkeits1ehre.•Jahresberic~ 
d.Deutsch. V.athem. Vereinigung• 28,1919, 
213 ~ 228. 

1921 - §J ~H.KALU&~ : Zum Unit~tsproblem der Phy sik 
"Sitzungsber.d.Preuss. Aka d.d. Wissenscha!~ 
ten•, Ber1in, 1921, LIV, 966- 972 • . 

/ 

1922 - 64 E,CARTAN: Sur les espaces généralisés et la 
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sioni e i t ensori nor mali.( Verrà pub blicato 
nei Rendiconti R.Acca d . d'Italia ") 

30. '1ote al l a II l 'arte ( ~). 

(12.a) ( p .96)-. Le connessio ni proi e ttive particolari 
di cui s'è detto a pp.92-96 (co nne ssioni che il BO~~IANI 

. - . ~ . 

propone di chiamare "prospettive")Apresentano come l~ 
più naturale estensione al campo ~roiettivo dell2 legge 
di trasporto parallelo secondo LEVI CIVITA per le varie­
tà in ambiente euclideo. L~ prima introduzione di que­
ste connessioni prospettive si deve al CARTAN. Ved.66, 

' 192~; ove si considera il caso N = 3, n= 2; come pu­
re nel corso di Lezioni del CARTAN sul le connessioni 
proiettive, ;t45, 1937,pp.l63-169(e anche in 151 pagg. 
1 +8-149) .Ma il passaggio al ca so generale è ben n a tu­
ra1e ed ovvio: v~d.37,1927 p.395; e 51, 1932~ pp.35-42, 
onde (per questo§) è ricavata l' attUBle trattQ.zione • 

( 12 .b) (pp .98-99) -La de termina zio ne di du"· pub su bor­
-dinarsi alla scelta di un campo d'iperpi a ni ( 5n-J. )ne- · 
gli spazi t~ngenti: tali soltanto cn e non passino p ei 
rispettivi punti di contatto. Ciò equive le a d assegns ­
re ( a meno d 'un fattore =/r O arbitrario )un can. po di vet­
tori proietti vi covarianti A; ·,tali c he sia A

9 
j; CJ, cosi c-

(--) Anche qui (cfr .p .85 )le singole note portano il nume­
ro del testo cui si riferiscono. Ho prefe r i to libera re 
il testo dai riferimenti alla Bibliogr afia , che l' avre b­
bero di troppo appesantito:senza gran de utilità per · il 
lettore, che, data la grande disra,:ri t à dei simboli, de :ls 
terminologia,e perfino degli algoritmi e dell e s t es~e 
vedute che stp..nno a base delle varie t rat t a zioni ,no ~ er::; 
forse opportuno sviare prematurarr. en te dai pr o ce di rr:efl ti 
preecelti.Al necessario collegame nto con l a pri ceden te 
letteratura penso possan o ba !:?ta r e ·quest e no t e , insien:: e a 
q~elle del n.ll,pp .85-91. · 
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c itè potremo a d esempio supJrn ~ re Ao = -1 .La condJzio­
ne ·che E" ia AÀ du 4 = O 1 cioè che le da À siano coo r­
dinate di un punto posto nell'ip~rpian~ associato al 
punto che si considera, dà dv.:.~ Az. du _ ~ 

Questo procedimento è pro p o sto in 51, p .7 (ve rame n te 
sotto un aspetto meno restri ttivo); e sdottato in 11-2 
p.l5. Qui ho preferito l asciare ( a lmeno in un primo 
tempo) a c.luo piena arbitrarietà; mi sembra _che ciò 
:risponda meglio alla natura delle cose. Bisogna però 
s em:rre a ver p :re sente tale s.:rbi tra:rie tà: e quindi _non 
a ttribuire un significato geometrico agli enti che di­
pendono dall' espre ~si one s s se. g ru:. t a a du""· • Una parti­
colare costruzione analitica di duo q_U::i le àifferen­
ziale esatto, e cioè dell' (n+l)mo pB:rametro t.L

0 ,è 
data da HlAVATY :ll8,p.22S,cfr.ll7,p.422 e (anche per 
ulteriori indicszioni )142, nota~ p&g .15. 

(12.c)(p.l00)- La definizio ne genera le di "riferimen­
to" nel senso qui inte2o e cosi pure l'esplicita di--· 
stinzione dei vari ti pi di riferimenti anolonowi 
( A.-,:) ~.,.. ., ~-:_riferimenti) 'ed o·lonorrii (C- e D-riferi­
menti) -~ i trovano nel mio lav. 51 ,1932, pp. 6-11; ved. 
anche ~ ,pp .5 -13. In sostanza già il CARTAN nel la-­
voro (17,1924) ove egli introduce l a nozione di varie--tà a. co"nnessicne · proietti va, fa n:2o , sen za spec isli 
d~nominazioni, di riferimenti dei tipi qui desi gna ti 
con .A . ed Ao;E_,..E .Nei rigua rdi degli ul t imi si tn1 tta 
più. pr-ecisamente di qu ei particolari B-- e D-riferimen­
ti che in relazione a un'assegnata co nnessione proiet­
t ,iva vengono più innanzi ·caratterizzat i nel testo me­
diante le (14.14) o (14.21) e .le (14-.36) o (14- • .f-2), 
c ioè-ved. l' Errata-Corrige- F".rl •. -= O. o<L 7 o.= ·o, ~ t . - ~0, . 

· In lavori poster iori il CARTAN ha detto s ec i-natu-
rsli ~--rispe +ti.vamente-n$.tursli ( pe r la c-o.nnessione 
proie·'ttiva) tali B- o D-riferimenti : ved.l-i-5 pJ!.l77-__ , . 

179; 15l,p ~154 . . 
I C-riferimenti, o più essttamente le C-tra sfor~a­

zioni, cui essi sono so gge tti, sono s t at i introdotti 
àal ':'EBLEN: ved .88, 1929 ,pp .145'--1 :~6: e poi ns::;.ti in 
m o l t i la v or i , a d e s • d a 11 o s t e e so iTE13 L 'E'N ( '>~ , ~~~- , 12 6 ) , 



di :'!RIHimAD (~,95) e miei (lOO;S l, parte II).Veà. 
lllnche · -4.9 j 164 (T.Y • THOMAS) e cfr .106 (M·ICHAl.). ~ 

1'3 ~geior porte de;; li autori nM parlo di "ri fé .. ri­
menti" ma soltanto dei gruppi di trs sfor mazioni (li nea­
ri) che corrispondentPmente _ ris l Qta~o po sti · e o ~e~e ~el­
l -a nozi one di tenso-r.e p roiettivo (V e d. ad es. -"i l a vo-

. l 

ri di SCHOUT:EN, 3-0LAB-, vari DANTZIG, HLAVATY: & ~Grte 
natura lme nte il già ci t .L ~'. 142, red a tto da HLAVATY 
e ds me in collaborazione ; e anche una interessa::1te , . 
esposizj_one comparativa di HL.A.VAT': sulle co nnessioni 
Jlroiettive, non ancora pubblicata; della quale l'A. 
m_i ha posto a conoscenza ) • Questo da un punto di vists 
Analitico pub bgstare, ma a mjo pare re non ~ per nul­
lP sufficiente se si vuole c h e anche il __ senso geome­
trico de gli enti tra tta ti si a chi arito. -

(12.d) (p.l02 e seg.)- I lavori di CECR e di \VHIT.EHEAD 
citati nel testo sono :92,1930 (veà. anche le pp. 153-

-154 del libro 102 di FUBINI e èh~CH) e 91,1929. In re s:::- · 
tà in quest'ultimo lavoro 1~ corriP-p cnr.enze. . di cui è 
detto n.·el testo n ::; :l. figura chè in modo implicito ;come 
ad es. appare ~anifesto se si confTonta col mio lav. 
52,1931, pp.l20 e· seg. Cià qui ho f s tto uso anch'io 
·della :pa:rola "polari tà", nel senso che nel teste è pre­
cisato: l'estensione gi presentava naturalment~m3 r e­
sta ancora a ch.iarire .fino a qual punto essa fo ~~ 2 

i;;i ust ificata dal permanere di e ff ettive proprietà ge:c­
metriche. 

(l3.a) (p.l06)- Sulla nozione di s pu zio proiettivo 
}ang ent e v ed. anzi tut.to CARTAN, 17, p. 208; ove in 
r ealtà l ~A. si limita ad "imr:: einer qu ·'On a a ttGché à 
chaque point . 9..~. la v ari eté un e sp a ce projectif dont cc 
p·ùi n t f a i t p aiirtle". Il che a me n on sembra u.n chiari­
mento suff iciente: io a mmetto che si~no loca11z2.abiU 
s u. cia s cuno di. questi s p azi associat·f .. ò · "tangenti • · , 
rispett o 01 rif&r~mento proiettivo ivi dato, le tan­
~ent i alle linee della vari età nel punto che si con-
8idenJ--;e- i.n p3 r 1icol a r e l e t::;.n g~nt i all e l i nee coor-
1inate del si f.! t ema curv~~.1ne o c h e ne e sco no. Ted. 4.~, 
I I , p p • 28 -29 ; 51 , p . 5 142-d ) . 17 ; e P t'l • 35 4 -37 3 del 

... - • • • - :=--- ........ ---
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r.J.io corso li toe:rsf~to 139. Si comprende come p el CARTAN, 
ç he pensa .J.nvece non locslizzabili __ quelle t angenti sul-
lo spazio proiettivo ass oci::2to (e nep pure le suppone 
e splici ta"rìiente appartenenti a d e e so.) non irJtervenga nel­
la trattazione quella "omoerafia di devi azione" di cui 
:p i parlo al n.l ·L ifeà. r, ncorç; , a p rop osito degli spazi 
tan genti,VBBLEN:R8,91., e il Cap. V (pp~5S-74-) d.ell'ope­
ra 114- di VEBLENe ·"nUTEITEA 'D ; poi YA11l0, 58 ,pp. K ·4 e seg. 
e 'NID, SO. Il WEYL osservf3 (p ..... ,; . 717-71B)che secondo le 
vedute dÌCARTAN "the tangent planè is not tie d up wi th 
the manifold; in arder to justify this designation and 
hold to the id e f. of a tangent pl~ne we must imbed i t ir.­
to the manifcld•. Rgli ritiene ottenuto un t~ le "imbed~ 
ment• in quanto perviene a legc; :re a eia scun s i ste :_!a cur­
vilineo un siste · · · ~ proiettivo e ntro cia scuno spazio lo­
cale: ma }<i reh•tiva c o struzione, che in mo do analiticc> 
era stato già dat--a dal CARTAN (si tratta del D-riferì-
me n t o i n eu i nel te sto è d e t.t o a p p • 7 ~ e 12 3 ) , d Al w~vL 
è e sposta. attraverso a CGnside rs zi oni ch e non h& nn c un 

'1 ~'h& 
significeto geometrico chi 3r c eAa d ogni me de non seno ~i 

carattere ~roiettivo. 
Sul l <, no z ione di SJ;a zi o t angente vedute a ssb i in te re 

ssnt:i s .~ nc P.spcste df,l POI1'il1 IANI in un l s vo ro in c orso 
(17i')· 

(13 .b) (p .iC7) - L3 defi nizi one deJ. CARTAN riportat3 nel 
testo (a parte l'interr re t :J zione dell e parole" spaz i o 
ts ngente" di cui o r a s' è detto ) è C1_Uell 1?. p ri mitiva (17, 
p p.2C7-2C9). Circa le idee del ~~R~AN su questo ar go~n-

to e pi~ in ger Pr a l e sul le c c n nes s~oni ved. gnche : 6 1, 
.&_7, 72, 84, 133 (spec. p.s<4 e see .),l -1-5 ·( p . i F<:' e seg-:- ), 
146 ( s r ec.p. 169 e seg .); 151 (p . 151 e s e g .) . Nelle 
esposizioni p·.iù r e ce nt i sul l e c onnessioni proiEt t ive 
( 145, 151) il C.ARTAN h a p r efe rit o s c· s t i t u i r e a l la pri­
P1i ti va de fini zio ne una ~i cara t t e r e a nali·ttco : secondo 
cui la connessione À defi nì t a da u na m<::t ;i ce ll·w_.! U di 

( l ~ ·-for~e _pfa:ff.iane w .l<:: A ;t t'd t/: ve d • p .107 -~.el t est o) • \In 
realtà il substrato geometri co non msncD , l n quanto è 
premes~a l'in~icazic ne ~ el proce di~ent o con ~ui , no te le 
w J. ,rh cis scuna curve òel l~ va r ie tà s i c o st r uiec e l 'im­

JA 
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magine tang·enziale .sullo spazio tangente in unò dei 
suoi punti (cfr .p .125· del testo); e si dà poi la legge 
di trasformazione delle cv) ,pei cambiamenti del rj feri­
mento: cjoè, per dirla col CARTAN la .condizione perchè 

• ·). Àj ii . l 
du e conness1.oni w,~ ed w, equ1.valgano -(Ved .145 p .172-
1 Ro ) ,... ,P A · - ' 

. . . . \ 

In certo senso la veduta ors ·accennata, del CARTAN, 
si avvi cina a quella .. pu:ramen te snali.tica del VEBLD, 
quale è esp:re:::-~a i~ 40 ,p .16 • Circa le idee del VEBL"EN 
e più in generale deila scuolG americana , cfr. anche 

1 

'L§_, 8 6 e 8 8 , 9 4- , 11 4 , 12 6 : 13 2 ( V Al'tDER St.lC E ) , 55. e 16 4-
(T.Y.THOY.~S)~ Da un punto ~i vista formale. i lavori del 
VEBLll!N e gih ~anche quelli precedenti di T !.X"~THO~:AS ( SJ;E<.:. 

30) hanno detern;inato un sensibile p rogresso dellG: teo­
ria,portandovi,con l'introduzione dei parametri proiet~ 
tivi ~~~~~pa g ;;61 e 119 ~el testo), la. pos~ibilità di ur. a 
effettiva estensione del calcolo di RICCI. Il r avvici­
n-amento e in certo senso la fus·ione delle due vedute si 
compiono nei lavori di SCTHOliT:EN · e della sua scuola, di 
RT .•.• A Vi!..TY e mi e i; dopo al c un; rnimi la v ori ( 68 e 69,77; 
cfr. CARTAN,82) in cui SCH0U '~EN c c struisce, ' ristta ccan­
dcla alle ve ~te di .. K6NII} ( 62) l'analisi tensoriale 
che traduce in forme inva ria nte i procedimenti del CA:i:t­
TAN (h s. sand osi quindi sull' usc di :pa ram et ri misti: . ve d. 
p .io·8--del testo) SCHCUTEN e GCLi~B hsnno dato (96,1930,e 
anche 97 )l .n prima esp o::izione della teoria che ', sill pure - . con uns certa pesantezza di svilu~pi e di simboli,~rat- 1 
ti ·in modo f o rmalmente adeguato (nei qu :jdri di nn cal­
colo di RICCI opportunamente esteso) l a nozione del tra­
sporto proiettivo veduta al modo di C.ARTAN • Fiù recen­
t emente v a.n D1t~TZIG e "' o i SCHOUTEN ed P.:..AANTJli:S h!ll.rtno 
p o:i,ta t o ne l l a t eoria, p~rfe zi e ~ n do ne l' s spetto forma­
l e {f or se a scapi t o ·di q_uello geometrico) le c oordina te 
~u~vilinee omo g enee; di cui nel testo è dette al ~ l9· 
( ,r (~d . l s nota (19. 8 ) :pe r l s bibliog:r s fia). Una esposi-­
zio:l e intere s s a nt e dell e ve dut e più recenti di S2~~'l''EN 
2 135. Ai l s •, ori miei (i2,,100 ,101,51) ., e ~ quelli~H:U.VA.­
TY ( spec; 11_7 e 118) su quest·o csmpo si è aggiunto più 
Tecent emer1+.e i. l l~ v oro comune , già altre volte <iCcenns­
to (142), n el qu ale ci eiamo proposti di introdurre le 
c on nes sio ni proiettive co n un& cos t ruzieae geometrica 
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, 

al finito. 't'ale costruzione (illu8trata !1a HLAVATY 
cinche nel su6 lavoro in corso, cit. in (12 .c)) ha il 
vantaggio di non basarsi nè su considerazioni irifinite. 
siwali, nè su uns formulazione analitica, che non dice 
nulla all'intuizione; ·rria d'altra parte non è univoca._. 
Idee sulle connessioni proiettive sono anche espostè 
(in lingua_giapponese) da ,T. KAIH'l'ANI (157) e da S. 
SA SA KI ( .!2i,) • 

..l 
( 13 .c) (p .109). I parametri ~i. sono co st rui ti in mo-
do affatto analogo a ~ueJli che, per una conness~on~ 
&ffine ·2simmetrica ~~, da J.M.THCMAS (79,19?6,p. 
663) sono indicllti appu'nto con la notazione L.J~ ; in­
v~rianti per. le trssform~~~?ni dell~ connessione che 
conservano il parallelismo: 

( 30 .l) 
t l •. t 

L . t. :;. r.: -. L iJ.' 0~ 
J J"- . n r:1 

L'snalogi~ hèi un'intima r <.igi one d'essere 1_ che ri ­
sul ta evidente da qu&nto nel testo è e éposto al n ._21 
a pr oposito dell'interpreta zione (n+l)-dimensiona1e; 
aella connes8ione proiettiv~ in xn ; ed è illustrata 
nel mio lavoro 100, 19 31, pp. 367 e 37 5. V ed. anche 

7
. 

a prop~si. to di Lj~_ ,4;§, IJ .76 e seg.; e nei ~~uardi 
di ~,....· ,l~,p.31 •. 0fr.5l,pp:~p_ e seg. :.\ iv:j,. si fa 
uso di un s1.stema d1. parametri LA .:::L .z;<· 

~)> f-t4 ». 

(13.tl) (p.lll). Circa le (13.28) ved. ad es. SCHOtJT-grr 
e GO~E, 96~ I, p .197; e pa r t. icolarn::~:ì.te "K.YANO, ·58 

-T 

pp • .f-11- ,~24-. Lo. YANO svolge un accurate raggu.aglio 
delle teori~ di CARf'I'AN ( 17) di BER ';ìALD (.2Q) e di 
T .v .THOMAS. ( 30). 

(13 .e) Sulla deriyazione covariante dei tensori 
pr oiettivi eseguita con parametri misti K · · ved. ,, 
SHOUTIN,69 e 77; SCHOUTEN e GO~B , ~' I p.205 e GO-
-C:14B, 97, p.ll9~ 51 e 14-2. Il CARTAN,che nel p rimo la­
.voro (17') usava siste~ticamente _19 te oria delle for-
me differen~i ali esteriori, più I ecenteme nte h3 pure 

-- ·---- ·_- -.·. 
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introdotto un<il sorta di der i V li zio ne co v~ rian ile, che 
~ fatt~ con p~rsmetri misti o &ddiritturs affini. 
Ved. 134-,1935 , p .139; 144, p .7 ; 1 :~5 ,:p .211: 151, 
p .157 • Le vedute ·del CARTA.N a queste -proposi t o sono 
interessanti; se pnre •ppalor:o di non agevole applica­
zione. Premetto che egli dice "tensore", in re~ zio­
ne 3lle trasfor~ zioni delle coor~inst~ proiettive 
in ~n , un ente rEppresen tsbile con un certo numero 
qualunque d i componenti li~ , le qugli per effetto di 
nn& qualunque tr~sforrzJì zione T nelle c oordina.te ( *) 
s-ubiscono una trasformazione pure lineare ·~ i cui 
coefficienti dipendano solo d&i c oefficie n ti di T; 

con la condizione che ~l prodotto di due trasfo:rma­
zioni 7; 1;; corrisponda il ::- rodctto :'l.1.:: 2.1 e trssforma.­
zicni S, ij2. .D 1 &ltrs p&rte: egli dice traslazi-ùne, 
r s lativa a un riferimento Proiettivo R ciascuna omo­
logia speciale che . ha l 1 iperpi smo -x'1:0 dèl ·ri fe.ri-
mento 7è quale i p erpiano d 1 omol0gia. · . 

. 0iò posto' i n te so che a eia scun punto rc/u J di~ ·'.Sh 
sia a s sociato U. ' l Qistema :proietti vo l?{ P) che ha 'P 
c ìme'. vertice lC .... C, per un tensore 1/,. · riel senso 

- ' A 
sopra· precìs&to, egli intro .ìuce il differenziale 
~SS qluto ~t% ( r· ) quale IÌiVCITÌO fr => le COmpopenti· 

(H;):.:..,..ed -fl'l . del sappostc; 'teusore: le flt. intenden-
1_os _~ _ ·cal_cola~e in P ri~:petto ad l?{P) e le {Il~)! . 
in r.J-u't.da'lrispetto al riferimen to d c: Jotto da 
X( P) · c òn l.;. traslazicne, relativ f.i eid R( P) ·, .. che 
porta P in P' . · · 

4d ee. fer un vetto r e 
l: a, secondo il CAR'!'AN .: 

af f i n e c c v c.: r i ~· ~1 t e A . 
L 

si 

( '* )la quale non mutj Jrigine, cioè il punto 10 ••• o 
(: ) Mi sttengo slh~ terminologia e al simbolismo 
del testo. Il CARTAN parla di differenziale cova­
rLmte e l o i ndic .s, con .DJ{. 

floi(TOLO T TJ - S_?a v · ~ c onTlo/J' d"ìe ,~'>ro/e#t~'l-
' 
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o ve in realtà le ·A~~; s.~ identificano con l e .J;.~· (ve d:. 
l a form. ( 14 ·1Z) ;1} ~11"8) ,perchè il CARTAN i nte n0e 

• • 'o s1a re ~o w ::c.Q. o - . 
Fin qui l'ambiente è supposto un ~n proiettivo: se 

i nvece s i tratta (fi una va rietà · ~ a connessi one 
proiettiv2, si deve intende Te, preventivamente, s o­
sti tui ts in .un i ntorno di P 1a supposta serie di 
t e nsori con l~ sua i mmagi ne t angenziale nello spa zio 

::!>n t~ngecte :ìhP ( 1red.l +5,pp. 216-217). Il che, 
frF.iil 'amente, -non app '..; re 3 priori molto semplice! 

Il dif~erenzi~le sesoluto determina -la de rivata c o­
variante che ad es. p er A/ ha le componenti ~,11:. (o 
secondo CARTAN A 1 )l )tali <?he 

( 30 • 2) 
i ~ l / 

- 17 A Cl) = T7 A . . .//. . OIU . 
- _ l(~ ,· • " ~ - L · oj . 

. '" 11.( ~t. 17 4 r er ~· = o/ (cfr. ( 14-... 14-) ~ .118) "A'" z- è il c oeffi-
ciente di du~ nelJ 'espress i oEc di é)A~· .Osservs il 
CARTAN che ls •derivata cov~ risnte", co s i co struita 
per un tensore, generalmente no n è un t ensore: me le 
su~ componenti insieme a quelle del t enso re da to c o­
stituiscono le compone.nti di un t e nso re (si b ad i be ne : 
nel senso generale diii lui i n t e se). Si ve de dunque 
c0ms, ~p arte la definizione di po r t~ ta più gene r a le, 
si tratta di un e ~te analog o ( e sotto certe condizi c - . 
ni coincidente) con qnelle deri va t e pro i e ttive che 
n e l t~sto seno defi nite (al r1odo di T.Y.THOMAS 8 YE-
'PL ':m) a p .rs7,_ • 

( 13 . f _) ( p • l l .J.) - A pro p o~ i t o d e 11 e ( 13 • 2 C ) e ( 13 • -~2 ) 
r2cmento le ( 2. O -u l.i .12: . che defi niscono seco n do 
CA~TAN la legge di trasporto· dei punti i n u no spszio 
~ c?nnessione a ffine. Cfr. anche SCHOUTEN ,77; e HLA- . 

>V.ATY,'l!}, ove si defi :1 isce un tra s po rto de i punti,c he 
ir: sostGnza -dà l u og o a una conness ion~ ~ffi ne con 
dèviazion~ (ved. n.14 del testo). Altri due · l &v ori 
di BUVATY e GO~B (ll~(} ~ di HLAV'ATY (116) s tudiano. 
in modo formale, "trasp orti dei punti": ~i t r 8t ts 
però qui di connessioni p~oi~ttive ~nzic h è ~ ffini. 
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(13.g) (p.ll5)- Nel lev.(TI) del CARTAN, ove si 

~nizia la teoria degli sPazi a conne s sion e proiet t i­
vs, se ne svolge anche una ge'tlera lizzszione c~e non P 
ètats fin o r~ molto studiats: cioè lo studio delle 
"varietà di elementi" a connessione proiettiva. Più 
precisarrente si trstta di varietà d'elementi lineari 
(del 1° ordine) nel piano (generslizz ~ zioni ha svol­
to Jt .HACHTR('D'DI: 147 ,1937). Pensati questi eler;;enti 
( .7C '-~J :"9') cvme punti di uno spazio a tre dimensioni, 

--si suppone che questo sy:nzio sia do t <> to, nel se tlSu 
. ordinario,di un& connes-sione _tJ roiettiva: sotto le 
c c ndizi oni che per la relstivb legge di trasyorto 
ogni "molteplicità" di elerr:e r: ti seconcìo S.Lili: (:Ele-­
mentverein) si conservi una molteplicità , e ~nche 
ciascuna molteplicità-punto (luogo degli eleffienti 

_uscenti dr; un punto) ~i _ rnB G i;e :1 g é.: t':.. le. 
Il CARTAN a d es. estende a lle vBrìetà d'elementi,s 

conneesìone proiettiva,lb nozione di geodetiche; dì 
queste curve il BOMPIANI ha - dG~to (J§, 1927) -u.na sem­

- plice ca,r'3ttPriZZ3ZÌCne 6€Cmetricç. 

(l ·La) (p .116) .L;,;, nozione di devi ;;3zione di una con­
nessione proiettivs è introdo~ta nei mio lsv. 5l(l932) 
p .16 e seg .; cfr .142 ,p. 29 .Il t.en.sore di devi · .. ZT.one 
(quale è definì t o a p .117 del tr. ~te) equi vale so stan­
ZiCilmente al tenso re Q; trov,sto (per via aneli ti-
Clì) ·dc D. von 'DA.N'TZIG: ve d .107 ,p • 418 ,.e p .212, forc. 
(22.2) del testo. -

(14-.b) (p.ll9)-:- A propùsito di ~ten~ori e -tf-ten­
sori ved.51 ,p.ll; 142,p.l3 (ove si piirlAI di tenso­

-ri proiettivi di tipo II e di tipo I). LAI distinzion~ 
c.o~ è preci s~ t a nel test v, solo se c i _ si vaJ!g« di un · 
A-riferi~ento ~ - s o st~nzi~le:e h r significi~to solo p~r 
i ten sori proiettivi ~nslitici (p.ll3) 1 non per quelli 
geometrici (pell2),c he h~nno nella teoria un i~te­
res ~e.p re~i nente. D'altr ~ parte anche t~nsori "an~l i-

" Ìl. tici pre s en~an ~ effe ttiva mente,eò in modo ~aturcle 
~- " "' . 

ail e~ •. re -Llo di curvatur~ (nn. 9 ~ 17). -
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I ~-~~:.a~~tri ~ormalizzat1 ~-v per lli conflessione 
proietti v~-, sono esplici tsmen te introd c tti __ in 51, p .20; 
r~ rb già Jl C~~RTAN &veva osservato che bastano, 3 deter 
m'inOiìr·e ls connessiona-.; - : l e~- forme w .l- s-_t w o • Ver1.17 -

. ?ll 111' l ' l . ~ co 7 . - ~ () - , p •- • ne av ·~,P .3 5, guJ..dcto dsll ' i n t c r~reta zicne 
( n+l) -dimensi otJJtle, avevo introd otto un a i tre sisteii!jj 
d'i parametri normslizzéìti; p.lv : r)v+:!:_v-)lr,?-
. ..• . • . ,1< ./" 12 ~ [v ~J 
costrnlti :gropr1o .sllo stesso modo dei parametri inv8 -

rignti P./~ che 5:Vevo posto · a basé" àe1la teoria inva­
r~ativa di una connessione affine per le trasform~zioni 
c-he conservano il parsll elismo : ved. 48, pp . 77-78. 
Cfr. -VAJ'f!)BRSI,ICE, 132 ,p .H34: ove sppunto i parametri 
·:P}..., v:engono utilizzati. 

(ii.c) (;.liC) ~ , Circs l~ . nozion~ : ~i grado di un tenso­
re cfr .14-2, pp .9-11 e spec. la nctG:. ( i'3 ) a p .10; e 
107 p. -~5~Ved. anche pp. l? 4-- 1?5 e 213-214- ael testo. 
Che il grado ~, - quale- a p. 120 è def~ni.to,non coincida 
Col grado d'omogeneità f nella rappres7ntazione in 
ooor a1nate omogenee, ma sia 1nvece 9 =-Tappare nella 
nstu:ra delle cose· '11'1& indubbiamente una sola delle . ) 

due nozioni in una foicil.llazione definitiva andrà con-
servate. 

( 14 .d) (p .123) Nei rigUB rdi del D-rifç!_:rime nto _lega t o ' 
a una canne s si o ne proietti va e a un sistema curvilineo .. 

\le-d. CARTAN 17' PP .211-21':3: 145 ,pp. 177-179' F.YL, . .9C , _ 
1· ·721, ·e i JDiei 1.avori 49,II,pl)·30 e 33 c 
JII ,pp ~ 83-84- ; ...1.QQ,pp .375 - 376 . In q_ueeti U.itfmr ·· 
lavori è po~ta in luce l'identità frs le tra sformazio­
ni cui è soggetto il ~riferimento del CARTAN (repère 
ru:.:turel) e quelle ottenute per tutt'al tra via(analiti­
C ::1 ) d l 1rnBLBN ( 40 - pp .155-157): di c ui ho g ià. a ccen­
ns to !ls_lla nota (9.a) & p.90. Ved. anche 5i, pp.}O, 
18-19 ; e d'altr,~Lpa:rte cfr. 30,Jl,44-,5'5 (T.Y.THOMAS); 
11. (.RC:RERTSON); ~ (~OBERTSON ~ 'NEYL); ·i§_ (SCHCUT~ 
e GCLA.l3) ,97 (GOLAB), infj_ne ~,137 ,15<4-,ove HLAV.ATY 
pene appunto le D-trasformazioni (intese in un senso 
un p~' -esteso come 1n 96 e 97) a base di .estese ricer -

~ - -;_l - -
ehe__.SRlle var::i.età a _c_onne ~ si o ne proietti ve.· { nc:n.1s lP) e 
<JÙ.llè. variet8., in pD:r.ticola re ~~ll e curve e sulle ipe r -
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?n perficie che vi sono i mmerse. Pi~ precisamente: in 
· l 

118 l • ente p re so in c onsinera zione da Rlill. ,rA~ è uns va-
rietà a conne e sione affine (asimmetrica) .F'~ de t a a rr.e -
no di una trasforma zione (cfr. 38 ,39) d --* ,.__L. ;-t <. .. D s. l . /') 

( 30 .3) .L/~ = ~ /~· -!- ~ .L~ + * ~·., 
ov·e. :Z: e. ~· .sono vettori covarianti. Il che vuol dire · · 
trasforma zi one che conserva le geodetiche , e anche il 
tenso re 

( 3c • 4 ) lf . .. '" - . c .. , _t~ /~ (s· .. ~ ;;: <s : . ') 
ii - J..// ~ -r n- f ( :;,.· J. 1 ~ç rJ l .1 

,..· / 2 d "s .. ' 
t e ns0 re di t or si o ne della conne s s i o ':'l e ~~-= r,;J.+ i}:/ i ttl ..> 

leg at a a quella da ta de u na semplice c ondizione ~eometri­

ca (ved .48 , pp . 77-79) e cfr. n o ta (14-.t•) a 1Jl>·2~2-293. 

{15.a ) (p.l28 ) . · A proposito delle imma gini tangenz~ali 
àelle cu rve 51 una Z::, su un .5.n tangente ved. CARTAN, 1-ì~, 
pp .l?l-172; e .inoltre 142, p.41; 165,166,167 (KANI'rANI) 1 

· e l a mi a nota recente 169. 
- -

, 
(15.b ) (p.130)- La f orm • (15.22) è d ovuta a HLAYATY, che 
se ri' è va lso sisteir.a ticamente ad es. nel lav. 138. (pp. 
11 e s e g .) P.J.::op ri o per de fin ::. re la d eri va t a -as sclu ta • 

( 15.c) (p~l31)- La definizione de lle c eodetiche, quali 
l inee ayenti per i mmagini t a nge nziali linee rette, è da -
ta dal CAR TAN; 17 ,p~ 219. La caratte r izzazione Ca ta nel 
te sto a p .1"34 è a p . 28 del mio J.av . 51 ·. Ved. a r..c h e · 1 42 , 
PV · 40- 1-3; 58 (YANO) r: . 42 4 e seg .; 150(YANO ), 56 (:AER W.&lD), 
57 ( FliuiN9:J:SS ). Sull a nozione di ge odet i che seco nd o v . DAN­
·rziG e SCHOUT:SN, o "su toge c dre t i ch e" , di cni nel te~s tc è det ­
to a p p . l S -~ - 19 5 ( j_.n ncta ) e 268/2.'70,v e n . ( 13 . d ) ,)?· 300 • 

( ì\) -'_i '\ -") c vo ò 
" ..- J • -· ì l ! 1- '- ~ \ 

f o rmule ( 1 5 . 31 ) ;:: (l 5 ~32)) (1 5 ,J J) e 
a 1 l e C- tr&s formazioni ~ono . ' 
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~ate da WHITEH3AD (~, 1929); già questi ne ha tra tto 
c cm e la scelta del "fat tore" U 0 (co si egli chi ama 

. l' (n+l).ruo JIB T<.lme tro) ae~ cci ol l s conneosione proiet­
tiva un3 conneeeione bffine e un tensore c.ffine. 1/:G 
le (15.38) ,(15.39), e i . f a tti r;ecmetrici che vi eicol­
le;;:o. no (nel teste espÒsti a pp. 134-137) sono conte r u­
ti nei r1iei la v • 52 e J.! Ve d. anche 14-3, 159 , 160 ; -·e . 
cfr. 1C.8; 123 ,P. 286; 1,32 .,p ·193 • . 

- ---
(16.a) (r.l39)- I lavori di 'VHITEREAD e rr.iei citati 
nel testo sono: 91 e 52,159,160. Anche in 143 la mia 
e c struzi o ne nel]~ co nn e s Eioni affini pro i et ti vamente 
:pian e ~ eeposts e applicata •• \.;n ·licazioni della· connès­
sio~e proiettiva integr0bile dell'Sn ecno anche in 
161 :168. _,_ 

( 16. ';>) . (p .1 -1-5 )- Nei riguardi degli spazi a connessione 
metrica proietti vamen te :piani v ed. 'JfEYL,2.].llO, 112; CAR­
TAN, 28 (cfr.l7 , p.227 e 145, p.251 ove si riottiene - - -inquadrar.dolo ne.lla teoria delle connessioni proiettive 
i l te or. di BELTRA~:r! ,1) Un'esposizione abbastanza am­

f ia Glill' argcmento è nel mio la v. 2,g, spec .p p .122-127. 
Col~ o . i'occasione per cor reggere svariati errori di 
stompaa._p.l26 da questo lsvoro: nella forEJu.la (5.20) 
l'ultimo te mine (.i Q 'f'J ) va preceduto dal segno 
tre ri ghe dopo devebleÈ;eersi (5 .16) ••••• c#fr anzichè 
(5 .17) ... c"~infi ne nella ( 5 .22) 1 'ul timu segno - Ve 

r:nrt &;tc in +. Nuovi rieul tati sugli spazi proiettiVG­
nEr.te piani e particolarmente sulle euperficie a _con­
neP- ::::ione r:1etrica f' r ci ettivamente pi Ena fe anzi sul caec 
'l'eccezione note to 1EJ.l 7JE~l., · F>ccennato in nota a p. 
l +5: c o n ne f>S ioni rLe triche su :p e rfi ci al i pro i et ti vane n­
te :piane che non so·no ottenibili quali t!::etriche non-
~euclidee di CAYLEY)h& ottenuto il rrio allievo S.GALLI~ 
r.c) c he ne: farà oege ttc di p'.tbblics zione • . 

( 16. c) {p .• l +5) ;::rs~1'1'r!.t'i. 'R'!' hs o :::se rv ato che gli s 16 ?i a 
. c c :·i n.e~cicn e EJ·.ffine proiet t.iv .~nnente -piana ed eq':l-i affi.;. 
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ne po~scn o a ttenersi come ipersuperficie in ambien-· 
te affine i n cn i la connessi o ne è i ndotta m0 di ::m te 
~ette uscenti ~ s un punto p rese coffi e ~eudonorrnali. 

-Ved. ~ e]_J, pp. S4, 166 e seg:; cfr. 91, r;.l02 e sa., 
e 2_g. 'S' evidente che deve essere un :.:; relszi o~& ~'f\!~­
prietà e quanto nel testo è esposto a pp . 102-lC~. 

··t.-

(17 .a) (p.l51) -Il tens c re 7l~i,;J. è. introdott-o quale 
tensorc di curvatura della connessione proiettiva nel 
mio lav ~ ~,p .24 __ (ove esso è indic Eì to con .L .. );-~ , )~. 
V ed~ an che 14.2 ,PP • 129-137 • Come ho p re ci sDt o nel 
testo ~ -il C~A..~TAN nel suo lav. del 1 9 2 4 ( 17) e così 
p ure nei seguen~~~}l34~,.144 ;145 ,p.218 ' e seg.) uti-
lizza invece I;;./~ .. (che egl i scrive ~ ,:;· ) : il c . 

quale secondo le vedute comunemente a dot.ta te, cui 
anche· in queste Lezioni mi ~ono ~ttenu~6, non è(ge­
·neralmente un tensore: ma è invece tale nel senso 
più g e nera e intese ~al C;\~TAN: v e d.(l}.e),J-' ·28~. 
V ed. anche YANè:~g , pp. ·B3 e seg.) 

Nella ma gg:i.or }?a rte dei lavori sulle connef:sioni .. 
proiettive s'intende quq,le tensore di cu,rva.tura, .. an-

~ j c hè 7? t:j~· i ' 1 ~/~ ~ o N~~; 1{ ::: cf~" J~- ~ .. -~- ~ 
de tO dalle (19 .3J) 'di _ p .186 ('tenscre scltanto per le 

. /1'••:1 ( ) C-t:ta sf c r ::n8. zi oni) ; opvure -:~,;;·p. , d & t o da lle 17 .19 
di p~ l ·t-9;_ v ed . ad e8. ~, ' p~ · 731-7~2 (T.Y.THOUAS); 
40,p .163 e 88 ,p .156 (~TE13L.5,..r) ,2_§,pp .Ee7 e 891 (1lERWAJ,D) 
69, p.421 eJ.]_, I; .l55 (SCHO~JTEN), ~,I,pp.203-204 _ 
( SGH0t:"T'EN e GCJ:Jd~) .Più recente~ente però SCHCUTEN ha ' ~ adntt .-1to an eh' egli, cfll.ale te n sore di curv_,p tura ( "Kr~.:.:... -
mungeprojek t o r- de r Ptlnkttiber·tragung ) ~~~.t( GJhè egli 
s cri·..r e 0 : .. · 91 : v e n . J.+l,lS36,p .26). . 

.· ~~~ - ~ 

(17 .b) (p. 15 2) - !1.ncte l a nozione di tors·ione della\ · 
connessio ne p:::-o i''ctt iV2 è i ntro do t ta dal CAR~AN ,')..7; 
p.215 e 3eo • r ì . 51 , pp. 26- 28 ; 1 4-2, 1=' ·13-1- -13.7 ; 11-~' 
:pp . 2 '-2S • 

(i7 .c_) (p .1 53 ) - 1 'inte r-prct:- ziorlé: 1 Bcce nns t a ne l t e­
sto} de l le (17 . 35) d ::1 l C: .iì.R'J:.A.N è J.a ta :-1 el laV .17: ·flp. 
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217-218. 

(17 .d) (p .157) - Le i c1en ti tlt di ~IANCHI per una coanes­
sione proietti va del CARTAN nel lav ·. 17 ,p .216 sono e-

• . .A l ·- . 
spree~e med1ante le f orme G(.l""" ed _Q_....c.r. ,quale "teureL1a 
della conservaziore della :.:mrvatura"; in f orrus più vici­
na a quella data ne J. testo in l..:!2_,p.233 ·e seg.;ivi ne è 
~ata anche una int e r~ret.szicnc _ geo~etri cc (p.239). Cfr., 
pel caso di u.ns connessione affine ,l8 p .91 ( SCHCUT:E:N); 
54r I,p .123 ( S~H~UTJ:N e STRTJIK). 

(17 .e)(p .160) - la .:proprietà indicat ~31 nel testo, quale 
oJ P p li Co 2ione delle identità d i BI.A.NCHI' è dimostr& ta dal 
CARTAN nel lav.1~,pp.218-219, Cfr.17,p.225.(La proprietà 

. - . -
ivi enunciata , Qnàe riBnlt~r~bbe una CDr5tterizzazjone 
1elle superficie Q conne~sione proiettiva nor~ale, pro­
babilmente non è eSfjtta: il CARTAN non vi è to:r11ato nei 
lavori successivi. Ma, sempre a proposito del caso di 
una connessione proietti va superficiale, pel quale l ··o­
mografia deterlliinata d3l tr9sporto ciclico è un'omologid 
col centro nel punto di contatto, un'altra interpre~zio 
ne a lui coz:nunica ta dal CARTAN è accennata da CHERN in 
59 ,p .171) • . . -
(17.f) (p.l62). Sulle c·onnessioni proiettive normali, 
introdotte dal CARTAN in 17,pp 221-226, e da lui estese 

· anche alle var-ietà d'elementi (ibid.p.232 e seg.;cf:t~ 
,W) ved. 69 (SCHCUTEN),p.:t-24; e 96 I,pp~203-20S";~~PP• 31-
33; e cfr. !m ,:p. 44-1 e 14-l,p .3,,._, V ed. anche C~RTA.N , 8~ , . 
J:P .10 4-118. I vi l' .A.. compl~,:t& la oua suggestiv,& •geometria 
dei gruppi dì tra sfor~a~ oni" a sa cci an~.c·· a un gruppo' 
insieme alle due conrlessioni . affini senza curvatura · e 
all'altra simmetrica a s sccigta ad entrambe, anche una 
cocn e ssione proiettiv a normAle. 

{17 . g ) (p .163). Il CAETAN h ç. ~JO~tr&to come una connes­
sione proiettìva possa yjcostrriirsi a partire dai va­
lorl da ti in un punto del torsore d1 ~ cirvo tur& e torslO­
ne. e (1e l l e sue succes s i ve.: der:iva.t€ covari.enti: v~ d. ]:J2 ~ 
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p.222 2 seg.(Non accorr~ dire ch e un e l emento u lteriore 
a~j:voehh P ;;; sziu nto, non pre~c in con s iderazi one da:L CAR­
"''N ~ il te Yl sore 11· deviaz] one. Ved.(l3.a), P' 286 )~ 
~ella 00 ~truzione (p e r via pura me n te a nali tic a) degli 
invs. rian ti di una co nn e esi c; n e pro i et ti v s noru1al e) R . '.•,r:E!'F­
. Z3NE~CK si . è o ccur; ato nel corso ni un& sua ricerc& più 
genera le- sugli inva rianti :,roiett j vi differenziali . (71; 
"!II). 17'ed. a nche 113. rh n .THmrsEN (93).che vi è stato· 
condotto da un problema di topologia differenzi&le, l a 
ricerca degli invarianti lega ti a uns. conne ~sione p r oiet­
tiva normale su una superficie (cioè, s lle sue geodeti­
che) ~ stata condotta a fondo, attraverso all'introdu­
zione di una connessione affine inva riante (ibid .p .316). 

Accennerb àncora a una nozione di n s tevole importan­
za, introdotta dal CARTAN, e collegata con quella di 
curvatura:la nozione di gruppO d'olonornia di una connes .­
sione. B!:so è ~per una conne ~ sione p:roiettivéJ ) il grup ­
pc formato dalle omografie assoc:i.ate a tutti i cicli 
(finiti) uscenti da un punto assegnato: v'ed. 73, pp • 

. --,.., 

1-2 E' 37- n; 83 'p p .116-1181 e spe c. l ·t5 'p p .278-301' 
cve, frs l' a l tra, l' Jl. svoi'g ,.:; un metodCdi ricerc a degli 
S.tJazi g connèssione pro ietti va che ammettono ~ruppi di 
olonomia (tranzitivi) prefi s eati. Ved. anche 72,8+. •· --
~iA. s ) (p .164-) .- Sulle cocrdina'te !l.orn:ali sec ondo CAR­
"',\11! ve1.134- (1935),pp.l~6-14-7; 1 ,~5,p.221 e seg; 59. 
la r.'!i s ricostruzione (che vie ne qui pubblicata) in qual­
che modo ma indirettamente si connette ctlla costruzio­
ne che dà, utilizzando l'interpret&zione (n+l)-diuenni o­
nale (n.21), di coordinate normali '!TRITEHEA!': 50,1-831 . 
spec. pp .336-338. Si vede bene come in realtà-, se puxe 
definite in modo profondame nte dive r s o, l e coo r~i~~te 
~armali del C.iR'rll.l'f non t,jano differenti dE quel le d:l. 
1~ntiTEB\ D. :~esti introduce 0n che ( ~ dt f fe r r:::nza .·1el 
CA.RTAN) le coordina te n o:--ms l i oiJocenee ( ~ .1 6S del t -: :::;·1-, 

• cfr. 50 ,p .34-1). 

(18.b) (p.l67) · .- Nei riguBrài delle COCi rd ina t e ::.,:f~j.n ·; 
n ·~· rmali ved. g,21; 3~,pp. 58, l l C e E'e_; .; J§. , 1-· ()7 e .:<r_ -_; 

.BORTOLO TTI,.. S}'az, · a ~onmg/c:M/ · ,Pro/e/h;,, .lJ/s/' · 33 



if; 541 , p.100: e particolarmente il mio lav.~ e la 
nota 170 del B01r:PIANI, ove sull'srgomento si espongono 
vedut;-geometriche, in parte utilizzate nel testo. 

(18 .c). (p .177) .Il teorema ael CARTAN sviluppato (con 
tro procedimento) nel testo è espos to dal C. con due 
verse dimost razi oni·) in 14-5 , pp.].86-193 e 225-228. 

(19 .a) (p .179) .L' introduzione delle c oordinate curvil 
nee .omoge nee n ello ~tudio delle connessioni ·proiettive 
fa tta nel lav. 1C7 :Jj va n UANTZIG. Vedi anche i 1av. 
1C8 ,109 e 131 dello ~t esso A . , poi i l c;ruppc di lavori 
" generell;-Feldtheo rie " di SCHC'-UTEN' , '' .DA~~TZIG e à HAAJ1 
llO,lil,ll2,121~ 122 ,li3,124,130,135; in cui la teoria 
geome:t'iicapostaabase, in successive ( se pure psrzia­
li) espo~i zioni,riceve vari perfezionam~nti e c o~pleme 
ti. ·Ancora : 141 (SC HC'TITEJ'Y ed HAAN'rJES); 53,p .41 e seg. 

(STRUIK);l55 e 58,p.455 e scg .(YANO).Ls mia esposiz ione 
ha, limi t a tamente aii.a sua irr.po s taz1.one iniziale qual­
che e l emen to .a comune con l e studio co mpars tivo che sul 
le teo~ie. di v .DANTZIG, di CAR'rAN e T S. TRO :.;' .. S espo 
HI.:AVA'l'Y nel lavoro in corso fià altre volte accennato 
(ve d. ( 12. c) p • 2.Ss' .Le rela zio ni c or:. l e a l tre te o xi e~ 
particolarmente con quella di SCECLTTF.N e GC::t;.rs ( 96) sono 

. . . L. - - 1 

analizzate a nche da v . DANTZIG: 1 07) p:p . ~- 1.3 e seg. 
Anche WHIT~HiAD (50 ) usa c oord i nate o~0gen ee· (ncrmal 

come ho già a ccennato (nella nota ( l f. a) p. 297 ); ~i 
è. •tato condotto naturalmente dalla interpi·e tazione in 
n+l dimensioni (n .21). 

(19 .b) (p .190). Nei r i[;U<3Tdi èe1.J 'indic8tore di anol ono 
mia affine ved. 54,I,_p.68 e lt3,p.5T2

1 
61, p .. ll2; per 

quell o proiettivo ve d .l4l,p.l 6 . - -

(19.c) (p.l92). Su1Ìs· co n~e~sione s.ff'ine i nte g rabi l e di 
• -;-, . l 

cu2 · '' f:.i ccenng to in nct i:1 7 sono date nel tèsto ( u .240 e 
seg ~) EJlcu.ne 5 nài ca z.i cni ;la bibliog ra fia verrè.- ._-,a t~ 
l a nota ( 25. a ) 1 .P.J>· 30'7- 30.?. · 
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(19 .d) ( pp .19~.19 5) -A proposito delle " ge ode tiche" 
secondo v. TIA'NTZIG e SCHCUTEN 

1
di cui è ac cennato in 

nota, si ve da 108 ,p .532; 112, p .651, 123 p. 29 5 ; 130 
PP .359-361; 135 ,p .69; 1 .41,pp. 30-33 .""""TaJ. i ·lin.,.,. in 108 
sono det t e pseudogeodetiche, in 130 P. 135 autogeodeti­
che; altrove, sempliceme nte geodetiche. 8fr .107,. pp. 431-
435. 

(lS~e) (p. 195)- La denomina zione ai "tensore di ~ eim­
metria"(Asymmetrieprojektor) è data da SCHCUTiN ed 
HAANT,JES: 141, p .19. 

(19~f) (p .196). L'interpretazione ·geometrica dell'indi­
catore d'a•olo1U)mi.a affine è stata data da ·me in lAJ-3, 
p. 572; e utilizzata nel lav .61. -

. -
(20 .a) (p .198) - · La co~truzion€ delle "estensioni"(o­
lonome)e dei tensori · nor mali pr oi e ttivi (olonoma) è · 
stata data per la prima volta da T.Y.TIICKAS (30), co n 
un processo analitico che si basa esclus iv ame nte sulla · 
i nterpretazione (n+l)-dimensionale: e che allo ste s so A 
non ~ apparso del tutto so d d{ sfa ce nte, almeno ne } l D 

~ua ultima conseguenza (teor. di p. 731, c he ca :ra t teriz 
za la va rietà "as projective manifold", mediant e i 
tenPori proiettivi normali). 

'Effettivamente · l'A. è torna t o sul l'sr g or.<e nto i n 
un lavoro successivo (~).Ma non r:1 i è ben chiaro c ome 

questo valga a completare in modo ri goroso , nei ri~ 

guardi del "replacemen t theore6 ") la r ice rca prece­
dente. 

I risultati ad ogni modo a p paiono co nvalidati dag:i 
sviluppi esposti qualche anno dop o aa WTII!E ~A D ( SC , 
19 31) • 

Circa le estensioni e i te nsori normali pe r l va­
rietà s connessione affine :rimando a i la v. 61, 17 ,.., e 
a quelli prece nenti ivi ci t ati (Ve d. anche (tg. b ) 

}>P .1~7-2,8) • 
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(2l.a) (p .2( 3) - I l a vori a ccennati nel testo sono glj_ 
stessi già pill volte citati 30 e 31 (T.': .THCMAS) 40 - - ' -
( WHITEHEAD );9] ( GO~~B), )..07 (v. DANTZIG) e 141 (SCHO T.TT'SN 
ed HAANTJ~ S) . 

So p r s tuttoi l avo ri di 'YHITEI!EAD e di GOJ;}B portano con 
tributi geometric i: i princif;a1i risul t a ti di GOJ;AB sono 
ri s ssnnti i n 1-5. Ved anch e _lj, p .1C3; ~ ( Wb"'YL); .. ~ I, 

.209; lQ.Q; 10~ (v. D2Fr?:JG) ; 58, p. ·t -4-9 e seg . , -~ e 12§ 
(YANr), 163 (VRANCEANU). · 

(2l.b) (:p. 20 4-)- Rammenti amo che, p e r le va rie t à a co n­
nessione proiettiva,· il .f.::i ttore 1f ch e fi gur a nelle (21 7) 
non può svere inter:s s e p ;or::etrico, g i acchè l o s i pub 
ad ~s. conglobare ln a·u rendendo r -?i.= l .D-unque non è 
restri ttiva l s s e mplifica zicne acce!lns ta in nota a p. 
205: _ senza di cni riesce alq:tanto diff ic il e interp ret .s ­
re le ( 21.12) del 2 ° grup po. 

(22 .. a) (p.211)- la di sti nzione fr a de r iva zj oni pro i et­
tive dJ :prima e di seco nda S!E cie è in 1 42, lJ . 38 ; se­
c o n do SCHOUTElf invece 1s d eri vazi o ne p:r oi.e "t ti va p iù. ge­
nera l e è détta •p roj ekti ver Zusammenhang '' e aue l la à i 

'\ .. ' ;t. 

:prima specie viene chiamata Punktiil?e L' t. :~agu.ng''. Ved .!fl, 
pp -19 e 23. 

(22.b) (p.~l3). La n o zio ne di e c c~e s o è introdo tta d8 v. 
JANT7.J11 in '-107, p. ·f51. Quella di indj c e da l VE:BL!ili i l) 

"9 4; p .61 .Le rel a zi o2i fr a questettozic ni e q uel_ l a ai 
~rGào (~el Eenso preci sa to a l n. 14,p. 120 : c i,ò c h e 
iò in un primo tempo,secondo SCHOUTEN e HLAVATY, avevo 
chisr:àto classe del te nso:re proiettivo) sono p recisate 
l'l}lQ]., pp. t-51- 454 e in 51,p. 22 ( c fr. p .ll); 14-2, 
~ . 10. Cfr. (14.c) .p.19~~ 

(22.0) {p.214)- Circa l B derivazi o ne cova ri ant e \ 22.9) 
1ei tensori è!'eccesso .::f:jo v è d.l07, p. ·~2C ·e ill 1 po28-~. 

(23 .a) (p .215) L'esposi zi one co nt e nuté.i nel t e ;;1tc: 



(nn.23 e 24) segue in g ran pa rte, sa lvo qu alch e sempli­
ficazione ·e al cuni ulteriori svilupp i , quella che avevo 
da t o n ella.l11G~.rte del la v. 51, 19 32, p p .35 e se g . P el 0:'3 so 
generale l a teoria è condotta in mo do anal ogo a quello 
che avev o adotta to per la teoria delle varietà subor ,dina­
te a uno SJB zio a connessione affine : loc. ci t. in 
{~.a) ,p .87) • Ve d. anche le mie Lezioni 139, pp. 4.9 2-518 
e cfr. SCHOUTEN ,18, p .i33 e s eg. ;EISENHJ\_RT , 34, p .137 ·e 
seg.; STRUIK, 2], f· 47 e seg.; SCHOUTEN e STRUI"K-, ~ II, 
p. 79 e seg •• :P el ca~o pi un ambi~n te a connessione ~re­
ietti va· ved. HUtVATY,lOS; 118,p. 257 e seg; 137; v•DiN­
TZIG,_!21,p.415; STRUIK, 5~,pp.55-56; SCHOU'f:SN' e HA~lf­
TJES,l+l,pp.37 e segg.;e gli altri lavori di HLAVATY, 
di Ci:i't~AN ,KANITANI e miei cit. in (24-. Ci.. ),p.303. 

Y.
ll-n-1 · 

( 23 .b) (p .216) .La varietà A. può riguardarsi come 
' .l!" o spazio di J"::6N'IG ( 62; cfr •. 69 e 77) ; la connessione 
r-t - - - · ur~-i. può p ensarsi q_ua J. e una ordinaria cc nne~sione proiet· 
't:iv s per •; u esto spazio, w-::; è forse più espressivo in­
te rpre t a rla (come nel testo si accenna a pa g .217) ql '-8 -
le una conne s sione tangenziale per la xl? . Que st 'nl­
tj r:;a n o zi o ne è introdotts. n ella mia nc t .<J 120 (1933) 1 

ed è sta t a da me·'\ap_pli ca t a a llo __ s.:tu.di o me trio c e ;;i f­

f ine d i f ferenziale de l le congruenze di rette; ved. an 
c h e 1 62,p.ll. 

A- proposito degli f: pa zi di v:-rnl:G; co~go l'oscasion ::-
per c itare l e :r jc e r che svolte da !ILAVA'l'Y e \T YClCH2Jù 
sulla ge ome t r ia pr o ie t tiva ne l l a v~rie tà dci tensori 
di o r .d i ne e pe s o ass eg na to, da ti s men c di un f 2 tt o re 
su &lare '4:: O 1 n un am bi e nte a conneG~ione pro iett i ­
v a (nor nale) .Tal e va r jetà pub a ppu n t o tr~ tta r si co~e 

uno sp a zio di KO'!I!'IG, e vi vie t'le deten:1inata una con­
ne s~ione pro ie t tiv;:,; ; v e-:'! .} 38 ,14-e. 

S5. v ::e s en ta come v .. na Q"En e r-;lizze zione della teoria 
de gl i ~ pa z i di KOi'iiG, e d'a l tra parte anehe ,a un tem­
po , di qlJ.e l la tra ttegt;iata nel t e-et-o al n .23 e nei 
riguar di a l g ori t mici del calcolo del vt~Ati (cfr ~ r62) 

' - - r----lc s t u dio del l e co n r:e ssion i p xoietti ve à1 Sif! ci e t · eupe-
l'Ln:e sv o l t ~) dal mio a l lfevo ~· .. PICASSO ( l :.W ) . J,o s'fe s so 
~-- . ~ 

.i"'· CB éEO C ·ha. sY v1 t o r,;, c e :r che più pDr t i col ar i su.l ln s .o-
;-::e tri s f'Y Oie tt iVG. rh uns X i n S mo ':' t:r, ; :'"'~ o ( 1'52) 

2 ~ ---. 



., 

che su una tale superficie un siste-ma planare di 
linee , secondo B0r,TIANI, individua una connessione 
r.roiettiva èhe ha1elinee del sistema quali geodeti-
~ A 

che. 

(23.c) (p.219) -Circa il simbolo D usato nelle (23.11) 
e (23 .,12) ved .p .12 e 87 del testo, nota ( 4.a); o anche 

162, nota a pp.l2-13.--
(2{.3) (p.224-)- Sulle .X: in ~+/Joltre al mio lavo­
ro ~51) Qn·~e è tratta nelle linee generali l'esposi­
zione data nel testo, ved. le mie note ... 9 e 101, il 
lav. 117 Ji HLATAri, e d'al tra porte le n;t'e opere 
a•insiem~ di F~INI e é~CH 80,102. 

R• interessante anche consultare la breve n ota· 
del tjARTAW(66) che segna l'origine de:l'ordine di ri­
cerche .cui la mia esposìdo:J.e si ricollega: il 0AR­
TAN vi ~nuncia molti risultati che meriterebbero for­
se di essere · ripresi • 

Lo st('sso C~o\~T;~N nel su o libro recente (l t5 ; p. 
:.?5P e seg.) ~:3 iniziato(pt:?r le S't..q .; e r ficie in .z:;) 
uno studio delle varie tà i~ smhientc a conne~2i0ne 

proiettivs , che po i 8 stato prosegui t e da Y,.A!HT..~-\N I 

(165, 166 ,167) e da me (167}). Tal e. studio si basa 
sostanzialmente sulla ·cc nsiderazioce de ll e imoagini 
tangenziali delle curve della varie .. tà subordinata , 
sullo spazio ta ngenzi-àle a:l.l& varietà ambiente in 
uno dei loro punti. Il 'JARTAU ho:; esteso, fre l r éìlt:ro, 

. alle X, in 'P
3 

l e nozione di linee asj_ntctiche e 
di direzioni coniugate! poi s'è Véllso delle g_ua driche 
osculatr!lci per stu.diare 1 3. p o~sibilità <h este ~ · . dere 
le .direziorti d;i. DAR.B0tJX; vsrie estensioni di qu e13t e 
e di altri elettenti dell 'uE>uale geonr: t:ri a èlelle X 
in $3 ha· indicst o il KANITANI; i ~ ho es servél t o co;<-e 
(almeno) gli elementi del ~o D:r chne delle i rnrr.agini 
tangenziali del J~,e c u;ve 'di uns X i n P. u=centi da 

. - ~ ~ . J 

un punto appcrt e~1gano a un a s tes s a sup~r fi cie anolc-
noma, il che rende rag io,ne 2 p rio r i rli tutti i prece­

- ~ti ri~ultati. 
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T.! n'est e s a ri ce re a sulle ..x; e i ns ie rr1 e a ne he l e -:::r,.+t 
anolonome in.!;~, (15-4-) è .. stata svolta da ril.JAVJi.TY nell'or-

Av- -v-n 
dine d'idee di una SU3 p recedente sulle~~ . ed~n+l in 
A~+j a connes s i on e affine; l'A. raggiunge,~on me~zi a ­
nalitici, ev Grie ti enti e ri sulta ti geometrici, a d es. 
1irezioni, correl&zio ni e pol a rità inv Grionti. Citerò 
anoo:!:"s, a proposito delle i p ersuperficie X ~-.. ~n P'l+t , 
SC!iCU'T'EN ed HAAN'!' .TES: 14-l,p • .t-2 e seg. . . --
(25,a) (p.238)....;. Credo op portuno qui .aggiungere ai due 
prec~de nti ·elenchi bibliogra fici u~ terzo ele nco, com­
prendente opere signific a tive o COir;unque di utile con­
sultazione, riguardanti 1B relatività e particolarmente 
le tecrie unit&rie, di cui a l test o è detto al n.25. Si 
tratta di lavori che non hanno a c~e fare in realtà con 
le conne8sioni proiettive; e pe r questo non erano sta­

ti compresi nei precedenti elenchi. 

T~'RZO :8L3NCC BIBLIOGRAFICO 

::;) Relativitè. g0 nera le .(*) 

171 - i;.. BI!!'STEPl7 ri .li-ROSS!~NN: :5:ntwur:f ein cr verallge­
meinerten · Re l & ti vi ttltstnéorie un (1 e iner 'r he orj.e der 
Gravitati on."Zeitschrift f.Dath.und Fhysik.,62,1913, 
225-261. 

172 - A .~I'l\,.S'T'4.:IN : Die for~ale Grundlsg e de:r 
nen Rel 2tivì t~t 8theorie. "Si tzun g sber .Pre-ur.; s. 
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allgemei­
.~k s d~ 
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Relativi ta-tstheorie~"- .\. n!'la l e n de :r l'hy ~ik"' ~9 ,1916. 
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Ho n dò, na-t"t.t?a'l.~ ~-lJ-e , --eh~ una --p·i c·oo 16-
va ~t i. 8f1 i~e bi~liogra::!"'ia • 

• 

' .... . 
'1 <2~-te 

. .... .:P.· 

~Ili" allge-

della 
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meinen Relotivit~tetheoTie. Ibi d .l917, 1•2-152. 

176 ~A. Ti: INSTEIN:Pr1nt.Ìp.ìel lee zur ~llgcmeinen Re1 a­
tivitàtsthecrie ... An:'l.cllen 1er Physik, '5'5, 1918,241. 
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r:.i grevi taz ic na 1i èal pri :lcip l o di Ham-i1 to H .".Rend. · 
~Ji rco1o r-.:~.Rt èm. P s 1 e :tr;l O n 4.J' 1919 ' 20 3- 21 ~ . 

J78- ~.M.<\RCOIDWGO: Relativit8 . • ~t e ssin P. ,Prtncipato 
192 3: 

b) Teoria uni t s ria di ~n . 

179- H.WRYL: Gr8vitation und ~nektriz i tf.)t~"Sitzurgs­

- ber., rreuss. Ak:.~ d." 191R, ~6 5- !-HO. 

180 - H .ViEYL : Rei ne Infi. ni te sir:: algeo;:~l? trie . »Mathf~ ro. 
Zeitschrift,. 2,1918, 384- -nl. 

181- H.W~YL: Raurn, Zeit, ì1:a terie. T-\erlin, Spr:inge--r 
1913. 

;_82 - M .PAULI : ~'.ur The orie der Grsvi t Gtion u r: ry de-r 
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1919, V57- t67. 

., ' li' • 

183 - R .WI:ITZEN"RO~tr: Ub er die Wirkun g sflJnktion ir. der 
Wey1schen I •rvsik."Wiener Beric.hte" (2) 129,1920,683-
706. 
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184 - A .s .tDT:lUJ~TON : Space, tirr.e an d gravi tation. An 
cut1ine of the gene,.ra1 rcl tivi t y thecry. Cr.::nb:l'idge, 
Univers. Press 1920. 
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"froceedings Roy Soc., London" (A) 99, 1921, 104,122. 
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tivitv . Caobridge, tTnivers. Press,l923_. Tra d. tedesca. 
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ai e 
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189 - A .RINS't''ETN : 3u r a-ft'::_ f'l c n Feld"the urie . Ibid . 17 : 
137-140. 
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8'50-857 . 
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lSl - A :EINSTEIN. Binhe i tli'c :he Feldthcorie vo .n Gra­
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el e ctric e nd !r ~v i ta ti o na l theo ry ~ !hi ~.l87-l91. 
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f) Teoria di EINST~IN ,192R. 

~e.!J ]e&JO.i.fffl 
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....;_ A 
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r 
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taire du champ."~ ctua1~tée Scìent. et Ind." Pa r is Her­
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Ìute paralleli srr • "I'roceedings Kon. Akad. Amsterdam" 
30 '19 27' 216-218 . . 

206 ..: E .BORTCLOTTI : Para lleli smo è sso1uto nel le V <1-

rietà a connessione affine e nuove vedute eull a rels ti­
vjtà."Memorie R.Accsd. Bolcgns" (8)6, 1928-29, t5-58. 

207 - E.BORTOLCTTI : Stelle di congrue nze e paralle­
lismo assoluto: basi ge ~metricn e di una recente teori i 
di E:UtS'!'i:IN • •Rer~ di con ti R .A c C9 d .Lince i" ( é) 3,19 29 , 
530-538. 

?C~ - '!" .Y .Tt~0!· · \ S: C'n the unified field theory. "I·ro­
~ìines Nation • .; ca d .U .S .A: 16, l~ 30, 761-776, 830-
~ 3~; 1'7 ,l~ 31, t8-58, lll-119, lSS-210, 325-32S. 

g ) T~crie di S'T'-qAiii~O , 1 S 31 e le; 32. 

2C9 ...:.. J' .STRAN~O : Gleiclnangen zu e::Ì. ner einht-:i tlichen Fe1d 
thecrie. "Si tzungsber. fr9UflS. AJra d .19 31, 18, 319-325. 

?10- E.'R0R'rCI!OT'T'! : nonr..essioni affini associe te ad 
un[:~ (n+l)-pla. di conguenze il'!. un& varietà n-dir:~ ensio:... 

l tt-o d. -···· t . t:) • d ,. . . " ( 6) l f l~"'~ 31 '6,., 68 n e. e • . . en 1con 1 · ' ·~ieee • .L1nce1. +, :.; , ·~--"--.;. ) . 

211- F .SrrRANEO : I n torno s lls . t 2 ori;3 n ni t ::: ria Lì geo­
~.>.e triz zs zi o ne & e ~o l nt f. . Ibiti.(6) 16, 1932, 139-l ·n. 

212- r.s 'r~l\ 1'.!~0 : ~inh:?itliche Feldt:1.e orie der Gra­
vit s t i on u nd der Elektri zit~t. "Zeitschrift far Physik" 
7 7 ,1932 , R29- SJ3. 
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e t 1e s hyp er$rLr.faces non hol or;. orner.!."Cotrr•t e s Rendus de 
l ' · c ~ d" n r r~ a 200 1 ° 1 5 2056- ZC58 • ..!'.l. c:; • ,.t c:. ... ~ t ' - t . 

21 -~-215 - G .VEAff(j~ANU: Sur un e théorie uni t ai r e non 
h 0J o~-::> des champ s phvs iq1 ~ e s ."Corr.pt e s Rendus "ì. ca n . 
s ... ;i. Roumanìe" ,ltl936 , 8 -11 : e "Le ~rourna l de Physi­
que" , 7 , l C) 36, 51 4-5 27 • 

ll§ - K .vANO :La th éorie tFlì t s ire de s c ha!!lp s p roposée 
pa r ~.VPJ\ 'NC''lANU ."Coml; t e s P.endus 1e l 'Ac a d ." 2C'4,1 S 37, 
332-334-. 

217 - 'K .YANO. : La relativi té non holonome et la théor~e 
unitzdre d'EINSTEIN et r•;\ V-eR." ri:Gthemat1ca"Cluj,19 38, 
12~-132. 

(25.b) .tp.2i-l) Illav.cit. d:i.. PALATINI è 177 
rn~, ~ -1 29 e seg ~ ; e cfr.l74, 

ved.anche 

\25~c) (p .242.):. Nei ri gua r :U àells metrica di WEYL ol ­
tre ai lavori con t enu ti !1 cll ' ul t imo elenco bib1 i o g Ya-
ficc potrà de -r s i l 5tp.l6 c f:eg, 18, pp .2l6-236. 

(21).d) (y.2'50 ; -Ù _.;rc ;JV ~ it o d e:!. le r]v.e t e or i e :9ro pc st e 
succ;e!J sivamente eia STRAN~O, l o p r ima (19 31 ) haset a $a 
un a ccrlnes sione r:1 etrica nel SfnSo d i C.ART;i.N,emisìmme tri­
ca;la 9 econ~a ( 193?) su una connessione eucl idea a ps ­
reJl~lismo assoluto , ho citato solo alcun i dei la v . 
del l 'A • : 209 ·si ri f e ris ce s l l a p r ima , l a mi~ no t (l 210 
Vi apport a alc une r et tifiche alla fo r mul a zione g eo;;: 
~ :ri ca; 211 e :::112 ~i rife ri s cono a lla se cond a.· 

; , 'osse r ,ra zion e ri f· Crta t a in nota ,p.250 è nel lav. 
206. 

( 2'5.e) (p.230 ). IllBV. ci t . d.i V.i LTJZA (1S 21 ) è 63 : 
nel l e v. ' fl di EINSWEIN (1027) e nella bibli ogrE~ia 
de] lav. 126 di V1i:Rlmf sono cita ti altri l av o:ri( di o. 
RL~ IN, à i H.MANDEL e di altri) che rigua rà~no l a teori8 
1e1 F..l :LUZA . 

a. i 
( 25 .f) ( p .254-). La t eorie: .. BI 'N 3T:SIN e A:.\ Y~R è es:pc~ +. c::. 



nelle due note .lQJ; cfr. 'IT~BLEN ,126 p .56 t. aeg. 

( 25 .g) (p .257) -Sulla teoria di VRANCJ::ANU ve d. spec . 
il l av. 215 dell'A. e la nota 217 dì K.y~NC, dedicv ta 
a un raffronto con la teoria dì iiNST:E:I'N e tLtYER. 

( 2€, .a) (p .257). Lo studio delle canne f'Sioni. proietti ve 
"non-euclidee "lega te a un camp o di quanriche è svolto 
dal V]l'RLiN nei lav. 9 4,126 : al primo di questi ci sia­
mo generalmente attenuti nel testo. Una prima idea di 
una tale conne s sione pub riscontra rsi in CARTAN, 67, 
19 24, p. 319. Indirett am ente, a ttr s v e rso all'interpre­
t a zione (n.+l)-dimensio nale, queste connessioni sono 
sta te studiate da GO~B . (97, 19 32 p. -i-9 e seg.); poi 
più esplicitamente da me (~,1932,p.l27 e seg.).Fra 
l'altro i o ho oseervato co~e, in rele zione a un asse­
gn 3to ca mpo di ~uadrichP)venga individuata una con­
nessione non-euclide~ senza torsio ne, dhe ha cbme 
geodetiche quelle s~esse della metrica riemanniana 
che il Stq: pos to catr.:p o di quadriche detel'mina... 
In 142, pp. 1 '~5 e seg." to e HLAVfiTY abbiamo svolto 
sulle connessioni non-euclidee un'analisi abha·stanza 
com:Qleta. I nf:i.ne l '-a r g omento è trE.; tte.to nei lav. di 
SCHCTJT'EN , v. DAN TZIG ed HAANTtiT.S gi2. ci t. in ( 14. Cl.); 
e anche, in modo a l quanto differente, nel precedente 
l a v. 1 04 . Ve1. anche STRUIK, 53 ,p. 44 e seg. ) VAN-
"J'SRSLit;E ,13 2 ,p. 191. . ·-

(27 .a) (p. 265 ) . La teoria della "re l c tività proiet­
tiva è eep oeta dG VBBL~N ed HOFFMANN ne l lav. ~ (19 3C) 
e poi più amp i arrèe n te nel già ci t .. li b:ricci uolo 126 di 
~LD. Syilupp i ul terj_o ri dovuti 2 ~TEBLiN · o ai--;;:; oi 
coll5boratori sonc nei l.sv. 9?, 125, 127,128,129. 

(28 . a) ( p. 2.68 ). Già hò èiVuto occe~ione di cits re i 
lG.v ori di SCHC·UT~N , vo n DANTZIG ed HAf•NT~n::~ in c1.::.i J.t::-1 
"teoria gener a le de i CJm~ i" (ge ~crel l e Fcldthe cr i e) 
~. q•ri',• n :;.;ta "' <::: 'l-1 ordina t ....... - ,..., C" 't'O · l1J4 ~ ·. ·l 

• ~..S. .o.... '- · .;_. V • . .J.._ - -- l :0. <:J 1._ ·, • • l V \_ ,_"'; ..._.t ' J. • ~-' 'v _t.J . 1,, 

-..:cr.o ~erie <h otto l~vc:r.i cc nr:ottj_ cc•-. 1'alscr,!..t·.;c del -
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130. Infine ~i ha in 135 una · espo~izione ria~suntiva 
della teoria dov ata a SCHOUTU. 
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L Te nso:ri a :più serie d'i n dici. Formule di OH~ I-

.JTCFF"EL, eqtiivalenza di due connessioni affini 22 

§·2 - Trasformazioni proiettive di una connessio­
u 

ne affine . 2·6 

S .Tra sformazione proiettiva della conne ssione 

,..., -~ .p...: Y}e • - ~ r'"' ~· e.._ ri J!. " di m v TT:rO'' ~ S o , .. .L . . , O a a E u 
0 

_ L • · . • · ' l l >.A • 
. c J"-

.. 



-312-

va fra due ~o rme:ie:l. G!! i aff i ni 3.2 

~.3- Parac etro r roiet t ivo.Deriva zione proiettiva . 

e pa r ametro p roiettivo normale le gati a un 

sistema di ~eo n etiche " 
P . La più 3enerale c~ struzione di un ~ a rDmetro 

pro i E:t ti v o aecondo l.. 'Bi:R'.'JALD. Prima intro-

duzione di 53 

. 
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66 

79 
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3 

" 
4 

Il 

5 

6 

8 
ti 

" 
9 
Il 

lO 

" 
11 

12 

14 

• 

" 
n 

16 

19 
21 

" 
ti 

- 0~~~~----------------------

ri6he al luogo di si legga: 

4 spazio o connes- spazio a corJ.nessio-
s ione ne 

( *) 
3 dell! vs rietà della varietà 

22 s pazio o conne s- spazio a conne esio-
sio~e ne 

for ~( .(l .l) + L :z.. -. . ..,.. L "'lz- f 'ci u é = O 
1 8 a l WBYL al CARTAN al. WEYL e al C.\~TA!'l 

!l • • o nozJ..onJ. 

si a n r:ull i. 1J'f ••• ·'9 si annu1.la n 
.1. ::l ,b 

l 

2 

13·-1 4-

2(i "Camnini ':of"pa ths" "Canm1ini "'o"paths " 

fc.;rm. (l . .'~) 

7 

f O rr:1 • ( l • 5 ) 
r ri-c,a ri ga 

20 UnE sua 
. zr' :J "i! 

f c rm.(2.2) u u_,Lt~ · ··· 

una 
~,( ·. .t ? 

u . L,tJU..;· · ·· 

7 
~ :t- - " 11 punto analogo .. P-0 1 un1;o omologo ... P- O 

19 l ::: .:.~e E> o s se rv s t a J egge accennata 

2 S': ~!C l'BI~ SrJl-ICTJTEN . 

3 ~lAMTTJES HAANTJES); 

4 rr: iei di BER'!IALD miei, di BERYALD 

1 -f. Ua qu,: sta 

9 o od li k 
J J 

o ~ d ~ .. ;f~ 

f " ..,.IT' ( · ì 1° \ 3 3 '- ' .,A. • ._.) • _.• j 3! 3! 
c. .. h 

+ 2 ..__; (j 
( 3 .31*) ....• - o 

f ,· rm.(3.3C) ..;-;z.$;-)lt. 
13 (J.3l) •.... =j 

7 o nde anche 

( *) I nume ri sot tolineat i in1i.cano le r ie)le nurr. er&te 
dal . fondo. 
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21 

Il 

22 

24 

27 

35 

39 

41 

. 42 

59 

63 

65. 

66 

67' 

• 

" 
• 
68 

70 

" 
86 

righe al luogo di 

:rorm.t3 .32), 
\3.33), 
t 3 .3 4) 

i"orm .t 3 .34) 

14 

2 

16 

12 

2 

8 

13 

form .(8 .35) 

forrn .( 8 .5.7) 

3 

form.(9.2) 

15 

v a lgono . 
/1,7 - l'd 

.L fj'f) -..i ,·i 
emilinare 

è nece ~ sario 

uno qualu nque 

un tensore éondi­
zione 

-~.(~~ 
u_o_ l &, d.1 

-m '?dJT 
du• 

d/T f7 ~·: fr~ o 
o o -

tl..z 

14 

5 

~ d 
()v=~· ~~~= dut 

ultima 

3-2 · 

'J-7 

VAÀ 
o . . . . . . . . . . . . 

e . chiamarsi •••• 
della derivazio-

ne proiettiva. 

si legga: 

... t 
L ~·i,( ) .. -. 

17 s .. ~ 
+ 2 VG· ilJ 

riferiti 

valgano 

t-i - .rJ 
.l (ii J - ti.f 
eliminare 

è necessaria 

una qualunque 

un tensore a condi­
zione a o/ 

-crJ v.· '! J . 

u.·~-2~ · ~ :; 
ofu 01 

- •/ 

d/T O':: ot_ Z-1,, ~ - () 

d)l ::cl l~- ~- :: () 
y l .) l oui 

l7A 
o :-l ·; 1 4 
\?~ = -.AfA~_, V:,B = NB 
(sopprimere le due 
righe (*} ) 

( so p p rime re) 

18 

23 
_A_ o A 0 

ha dato ho dato 

(*) La denominazione d1i "tensore di curvatura della deri­
va zione proiettiva", nel corso di queste Lezioni, è stata 
data, snzichè a rv;,(è, a un ~~:;._o . tensore .(per l.e C-tra­
si'·ormazioni), indicato con }l y rA .V ed .pp .15 4-155 1 186 ,211) 
note a pp.l55 e 211. 

. . 
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91 

9 4 

97 

99 

102 

102 

10 5 

106 

115 

116 

119 

120 

122 

" 
123 

125 

" 

129 

131 

133 

148 
150 

Righe al luogo di 

5 in mod o ••••• 

14 nelle (12.16) 
) >~ofL' 

form .( 12 .. 2 4) r; ~ 9 o 
I'IY )' y/ f.< 

14 le coordi na te·. 

- l] 

7 
7 

8 

.2. 
13 

form .( 14.20) 

13 

6 

form .(14 .. 36) 

form.(l4.42) 

penultima 

ultima 

5 

3 

E-riferiment o 
~ (~;?o( ) 
---;;u • 
s.n. 
(utj 

r i feriemtni 

con 'fJ:J.~ ,Lj.:r.-1 

-~-'d B-)1. fF'' 
,u Jl 

ne l le loro 

l a deriva ta co­
va riante fatta 

yl r . ~o v 1 1 

Ly. -(n+t')L o =0 
Yl ~t 

-A re a).· du z 
Y~_,u d/" 

punti gli spazi 

dà) 
l 

" 
f or m .( 15 .3 4) 7 di <;5· 

_1 in JT;f / 
8 P,2~ p 

...!!!.. 
si legga: 

in modo non 

nelle (12 ~10) 
~ y !< ' r;: 0, 0, 9? 

le coordi nat e zot" 
o 

B-.t - r ife :rimen to (o} 

;]J(?.P ~<>() 
<Cl U. L. 

,5/V 

(u c) 
riferime nti 
c o n X '!J;,À-+ L1 XÀ 

-l-<() 
1 
&v . <2j )Il 

/l )-t' Y 

delle loro 

le deriva te covaria~ 
ti fatte 

li" . 

r)l'r'/ = o 
L 0

. =0 
O.t • 

-A,..... a À, dZ< l 

~( /"' dz- . 
_ (daÀ' /1,... a".1' du) v 
"""" ---"l -- X-1-dl- v.·,... cil · 

+ dA'cfi(l)x,.,: O 
)l . 

punti degli spa.zi 

dza-1· 
+O;:_ o ce . 

in lT 
12. ~ 

P I; E!z ~p 

(o) Questo secondo la definizione che avevo dato in 51. 
La condizione perb, che si tratti propri<;> ' di un B1 -ri?e­
rimento, non i nterviene in realtà. .nel seguito. 
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152 
n 

154 

159 

169 

" 
17 4 

179 

183 

186 

205 

215 

216 

221 

225 
lt 

226 
.. 
" 

271 

234 

• 
236 
239 
245 

• 
" 

Righe 

l 

g · 

6 

l 

4 

5 

ultima 

14 

16 

2. 
4 

8 

11 

6 

l 

form .( 2 4.14) 

2 

7 

8 

16 

13 -
1.?. 

.2. 
18 
2 

3 

form .( 25 ~29) 

.al luogo di si legga.: E 

c ome punt o ••••• come punto unite 

costruzion e in • •• costruzione indicata 

Le ( 17. 4) 

[ 
olonomo norma le 

alle 

su un A-riferi­
mento 

proietti va 

delle l/ 

distint·o da • • • 

r;,. 
in~ri·ente 

MII'!cOSKI 

Le (l"' • 40) 

( sopJ:. :rimere) 

anolonomo normale 

e alle 

su un A -ri~erimen-
o 

t o 

proiettivo 

delle -zr o< 

distinto da rd~·; è' 

luogo a divario 

§·f 
y.N-n-~ 

n. 
w~ :·. t 

~d 

n 
~ 
~ 
fz= /L/ · ,/ 

CU ·. au au 
'l 

C() • . 

~ .. ~d . . './ (), 
Co 'rl - - .. . cv U:·;f = !t. 

rett\! zX 

.r ~ IJ 
cf/1.. 

.L-:/ IL 
è invarian·te 

. .MINKOWSKI 
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246 

• 
2.f7 

• 

248 

250 

" 
" 

251 

252 

" 
254 

" 
260 

261 

263 

269 

270 

" 
277 

286 

293 

Ri ghe al l uogo di 

f o r m • ( 2 5 . 3 2 ) . 
-1 j--, . - . t 

-= z t ' .4t ' 

7 

14-
lO 

l 

12 

8 -
l 
9 

4 

form .( 25 .52) 

. 16· 

28-29 

form .( 26 .10) 

form.(26.22) 

form .( 26 .27) 

17 

11. 

g 
6 

~ 17 

2 
' 

= ~ (~~:.-~- ~~~) 
l 

~-t_ 
. ff4t ~ t'i ' ---. 

çn. 
relativo 

(del 1938) 

-che Ci. ... in V. 
perchè ••••• 

[ À,;c, )l J 
le linee 

,· 'f .L lL=LL u_, ... 

un vettore J; 
metrico •••• le 

)l 

r.çu = 

= l )/~ [ z9 ---· 

: ; J}l~[ -- -~· 

~)l= 
M" .. )l . 

- À)-C / 

WE:BLBN 

identificano 
Differentialgeo­
metry 

era s t a t o 

HAANHJES 

si l egga: 

- i .r .. . ~ -z: l ' l t 
. . f ! . 

= -f (4r;l. -d,.J;i) 

E:·t 
7z'l , lz:t .. J~ 
c;4 

r elative 

{del 1928) 

che~ in~ 
perchè cf>.. 

. .l 

[ Àfl J v J 
linee 

• l 
~ · l: ;; t 

li. =LL (lL, .... 

""J un vettore j: 
metrico fcndamental 

lTA; ~ 
l \1~ [ =-rr - - ~ -

:: ~ OY?! t ... --
~v= 
7/..r • • v o 

. .r{ .À? = __; 

VEBLEN 

s r ident ificano 
different i al Gec-
metry 

ere fl!tata 

HAA TJ ES 
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Fag. Righe al luogo di si legga : 

295 5 deve essere deve esservi 

" 4 v .• 51 Ved • .21, 

296 3 del CARTAN dal CARTAN 

" 2 del torso re del tensore 

303 3 precedente sulle prece0ente(l5s)sulle 
305 5 L •••• SENHART L .P. EISENHART 
306 5 einhetiliche - einht :i: tliche 

308 17 potrà-••• der si potrà vedersi 

312 8 introduzione di introduzione di duo 
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