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SPAZI A COWNESSIORE PROIETTIVA
TS T EESEITEIENEEIES OO TARNSESES

Introdusgione

1. Generalitd. Cenno storico: geometria proiettiva in
ulo spazio ¢ ccnnessicne affine.

La “Geometria differenziale proiettiva®, quale stu-
dio delle proprietd differenziali degli enti{curve,su-
perficie, varietd) di unc gpazio smbiente proiettivo,
invarianti pey trasformazioni proiettive dell'ambiente
si ® sviluppata a partire dagli ultimi decenni del se-
colo scorso e particolarmente nei primi tre decsnni del
presente secolo, soprattutto in Itslia. Se la confrontia
mo oon la geometria differengiale classic cio® metrica,
che studis le proprietd invarianti pel movimenti (o an
che per le similitudini) entro unc spazio dotato 4i una
metrica euclidea, notiamo una differenza sostangiale:
fra le proprietd metriche di una varietd in ambiente eu-
clideo un gruppo perticolare, bene individuato, si stag
ca e costituisce uns teoria sutonoma, che pud svolgersi
indipendentenents dslla oonsiderazione dell '‘ambiente eu
slideo ciod dalls particolare configurazione che 1l'en- %

te studiatc ha nell’ambiente: ed & 10 stadio delle pro_

. prietd legate soltanto all'espressione del <s’ (qnadtg

to dell'’elemento lineare)., Ciod: & lo studio delle pre-~
prietd che 1i‘'ente suppcsto ha gquale varietd riemanniana,
in cui ls geometria 2 sppunto definita mediante 1'‘'asse-
gnazione del &y° : 11 che dia luogo, come & ben noto,al
le determinazione non solc delle lunghezze ms snche de-
211 engoll ares volumi, ... @ 84 tutto 11 complesso del
le prapsiet% jnverianti per }e sventaali “flessioni®
gelle veristd nell'ambiente. Bbbene: aulls di anawlingo s
nests “geometria riemennians® sl presenss nello studio
ﬁiffereazlu;: delle vazidetd §i uno spezio proiettivo
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(g'intende: in relazione sl gruppo delle treaforma-
gioni proiettive); come pure nello studic differen-
ziale degli enti nello spazio affine o in quello com:
forme (di M8bius). Pil esattamente: perde significa-
to, se passiamo alls geometria dei gruppi proistiive,
gffine, conforme {se vogliamo limitsrei qui 2d accen-
nare glle pid semplici e note geometrie "a gruppo fon
damentale® secondo Klein, 2ll'infucri di guello ordi-
nario od euclideo) la costruzicne intrinseca 4i uns
geometris nello spazio curve a sé& considerato, secon-
do Riemann. Una roseibilitd 41 cogtzruire anche uns
geometria prolettiva curvs {(come uns geometria affine
¢ conforme curva)} su uno spezic guslungue considsrsto
a 88, angich® indotta dalls geometris di un ambiente
proiettivo, si & presentstas mediante l'introduszione
delle "connessioni® in uno spazio eurvo, secondo WEYL
e CARTAWoriginate salla lorxo volta Aall'introdugio-
ne del “"parallelismo negli spagzi riemanniani, secondo
LEVI-CIVITA,
. Rammento, psr cominciare dsl caso pil semplice,che
d'altra parte stz anche 2 base di una parte degli svi-
luppi ch: seguirenno, ls definizicne di unoc spszie o
connescione sffine secondo WEYL; sooo & umo spaszic , 2
un numero qualungue n 4i dimengioni, in cui d sszegng
t2 unz legge di trasporto dei vettoxi ,medisnte un si
gtema differenzisle dells forma

1.1 5t a0

ove le u.(e 3, £, B9 42, ,n) sono coordinate curvilinee
nelle spazio su-posto e le /°. (parsmetri o componenti
#a]lls connessione ) sono funzioni assegnate delle «°

Per definizione sono vettori ®paralleli® o meglio ‘eqng

pollonti' Gue vettori appartenenti a una serie integra_

le del sistema (1.1), uscenti da uns linea assegnsta ad
arbitrio. Le nozicone usugle di psrallelismo ® fondsmen_
tale per la costruzione dells ordinsria geometris affi-
ne: la nuova nozione di ®parallelismoasmegnats median
te un gistema (1.1} gtes a base Aells costruzicne &i uns
sorta & geometris affinme nello epszic curvo, la geo-
metris dello spsszio * a connesgione affine®. Differen~
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ga sostaazisle B guesta: ‘ths nello spazio & connes=
gione affine generalmente 11 trssporto per paralleli-
smo non & integrebile,ciocd & legato alla lines di tra_
sporto.

Lfanalogo delle "linee retts", che nello spazio af_
fine possono caratterizzsrsi qusli linee “autopsralle-
le®, & costituito daile linee autopsrallele o gecde~-

tiche dellc spazic & connessione affine: reppresenta_
bili, con scelts conveniente del parametro J cui i
punti di cisscuns 41 esse sono riferiti mediante un si_

5

stema differengisglie’

i 2 , 2 bt e
& &L “ 22 9
51 kZ) IE i e L,pj e g s e
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I1 pzssagzgio dalla geometiris affine curva (o a con-
nessione sffine) & gueila proiettiva non & sffatio im-
mediato o bansle: ls definizione del WEYL pexde signi_
ficato persh® nello spazioc proiettivo manca la nozione
d1i "vettore®. Due processi scstanzialmente distinti,do_
vuti gl WEYL al CARTAN, conducono perd in modo pid o
meno diretioc a introdurre anche nei guadrl della geo-
metria proiettiva una nozione 4i "connessione®;le due
generslizzegioni che, dell'ordinaria geometria proiet_
tiva, vengono cosl coatruite sono d'sltra parte fra
lorc collegate e anzi una -~ guells del WEYL - rientrs
nell faléra gusle aspetto particolare,

Comincismo sppunto dalle vedute del WEYL, d2 luil
ssposte in un lavero del 1921.

L'ozdinaris gecmetria proiettiva in unc sgspasio pis
no, ¢ linesre, 3 in sostanzs legets alla nozione 41
iinea retis, o &i silingamento: ie quento le trasforma
zioni omografiche, slmeno nel cawpc reale, sono sempll
cemente le tressformazioni puntusli dello spazio che mu~
teano rette in retle; ¢ la zeometria proietiiva, in sen
20 esteso, & sppunito lo studic delle proprietd invazian
t1 per omografie. (In senso strettc sono propristd pro
fettive quselle invarianti snehe per corrslasioni).

Ora in unc  spazic 2 connesesione affine 41 ruclo della
lima retts 2 tenuto dslle linse geodetiche, od auto~
parsllele, come ho gik acqoennste: appare dungue natura

x P R T




1s definire, secondc il WEYL, K "proprietd proiettive®
o "nogioni proiettive® entro uno spazio 2 connegeio-
se sffine le proprietd e le nozionl che hanno csrat_
tare invarisnte per tutte le trasformaszioni dells
sonnessicne che conservano ls gecdetiche, cichd per le
trasformasioni punitusli che mutano gecdetiche in geo-
fetiche. Da un punto 4i vista znalitico: mentre le pro
prieth "affini® 41 un0 spazio g connessione affine so‘
go tutte guelle esprimibdbili mediante i parametri
dslla connessionse, quelle "proiettive™ dovranno essaa
re legete sclo al sistema delle sutopsrallele; oxs
gquesta & determinata dalle l,l ms non viceverse. In~
fattdi: snzitutto Le auuoparallele dipendono soltanto
dei cvoefficienti /[ ajiddella "connesgione simmetrica
assooiata‘ ellsa chnnessione affine ..°; e non dal
tensore 81 torsione®™.J,'= Ly di questa. Nelle (1.2)
in lnogc delle 7' possiamc anche intendere poste le
7% .Ancors: 1 valori di questi coefficienti eomo le_
gsti 8lls psrametrizzezione delie 1linee integrali,
ciod alls scelta dei parsmetryi cui i loro punti son ri_
fﬂziti, s un cambismento dells parametrizzazicne COY-
risponde un cambismento delle Zﬁé, dells forma

{1,3) ]_;; == ]:ft.,c 5;/&9{/’_ -+():L2%

{cve 4 & un guslungne vettors eovariante) Le proprie
t2 proiettive dells connessione affine L° ,+- Beccndo
%2'L sono le proprietd lesgate alle Z;f Ity 1n modo
invariante per tutte le trgsformasioni (1.3).Due spa~
zi 8 connessione sffine, che gqui non & restrittivo sup-
porre simmetrica, ciod gsenza torsione(l. .L‘-_f},df_Jﬂ
S0N0 ptoig}tivamonte sguivalenti se rappreaentsbili
l'ons suil'altre pumic a punto con conservsziope delle
geodetiche, cio® se con un'opportuns trasformazione’
{1.3) combinata eon un opportuno cambiamente dells va_
risbili 1 rispettivi parsmetri 7 ° Jj:;, poszonc iden~
sificarei. Tn particolare une spazic a connessions af
“ine si 3irxd proiettivamense piano se & proietti?&msa
‘- equivalernte & unc spezio affine, il che permetsesd
'istituirvi una geomstria proiettiva.
Siemo qui nsturslmente condptti a una digregsione,
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el 0380 pariicolsre delle varietd riemanniagfe ¢ piu
specislmente delle superficie riemsnniane 11 pro-
blems della rappresentasicne geodetica , o profetti_

ve & in particclere delis rappresentazione geodetica
nel piano o 4. unc gpazio emclideo (di dimensione e-
guale a guells dells verietd) era stata gid ampiamente
studiato ¢ snche proprioc nelle sus relsgzioni con i=
geome4ris proiettiva. I1 BELTRAMI nel 1865 ha dimostra
tc che tutte s sole 1e superficie a curvegura (totsle)
costeate sono slmeno localments rappresentabili con
congarvesione delle geodetiche sul piano ; dei risul-
tati ottenuti si 2 valso poi (rel 1868) per dare una
elegante initerpretszicne della geometria piana ncn
enclidea iperbolica su uns superficle pseudoaferioca
dello spasioc euclideo ordimsrio. Pure nel 1868 nella
sua "teoria fondsmentale degli spazi €1 ocurvaturs co-~
stante® 41 BELT?RANI estendevs, in parte, il suo teore_
- ma 8l caso delle varietd riemannisne (V) a pik 4imen-
gioni, mostrando che, tra ssse, le |/, & ourvaturas co-
siante sa2oondo RIEMARN sono preoietiivamente piane.
L'estensione & gstata completata da SCHIAPLI (1871):
questi hs mostrato ohe anche inversamente, una !, rap_
pregeniabile con conservazione delle geodetiche su uno
spazlo euclideo /7, & d4i neceseitd una 7/, a curvatura
toatante.

Risultava cosl stebilita le possibilitd 41 subcrii_
nare le geometrie riemannisne g curvsturas costante ¢l -
12 geometris proiettiva:; i1 ELEIN hs mostrato che ta-
le subordinszione pud sempre farsi sl modo 41 CAYLEY
cio? in relazione s uns qusdrica assunta, nello spazio
proigttivo, come assoluto 41 uns geometria metrica.

T1 KLEIN (1873) si basa sulla proprietd degli spa-
gi riemanniani a curvaturs costante 41 ammettere 1'ss-
gioms del piano, secondo il guele uns superficie, geo
detica in un punto ci0® contencnte 4uits ls geodeti-
che . macenti da questo secondo une gizcituvrs pisne &
totalmente geodetica, c¢icd contiene interamente ogni
geodetica dello spszio che abdbis inm copune con esgua
due punti, v le sis tengents. Dimosirazioni dirette
Gella poesibilitd 4i costruire uns geometris proiet-
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tiva in uno spasio riemannienc ove valgs 1'asssioms
del piano sono state date ds SOHUR {(1886) e da CAR-
PAR (1926).

. Tornando al caso generale: gid i1 WEYL ha costrui
to g1i elementi fondamenteli per 10 studioc proiettis
¥o degli spazi a connessione affine: psrticclarmen-
te un tensore ¥ 7 ( tensore 4i WEYL o di curvatura
proiettive) 41 cui snnullarsi in uno spazic di dimen-
gioni ~ =3 & la condizione necesssris o sufficien~
te perché lc spszio sies proiettivamente pisnd.(Per 7-=2
tale tensore % sempre nullo: ms il suo ruolo nel teo_
- rema oYz accennsto & allors preso 3a un gsecondo tenso
re V,,~ , che per ~>3 si annuila gqusndo si snnul-
s v ). , ,

Nello stesso indirizzo dsl WEYL, se pure im un pri-
mo tempo costruite in medo indipendente, si svolzono

le ricerche dells scucls americane di Princeton {L.E.
Bisenhart, O.Veblen; J.¥. Thomae ¢ T.Y Thomas) sulla
"geometria proiettiva dei cammini® (projective geocme-

- 4Ty of paths ) ."Commini® of *paths” vengono detti (inm
sensgo ristretio: un caso pid generzle 2 ststo etudia_
to da J.DOUGIAS) asppunto le geodetiche 41 uns connes-
sione sffine, 0i0® le iinee integrali di un sgistema
differenzisle della forma {1,2); gsometria affine del
cammini 1o studio dells corrispondents connessione:
affine; geometria proiettivs ( sscondo DOUGLAS, descrit-
tivs) dei cammini lo studio delle proprietd lesate sol_
tento sl sistema delle curve integrali ¢iod appunto del
le proprieth ®proiettive® della connessione secondo
WEYL. Un elemento fondapentale per guest’ultims geome~
tria & stato indicato nel 1925 da T.Y.THOMAS: egli ha
notatoc che 1l'ente rappresenitato gallis compensati

z 2 o Z =
.4 7 G B e
(1 ) dy = _/;7[_ == (c)j ];P —!—cz_«; 11119 /.

d invariente per \s trasformazioni (1,3) ohe conserva-
B0 lg geocdetiche. Angi, due connessioni sffini sono

proiet?ivamente equivazienti propric & condizione che

siago 6 possanc renderel ) egusli le coryvispondenti

77 3+~ 5 1e quall 1non sonc le componenti 4i una oon-
rc@sione affine, nel sengo che esse hanno pat sambia-

i #
e
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men®d 41 coordinate , una diversa legge di trasfor_
magione. Ma mediante tali gquantitd (che i1 THOMAS

fis chismato "comvonenti dells connessione proietti~
va" legata ai supposti "cammini” | foree intuendo la
relazione con l'ente gid introdotto per wia assai 4i_
versa, come sccennerd, con la medesima denominazione
del CARTAN) si esprimono tutti gli invsrianti proiet_
tivi della connessione affine, e in particolare (come
> gtato mostrsto nel 1926 da VEBLEN e J.M. THOMAS) le
condizioni per l'equivalenzs proiettiva 4i due connes_
gioni affini (simmetriche).

Lo stesso T V;@HGHAS (nel 1926) ha completato il
sistema,ﬂ c(2,%F= 42..,n) con 1'introdugione di altre
componenti in un sistema 7;5/4,/,f‘1 47,..,7) che egli
ha interpretato quali parametri 4i una conness;one af -
fine entro uno spszio ad ~2+7 dimensioni, ove «’«% u"e
un nuovo parsmetro «° 8i penseno quali coordinaste ocur_
vilinee. Le proprietd di questa connessione affine

71+¢)-dimensicnsle sonc tutte e sole le proprietd proiet

tive dells connessione affine ( /2-dimensionsle) di
rartenza, va detto perd che e¢i si riferisce qui slle
proprietd invarisnii in relazione slle trasformazioni

2 T al E n”}

= e el R T
(165) 7 " : fa/[‘c" / ﬂ)‘
U= A Log |

l(a[l(’,..u,a”')

sulle «>, ingomme in relazione a un gruppo limitato
mediante ocondizioni che almeno in asrte non hanno
un evidente significato geometrico.

In psrticolare il tensore di curvatura della con;
nessione “/;° di 7.Y,.THOMAS congloba gli invarianti
fondamentali di #EYL, i1 suo annullamento & la condi_
gione perch® lo spazio assegnato sim proiettivamente
pviano.

Accanlo all'interpretazi one {7+7 )~dimensionsle
un’‘altra & possibile: le “/;  possono pensarsi come
componenti d4i uns vere e propris connessione proiet_
tiva, nel senso che ora preciseremg,secondo CARTAN; ai
quella che il CARTAN chiamd connessione Froisettiva nor_
male  legata appunto a un sistema 41 "cammini® .

BOR7 0/.07' 7/~ -?,95«'2/ &I Comnessione Prorelliva _27/;/5, 2

$hdocy

Ao

,71
3
:
3
3
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2. Connnessione proiettiva eecondo CARTAK; cenno
gu alcuni ulteriori sviluppi dells teoris.

Venismo appunto all'introduzione 4i queste nozio-
ni .Premettiamc un cenno sulle vedute gel CARTAN nei
riguerdi degli spazi a connessione affine; le quall
appunto henno permesso una generalizzazione gquale non
poteva presentarsi nellfcrdine d’'idee del WEYL.

La rappresentazione (1.1) o pid esattamente

(2.1) PE - gL St

che viene determinata, data uns connessione affiQQAsz)
fra le totalith Aei vettori uscenti da due punti infi-
nitamente viecini «® w®= «w?. du’dello spazic & una afii-
nitd, od omografia vettorisle. E' una reppresentazio-
ne affine frs gli spazi affini costituiti 4alle tota_
1itd d4i vettori ora dette. Si noti che, indipsndente-
mente dall’esistenzs 41 uns connessione o d4i uns metri-
ca, i vettori 41 una gualunque varietd n-dimensionslie
J&ﬂ ugcenti ds un pnnto formano sempre uno spagio

atfine,(cioé lineare) vettoriale~ questa & 1l°espressio-
ne geometrica jel fatto analitico, sescondo cui una sud
'qudumwetrasformsaione sulle coordinste curvilinee.

(2.2) _ S

{selve le 1isuali condizioni di continuitd o derivsbili-
td dei secondi membri)induce uns trasformazicne lineare
gui differenzisli

, ¢ 2
Fadmell e e

(24

7’

oL S =

;\mv
Ura : i vettori (controvarianti) 41 uno °pazig Yvettoria-

le posnono pensarsi realizzati quali i vettori d4i uno
spazio affine puntuale, ciod® rappresentsti mediante le
copprie ordinste d4i punti, date a meno &i un' arbitraria
traslazione, in un tale epasio.Possismo dunque pensa-
re i vettori 4i una X, in un punto «? quali 4 vettori
di unov spazio affine, 1o “spazio affine tangente",che
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deve concepirsi contenente il punto ¢ (‘suo "punto di
contatto”™)e insieme 91 ggso snche tutti i punti infini-
tamente vicini ad «° sulla X nell'intorno del 1° ox-
gine: questo perchd fra i vettori d4i X, nscenti dal
punto considerati vi sono anche 1 vettori infinitesimi
(elementi lineari) </«*. Si bsdi perd che, in guanto la
X, viene considerats s s&, 1ndipendentemente dalla
esietenza 41 uno spazio sffine che la contenga, quellp
spazio affine tangente £, @ un ente soltamto pensatO'
non ha unas sua posizione, e neppure ha senso il parla_
re 41 una sus posizione. In realtd noi 10 possiesmec pen_
sere dovungue situsto: mediante 1l'assegnazicne arbitra-
rig su di esso, di un punto 7 edtﬂ\mﬁbrt indipendenti
x quali immabini del punto «® e dei vettori controva-
rianti Gi compomenti 10..0, 01..0 ;..,00 ...l dells X,
nel punte medesimo, nol veniemo & precisare quale saré
geometricemente, in tale spazio 7%, il vettore &@-0 1mma
gine di un vettore di componenti assegnate €% delda X,
nel supposto punto. Ogni vettore cosl ottenuto su £
g1 potrd poi pensare identificato col vettore della 2%
che essc rappresents , il punto O col punto «? ,1'azx
vitrarietd éi questa rsppresentezione va tenuts presen—
te m2 non porta inconvenienti. (81 potrebbe anche &g~
giungere, ma su questoc comverrd piuttosto tornare rel
seguito, come 1lo ¢vazio faﬁgegge vada reslmente rensa-
t0 gquele uno spazio pro19ttiv0 in cul noi arbiltrariamens
e . assegniamo & iperpiano improprio Iscendone uno gpa-
gio effine). T

La repuvresentazione (2,1) fra gli spazi dei vettori
tangenti determins senz®z2ltro snche una rsppresentagio-
ne affine fra gil epsgzi effini tangenti nel senso ora
precigatc {speri puntusli) quendo soltaento si assegni
una coppis 070 @i punti omologhi. (Per ogni altro punto

P, 11 puntc aneliogo "2 asxd tele che 7P-0, *P-'0 ri=-
sultino veitori omologhi).

Seconde 11 CARTAW sl pone queste condigione: che 1l
punto % ciocd O pensato nells spazio 77 ivi tangente
sd X, sebbla qusls omologo i1 punto wedesimo pensato
nelle spazio ™7 ts angente ih "0 ciod in "= u’+du?®,
la rappresentszione anglitice della legge di trasporto
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dei punti degli spazi tangenti cosl determinata & da_
ta 42l esistems differenziale

7 9 7 /
LERF e X e =0

(24) e 3£

ove le x  sono coordinste cartesiasne, nello spezio &f-
fine tangente generico rispettc sl "riferimento nature_
le” che ha ¢ oome origine si vettori < , detti podo
sopra, quali vettori unitéd degli assi.

Introdotti gli spazi affini tangenti-ds pencare
quale un prolungamento limeare degli intorni del primo
ordine dei singoli punti -~ ¢ 1la legge di trasporto dei
punti ecco 1'aspetto che sssume, secondo il CARTAN, 1ls
nozione di spezio & connessione affine:essc & uno spa-
zio svente, nell'intorno infinitesimc 41 ciascun suo
punto, 1 ceratteri 41 uno spazio affine, e dotato inol-
tre di una lggge di reccordo o 41 rappresertazione af-
fine fra gli intorni 4i dne suoi punti infinitemente
vicini (o, fs lo stesso, fra gli epszi affini 4i cui
eesi fanno parte). Bisognas in reslth aggiungere che _
le legge osservata deve essere tale da potersi reppre-~
gentare con un gistema dells forma (2.4) giacché guan-
t0 precede non 42 in modc necessario la forma lineare
dell’egpressione 41 c® anche rispetto alls &7

L2 veduta del CARTAN, che se anche gi presents con
un certo sspetto di indeterminszions, he un evidenta in
teresse concettusle, si prests & una natursle estengio-
ne slla geometris di sliri gruppi: ad es. 4i guelli pro
iettivo e conforme. Uno spazicaconnessione vroiettiva
gsecondo la definizione che ne ha dato il CARTAN nel
1924, & uno spazio svente nell'intorne infinitesimo di
ciascun suo punto i carstteri di uno epazio proiettiive,
e dotato inoltre di uns legge di rappresentazione proie
tiva (omografica) fre gli intorni &3 dGue suci punti in-
finicemente vicini. Precisismo: a ciascun punto «* del-
lo gpazic pensismo assoviato unc spazio proiettivo e su
guesto diamo sd arbitrio un punto J gquele imagine del
punto «*ed 7 rette che ne escono secondo diresioni ime-
dipendenti gueli immagini delle tangenti nel punto «°
alle linee coordinate che ne ¢ 7cono: ¢i converrd emzi
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pensare identificati il punto 0 e le rette ora dette

eon gli enti di cui gonc immagini . In relazione s siste_
mi proietsivi 4i riferimento comunque presi sugli spe-
zi tengenti (a8 es. si potrh supporre che il relstivo
vertice A, sia 11 punto di contatto ¢ : in generale in_
tenderemo soddiefstts questa condizione) sisno = coor
dinate proiettive omcgenee dei punti (Aev,z,w = 9t )
jntenderero che 1ls legge di trasporto dei punti sia rag
presentabile medisnte un sistema differenziale dells

forme

\ € A At
(2,5) dzx -/&2\x du. = &

o snche, secondc CARTAFW, u ™+ a%“;rﬁ=c7 ove lecqu/ﬁzaaz
gsono forme pfaffiane asaegnate.
secondo la legge 61 traspoxrto dei puati rappresenta_
ta delle (2.5) si possono portsre in uno stesso spazio
tangente tutti i punti 61 una linea /' ,cttenendo cosi
uns linea =nellc spsazio proiettivo tangente,"immagine
tangenziale® dells linea / ; se l'immagine tangenzisle
2 uns lines retie2 1ls linea /° &, secondo CARTAN, K una
geodetica dells connessione proiettiva. {¥on presenta azr
ficoltd il sostituire z quella ora detté uns caratteriz_
zazicne differenziale delle linee geodetiche). 3
T1 CARTAN ha, frs 1'sltro, dimoestrato che frz le in-
finite conmessioni proiettive avenii le medesime geode_
tiche -~ le gunali sonc sempre snche gecdetiche di connes-
gioni affini -~ ve ne & una privilegists determinstsa dai:
le suppogte geodegiche: che egli chisms connessione pro-
iettiva ncrmaie (nogzione geometrvicamentz non ancors chig
rits in modc moddiasfacente). ;
Si pud facilmente stabilire una jdentificazione fra.
questa connessione e 1'ente, yappreseantato dsi parame~
tri "/, (#-2) che si & presenlalo a T.Y.THOMAS, 41 cni
ho sccennsto. , J
FWaturaimente il rsggnaglio tra i risultati del CARTAN
e quelli dells scuola di Princeton richiede un preventi
YO raggusglio del simbolismo e delle vedute, =sostanzial-
mente dissimili: un tale processo di unificazione , e in-
sieme ,d1 wlteriore gviluppo della teoria si & .volto at-
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oy B e o
"tea

traversc a un grande numerc 4i lgvori gisg delis
gs scuola smericans (VEBLEN) come 41 S5CHOTEN e suoi
collaboratori (GOLAB, poi Vv« DANTZIG ed HAANTIES
di weyL , 41 HLAYATY' e miei 43 BERWALD wune studio
recente di K.YANO conclude, pel momento, ls vasta bi-
bliografis dell'argomensc. -

In questa figurano gi& anche svariate applicazioﬂ
ni geometriche (ad es. in lsvori di CARTAN di HLAVATY
e miei) e fisiche (2lla teoria della Relativitd; YEBRLEN
ed 'HOFFMANM, SCHOUTEN e v. DANT2IG ). In molti dei lavo-
ri ora sccenna:i si ® cercato di precisare e legere in
gualche modc allc spazio curvo la nozione di “spazi tan
genti® che per ls teoriz del CARTAW ® essenzisle e d'als
trs parte presents unas largs ardbitrarietd. ¥a guests
sppare sis propric nells natura delle cose; l'unico
risultato conclusive se pure analitiocc in guesti riguvar
di & gid nel primo lavoro del CARTAN (1624) ove 2i mc-
stra come un benn determinato riferimento proiettivo
in ciascuno spazio tangente venga subcrdinato dallsa as_
segnszione di un riferimento curvilineo nello spasic e
41 una connessione proiettiva.

. Un argomento molto e assai veriamente discussc, su
cui avremo occasione 4i soffermarci, & quello dell'/wu+7).
parametro #° o pid in generale dells forma pfa¥fizna

c/u® (non necessariamente differenziasle esatto) che si
& obbligati 2 introdurre perch® abbia sensc 1'uso 44
*parametri proiettivi® I}$~ {come per las prime volts
hs fatto T.V.Thomss , e poi per le connessioni proiete
tive pid generali, VEBLEW) per 1a connessicne. E' neces
gsria 1'introduzione di un sistems di psrametyri cosl
fatti {ove, 2 differenza delle /17, cui da lumogo 12 teo

ve 11 valoye gero) perch® si possa collegare 2lla con- |
nessione proiettiva uns derivagione covarxianse con le
stesse proprietd fondamentali d1 quella del RICCI, o del
WEYL per gli spazl a connesgione affine. D'altra parie
11 eignificato dei differenzisli assoluti pei tensozi
risulta generaslmente legsto alle scelta di du” che e
priori arbitraria e conviene, almero in generale,lasci
re arbitraria, o tutt’al pid collegare s5lla scelta dei




riferimenti proietiivi locali sugli spazi tangenti,

gi presentano dungue, insieme, difficoltd concettus_

14 e difficoltd algoritmiche che in parte soltanto 50
no superate, sino ad ors,e in parte sono probabilmente
pells nstura delle cose.. 'Nello sviluppo che oras espor_
5> della teoria avrd occasione di precisare queste dif~
ficoltd e raffrontare i procedimenti, di maggiore inte_
regse concettuale, proposti sino ad ora per auperarle.

GEONETRIA PROTETTIVA IN UNO SPAZIO A CONNESSIONE
AFPINE

e M AR SRR T A 0 8 A i L s i

§. 1 - PREMESSE: RICHIAMI FORNMALI SUI
TENSORI E LE CONNESSIONI AFFINI.

Dt e AR e LT

s

LAy

3.~ Algebra ed snalisl tensorisle in uno spazio a con-
neagione affine: nogiomi e risultati pid notevoli.

= i
Rammento che tensore in uno sgpszio affine PR pih '%
in generale in una gqualungue varietd curva X, & un en_ g'%
te {(operatore linesre fra sistemi di vettori & vettori)
rappresentabile in relazion~ 2 ciasouna scelta delle .
coordinate curvilinee z:° (Gf B R, D4 g =12.,n] median .
te un sistema di compomenti, ad 2s. A zsf ci ., M
le quali per un cambiamento delle ooordinate ourviliéee

(3’1) (,{c' = LL /é( Q éé )
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(3.2) z :
Q i Qv
= g : T o B°
A, Lo A B e B
o1 S Ly )
o O Oy Q4 Foen
SN S TR
Ly Z J LJ/
o e ' QL - Ci% gl O it O
’ﬁ/"c : z, Y g ?l' e Z/Z’.{ Z/) : %Zl z 7
7 2 7 2 ’ L) = 2
ove abbiamo posto :
N, e ~d° Rt
Q2 du C) N i
D e e 7/ = ——
(3~3) Al QD w? £ (/d < Jduw?

Se l'ambiente & uno spaszioc sffine ed in eeso le Zé
el gonc coordinate gsriesisne, le 7/ e ba sayanno
gemplicemente 1 coefficienti ﬁelle coordinata nella
trasformezione d'assi cartegiasni:

’
)" ol 2/— \;, S

(3.‘4) : s Z/ @ +t7b " 7

|

WSy
35
S
e
(‘

Nelle (3.2) A, & um temsore del 1°® ordine (vettore)
covarisnte 3¢ & un temsore del 1° oraine (o vettore)
gontrovarianlte : C,©" » un temsore del 3° ordine misto,
con gli indici 41 coverianze /,; e d4i controvarisnza
A, .ﬁf*”:” 3 41 oxdine 2.5 . Uno scalare pud riguar_
darsi come tensore d'ordine zero se & invarisnte ciod
gi trasforma per 1nvarianza.é

Ua temsore A..; .o B (ove sl luogo dei puntini
potranno esservi altri indici im numero guslungue) &
sipmetrico - emisimmetrico-rispetto ad 7,7, 0 08 # %
ge

B o B s BT

rigpettivamente. Rispetto & pih indici { dicovariasnzs
oppure di comtrovariemza) un tensore 2 (ad es.) simme-
trico, se & tale rispetto & due quslunque d&i esgi. Un
tensoze covsrisnte o comntrovarisnte (non misto) si dird

‘girzmetrice 0d emisimmetricc ge & tale vispetto &l grupp

formato de tutti i suel imdici. I tensori 4i cul si 3
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2etto sinora sono i tensori (affini) assoluti, ¢ di pe-
<o zero; une generalizzazione 2 costituita dei tensord
rg{g;{gl o densitd tensoriali, di peso ?» quslungque; @o_
tstdi delle &que di traeformszione

v/ ; z
3.6) J“z,s“n(.z’ = zj 2 i A
ove 4ff 2 la potenza p-esims del determimsnte funziona_
.v;‘ z
« R R
57 Coel o &

alvo avviso ccntrsr.o ci riferiremo sempre & tensori
~ecoluti o di peso zerxo.

4 ch1amo sommarirrente le operazioni'dell'algebra ten~

1) addizione e sottraszione di due tensori cogredienti,
~i0& dotati di eguali varisnze e per di pid essendo fis_
sgta n1s corrispondenza fra gli indici Ael due tensorxi,

in modo che sbbia senso parlsre di componenti omcloghe:
g . Ay
; £ S S oh }
{5.8) By, ey = Sy
2) moltiplicszione esterns di due tensuri qualunque:
2d es. : ;

Kk = A B

(3.9)

3) contrazicne (o saturazione) rispetto a due indici
uno di covarianze, unc 4i controvarianzs ( o snalogamen_
te, rispetto a due o pit tali copple di indici).

e . b . e
(320) A =K i n ._.jugl_{y_ e :j[z

(us‘amo qui e costantemente nel seguito, come gid nelle
£3.2),(3.4),(3.6)1a convenzione di sommszione);

4) moltiplicazione interns di due tensori : moltipli-
¢z.icne es.erns seguits da una o pid contrazioni rigpet-
to = coppie d'indici che sppertengono uyno sllfuno wuno

=Y !

gil's8l%ro tensore:

BORTOLOTTI ~ Shozs & conmessione orose v ]7/,5%7 3
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5) Le operazicni dell'slternsre e el mischisre ri-
spetto a due o pid indici di covarianza o di controva-
rianga : .

A%

T Sl T
o «? - Y Ad;) et arain s
VA ol £ g yl N, Jh
—BF.(.]‘..J[ = /—B'/ —BJ.[ '*»B‘{’ _'——B...f B[ .‘
..(3'13) A/;'/') = Ay J;) ‘)
= - T AR S
{ " /{[‘J 'e) 5 -——[ ﬁ/ﬁ —f/j’}l": 4%1/ = /g/t N‘ /; t;‘:':/'/
" La proprietd seguente vs notata:
308 Apsren = Angr) » Buge) = By o ece

6) Ls moltiplicazione slternata o simmetrice @i due
o pid tensori covarienti o controvarianti @ mo;tiplica-

gione esterna segunita dsll'slternsre o mischiare rispetto

a tutti gli indici del tensore prodotto:

RREE .B--A. B-
(3.15) Alt B,/J BT //41 B ’4 Bz)
1
A B Co= |53 2
[t v Z] 3! czc; Qf
(3.16) A By = 3’-, A _Bf'* Yo Bt Ay, 35:,-+

Tensori particolari, di uso~frequente sono, i1 ten-
sore ¢§5 43 KRONECKER e le gencralizzazioni 5;;, ‘/

le cui componenti valgo:0 in relaz*ove a quslungue rite
rimento sempre 1 © -1 oppure C:

sl e
/ /Qe/ vezl{ory z =

(3.17) Oc/' ¥ {o SR £

o~ ¢
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(318) - &0 Bearal LeS T est il
(3.19) S S 5 <
Ny et {2 Bl
3«?; Si S = 35¢ 5
5k of S| e & S

Ad es. 5H£ vale = 1 se ./ #  #/£ contengono gli stes_
¢i indici e se costituiscono permutagioni entrambe: di
classe pari o dlspari - o di diverss peritd; vale ¢ in
ogni altro caso.

S1 ossexvi che:

’ 4 ; [;./- . ¢
‘ }f
‘Sf{{’: —A-ii{ = 3./ A [Q f)lpj Sia i

cosicchd la moltiplicezione internas per un conveniente
tengsore ¢ pud tener luogo di una alternszione.
Veniamo a quslche richiemo di englisi tensoriale: la

derivata covavriante per un tensore-4; , 0 B/ od Aﬂ_?,a

& 11 nuowo tensore | 1%
/ 2
(3.22) G = Ddi- T Ai (hmpe)

wr - &8 + L

----- S TR e
YM g, g;lc#gfzm.p,~aﬁ

s "ty
o 2 L ]{ = -./;.; ff/,;;: s

Alls derivata covarisnte di un tensore ei collega il
differenzisle esgsoluto di questo: ad es.




=20~

; (3 022) (S_/‘}_L‘ = V,g’ /'?" - a’u% gBL'j = ‘Z’f. Z?L - a'z:“ & ECl e
: ¢

AT A b

Per uno scalare (invsriante sssolutec) la derivats
covarisate e 11 differenzisle assoluto si riduconc al-
la derivata parziale ¢ al differenzisle totale del cal
colo orxrdinario.

Valgano per le operasgioni differenziali del calco-
lo aaso@ﬂto le solite leggi formell relstive alla deri-
vazione o differenziazione di uns somma, di un pddot_
to (che potrd essere esterno od interno, slternsto,sim_
metrico).

Is derivazione covariante si estende anche ai ten-
gori relstivi: ad es. se /¥ & uno scalare relativo (o
densitd scalsre) di peso %, cio® per un casmbismerto
. delle coordinate curvilinee si ha:

A
possiamo definire la derivata covariante (nuovo scala_
re di peso 4 ). .
(3024) V/;]Z'—’:SL.H_" ;/ZL"/Z Jzi_
g

‘2
Anslogamente per un tensore, &d es. 4;,5, di pesc 1
abbiamo le derivste covsrianti (nuovi tensori 4di peso

7 )

AW ! o 4 L
(3.25) Vidi = QA4 =L Ap-p Ly A,
Ll % — ;; { f .
paioe - oo nlarn 5t ol 2t

- Per le derivate seconde covarianti non svssiste in
generale la commutsbilitd dei due indici di derivagio-
ne; si hanno invece formule di commutazione:

P B
(3.26) (V2 V-V -V )A, = L.ye™ 4, +28.;" Vp Ap

Sk s
ove L .z ,,gyﬁ sono il tensore di curvaturs e il ten_
gsore di torsicne dells connessione affine:



R £ r £ % Z
131.27) .Z_;,;/t’ = 2 Ly _9.Z%I,'+_uﬂ._£_z ) ‘Z:kt.'
) 7
’ d‘i 7}1’ ! / )‘Z { \
2 28) /DLJ‘ = 'L—’[z_;,"_] = ? 'Ll/ —LJI-/
AnCOY&
(1.20 \VA e rﬁﬁ-qf ;
Vo< LV, Vj*\/, \,;__ = — ok ,B E 5 Vf

l ; 7 ; wrgpd ok t4
(3.30) (Y% Y- G V7) s -4,/{ #, ‘1;/-4 Hirea o 8

Risult=to particolare notevole: i tensori derivati
dei tensori & di KROWECKER (e generalizzati), sono tutti

R
Niaiie

£
e - lolsa o R0 i

ficordo le proprﬂeth fondamentali del tensore di curva__
tura:

o~

ce b : ad
‘(3-31) ll(/l;'/')g = ﬁome pure /5[‘5// _J)

ciod 11 tensore 41 curvaturs 2 emisimmetrico rispetto ai
primi due indiei ( e cosl quello di torsione); e se la
ccnnessione & simmetrica , o senza torsione (ved. W. 1),
onde: 5

..... £ 5 - K gt
(3.32) L[:/i: =0 croe Z’{/'A"LL 7 "'LA’L‘ i
g P ' *
ok - o el
(3.33) [%z” ng 3 =1 - aec ZL{/A ULy + Ly =2

(1dentitd 41 Bisnchi)., Per una connessione agimmetrics al
luogo 4i queste due ultime identitd ei hs:

s ek sl e e
) i 2
(3.34) L 4-’5{‘;/ S it I{ *5,-:}




A / 7 ﬁ'.i.l?". . = 0

(3.35) [@Lﬂ/% +2,2, Ly ‘

Le (3.31),(3.32) hsnno questa notevole conseguenzs:per
una connessione affine simmetrica i hs:

veiz

T”"_ """_,‘_
(3.36) Lesdge T “—'4'/5‘/' e ¥ A

v v

4, Tensori a pid serie di indici.- Formule di CHRISTOF-
FEL; equivalenza di due connessioni affini.

Accenniamo ancora s una estensione dell' usuale al-
Esbra e analisi tensoriele. Si presentano esempi ai ten
sorl aventi indici 4i differenti serie, relativi a 4if_
ferenti serie di varisbili (coordinate in uns stessa 0 an_
che 1n due distinte varietd). Limitismoci qui al caso

di due serie di variabili «‘ v*® Z;jﬂ?Zcoordlnate dei
punli entro uno stesso spazic o in due spagi 1'uno al~
1'altro biunivocamente riferibili e quindi esprimibili
le une per le altre. Ad es. A ° sard un tensore se ,pex
cembismento (1ndipendente) delle «‘ v®in u*,v* i ha:

‘J4.2'_ Q et Dot Jq-z
£ T et Sk ¢

La derivata covariante di /4'1 , Bia rispetto alls «
cke alla v¢ generica(per le quale useremo il aimbolodd
o J, ) si costruisce nel modo seguente, utilizezando 1
paremetri di due connessioni affini [4 , 25 che pos-
sono supporsi del tutto distinte e indipendenti 1'una
dalk'sltra, anche se nelln stesiyso spazio:

J 2 “_(‘ "= Tﬁ <2 -3 (921'
o { T _B.A. - Ly A +}3de

(4.1)

./.

7 Qu’

: e et 3 De? 28
DAL = QAT- 1L AL o RS A2 b
Anche qui valgono senz altro le solite formule di
commutazione per le Jderivete seconde covarisnti: ove
“igurano le componenti dei temsori di curvalurs d.enham
le connessioni e del tensore di forsione dell'una o dell'aHva.
Cago particolsre notevole & guello in cui i due:spa:

> le due connessioni coincidono: indichiamovcen:«fwi’
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gue sistemi di variabili, cui corrisponderanmo i para-
metri L', L4’ Per la connessione. Un'esempio molto
gemplice 41 tensori con le due serie d'indici & costi_
te degli stessi sistemi (fra loro reciproci)

¢ £ (a“( e t., ("D“l‘/
(4.3) e e ey

1e relative derivate covarianti son nulle:ad es:

/ (Bzal. 2’ / / £ ‘/" :
(4'4) _D‘/,,g[., ZW"’ -ZL:/’%'—I—LI:/EII 19/-, = 01? 7

per le forgule di CHRISTOFFEL esprimenti la legge di
tracformazione delle #Z[f 5

£ Loi s il q 2 ?’
(4.5) L[:/" = L{/ %.,ﬁ(/.lzz +- ({/,, l.,.% ;
Anzi 2 manifesto che le (4.4) sono proprio equivalenti
alle formule (4.5) di CHRISTOFFEL. Ne risulta in modo evi_
dente il ruolo fondamentale delle formule di CHRISTOFFEL
per determinare il carattere covariante delle derivate
fette coi supposti parametri: se ad es. f@.é un tensore,
cogicché

(4.6) 'Az" =g, A,

A4 Z

c1 vede bene che appunto if quanto si ha i?wé%f = 52/
dalla (4.6) segue, per derivazione col simbolo Z.=7,<ys
che nei rigusrdi dei tensori a una sola serie d'indici
potrd sostituirsi con V = ffE?

7 = gl 1
\4-7) Z /4{.1 5 94‘/ U[/ ZAZ

il che esprime 11 carsttere di covarianza dells deriva_
ta.

Indichiamo un'applicazione pili notevcle: stabilendo
le condigioni per ]1‘'equivalenzs di due connessioni affi
ni‘C§,/j?. Intendiamo che sisno assegnate le 77 in fun
ziofie delle (dt, le .€Z};1n.runzione delle «¢'", 81 trat_
ta 4i vedere sotto queli condizioni esisteranno funzioni

2




R T e e e e e A g

-2 4-
: & Vi A LA ~')
5 (4-8) Vo4 = 4L ( éé} £ P Y24 /
g j SLLI r : E)l(’
%ali che, eessendo al solito ¢,=3, 77, f—-DZTQ»J-go 10 le

(4.5) ciod le (4.4); ossia corn le trasformszione { 4.8)

i due sistemi di parametri vadasno ad Identificarsei .Ab_

bismo, per le funzioni incognite «‘e af, il eistema aif

ferenziale - . .
£ e ql

CDM. = 9 = _p{ ;7_/ =0

( 4 09) . —r-'; 04[ e : /! e

Condigziorni 4' integrabilith delle prim& eguazioni soro
.
(4010) Df’ “9/-/ = 9 ?I =S

che tenute presenti le scconde equazioni (4.9) coa ov_
vie trssformazioni si portanc &.1la forma

l--Z‘ L.' ,;...Z:O(/'OZ
e e
Le condigioni d'integrabilit? 4clle seconde equazioni
(4.9) sono

l_. oy : l'
(422) V(B =D (Bpr 9r) = 0
e anche, in forza delle equazioni medesime
(4.13) R GT 2}5/9, ;

cio® per le formule di oommutazione, tenute ancora pre
cent1 le (4.9)

RS e L = 2 éﬁ J
(424) 7" 0 = F/:z,/,z%l 25

le (4.11),(4.14)in soatanza esprimonc che per le due
connessioni debbomo potersi iAentificare 4 lensor:

di torsione e quelli d1i curva‘ura. Per le funzioni in_
cognite 5U, le (4.11),(4.14). che insieme indicheremc

con 7, gono equazioni in termini finiti. Abbismo dunqgue :
gisvtema misto alle derivate :srziali: dovremo aggiun-
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gere le conseguenze diffexenziali delle equazioni in
termini finiti al sistema medesimo, e poi ripetere la
etessa cosa per le nuove equazioni In termini finiti

che 8i ottengono. Fa lc¢ stesso naturalmente (trattando_
ei 81 aggiungere le nucve equazicni che =i ottengono

al sistema) svplicare la derivazione covariante Z}'.Dﬁl_
le (4.11) e (4.14) in forza delle (4.9) otteniamo

: S 4 e . \Z £
(+LSVES s A8t g g i

A Jt ‘/ ¥
7 (g & S -2 L \'/{ OZ o (‘74/
\ 4016) ;’,f{, 717"%, ,L29 g Z @L/ LZ%/ 1%/ Z/?, /,(:

e cogl i ;ad seguitsre. Indichiamo con )? complecsivs~
mente le nuove equazioni ora ottenute, con £ quelle che
se ne ottengono con una ulteriore deriv321one e cosl
via. Se esiete un intero /V tale che le 7.7/, r;, e
quali equszioni nelle §3j e nelle «* (contenute nelile
3?4, ) eisnco slgebricamente compatibili e le 7, sia-
nc anch’ esse soddisfatte in forza delle precedenti (o
identicamente) le dne ccnneesicni proposte sonc effetti
vamcnte equivalenti; in caso contrario non lo sono.(Ap_
pere manifesto che un numero finito di derivazioni ba-
sterd sempre per decidere dell'equivslenza).

In particolare troviamo che le connes sioni equivalen
ti a quella dello spszioc affine ordinsrioc sono csrstte-
rizzate dalle condizioni

13 . A S TE
(4517) ZPKZJ/' =5 5‘/.2 '
Altra conseguenza: in gquanto le condizicni per 1l'equivs_
lengs vengono ad esprimersi medisnte 1 tensori di tc;sic
ne e di curvaturs e le loro derivate coverisnti succes-
sive ne poscsiamo trarre che quecti tensori costituisco_?
no un sistema completo d'invsrisnti per ls connecssione
effine. et

Considerezioni ansloghe nella scstanza, formalmente
un o' meno gemplici ci servirannoc fra non molto per la
equivalenza proliettiva delle conneesioni affini.

BORTILOT T/~ 5/:1&,1[ & Connessione /J/‘a/\eﬁ?nz 27/5/',474



§.2 - Trasformczioni prciettive
di una connegsiore affine.

5. Trasformazione proiettive dells connessione affi-

ne, parametri W} di T.Y.THCKAS.

Svolgerero ora gli elemrenti 41 una geometris proiet-
tiva degli epazi a connesstone sffine; ciod lo studio
delle nozioni e proprietd collegate & une corneassione
8ffine in modo inver.ante per le traseformszioni 31 que-
s%a che conservano le geodetiche. :

Due sistemi differenz&ali

. 2
RS e ; ‘—()‘/7;-2—— /é dj dj b
% (./2 4' e L' ./. o
(5.2) s op pedul ik

ad gt /o as E

poscoro revnpresentare, riferite a due differenti scelite
dei "parcmetri uffini' J ed 7 culle singol- linee,le
gecdetiche @1 uns stessa cconnecsione affine . Condizicne

perch® questc fatto si presenti 2 che si pceea determina-

re uns tale funzione

£5 .3) ge = T

che, in forze dell= relszione (5.3), i1 sistema (5.2} ri-

sulti equivalente a {5.1). OCre i ha

(5.4) du el ol d'?at‘_ du o /2_/_ de' ady
T i’ EZh i asd oy cx’i‘“

sostituendo nells (5.2)questa preride la forma
) d%

& o Fel det du* 72 e 4
(5.5) s S S 2 e g — £
a'4? JA cld cla ad 3* o3
g

Jovre dunque potersi determinare, 1ungo ciascung gec-

detics, 1la funzione 5/4) in modo tale che risulti
s

B poo e O i e /
3 7 au au 7 du o474 ad7* Zic
(506) 'L",,'r” R = ~Ls ,f Tt -
i ad b2 & ad o // a-j } 2 a'd

& i< 3—/




-27_

Uns condizione nececsaria vper questo ( che sis an_
che sufficiente spparrd fra poco) si ha ga’la (5.6) me_
disnte moltiplicazione alternata per ,.a%_ 3

- L c{uﬂ o ol 7 o At a’u_’f

P i) di de dg . e dyCas s
cio® o i

« Koopir § L du’ dut f g du’ o o “m
(5'8) 5;[ ‘L‘/Z M ey Jdi1 % {9 ‘/A d«‘ as ZZ[:!

Tueste debbono valere lungo tutte le gecdetiche e dun_
gue debbono essere identicsmente eguali le due forne
cubiche nelle —g‘i contenute nei due membri. Questo ci
dd infine:

(58 j/f] % ;/f ‘/:/*’)

Tenuto pregente che 8d es. 5( ;;) =0J,indicando al sclito
con [77, [’«74 e connessioni simmetriche asscciate a4

Z‘;‘?/: S “’}_ le (5.9) possono anche scriverei

& *—‘y =
(5.10) Sore o) 3 ]

Ciod sviluppando, tenendo presente che ad es. / ‘2 Xei
/J } uf
( e rammentando le (3-18))‘ :

(R _gisk (oh slok) g
(5.11) /c 5, -3 d ’F +/5‘5 ‘5,;‘;/*’ £L55
P I 9 —~g i CRICH TR g #
+(5°8,-35 aj//}/ = @5[-5;%/[}{
(e # et A’ - L —k‘ < é
/s s Bavg o nnf o } /%
Foniamo ore ~={e sommiamo ; nauliga subito
(5012) //7—1“//, l.(/LA f/{ [—' =
—sl ,-,4‘ l' /é
= .',.) -' a .
/H+ / A D:/ AA 51/_’;%‘/
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Cic®, rosto seccndo T.Y.THCVAS

1- L / i l' /f \\'"-wé
AT R e W OSE DAY
(5.13) 7:%. < Jha a+7 (/D; A ;;_+ A f(/. /) b
otteniamo la condigicne:
(5 014) / '/' A it //9/. ;Z

Per le /7., che T.Y.THOMAS chiame “compcnenti della
connessione proiettiva®™ {legsta slls supposta connes-
gione affine, ¢ meglio 2lle geodetiche di” questa) ri-
sults dunque il csrsttere d'invarianzs per tutte le
traseformazioni che conservano le gecdetiche.

"Di pid: le (5.12) ci dannc anche

(5.15) Ty T8 %28, c/ ;

ove abbiamo posto

= A
(5.16) 4 = /]" M)

n+/

/

Tenuto presente che in forzs delle formule (4.4) o(4.5)
ai CRARISTOFPEL /[ gy, ® un tensore ne viere
che ¥ & un vettire (affine) covariante.

Viceverss: ee sussistono frs le due connessioni sim-
metriche /%, , /¢, le relagioni (5.15), ciod anche.
se sussistcno fra le due connessioni asimmetriche L.c

JL;A_,cul esse 80no aseociate, le seguenti relazloni
(5.17) L % +3, ¢+T

J A 3 e/'{
ove 7 ;; & un arbitrario tensore (del 3° ordine con

le veriangze indicste) emisimmetr:co rifpetto agli indi-
ci /, 4, le due connessioni considerate dannc iuogo

slle stesse /7,  ed hsnno le stesse geodetiche. Infat_
ti snzitutto 42lle (5.15) contraendo rispetto sd ¢,
senz’sltro ne risultsgno le (5.16); sostituendo pelie
(5.15) ne vengono le (5.12) e (5.14). E A'altrs parte
sostituendo le esrrersioni delle ', date dslle (5.17)
(le qusli contengono le (5.15) ,cui si riducono mischian




r

20 rispet%o 8d ; , Z ) nelle (5.6), ne abhismo con
cvvie semplificazioni :
4 - — 7 =3 4 L'
% e e o
( 5 ’18 ) < ‘/,”3 / 2 = fq A2 R
L ad A atn o

ende \ & T

(%.19) kg du®* ds

- d3? TR

"‘,, P 7> 3> »{
5 :/9 c.,u ,”v —{‘%GLI
o3 = / A ~
(5.20) 22 - Ae i= dle AT+ B
ols b 4
0 anche A
e a7 7 = /c i / 4 3
(5\‘2‘) J = /g, oL A e

ove 4,7 0@ % B3 aono costanti artitrsrie; e gli in_
tegrali a'intendono fatti lungo le singole geodetiche
che ei comgideranc. Risulta dunque infine che le
(5.14) , ¢ anche le (5.15), ove ¢ indica un qualunque
vettore covariante, o le equivalenti (5.17) ove il ten
sore 7., & gualunque purch?® emisimmetrico rispetto
ad.&,ﬁA sono coadizioni gnche svfficienti perché le
conneesgioni [’k,.[j‘ abbianc le medesime geodetiche
{cio® : perch® due spsgi che siano dotati di queste
conneesioni siasnc rsppresentuti 1'uno nell'sltro con
conservagione delle geodetiche). la (5.15),0 (5.17) &
insomme la pid generale ‘*rasformszione pruiettiva
dells coxrnagsione affine.

le /7'; per un cambiamento delle coordinste curvi-
linee hanno uns legge 41 trasformazione ch: non é queils
fei parsmetri 41 una connessione affine. Le formule re
lative si ricsveno subito dalle (5.13) e (4.5): in
conseguenza di queste, tenuto presente che seczi% genyo

11 elerenti ¢1 un determinante A eda % 1 rispetti-
vi elementi reciproci ei hes

< ¢ 5 o ' ih ey
(5.22) doal, ek = W, byl A=laf| ).
s#i hs subito 1 = 7; :
- 1 £ C.\;
(5.23) Lyer = Ligy Ut Spbogd , ()

At
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/ essendo dati Aalle (3.7). Sotto altta forma, po-

gto /
s o) %_;— S e R j/?/aj, ;o) ] nsi
S e g 'oy{c Firt “n'/',/ >
8 > i | S
o, s EEEe e N o R e e e R Y
dy = J(., e oo ()t.,?d., -9/- ¥t oo Yy ;A
sbbiamo
7/ ;1'}- C A’ 5 C)
i 5 & /
(5.26) Ligigr = "L,&“& Jk,—/-(rz—f-./}z/x,
la steces legge 41 trscforme zione verrd in partico-
lure per Jﬁﬁk, « Ne ricsvismo:
s L'C‘ Q¢ s
(5027) 77L%, = 77.'", 29 /)’ ,,_9 ’-fé’&?’)?z'
d Flh, : /
ciod

S /Cf A “ Q¢
(5-28) "77‘/',/{‘19'/ ""/T 2/ kl""/ 9 9 /-, 9/,0%,

Queste posscno anche =criverg;/analogamente aile
(4.5) nel modo smeJuente,ove com §7 7 ei designa la o
derivagione formslmente eseguita coi parametri Zr(e W’%,

al luosoﬂj" 'fA, (ed L., ed LL/,k,)

come &e fosaero parsmetri d4i uma connessione affine:
(7] -

(508) _Z7,8 2,3 =+ ' U){I

Si badi che 1 primi membri non zsono effettive deriva-
te covarianti: pure la lcro “consideraz one potrd riu-
scirci utile.

Notiemo, confrontande le (5.13) ccn le (5.15),che
le prime posesono rigusrdarsi qusle un casc psrticcla-
re delle seconde, ove =21 ponga

/./' 17+ 7 '{‘/‘4

7
z

11 secondo mempro non 2 un vetthe covariante: quest
. % 1in relssione col fatto gid notato 77, non & una con-
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nessione affire. La costruzione, ~s.Yesea dzlle
(5.20) o (5.21),con cuil si ottiene per ls geodeti-
¢s genexics 11 Daranetro effine 7 , corrispondens
te slle espressioni z”'} od.L ;dei parametri - &
maniesto che finchd si tratti delle geodetiche &
gempre lecito riferirci anzich?® ella connessione 8-
simme trica comsidemta 9 queiia simmetrica associa-
ta - pud snch'essc applicarsi al caszo attuale, ¢ ci
~@a il pesrsmetro affine invariante ~ d1 T.Y.THOMAS,
ds lui versmente chismatoc psr metro prciettivo®,
ra tale denominszione (come vedzemo) non sppare giu_
atificasta. Abbizmo subito

C.’f dec*
(5.31) ool 2 /e e/ o1 £

ove &, z sono coetanti arbitrarie. Si vede bene
trattsrsi ancors di un psrametro affine come J ;de_
terminato g meno 41 uns trseformazione limeare inte-
ra. In relazione sl psrsmetro ~ le equazioni (5.1)

» (5.2) delle geodet;che - ove naturslmente al, luo-
go i /L ‘4 ,L', ® lecito intendere poste le*/é,!"j{-
Drendono ls fornms

: . 5 P

(5-32) O u % F/‘k déé Q/é/ == ﬂ.
a’/z, ¢ A XA

Per un cambismento (5.17) della connessicne - o

(5.15) di quella simmetrica associats) - #Z =i tra-

sforms in

/7 . 7
B =1 = i "/,_' /‘ : >[I # ;“::_{‘,' au f {/!% dl[ : ‘;
(5.33) vy e g€ a1+ &
= Ay e 2
A ! oA

cio2 gubisce una trasformazione lincare inters: pos-
siaro anche dire che esso ® invarisnte per le (5.15)

’u guantc eseo & gempre deterninztio, come gid osserve-
Ve, sprunto 3 meno di una tyaeform.zione lineare in-
tera. Per> - ¢ anche quezts & conseguenga asesl nstu
rzie di gusnto precede - 11 psarsmetro VL ai 7.Y.THO-
FAS non ha eigaificsto iwariante per trasform gioni
delle COOrdl'late cqrw}mue € gquindi anche, non hs




significsto geometricn; cid dimirmlsce asssi 11 suc¢ inte
resse .¥i limito nei riguardi di questo parsmetro ad aggi’
gere che esso & tale ds rendere i vettori i; tangeqti a

iz geodetica che si considers, relstivi e 41 peso —

i primi membri delle (5.32) sonc =zecondo le (3.25) pro-

- dﬂJ
prio le derivate assolute % ;ffi cli del vettorl rels-
tivi ors detti. Ia verifics 2 fecile, su questg non oc-
corre fermsrci :

Aggiungiamo un'osserve gione molto semplice, nei ri-
gusrdi 4i /7;,-‘/< 1 si ha manifestamente, in ccnseguenze
delle (5.13)°, '

¢ "7"':' '“/"' Chi L
(5034) 77‘;4, = //K’?/' : /4 e =l O

6.~ I1 tensore di WEYL, 4i curvaturs proiettive e il
covariante proiettivo; eguivalenza proiettiva
fra due connessioni sffinmi.

Venismo (e¢fr .n.4) 3l problema dell’equivalenza proi
tiva 4i Ave connessioni affini: Zﬂ’i o ey 130 0N
norterh gnche ad introdurre g1 elementi fondamenta’i
dells teoris, cioé 11 tensore di TEYL o 4i curvstura
proiettiva , Mf ;% e 11 "covariante proiettivo® ?:i ai

0 .VEBLEN ¢ J.M.THONAS.

Diremo proiettivamente equivalenti due connessioni
affini se & poseibile porre fra due spazi che abbiano
tali connessicni unrs corrispondenza che conservi le ge
detiche. Per questo & necessario e sufficiente che esi-
stano teli funzioni

¢ 2ol / v # rit]

(601) il = L (L(-J ‘v’é(, ...... £ o=

che in forze di queste relazicni i persmetri 7Tk,f7%yrel
tivi aslle due connessioni esisno legsti dalle formule di
trasforms zione (5.28) ¢ (5.29;),001 significato gid preﬁ

dstc pel simboli . Accantc alle «° introduciamo guali




; - -33-
funzioni incognite 1le 9“, ,3J 2,)‘1:01' ora sbbiamc per
rueste incognite il sistema differenziale

(& (Du‘. Cé) ¢
6«2 e ‘
\ ) T v
er,
l6. e o o —_— e
|64 St | 94
o AT ¢ ¢
(6.4) —77/%,9/-, s ? * ? g

ILe condizioni d'integrabilitd ci darannc fré 1l'sltro
anche equazicqnil eeprimenti, per le funzioni incognite

(e le variebili indipendenti (" ),le derivate _;j;r .

Le condigzioni 4°' integrabilwté delle (6.2) |
5y 9¢ D 9« 5
(685 .- 22:_

sono senz'altro soddisfstte,per le prime (5.34), in

forza delle (6.4) .Per le (6.3) abbismo
() 7 ~

T & R ~ 70 c. o

Su gqueste torneremo. Passiasmo intanto alle comdizioni

d'integrebilitd delle (6.4): per congideraziocri snslo-

ghe & quelle s"slte al n.4 - ved. le (7.12) - che nen

occorre ripetere, in Tforzs del eistems passonﬁ acyiver
ei

i

i g 9¢)_ QY e QAR O
S k¥4 '7) 8 9, 3 ) Iéll fl/l+ V"?{J— ]/:Z;ZI', %‘I-‘Z/- &2"2' 7‘7,'1
ove abbiamo posto :

el { Q b R sz' 7 2 8

e analogamente per /&u yf: enti formglmente costruiti

a partire delle 7,, +] ;U'%, come il tensore 41 cur-
vetura per una connessione affine. Versmente essi nen
sono tensori, come gid a priori si prevede e come ci = i=
sulterd fra poco in modo preciso:guesto perd ncn ftoo -

—

BORNMOTWZ\yHQQ mmaﬁmeﬁm@%ﬁ 3 Lsn. 5

s
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 affatto che valgane in relszlione alls Be"iVazlone Vol
le solits formule dai commtaziome delle derivate se- :
gonde , in cul appunto figura quesic ente frk L C1id &
fovuto 81 fatto che non interviere nells dimdstrazione

i quelle fomule di commutzzione 1'ipotesi che i para-

netrl 41 derivazione sbbiano quells certs legge di tra-
sformazione 4i CHRISTOFFEL, che assicurs 1s coveriasnzs
delle derivate: Allc stesso modo si ha che per /.’
ralgono le solite proprietd formsli del te: X
tura di urg connessione affine gsimmetrics:

E : L i ? 3

o {‘C o ]7‘ ¢ s 0 /7‘ ; ; / Sew e ‘,— )
£ 9 ,,f,(,{/ ek =0, W Thgyy = 0
Questa oscervazione ci sard utile frs non molte. E gnzi
el conviene completarla notando ohe, in forzs dellie se-

sonde formule (5.34},si ha

i < 77"‘[ ] [ z. 77-1_7 7—r£i = J
'\6..‘_!:} ,1,,(‘,(': = ]7[‘.,;.,7;’,7‘[('— l";?'/,_lf 2
onde anche {(cfr. con le (3.36) °
(6.11) et S A i s

chy "zc//z, % (/fz'

Riprendismoc le (6.7). Da gueste dobbismo ancora elimins
re,mediante le (6.4), le derivate delle %,3/?, 2 abbiaao,

tenute presenti le (6.6): .
: * « < £ 3
¢ sFava g [4 ].r_- ¥ ok OZ /4 90’
= 5 A ; X«
(622) Tyets" 8, = Mo 00007y
(r) O (#)
, 9. 9"
: %’ ‘79’ Cigi - '—Z]/(/// &y e
g Qe Ot 9 oy ¢ ) O
~/ ~; G ey i /
V' 9 Z 57 / o e T e
é’/.ﬁ’? f‘f/,é/l/'# 0/’,(%/‘?%‘4! Lé.’ s Ve
Q il & C\‘L o OL' &y (B -" Q) 55 P |
~ab dh gl twil S o) ,'29 3k akiglag) )
PR i TR ;(f’/) = G e S G A
Con ovvie semplificazicni ricaviawmo
T e (A} .
(3% NPy 2 -hl'l (\4"(_]\/ % (‘_‘ Sy -
{6.13 S L gl e Teg) Fhe o
° ) { ‘% i o »{.{"/ U/{/ Y —"2,, 1,7,:; . ~‘<j 7
: (#} = ’
sy 80 = Spe )y Crey
'—ui-, ://'/ 71‘! g ;1 ’;’l'i'- =& ‘ 7 25 fite
A v s < £ » 7 K/
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1tiplichiamo per Z/: e sommisnoc:
s . )‘” . ("43- b /‘-/ .
s o o 7T & D R AR :/so. o L
(D ed ¥} /i VY RET = //;‘,‘ ST Y . ’*/’«"v‘z,’ :/7’ Bk
£y LA e e e &
‘ ,/ \J .
7=1) 90 D0
i
i I 1 3 % )
qui ricsviamo per le derivete .ZQ,QN espressioni
£ 1 & 0O Q& G ¢
(5.15) ST A T TR RO S N T
e R e TR e

ove per brevitd sbbismo posto:

z s ¥ . P
6.16) 2, = LT [l b pe e o))
) £ g o Z/k pee-te (5.4)

v

Lc =spressioni +vovete per le (6.15) scddisfano anche
glle (5.6). Abrismo dunque completato il sistems delle
(F.2) ,16.3), (6.4) mediante le (6.15): 4i queste do-
7rem0 ricavare le condizioni d'integrabhilitd. Ma prims
1pgliamo emilinare, mediante le (6.15;, le derivete
_u(? dellie (6.13) . Ottenigmo, cor un’agevele semplifi-
cazjone:

~¢ ol s
6.1% ,/ 77;~ ? ‘I-/‘ e o .4 ) / o=
( 1 ) { //{/ey/ LA" ,{;/, AI ;éy// ! ;
o /‘77----L' B é\bz -:Cf?)“é» 5 \: (@ C_i' "':"z"
S T Ak A R A

Queste esprimono il csrattere tensorisle d4i

Ilpeglocs gl S8 g,
(6.18) ﬂ,ngiy' S G e

ﬂkj Ok ; fﬁd/ A k'/'
-v 7/ ; “ { t\.g Z,
/:k&/ y ¢ (g( ]Z’-A'.J Z’ s

3 ’P\w-l
E' appunto ﬂk&/» gualio che vien “‘etto ggpsore di cur-=
vature proiettive ¢ 4i ¥eyl: ne vedremo il ruolo fon-
damentale nella tecria. Incidentalmente notismo che an-

che Hﬁk‘ ‘3 emisimmetrico rigpetto ad #,X e che i

tensori c n % W s & ulld:
ontratei 7 T 14[,%/. sono nulli
(6 ‘19) ' ,,./‘ o “: s “y' ‘.: 7 ar L
[Ak)l ‘/ 2 Vﬂiki =ity ::‘RA‘/' —0
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1a verifica & immediata: tenute presenti je (6.11) .
Passgiamoc infine al calcolo delle condizioni d'integra_
bilitd delle (6.15). In forza delle (6.15) medesime

e delle (6.4) esse si scrivono, con alcune semplifica-
zioni: L

g 99 9 ) é;/ V.,
(6.20) 72// . = 4,(9.2.)- Jf D 2yt Ly s
(%) X Lakas
Qs
+ /_7 2, -z, %) ?[,22,0/-, +
/z9 b /(7//7919"-"/%
)( / /f/ k// 4 0/' =
e ey R
T Y MR o Z,e;," B 5 /c,, 7, & 1/ %
. () o (R Qf K/Q
o £ e |
/1 fj' }(:24// ﬁ/{, £ /r >
¢ infine, tenute presenti le (6.18)
!//z‘} ///‘} ”’/’ {/1} . .
(6.21) Doe,,-0.2,,=(Lz, - LRk
./la, lé:/, —Z,él (/;(l/; L/lé f‘/; —Dizii)}pr 7/%!1&,
R
Queste, posto
5 aa3 ﬁf/*/ (%)
522 Z = ": - - -
£A/ % Lty =
iy ‘9 77’
- % gt Lt <y 2,
possono snche scriversi coel
(6.23) o ,...‘
iy Tiohy 2 ;fﬁ W' 2

Le 244, (=-%44;) sono le componenti di un ente che
O.VEBLEN e J.NM.THOMAS hanno chismato “covariante proiet
tivo" della connessione affine supposta.




ascc @ ovvismente, come il te.sure di1 WEYL, 1nvariante
per le trasformezioni proiettive dells connessione:ima
Hon ¢ un tensore se- non nel casc in cui il tensore di
#EYL ei annelli. A gquesto punto sbbiamo riportsto il
problema dell'equivalenzs proiettiva di due connessio-
ni gffini a un sisteme misto nelle funzicni incognite
DL, D, D delle «®’; formasto dalle eguazioni
A;"faren21ali (6.2),(6.3), (6.4), (615) e dslle equa-
zioni in termini finiti (6.17) cioe
B T e L gk 9

(6.24) V_’f%:/,, . /T 2 v Heal

e (6.23). Non regta che esporre considerszicni del tut_
to analoghe 3 3:-1le s8volte al n.4: dette cowplessi-
vamente 7 le equazioni (6.23) ,(6.24)in termini tinfti
ora dette, dovremo agglungere &d esse le 1loTro consegusn_
ze differenziali. Con una, prima derivazione, che ei po_
irh eseguire col simbolo 7),, , eliminate le derivate
delle 94‘, e delle (z?/-, medlante le (6.4) e (6.15) ottsnis~
mo in generale un nuovo gruppo di equézioni in vermini
tiniti 7' ;e cosl si pud seguitare. Detti Z;, &, ......

i successivi gruppi di equazioni in termini finiti che
cosi si ottengono, se esiste un intero N tgle che 1le

F ., ¥ ,F ,-.-,7, siano alfebricamente compatibili e le
soluzioni che esse emmettono (rispetto slle incognite

«t Yo D, ) -soddisfino anche alle Z,,, 1le due con_
nessioni supposte sono proiettivamente equivélenti; in
ca g0 contrario non lo sono. (Notiamo che i valori ini-
ziali delle fungzioni incognite dovranno intendersi &n-
che soddisfacenti alla relazione (5.24): le cui conse-
guenze differenzicli rientrano nel sistema (6.2),(6.3),
(6.4} }u :

In particolere risultano ®proiettivamente pisne® ciod

proiettivamente equivalenti &lla connessione (integrabi_
le e gimmetrica) dell'ordinario spazioc sftine ( £, ),.ut
te e scle le connegsioni affini per le quali il tenqo*eL
di WEYL e il covsriesnte proiettivo si snnullino.lL'snnul_
larsl 41 W,,, % ed z,,, & dungue, in altre psrole,
la condizione necesaaria e sufticiente perch® lo =pazio
& connessione affine considerato sia rappresentabile su
41 uno spazio affine d'egual numeroc di dimensioni, in mo_
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dc che ogni punto abbis per immagine un punto e ognl
zeodetica una linea retta. Sotto aspetto analitico: fsl:
spazi proiettivamente piani sono caratteriezati dalls
sibilitd 31 ccegliervi le coordinsate curvilinee in mcdo

téle che le gecdetiche venganoc rappresentate in termini
finiti con equagzioni lineari. O ancora: in modo tele ds
rendere eguall s zerc 1 valori delle 7, .

Le condizioni anglitiche perch® uno spagio a connes-
gsione affine sia proiettivamente piana, o anche pid i-
- generale perch? due tali spszi siano proiettivamente equ
valenti, possono mettersi cotto uns forma pid semplice
separando i cssl in cul 1la dimensione 72 dello spazio sii
2, oppure > 2. .

Infatti: per n = 2 il tensore di WEYL » sempre iccnti
cemente nullo, e il covariante proiettivo &{per consegue
za, come &bbiamo gid notato) un tensore; per n > 2 1':n
nullarsi del tenscre di WEYL porta per conseguenza - - .che
l'sunullars: del covarisnte proiettivo. !

Quesio si verifica facilmente. Per n = 2 le componen
di W}&;t a8 meno del segno si riducono Wi f=-W %

JEEE g /z;(
esgendo W. ‘= W ' .* =0, H oL :]yzk 5y

jale}

e

anche le componenti ora dette sonc nulle. Del resto 1l
solo fatto che =i abbia, secondo le (6.18)

o ARG SR I s vy_”.{}
B8 Woe s T il e L )

MY
indipendentemente dal significato e dalle proprietd ai
ZC;}%‘Z porta che per n =2 ¥ identicamente ﬂ? 1o
e infatti 1a (6.25) per n = 2 ahd
: WA e A Ty vuin f
§8.26) W T R _a ﬁzk

€ 81 vede bene che,sis per Zs 1, che per A =2, 11 se-
condo membrc & nullo.

Notizmo qui ingidentalmente una proprietd assai pid
generale, comprendente quella ors notats: per /z qualun-
que la condigione che sis =

A Z LR b
L (5.27) AL G By 5By
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ve non importa supporre vhe_A kfabbia carattere di
l_)'L

tensore, & necessério e qufficiente perche, §' 708 3

scsendo tre vettori controvarisnti gusliuaque, ;1 vetto-

« £ (_' s 7 2 7
.. ;_— s y 2 e
44;@; b gia complsnare con ¢ ed :
ungue : se , = 2 ia condizicne (6.27), che equivale

\’\\[7?..,;’2 / f‘\.[" "'i 0

7

\.I
+
|
l
2
I

. gempre soddisfatte). 18 verifica & facile; baste scri_
vere che

s
. _/7 jé' 7° ;”g J

gquelungue sisno 1 tre vettori f » 7 ,5’,cloé che i coel
ticienti dells forme che @ & primo membro (quadratica ri
spetto slle j?‘ e rispetto &alle 7 , lineare rispetto
alle &7 ; sono nulli; con opportune contrazioni ne ri-
sulderannc le (6.28) . :

Torniamo gl teoreme enuncisto soprz : ci rests & di-
mogtrerne la seconds psrte. Per guestg riprendismo la
(€.18) ;per derivazione col simbolo j% ne ricaviamo

_’C/l/’ . ) el \L_- {a/ , « 7

7 ii’ LA = / i \l
(6.30) -_Jf /ffa/' % JZ Z;f/' = C)é 42 c)}: éz

Alterniamo rispetto ad :f‘ﬁ A ‘tenendo presenti Ie’ul-
time (6.9), cio® le identitd di Bianchi per- i,
AVIYXemo: 0/

/7 % L 7 ;'/ﬂ/ 2 {’)( )
roes v 8L ‘ﬁ
‘\6.31) ..ZI-{?_"‘ ;’4*7,\7/ — ()% {Jz 5[K kj

o

ossis tenuta presente 1' emielmmetria rispettc ad.f'f

) ﬁ” . *) . ?
! 6 .32 ..«." ;71/ o o & / 13 Ve
1 13 —71 /12 Ly ”u Bl
g( 7(?‘.) e " (ﬁ// SZ_Z&}
=0, L2t #0,0,2,. 40, 1), 2, ~
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“rﬂt*aendo risnetto ad 7, Z} tenendo presenti le

.12) e {6.22):
) iy
(6 .33, 'ﬁl‘}yﬁ»(/' —(71“2)/‘1{(}
Questo ci c& senz'altro quanto velevamo.
Potremc dungue ccncludere che semn¢1cementn le condi-
zioni WikJ = per n > <2 , =0 per 7=2 cerat-

terigzzano gli epszi 8 CG"HES“LC“E gfflne proiettivamen:
te piani.Anche nell'enunciasto della proposizione stabdil
ta nei riguardi dell'equivalenza proiettiva sard manife
stamente 1lecito intendere che il sistema F sia forma

dslile sole (6.24) per n>2 , dslle sole (6.23), ove sia
posto ”}k ,_17 per 7 =2 : analogamente per le conse-

guenge differenziali £, £ ,...-

Notiamo che il risultato ottemuto nei riguardi del_
ls equivalenza proiettiva ci dA anche la formazione 4i
un sistems completo d'invarianti proiettivi per la sup:
posta connessione £ffine. Esso & costituito dal tenso-
re di WEYL con le sue successgive derivate, col simbolo

7 , se n >3 ;dal covariante proiettivo, con le sue
succesgive derivate fatte con gquesto simbolo 4i deriva-
gione, se /7 =2 . Ma va notato un inconveniente-nen lie_
ve: le derivate ore dette non sono derivéte covarisnti,

ingsomma non sono tensori. Si vede come sie un po' sfol
gato 11 voler costruire questas teoria projettiva nei
quedri e con gli algoritmi della geometria affine cury:
una formulazione soddisfscente si avrd poi nei quadri
dells teoris delle connessioni proiettive. Ancora una
osservazione: il WEYL & giunto al tensore W;;;~
per altra via e al posto del "covariante proiettivo
ha introdotto un effettivo tensore: il quale perd so-
lo per n=2 ha significato invarisnte per le trasfor-
mézioni proiettive della connegsgsione affine. Lo rica-
viamo direttamente riprendendo le (6.23) ed eliminando
da gueste %27 wediante le (5.26), scritte per le j”
ciod:

(6.34) ./';,,, = ./" 9 v (mi1)d., .

OCttenieamo subito




r" i 5 o SRS
bt oy W /W""'ff/

(6.35) Prre TR AR EET G e s 2

I

i1 che mostrs che

(6.36) %

%

: ¢
= (n* 4}%7 +(n-1) Zt@ 44;

> un tenscre, appunto il secondo.tensore di WEYL .
S'intende bene che V... e, ° possono esprimersi di-
rettamente medisnte il ténsore di curvatura dells connes
sione simmetrica associats &lla connessione affine di psr_
tenza (cul potrd sostituirsi uno gquslungue &ltrz connes_
gione affine simmetrica che abbza le stesse geodetiche):
si trova

(6.37) Wﬁéfi =d, ‘jv/za "/ﬁz.{‘él/ o
-Fz/} L)%+ 5

7 vl ey P
= / o7
(5038) yf.@ e Lﬁﬁ/féd-—f {;,- / V( Zﬁ/ +/2f/'£/'

Sono queste( o a gueste equivslenti) le espressioni da-
te per questi tensori dal WEYL . :
Riprendismo per un momento gli svezi a2 connessione sffi-
ne proiettivamente piani ( su cui anche nel seguito tor-
neremo dandone la costruzione pil generale).
Essl sono dungue carstterizzati Aalla possibilitad di
farvi une trasformeszione -di coordinate

(6.39) s we

tale che in relazione alle nuove coordinate <° 1e geode
tiche gienc rappresentate da equazioni lineari, o le 7, ,ﬁ’
si =nnuilino in ogni punto..Le (6.39) si potranno pensa
re come 1ormule di rappresentszione dello spazio suppoe-
sto in un ordinario spazio proiettivo, ove le Z<’ sono
coordirote proiettive non omogenee: rappresentazione che
muta le gecdetiche in linee rette. le 2 dovranno essere

BORTOLOTT/— jéaz/ = c‘o,we.ss_/c\ne /bra/l-ﬂf‘m{ J/S/b. 3
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determinate a meno di uns trasformazione lineare frat-
ta, cio® a meno di un arbitrerio cambismento di coor-.
dinate proiettive nello speézio proiettivo: o anche, a
meno di uns qualungue tresformazione omografica di que,
sto. Dunque a priori é prevedibile che se in un giste-~
ma coordinate «° le 7 si annullsnc, ls pid genersle
trasformezione delle coordinate per la quale 1a oon-
dizicne 77ﬂ =¢ g1 conservs serd linesre fratta. I&a ver:
fice oﬁa;l*‘ﬁa & agevole! pil in genersle possismo pro-
vare che 7, » un tensore per tutte e scle le i sfor-
ms zioni Llneari'fratte nelle ccordinate curvilinee.

E infatti; per le (5.28) 77, si comporta per una
trasTormazione delle «° nelle «° come un tenscre con-
dizionz che si abltis

Y 9 G oy
(6.40) O U= 0, U, + Ty, z},{ -

col solito significatc dei simboli. Le condizioni di
integrebilitd si ricavenc subito direttamente ( o an3

che quele csso particolsre per 72; :.25;,:& degli svi-
luppi che precedono); ottenismo S
s, 59 ©
(\6 041) 9,, (/ ,% Cl‘oe‘ _\u 2 z ——— o Z/ ’D ‘7/ - b
s’ EAR du"de Du* ouw’
o ancora
: ﬁ?e‘g
(6 042) ; -;i,———,- — 0 >
-~ ; 2a’ "

che dd , a%,e ¢ essendo cccotenti arbitrarie:
’ -7 Z’
(6.%3) < = G&I Gl i s SR

sostituendo nelle (6.40)
3 _j N7 L.
(6.44) 3, (e 5 J = -%gugi >

_onde con uns nuova quadr&tura , € tenendo presente 1la
(6:43) : - | :

- AR N . i /
{;..45) - /@Z,a +C Uy 5/2”/-, =5 C

<



*, essendo ucatanti arbitrarle Queste posscno sScri-

le
ver“l
- B3 o 3 : ,—1
o i. o £ ) ¥ 2 g 4 -
(6.46) IR, 8 € L= D T T
. @ A X

aungue infine otteniamo
X st s g ¢ %, z
= 47) SRS e
(6.47) (a{;,( —/-/’, o4 ./f’[ ¢
1e«fyessendo nucve costanti arbitrsrie.
rrs le (6.47) =i posscno scrivere

7 4 Vs

(6.48) I G2 s

ZgIR: £5i%e

ne segue quantc volevamo.(Si noti pexd che 1la condizio—
ne (6.43) in forze di queste risulta soddisfatta per it ==
e quindi anche identicagente - a condizione che s'inten-

= Q Uy 2 LT % A /

> y O D e BUCRER p Ta e %

da ¢ R e £ YN ROy, }oveﬁzeuna opportuna co-
siante, in generale # £ . Ma 18 (6.40) valgono anche se
a1 posto di J si sostituisce 24 ). Risulta agevole la

verifica che, inversamente, le (6.48) per derivazione ed
aliminé zione di tutti i coefficienti dsnno proprio le
{6.40). S1 deve perd intendere - come & sempre inteso si-
10 ad ore- /2 >7 : per /2=7 le cose cambisno profondamen_
te, eomei§edremcal n.B. : ' -

§ .3 ~ Parametro proiettivo. Derivazione proiettiva.

T .Coordinate proiettive normali(non omogenee) e para- ;
metro proiettivo normale legsti a un sistems di 5 o=
detiche, ;

Riprendismo le ®Wyuszioni differenziali delle geodeti-
he 41 una connessione affine, datz & meno d4i uns tra—
sf rmezione (5.17):nella foxma {(5.32), ove figura il pa~_

rametrec affine invarisnte /2 di T.Y THO¥AS. Ne ricavismo™ -
subite col noto probedimento {(dovuto a VEBLEN, & parte al-
_cune semplificeszioni posteriori) uns rappresentazione del-
le geodetiche in termini finiti e eanche la costruzione ai
sistemi coordirati in culvmdégeodetiche uscenti de un de_
terminete punto tale rﬂppreeentazione é 11neare. C1 ponie-

("\
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e
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80 qui per sempliicitd (se pure pe; ung parte di cid che
segue cid non & essgengisle) nell'ipotesi ieli'aneiipici-;
td delle funzioni che trs “tiamo; particolsimente, delle .

L, e quindi delle /7, . Dalle (5.32), cice

'y,
nrx . s ﬁ
(7 drus _gpe de du”
£ e S ,
& f g dt dre

¢ ancora, con 5 dz” V designandosi g differe nzis
zione eseguits coi parenetr 77‘

7 .2) i{f_ e i ﬁ“/ =l
dfe? afe o /
Derivando nuovsmente cttenismo, in forza delle (7.2)
(7 re £ s
onr o ot [ et et at

drs . AR TR aE T dk
ove l'indice posto singclermente entro parentesi non
vz considersto, nella costruzioune della derivata col
simbolo [/ ; indi con ulteriori derivszioni

d

VI - A g
g R Rl

Al Gt A
(Z4) Tﬁﬂ- o Z Z AK a//L a//z C//l CZ/Z 2

3 RS R EP Cl L PR e
......................

Ne risulta per la soluzione delle (7.1) o (7.2) che
soddisfz glle condizioni iniziali

(TS5 . 4&{: gc,“' e 5" ree fo=(

2

lo sviiuppc;

E i & 5 S
LT .6.) u=a+a/1 2/ )é/da/’z /7/7‘(?@@’&793-

. ove con }'indice  indichismo i valori calcolati per 4= “

Risults hmnediato che le geodetiche uscenti da guesto

. punto «=u«‘,che indicheremo con O , =ono rappresentate
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jn termini finiti dglle equazioni lineari

: - : S S
3 e & d.ui
(!-5:,’ 5/’ a/’v n‘ / ﬁ
e/,
e ~ - P : -
in relszione & un nNuovo sistewms coordlnato‘y legato al
srimitive 4 ° dalle formule

: : ‘ . 72 <) :
7 8 T L e fﬁ/'/ /4’4’/
(!.t)’ U i[ +J 2(/ ﬁ/{'/ é/j__-/ ’Z@/{/ 55// ﬁ,_u-.

e (7.7) indicano in modo evidente ed egpressivo il si-
gnificato delle nuove coordinate y ‘. per ciascun punto I
gufficitntemente prossimo ad a , in modo che sis deter-
minéto (nell'intorno di O che i considera) l'arco di geo
detica congiuncente, le j” si ottengono moltiplicando i
valcrifﬁgg_ calﬂolati lungo tale geodetica in O pel valo-
re reletivo a 2 del parametro 2 (di T.Y.THCMAS) contato
da ¢ . Se cembis la connessicne conservandc le stesse geo_
detiche, le 4/‘—che L.P.BISENHART non molto propriamente
ch:sma ™eoordinate proiettive® di origine ¢ ~ subisco-
no una traseformazione 1linesare inters (e anche d4di tipo
particolsre): mé hanno un comportsmento pild compliesto,
non linesre, quando cembinc le coordinate curvilinee.
'sltrn perte in relazione slle coordinate ¢ i1 pareme~
tro % non ha pid quel ruclo di parsmetro affine inva-
r;&fte che avevs in relazlone alle z° : cio® indjcendo
con 75 i valori delle /77,, in coordinate 4 (giecche

qui 1"a comodo non alterare gli indici nel passeggic dal-
l'unc all'sltro sistema coordinato) le equeszioni delle
geodetiche in coordinste ég‘ e con riferimento al psra-
metro P s gi scriveranno nelis forma

7 .0) ‘T'/Zgi /7 a’;/{ dy X T/l/ (‘/ﬁ
:\I . d/z“ £k 42’1_ ’//7,
ove 771 lungo 01ascuna geodetica & uns conveniente ’unzio~
ar
ne di fe (Precisamente,EZ%/z & /Z:) ove /L ¢ in relazio-
\ dam/

Ne 5lle ¢ parametro affine invarisante). In perticolare
lungo le ‘gecdetiche uscenti da </ , svendosi




‘-46— .
: - 2. 3
; 3 r Ay © 1 k4 ; O/L’,{ s -
(7 '10) {7 = a ’fZ. g Qf:j — =4 = /,‘fZ 7 Q/’flz 2

dovrd risultare in ciasoun punio
—’:: ¢ /{ R o Z. 7 z‘
(7.11) 7oy = plfin)y’ = @dz,/),j/

(giécché il primo membro ® funszione del posto, e quindl
lo & anche il secondo membro); onde asnche eliminando Pf

: ; Aty gl S AR g e g

(1a8) [ llg - I, 4 /}f?’ e

Quegste relagioni dovranno essere soddisfatte identica-

mente rispetto alle 4 (di cui, s'intende, anche le
744 sono funzioni).

Kotisme ora che la forms (7.7) per le equazioni el
le geodetiche uscenti da O si conserva se alterismo le
7* e 7o per un comune fattore (funzione del posto:ciod
delle «° o delle iz ) ponendo: ' |
(7013) 2. = é;l'zz
(ove O, = {; secondo che ¢z ed ¢ prendono, nelle due
gserie di contrassegni 72...7¢, 7°2°..727, valori 4'egual
posto o 41 posto differemte)

Ci proponismo di cercare se & pogsibile determinare
tale fettore ¢/y/ in modo tale che in relasione alle
nuove coordinate <° precisawente ¢ sia parametro sf-
fine inveriante ( 41 T.7.THOMAS): ciod si abbia identi
~amente, indicando con 7., 1 valori delle 7/; in relas
zione a tali nuove coordinate 2
{7.14) ‘ */77_?” Z"’Z‘/ = 0.

-

4

= gp/g/}-;/" , g = Ply) fe

rorute-presenti le (5.28) potreme scirivere le (7.14) ne
la Jorma seguente:

s e R MR
tg - ¢y G CaiyE e Q) oy el R
§ .‘9) ‘\/]C’f D/, 2//%, i u))(,,,Z)// (,K, i ‘7/7, Z/’éj/ St 0_}

‘ ova org “ntendiamo ~h~ gig
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795/5 /

TS ¥/ Jgice g

(? ‘16) Z{/", e (D,Z‘/I == (70 a// =5 ';0"'{— DZ""‘OZIZ 2

: ) e

‘ @yl e s Ve
(7.17) %= Sows D =lyd™] A - |55

penute cresenti le (7.12) riduciamo orxa le (7.15).a‘ﬁna
unice equeé zione 8 derivste parziali in @/ /7).
Per questc calcoliamo successivemente: :

" S . =7 ‘
z" c// z 2 : . 3 v}
(7 .18) 9 < o E gz(/z % 90/2 ???T ZZZJ/
i d 90 gz.
o gk T e
- J'// z %zfx_))
L9 S e N A
al)) c}, J, ?2 d/l (DZ)(-I 5;, (D_Z-y,
Gt g ator g D K e
P DL Pr R 2 QRf. Qi Ty
onde
7 7 O{ ]
Al e BN AT e A v
5 =t ol o AN Al
(7 -20) %f’:;f z "Z b= X]p (BZ”' o %Z/‘azﬁ
2y Op o B ALK
a2l DEN 5
iﬁdi, con agevole calcolo PR
. b= ¢ | rsr) A Q -4
i $ ¢ / .
G2y . A= St g g 2 27,
Lyt g P o o’
e o
| 5
g o /s s
Q) n+{ "/T/) e
R n9) = = Y
i/ =S = foj«d = &igfﬁ—f— £ / il //)



oL za"
Q s kl
T B RS s o e
’ - ,f’__ _*:(j_z-t’ % @ ‘Z‘ZA 12+1 R PR Z’z-,
\//-— ;_'Z'L
- infine an
<J op b
' o e 2%
(7.-24) SR BNARE S L e SRR L
/%’ ?p (szl 1+ ) (BI;Q zc/
; g ‘0" ]
Sostituendo nelle (7.15) queste danno :
o Wi P T e Sigs we) R S
+ P Ay S @ — R 4 Z 2 el e
o) TRTIAT T T ) T R 7

ciod, per le (7.11) :

. : 2 iy ’
/zf Bl e R kg
Lep/ L’ BT ¥ 3 rtoz®
A guesta equeziocte potiemo scddisfare in 1nf1niti modi
con una fungione ¢/ %" ... Z ™) regolsre in ¢ ; ad

es. imponendo che siea
9_9_0__,*:0 perZZZJ
oz"

( e dando enche ulteriori condizioni). Ottenuta la'ya
qusle funzlone delle Z° e quindi le espressioni

z o '
= ne potremo ricavare le 2 e infine anch-

L
a

(7.26)

(7.27) G

> |
¢ espresse per le

X1 nuovo sistema condizlunato Z’ , per guale v&lgoeno
. identicsmente le (7.14) e le geodetiche uscenti dal pun-
to (origine) 0 soro rapprenentate in termini finiti das
le equazioni linesri

o

b4 z'/ —\z/ zl
(7.28) o g = 9' = /i‘ (7

viene detto, secondo VEBLEN e J.¥. THONKS un sistems di
coordinate proiettive normali .(1s coetruzione che ne go-
biswo indicato non & ls primitiva d4i VEBIEF e J.M.THOM
(1925): & data de RISENHART(1927)).
Ie denominszione ® giustificats dal fatto che tsli ¢
dinate, per una quslungue tr2sformazione sulle primits




| - SETED N —y;aig-v R e R . £ Bl 1 v Soig i

coordinate curvilinee «° subiscono una trasformazione
jineare fratts (del tipo vid generale);cosicchd le equa-

Z"'Ll

, ;
Z vy , P
Fos p 2 o 77
(7.29) il = e T e )
. s 7

A\\..\

che esprimono il passsggio dalle coordimete «” slle
coordingte proiettive normeli 2° si posstno interpre-
tare quali formule 4i uns rsppresentszione dells va-
rietd ( o di una sua conveniente regione contenente

i1 punto ¢ ) eu di unc suszio proiettive 7z-dimen-
gionale, ove le z* sl pensino guali coordinate proiet
tive non omogenee. Di pid, anche il porsmetro ¢ varis
per una trasformezione iineare fratte, cosicch® potre-
mo dirle wn parametro proiettivo per le geodetiche del-
le connessione.

La dimcstrazgione di quanito abbismo ora enmunciato
pud svolgersi (secondo BISENHART) nel modo seguente:
fisgato 11 punto O (origine delle coordinate proiet-
tive normali) signo oxe Z° z“ coordinate proiettive
normali di un generieo punto £ , corrispondenti ai
oiscteml curvilinei z.’ z* (2 a scelta d4i solugzioni
delle (7.26) scritte per le 2%0 1e 2%'), :

Devremo avere, in relazione slle gecdetisa congiun_
gente

i’ ! z /Dz
(7.38) 22 / /04 dz’ 6/7/ o
ciw%essendo 1n.oonaeguenz§ delle (7.8),(7.27)

//(\i P> ,‘ Q—l' ;/Cj s G Sl Z./ /( ‘_\. ;
(.28 [ Qus) @ /L QJZZ T et ’Cle' 3

BORTOLOTT] - 5‘_,0}.12:/' @ conneffione /brO/;:/%V‘; .:7/5/2. /7



dovremo avere

L d e o z é D T / / }'7'2::_'
(7.33) FA G S S G = eI I E :
‘ Z Lo ‘7" r<d ‘I_) : b /0 o
(7[
¥a & evidente che il rapportoc - Jﬂd‘ riferendosi al
medesimo arco geodetico ( * ), ‘deve escere una funzio-
ne del posto: ponismo
et
i s
(7.34) ¥ Ao = Pr<s,

onde sostituendo, posto per brevitd

7a

{?°35) ‘/ J_.z_ = r\.;.,

svremo dalle (7.33);

(7.36) e Fe 3 1 -_:?_.
74, e

Tatto si riduce a dimostrare che ¢~ quale funzione
delle T° & necesssriamente linesre intecra.
Delle (7.34) abbiamo pe' derivs zione:

2
= o A7 P55 T T e
\7 037) 7 = Ac b ]', “%ij; < -
dq’ L o2 > Fe
cio®, per 1e (7.32)
2 2
R G 7 .
(7 « 38 ) | e ( = __‘;ﬂf,_,____ /Zf = .___lf__ >~ ¢ ,}
| ‘D;,'Ai' 8 T
{
D'altra parte 1z (7.36) derivando d3:
L' z' ‘. " . g 2 / ', .‘;‘l
fras).s 220 A g2 dB Tl
Qz & AN S S e B 94

{ * )Si noti che dobbiamo qui intendere di limitere le
nostre ocongiderszioni a uns regione convessz dells va-
rietd, ove ogni punto sia raggiunte da una scls gecde-
tice uscente ds ( . |



By R
onde sublitc si ricave
';; > S ML = 7 L
; = e ' S il 5 Flya i LU et
11 confronto delle (7.38), (7.4C) aa
: R
. il 29 VN 7 R ;
/ L’.IIIJ. & { B 7 X
(7.41) hdtarsranr iy / i
{ .‘;} :,/ /

d'sltra parte na lle nostre ipotesi 18 trasfcraagione

'>L

gelle <° nelle2" % certsmente regolare in ¢ , inteso
scltanto che lc.sis gquells delle «° nelle z° ; e preei-
samente le —5n in O debbono ridursi elle coetanti
/\L/ .Dungue ls funzione ¢y z7. /1n J deve ridursi
ad 7 e enche le sue derivste 3;‘ debbonc essere in
O determinste e finite. Ls (7.41) enzitutto potrd

geriversi

(7 .42) s —g\o—zj,‘“ St s

in queste forma esee esprime che ¢ -/ @ funzione omo-
genes di grado 1 delle 27.2° . ...,z ;onde le 2:;

sono omogenee di grado zero . Ma per unas fungione omoge-
nea di gredo zero 7 % . z”/1'origine & punto di rego-

lsritd soltaento se 1a fungicne ai r:muee ed vn _costan -
te, infatti 18 coudizione

R

(7.43) c(de) = L/%)

per 4=0 e intesc che . £/0) sia una quantitd determi-
nate a finita @3

{7 .44} JT/.Z) =.£Z1//C’/-
3i cvholude che ’

('j 7
(7 0‘!)) ——f: 'é/— —_ 'Q"-, > 2H = /'+ (’Zl-l “": 2 '

‘ ‘)—v,]‘/
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e ¢ essendo costanti. Questo prove quanto volevamo,_
ci d& per le (7.37) lm forma definitiva '

(7 +46) > - *__-,;_z;;__
% ~/-CZ Z
e lungo ciascuna geodetica, poO eto per semplicitd
7772_..4 7 d/ >
(7.47) 7 R c;v/ijiji_/.: Z
; ¢ N dg’

/

ci @2 ls seguente forpule di trasformezione del para-
metro 7’.

7

™\

2 g

:7-7“‘*8) 7 _J+ f‘%T

Il

Tenuto conto ghe abbisme imposto noi (ed *inmabnziqle)ﬂ
che si avegse , Per Z2¥=0 ,.snche 2z'= O, 0 per g%=0,
“-0 rossismo concluéere che 1le coordinate proietti—
ve normali ", e coel pure il pesrametro 7 -~ in qusn-
%o vi si riflette l'srbitrarietd delle primitive coor_

dinate ‘ourvilinee 7.°, e anche dells scelta dells solu-
zione & dell’equazione (7.26) e del psrametro /2 ,no-
to 2 meno 4i una tresformezione lineare intera - sono
determinati sppunto g menc dells pid genersle trasfor=
mazione lineére fratta. Il che vale 8 @ire che le for-
nule di pass&gglo

(7.49}) (”'7 '~<~/‘an>

zna
definlecono rappresenuuzlone dello spazio & connessio-
ne 8ffine gu di umo spszic proiettivo; nells qusle le
zeodetiche uscenti dsl punto O si reppresentano median_
e le linee rette uscenti 2 un punto, e il psrametro
7 , riportato ew gueste rette, ® propric uns coordina-
s& proiettive non omegenes nell usuale significato. b
Ora nello spszic proiettivo vi & gi& uuns connessio-
e affine date a meno di une trssformszione che ne ¢on_
erve le geodetiche, ¢ per meglio dire, una totalita
i connéssioni effini sventi uno stesso sistems di geo-
“otiche: quellc delle linee rette. .I parametri ITﬁé/di
meste conneseloni in relszione i3lle ccordinste preiet

3




B &S
tive ,Z’Iaono tutti nulli; me le formule di reappresen
tazione (7.49) ne dénno 1 velori 7/ ¢ 4in relaziote al
(guelunque) riferimento curvilineo inigiale. Abbiamo
gungue in regltd nello epsgio congiderato (una volta
figsato i1 punto O) due femiglie 4i connessioni affini
con eguali geodetiche (entro ciascuna),o, come poesia-
20 comincisre a dire, due connessioni prolettive. Perxd
non & senz'altro lecito trarne le conseguenze che 1'ana
jogo risulteto d2 nella ordinaris teoriz delle oconmessio
ni affini (* ): in qusnto le <7 gsono determinste & meno
di uns trasformsgione lipesre fratta e 1le /7 ~‘come le

’7£non sono connessioni affini, dungue non”ﬁsnno luogo
& derivate covarianti.Su questo conviene tormare pid tor
di quando svremo introdotto uns (/2 +7 )-esims coordina-
ta riportandoci a traeformezioni lineeri 1ntere.

8 .~La pid generale costruzione di un pgrametro
proiettivo secondo L.BERWALD.Prime introdu- 2
zione di du”’. e

s

Alla fine del n.6 abbiemo visto che il pid genexe_
le sigtema di n funzioni (indipendenti) linesri frat-
te di n variebili per n71>7 puwd csratterizzarei guele.
gistema d'integrali di un sistemg d'equszioni slle de=-
rivate parziali del 2° oxdine : le (6.40). le cose van_
mo diverssmente per =7 : 1& pid generale fumzione
lineare frstts di uns vsriabile J si hs ceme integrse--
le d4i un'equazione -differenziale del 3° ordine.in 7
¢ precisamente, di un'eguazione di SCHWARZ.

Cogtruiemo tale equazicne direttamente: suppeeto

]

(8.1) jA = _%‘:é_ ,a fca costanti ;ad- lfc;éﬂ)
CT +

ricaviamo successivamente:

( * ) guali sono sviluppete in un rfic lavero recente,

e noi pik smpismente in un lavoro in cozso del BOMPIA-
NI e . gid nei guoi Corsi pressc il Regle Istituto 4i ;
Alta Matematice N°1 prossimo indice bibliografico darb
le citazioni.



=~ % 42N e
(8.2) g pds ey da o peod Loy
ols [co d)F &2 (€3 d/)f
: i
o5 LN
(8.3) S -2z - a// da® g
. e R - > - = =
a3 ci+d a | &l / lexedd )
ay { g

81 vede bene di qui come =i eliminano insiere, infine,
'C e & sottrcendo dall'ultime derivats 1a metd del
quadrato dell'espressione precedente: posto appunto

] 12 a5 c/g dJ”Z
A
. l Es a o4 _;gjz ds? b z,é;‘/
(8.4) {j' jJ e 2 A

(c?f/

otteniemo
(8.5) {1,1}:&.

VICEVERSA: contenendo il 2° membro dells (8.1) appunto

tre perametri essenziali, ls (8.1) dard certswente 1l'in-
tegrale generale dell'equazione del 3° ordine (8.5); ma
1n vediamo direttamente; supposta scddisfatta la (8.5),
posto '

i
: s, S
(8.6) #7 1) = n_-3?_,

abbiemo per }?&) l'equagione del 1° ordine

3 7 d.—"
'.807 ..._./ o6 ._?.__’__: x-
o ) / 775 = (7 cloe 7 Ay
che integrata da
& S
(8.8) %) = —TI-—T b . o(=CO§ZL: ’

gostituendo nells (8.6) ls possiamo scrivere :

(8.9) dlg(22)- fds = -2d by sre




onde con ung nuovs quadratura

A
1 =2 : s
(8.10) — = BT+ /3 = codd,

]

Infine un'ultims ocusdraturs 4di

A o Ak ] S
(8.11) SN, T FJ+x=3) gy
T+X ¢ F4of fat e & :

e questo prova quanto volevamo.

Prime 4i venire sll' applicamort che ahhiamvmvista,
e cio® alls costruzione, secondo le vcdute di_ BERWALD,
del pih genersle parsmetro prcieitivo sulle geodetiche
di una connessicne &ffine, premettiamo un'osservazio-
ne relstiva &l cambispento dells varisbile nell 'equa~

ione 4i SCHWARZ (8.5).

Sie Z 1ls nuove variabile: sbhiazno:

(8 12) .-,'i/..;‘ e CZ/JA C/J 5 a/zj‘_ (X/ZJ _/dj }i O'/j‘ Q,/ZJ y
dr T ols dl o Rt (FE7 . s - adet
onde e
& zJA ,/é'j\ a/ff
| A L5 P a4 . & Ft
Bl o = : , :
3 A5 a9 oF a1 =
d# a4 2 <
nn'ulteriore derivazione ci d&
R4 e , o /25
(AR A 2] et Yfds Vo g SR
"). o e e f -~ : ./— 2 - ’.T,. o I+
: df s A, as|  di /[‘ dE] T dF| dsf
AL bl e ) i
i b i olg 7] { (A /
0/33,( 3
as? %
3 ~ e
(c%] Qs
s

infine risulta:

£
3 (2 gl of iR e ]
.J.s) 7 j) "'} e k J, J'j&'\ d/_’ <y j,}

o)




i

Mesta & la formuls voluta, relative sl cambismento
di variebile. Essendo ms turelmente  per uns qualun~
que varisbile :

_ : , e :
8. ; R 7 & = 0
(8.16) 7 v { 7 12
ei ha dslla (8.15) in particolare

: A ; A a/j/f \ Z s
8. PO T S e R e R

Notiemo che la (8.15) =i ﬁub anche scrivere . :
‘O‘/Z.‘.lz A j—- & \,
(8.8) )Sj‘)jf :(W//{J.J%j _{1,:3/., |

nusnto precede d subito che per 1'equazione &i SCHWARZ
_pid generale '

(8.19) _ {.f,ii = P(I), | g

qve ¢7/J) ® una funzione assegneta della J (che si ri-
duce & zero nel csso gid tresttsto, dell'equazione (8.5))
-noto un integrsle #/3), le soluzione pilh genersle si _
ha effettuando sm 4 /(s) una gqualungue sostituzione 1i- -
neare fratta: ke i

‘ o ep(d) +d
E infatti: essendo 7/7) uns qualungue soluzione della
(5-19),in quanto si ha . : :

(9.20) {4, p} < i:;—“iaﬁ}z Fog-{rd _ w {4

(Zi?) (;Z;) (jj?j/ !

le due condizioni

(8.22) R } ';fAJ ’,‘/2’_} = 0 - ) : {ﬁ)dl = Qp/ffl)
B i ,



™ =575

gono fra lorxo equivalenti; cxrs 18 prime di egse espri-
me sppunto che 7' pud ottenersi ¢a /2 con la (8.20).

Notismo questa conseguenza psrticolere:! il birappor-
to dei valori che una qualunque soluzione dell'equs-
zione di SCHWARZ \°.19) assume in qusttro punti 9, 7,

{. J ¢ sempic 11 medegimo quslunque sis la soluzico-
ne scelta. =3

Venismo gll' 5pﬂzwcazione che ¢i siamc propoeti. In_

teso che vengs detto ors "psrametro proiettivo™, su
una geodetica di uns connessione L,fine ( e in genere
su unag qualungue linea, od ente co?’) un paremeiro
pei suoi punti, che gia determinsto a meno di una tra-
gformazione linesre fratta, svremo che 11 pild generale
i_rametro p101ett1vo /I su uns geodetice si potrd de-

inire- mediante un'equazione di SCEWARZ: :

(8.23) {77) dj = .Y (3)

ove 4 & un parsmetro sffine e {/J) & uns funzione che
in un primo tempo possiawo pensare del -tutto arbitra-

. ris. Ma vedismo subito come sia conveniente introdurre
restrizioni, perch® il paremetro /7 non risulti legato
ella perticolere connessione &ffine scelts frs le in-
finite che henno le gtesgse geoﬂetiche; Rammentiamo che
per un cambismento (5.17) dells connesssione affine
i1 parametro affine J subisce 18 tie sformezione(5.21)
o (5.20) cio®

P 2/ O{u{
= Ae /g )
a4
ove /Al & una costante arbitraria S integrsle

s'intende calcolato lungo la supposta:geodetica.
La (8.24) d& (ved. la (5.19)):

. 2.5 A «
(8.25) - : -_9’_J=z;p du” i

8.24)

onde

| i vs ik ey e
(8.26 141} = QD Dl Y L 5 w da
){' s 4544”‘%6%1 5274@@«;4

BORTOLOTT/ - 5/24-/ @ co'nrlcss/on e /; rereliva
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- |
tenuto presente che 7 va calcclsto lungo la gecde—
tica congiderata e che 7& su questa parsmetro zffine
pessiamo scrivere 1s (8.26) cosi:

5 £ 5 o e
:?j}; -zygﬂ[/’_ +;.9p,,_‘9.g/c;f£/“_ —

(8.27)

e

Teruto presente che, per le (8.15), (8.17), si hs
(8.28) {7, 1”% ¥ ({77,43-13‘,1}) = /"

otteniamo, sostituendo: :

Al ‘) d’ |

<] /s - ) p =P P /_7” w du”|

w7} <(5] [im)- s e ) S F |3
cio® :

< ~7 i :/' 9

(8.30) { //jja/:f 2 {/71 @/ Z[ ,g .;}?-;;/JZJQ/“ e’

Insomma:per una trasformazione proiettive (5.17) della
connessione gffine 1'espressione 277.§06 deve varia-
re per ung forma differenzisgle guadrstica zdditiva nel
le c/u®, 32 coefficienti funzioni del posto. Siemo dun
que condctti a precisare nel modo seguente la defini-
zione (£.23) del pil genersle psremetro proiettiveo Sul-
le geodetiche dells connegsione: intenderemo che essoc
gia definito da ung equazione di SCHWARZ
e’ i x

(8.31) {/’/‘4} = -zﬂ/f/;; o =

sve M & uns costante numerica, che per ora non con-
viere precisare: e le /79 sono fungioni del posto

2 4
nello spazio considerasto, la gusli per una trasforma-
zione preoiettive (5.17) delles connessione affine dello
spazic hsnno ls legge di tresformezione

(8.32) Fo TG e —f”fh-f/ ]
7 J-/','{ e ’i{ _/]{( fﬂ;‘ 555;? 2l |

& /’

Per un csmbiarento delle coordinate curviliree la .
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forrs quadrstica lr;_ dee” awcf dovré supporsi inva-
risnte; & naturale ( se pure un po' pid restrittivo)
intendere che /',  gis, pei suoi due indici infe- -
riori, gg_tensore(affine) , ossia '

5 P oY
(8.33) Ey

L/./l/ S

Possiamo conglobare le (8.32) ed (8.33) in un'unica
formula, relstiva a uns trssformszione simultanes |
delle coordinste curvilinee e, secondo le (5.15), del
1& connesgsione affine di partenza {;ij

Per questo anzitutto, posto

o’ 4
(8,34) 3 = = -7{—'501 -

z

poniamo le (8.32) neila forma segnuente:

i /
(8.38) o L= J—M99+ 2

/A A
0, Aa
ove sbbismoc scritto 4;ﬁ, al luogo di 17;4 ; he ge-

guono subito le formule cercate, ver le trassformszio-
ne complessiva:

’

oy s i,
. of - e 9% 19799 Z1g’Q
(8.36) | ./y,.,é, 5 4 fJUJ- ]/.;//&A, .7?//-4}(‘/{-, 2

D'gltra psrte riprendismo le {(5.15) e 1e (4.5)
che dannc pei parsmetri ["‘ , in relszione salle
trasformagioni dells connessione affine ( con conser_
vagione delle geodetiche) e delle coordinste curvili-
nee, le formule di trasformazione
s z P ¢ 0')
(830 1 F s - iy 2’““52 Z

. &

A

(8.38) 7 "I =9 //" 3{‘;’, +9, %) ;



it

eeeeyn ; e ancora

(8.43)

B0~

Per un cambismento simultaneo delle coordinste curvi-
linee e dells connessicne &vremo:

% / Qe 29[ =
8 . ,‘{ ; = 9 ‘/ ’ ()L f:’ i

_/{/5 G+ ‘&i/@'ogff/' s

Le (8.36) e (8.39) possono alle loro volta riunirsi in
un unico gruppo di formule . Poniamo : -

(8.40) i :"/:/f,' = j_w,\«z

'0ve jntendismo - e cosl sempre d'ors il poi -~ che gli
indici greei A, «, v, % ,c0, x,6,¢ prendano i valori 0,1,23

(8.) S0, 9 =1, Di=-9; 9"
29 ey ]

i '2 :
allors acquistersnno significato i simboli lr’v e_ga:

per ogni valore degli indici A”an; e di 2’ (inteso na;
turalmente che 447/( 2! ?’"n: 7! n') JIndichismo con J

7

gli elementi reciproci delle ¥ I nel determinante rq,i
il che equivale & dire che

(B.4ppits 520970 20, . T =@ e i

2

) evolgendo e tenute presenti le (8 41)

‘3 5 +9 9 Ca)o_l. 4,cioé anche 9 f

0,

o o Sl AR o n(\/
91/96/‘ ‘/‘?0,?/0::0 cioe 8_:—2’,% 7

d'accordo con 1'ultime delle (8.41) ;e ancora



7L 44)
cbg moqtra che le 5”
94" | hasnno 11 solito

“y

)I

l(

/ao

),9

«45)

/?i
/“ ryl
intendiame

(_112

St

4

of\—)‘) /C_

——
v

(8.47)

5
nuto presente che in forza delle (8.40),

/‘/‘0

ieme infine risssumere le (8.36), (8.39) e anche
.45) medesime nell'unico gruppo di formule

,» quali particclari componenti
slgniflcatq/g "”ééf )‘

c»(é'

A<
=97
E 0/.( /((’

/L(

/‘(ov

,/
_))’

,Lﬁ)q

'/

’ L

Y 24

ciocd 2/‘1

guaglungue sia 1l'ente (ﬂcalare, tensore,....)d4

I

(Anslogsmente:

cio®d 9 A = sempre)

Notisme che le (8.46) 4d&nnc in particolare, guando une

s

degli indiei ¢’ v

gi riduecs a

&
%

, le (8.45); se

invece <'=;' yr. A’ per Q'=:’ esse danno
s s =28
A QT 4 Y A - i S A
{ N\ / o 77 . 4 2
}
4 » Y 4 '
N pAc g Z Q¢ l
- "-/'ﬁ ..zj, ﬁ/ﬁw 74 <y ~ Z/‘, //{',g‘l
W . d to ) . -e
qf SNLCTA e O"Q/{ 4 9/ < 3
S LA STy A SRERAIC LY ¢ T :
Uz { ‘//I L/:l $ !/‘4 e/’ %”W’% S /, Ilﬂa; +
. z'
: £ 29
ciod . S
7 i 7 s % o7 3 oyt
. —z B Ve Q¢ ] 8 o oy
2 / \ L7 L EX2 ~ ~Z ;
= = _ ,.‘/ RGN _,»' ’!r ",_/" .:',", 4 ¥ {/_} 7 ! / ; 7‘ S : !
(8.49) / d‘;-: b[ ‘ LC/' »A,/-/(/,{' f{:‘,/""_// +ﬁ/§/§/ %,d/,’/ D
questa non coincide provrio.con Tz {€.39) me equivele
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a questa in base elle ultime (8 41). ¢
Anslogerente: per .’ ~a/’ ok TA=0’ 18 (8 46 )dan~
no

7

o 2 1} QY ’c} o/ C_\’?
(=3 = 27979 /—”v L9
J 7 /

!| P A4 ALl

i ; :

H . },’, & ko - ),L o i
(8.50) | _ glgk e oot L 4 gege

- A - ddlgfl/J‘i -"Z/:L, é’/?/l/o;)f -+ L[{/‘/%/ +

'I — i o 3 J Qe \l' g

| )¢ /O o oo 3 P C// :
ciod '

o7 _ ol gh re o 3r9°9°

lf £ c/’/l 7/-7 7/;,.1 g +‘Dp,2, '7‘/ .{_, %’/ +
(8.51) | i .

| s s Oo cje

{ + ‘72 /0/ 9 /"' i J’U' +¢ D)f,({/, .

Questa non coincide con ls (8.36); ma tenuto presen—i
te che

: Ty ]
grgr. ~0F o Ok el e
(8 -52) V. ‘//I' —~ -‘7/’;" J &y Dl&’ == %/“‘,/;;lﬁ}ﬂ 72 —':7\/'/ Zg
: e J & A F i Bt o

sostituendc ne ricsviamc appunto le (B.36).
Riassumendo; le /ify ., che conglobenc i parame-
tri AF}E di uns qualunque connessicne 8ffine sim-
metrica avente le supposte geodetiche; le /“‘ 7 Sy
\jVJ) e le f”g , onde in particolare ricu;ta anche
flssafo su ciascuns delle supposte geodetiche { a2 me
no di una trasformagzione linesre fretts) un parsme-
tro proiettiive, hsnno per un cambiamento delle coor-
dinate curvilinee e, insieme, delle connessiofje affi-
ne / 7z (in altra pure simaetrica e con le stesse
geodetiche) una legge 41 trasformazicne, la (8.46),
che formalmente non differisce da quella dei pare-~
metri di una connessione affine ( 7z+7 )~ dimensionaa

- le. Su questo torneremo frs poco.




| : Someme ey e _ g

Riprendiamo il sistems differengiale delle linee
gecdetiche della connessione sffine lr;g . Detto J
un parametro affine tale sistema ha la forma

. St duh
(8588 T A T gy

me possiamo farxvi figurare,anzich® J , un psremetro
proiettive // ; ottenisamo:

a//- _
{8.54) G/Z“ F duf clu’ e (f';f,—_o?.
oy ar " T[T

Queste possono scriversi nells forms

. R ' ) ;
d wt _j""l du” a/éc/‘_

inteso che si ponga, lungo cisscuns geodeiica,

du’ / TR g
o56) oL L4 4y g

LS

* onde anche (& weno 3i uns costsnte asdditiva)

o : -f/- [//’ Df/-_’ ?
8. iU = 7 : 8
Della (8.56), che vu? sncke scriversi
. o ,n/ ‘A /1 -
(8.58) Sewn g fihd g
air B e

ricaviamo derivando :

{8.59

A A AN T

Z o :'- / E}z;
Q/,éa' & / d (/ Tt )_ -_-—i//))j"'—j;* / ‘2/..__
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= / : a4 a_ﬂ,/dﬁ°
T {/T"J}'\/fo)_ (-a’/’f

{2
]
/

Cio®, ricordando 1e (8.31), (8.40)

. o 2 M
waoy O el L,
: g - . e

Dunque: l'asssegnezione, accento &lle geocdetiche 4i
ura connessione affine,:anche di una parsmetrizzazio-
ne proiettiva per esse (ggoé: di un parsmetro proiet-
tivo, 2 meno di wna trassformszione linesre fratta) aa
luogo anche sll'gesociazione di un ulteriocre parsme-
tro «° -gi punti @i ciascuns geodetica. Tsle psrame-
tro «° , .che giremo"parametro snolonomo®™ secondo
X.VANO ("gauge varisble" sscondo L.BERWALD) & defini~
to d=lla (8.56) od (8.57);esso insieme &lle coordina-
te curvilinee dei punti delle geodetiche goddisfa al
gistems (B.5%),(8.60),che pud anche cosl riassumersi:
(8 .61) g’ v el e Ly

ad r? e Gr dr

Viceverss:dati 1 parametrizij, ,qusli funzioni delle
«* (per ora sotto la condizione che sia / ;= /. e
valgano le (8.40))se 7, «" sono parametri in relazione
gi qusli le equazioni differenzisli delle geodetiche
possono scriversi nella forms (8.55), e valgs anche

1a (8.60), 77 & un paresmetro proiettivo ( e corrispon-~
de slle assegnate ziyk yed «° goddisfa alla (6.56). |
E infatti; il confronto delle (8.55) con le (8.53) '
scritte in relsgione & un parametro sffine J ci 4a
subito le (8.56) e gquindi la (8.59),il confronto di
questas con le (8.60) dga che fZT,ﬁj si esprime precisa-
mente mediante 1& (8.31). =

Tediemo come si ¢comporterd léio diu ] per uns tra-
sfornezione (5.15) od (8.37) dellzs connesgione sffine.
I1 parametro affine J mutsndosi in J secondo le (5.2

cio® v : ) :
£ : Stk
et z/g;’ du oA Tp it
(8.62) __d_/___J - A e . = Jq e

el



avremo
S

8 63) “._77: o a//7'_/_ 62” .
(8. a5 s A : :

de, irdicande-ocon -%4° 1a determina¥ions 41 Lo
onae, 555 il ok am
che corrisponde ad
¢ a,/ual e’ = %
(€ -64) = —{-% ——éi—-

I ar A ar
Cnde gznche, conglobando le formule di trasformagzione
- 1 C[(’L”:
Qi '777‘ - - : Sp
(£ / ; 2 o]
i Quw” §~ c{zc'[
8 <68) 7 e N
: e’
Insomma: 1la legge 41 trasformazione (8.64) di = &
precisamente quella che occorreva fissare perch® asso_
dee® it £

a40: 2K £ 5 ne tass I 2115

ciato o alle - ne risultasse un ente dotato dclia

iegge di trasformazione (8.65), che & precisamente la
stessa di J%; (vettore controvarisnte) in relszione &i
fluovi indici(greci) che prendono un velore di piu.
Conviene dare'a Qu* ,che lungo uns singole geodetica
equivale a {%%--dﬂ’ e guindi dipende, oltrech?® gal
puntc e dalla direzione che consideriamo, generalmente
anche dalla scekta dei parsmetri J e /7 sulla gecde_
tica, un significato un po' pih generale. intendercumo
che du° designi uns espressione differenzisle  cmoge_
nea di grado 7 ( non a priori linesre) nelle du*® ;di-
pendente inoltre dalle «‘e (in generale) anche ds altri
parametri: tale che per une trasformazione (3.1) delle
coordinste curvilinee e (5.15) od (8.37,) della connes-
sione affine /7, (entro la totalitd delle connessio-
ni effini simme%riche che hanno le stesse geodetiche)
l'ente costituito dalle o/w® e ou® , ciod du? abbia
la legge di tra:Zcrmazione :

s A £
g P
(™466) du’ = 7 da’;
BoORTOLOTT/ ~ S i 9 conrejgions 'praléfli vez THsh. Q
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i1 che equivale a dire che du’ ,inveriante per le (3‘1)»
per le (5.15) dovra mutarsi in ‘

(6.67) dut' = du+8 dut

S'intende bene che guestco ante adu’ 1ntrodofto in 5uofan'
za quale elementc accessorio, per comoditd di sviluppiy
gquando non sia (volta a volta: come ad es. lungo le geo
detiche) ulteriormente precisato non ha e non pud avere
une egsenza geometrics, e nella costruzione di enti geos
metricl se pure interviene dovrd poi scompérire o Ccopuns
que non influire sul risultatc finale: che ad ogni modo
‘la sua introduzione sia utile risulterd da gquanto segue
( & del res to, se non d1 @«°, uns interpretazione geo-
metrica di d«”, se pure riflettente 1'indeterninsz iong
di du®, verrh a suo tempo precisata).

9. Tensori proiettivi e derivazicne proiettive:
tensore di curvaturs relative. La connessione
proiettivs normsle. Parametri /74, di 7.Y.
THOMAS. :

- Quanto abbismo ora esposto ci conduce nsturaslmente
21l'introdugione d4i enti che per ora ei apparranno in
un aspetto soltanto formele; del quali perd nel segui-
to verrd chiarita la ragione d'escere geometrica. In
relazione alle trasformazicni (3.1) e (5.15) cice a11e
trasformazioni lineari

7

A )7
(5.1) dut = G du’ (o du'sDldi)

gulle u” ,Ove intendiamo che sia

> o T e : G MY : Oz Deet
Gy Y- g0 91850, - 2%
diremo iersqjé proiettivc vn ente che sia rappresentato
a4 componcnti,ﬂg /;'D“J dotete della legge di trasfor-
ac 2ione 4 2 ~

' S R A, B e !
T : e pd ¢ 29_ v s My g
.,\‘ 3) jy:{/“. ./Z' % 9/2/, 9’12' ?/‘r 9/‘.1 ‘ZZ/ /').:: .
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siremc tensori affini (ove la distinzicne occorra)
gli uwsuali tensori, 1 cul indici prendono 1 valori
12....» 0; le cui componenti si trasformano secondo
1e . (3.2).

g'intende bene che un tensore prolettivo gard as-
geznato quendo sisnoc date le sue componenti in rels-
ziore & un sisteme di coordinate curvilinee e a uns -
gcelta di /u°, ciod di una connessione affine simme_
trica [”‘ . le (9.3) varranno a determinsre le
componen€§ del tensore enche in relagione & ogni al-
tra scelta del riferimento curvilineo e della connes-
gione affine (fra quelle simmetriche che hanino le sup-
poste geodntiche)

Per un c¢ampo di tensori (le cui componenti sianc
funzioni nots deile «° )un sistema di quantitd /2%
che abbianoc in re1a31one alle (3.1) e (5.15), cio® al-
le {9.1) la legge di trasformsgione (8.46) 4A lucgo a
ung derivazione covariante: se ad es. A, B* sono
tensori proiettivi del 1° ordine (che diremo anche:
vettori proiettivi), '

-

2f
F

s S : 7
{9 -4) : V/{JAIZ = Ca/uA,? }ir’;?/uAy,

VB* =9, B";’F” -

(ove 81 solito 9, 5,,32 ,CD 75;) sono puze tensori
proiettivi, del 20 ordine; derivate covarighti di /Q o,
rispettivamente , d1 B?

Fino ad ors ncn 3 intervenuta elcuna particolare
ipotedl nei rigusrdi aelle zf;v,t enne la legge di tras=
sformazione (8.46).¥s intendendo che vslgano le (8.40),
ove A ¥ 8l solitc una costante numerica -+ O, ne risuml_
ta subito una conseguenga interessante: fra le compo-
nenti del nuove tensore proiettive V’,? { o a1 V’Z;J);

“le £741(o rispettivamente le iﬂB ) a meno di un fettore‘
numerico riproducono le componanti.A. (o B* ) del ten-
sore primitivo.

E infatti

S0
(9.5) VA, = -MA VB - MR
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e in generazle, per un tensore proiettivo d'ordine 7+
(con ¢ indici di covarianza, J di controverianza) :

(9 06) {7_7\[ [d 2)” /"/‘ /"J
‘e 4y

L'sltra ipotesi particolare, amnme ssa sino ed ora, che
sia

i z
(9.7) [—Z/-;L — Fio,"
non ha, nei riguardi della formazione delle dexivate
covarianti, alcuna importanga: si riflette soclo sulle
formule di commutazione di cui ore diremo (ma 3 ben uem-;
plice anche gui vedere come 1 risultati 6i modifichino,
facendone aatragione) .Per™un tensore proiettivo qualun-
gue , ad es. per 442 , calcoliamo ora le differenze '

77§£ A} Z:VLA); troviamo (in forza delle (9.5) ,(9.3

= ‘ Lrr ® ¥
(¢.2) (B v = 1 4
'ove abbiamo posto
( c R T 2
s L vl L L

L'ente rsvpresentato da queste componenti é un tensozre
proiettivo che verra detto tensore di curvatura delis k
derivazione proiettiva di parsmetri /% .Come vedremo
tali paremetri oltre &l ruolo formeéle,” di perametri di
derivazione; si possono riguardare gquali componenti di
un effettive ente gocometrico, che diremo una connessio-
ne projettiva:ma il tensore [ﬂ‘x non ha in relazione a
questa un ruolo comparabile ton’ guello del tensore al
curvatura di una .onaessione affine: come vedremo tale
ruolo % inkece ternuto dal tensore

P e P / T 7 v w0
(9-10) 'PLy/u.Z == “’V.,Lé/’- % ;;752 [:/““’ ;

¢Appunto questo verrd detto itensore di curvatura della
gconneggione proiettiva). .
~al temsori [/ " ° ed F?QAk e anche sui tensori
y ;

2



e . e

proiettivi in 5brera¢e & opportuna qualc‘*e cgcervaZi one,
pnzitutto: come /  ,°,cosl anche é/ﬁy;;i“' ha carstte-
re di tensore: p101ettivo pei primi tre indici, &ffine
pel quarto. E infaftl % )

5 f
(9.11) [_;/u,l’ = 7/ 9/“3 91,
) ? ’9/429) 94”

2’ v’ T v/u]\
in quanto %2 = . In generale: se un tensore proietti-
vo ha indici di controvarisnza, le sue componenti per le
“ quell uno o pid di questi indici prendono vslori £ ¢
formanoc pure un tensore, che rispetto a tali indici &
sffine. Apalogamente risultas che ad es. 1'%u0? 3 un ten-
gore proiettivo del 3° ordine:

£
r —0999 V/L(Q = 89 Q /-;’/L(Q )
in generale: se un tensore proiettivo ha indici di cove-
rianza, le sue componenti per le qusli uno o pitd di que=~
sti 1ndici prendowo 11 valore O formano pure un tenso-
re, Che ha gltrettanti indici di covarisnza in meno.

V,aJ

(9.12)

y!

e

Anche -ZOﬁa & Vo}? sono dunque tensori proiettivi,
perd essi sono identicamente nulli. In quanto /.
ovviamente emisimmetrico rispettoal primi due indioi bq_
sta verificare il fatto ora enunciato ad es. per / $uA

(9.13) £ iid =0 ” D —LFO/:; /;;’F*
74

:ﬁfz_ﬁﬁ;jz o

Vcco ung immediate conseguenga: < , ;" 3 un tensore, af-
ine pei primi due indici, gr01ettivo per gli altri due.
E 1nfatti

e R M K“T J i
(0.8 e g e 9
‘ : .chn/r/}l ——92':%,9 2 - 99 /Z/} |
In genersle: se un tensore proiettivo ha (almeno) un’
indice di covarianza, e le sue componenti per le qualil
' tsle indice premde il velore U sone tutte nulle, le com-
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ponenti rimenentl formano un tensore che per tale inpxﬁ
dice & affine.
Nel nostro caso in qpanto &

i ; I 37 o S— ,/ . e
§9-10) Lol g ;; ~/1
L ‘?.' csa P
il tensore»z‘;) pudb identificarsi con /:#3 e chia-
margl ees0 stesso tensore di curvatura della deriva-
zione prclettiva. Analogamente si ha

RO z et o
(9 016) RV/L(/? = gv {5:;/ ]:L.)‘;/z
Alle proprietd sinora elencate pud aggiungersene u- :
n'altra: se T & un indice di contyovarisnge di un ten
spre prolettivo, e tutte le componenti 4i queste per !
ie quall T prende uh valore £ (¢ & annullano,le
rimenenti formano un nucvo tensore proiettivo,che ha
un indice di controvarisnze di meno. Un esempio che
gi riferisce ancora al tensore di curvatura, verrda
indicato fra poco: notiamo intanto che se A’ & ten-
gsore proiettivo, _4A°€ un tensore sffine, e se A ‘=0
A, ® uno scalare (invariante); se 5 8 un tensors
pr01ettivo, B, & uno scalaxe e ge 23 0, B; & un
tensore affine.

Torrando al tensore [7/) : applicazione repli-
cata 41 gquanto ora s'® esposto ci aa che.[’ fé un
tengpre affine: il guale perd nelle nostre {potewl
¢ pullo:

o Lo s YLD L L R L L

A
M(F _'[:/'iz):d *

v.s-'

B nnllo perd solo in quanta si preeuppongono valide
le (9.7).{In caso contrario eseo ci dard quello ohe
diremo 11 tensore di torsione della oonneg;ione proisi

- tive : notiamo che e sso coincide con }?/ Ye
~ In quanto valgono le (9.17) in forza ai quanta Po_
co soprh si ¥ avvertito anche /',° <ard un tensore

(affine) il quale perd  nullo:



h = “Sern

il
o o A
(".lf} ’[:';/'0”: ‘/. LD F"‘/ +/'7 [;/ -—/; “ /1/ /t}
{55 - M (g L) = 0

“e . 'a
1e componerti (eventualmente) non nulle di /T;d gi
yiducono insomma, nelle nostre ipotesi, alle sole

i

z S

[,e ; comlcehd /., ," & un tensore affine. .

Un altro tensore affine, che si ricava da F AN
in forza delle (2.17),®2 =¥, ,° .Infauti:anzitutto gs
]?Vugz #i ha per contrazione .1 ;@8 in gquanto -tutte
le ‘componenti A’ 1% sono nulle la somme ora indicata
si riduce ad 7/, .Le componenii A 1¢ sono nulle, dun-
que ?ﬂ JZ ¢ un tensore; anche le componenti E?J > gono
nulle per le (9.17), dungue 7?/ ® » un ‘tensore affine
del 2° ordine. Si pud, secaondo il CARTAN (che veramen-
te fa uso di un assai diverso simbolismo) porre la con_
dizione invariante che valgano insieme alle (9.7) o
(8.17) le condigioni seguenti:

9.19) _Ei)éz 2 Ziyéz_ S o R

verifichiamo subito come guesto valga a determinare

le /77 _in funzione deile / 5 e quindi ad associare
slla connessione affine (simmetrica) 1”'£ (in modo
invariante per le trasformazioni p101ettive @i questa)
una derivazione proiettiva, o anche una connessione
proiettiva : quella che CARTAN dice connessione proiet-
tive normale, "& gquale ha indubbiamente un ruoclo so-
stanziale nella teoria se pure la sue costruzione non

b geometricemente espressiva.

.«  Infatti 1e (2.19) si possono scrivere

}%m) ?M”:f%[gmhﬁgfzf—ré/ﬁf“

(h : ‘ 5 ;£7‘/E}/P:2 —i&yrl;y) =

piod

E

(9.21) Carﬂ “DQ L T M

Y e £t
n+f /, 441#%// = 1/

n+t f/w g a"\"*aa‘» )



questo da appunto

‘IO ,—'
(9 o22) J—/—/{J = Tf{—,}“{(() /—' s \/ZJ ;g «/—/"A‘/_;; ._/ ,{’
.4[(/7—'1

Conviere trasformare le espressicri ora ottenule in mo_
do dsz farvi figursre scltanto i parametri 77; ai
T.Y.THOMAS e 1le .L‘g._fﬁét .Tenute presenti 1e” (5.13)

abbiamo sostituendc, con agevoli sviluppl:

o 7 / et -l i )
o P {Reg =7 reSae A, Sl g0
J“23) < »i/ = A ,h__’// ;./ fs ”i}/ v e L’dr/
/ i : ! At ke /“
Hnet) |4 ‘/—:‘é L TR ) L xi)
Cio2 anche, ricordando l1e (5.34), (6.8):
‘ ] ey s ﬁb ;
© 2GR SR G R s it /7’
% Min-t) s +J’f/ﬂ+/] L ‘g n#d # 4” ‘
(

kisulta dunquc provato quanto volevamo. Di pid: in re_
lazione a ciascun riferimento coordinatc curvilineo
possiamo scegliere, fre le infinite connessioni affini
ulmmetriche aventi le stesse geodetiche, quella i cui
parametri */ ; gi riducono proprio ai psrametri Zrﬁ
di T.Y.THOMAS® verifichismo subito che, corrisponden- .

temente , le 'f[ig- 8i riducono &i primi termini del-

spressioni {8.24), ciod ad e

T Iinfatti: bastera,

ie ¢

{5.25)

2.
. el
ciod
(9.26) <
{intendiamo:

1dent1’icare 93
te che in relazione al presupposto riferimento curvili

M (r-1) A
secondo le (5.30),porre
sk L ~__i__[_15
i . A

f’[/17+// ﬁ—c/' £

con quel vettore covsrian
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: A 7 /—;g
neo 75 quali componenti le quantitd - < ;).
menute presenti le (8.32) ed (8.35) e d'altra par-
te 1le (5.15) od (8. 3”‘ e le {6.4C) sbbiamc appunto:
A f"" Tic 7._,-1' ’.\,lw-/" ,,~' 774...2'

8,27 g 2 4 - 4 ol el 4 B
(° / K’d /i/ > “'ﬁy 4[[,7 7 Ly

~ *r3 ) -~ A

*Lﬁ —3 [ = _/Vz C\’_., &

pce ok

ex ciascung scelta del riferimento curvilineo gb-
nismo cosl un ccrrispondente sistema di parametri della
connesgione proiettive normelie (o, se si vuocle, d4i una
derivazione proiettiva): i quali dipendono soltanto dal-
le ;rz. e loro derivate (oltre che dall'sssegnszioue
della coetante numerica ./ ). Tali parametri per

7

R+7

bl

(¢.28) S

gonc ststi dati nel 1¢26 ds T.Y.THCMAS: introdotti da
lui i1n modo diretto e purasmente formsle, ma applicati
per una interpretazione (7 +7 ) — dimension.’~ 4i cui
dird in seguito. :

Le (9.27) sono state cttenute associando opportuna-
mente 8l riferimento curvilineo uns scelita della con-
nessione sffine. B' ovvio che esse ncr potrsnno avere
siznificato inveriante quando indipendeniemente le coor_
iinste curvilinee e la conressione agifine venganc tra-
sfcrmati. ¥Ya & facile precisare il gruppo 4i trasfor_
rezicni in relazione al guale le {©.27) hanno gignifi-
.sto invariante. Rommentiamoc che per le {3.1) i parame-
tri ﬁﬁg. hanno la licgge di trasformazione (5.27); per_
chd sl msntengano valide le (9.27) dovremo dunque ave-

¥4 L
prapa o 2 ; <
©,20) 15 = z/,,zfﬁ 99 9 94'57‘%"5;'
- Al 4 7
4 -k
(@) ®rc’
ove ag ¢ dato dalle (5.24) ,(5.25) .Ma le 1(}2 gono i
paramétri 4i una nuovs connessione affine: di oﬁella che
in relszione al nuove sgistemra coorxrdingtce ha i parametr1
eguali all» 7Q . .Corfrontando con le (€.45) ricaviamo
che tale trasformszione della connecsione 2 legsta al;g

(’\

—

= L S

RA2rA —— c . : ot £
BOSTALOT I - D/";ie;z/ P COD G EL BE D it i



trasformszione delle coordinate dslle condizioni

A

ey s

d M A fnyt) 9 luh ..,
cicd
; 2 LR oY 9/ Y.,
(9.31) P = MZ% Zgﬁ I e Z’j Yoo

Dufigue 11 gruppo di trasforme zioni in relsgzione al q?f
1e le (9.27) sono invarianti 2 caratterissgsto dai seguel
i1 valori delle i%; = ,

e "'_ 92/ v_q:__f___CD.
B32) 9 - 9« T 9 .5 st

ove 4 2 il determinante funzionale delle s’ rispetto 3
alle 22’ .Teli trasformezioni, del tutto determinate (ai
segnato /A7 )dalla trasformachne sulle coordinate curvias
linee, per la prima velta si sono presentate (per /= —3
nel lavoro gid accennato di T.Y.THOMAS; per altra via vj
- giunto {ed & stato condotto a porre N = .Z) nel 1928 41l
BLEN, ma sostanzialmentef“@ié sono implicite anche nellf
memoria del CARTAN (1924) di cui diremo estesamente fra
‘non molto: giacch®, come accenneremo, il CARTAN fa uso
di certi "riferimenti®™ che sclo per le (©2.32) sono inya-
rianti. oy _ 3

Torniamo alle /., di T.Y.THOMAS. D& un risultsto mol
to interessante il calcolo del relativo tensore di cur-
- vatura: il quale, in quanto *f”b:ﬁ ,potrd deqign8151 in

differentemente con *f?_J o anche con i[T .Notiamo ch
‘81 hg manifestamente 7 3
c - : 36 o 5 4(-/—-70
(G .33) zF;; = 5
o & o

11 che per le (9.32) ha carsttere d'invsrianzsa. Cid pozt
sbbizmo subitO' ]
/

SR _9// +// 77 /7 ., +,«z/5T
S [/ Ac
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si08, tenute presenti le (9.27) e le (6.8),(6.16),(6.18)£

75

-

(9.35) "J:’./’.}‘f‘fz 774.;,;‘23/.‘26.4 Fee= Wi i3
| poi :
* g . o
(9.36) fg/'o =il
infine reumentando le (6.22):
. % A a0 # =2 x o
(9 37) /; /“' <D [;‘. 2/‘_[—;2/ [;L. L

oR

Dunque 1l tensore di curvatura della connessiore proiet-
tiva norusle, rappresentata coi parametri A Y.
THOMAS, ha componenti * L,4 che s‘identificanoc con
quelle del tensore di curvatura preoiettiva 41 WEYL,
W L’,f'; ha componenti */.,2° che a meno di un fatto-
re numerico (7 si identificano con quelle del cova—
risnte proiettivo di VEBLEKR e di THOMAS, <2 ,.4 ; ha 1le
sltre componenti tutte nulle, %

Conseguenza particolare: 1l'snnullsrai del tensoxe
di curvaturs dells connessi om proiettiva normale o
legeta a uwna connessione affine /5% & condizione fe-
cegsaria e safficiente perchd tale connessions gaffime
sia prolettivemente piana.

 Pik in genersle: risulta pressochd® manifesto, in ba~
¢z a gmanto diccume al n.6, che lo studic degli inva- .
rianti projettivi 4% une connessione affine gi potrd
ricondurre @ queliO dells corriaspondente gonmeesicne
preiettive normale. 2 infatii quests & detorminata-nel
13 gua rappresentszione (9.27) - delle 77'4 ,& inverea~
nente le determina. Ls derivazicne proiettivc col]gga-
t5 8lla connessione proiettivwa normsle fornisce 1 'alge-
ritno pdatto pexr una cosiruziome degli invarianti proiet_
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-tivi legati a uns connessiocne s¥fTine: quale nel quad
della teoria delle connessioni affini non si poteva ¥
vere .(Cfr. n.6) .Su guesto torneremo parlando(nella P
te II)  delle connessioni proiettive in generszle.
In relazicne alla connesgione proiettiva normele,
pil esattsmente slls sua reppresentazione (9.27)  risw
ta lecito azsumere quale espressione differenzizle du
dotata dalla legge 41 trasformazione (8.67), il dlffe@
ziale esatto 4i una (7 +/) —ezima varigbile «° '
a trasformarsi nel seguente mcdo: ,

’

I

(9.38) " U + ———— too /4 /4 =

Introdotta accanto alle ¢« ia variabile 4° (da cui pe=
*® si intenderanno semprc *n@ipendenti le componenti
dei tensori e di tutti gli enti che considexriamec: in 1
do che sia sempre _/fiz‘/ per ogni.fi )le (5 .32) pos
gono pil semplicemente scriversi:

3 3 4’ 44
(9.39) P4 Tou! laph s 2el i
y SEt g Ta e Ly = TER g )

Le &7, ciod (4 ed wt , possono pensarsi quali coordi=
nate dei punti in ung varietd gd n+l dipensioni; nel-
“la guale 1le j”)) o in pasrticolare le ”[7‘ ) in forza
delle (8.46) possono interpretarsi come parametrl di ¢
cennessione affine.

- Questa interpretazione 2 steta utilizzata 4a T.Y.
THOMAS (1926), che ne he tratto interesssnti applicszi
ni, ad es. dando 1z costruzione di coor dinate normsli
(che potremmo dire omogenec, mentre gquelle di cui s'®
detto a1l n.7 sono ncn omogenee), e quindi di "estensio
ni proiettive™ dei tensori (proiettivi) e di "tensori
proiettivi normsli" con processo del tutto analogo s
quello che si segue, secondo VEBLEN e T.Y.THONAS, nell
usuale teoris delle connessioni affini. Anche su que st
ci conviene tornare nel seguito, con vedute pid genera
11 . Notiamo intento che 11 gruppo 4i trasforms zioni st
ie #”- nom & qui quello di tutte le possibili trasfoz
mszioni. Cid formalmente ha conseguenge di cui 2 ageve
rendersi conto; ma non & affatto chiaro quali cirxcosts

-
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geometriche sianc riflesse da ¢nel fatto analiti-

Terminc sccennando ad altre questioni tuttora aper-
te, che si riferiascono alls connessicne proiettiva nor-
mle e 4'altrs parte a quelle coordinsmte proiettive

ormali (non cmogenee) di cui s'¢ detto al n.7 .

Seconde la (€ .31) glla connessione proiettiva norma-
e, cic® al corrispondente sistema di parametri Iﬂz
dati dalle (2.24) (che potremo intendere portati alls
‘orma f[}ﬁ,lndlcata dalle (9.27) ; ma questa 2 una con-
dizione a%cessoria) corrisponde un ben determinato pa-
ametro proiettivo */7, che potremo dire ”parametrd——
rolettivo normale™. Determinato, s'intende, a meno di
rasforme zioni lineari fratte (eu ciescuna geodetica).
Dsto 11 sistems delle geodetiche, risulta dungue deter-
minsto su cisscuna di gueste linee un psrametro proiet -
tivo, gquello normale ore dette. Qusle & il swo sigrifi-
cato geometrico ? la questione non & stata ancora af-
frontsta: converrd cominciare da casi semplici, ad es
da quello in cui le geodetiche supposte sono le 11nen
di un sistema 3-asciasle , secondo il Bompiani, su 1 di
una superficie di 5, proiettivo.

Un'altra questione che si presenta naturale & cuel-
la del ragguaglio fra i parametri proiettivi costruiti
al modo del BERVALD, mediante una equazione schwarzis_
ns (8.31) - in particolare, fra il pesrametrc proietti-
vo normale detto ora - e 1l'sltro perametro ¢ 4i cui si
2 detto al n.7 , collegato slla costruzione delle coor_
dinate proiettive normsli fatts las modo di EISENEART.
Anche g , come si & visto, risulta un parsmetro proiet-
tivo.

Potrd esso costruirsi pediante una equazione (8.31)
corrispondente & ung determinata connessione proietti-
va ? 15 gusle dovrebbe essere determinata,come lo &

il parametro ¢ (quasle parametro proiettivo), al pari
della connessione proiettiva normsle, dall'assggnazio-
ne delle geodetiche.

Un primo passo potrebbe essere 3 osservare che dal-.
la (8.27),0ve si ponga ¢ = -;;? /‘ ‘ si ricava (natu-
reluente: guale conqegvenza di*ferenulale dell' equazio-
ne del 2° ordine cui %~ soddisfa, di cui 1a (5.31) & 1l'in

o

ct'v! = J.-H- ,.x.a-*
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tegrzle generale):

A / 3 ,__,1," £ £ ) / ‘/, d A
G ST LR e
(5 .40 z, 5* Y (‘2 Rt n+/ /;& /{,Qg/ ads ds

(cfr. con la (9.23)): ove /A » il persmetro affine inva-
risnte 41 T.Y.THOMAS relativeo gl suwpposto riferimento
curvilineo: il gusle si riduce a ¢ se le coordinate
sono gquelle proiettive normgli. Un sistema di parametrt

z”’; » in relazione al qusle il parsmetro ¢ soddisfi
ally (8.31), dovrebbe avere relativsmente a ciascun si-
stets di ccordinste proiettive normali, quali componen-
ti & meno del fattore]f%gﬂg guantitid entro parentesi
nel secondo membro della (9 40)
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11. ROTE® ATIA I°® PARTE (™)

(1.a) - Indicazioni pil ampie circa { precedenti sto-
rici della teorie "proiettiva®™ degli spazi a connessio-
ne affine =i trcversnno in 52, pp. 111 - 118. I lavori
di BELTRAMI SCHIAPLI ' KLEIE SCHUR, CARTAN menzionati
nel tegto sono: ;_é_;'§;§,15§;§§. Ulteriuri indicszioni
bibliografiche ho dato nel lav. 52 ; qui mi limito ad
ggginngere che nel campo della geometria differenzigle
clasgsica (metrica) delle superficie il risultato fonda-
mentzle del BELTRANI & stato completaty da U.DINI(4 ;186¢;
i1 qusle hg deternminsto tutte le superficie suscettibili
di rappresentsziocni, geodetiche (t3li cioé da conservare °
le gecdetiche,nel significato ordinario) le une sulle &l_
tre; esse appsrtengono alle clagse di LIOUVILLE.(Naturel-
rente s'intende escluso il caso tanale, che la rappresen_
tezicne ei riduca a una isometria, asnche s meno d'unsg si-
rilitudine nello spazio). Nell'ordine d'idee dello SCHUR
- il quale nel lav. gi2 citato (8 ; 1B86) ha considerato
gli eventusli punti P di uno epazio riemsnnisno tali che
per tutte le superficie gecdetiche in P valga 1l'assioma
del piano; e ha dimostrato che se nellc spazio supposto
esisteno due tali punti, lo spazio & a qgrvatura costan-
te, quindi prciettivsmente pigno — &, HERGLOTZ ha dimo-

(") ciascuna nots porta i1 n, del testo, cui si riferi-
risce. I numeri sottolinesgti si riferiscono sl pre-
cedente e-encc bibliografico.



strato (10,1921} che 1l'esistenza di un punto P comd quel
lo ora detto porta la libera mobilitd delle figurse ation

3 P. Questo teorema, del guale ha dato recentemente 3
una dimostrazione wolto semplice W.BLASCHKE (60 ;1940)
si riconnette alls carstterizzazione degli spazi di ;
curvaturs costgnte guali epszi ove sussiste (attorno
e ciascun punto) la libere mobilith delle figure. Ved.

a questo propoeito E.CARTAN: Legons sur la géométrie
deg espa ces de Riemann; Peris, Gauthier - Villars 1928
PP.123 - 132. f

{(1.b) = I1 laveoro di WEYL smpismente accennatc nel
testo & € (1921). A questo hanno fatto seguito, a bre-
ve distsrza, uns nots di EISEFHART ¢ VEBLEN (ll ;1622)
cve si di 1nizio alla "geometria gei cammini” e pol al-
tre due note di Eissenhazt e di VEBLEN (13,14;1522)ove
ls questione delle proprietd ®proiettive™ dei cammini
viene impostata, con alcuni prim* risultati.

I lgvori di T.Y.TkOﬁAS ai cuf;fa cenno sono special-
mente : 20 {1925) ove s'introducono i pammeﬂ:riTIHL
20 (1926; ved. anche 24 e 44) ove som introdotte le [
e se ne da 1'interpretazione in n+l dimensioni.Sullo
svolgimento storico(sine al 1930) dells geometria pro-
iettiva dei cammini ha dato ampie indicazioni nel lav.
9.

N-‘

(2.a) - Cirea la nozione di "spagic tangente® e a
proposito delle (2.4) ved. E.CARTAN, Sur les varidtés &
connexion affine, et la théorie de la relativitd géneral
sée,"Annsles de 1'Ecole Norm. Superieure®, Paris,(3) 40,
1023, 325-412; 41, 1924 , 1-25; 42,1925, 17-88 (spec. |
40 ,pp. 361-362), e anche il 1ibro del CARTAH cit.nella
nots (1l.a).

(2.%) - I1 1av. del CARTAK ove & introdotto e svilup-
pata la teoria generale delle varietd s connessione prod
tiva & 17 (1924); molte altre ricerche del CARTAN e di al
tri su queato argomento ggerannc indicate nel secondo ele

- @0 bibliografico. :

(3.8) - Circs 1l'algebrs e 1l'snalisi tensorisle per
.-~ 8pagzi a connessione affine mi attengo in gran parte
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2l simbolismo adottato dallo SCHOUTEN: ved.spec.l8
1924;_54,1835, B.I. Sugli spazi a connessione affine
ved. anche 11 lav. di CARTAN cit. in (2.a),la mie me-
goria 48 (193C) e 4 1libri Ai_ SISCTHART (;_, 1927), 4i
STRUIK (§3; 1934) e a1 T.Y.THOMAS (55; 1935).

(4.3) ~ %8 derivazione covarisnte per tensori &
pid serie d'indlci ® stata introdotta sotto aspetti
particolari da R.LAGRANGE (1922) e poi da B.L. van
der WAERDEN (1927); nella sua sccezione pil generale
(cui s'accenna nel testo) da me (ved. la nota:Spszi
gvbordinati; equazioni di Causs e Codazzi ,*Bolletti-
no Unione Matem. Italisna® (1) 6,1927 134~157, e an-
che per le bibliogrefia, 1ls mis wem. Sulle vsrietd
guobrdinate "Rendiconti R.Istit . Lombardo®™ 65,1931,

441 - 463). Ved. anche 54 , ove 1la “D—Symbolik' cioé
in costenza 1'operagzione D in parols, & insrodotts aot_
to Jspetto particolare e per via assai differentel 7:%

(5.8) - Circa 1'argomento esposto nel testo si ve-
dano 11 lav,. 20 (di T.Y.THCMAS, 1925; ove sono intro-
dotte le TT,h e viene definito il "parametro proiet-
tivo" p, che nel testc 2 chiamato "parametro affine in_
varignte) e i 1ibri dello steseo T.Y.THOMAS (55) = di
EISENHART (34; p.87 e =eg.). Le vedute di WEYL scno espc_
gte in 9 (1921) e anche in un'opera posteriore (16 ;
1523} dello stemsc sutore. Ved. anche 18 (Schouten)
pp. 129-133; 53 (Struik) pp.25-26, 54,11, pp-176-133-

(6.a) — La via seguita per trovare le condizioni
d'equivalenza proiettiva di due connessioni qf*ini €
gostanzialmente ( a parte I'uso del simbolo‘ﬂn. jquel-
la di VEBLEN e J.M.THOMAS in 27 (1926) .L'espressione
(6.18) pel tensore @i Weyl & stats trovaets da J.K.THO-
¥AS (22,1625). Ved. anche 34 ,pp.100 e seg.

(6.b) - A proposito delle condizioni (6.28) o (6.27)
perch® welganc per tre gqualunque vetsoxi €, . ¢ 1le
(6.29), ved. 48 ,nota (°?) a pp.80-81 (ove & da correg-
gere, nella terzultima riga di p.80, ur evidente errcre
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3i stampa: deve leggersi "Ponendo 1w=m ,C =",

(6.0) - Nei rigusrdi delle trasformazioni per le
Qui%é T7)ﬁ 2 un teneore , ved. 27 ,pp. 283-284; e ;i}f
24‘

(7.8) - Le coordinste proiettive normsli 3ono state’
introdotte ds VERLEN e J.M.THOKAS (21,1925); lo svol-1¥
gimento seguito nel testo, a parte alcuni chiarimenti
che mi sembrano abhastanzz sostanzisli, 2 quello dsto
nel libro di EISENHART (34 pp.110-116).L'osservazio-
ne che anche il parafe*ro q 2 soggetto a trasformar-
gl mediante uns trasformszione linesre fratta, la (7.4
non 2 fatta da EISENHART. Ved. anche la sua nota 46
(1930) . Lo svolgimenic rapido com cui sonc ottenuti
gli sviluppi (7.6) 2 juellc introdotto nel mio lav.
48 (1930 p.68) ove =i costruiscono le coordinate af
fin! normsli per una connessicne (generalmente) asim-
- metrica. Per ung conne:sione simmetrica la costruzic-—
ne era state data dali VEBLEN ; 12, 1922. Ved. anche
15,1923, ove si introduccno le "estensioni® di un tens
sore e i tensori ncrmali cffini; e 34 ,pp. 58-74, e
91-04, ove 1'EISENHART espcne 1 risulisti di J.M.THO-
¥4S(25,1926) circa una questiome rroposta dal VEBLEN
(nel suo "Fresidential Address®™: Remarks on the Fon-
dationg of Geometry ,"Bulletin Amer.¥Msthem. Society"
31,1625, 121-141;ved.p.131): ciod, sotto gueli parti
colari condizioni per la connessione gffine le coor-
dirate ncrmsli affini subiscano, per effetto ¢éi un =
cambiamento proiettivo dells connessione, una trssfor
mazione lineesre fratta. :

Nei riguardi adelle coordinstc normalil cito snco-
ra i1 mio lsvoro recente 61, 194C :ove ¢ data, riten-
g0, infine in modo geometrico del tutto chiaro regicn
i'essere sias di queste coordinate che delle "estensio
ni" e dei tensori normali: se pure con siferimento a
uns qefinizione di queste ultime nozioni,che & diffe.
rente da quells della Scuols asmericsna. Un lavoro del
BOMPIANI, tuttors in corso di pubblicazione (nei Ren-
diconti della R.Accademia d'Italia) svolge analoghe
considerazioni nei riguardi delle estensiomedei ten=
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sori normall secondo VITIER e ™.V.THOMAS, e contiene

(8.8) L'idea di un "psrametro proiettivo".® dappri-
c-:g.osr,a, ma senzs ei‘:f‘etiivi sviluppi, da DCUCIACZ
£2,122% ) pa_.147); pci da WHITEHEAD (5C,pp.338-341).

h WHITEHE&D & dovuta l'osservszione che il sussistere
1le (8.61),quali equazioni differenziali por le gec-
4otwche e pel parsmetrc «°, porta di neceseitd che 7
enlle geodetiche p=arametro proiettivo.
71 RERVALD (56,1936,p.882) introduce 1l'equaziore schwzx
zisns {€.31) per la costruzione 4i /7 ; va perd cscer-
veto (cfr. YANC, 58,1938, p.431) che il Berwsld supvonc
cenz’altro le j;;,‘gg@ggt;iggg rispetto ad /, £,11 che

g

4% luogo, al posto cdelle (8.32), alle fcrrmule 31 trs-
sformazione

/:-‘o T ' P-vf)
) RN T _/“1[1/2- 5’92 +€.}2)-ng -2 e )
¥a gqueste, a differenee delie (8.32), non possonc, £1-
meno nelle ivotesi piu genersli circe le & ,fersi rier
trsre in fornule del tipo (8.46),come & necessarig se
ci vuole vypoter jdentificare 1'ente rappresentstc ddl-
le ["/ con una "conneszicne proiettiva® nel genso di:
Povtan Per guesto hc modificeto la costruzione di Ber-
»zld, sostanzialmente dello stesso modo seguitce, pure
nsrtendc ds aseai diveree ccngiderazicni, ds X.YAWC
rel lsvoro gid citato (58): interesssnte studio comps-
rativo sulle vedute ¢ i risultati qi CARTAN, di 7.Y.
THC¥AS, di BERWALD di altri sulle conneesicni proiet-
tive., .

(B.b) = L'introduzione del parametro «° eulle gcC-
detiche mediante la (B.56) cd (8.57) & dovvta a BER 7\12
(56 ,r. B83); 1'equazione differenzisle del 2° criine
(8.60) che risultas per «° con 1'eliminszione di o =»i
era perd gid presentsta naturslmente per sltrs vis, ad
ee. a WHITEHEAD (50 ,p.335) e & me (51 ,p._31). Motexd
incidentalmente che il BERYALD, s provosito del emc
parametrc proiettivo 7 ,dice (56 ,P. 879): "An znelo-

gous varameter or the geoﬂeeics....w'ﬂ used by Roxte-
lotti ". In resltd il parsmetro 7 ds me irtrocdctte &

BOKTCLOTT/ . S 7/ < 55'777817"-’"5/:'I'04'-3?7—;/a s _Ll/ J /Z
,!{{ ¥
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rr.prioc - a parte scltante lg diverss intrcduzione
Far -y < 5 and : +
‘ceile {4 -la atessa cosa che /7 ,come ovvismente
riculte da cuanto he esposto nel testc.

{9.8) - YWes riguerdi dei tensori vroietti:

ff 0“8 (VEBLEN); ove versmente il gruppo di
ni linesri che sta g base dells nozione 2

: é guello che a noi risults con le (9.32)
izione ulteriore M = £, E' interesssnte, se :
o' artificioso, il vrocedimento seguitc dal VEPIER

o \')

-+

s2i
8Y€
cnAd

-\

in
eY °$rivare 3 tale determinazione del gruppo, cioc? e
le ;ff . BEgli oegservs che, per ciasccun vsalore dells
/“

i

1

szante numerica 2 _ le formule dellis pih menersle

1 ormazionp delle ccordinate curvilinee
] - L' g'l 7’ #/ e ,a2T)
{”.1 03.) : Lll" A'_lo = :‘L-.’/u--“‘o PR & '"‘{49 /
1 possono snche ecrivere
N
; e i)
" WOIR? s < ‘ } /
{11.2) UsTM, B S
s Jl \ Y
[ =1
{ .‘1",}"

col sclito significeto per i voiﬁ”ﬁco in =erie 4
termini di questa frszione ¢ linitendc gli ﬁv‘11~pi
termini di primc grsdo nelle «° : ai hanno forrul
traq-urmazione linerre frstis

1 A " . . ¥
P } / i &}
¢ 7{ / o 2 !

2 ~r e 45 s =4 ;
{ Zz =] \' L_ Yo > 4

£ e 4'__ ; AHE

(11.3) (R o, o g o R A
/-:.4 z /s ;-‘:‘r ‘vL{"( :

> { s/

O } : . s - 3
ove le 7). sono proypric date Aslle (9.32):ove si=

.“'

SO-

sto-ﬂﬁ-~-————uula cendigione ulterioré, che quandc 1s
Mns) : | : A
ctessa tracformszicne (1.1 ) eoia 1linescre fratta 1s

(11.3) coincida con essa, di& ver J/ il velore . 1. @

Py
per M. 11 valoxe 1.
La nogione generwie 41 tensorl proietiivi  cuale

testo & accennata, & ~vcl*a a4 es. in S1 ppTar.Agy
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-
per: etando nell'crdine d'idee del Cartan, mi & pos-
eivile illustrarne gid 1l'aspetto geometrico, che gui
vert® chisrito nellas Parte Il.

(§.b) - La nozione di connessione vreiettive nor-
male & iutrodoits dsl CARTAN (17, vp.17-21) in modo nc.
sostenzizlmente diverso ds ouelioc gui seguitec. Ls tec-
ris 41 T.Y.THCMAS che vi si collega & svolta in 30,1926
con ulcteriori sviluppi ir 31, 1
primo cennc & nel lav. 21 [1925). Vi ei colleganc molte
sltre 1icerche (slcune delle qusli occasionglmente indi-
cherd nelle II Parte): ved. ad es. HHAVQTY 39 ; WHITEHEL®
5C; HAANTIES, 57; YANO, lev .58 gi2 citato. Vedt anche

EICQNFKRT 34 p. 103,

(8.c) - gistemi J-assiali introdotti ds1 BOMPIANI
in 35 1927 ved. anche 36, 1927 e la mia nota 27 del-
1o stesso snno) sono cosl definiti. & cisscun punto
11z superficie 6 viene associato un S, ("d'appog-
o*} ncn incidente lungo ung retts sl pianco ivi tan-
nte &8 G ; 1le linee Ael sistems 3-assisle hanno i
1713 oseuliiori incidenti lungo rette agli 53 d'ey -

?

o]

cmetris proiettive Aegli spagzl &8 con-
4 ¢ menc Airettamente si riferisconn

n menzicnsti sino 24 ora: ad es. 23.
43 (i1 contenuto di queesti lsvry
illuetrato nel livro 34 di Hisen-

,» 45; 52 : 1'vltimc istituisce un
coctAinete proiettive ncrmsli di VERLEN
cud detto 31 n.7T, ¢ guelle intro-
cvi avreme ocer .one 11 parlsre.

.
X

o

D

{

&

»

3

“
5
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GLI <mn 'A_CCRNESSTONE PROIETTIVA, SECONDC TL |
CARTAN _ 1

§.1

GEﬁERALITA' « RIFERIMENTI, RAPPRESENTAZICNE
ANALITICA DELLA CONNESSICNE PROIETTIVA

12 .- Varietd in ambiente proiettivo; costrusione

di una connessione proiettiva sudi essa, pas-
- 8&g8gi0 al caso genersle.

Frims di venire alls nozione pil genersle di spa-
»io a connessione proiettiva (qusle 2 statas sino ad
ora soltanto sccennsta nell'Introdugione, n.2) pre-
mettismo ung psrticolare ms espressiva costruzione di
connessioni proiettive su di uns varietd X, situsta
entro un smbiente proiettivo ,5, a un numero oppor-
tunamente grende AN di dimensioni.

siano X*“/«4,r.5,c =44.,N) coordinate proiettive omo-
genee deil punti in 5, ; la verietd X, sis definita
entro 5, mediante Te equazioni parametriche

(12.1) FrL R e

ove '/, 4, A KL= 12.,n)sono 22 parsmetri eesenzizli.
In ciascun punto ;Z* dnl a X, 1lc epagio .9, tangej
te ad eosa & determinato dal contenere il punto ?“ in
2ieme col punti 4i coordinste

« > -

C12.5) T B e e :

: T
Z g
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1e derivate intendendosi calcclate nel Suprosfo vuli-
to. Posto per uniformita

(12.3) | B . "
potremo indicare insieme gli n+l puntl che determina—
no 1' 5 tangente con la notazione f" OVe Jttv , 2000, 5=
= 0,1 ,oue.n.,n « Tali punti definisconc sul i tangen—
te un riferimento prceiettivo locsle, del qufle easi
sono i punti fondsmentali : ogni punto dell' S, mede-
simo ha in relsgicne 21 riferimento proiettivo dell ame
biente, quali coordinate, combinszioni linesri B J”‘
i fattori z* gono le sue ccordinate proiettive ‘omoge-~
nee in relagione gl riferimento locale. Questo natursl-
mente cambia sia per una trasformezione delle coordina-

te curvilinee z‘ nella X, |

(12.4) AR S PR I KO gt

gia qugndo come neturslmente & lecito, si alterino
culla X+ Ye coordinat .z“ dei suoi punti per un comu-

23

ne fzttore % ¢, in genersle fungione delle z*:
o g a) X
(12.5) 2 = plutu. 2

Supponiamo che insieme si eseguanc le trasformszio-

ni (12.4) e (12.5) .lLe cocordinate .5 ® dei nuovi punti
fendamentali pel riferimento locale risultano

(12.6) = 0 p B,
ciog& anche

(12.7) '‘BY = ?%f’

ove abbiamo posto

e e Ll
(12.8) 9 = —:'f—-“) &22:2—44———



-0 4~

(cfr. con le (B.Q) e (9.32)). se, in corrispondengs
&1la (12.5), snche pel punto generico §3xx<kﬂjf S, o
tengente assumiamo qusli nuovi valori delle sue coordi-
nate in relczione sl sistema 4 riferimento proiettivo
dell 'ambiente i prodotti §u8.x2 potendosi 4'altra par_
te le ccordinate del medesimo punto esprimere asnche qua-f
1f combinszioni linesgri JB“ 2 ydovremo avere ‘

o
(12.9) ‘B 4 fB.rx
2 A P
onde, tenute presentl le (12.7), risultano per le <
ie formule di trssformszicne
55 g Al R
(12.10) wr /{’x tAce x:%x

(indicnndosi gl solito con E% gli elementi reciproci
celle E? nel loro determinsnte, che & # C).S'inten-
de bene che vi & nells (12.9) e ouindl nelle {(12.16)
dell'srbitrsrio: in gusntc le coordinste proiettive omc
gence di un puntoc sconoc sempre determinsie g meno 4'un

fattocre #0. Yorrd dire che le x% oltrech: varisbili

secondo le (12.1C0) in concsecnenza delle (12.4) e (12.5)
dovranno sempre ccoascidersrsi ¢efinite 2 meno di un'sr-
bitraris mcltipliceziore ver fattore ti‘ﬁ

—~ A s ; =3 A
£12.11) 7 rR ek e A B S

Mmesto andrd sempre tenuvo pres nte.

Cid premessc, definiawo una legge di rspprecentszio-
ne proiettiva dellec spszic 17', t te nel puntou ge-
nericc 7~ [(«‘) slla X, eullo s tangente 7T &1
ia X, nel puantc infinitsmente vi :
seguente modo: s ciascun punto T =3
= Ve non incidente gl rispettive sisz
e intendiamc che la rsppresentazione consists
proieziore dei punti di X su Z* fatts 48 @estc s szic
Saep_yg4 + Tcgliamo ottenere 1s rappr resentszicre anaf}ti
cs 41 gueets proepettiv1té, ver quests introducismc V-4
runti indipendenti (. yove ¢, 9L pg= 43 N gitusti nello
svazio S e tali qulndi de determinarlo. Al va- |
risre {V'D cicd® delle z?* le g‘ garsrno da jatendersi




r o L2

‘ - 5 e : :
runzioni delle 2" ; tali che il determinsnte Z delle \
/ mantenga sempre # C. Waturalmente le C'“
g “+rorno varisre senza che gli spsel Sp .., car"oino
s pilt Zenersle di queste trasforrs .ucni sard:

i i L 4 2 5

(12.12) € = Rl

2/ 2z Y

Pt =4
S1

2
ove le A,, potrsn

15Tl oIt +ay 4

o

in 'enerale, funzioni
sia |4, ]#0. Le (12.12)

compren.iono in ps ﬁvutar:er.m Aelle coording-

e dei singoli i WO oo un comune fsttore.
, Indichiamc con _8‘“ C.8li elementi reciproci delle
2°,¢Y nel determinsnte Z fcrmsto dslle coordinste

in 5 ) di guesti N + 1 vunti; avendogi, nsturalmente

A AR 2 . 2
. ~ -4 X Pl i P
| 1o .13) B B = 8 : Bec=0. ClBY= £ .;\‘2
[+'4 M e X g J " e - o g k)
A .
ver ¢ciascun valore di 2 le 2 sone in 5 coordins=-

X

te dell'’ *perpisno che contiene tut‘u i punti _;Q, e
tutti 1 punti B% per « #1 jle Ck sono coordinste
ie11'iperpisno ‘che contiene tuttl i punti 2% e tubti
i vunti ¢ per zx4. i :

Z' immedizts 1'osservazione che per le trssforma-
gioni (12.7),(12.12) &i ha

: 4 5! i :"x/?

(12.14) o8 5

q

ol ,,_,z'/f
(12.15) ’C; on i

®,

» 2 2T X >
ove 42 sono gli elewenti reciproci delle 72 , in f’z/ i

Jeconde ls nostra legge di rapprescntszione 1 pun-

. L > Be TR0 QO W ST e 45 *
ti Bax'e B xyd(Bx ), dtuati negli S5 7 e n
A ot LA /
debbono appertenere s unc gtegso 2. ingiere ai ran_
x - FAL .
tx %’.‘ : per gquesto ccecorre & hnE :etfsx che uns convenlen
T u

te combinszione linesre dei runti & x ' e & “5 & 4
i< wun punto che gizce in ciascunc degli iperp m1 L
gquali determinsno quile loro corune .Lnter\.ezione B¢



spazio ‘%Vw~/ dei runti g“ﬁ Iungue indicando un
conveniente fattore:
AL

o A / & X\} — s
(12.16) [#Bx"+ d(B x")) B, =0
cio®

Y2 R ] - “
(12.17) §x +a/_/13-3x:r+a’.z' = 0.
Ycato 5

/l &

=2 L 7 -

(12.18) L i 28 7273’ B,
le (12.17) posscno scrivewsi:
. 9 , A P
(12.19) 0/1‘ + [_‘Ju‘. x’iafu‘ = - .

Queets @ ls ravpresentagione anslitics cercata; vi fi-
gura un_elemento arbitrsrio ¥ , ma in quenic le coordis
nate r? sono gewpre determinate a meno dellas trssior-
mazicne (12.11) tale arbitrzriet2 & prooric nells nst

ra delle ccse. Se mediante le (12.11) nelle (12.19) vos
glisme far figurare le I ottenismo '

. M i e
(3D 20 Y o +./ SRR S A x
Ll ) & AU =
4 s

(12.21) g = oy —d gl

cosicchd disvonendo d4i 6 potremo fare assumere glla
quantitd (infinitssimele) { , nel punto e nells direszi
ne suppoeti un quslungque vslore prefisssto, 8d es. lo
Zero. j
la rappresentssione che sbbismo sseegnato, &nalitia
mente espressa dalle (12.19), definisce nella X, ,sedct
do Csrtan, una connessione proiettivs: pid in genersle,
su una X, 4di S, proilettivo si d2 uns connessione pIro:
iettiva, seccndo Cartsn, sseegnando ung legge di TE PPX
gentszione proietiiva (omografia) fra gli epasi tangen




r ol WS R

yi in Adue qualunoue vunti infinitsmente vicini: tale

che vocea analiticamente esprimersi con formule deli +ti_
po (12.19),0ve & & uns wiantit% irfinitesimele arbiira_
ria , @ es. uno pfsffiano s coefficienti funsioni delle
szsﬁ ve1+un1menue anche 4i sltri wnorsmetri., S
rediamc come =i compertsnce, nel nostro csso, le | 1e
=ffettc d4i trasformazicni (‘-,»x {17.5) delle coor-
te curvilinee e del Tittore d‘cr:g;ng*té delle éf“-
he ”11e.x2 non venga dats altra varicgicne che
), che ad esse compete in conseguenza delle
(12.4} ¢ ( 5) medesime.
sbbisme in forsa delle (12.18):

!

! :ﬂ, 1 & Zocd '?"f\/‘ E ")1
& > S ey Kk
(12.22) Lyp= BB - [958, +0.8.

- (2]

-

f\)
I\) !—'

w! et
-)‘ 9 3 o
0y G120

cioc®, tenute precenti le (12.8) e vosto

A M s’ sl

(12 023) = — s

[;a 8) @ [/z—"'a’ i JJ’ pield
shhisme: )

¥ et 4 s

: (12 024) JI ot g/- 5, w i DZ"S,{" . 9/} )
‘0 ancoras , tenendo conto che per le (12.23) zF:, ¢ un ten_
ore: ; Y
| ut, — atov Q¥ A QJ C//M'
(1? 025) [‘:"’VI = ’Z ,(y ﬂ’(’ dw Z}/; 5 dpi Ll;{’ : &‘( >

‘ove al solito (cfr. n.8 form. (9.47)Y3V,= 5},14,

Ritroviame dunque pei pesremetri f; dells connes-
gione proiettiva proprio le (8.46); nei confreonti degli
sviluppi espocti a1l n.8 va notate scltante che ors ci ri-
sults necesssriamente egusle 54 1 il valore dells costan-
te /M che con le (8.31) avevsmo :"trodetto.

Zffettivemente le (12.18) dlanc snche, tenuto conto che
DBB

M 'n( M o oy ol
(12.26) L,; = 4B .B=FE, - e
(Cfr. con le (8.40)).
BOoRTOLOTF! 5/5;‘,”‘,1 cornefio re Joroelhive _27/:;/:. 73

k



Nelle formule {(12.1¢), che rarpresentano ia legge @
traeportc 0 di rzppresentszione proiettiva dells co
sicne, posaismo far figursre snche le F ¢y 8nhzichd 14
le [7{. . per questo bieogns introdurre ou’(efr. n.g
Vg nifeqtavente potreme disporne asrbitrariamente, e sej
vere le (12.19) nella forms

(12.27) C/x'u—/- f_;:xﬁc/a” = @xﬂ;

ove zbbismo posto
(12.28) | D = ~p+ du 3

l1'arbitrarietd 4i @ e di du’ non avrd effetto nellg
rspprecentazione dei punti ms soltanto esul fsttore di
provorzicnslitd delle loro coordinate omogenee (e
zi: non esryd restrittivo fiseare & piscere nelle (12.
11 velore di P , vorre sd es. P =0 :e vedismo subis
che, & ccndigione che ver le (12.4) ,(12.5) Ou’® 5'in
de varisre secondo la (2 .67), cioe
’ 2 !
(12.29) Fu® = du®+ S |
3 (-] 4
ove 9-: 2 dato d=11s seconds delle (12.8), scritte 1§
¢ dells rapprescntagions proiettive L;?‘irli.‘bz’:’Si
le dsts dalls connessione nells forms (12.27), & ris
sulta invariante per le (12.4) e (12.5), o pid esstia
mente pexr le (12.11). In forzs di queqte infatti le e-
gquazicni variste '

’

7
e~ o 5 ; s«
L B4 030) (7 A' ’ 0 Q/l( - ¢ ex
gi seriveno: »
,u 1040, Ak e
i 5 b} 7 & ~ 7,
(J.e -31/ i ?/u x/ / o gl oL -l-j ),O.Z‘ Z‘&?J
- ;

3 o 1M
# / azf’i%duuu/ 4711 95‘9&2'#

B ::ff)mm.caadc, e tenendo vreés



r 6o

32) o) v/(}' e
oS\-—) ax + 4 ;}‘VJL QU +x{/z‘,\/ cu *aao/ = @x
0 ancors .
£ ~/ o - 2 Y Z ‘J 2'- ‘y/ % ; i / 0:_ <o Z.’
(12.33) o “'([‘;?x du = xtgba‘a’u u 9;,0/4/)

Questo provs quanto velevamo: cioé che, a condizicne

che velgano le (12.20) , si hs $'=P
. Ponendo @ = O non gi fisea (nel punto variato, in re-
. lszione 2115 scelts fatts nel punto inizisle) la norms-
lizgzazione delle X" : ma 12 si subordina alle scelts d4i
ok s

A proposito 4i du° . un'effettiva determinszione 4i
cuests esprecsione differenzimle e anzi qusle differen—
zicle esatto (come qui risulte lecito) & ls seguente:
detta ¥ uns quslunque fun=ione omogenes di grado 1 nel-
le coordinste OZ"" del punto che descrive 1ls X, besta
porre

(12.34%) @iz ~@§p.

Ghe in effetto veligs 1s (12.29) si verifica subitc.
Lungo uns qualungue curva dells X, , riferits a
un psrametro # , svremo 1la legge di trassporto dei pun-

ti definita dal sistems differenzisle

LY v - s 2
ax /-_, A el s
S e 0 A Sl P Tl fre O
(12.35) 2F E Ll Ry )L.,
/ ©
Qu ;
ove 7= .,/ =sonc fungioni 4i £ , 1z seconds del tuttc

avbitmrie (sd es. ¥=0C ); 1= prime ei potrd dsre ar-

71

hitrsrismente in relszicne & vneg scelts Aells normsliz-
zszione delle .g.""; cio® dei sistemi prcociettivi locsli,
ad ee. mediante 13 (12.34). ;
Notismo gui che 1 sistemi proiettivi locali —? =ino-
ra utilizzati hanno su ciascun epszic tengente, 7 , 1l
vertice 8% nel punto di contatto r*qrottxvo 2 ; 1 ver-

tiecd B mﬂle tmgenti jn F alle . linee coordinste

del sistema »cm—vilim “su X, , wentre 1'iperpisno fon-

dsmentale =0 non & legsto sl sistems curvilinec, va-




_1(}0—

ris in corrisponidenzs slle trasformszioni (12.5) G, Se
o vuole. in rav--v-rne sl1ls c:celt" ai a’a".

"clcncwo" come qJeAlo ors detto valerci inyece & rife-
rimenti "anolonomi™, coel ottenuti: sui singoli spszi ten
genti alis X precdendo in modo arbitrario sistemi 4i '3
a4 1 punti indipendent: 7% come punti fondamentsli. Si 3
dovrenno avere naturaimente formule Ai trasformszione 1i.
neare -

(12.36) f—‘— oty gt pten, Yk

5

.

se ‘?l soro le corrispondenti coordinste nroletiive lo=- |
cali dei punti negli spszi tansenti. Tenutc presente qud
sto abbiamo subito per le legege trasportc dei punti |
encors formule del tipo (12.19;ucn conviene perd(senza
oprortuna restriziocne nells scelts dei riferimenti)scri:
vere formule del tipo (12.27), perch® non vi gi potreb-
be dare significato invariante. :
Infztti 1s trseformazicne sulle l? , e quindi sulle F73

(12.37) § eyl TN A g B Y
fz ?327 S }qu'F

ors non & comungue sozgetta a restrizioni (ealvo!?jﬁ#@i
e in psrticolzsre non 2 legsts 51 cambiamento delle cocr
dinate curvilinee. i

Diremo ove occorra A - riferimento 1'insieme del ri
ferimento curvilinec e dei sistemi Jﬂ negli spazi tan-
genti. La condigione, che il vertice 7% ai cisecun eig
ma locale coincids col relstivo punto di contstto dello
cpezioc tangente 43 luogo in particolare a quelli che 41
remo A, - riferimenti. Le trasformszicni (12.27) corri=
spondenti dovrsnno naturalmente sottoestare s511la condigi

ne
12.38) L g~ = 0 ~ {onde anche 7

_Un'nlteriore restrimione che, come quellz ors dette
intenderemo, eslvo avvico contrerio, semvre verificsta |
sexuito, & 1ls seguente: che un'omogrefis, 4i significe
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invirisnte pei csmbismenti delle coordinste curvilinee

¢zccis corrispondere le tengenti alle sz linee coordi-

nate w’,u? ...,u” nel punto gerzez'i.co}D e ls retta de-

finits ponendo e’ =ok?= -.-. =gu’, alle rette che ds P-.D

proiettanc, ordinatemente, i punti fondamentali JJ“....;,J""'

del sistems proiettivo locale e il punto unitd. s
Tele omografias potrd rappresentarsi scriwendo

(12.39) ,/7@1753: %.'/.3[«3’3];

ora se ai cambiano, secondo le (12.37) 1 punti ﬂ , ©
insiewe le ccordinate curvilinee, le (12.39) divengono

(12.40) Y ™ A JB[B"J ,~
_I:’ 2[ I
onde, per le (12.7) e (12.37) '
: - s
(12-§1) : Sﬁ"/ = 2{2 ‘l‘!&
! Tor T ot L
2 infine
. e J'
2 -4 e A
) A = ATg g8

Ma noi vogliamo che l'cmografis 4i coefficienti 74_4 2 ;
coincids con quells di coefficienti 7 /" questo. richie-
de che gis ;7 ;

| : :
(12.43) ' 71_5, = 2*79‘,, )

ove Z % uno scalare #(U , funzione in genersle delle
te® .Sostituendo nelle (12.37) abbiamo per queste = Ecri-
verdo , come ormai risults lecito, A 1’ anzich® A e A':

f & o ¥ & o a ¢ e

! / = / = <, ? 029?,

(12.44) L g ;D g I +eo.,l
la condizione ulteriore che qu_ando‘ non cembi 11 riferi-
mento curvilineo,cio? sia 9.f. = dy, 1a (12.44) .94 ri-
Aucz 3 uns omclogis epecigle porta infine anche

\ ¥ - -

(12.45) q = ]



Yo

LS §
cosicchd, scrivendo anche =% al posto di ¢ ,potremo
porre le (12.37) nells forms
o o) A CALEPY ) u} o é
Dokt I
(12.46) 4 Bl S O

Notismo che 1'ultima condizione vale a fissare il punto
unitd di ciascun riferimento locsle in relszione a cias
scuna scelts (compatibile con 1z cpnsiaioné precedente )
dei punti fondasmentali: gusndc perd in relszione a ung
determinats di queste scelte 1o si sia presc ad arbitrio
Diremoc ove occorras B-riferimenti (o riferimenti se
mi-olonomi) ouelli sodAdisfacenti =1le condigioni ors des
te, e B-trssformazioni 1le corrispondenti trasformszioni
{(12.16) : notiamo che per = =1 @i hsnnc precissmente ol
Le traeformézioni che al n.8 si sono presentate e che al
n.9 abbismo poste a bsse dells nozione di tensori proiet
tivi: su cui torneyemoc frs non molto.

Un cago psrticclsre di B-riferimente si ha gquando
quella omografia di cui sopra ho aocennato gi riduce sl
1'identit®; cio® i punti fondsmentsli 2 sono presi pro-
prio sulle tsngenti alle n linee coordinste del gistema
curvilineo e il punto uritd sulla rette ou:du%..-du.Potre
mo parlare allora di un 5 -riferimento.

Ccn una ulteriore restrizione, di cui perd non & age
vole "interpretazlone geome trics  potremo passare dal
F-riferimento .? 81 riferimento olecnomo, ¢ C-riferimen
to, %?‘ . Questo & anzitutto, nel semso ora preci-
sato ~ un B-riferimento: pel cuale perd gli iperpia=
ni fondamentali opposti al vertici {YL c¢he indichigmo
ors con {g,deg*l {n+l)-edri 4i rlferlwento loeasii sonc
presi in modo opyportuno. La loro costruzione, pel csec @
cui ci oceupiamc (41 une 2, in .3, proiettivo) & guestail
essi sono gli iperpigni 4i gppsritenernze dei punti deri-—

vati - gfz Y£ 7/ 4in relazione a uns guzlungue scelta dellg
e ey w® e e A

scalare Yy« u, .., «”") (non nulle). la costruzione non ha |
quell 'aspetto georetrico che sarebbe desiderabile: un'av
viamento a una interpretezione geometrica si pud cercg=-
re utilizzando elementi introdotti de WHITEHEAD (1929 e
da CBCH (1930); sui gquali (se pure del tuttc inessenzia-
1i pel seguito) non & forse inutile - in quanto vi & sn=
cors quelche cosa 41 sostanzisle da chiarire -richiamsre




- el R e R A~ i

qui 1'attemzione.
Sia, ‘HeX1V O Wy 2wl e / uns fungione omogenes

ai grado 1 delle coordinate proiettive omogenee <%
del punto varisbile. Essg determina una ipersuperficie

(12.47) 7 /’:f‘;zj,_‘,_,z'v L0
in 5, (ma non viceversa, perch® data la ipersuperficie,
12 fungione Y nstursimente 2 determinaeta solo s meno d:
un fattore # (, che potrd anche essere funzione delle
Z% ,omogeneo *i ? 'sdo zero).
; Secondo CROH (che ha mesto 1'ente che ora diremo,con
- ouesta denomins zione, pel caso [V =2} ¢ WHITEHEAD (che se
n's vdlqoﬁpel caso in cui & 3 guslu ngue) si dice iper-
piano polsie 4i un punto 2~ ri to alla (12.47) - e sa_
w0 1a

rebbe pid esatto dire: rispetto aila U7 -1'iperpianc di
ecuegione

(12.48)

¢
il
L4

ove intendismo che le derivate sgiasnc cslenlste nel punte

Z* .Si estende insomms la nozicne di iperpisno polsre
di un punto rispetto sd una iperszuperficie slgehrics =1
ca30 generale, wms in ceric sensgo 1l'sestencione & jlluse-
ria, in guanto 15 definizione non hz carsttere invsrian-

te pexr le trssformazioni

:', i o Yo
(12.49) - = S P
ove (2..,2% sia omogenes di grsda zero.

Tns cCe? uziocne effettivs, ma nsturalmente legats =4
elementi snsliti. i e non geomeirici,per quegli iperpia-
ni polsri, 2 ststa indicets dal SwoH: poggismo considers-
re 1a (12.47) come 1s sezione con 1' 5, 277= ¢ 'di uns
varjeth X 41 S, . ,ove le 2 2] .. 2% 24 gignc coors
dinate proiettive omogenee Aei punti: dsta 4211 'equsvio-
ne

2.50) e e af i) o Ll £io,

dnesta & in ia ~ une ipersuperficle che in cisscun punte

1 {% ) sonze far uso ¢i special- derouine zione
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dells (12.47) & tangente slls generatrice del cono,
proiettante tale varietd dsl punto C, di ccordinate X
00...01 (¥a, s'intende bene, t=zle condizione non 1lsa de_"
termins).

Congiungendo ciascun punto ( x >0 ) della (12.47)
con O si ha una retta che incontra 1 inersuperficie
(12.50) in un punto ben determinato,di coordinste 2

e 2 %o £ w(l.,2 ,
b Al tangente in questo punto alla X detta so-

N
pra & rappresenteto dzll'equazione

E_ZL)_zxz %;2”*',

12 .51
(. 5) rbgn(

4

2 . N+ ~ : 3
1- sua segione con 1'S5, 2Z =0 & proprio 1 Syt datl

Jslla (12.48). Ecco dunque 1s costruzione dell‘iperpiang
polare del punto 2 di S, rispetto slls (12.47): esso
> 1'intersezione con 1' S, 2%”=0 dell' S, tangente |
s1la X, di equagione (12 50) ne? punto 4i gmests che 3
allineato col puntc supposto e col punto fisso 0 . :

Si vede bene come msnchi  per fsre di guesta costru
‘zione anallitica un verc e proprlo processo geometrico,
oualche cosa di sostanzisle; rure, malgrzde 1l'indetermi=
natezza insita nells costruzicne i gquegli®iperrisni po=
lari" 1'srbitrarietd nel formzre 1'equzzione (12.50),Fa=-
. cilmente ne possiamo ricsvare 1z pill genersle costruzio-
ne degli iperpiani 2°-0 per un C( -riferimento. Rasterd
prendere Y/292’,...,2"%) omogenca 4i grsdc 1 e tale che
per 2% Zu ")si riduca a —;:— .15 gezione Aell'irer—
izno polnre (nel senso soprs yrecissto) 4i un qualunqu_‘

to 2"" della X,, rispetto =11l cornnpondente lpers

ficie (12.47) con 1' S, tangente in Z%alla X, & 15

presentato nell' S dsll'equszione

O

: R 2 ) .
F12.52) kit pE i , ciod 2 g = 0
2% 2 “ou’ :
' ancora, sulla X, ¥ riducendosi sd a-'i \ 3
2.53) 9% 5t - xt= 0 |
R s !
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ora qneeto 2 prec1sawente 1' S5, , di sppsrtenenza
delﬂgﬁhti jéﬁ;f/ .Dunque: gli iperpiani x°=0 di un
aes F
c-riferimento su uns JC dai 5 sono le intersegzioni de_
gli 5 tengenti slls X, con gli S,., polari dei rispettivi
puntl di contatto rlknetto a una ccnveniente ipersuperfi_
cie ’14 4-'7) i :

A psrte questa costruzione: carstterictica fondemen-
. 4z1e per un C-riferimento & 1z corrispondente trzeforma-
gicne delle coordinste preiettive loecsli (C- trssforme-
gione): per la gusle 1 coefficienti ‘%3 sono dati dalle
(12.8); e quindi gcno le derivate di cer+c n+l varigbili

u? rispetto 84 n+l nuove vsrigbili «

Un sottotipe del riferimento cloncnc,{o C-riferimen~
to), € 11 D-riferimento, la cui czratteristica fcndsren-
tzle @ 1s segnentn’ mentre per un C-riferimento il mo-
dc A1 variare dell'iperpisno fondsmentsle jB (X0 ) 2
in generale del tutto indipendente dzl vg sre delle coc 83 4
dinste curvilinee, per un D-riferimento esso & legato
1lla trasformaz*one snlle ccordinate curvilinee: le cor-
igpondenti trasformszioni (_D-trecformszioni) sonc pro-
rio quelle che azbhiamo incontreto sl n.9, carztterizzate
delle (9.30); @ meno d'ur Pattore nurer*cc le %@, cono

le derivate di 1ozl ,ove 31 solito & A= i, u?)

(2(“,17'~~-7a"7
Come vedremo si presents un. D-riferimernto nells tr=tta-
zione generasle delle connessioni proiettive, sgecondo il
CTARTAN.

't* H uw

13.- Spazi proiettivi tangenti s una X, , a sd con-
giderste. Tensori prciettivi; connessione

_proiettive in generasle, derivszione pIGlDttng.

Fino a4 ora ci riferiwamo sl coso di uns verietd
congidersta entrc un gmbiente prociettivo é%. .ecaso su
cui avremo occasione di tornsre.

¥a non 2 guestc il caso pil interesesante, nei ri-
gusrdi della teoria delle connessioni proiettive: il
vero s cope dells teoria, come ho gid accennsto (n.2)
non d infstti lo studio delle varietd in smbiente
rreiettive,che pud svolgersi ed & stato gid tanto sm-

BogroLor7r/- C}baz/t 2 camn_',/‘r;;ﬂa /bm/;‘.#ii'a _ZZ’.S/J. S
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pismente svolto senzas slcun bisogno dells nozione di =
"connessione™. Si trastta piuttosto, dicevamo di costry
re ung "geometria proiettiva curve" in unag varietd = g&
conscidersts; 1la quale,dunque, costituir® essg stes=a
1l'ambiente dellz geometris. y
Prima osservazione & che, in guanto una trasformazig

ne quslunque

n’

. R |
(13.1) PRL T TV L ST RN s

sulle coordinste curvilinee in uns X, induce ung tra-
sforms zione linesre sui differemzigli, ]

’ : 27 L z’ ze
(13.2) da,l = 5}, e /19' = 9 ,)

z’ 0, t

lo spzzio delle direzioni 4i uns X; in un suo quslungul
punto (regolare) va rigusrﬂqta come vno gpszio proiets
tive, nel quale le <k’ sono ccordinste omogenee. s queé
1e @ -ﬂrezloni possono bene vypensarzi come le direzicni
999n+i d2 un punto £ 3di un effettivo sps zio puntusle
proiettivo ad n dimensioni ( S5, ).Pill concretamente: p@

n i

i

98
‘ca frg le direzi

cizamd porre urna corrisponden za cmogrsf

ni di una X, in un punto «‘ ¢ 1e Airezioni (o, f8& lo

stesso,le rette) di un .5, che escono ds un punto P: |

e pensare poi identificati il purto (&¢) eol punto P

cigscuna direzione dells X, in ( «4* ) con 1s corrisponde
e .
.

te direzione dell' .5, uscente 4 ‘
3'intende bene che, ingusnto 1s A, viene congidex

ta in s® e non pensata entrc un smbiente preoiettivo pd
esteso, lo spszio .S, cosl associato a cisscun puntc ne
1s X, non ha uns posizione: & un ente soltantc pencal
Ma 84 ogni rcde, visto che 10 rignardismo come contené
te tutte.le direzioni Adells X, in ( «?) , ecio® 1’'intol
del 1° ordine di guestc punto sul 5
chismarlio "spszio proiettivo
rosto punto, gquesto se ne dir
contatto.

L'ente che viene presec in congider zigne & dunque
“‘n 81 cui punti sono associasti degli cpagzi
che interpretiamo come spazi tangenti; cosicché avrb




e

aignificato i1 Jocslizzare, em cisecuno di questi spszi,

gengente in un punto P | g1i elemerti linesri (del fqz
aine) della A uscentl da P .,

Picsigmo per l'ente ors detto,che per brevitd di lin-
gusgzic indicheremo, ove cccorra,con X, , un riferimento
(gnrlcﬁcrn) del tipo pib rerzle (0 A-riferimento) scsse-
gesnando sulia varietd un stemz di ccordinate curvili-

ingoli spazi tengenti, dei gistemi di ri-

tivi: indichiamo sncors con X° le coordi-
nate proiettive owogenee del punti degli spazi tangenti
riepyetto sl gistemi cras detti. In particolare il riferi-
pento potrd ridurei &d unc dei tipi psrticolari 4i cui ei
¢ dettc 8l n.prec.:1s cui carstteriszazicne conserva si-
gnificato snche per una X,, s sb considerate , g parte
querto 8'% accennsto pei riferimenti olonomi (C-riferimen
ti), che ors intenderemo soggetti soltanto a trasformarsi
conn auelle particelapl trgsformszioni gi2 precigate
(e-trasformazioni) :

A -7 z ) e o 7 °

ool z (Da_i’ A "but" v o
Assegniamo , wecondo 11 CARTAN, alla X, una connessiore
proiettivs dando uns legge di Tappresentazione proietti-
vs (omogra¥icg) dello spszio tangente in un punto gualun-
que «° su ciascuno degli spazi tangentl nei punti infini-
terente wicini «w’+ du dell: verietd: legge che potremo
sempre rappregentare con formule del tipo

E A A s
(l' s/"‘-) XL + w/“ x = Jd
ove le c%f gono quantitd, funzioni delle «‘ e du’, infini _
tegime con le ¢« ;ponismo perd la condigione ulteriore

cie 1 coefficienti dell'omografis rispetto slle Ju’ sisnc
linegri, ocio? che le cgj gsiano forme pfeffiane nelle @«’:

2 4/2

A / ;o
(13-5) CO/I = .--:.\L/ul‘ aAu .

Le defini%;gggjpub porsi, evéigmente, anche sotto
wa forma finita,che ® dsta slls X, una connessione
proiettivs quandc & assegnsta, fra gli epszi proietti-

i tengenti in due punti cuslungue di una lineal wtuf?),
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G (F a5 T o

,..(13.12) ' v S

dells varietd vna rsppresentszione proiettiva, cttenil
le medisnte integrazione, lungo la lines [/, di un eis
me differenzisle del tipo .
I 2 2 z
dF e ad ]
ZLe/}L/Mz essendo funzioni gquslungue del poste in JK“ ci
delle «f. E
Le /1, , che diremo persmetri misti @ells connessio
proiettiva(in quanto hacno indici 41 due serie distin»:
determinano ls connesgicne, mz non ne vengonc determinm;
infatti le ! sono coordinste omogenee, e quindi, poeti

A i
(13.7) x == (< o

ove & & una funzione di / arbitrsrismente presa sul
supposta lines (purché semvre #C ), le T e 4 scn
ccordinste dello stesso punto. Ora:cerchismo sotic qual
condiiioni un secondo sistemes differenziesle dells fo
(13.6

A} /\4‘
: X B e S o rle
(13.8) e M A Aut =0

potrd, medisnte una converniente trgsformezione (13.7),
venire identificato col sistema (13.6). Tenuta presenf
ls (13.7), il confronto delle (13.6) e (13.2) ci 43 eom
bito

2) A } v 1 "
(13.9) N du' = N, du -0, dtog @

di qui ricavismo subito
’
(13-10) C/%SJ ——ﬂf'f L,'/Zyz b )6‘/1,{ >

e scostituendo nells (13 9) otteniamo che dovrd essere

» X 4 A 3
(13.11) /1/‘ A =N -5/,

Lo amd, pz . it

=

o snche



|
)

ove abbismc poste
P 23 7 "'/‘ ® £
.s_,-13) (7'!; = T"‘f—_/-/[yl —/1);1'//"

£ immediatz d'sltrs rerte 1l'csservezione che le
(13.12), in cui le ¢.- sisnoc dste sd srbitrio (in
relazione &l presuvpostc riferimento: componenti

di un vettore affine covarlente in relszione &lle
trasformazioni del riferimento, come vedremo frs po_
co) portsno come conseguenza le (13.13) e quindi 1le
(13.11). Dungue gono le (13.12), o le equivalenti
.13.11),1le condizicni necesssyie e sufficienti per-
ch® i persmetri A'. /7, dieno luogo slls medesima
conneesione, 11 velore del fattore ¢ da porre nel-
le {13.7) per ottenere la trssformezione che mute
1'uno nell'altra i corrisrondenti sistemi (13.6) e

(13.8) risulte per le (13.10) e (13.13) dato da
7 P50
= -

5

(13.14) §3= ah - ke

ove ¢ & ung costante # U e 1'integrale s'intende
calcclato lungo 1s supposts linee /~ ds un puntoc fis-
gato su quests sino a1l punto che si considers .

Era a prior1 ben prevedibile che le qusntita

A ! =
{(13.18%) L/M- :—./L =i /1
fcgsero,a differenza delleJA ,{coma mostrsno le
f13.11) determinate dslls connevsione, in relazione
a2 ciascun riferimento. E infatti se scriviamo le for_
mile effettive dells rappresentazicne omografics
{13.6) fra due epazi tangenti 1nflnltfrente vicini

' . ooy e g ¢4 s
(13.16) XL B X Ay & fu’

sid o i s i At
vediame che 11 determinsnte «/ di quests tyaslorns-
zione vzle, a meno di guantitd infinitesime §'ordine
suopericre sl primo .
_ - v e
A sy R N ¥ 72 -
{-13-"?.)_ iy B '/'!z)z @i 7

e dunque, sempre traccurande gli infiritesimi @'ordine



superiore al primo/

o 7 v A
Delis: 1~ /h dela’

{13.18)

cogicohe infine normalizvﬁndo, come é lecito, 1 coeffi~

cienti O ' ._ ,/Lu omografis {13.16) col dividers
1i ver ';»«'al h, precigemente  sémpre nellio stessg
ordine 4i svproesimazione

A v :

oS P SR

QL ——/1 du s . g

(13 -19) (.Ja = (J’u LJ/L{ Yo P & S

ﬂff

Le 'Zgjg sono dunque uns gorts 41 psrsmetri "novr-
malizzati "dells connessiofe proiettiva: perd riserve-
remo tzle denonminazione s un'sitrs specie di psravetri 4
che introdurremo pild innsngi. 4

Tornismo a quanto abbismo gtabhilito pooo soprs nei
rigusrdi delle 17

I1 risultato ottenuto 8i pud ma51¢eetamente enunoia-
re anche sotto quest'sltra forma: il sistems differen-
zisgle

o’ AR s da? Hesih
(13.20) o =+ A 77y e Py = = @/ .'./’ A
rapprecenta, alla stesss stregus del sistems(13.6) che
gé ne hs ponendo (#) = O —mentre nelle (13.20) D/7)
sar2 una funzione scelts fu cisscunma lines in modo sr-
bitrario - sempre la legges 41 trasporto dei punti della
connesgione jich E infatti baeta porre nelle (13.7)

= //' g.)/}/ I

{ k cost. +0 ) 8

{(13.21) @ = KE
verch®, corrispondentemente, 1o t13,26) gi matino in

1A A A A,
(13.22) L AN
| R dE , :
Vedismo ora come dovyasnno comportersi  per un muts-
mento quelunque del riferimento, eiod per trasforma-
zioni indipendenti

19 v 3 7’ 2
..‘~3-23) ut -~ uz’/l&)w" ,,,,, L
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A SRy
(13.24) X = 7, X

delle coordinate curvilinee nella xn e delle coorx

dxnaate prolettive sugli svagzi tangenti, 1 ppremetri-

AL, perche ie (13.6) sbbianc aignificato inysrianve.
‘In forzs delle (13.23) e (1 3 24),intesc 81 soli-

¢

—
s oL

f’ to Che i A e o ] o) by
PR Sow s 6252 S‘, le (13.6) diven-
t gono ,
; 1 o‘!&‘/?’ D ,2 «;O/ l./ /}
j - : = ik /) A s’ L
- g L - b (24 24
B (13.25 9. =499l a 0u /. /M,Q’x =
! :
: 37
| € mol¥i ando pex ¢ e sommands
=
o SOl ” v Z =i
(13.26) ‘_f/_"_‘n__ ~ /l 9 SV S + 2 ,A/' 9/«: /u“__/’_{{:[.- St
, aF SR ANE el s Zl’ o

; Ny Pl 3 i
(13.27) T T a!’a‘ R
f n condizione che si pongs

(13.28) A = gt 78522, 92 ¥

Tegta & dungﬁe 15 legge di trasformazione delle - ‘,«c s
¢ evidente 1'analogis con le solite formule d1 CHRI-
STOPPEL (4.5). {Notiamo una congeguenzs particolere:
ricaviamo subdto che ¢, dato dalle (13.13),& effei-
tivamente vettore sffire covsrisnte). Me @i pil: ol-
tre 81 camrsttere d'inverianga del sistema (13.6).

(13.28) essicursno per

T2 an a;rv g /A & S O/“?
‘\.}._:; L :;) = & s "/' oA
Vs s o F e adr

undip' ndentemente dsll'eventusle annullszrai del ge-
condi membri) 11 cersttere di cogredicnzs alle e ¢
cio®, a condizione che valgsno le (13.78), allo stes-
30 modo che
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- tensore prolettlvo di ordine r+s, con gli indieci 4,.. .4~

. re proisttivo 42l 1® ordine (vettore proiettivo) contro

Vo ggometrico ocontrovarisrte ; analogamente un vettore
pro.ettivo covariante gecmetrico, dato ciod a meno 4%

- 3 MRS e N B Sk L s 2

(13.30) "= g x
»
si ha anche
CS' » \ v!
% »
(13.31) bt B S LR
7 £ P Lt[

Le coor dinate omogenee X~ 4i un punto possono rigusr—
darsi come l2 componenti di un tensore proiettive jel §
1°® ordine coantroverisnte, inteso che in relszione sd un
A-r1’arimento} con ovvie genersligzszione 4i gquanto si
¢ detto 8] n.S - che vale per un B-riferimento - =i A4ics

3i covarianza, u. ...« di connrovar1an/;> un ente rappre
sentabile medtante ”omponen+1 /V M che per 1le
(13.30) =i trassformino in et
5 7
g My ] 3 ! DY s TR
(13 32) /L’”/u'z Mo, <?A' ‘2 ?/ur i 7 :+ A /"",4 My
S A /2’ FAL, A, 1, ..... i

~

Un punto {(sullo spazio tangente &£lla .{,, nel punto chi
ge ne gconsidera) pud Jdungue identificarsi con un t2nso_

varisgnte, il guesle perl potrd intendersi dato s meno di
un fsttore: ocome divewo, il punto & un vettore proievii

b

un fattore ( £ 0 ) si identifica con un iperpisno (5
dello spazio %angente. Un bivettore {tensore Gméqxwmem ;

trico del 2° ordine) geometrico controvariante 1 e
& sempiice, ciod esp!im;bile con un prodotto allerunsto §

y I R i
3.33) b, g LSS R e

gi identifica con 1la_retta congiungenie i due punti
z menc che non sia nulloc il che vorr® dire che i due
vunti coincidono. J1 prodottu alternato di tre punti,
° di un puntoc e una retta :

¥ :
(13.34) g = x" j z

»] JAwy _ (A 9
S z -—/% et

B un tensore emisimmetrico {4rivettore) proiettivo con
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trovarignte(geometrico) che =i identifics ¢ol pia-

noc che contiene i tre punti o il punto e is rette
supposti, se & nullo vucl dire che tsle prano & in-
Aeterminato ( ad es. che quei tre punti scno allinea_
ti). ® cosi via; altri esempi di tensori proiettivi
zeometrici sono il teasore controveriante o covarian_
te simmetrico f4mau B~ , che definisce una quadrica
dello spazio tangente, come luoge di punti o come
inviluppo 44 iperpisni

{4 u e A
(13.3%) '4/:'/4‘ z 'zl = O s A E‘E‘ - OJ‘

C

pc: il tenscre mistc { “ che definisce una omografia:
e d

A v
mentre ur guslungue tensore proiettivo geogetrico
N definisce un'operszione lineare, applica_

MPVE
£ad'3 @n sicstems ordinsto 4i 2 punti ¢ 41 J- 2' ifer’tz-anv

determina un punto:

s At TR A, /; £ 7.
(13.37) WAL E=b Al T i g g
A e 7 4 /“( /“’«_/

Pré le trasformezioni (13.30) si possono comprendere
~nche i mutamenti delle »” per un comune fsttore & ,
Ge aon glterano il punto vecmetrico per unz tale
Lraaformczisne (ciod quendo 9y -iﬁ§> ) ciascun ten-
gore proiet tivo anslitico (intendismo: le ocui compo-
nentl signo numericemente azsegnste,s non solo date
a meno d'un fattore) viene moltiplicsto per ¢ 72,
* ed s essengdo 1 numeri d'indici 4i covarisnza e 4i

controvariqnga del svpposte %enscre.
f 15

Totiemo imcidentslmente che 1e {(13.9) ove s’intenda
5 w_’) go(y':

@ funzione delle «“, ciod ls (¢3.¢2; ove ¥
sonc sppunto casc particolare, per gw zzzjf,delle
{(13.28). :

L'assegnazione 31 uns conne=zicne uruﬁattiva, o pid
esattamente di un sistems @i porsmetri misti A7 . ,42

iueogo g un processc 4i ier*vv_;oqe covarisnte dei ten-
gori prolettivi,6 e quindi anche di derivszione assoluts
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lungo uns curvs , 41 cui un esempio & offerto dalls 1
{13.29); al es. per un tensore proiettivo HJP” la de=
rivata covericnte @ z

7.8 ek -y z , 2.; v | T
(13.38) A wi 5 Dz‘/{}/ "/i,g‘,.- ',:*' +“4” /I “tz ‘/4,1
) la derivats assoluta rispetto & I , lungo le linea
=it /7-) Q
'P(_V 5
(13.39) _S’Z{L__ R v _u’

isnslogsmente si costruird 1a derivata covarisnte di o-
zni zltro tensore proiettivo: la guale 2 un nuovo ften-
sore, ma avente insieme agli indici proiettivi ug nuov
indice quello 4i derivazione, rispetto 2l guale & ten-
sore affine' ad es. A,/ per un cambiamento (13.23

13.24) delle cocrdinate curviiinee e dei sistemi proil
tivsi loesli si muierdt in ’

i T

/_,‘/;1 s V’ i 7‘. ,n,i ”a, yf/_7 -
a0 AL - Biglet g A
1 no+i che per un cambiamento (13.12) dei parametri
fe1ls connessione proiettive 1s derivata [T/, 7T iz
41 un gquslungue ‘tensore proiettive di ordine r+8, si

s
muee 1‘1

A 3

(13.41) LZ/V'" 7/y A_‘ﬁ SN
X :

il che a3 in particolsre che, ser /3@' s'intende te

gore proiettivo geometrzco 11 eistems :

ﬁ-y = s L Ay
(13 .42) 3 = \,/21,_
{ove Q@ (1) indica un g;bitrgggq f=ttore, an-
che = O)ha per le (13.12) ei i

gnificate invariante: come
1z (13.20),cul 3t riduce se /¥ 3 wun puato, la {13.42)
ppregentas una legge di trasporto proiettivo, pel venm
sore N, /Q;/“ deterrinato™dslls connessione. 1
Rotiamo qui 1ncidentalme4te che da un punto 4i viste
prettamente snslitico lo studic 4i ana cconnessione




!p ciettiva si identifica con lo studio delle proprie_
ta inerenti a un siastema differenzizle (13.6) invarian-
ti per le (13.23),(13.24),(13.28) e (13.12).

14.- Deviazione @i una conngesione proiettivs.
Costruzione di parametri normalizazsti.

Ci riesce utile qui (sslvo a tornare qualche volia
.el seguito slle ipotesi pid generali) limitare 1'asrbi_-
trerietd del riferimento: intendendo dspprima che esso
sis un A -riferimento, ciod il vertice 10..0 dell® (m+1)-
.edro fondamentale su ciascuno spazio tengente sis il
;unto di ocontatto. Cid equivale a dire che tale punto

1 relstivo spazio tangente avrd coordinate /J. <,

ove A & un fattore #¢ (anche variadbile ds punto a pnn
to) qualungue. :

Corrispondentemente nelle (13.24) dovrd essere

2z : ’2,_ ) o’ 7 .
(14.1) qa =0 (onde anche g, = 0598 -?—5 j 5
ove, per ora, ad evitare equivoei, intendiasmo che gli
indiei 2 9 7 p g,.. gservano a dea1gnare le n coozdinate
proiettive rimanenti 44 un punto z* ,tolta la prima ();
meatre ¢, /. £ £/, ... @ervono a designare le n coordina-

te euxvi&iuee dei punti sulla X .
In conseguenza dells (14.1) le ccordinate X° @i un
punto = * formano esse stesse mn tensore, per le (13.24):

7

(14.2) | rifsagt e’

I1 eignificato geometrico 2 ovvio: 1le g sono, nella
gtella che ha per centro il punto di contatto CO”Idl~
nate omogenee dells direzicus che va al punto x’.

Bntro 10 spazio tangente vi d anche un altro sistema
@1 riferimenti ddlle direzioni: guello oui si riferisco_
2o le du‘.8aremo fra poco condotti s identificare 1 due

riferieutni: © pild esatiamente, 3 Cissare frc di essi
4t collegamentos

Seconds la legge di trasporto (13.6) dells connessio-
ne i punti 4i una curva [/ dells X, ,uscenti de un pun-
to A («‘) con una direziors z{ du?), 8i pcesono por-



- dede 0

.37> sullo spazio tangente in 7 7 _, dandc 1uogo &
curva [ ,che si 3irh immsgine tingenziale della %
arva /7 su T .Sia /' 1a tsngente in £~ a /., iveri- &
_~hiamo eubito che 7 7 8i corrispondono in una omo-
gra.: - nella stells 7.
E iafattd, i1 punto dello spazio /7 ,che per effetto
del trasporto proiettive dato dslla conneseione,

?

14.3) “xyd :r/—/tjz. xX .t

i porta nel panto 4i contstto "k S'Z dellc spagio e
angente mel punto 2P { «’ . 2w’ ) infinitamente viecino
£ su /7, ha cocordinste proiettive 1nfin1tamente

rosgime s qnol e di P K che somc date 4a 7(5'
sotremo indicsre con r> 2 At JDovremo dungue avere

-

A ; ; 'z.
{14.4) *KS = )‘TU + Lar /1 Yee ( /ré\/:Ax’“}du ,

>nde posto A=2 ricaviamo, prese le parti principali
legli infinitesimi ,

14.5) Sl = X/2 di

Cra 1le A.z sono proprio coordinste dells direzione
et /D e (come '@ gid notato) le o« ’ sono coor—
dinate c{;}.la direzione 7 4di /7 in 7 :1a (14.5) rep-
precenta appunto un'omografisa 7 incui /£ e 7' sl
corrispondono. La diremo omografia 4i deviazione della 3
connessione proiettiva. : 1

I1 fatto che le x/l| servono s raporesentare una omo-
grafia fa prevedere che esse siano le componenti 4i un
tensore; effettivamente le (13.28), guando ai utiligzi-
no le (14.1), dinnoc subito

2’ 9 43 Ep M A 2’
ase) A= gl9fh N w0 97
2N« 2
2 A
d'altra partp 81 ha naturslmente
T i R )
. . = a5 ! s
(14.7) K():, %h%r_%xm " = -
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e infine
/2/ /’71 <
- /] % 2 S
(14-8) K~ B o LS % 29;" ""/Ioz
Cueeta mette in evidenzs il carattere tensorisle di
#/\> ( in relazione ai cambilementi dell’ )qd-riferimen_
to)a -

Tale tensore ,k/iw~potrh dirsi tensore di deviazio-
ne della conneseicne proiettivsa. T

Risulta qui agsal naturale valersi dells omogrsfis
7 di deviazione per lezare (nel modo indicatc sl n®
precedente) le rette che congiungono il punto /’ agli al-
tri punti fcndamentali e al punto unitd del sistems
prciettivo locale zl riferimento curvilineo. Fresl ordi-
nastamente tzl1i punti fondamentali e il punto unitad culle
rette omologhe in 7 (o come diremo per brevita, assooia-
te) alle tangenti in 7 a;le linee coordinate « «’? .. . "
5115 retta <ic = du’= - dovrh risultare, come moatra-

po le {14.5)

et

2
(14.9) 4 Am =

(eguale 3 meno d4i un fattore *’); 11 secondo membro
indicando, al eolito, 7 oppure zero secondo che ¢ =
prendono o no valori d'egusl posto frs i contrassegni
delle coordinste proiettive seguenti la prima e delle
coordinate curvilinee.

Ousle sia la trasformazione delle coordinate proiet_
tive loceli con cul si rende soddisfsetta la (14.9) ri-
sulta subito dalle (14.8): queste dsnno

(14.10) Kol Lt

a2

a condigiune che gi prends

(14.11) G JLQ_L/Z :

/e
Ouando sia verificata la (14 8) e le trasformazioni
del riferimerto per X, si limitino a quelle per le gue-

- : 5
il esga rirone ‘“vnr# verificata il riferimento gi »:
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fuce, seocndo la terminologia introdetts al n.12, a 2

Hurlferimento Per le relstive trasformec zioni 1a (14;;

deve escere invaricnte: 13 (14.8)insieme 5115 condiazg

ne ulteriore detta 21 n.12 ei 32 che per guesto deve @

sere - usendo come ora risulte lecito anche per le 200

dinate proiettive i contrassegni 4 anzich® 2/ 08
~Z

z

=
2z ’ £ i

~

s
£

i ¢ indica un fattore £ O | in generale.funzione%
delle «‘ .Possiamo seng'altrc scrivere g

)

5 I

f14a3) gi = .

Ve if,:zjfi, e le é}f sono le quantité,é;fyi (ayb1- 
trarie). A % “ -
In forzz delle (14.12) risults lecitc precissre le

{14.2) ponendo proprio
(14.14) & LB )

(o aache -1751-2 con ./ costante numerica # J ;mas convig
ne seng'altro supporre M =71). Infatti per le (14.12)
12 {14.14) & inveriante. 3

In forea delle (14.13) le formule (13.28) 41 tre-
sformazione dei p2rametyi si scrivono g

¢ '

¥ V/\A'A IS 1 v/
LT " Q ; N ‘n
(14015) A,L e A 9 / «! &‘r 7"(/:"2,'”/” *‘S/;{I d“, LJ/‘C? f’-

M2 possigmn 41 gni eliminerxe ¢ , sd es. scrivendo leg
formule particolsri che si henno per v'= &/ =0,

’
I Y s s 2z o
f ; S ¥ AT e s
(14.16) J/la’z." < JL/A z "/V Loy T ¥ “’3 ?
o @ ]
:._"A Z C-’:., 7‘(/.[ //ﬂt“ﬂ Q- .
oc £ & =7

Ricavismo subité che, posto

3 '); ,ﬁi.‘ o
14.37) L g S
AL &

= Lue

s
7



gi

- ¥’ - C"\ L",”-‘;,"" )¢ v/ o A *
e 4 “,S) Vs T e 3 # S : 3‘ 9—
L edS, W £ AT PR S : plk - =
a0y 270 = 700" S o

queste ddnno come facile conseguenza che se com;l tiamo
11 sistema [ poneadc, in relazione al eupposto B-Ii
ferimento,

a I A % ==
(14.19) e g ERgy
| risulta
W st QV'(_};ﬁoﬂ AP QL}/
(14.20 U op = e AV °J C S

Ritroviamo “ungue quali formule di tw eformazione delle
[7.; le solite formule (B.46) o (12.25).
le gjj date 4z1le (14.17) e (14.19) =i dirannc pars:e-~
tri Qngxfgﬂ:eti della connmgsiong proiettive; risgulta
immediata 1z verifica che le j/L sono inverianti ver le
(13.12), dungue osse sonc determinate, in relezicne a
an R-riferimento, dzlls connessione proiettiva. Wotiarmc
| che, in conseguenza dellgv(l4.17) e (14.14), si hs pet
peraretri normelizzati /  , snche

L

(14.21) e s %4~

De quanto s'® gid vieto sl n.8 e sl n.12 riswmita che ;
parametri normslizzati /), ei poseomec rseve guoll pu-
rametri 41 uns derivazione yroistiiva pei tonoori proisiy
tivi: derivegzione che dungue & deterninata dalla connes-
sione prolettiva. Ci riferiamo gqui naturslmente g tensc~
ri proiettivi per le B-trssformazioni: dotati quindi del
la legge di tresformszioane (9.3),ove le E%, e :7 ~cddi-
efzno 8lle (9.2); e 41 tutte le prcpr:e*é ai cui e'®
dette 1 n.© .Potremmo dire ove cccorra %T—tensori per
digtinguerli dai tensori proiettivi-per le A-trss orma
zloni, dotsti della legge di trasformsszicne (13.32):

q-tenscri. ¥z 2 ovvic che un g-tenscre, covarisnte per
¥ indici, controvsriante per 3 indic per uns B-tra-

c i :
“Formezione gi trasformerd nel modo seguente:



; s ) i ;
s e R T A j.""‘)‘{: P AL AL iy
)y' 3 3 % % S z
y 5 . = TR ER I L gt —eTard '
L} 3 ol 2) - /1 ’4 Lok e /"\‘ 4 /A yze A 3 )
A s g

con Z;‘lz =3 ; 11 che potra esprimersl dicendc che egsg
> un 7 -temsore relstivo, di grado Z-J Tih in gene
ge nells (14.22) ¢ 2 qualunque si dird che/V
grzdo : la derivsgione proiettive covarisnte 4
me

tri [* perd si spplics sclo ai tensori di —..{,

Questo & in sostanza sufficiente,in gusnte i pun
:Sv-erpiani in genere 1 tenqori proiﬁttivi geouesd

o possonc pensar*i a1 rado zero;il c‘:e equlvaz

craslizzare opportunsm _?ﬁte Tiaicans trasformazion
elle loro coordinate Del resto non presentas diffie
td il vedere che coga occorre per formare derivste
~varignti di tensori ancne di grado guslunque. Basts

cupsrel del mso di uno scglare 4 ,pel qusle =i 3b

(14.23‘)7 £ 92//,

/ 7/ . W
2424 2H = (04558 by ).
cra e.:.;mlnandc J x‘g? frz quests e la (14.16; abblamo

(14.25) o, H- i/l'-f H = 9/)/9’-‘7/1 f/}c} 7?

cio, ponendo

(126} - F = .Ao- F: -7

Ph e A T g
(14.27) VA = 0, Q- gl (b TH-g
abbiamo: 3
L R 3 ’, — £
{L‘r..’,g q” - ?j gﬁ’%, .

Dungune: atilizzande e /lo. gl possono formsre effe
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¢ive derivate covarianti per scslsri e quindi anche per
gensori 41 grado qualunque; perd non determinate dalla
oonnesoione proiettiva. , v

D'altra parte, utilizzando 1le /l” , anche in relazio-
pe & ua qualungque A-riferimento =i formsno, analogamen-

te a1le (3.24) e (3.25), derivete covarianti di $ensori

4i peso qualungue: pei quali cio? nei secondi membri
delle formule 4i trasforme zione figuri snche una poten-
ga del determinsnte o- \(71\ della traeformazione.Ta-
le & 63 es. A, /" se

(14.29). /!12/"”1—- /?, 7'“ '// A5

(tensore d4i peso /2 ). Un tensore proiettivo per le
A-tresformszioni, covarisnte per 2 indici, controvarian-
te per S indici, e reletivo di peso /4 , in relagione al-
le B-trasformazioni & ovvismente 4i grado

(14.30) g = ﬁ/n+ 1)+2 -

13 derivate covsriante di /ﬂ'ﬂvad es. potrd cosi costruir
8i:

(14.31) T ’D ] A AT A

/“ 4 » . £

Tz

Vi figurano dunque le /I:z- , che non sonc det mi'late
dalla connessione. Ma vi & in reslthd un caso in cui i
termini contenenti le.] si elidono: il cesc in cui
il tensore ( anche se a1 ‘peso #0 ) & 41 grado nullo,
¢iod .

(14.32) 52
' s Rl

Effettivamente, se, mediante le (13.15),esprimiamo
le /1 per le Z./“- - determingte daila coanneesiciae -
2 per ‘1e ./l A 5 espressione delis derivata coverisn=-
te non contiene le _A ,c » W2 soltanto le L/fl- ,con cui &
formsta come si forma con le /l ; le derivata covsrisnte

BO/ETOL 07-77- 5/6821 ~ t.’r’lne//", one /Dro/e:’f*.‘ Ve _27/_'5/0_ /6



T pP
di un tensore di peso e grado nullo, ad es. per,4

4
se 7= T gi hs

(14.33)  ZAFEQAILL AL LY A

Dunque: pei tensori di grado mullo (in particolare per
quelli 41 peso nullo aventi egusl numero 4'indiocl 4i o0
variensa e controvariensa) la derivseta covariante fatta
col parametri /| , al luogo dei quali peceecno anche se ,
stituirsi le lf;. ,9ono determinate dalls connessione
proiettiva. LB : - S

Le formule di trasformszione-deile /, -, ocui ei col-
lega i1 comportamento ora detto, si acrivano facilmente:
ecce differiscono sia da que;le delle /l , che <!el'.le]'A

Y
: :
Tt B e "‘91 09;7 = a/ ”’0’;7

/"(’-’, 1 /‘l [

A
Anche 1e;l;d in quento determinate dalla connessione

potrebbero sssumersi guali psrametri mormelissat¢i a1
guegta: esse hanno un ruolo notevole nella teoria come
v2dremo. Henno 11 venteggio 41 costruirsi im relagione
afu? Qﬁféﬁﬁﬁzﬁo gA-riferimento :ma, nei confronti delle
T ppiicarsi a tensori normslizzgti’ in un modo
ehe non sembras il pidh netursle , e di dar luogo a deri- .
vste cecverignti che non sono nuovi tensori proieutivi.
Torniamo ai nostri parametri normalizzati /* ,perx

unhosservazione In’ cortaeguenza delle formule di trasformafione (14.20)
si ha

(14.25) PR 9 )+, God

)’I

col solito significato per zﬁ «Di qui risulta i1 fatto,f
sotto forms lievemente diverss notato dal CARTAN, che con
una ben determinata scelta, in relazione alle presuppo-
ste coordinate curvilinee, degll iperpiani fondamentali
r-0 dei sigstemi proiettivi locali, sl pud rendere

(14.36) | f’p";, el

E infatti delle (14.35), annullando 4 primi membri, ri-
sulteno univoocsmente determina*e le ¥

g



"_ ; -123~

Naturalmente se intendiamo gid soddisfatta la cndi-
gione /.= quedta avrh carattere invsriante per le
trusformazioni

z > . A 2
(14.37) e = czj/zz,’....} L 2% f%,x

gulle coordinate curvilince e sul sistemi proiettivi lo-
cali gid ~soggette alle ccnéizioni ’ :

) .
(14.38) 9, = ‘“_, 9 i e
: = et o’
allora e solo che =i sbbis anche
14% S :
(14.39) 7, 22, b d

il che vale appunto a subordinare del tutto 1 trssfor-
. mazione ‘sulle coordinate proiettive ot = quells sulle
. coordinate curvilinee /¢c‘ . Si determinano cosl quelle
che diremo le D-trasformezioni; 1 riferimenti soggetti
8d esse 11 diremo D-riferimenti: sono in scstanza quelli
stessl implici tamente ussgti da T.Y.THOMAS e VYEBLER, e
inqmeste [exioni 81 n.9: ved. le (2.32),0ove @'intenda
posto =13e efr. n.12, fine,

Pacilnente poasiamo esprimere 1a condizione (14.36)
anche in relazione ai parametri 1; ; +Infatti le (13.15),
(14.17) &dnno subito

(14.40) s e e

Tz

| 2
e facilmente nerisultano fra 1e./2§ ed L, 1e relazioni

‘ . 2 = )4-;\)—6 : = rﬂ)"‘ : p‘

L (14.42) [;1 L/“ '3/‘ Ja 70 L/“. Sk proi e
Dunque le (14.36) equivalgonc a

r

| e p)

P (14042) 7" inid) L7 20, o anhe .Z. =L

_ Una interpretazione geﬁmetrica soddlsfacente ai que-
ste condizioni, ciock 4n sostanza delle D-tresformazioni
0 dei N-riferiwenti d'imvortsngs notevele ir ovsnte el-
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.\

meno formalmente ccnsentuno uno sviluppo dells teoria
che & relativa effettivemente 21ls sole X, sensa inte;
vento degli spsgzi tangenti, non & sino ad ora conocseiu
ta. g

8. 2. Geodetiche. Curvatura e torsione.

15 .- Gepdetiche di una ccnnesgione preciettiva; con-
negsicne sffine e tersore affine subcxdinati s
un cemp¢ d'iverpisni. Scompcesizione delle tra-~
sformazioni proieitive frs spezi infinitsmente.
vicini.

Veniamo {(concludendo il ravvicinsmento con le conei
derazioni esposte nella I Parte) slls nozione di geode
tiche 4% una connessione proietiiva, gid incideatalmen:
te accenngta al n.2 (p.13). Secondo i1 Cartan esse son
le linee della varieta (7)) s connessione proiettiva,
aventil gvali immsgini tsngenzisli (entro lc spazio pro
iettivo (S,) tangente s1lla varietd in un loro punto) 1i:
nee rette. Vedremo fra poco come a questa posssnc 20st]
tuirel altre caratterizzazioni, d4i natura differ enzias
le.

M ® utile intanto ricavere 1'effettiva rappresentas
gicne dell'imrsgine tangenziale di una gquslungue curva
dells varietd /. su un ,5 tangente. -

Riprendiamo le equ821oni (13.6).0 (13.20) del tra-
spoxto proiet tive dei punti lungo le linee della P ,
determinate dalls connessione (che diremo per brevité ;
"trsslazione prolet tiva™): secondo le (13 29)

o 1
(15.1) Sx” _ dxp+/rlx“‘ﬁ‘ L

dr JF £ :
lungo uns lines F ¢t = z2 /Z’*) ls @ "‘/ egssendo uns
furzione guslungue di # che pud anche porsi =0 ( 1
che equivale a intendere oppcrtunsmente ncrmslizzate 16
coor dinate 7 in relazione alls scelte ¢ei psrametri A
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supponisme che il "riferimento"” di cui ci valiamo sia
gualunque; e ccnsideriamo insieme ad esso anche un se-
condo riferimento pure deél tipo pil gerersle , in rela-
zione &l qgusle i punii fondameniszli del precedente avran
no ¢erte coordingte «31'. :

SQia o?/7) 1lungo 7/ una serie di punti degli spagzi
angenti che verisno per traslazione proiettiva: la sua
| i-msgine tangenzisle s@ull'S [/, ) ¢angente a 72 in
un punto £ 4i /7, 7= 7 (luogo dei -punti ottenuti su
questo S, trasportsndovi per traslazione proiettiva
lungo /7 i punti della serie x /2'“)) gi ridurrd nstu-
relmente & un punto, XYZ) = ai/z) . Ora: iwmegi-
niamo che, sempre per traslaggone proiettiva lungo /',
vengano portati sm /7; i punti fondamentseli dei riferi-
menti proiettivi locsli del 1°® sistema, dsti nei punti
it /7 . Avremo su /7, uns famiglias 4i riterimenti proie’
tivi a, 7); per ciasscun velore di 7 1l punto fisso

Y avrd rispetto 21 corrispondente riferimento
coor dinate x '/~ tali ohe
(15.2) x /2:/ = é)/ﬁ/.r”/f_] :

Le X /7) scno evidentemente anche le coar dinate del
punto vériebile (per traslagione proiettiva lungo /)
| 2AF) rispetto al corrispondente riferimento g’
che era dsto nello spezio tangente nel punto genenco
22 *(%) 4ella curva / .S5i dovrd dungue svere

(15.3) 0" = DV 3
gF
e d'altra parte
A;Z' AJ'
/ da 4 ¥
(15 .4) < e TR B e A
o> ot » o F
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G,
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o

Spvmiann sy
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G S e P

e siccome queste dovranno valere qualungue sia 1l p' 7
x /Z‘] conklderato ,ne consegue

A S A e Q’a ,‘\f}l
24 < fnap WIS DS
asws) o a2 o = S(r) ">

quele condiziore neceeaafia e syfficiente perchd la

gerie A1 riferimenti a * gig irmsgine tmgeuzisle
sulm, dells serie ded "riferimenti loceli g’ dati
léngo /~ , la  H/7) essendo sempre una funzione
qualunque cne potrd anche porsi = 0.

~ ;
FPE A,?I 5 2 3

Se ora supponiasmo che & /H rappresenti 1'imma-
gine tsngenzisle su T, di una quslunque serie di pun-

i x*/F) AQetl negli svszi tengenti lungo /7, avremo:
8l solito posto :

g “A %2 )
(A5:6)sir 21 0T fBfian /fj.t-/}j,;

che 1le .:I:/Z‘] scno anche le coordinate, in relazione aif
gietemi cz" ,dei punti della supposta serie, 41 cui
TV i'irmagine ; ora dalls (15.5) &bbismo

A A’ i Ml
(15.7) 0’1 //l ’?a/" 95/27(2/.2: "’x

ciod

A )

dz 5,

15 08) 3 —— é } I .

JE o’Z— (=) &

Ner ztiamo - & portarci dietro ancora é[i‘} : é ovv1ofd
< 23

che © =ta porre x = f,xv 3 a g a_ ,con p= Ke™

ove X. & uns costante #£0 ,perché le (15 .8) poess.no

: a4
ridursi (tornsndc g scrivere per semplicitd .’r ed C?,

P _/_(-ll $
sagichd X ed S:l ) alls forma seguente:
.;'.' % % 42’ y o ’
(15.9) x5 Dok o aiee a4

e a7 »



’- T -

pogsiamo proseguire: valendoci sempre delle {15.5),0ve

I i L R

018 intenderemo dunque posto P/%)=0 ricaviamo subito

a/z.rd’ Stty a«?'

(15.10) g7 = g

(15.11) N B :
G A i

¢ dunqueseintendiamo, per semplicitd  che in un determi-
pato puato 72 r=7 , 1 riferimenti locali cui ei rife-

2’
rigscone le coorainate x? edrx coincidano, cosicche
in guel puntc sard

usaz) ( / /d/ 5

otteniamo senz altro, per 1l'immagine tangenzmle 1‘ /1‘/
della serie di punti xr”/7) degli spazi tangenti nei
punti 41 /' , fatta sullo spazio tangente nel punto
e , 3= rappreseqtaziox.e seguente

AV : J-t
asa3) 7= 272)+ f / dﬂ/f
- dx”
$in qui sbbiamo intesc che 1a derivatz assoluta —

Y

fosce calcolsts coi parsmetri /. (11 che, =i badi, por_
ta che 1la ,réeppresentazione (15 .13) non 2 univoca per—-
chd le ./1“- pogeono varisre secondo le (13.12). o &
gecmetricamente ovvio che, ¢id non ostente, 1' immagine
tangenzisle sard sempre univocamente determinata) _

I1 riferimento era del tipo pid genecrale . Se in-_
tendiamo invece di ricorrere all'usc di un B-riferi-
mento, basterd introdurre in modo erbitrario, come 8l
2.8 (pag. 65 ) du’ per poter rerpresentare ls leg-
ge di traslazione proiettiva dei punti (1‘5.1), anche
nel modo seguente (ove con (/) contrsssegmniamo differen
tiali e derivate costruiti con 1e r}i -




%7 o Jdx” :
(15. Kop Shdd e L e
e R JdF T dF sl . o

2 l'immegine tangenzisle di una qualungue serie 4di punj{
ti degli spazi tsngenti, dati lungo la curve /) x/7), &
col segnente sviluppo:

aé’;}v'
5 =y xt / X z
(*G-IS) »r = /[.)*/C/f"ffz/dfz oZ—../. ...... .

ove le derivate sssolute sono cslcolate coi parsmetri

lff;l(e, s'intende sempre nel puntoc /, che si considera)

La (15.1%) si presta meglio dells (15.13) s darxe una

presentazione dell'immagine tangenzisle deils curva

[” medesima, ciod dells serie formata dai puntl 41 que

gt=s curvg:le cui coordinste locall s meno d'un fattore

comune sono, in ciascun punto &/, 2 ”= 5 , in relszig

ne al - A-riferimento (o pi& in generale anche a un ;

A-riferipento :

Risulte subito

)

R T S B R e

» b ‘,i Y.
(15 .16) St i Qe

_dunque 1'irmegine tangenziale, sullo spazio tangente if
“un punto /=2, 3ells curva Jf’ y «'= 2.Y7), & rapprese
tata drlle eq1"zioni '

, oL I f o S u
(15'-!-'1 .’Z()—— /f-+_/d2‘3 Q"Fj/f--/. "
5 ,

€ a)
ove ad eq. _E%ﬁ_=é%; Zg agf ¢ un punto;

suills tanzente sssocista slle tangente & /7 nel suo
pur.ts generico (ved. n.pree.): dipendente dalls scelts
i @u® {da cui, s'intende bene, dipende 1s rzappresents-
zione (15.1”) sncl.e esez non univoca: non ne dipende
perd 1 iumu*ﬁﬁﬂ tungenzisale, quale ente geometrico).

A propocsitc delle iny rglni tangenzigll 4i una serie
d4i Pttnti é¢egl. spazi tsngenti nei punti 41 una eurval




-

o d¢ella curva /medejima  relabive ai vari punh 44 e

2

interes-

ﬂlt*ﬁ ovvia 1'osger
identiche.

conpnesesione

&

vazione che esse sono
1*c%é 1c studio del-
ivs, e anche
& P lungc uns

&

cu*ve 4i un S.

e o
vl

venire rertic
quale, natur rer
richiesto che uns piccols
cio® slle gecdetiche Ae
glismo indicare un'sltrs
che ci
letive alle derivatle sss
metri misti /1), 0 anche con
Sis x%¢) uns serie di
(1e stesse considers

d

'V\s

5 4

ram

b
~
S

o
biAT at
grane
runti dsti

zioni varrebtberc

clare che qui c'interes_
sclo, ncn svrebbe in
parte degli sviluppi

1ls connessione proiet-
dimo:traZ¢one delle

- i

rorta & stebilire interesegnti formule

{ecalcolate col pa-~
tri proiettivi /71, ).
lungo la curva J/—
PET ung qusalungue

gerie d4i tensori preoiettivi, ed & :”perfluo avvertire
che valecne anche per tpaﬂcr‘ sffini, in relszione & una
a5 pras 2 ¥ -
uslungie connesgione sffine ivf- ). Voglismo opportunsg-
r2nte tr=sformere le espresgioni
> o’ dz” 1 . x” du
(15.18) = # Ll ——
<if‘ ol a7‘
7 ey oE RS e o
Indichismo con.x:({/4,) 11 punto ottenuto,nel pun
= SR ; ; LRI el
di £ , 8 partire dal punte ¢, per trsslazione
preiettiva lungo 1ﬁ7 cogicche gi avrd
- s {a
530y wele) - 7E) L) A )
(1% .19) x4l /;' = X[/, 3 s AR A /
o/
Di qui ricaviasmeo
v/ )
i cr’?ﬁ/ du* x4/ ) //
115 .26 = Lped { p: e )
4 : . s dE, iy
o
e gvindi zgostituendo nelle (15.18)
s7 3 ol
B15. 230 S x [LT'j 0/.1‘)’ /(/‘2’/2;/2:}}
e 5 { o
dr dF L g, /Z; =
BoR;7OLOTTY - \Sbaz/ a cm.ne”wne /vro.'e/rwt _27/:5/-7- 7
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R S x/f) x’?f/f} )
THESF 2o e

infatti . ¢ e %
Lt ‘

Z‘Z‘ t: t“’l- I

Semplificando :
SarE] it g AR 2 )

(15.22) - :
g e &-4

il che d3 ls derivata assoluts quale limite 41 una so-
.ata di rapporto incrementale, calcolato nello spazio
tangente nel punto Z, dopc avervi riportato il punto
i il dal punto - , lungo la_supposta ocurva.
Supperiamo ora che il punto 7;;— venga portato |
traslszione proiettiva, lungo 7  , sino al punto &
92" 41 punto cosl ottent
dr 4—-»!", 4
to. Abbiamo manifestamente, tenuto presente che 11 tr
sporto per traslagione proiettiva si fa mediante int
grazione di un sistema differenziale pel quale vale i
teorema di1 continuitd degli integralil rispetto ai val
ri inigiali "

(15 .23) ( / S .r”/z;/f)-x*zz/)
Es

iadichisxce per breviti con

|

i Sl s

={ 5 x(t)—xlt/[,) Ml e xv?,/f] 2 E/z) 3 a/.x"‘/f,/:
L+t S bt [t -1, dF 3

> B

2 _v
Dunque: pe 7 ® un'effettiva derivata ordinarie; e
- ar Jrse,

siccome la (15'.2'3) equiﬁale a &
(15.24) a’_ [d=(ap) . | =
ot o - .

B

:1 vede nwene quale sia 1'effettiva costruzione della



<L e i zj;""""‘"—"-'.-w Yy e T I - o
r- s
. Sx v 4 [__' -
- gerivata assoluta —= nel punto generico /° di :
) trasporto della serie 17/77 nel punto fisso (ma
qualungue ) Z, di 175
p) derivazione ordinﬁria nello spazio tangente in que-~
gto punto 7, ,della serie X(F)~ x/%/F) ottenuta co-
pe immagine tangenziale,
¢) tresporto as 7, al primitivo punto 7 (cio?, ridi-
gtribuzione lungo j* Jdelle derivate ottenute.

Vedremo & suc tempo come analoghe vedute guidino nel-
1a costruzione delle “"estensioni®™ di un tensore.

Tenuto presente che -

(15.25)  x/%/7) - =z ”/fj+/°"‘/’/f)/f /C/df/f/f/ L8

(ove ccn 1'indice _ contrassegnismo i vslorl cslcolati

in 7, ),vediamo che le (15.24) d2nno senz'altro di nuo-
- vo le (15.13), come volevamo.

Per la rappresentazione dell'imm&gine tangenzisle 4i
una linea /  abbiamo gid dsto le (15.17) oche presup-
pongono perd l'usgo di mn B-riferimento. Anche in rela-
zgione a un A, -riferimento possiamo fscilmente ricavare
1'immagine tangenziale quzle lucgo del vertice a del

sistema proiettivo locsle nel punto generico a1 L’ i
portato secondo le (15.5) - ove porremo D/%/=(0- nello
spazio tangente in [ .Per v 2 le (15.5) dhrrno

: ,‘J
(15.26) o3t = s /gdu
Non preaenterebbe difficoltd il procedere gsino a trova-
re una rappresentsgione integrale di & ﬂf) .Ma venia-

mo ora al problema d#lle geodetiche, cio& - come diceva-
o - delle 1linee le cui immegini tangenzisli sono li-

nee rette. &' ovvio che basterb esprimere 1'sllineamen-
to dei punti <§): ada?’ a’ se vogliamo che 1'imma-

gine tangenziale ai. a /7j sis sppunto uns lines ret-

’ z A L
ta. Abbismo gi& espresso agc} ; per 6{522 e&btiamo




-1 32-

Za 't’u[)A.'“ ‘:,
(15.27) O/ 4 /’D /1 C’/uc{4:+/ a’u+ﬂ /[ c/ac Ja’s

la condizione sllineamento soprs precisata si esprime;

Pk » . P
(15.28) /l du’+ (Y /] +/l”/ly/‘a/uda/u - ¢/, du’ |

ove > & un fattore (infinitesimo) di proporzionalith.
(Notiamo che goltanto eu questo fsttc rﬁ si rifletteredb-
be i1 tener conto del termine dells {15.5), che abbia-
mo trascurstoc pomendo P/Z)=0).

Le (15.28) d&nno in relsziore a uc A4, ~riferimento
la rsppresentszione anslitica delle gecdet;che. ¥a 1ls 1
semplifichismo notevelmente passandc a un B-riferimento,
sl da poterci valere delle (14.14). Jostituendc nelle
{15.28) queste divengono

z ; K p° 2 Va
(15.29) | d ut-/—[/?/.‘ +5; /10‘) a/u‘/a/uf.—_ ydu”;

A [ L it = I

o facendovi figurare, medisnte le (14.17), i psrasmetri
normalizzati [ﬁkweintroducendc un peremetro 7 : 1
d l.l ‘ Q’uJ Q/Lt "'/’}) daé i
o2 /R dr dr T Wi

Queste gono evidentemente le gecdetiche di una conneg-
gione sffine , avente quali paramectri, 1in relszione al
presupposto riferimento, le /[ ‘, . 1
Dunque: le gecodetiche di uﬂa connessione prozetti-;'

vs sono anche le gecdetiche 4i infinite connessioni ef-
fini: i cui parasmetri, relativi & uns sceltz delle coor:
dinate curvilinee, serarnc gli infiniti velori dei psra
metri [* 5 corrispondenti gi B-riferimenti compsatibi-
1i con qﬁélle coordinate curvilinee: cic® glla scelts de:
sii jperpisni 2°z0 dei riferimenti locali.
Effetyiv&mente se cambiamo le sole coordinste curvi
linee «‘ e non gPi iperpisni & "=0 ,cio® nelle (14.2
od (8.46),(12.25),poniamo %?,_.0 , ebbismo '

{15.30)
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: o
o '(. TP (/ & re
. — e 716 (U;z’\ :
> 3*) o~ d.f/.f’ = —LJ; ZZT, ]]Iél lZ TD“ﬁ/ d,", DLl 2
2 /o . r/g_f[va ;
15.32) "b 2’ g Jf ’
se in¥ece tenismo fissc il sistema curvilineo,onde
%ﬁf: 5., ,e invece csmbiamo gTi 1;erp1an X% ¢ . sosti
. / o’
uendcli con gli iperpisni x%-= 27+%; x‘=J,cne sone pot
erplani guslungue degli spesgi te ngenti nurche non

ssganti pe punti di cantattc ebbiamo i nuovi psrsmetri

b R 2

15.33) s S dls s [—’.‘,+T 7 §ge° .
: JA 7 A i R Ak 2
/ A
5.34) ' Y e A ME S - a6 -5 L E
5 _/_:/,iZ‘ ALC 5{2 d.‘{% ({3(7£ y
- - cHY @
gsecritte ¢ sl luoge 41 77/ .
Le (15.3 i) sone proprio le fcrmule di trasformszione

dei perametri 4i unc connessione affine; e le (15.33) .
ddnno 41 quests ric le pit generale trasformazions
che ne conserva ie gecdetiche e 1ls torsione.

(Si badi, che la connescione affine /. % &enerica ey
.in genersle soivnetrica: la sua torsione ¢ un ente le-
geto alla connessione p?Olettiva sul quale torneremo

gl n.17).

Le (15.32) mostranc che xrﬂg, 2 pei cambismenti del-
le sole coordinate curvilinee un tensore affine: le
(15.34) coineidono con le (8.32) (peg.58) ove sie posto
,ﬁ[=j;dunque, come & priori ers evidente ,varranno sen-
2 altro, in guanto non i basino sulla simmetria delle

"% rispetto ad /, 4, che Gfu?&ﬂerndu? osta, gli evi-
luppi e i risultati del n.8, e particclarmente:

la connessgione proiettiva Aeterminz anche, sulle sin-
g80le geodetiche {2 meno d4'uns trasformsgione lineare
fratta) un parsmetro proiettivo 77, e ingieme ad esso
nn gecondo parametro ¢« °, tali che 2i abbis lungo le
geodefichel

1
&
-
e

(L

o I 7 ey ok P ,./,"‘
(15.35) 2 e L STMGR Vs SRR
a’ﬁ‘ Q’ l);,—Z o 7 5 T C}.’y




Ma ors possiamo dare di qauste gquazloni uns in -
-pretazione espressiva: i punti ;%e gsocno punti con-
venienti ( e anche convenientemente ncrmslizzazti) presi
sulle rette associate alle tangenti della geodetica che |
8i congidera. Dunque :le linee geodetiche di una ;
connegsione proiettivs sonoc carstterizzate da que =
sta proprietd: che le rette associate sile lcro tangeutz
“Bntengono ung serie di punti che varisno, lunge ls car-
vz, per traslsgione proiettiva.

Possigmo infine dare l'effettiva cosiruzione gccmet*ié
ca delle connessioni affini ,fJg e moctrare come esse
vengano individuate dalla connessione proicitiva :A:n4u el
aesegni un camyo d'iperpiani sugli spazi tangenti. 4

Riprendiamo le formule (14.3) dells rsppreseniszione
proiettiva (omografica) determinata dslls connessiona
proiettive frs gli spazi tengenti nel punti «° ed |,

wf = u+du’ : che possismo snche scrivere, in rela-

3
K
A
@
3

gione s un B-riferimento

) 4 .
(15.36) a0 e ISR e P
clod
(15.37) . S ".t"._'-z :t' ka’du xa’u—xdu B

Z gyl =t .[ﬁ %fu x°du ’..

Risulta evidente che quests omcgrafisg infiniteaim&
2. =i pud spezzare nel prodotto delle due seguenti:

(15.38) x¢ = o:“/’/— dee?) -
{ r° c/ & P 3 ( IS)
7 S J"aJﬂ-zdfx du
e
pErT = o= ;c"du‘v— Ly e z C/AL
(15 o“o) I‘ A . KA}
S T e e A
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a5 =

Ora: la (15.38) pud interpretzrsi come un'omologisa spe
cisle S5 ‘emtrc lo spagio 7 tangente nel supposto pun_
to «‘, che diremo O ; essa ha in O il centro.

La (15.39) ruta 1'uno nell'sltro gli iperpiani x =0
dei riferimenti proiettivi locsli dsti im O/« o nel
punto infinitamente vicine *0/u% duf.

Ors interpretsndo ¢s3li iperpieni ¢ e” 2z entro 77 e *r
(spazio tangente in *0 ) qusli iperpieni impropri si far
no di 77:77” due spazi 2€¢fini, e fra essi 1l'omogrefis
(15.39), che indicheremo con A , si pud rigusrdasre co-
me un'sffinitd: essa @ proprio lz rsppresentsgione &f-
fine che fres i due spazi /7,”7 determina ls connessio-
ne affine /), , ccme appare evidente pacssndoa coorii-
n-te non cmogenee "i‘ X° (d4a interpretarei come
* o xo
coaxr dinste cartesigne sul due spazl affirni) e confron-
tsndo con le (2.4) ,pag. 12 .
Se indichiamo con 2, 1'iperrisnc dello spszio /7~ che
. @ell'omogrefia (2 =S54 viene mmtato im * 2 =zvremo
- infins che 1'omologia cpeciale ,5 muta 2, in 7
questa ocondizione determina anche 1'iperpisno 4d'omolo-

gia, che d'sltra parte hs l'equazione

(15 .40) f; 2’ du®=0 i
: quindl, enche la stesss omologia risultz del tutto aAe
‘erminata.

Prgsiamo concludere:

Deta in una X una connessione proiettiva, e detti
4 oo 1 suoi pardmetri mormslizzsti in relazione un B-yi
ferimento; assegnsto poi a piucere entro gli spazi 77 ta
genti 8lls X, un cempo d'irerpisni o (purchkd non pas-
ganti pe rf:pettivz punti d4i contatto), ls reppresents-
gione omografica (. che ls connessione determins fra
due spszi tangenti 7,/ 4nfinitemente viciri si scom-
pone (univocamente) nel rrodotto 31 uns omoclogia speciale
S kg di 7 in st) che hs il punto 41 contstto O ccme
centro e mute in T 1'iperpiano €, omologo in (2 di *»>
(iperpianc del campo, dz2to entro *)r Jper uns omograf;,ér:;-'

'1a qusle mute T in *% e guindi pud interpretsrei g&re
, s b

l ¢ \ ca \ v - 5




S

b i |

we affinitd A .Assunti gl L;erpiani z ¢ *Z come
iperpiani fondaumeontali <=1 riferimenti jocsli in 7 ef
"I ia S s qusle ipervisnc ¢'omologia 1l'iperpiang’
(15.4C); 12 A & la rapprese /

, ;-zione effine frs
* ;7  determinsta Aslls ccnnessione sffine /% .
o LS n 3

Si noti che guantc precede c¢i &3 snche uns interp®
tazione geometrica delle /., , o meglio dei lorc mut

4 i
repporti : infstti le (15.4C) si pub’interpretere core
1'equazione di uns correlszicne, entro lo spszio 7
fyrs 1z stella (¢ e 1l'iperpiano 7 . 1ls gqusie a cia
nz direzione (o, se si vucle a ciascuna retta) &«
15 stelia 0 fg corrispondere 1' intersezicre dell’ iperpianc
ccn quello ottenutc in /7 per trasslazicne prolettiva |

%0 (u"+du") ad 0 , =& partire d:11'iperpiasno *%
che @ associsto =4 ¥ . Tsle correlszione C 33 luc
a uns correlszione A dells

11s stells O 1in e¥,se 3
direzione [autj facciaro corrispondere 1'iverpisno
ds O proietts 1'.5, , cmolego in C ; sllors e scol
che X i yiduece & uns volsrith le /7%, cone simmet

che rispetto 54 7,4 . Qnuests per? non & uns proprid

t2 della oonnessicre proiettivarms dipende anche dall
sCelts degli iperpisni cu.~0 dei riferimenti localis
E infetti le (15.34) wﬂatr:nc che grtic certe condizi@
ni potremo rendere zﬁ;n =‘f€j , Gisyonendo della scel
dglle @, ciod® degli iperpiani % ;M3 su questaq
torneremo . :
A4 ogni modo risults chiaro, tecute presenti le
(8.31), come le j—' valguro 5 ﬁterw&lsr :1) ls scel
f e

7

.

tc di un perametro “rciotti & wenc: d'uns tr efo

zione linesre Pr %ts) su ciagevrs seodetics: 2)

Fe Xy - A -
relazio?e A nel’s  stells O ;e viccv"rSi, de. qne-ﬁ
8t enti - non indisendent! fre loro- esse rien 1+inos

L~
determinate. E ayvare zache 21 tutte ckisro, zeruhe'
ls ecelts di uns frz le irfinite conneesion

metriche,c anche, aventi uno stespo tonscr- ai

aventi le gecdectiche A4ells supposta connecseicne
ive equivel gs crcprio slla ccelta degli iperpic
cid complets 11 collegamentc Regli sttagli‘:vil
quelll'f"'f‘ £¥ 41 anl RYeMe detla Perts I. :



el Ue ¥ S

711 iperpigni T in refdzione &i gusli sonc determi-
1-2&

n{‘i 1& cconnessione sffine £ ‘. ¢ 11 tenzcre sffine
1.
1

/a
[T (ei~8: i f2tvosr? S ed 4 nell: generies deconrpo-

7 % ‘ & = .
{L;\nn dell’crmografia L2 Janzich® rreniersi gusli iper-

o
piani 2= 0 per un B-riferimentc nczoonc ecsere dstd
geciente un campo 4i vetaori proiettivi ccvarignti e«
"gC’fT’ftTlCi" cio® dati = meno di un T ttore.Devendo }’.Crb
- bhone pzsss-

gccexe 140#'5 ,perch® gli iperpisni non dehbeo
el prnti di ecantstto degli Spazi tungevti;

m:. scegliere guel fsttcre ad es. :
-

questo (eome szbbiamo visto 21 n.9; na c i
ric ite peil cserbismenii 3¢l T-yiferimerntc.le ccr;:“eﬁti
Ay &V rcnno alicreg 18 ’eg e di trasforn=zicne

& 9}
(15 .4%) ./4:" = 17;‘/ /4[ e
La ccanersione aT¥fine ¢ il tensore affine che vengono
ccol determinati (e che potremc Aire "subcrdinati® al
suprocsto caxpo A'iperpisni A, ) scno, 6< immediata-
rerte risulte daile (15.32; e (15. .34), cve biasts porre

; | , , 3
(154 5 G ‘ o TR
&/ i 4 /:'/f * 5;' Ak i g

i d e "‘.7“" Yoots t+a s 13
; ehisr0 core basti cppunto pe ¥ % :/4( nejle
{ 4 SR fa s 1 2 :
\l_ s e A Sl L e 7 & ‘\_z_,). ,1 / "l’;“&' o 31 A= 4 = 0
\i1l Cle esrraime Che gll iperpizni Jdel eernpc zongc rresd
3 ; 5 y < - Y Y
# ik A ey N AL S 3 %,
<Jalil iperp a x°=0) senzs csebiacento delle cocydi-
ngbe enrrilinee s c-~dirmicre che oi wre:d A= S—" .
-~ 3 i T s -~ o i = e - e . s 2 1 % d
CLe SaE AL S 3 e 12,51t eYs dezi <ne to. con C)t 5
~Agsiungiaro an ervzzicne dovuta a1 .Yano,
el gt rSpent 3 13
relstivarente iche, 0 wezlio 51 parsmetro
proiettive 7 en Secendo  CANTAY sbhhisre esy

s¢ che la Yives I a‘-a%- secdets
la guz irazgine fvgenz;rle rel:
4

1w ; g da vt :' 3
iuoge del punto 9 (fj, gone ¢lliinest

BorroLorr/ _/,///».‘agz." 3 conneyione proseliiva
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° .
Cra: su dnsz retts in un ordinsrio c=pz
si gp& introdurre uns coordirnsts prcie
&

zio proiettivo e
ttivs Zf se &, ¢

eonc i punti fondementsli ed uniti su una ret
descritte Azl punto 91 avremo =8

(15.44) & i A Per:

e guindi

e 5.35) d e

Ebbene £ precisan
rele psramel¥o ¥
descrive 1'immagzi
come ovvismente
da svere

(15.45) . e

or — am
sbhiamo in forzs delle ¢ 5 i5) :
/ - ¥ A 37
By lo 4 3
£15.47) (Ziﬂczl du ) 8
a7 > T 0/77'

il ¢ & sypunto cendizione necescgerie e sufficiente
perche 1z curvs s¥g uns curva gecdsiice ¢ sSu essa T
sla_garavetﬂo proiettivo. > : B

£5 T8 3

cne . determinszione delle connessioni

; dche proicttivsmente pisne (rsp—

zione %ella czu!ncvlone p“rle ttiva in-
Al ! 2

TNz ; P S i SRR S Syt e = =
Q,J@fU una sewvplice spplicsricne del risultsti del
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prec. ricavando la costruzicone geometrica di tutte

cennecssioni 3ffini sirmetriche vroiettivamente pis-

re. Tale costruzione pel caso particolare 4elle cconnes~

ni equiaffini proiettivamente piape @ stets indica-

ta nél 1929 da WHITEHEAD; pel c320 generals ds wme nel

1632( con zlcuni ul te:'zcrL sviluppi in lavori del 1938).
e

artismo 4sll'csservazione che uns ter determinsta
2sgione proiettiva, ge pure affsttc bansle,esiste

nell'ordinsrio spazio proiettivo S,  : pensato, come 2

aturale, 10 spazio proiettivo. tsngente s11l' S, in cgis-
an eno punto csi%ciaenb- con 1' S5, mwedesimo, tsle con-

aﬁ:;jcnx é 3ue}1a cui corrisponde, gusle rapbresent”zio-

~nte vici LG anche a dietenzg finits) 1'identitd.

Ls pit qe;xli(’e rsppresentazione analitica 41 quests
particolsre Conessione proiettivs (ovvizmente 1ntegrar
bile) i hs in relezione & un riferimento proiettivo
fiego nell' 5, , costituente, se si vucle, nell' .S, un
n-viferimento. Rinpetto s tsle sisters proiettivo siano

;»hﬂ i J = ,,Jq)coorainate proiettive omogenee
el runti dello =p zio; ls legge di trssporto dells con-
ecgicne & naturalmente eqpresqa,dulle formule
a’g"‘
{16.1) = = ™
\ 1, dz_ y’[}j 7

sppuntc esprimenti che il punto g‘ 3 firso. Si vede 41 ,
gui che 1ls connessicons in percls ha, ir relszione a -guel-
"'A-riferimento un sgictema dei velori dei porsmetri pi-
st /@Zz costituito da numeri tutti nulli (ind ipenden._
“cuente dalla sceltz delle coordinate curvilinee, che :
i:?rea““ro 24 esemplic coincidere con ie coordlngte proiet;i
tive non omogenee. Y *- ;Zi ) : i ng

g

. EBErfimredists 1'osservszione che le gegdetiche della
connessione ih psrcls sono le liree r=tte dellc spazio
S, (E infstti, pid in genersle 1'imusgiane t&ngenZLale
41 guelungue curva:dsell’ ‘Sn relstiva g ciascun suo
runto & ls curve medegims) . : ;
Rsppresentismc |3 conressione ovwz detts in relszzione
z un gualunque A,-riferimento' costituito riferendo 1 |
punti Jell' 5; & un qusiungue sistema di ccordinste cur- |




vilinee, ccl porre

o e s e
£36 .2) g«: a('/ /“_, o 5w > uj 4
o

(ove i esecondi wewbri scno. funzioni non tutte nulle deif
terminzte uPChF‘a menc Afun corune fsttore #0 ) e a ,
ciascun punto «° gssccisndc yn sistems proiettivo loca-
le di vertici

1

T e LRSI
k. dnE st oo

con 15 condizione che gig

(16.4) e 2”

3isno aflle coordinste proiettive 1ocali relative sl
punto g > di un qualunque punto &~ dello epezio: cicy ¢
ei sbbia e g S '

Le (16.1) d1vengono

0/ )___ f‘ e(x'z
(16.5) elE el (’L/j,za /
ciceé ceon fscili sviluppil f

o2’ Y det . A
(16 .6) T +/]'/u£ & nay . (B x

2 : -
~ove sbbismo posto, indicati con o gli elementi recipro-
ci delle f nel determinmntela b .

2
(16.7) DS et

o b ol
{cfr. con le (12.18)). Questi sono i parsmetri dellz con-
nessione in relszione all' A, -riferimento. lia ora ridu-
cigmo questo a un B—riferlmento lesciando inslterat: gli
iperpiani x°=0, cio ad , che sono irerpisni comunque
assccisti si gunt“9“= 4* purch® non passanti per essi;
¢ portsndo i vertici @"° deil sistemi proiettiv4 locgli su
le tsngenti, in g%, alle n linee coordinate «“ . Posto
per semplicitd °

« 'Dy“

(16.2) :7 e
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arvrerO €sprimexe che, con fﬂttori./k-ccnvenientl) SE

a o
o 2 D e
(15*4) < [UL/ 7 Z ag
rRicgvigme subitc
o
&
(16 .1C) A =8 g%,
£
cic® sogtitueni
o & o
¥ : A, «
(16 .11) f?— =g o iy
¢z z o
Tenute p*ecertﬂ 1e (16.7) calcoliamo ors iarsmetri nor-
melizzsti [;V iells conrmessione 4i é& in ralazione 51
B-riferimentc srpposto, avrewo(xjf-—/“l 27 ;e inoltre]
: >
£ £ 4 40
a /r-, = ,"1 e A . — «.-
(13.12) 40/.‘- = Lo/[l -~4J0. JLo‘ s (42« D da- 5{/ a«‘Q. ? =
£ 2 £ f
S o AR & o()
.._ad {/.‘;L/—a“( l.é[/./.
© : o J‘
- A ° ] '
-13/ L J.‘. — a“g‘J y +D£AJ- -
Le (16 .12) dZnno, per cisscunc scelts degli iperpiuni
% , uns conneegione =ffire simmetricc in S5, ; 1s . =

le dovendc svere ie stesce ~“eod-tiche della ecnncssio-
ne proiettiva di S, b proiettivsmente pisns. Ka anche
viceversa. 4dstz ir uns X, guslungue unz connessione =f~
fine simpetrics e proie ttiv-omente pisna, e detti /q

i euwoil psa ramrtrl in relszicne un smstemr curv111neo ar-
bitraric &«°, potremo smnzitutte valendoci dells presup-
rests roppresentszione deila X, su 4i un S5 proiettive
(1= guale mnt. lc¢ gecde*iche dells connessione eupports

W

in X, nelle lines rette 2211° .5, ; interpretsre le LL;
quali cocrdimste curviline: nelle ctewuc 5. € le [

quali psrsmetri 41 uns cornessione 3€fine nell’,
quanto aguesta & gimmetrica e hs 2, me feodetich

rette d211' S, ecscqa & A1 ~-cessitd vng delle
effini che vengono determinzte 1
rrecissto,in relazione s “'ng conveniente ~zel




€ o
campo Ad'iperpi«ni X, - (Ved.n. prec.;. Aht sno cosd
T2 costruzione della piu zenersle connzssicne =Ffine
simmetrica proicttivamente pisna,; che cra preciseremo
enche nei rigusrdi gecmetrici, utilizzarndc i risultati
genersli del n. prec. Premettiamo che si dice trasforpg
zione duzlistics in 9 proiettivo wure corrie, '
j puati e gli iperpiasni Aell’ G, ;caso
noto & ouello delle correlszioni e {pid in pa3 s7e)
delle polsritd in 5. . Dare in .5, un csmpo d'iu rpis
ni, sssocist! si suoi punti, » dungue io steeso che EP
Tre uns *rf(fcfz .zicne dusiistica e &nzi, univocs ir une
censc zlimeno (L;-«rchv a? ogni punto egca Jdeve ussocisre¢
un iperpisnc). Jiciawo che vus trssformszione duslistis
ca (univcoca nel significsto ors precisato; questo d'oxa
in poi verrd “C‘*lntPCC} ® nulls o di tipo nullo se 8
eisseun punto scpsrtiene sll’ 1*erpiarc omolcgo (cone
pase’ ¢lsseico delle polsritd nulle); @& npon nulls nel
g0 contrvrlo, ¢id posto: ,

La pib generale connessione affine simmetricz prcie
tivamente pisns pud reslizzsrei in ELtproiettivo asce=4
gnando z placere uns traefcrmazione dualiztics non null
interpretandc in relazicne a cisseun punto 7 dell!.S, &
1'iperpisne omologo ZT'quale iperpiang imprsprﬁ
6i wns geometria &ffine locale, e dando coue legge di 8
rappreseniazione affine “xa gli spazl sftini locali che
gi riferiscono s due punti irnfinitsmente vicini '
1'omologis speécisle di centro £ che muts 7 in 7 gipf
pisnc omologe 41 *72 . I parametri dells connessione in
perola, relstivi a un guslungue sistems curvilineo z° i
S, , 8i ottengono gusli perametri normalizzsti Jﬁ;ﬂ, :
dells connessione proiettiva integrsbile /), -di S, ecsm
mendo ®1i iperpiani gesocisti ai punti dell’ .5, guali
aerpiani ZX°=0 deil sistemi coordiasti proiettivi loce-
1i ( del R-riferimento).

Vedisuc sotto gqusli condizicni ls conne=sicne b
ne proiectvivamente riams detemminsta irn 5, asse?ﬁaWd?
ung trasfoxmszione Adveiictics & eguiairine: il che vuol
dire, come 2 ben noto, chz in relazione unz coﬂvenlentef
scelta delle unitd 4i velupe (n-dimensiorzle) loesli la
ledge 41 traeporto =1fine determinsta Aslls connessione

bt

mnw P-'

b d

L[44)
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i+ Condd zione analiticg perch® las con-

/ﬁ;é sia equiaffine & che pel suo ten

g o 25y
AT T bl b

3
i1 A 7~ s 77 9 23 14 a 3 ae(
{16 .16 o o O‘dd ‘ﬁ, Iz -3 (D‘/ s

ov:s abtismo posto

of
{16 .17) a=|a 1 b
A
15 condizione perch® la connezsicne aftine subordinats
slls sugppoets trassformszione Auaiistica si equ?afflne
¢ che eia

)
=
o
PN
I
Q

£ =) J. /f

cick, tenute presenti le (16.1Q) : che si ahbis

{ 1.6 e (\, ‘ LinEE (? . g ol :

WEEeRT L (la.[ o.:f = j ad j = AO)

7 £

¢ encors, tenute presenti le (16.13) : che risulti

{ ~ ° r— o

16 01} e o

J 4

(Zon La terminclogia e le wtazioni edotteate nel n. prec.
se A%, , pu  sono le connéssioni affini e il teneore
sfyire sutc*ﬂ_latl a un csmpo @'iperpisni in S5, ei eqni»
valgonc le condizicai- che g4;2 sia equiaffire, che,pd
cis sicmetrico) .

Tortieme le {15.192) auns forma pid esprescive Jle



tire dalle a & determinata, s
d:.‘.le due condizior'i di

¢#%, e tale che gli iperpizni q

gm{’a ti cache dalle equazioni "2;5
Qg“

sguers caavenea ai

(16 .28) gﬁi/gfy‘, ..... g% =0

cve

(16 .29) gonidoa o (#=cort £0)
(Cfr. B12)s JSi rud nptare che questn funzione D s par—

meno d'un fattore %0,

grado Z nel-
=0 sicno ragprre-

g

‘manto precede ci d% in sostsnza uns caratierizzszio-

e geometrica, se pure indirettis,
thst che di S, interpretabili
le quali ciod es:Lste mia funzione

e e
delie 4" tele che sis =< & =
piade cmoi.ogo del punto “o* 3Ssse
dvcitetiche che danno lucge,

0000 $0pTa, a connessioni

vroiettivepmente

Un caego particolamente semplice
i : b3
N

delle trassformegioni
gquali "polaritad®;per
¢ ,omogenes di grsdo 7,

i ‘equszione dell'iper-
gono le sre=forms zioni

con ls costruzicae preciza-

plene eai=-

quﬂle

e notevpols &

quﬂﬁrzo

2y sty LSRR
n cul 1l sSuperiicle

fettiva 1&21't~ #1

cne affine allors si
: ura costsnte, cm
lon-enucliides, c¢he ha 13 = ta quad ics econe as solute.
14 in genersle 11 WEYL hs Jimostrato che per =& 3
ole g-‘-*cfne‘:r).e & connes cmz a¥ffine sim getr;che e 7_.)-

te tensore g, eassunto come tensore
lz 13 relativa legge 34i trssporte
i vepportli di lunghezza, sono

a curvatvra costante, cio? le
8o Caylevr.
ne{%),

iiﬁ} .?x"} d2g
griranno gqueats 1T Poarte; e al mio 1&v.22 gild ¢
..ﬂ/:ﬂ 1{‘;’

BORTOLITTI - JPazi’ @ connegione foraiehii:

g : SR

ivs
no ;:e%:iche, f'ali cioé che 1* relazione a

imengionsle che gig=
ur copveni
retrico fund&mef
congervi »1i angoli e

= ‘,\

le gecmetrie riepanuizne
me triche proiettive secon-
P2l cesom=2 @i presents invece una eccezio-

to proposito rimando slle snnotazioni che e
its gq

AN o




prciettiva.

Veniapmc ora & una rozione fondsmentale, che nclltas
cpetto formsle & stats gid cccssionslmente sccennata
(r. 9 ,p.68 e seg.): quella di curvatura di uno spazip
a connessiocne proiesttiva; cui, a differenzs di quanto
accade per gli spazi s conneszsione affine, & subordina
1s noziones 4 torsione. i

Riprendizmo per un momento le considerszioni svols
@ll'inizio del n. vrecedente: sbbiamo visto che lo spa
2io proiettivo crdinario S5, possiede uns particolare
connessione preiettivs (int egrabiLn) la gusle ha un sj
stema di pavrsmetri misti ( AL, ) costituito ds numeri
tutti nulli. Si presents questo problema: dato in unaw
varietd X, (n.13) un A-riferimento @ in relszicne sd essc
un rigtema 4i persmetri misti /15; » Sotto quali condi:
ni potremwo identificare 1a connesszicne proiettiva che
essi rropragsentsnc con la connescione integrsbile Adel.
o, 6.8 X, con uno spazio S, ? A

Ta condizione mraifestamente © guests: che mediante
convenienti trsaform=gioni (13. “) e (13.12) si posse
psesare dsi psrametri supposti /1 - a nuovi parametri
misti tutti amild 3

Ors: gnzitutio le (13.12) ,ciod

_ 7 A = .
(173 A /1“_ +35 2

Pra k-
mcetrano che, dsz- le /T;;; i potrd determinare %'
in mcde che le th; i anmillino s condizione che
gia

/" / <

i Y <f : T_ A a7 -
(17.2) e L e

cio®, ricordando le (13.15): che si sbbia

(17.3) el
V¢

A 3
Dunque: la connessione 4¢ﬂ[coincide con guells integra
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'bile dell' Ai1 a condizione che per una convenienfb
gcelta dell'A-riferimento essa sssuma parsmetri 2
sutti nulli. Ci ‘conviene dungue ripiendere le’ formnle
(14.34) 41 trasformazione delle  _ . ; nelle quali an-
faremo senz'altiro 5}: -5“‘ ; rxdurremo cio® ag11'i-
Eeﬁiig_il cambismento delle ‘coordinate curvil inee),
tjeputo conto che per quegti:cambiamenti _[ si ocomuc: -
4a come un tensore.
Nebbiamo dunque egprimere le condizioni 1 ?- egrabi—
1:t3 del eister:  nelle fungzionl incognite 7, ,/1,1 e u;’
: ' ga oty 2
(17 .4 ) /9 L) %/ g o D byg<L,, =2

ya conviene semplificare questo sistema normalizzsndo
opportunamente le funzioni incognite: poniamo
/
A RiRer A P
(17.5) L AR O R 9= | 92|
e risulterd immedista 1a verifics che il sistema (17. 4)
prende_la forma

(17 .6) (o pf‘,,ﬁ L /b;',//ﬁj SRy
‘cio® | :

i 2 T X

(17 07) . /91. /{)/a' g A ’LJ/(.L. /b/“’

'ls determinazione delle condizioni d'integrabilitd & zge~ ‘
"vole: otteniamo

, : b T e
*;(17 .8) (.?/. L.+ Lp‘l}{/.//b/‘, Py /_Dl._L/‘(/ +L ) )/b/k, ;

| ciod, infine, abbiamo 1la condizione, necessaria e suf11-
tiente, che sia

f7.9) - P A e

5. l//(.t =9

| O0ve abblamo posto

b, kg iy sdon g g erd TREE
.10) e e D iy e T G SR S

53
3 L Ambane TREE T . s
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Le (17 .9) dunqgue caratterizzsno le counescicu. proietty
ve che possonc identificcreicon guells ’1&11’ %{h ;come'f
vedremo frs poco il pL.n,o membro contiene propr
tensore di curvatura della connessione prois
Vediamo appunto come anche un altro
luogo & questo ente & .., % ¢ ne ponsr.a an
2a 11 carsttere 4i tcnso‘/re. Bfal]l problens
%0 ciclico per treslezione proiettiva. :
Dati nelia suppogta verietd (77 )a connessicne proie
tiva un punto P/uy e una gisoitura piang (Z —dires
ne) per egsc, supnoniamo di tracciare entro
ficie, 6°, che passi per P con la suppos

gu 6 un dopric sistems c>c>i 41 '_l.‘.rc¢} tale

yegione di 6 contenant P 504 eale

gernza toccarsi, uns ?un:.»:» ded - 198 2% giotal
Indichiamc infine con o, 0‘2 i didiervenzisli presd
rispetto & parsmetri ( =4 2? } ecul sono riferite-le &
‘nee dei duc gistemi. Sisno 22 /i ‘» o w« +é c/ja",,_ )

E/u‘; o ¢3’¢2’zzu ‘+/A ‘
ni g £ sulle linee dei due sigtemi che ne escono; le
linee del 1° e del 2° sistemz uscenti da £ e da 7

evranno un'intersezione prossgims a 7, P =241 c007

dinate L¢+Q/u +‘—o/zu'-; d’a+_a’u+da/u+ """"""
= u+du +2/du, -/-du -+ ,C/’2“+d/zc/’£¢ —o-‘.“_“-';

\sempre trescurando 1 termiri d'ordine >2); notiamo
" in 'partieolare che deve rigusrdsrsi o’c/ um ket E

Sisno /77, > 77, g spazi proiettivi: tangcnti &l
la varietd P nei punti 2 2. B | F, ; sisva®™ us pal
to dato su 7z .Per traslazione proiettvivs in 7’ lungo
1 lsti P2 PE del qusdrilatero curvilineo P2 2, 2P
ne otteniamo in T, 11 punto a"l e pol in. /77, il punto

7?:’1 ; per traclazione proiettiva lungo 1 lati P50
* B2, ne ottenismo in /7 il punto .2"2 e pol inx |
il punto 2.76" : precisamente aobmm
/
| A 2 e
f17.22) atia aledaxletol'atyi.

¥4

e in quanto, evidentemente , dovrd essere



P i -l 49~ - s
4 q {
) ERAE s T § i

(17.12) - EN A g 5 4 +a(:et_:c)+“
At beniamo | sempic finc al 2% ordins):

ok e e e
(lw" ~13) Ezr o G -.",I‘r vt o z ;: zr #+a, CAE é ;’: ¥ ‘/{ b 4
analosamente risnlts
‘ A 2 ,2 / A /! s v - -
(17.14) ;x= Ivf-q/x r+&".,g ;_axAQ‘/{q.r+

vediamo ccme nell'oadine di approegims zione eui ei ri-
fer aLo ipunti Z° e ;;‘ gigno digtinti ; fraz le lo-

o rdinste vi & un divaris date, a weno d’infiniteri-
mi o'ordine >2 ,ds

] R N s SR

&.L'"slS) - 0 E r D - “7: -

Dobbiamo esprimere ora che il trssporto 2 gtato fat-
- to per) traslagione proiettiva: ciog secondo le (13.6},
ove /1 ,potrd essere un guaiunque sistems d1 perametri
migti della connescsicne.

Dungue abbiamo

pi -
A -~
{17 .16) a{r = v /I./“-:t' (J’; Lll,

/ullft/

A S s ; A 4v
B e I B e AR e 1
\17.17) <o, = -.g/-/g‘u'l C{a_ gl I x'qudu

’ Y. -
_-_,/lj‘,‘-xtﬂ(ﬂﬁa;(/f &
e znaloghe forgule per d: 2t g a/ de
(17.18) "Date 4 a’a c;/u

,//‘"
ove sbbiamo posto (efr. cor le (3.27) ,{17.1C))
SR 4 ey PV 2 4Y
L / . — . : = o4 K d _//l . - 1 . /L St
(17.19) JLU./“ 4 g 7 % -3‘-/{#4-*«",«:-_ i~ b Lo
Le—( 17 .18, bsnno anche un'slire. interpretazione: ¥ iwm-

1
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mediats 1 'osservazione che, se 11 puntc 7‘«; sempre pez-
troslezione proiettiva lungo 7, £} e poi lungo R 2
viene portzto d4i nuovo nello spazio /7 tangente in P
devto *x?' il punto cosl ottenuto,a meno d'infinitesimi
¢ ‘oxdine superiore al 2° le differenze oz quiv
gonc =112 Doxc? | dste dalle (17.18). Cioe: per effetto
1glls trsclsgzione proiettiva lungo 1'intero ciclo 3
I;QJ lo epazio tangente in 2 viene resppresentato in »f
gt ctegso con un'omograsfis, data ds

" e, w2
{17 .2¢ b +_ESC = :I:+/l dudu2=x+ /‘x

e

¢re zhbliamo designato, secondo Cartsn, con .(Z le tox"‘;
we diffarenziali bilineari alternate :

s : - A
A o//a‘a;u‘/= /1‘01/“ of/afc‘/ :

Ugrchisme ora gotte ouali condizioni 1' omozrsfia(l?.2
r__u,ce all 'identitd,ciot il trassporto ciclico ripor‘
iz cisscun punto #1ls sus posizione primitiva. 1L& condi=
a‘é che fia indeterminata la retta che congiunge x°
ad *x*, cio? '

a7

s
(17.22) x 1, x° = 0

2
-

org gquecsta pud soriversi
P
Bhr - z
3 Soald it ¢
> L
il vrimo membro & una forms quadratica nelle :r'“; gi

anmullerd gualungue sia il punto xd trasportate se i
reiotivi occefficienti ( eimmetrizzati) saranno nulli:

; E17 .24) T _(2 % Bl
, e P S/“ 'Q? o

{17 .

l\)

- A v v
{i7.25) §V93~5?Qﬂ+é;402—529y = 0.

T P z

Foriamo V=2 ¢ Hommiamo : rigulta subito



; A A z
(17.26) [//+{/Q/‘ = Qz i 5
cio® _ ]
Q)_ 7/ < Lo
(17.27) 3 ey 7 ’

(notia o che, d'sltra parte, se queste valgono,anche le
(17 .25)risulteno soddisfatte).0 ancora:

<<iid 7 A . )0/ {Lo/ JJ 0
. o A PR 174
P a%s (AJ,u n+{ 5;‘/1‘/t 5

Perché questa valga gualunque sia la giacitura plensa
definita dal bivettore c{u[¢JaJJdovremo avere iafine

Sy Bk A 2
(17 .29) ./l{/./“ -1 5‘/‘/1‘;/_,2 .
ma questa equivale alla (17.9);infatti & immediata la
verifica che si ha, 7. " essendo dato dslla (17.10):

"'/1 —c.'/’ 1 s o 2

(e vR‘//‘ A A“,/',/* "nﬂd:'z/l‘:/Z
Tungue: 1z (17.9) 2 anche la condizione necegssria e
sufficiente perche i1 trasporto dei punti per la tza-

lszione proiettiva determinata dclla connessicne sis
i%tngrabile c‘oA aon vincolato alla linea di trasporto.
% in quanto A . 4 in forza delle (17.18),(17.20)
g n ‘1festamente hn tensore (misto: afiine pei primi
duc indici, proiettivo pei due;mgpentl, in relazione ai
camb1amenti dell'A-riferimento) senz'altro per le (17 .3(
potremo concludere che anche ﬁ:, ‘»3 un tensore : il ten-

sore di curvatura(possiamo anche dire col Cartan: di cu;
-vatura e torsione) della connessione proiett;va.(”he es,
sp in effetto coincida conlente che per altrs via e in
fels zione a r1fer1mentikgenersli avevamo introdotto al
n.g, p. 68, ci risulterd frs poco).
Posgiamo ora subito introdurre anche la nozione 4i
torsione dell: conneesione proiettiva. Anche senza rida

81 811" identitd, 1'omografis &« determinata r:1lo spa-
zio'ﬁ” tangente in 7 dal trssporto ciclice lamgo il

qugdrilatero PE JZ-ZZED > T2pvresentsia dalla (17.20) ,

~



7’_“""“'-*--’:‘”-_?,:;?{::-;7' = '.::. = 1 = . -152— ' 23 ; AR

w

"ne al gusle il punto 72 &1 contatto in 7 svrd coordin

potrd avere il punto d4i contatto 2? come punic
in questa ipotesi {(pil precissmente: s= -=u ) _
e per ogni gisciturs piasna che ne esce 5. -nta ¢

fz4to ova detto) diciamo secondo Cartam che ls con
sione proiettive & senzs torsione. Nel oaso contrar
diremo che essa ha torsione: vedremo come gquesta si
esprims mediante un tensore affine, che & appunto 11 =
tensore di torcione di tutte le comnercioni affimi #i3
vate ds quells proiettiva con la costruzione in = 3%a

Conviene gui aﬂo+tare un 4 -riferimenio, in rslag

te loesli &prororzicnall 8 5 ) .la conuessione pre
iettiva non ha torgicune g COHdiZlOﬂP che gueszto a8
nella (17.24) sgia unit , cio® »

A
(17.32) QR FL = g&é‘o,

ove U yoppresenta un conveniente fatiore. l= 3:sto,2}
risul=s sudbito (=527 l;vosro 2( cio® #0O ) ne ricavia
v\.-\:. -~

~ 2
{17.32) fko = 0
e cid qualungue gia la giacitura defirita dal bBi ett{
re o ulqg, u"*’ onde infine '

(17.33) e
p A
Le compoqenti ai }? " contenute neil 1° membro

no un tonaore, che appnnto gl dirk tensore di +o:sio~3
4:1ls connessione proiettive .(Si hadi, che per unz tre:
sformazione qualungue dell' A _-riferimenic ssrd :
: : vee gl LV S SR
(17.34) Erpe = GO R ).
Se per una connessione proiettiva non si ha curvat-s
non si hs dunque neppure torsione. Supposto invedse che
Spnnessione non abbia torsione, valga ciod 1la (17.33),18
,.ulq curvatura, e ciocd non 1iano aulle tntte le rects




\E
)
w3
Q.
1
e
0
8

Lo
o.n
o}
)
b}
s
. e
2

(;f’lﬁ::af;f n.2,p. 7¢0) . Duncus anche ls condizione

~ v ey @ <202
(17.35) n,/ZL- 3~"./7- et @)
? P4 4 ‘
¢ inteso che 5 un gignificato geometri-
B co. Quegto & gtst ndicstoc dsl aa%?&ﬂ (1221); essc e-

1 pun+o 2’ uwaito, ap-
ruppo delle
é definlto iz modo

u
. >vl: v
O

o 0w
e
0O " Q
3 ot M
L IR el
¥ o
;..1.
xe
=
c+
0
8‘
v et

1]

s

le omografic che muts=-

0 ra.alle igcw;si piti generali nei riguaréi
21la connessione: ms pencismwo sdotlatc un B-riferimen—

. 2% S N e b 5*
e e S aaa i
(.Lf .36) i 2 i /{M.i" ‘2t Sy, = et o T £ e WA
i = L rame Yl ﬂﬂfﬁ"gl—hz"“; td deliz connesgiche., g7
S SR e R SES S A0 1t oy 7 - r %
samzitando che szempre secoundo le {(14.41) =i hs
3 ) ’ G e a2
oyl 7 = LA SR 2
L 3y el e IR ..
dulla (17 .2Q) ricavismc sublito
(o g A e S s e SO e
L - ; =g/ 5
1T 43 z st e g st X
.38) e il B R s e
/ ot /9 Py va‘ )
& £ e)yd A,
Bd L 5 Y Ak

e 7 "‘A
{17 .393 = = E@tu =0

-~

G esplicito le definizione geometrica ai
gruppo ® stsets precisata 4ia un mic lavoro
1932(31: nots 43 & paB.27)

'°‘qcst1tuisce un tenscre

( che conserva i volu- _
1

Bl
. BOETOLO 77 .Spazl a conressione prv,e#m ¢ ¢ .HISD gﬁ il

sorime che 1'omogrsfis (17 .20) determinats.in /7 dz1 tra=

|



?f_

@ inteso ml solito che YDA = per guslungque A

(17 .40} b ot R

Ceope ” K Tw
gve sbbismo poste, seconds le (2.5} , psg.68 (ove sialy
fosto A =4 )
. e T : 4 : 2 3 .
~ 7 ﬁ‘ . / ¥ ed :'--: ¥ e X .:~ ;.--;-' f’jv ,--,/’ ,--1 - i
(‘-l o3l £ ._:..CJ)“" ',;f‘ C,'u!.,i P ’él,ié’v’ +J/L('z~ Ve Sfeeo” ,z— U
“La;gi?lé ) coincidono con ie (©.1C) di p.68; duangu
l'ente F, .7 definito mediante le (17.10) e (17 -39)

ceincide con guello che gid &l n.9 avevamo chiamate tel
sore @i curvatura della connegvione p*o&ettiva. Si bs
perd che l'ente /T % ,definito dalle {17.41), sols
© - to pel caso delle connegsioni pro :ztiva a@ﬂ”& +cr<=1o

(che nel n.S ers 1

1lfunico case
E infatti essendo seccndd le (% ,,;’
attugii ipotegi

: 3 YL g X
(l7.42e § = y ‘-3'{/
> p

L le (17.40) ddano

H T 247 Tewy

k- :

£ 8 guiadi soche

d ot A Sl AL e

B e a2 /7 e o

f;’-: 137 .4 5’} =< cote med BLHo L u‘ J‘r?}w s

k- ¥ : e :
& ors, come 9'? gid nrsprvatc,mentre FPt@%, ¢ un tenscre |

R "% ,ciod anche Ao 5 10 & soltanto sotto 1'ipoté

: <o :
I =i che zia A, 0 ,e ciot la connesgione non_sbbi
E  torsione. Dunque ﬂsclusa gquesta ipotesi j:;é;* non n
¢ tensore. E' intexrsagante perd nctare che, cieg”non «
'-'51-4‘-:,, il suo snnullarsi he significste 4_?3?;;"1,3*..5;;.; zanonS
[ do 1e (17.40) e (17.44) 1a condimione ./ ., =0 eguiyl
§  le cenz'altre all'annullsrsi égﬂf?ga;jwcicé 83 B

(1624) per rap
13 conneesione proprio le =

T
osgia, della curvaturez. Il
_presentare 1la curvaturs de

= C)H
2
fe
k,,
(=4
£
.
28
m




 fa

orme (non invexiant

Ter le (17.38) il tensore di torsione dslle connessiah
pe proiettiva in relauzione a un B-riferimento si espriby

1 € .
per le [34 sempl icemente ccal:

- % A ’74 iy p, ’/"iz Y i — ¥ ;19
! 17 345) F g J ( ‘~';,‘ S Lo 'f.i”—q . [ = ""4/ ok ./ﬁ ® 2
,’,,., o ;C' e P “/ Ve
ciod
: i A RNy Stk
P r ¥ 55 . fied A< _ c
'.46 ‘-,-'.' = 4 Syl g DR (e 2 Sios
(1! 2 ) : _‘/o // (/ D‘/ 3
c « ¢ B . 5 i
ove 2y, & il tensore di torsione della connessione
5 e % 2 g v P e e y 5
effine " £, ;o sncora, ricordsndc le (15.33):% 41 tenso-
re 4% torsione comune a tutte le connessioni affini che
1« connesgicne prolettiva &4*6?&153, in »2lazione slla

gesegnaziocne arbitrarie degii iperpisni ZxZo.dai rife-
rimenti proiettivi locali.
¥esprimiamo relézione #i parermetri normelizezati

in
anche ]?é%;o: abb iamo

gL . ;
Xk o ..1 o 3 8 too =
(17.47) 5t Jﬁ —-L«;J'3ﬁ.—f)[”./ et %
J’/" - 4 /' bk o AN R AN =f ‘ s
Ors : 9 /z,‘Df} =0 & la congigione per 1'an %ullaﬁ"‘
ded tenﬂwedi curvaturs contrsito L7 % della connessio-

o

ae affine /j{ ; 11 che es:rim che ;@;3 &sfub_éiﬁnﬁ
equiaffine. fva 1le connesel {a
wodc poCo ®0prz rammentatio ; preci
connessione proietiiva ve nec 2000 -

e

H o

e
find
.-5' (=2
H

atc sl n.15) a;ll
infinite equlafflni

come risulte subito dslle (1%.32);pocsismo du nqﬂa con 54@
scelta conveniente del riferimentc rendere @ .f" U/”..

e guindi

{1750 . ‘-...o: /—l.o - .é-
3 l ! 18) .Z?{Jo 4 la/‘ _'/;t

. ¥a le trecformezicni per le quseli le {17 .48} sono inve-

rianti sone soltsutolr C-trasformszioni: in relszicne s

gucste soltento le differenze /% -/ soro le componen d

A2 PAL
\¥)81 poirh osgservare che in resith, solc nei rigusrdi
< . 4
formali 11 ruolo di.[’ diverso ds quello &L]?J

e parzicle rettifi cs

&



Per le connessioni proiettive senzs torsione ( qui 11
&8C generxsle non gvrebbe interesse ) seoltanto gquando si

Xe A
J'J'o =0 - 3 4
ha un Slcﬂilluut

lCdte scelta d1 u

1
¢ geometrico, pocitzremo, Con una conve-
g riferimento, rendere

(:\ -

- ’ P ey @

: L i 2° — = A o3

gendere guindi Qiumﬁt*1ﬁi ricpetto 8 4,» 1 parsmetri
up Gells connessicne proiett ;iva. Uns volte ottenuta 1a

g rviferimentd pil genersll npon gvrebbe sensc. Qento
si & osvzervato completa cil che, & propoeito della
entvale cimmetris delle /%, abbiamo sccennato a p.

e a p.136). 4

Medisnte il tensore 4di curvsturs dells connessione
proiettive { e quello di torsione: che perd & contenuto
1 precedernte) poesiamo. formare anche pel Cssc general:

anti meconde dsi %ensori proiettivi,
. Riferismoci ancora, per semplicitd , 8l csso in cui
tensore in oggetto & un vet tore proiet tivo covsriante
A ¢ troviamo subito {intesc che si designi ora con

={ [;: v /l,u"[_' [-'? '/_’r:v)Ae"L

i {Fv;. i /—,::») ZAJ

W DA R - P,

che allors - come sbbismo gid notato

17 .49)esrs 21 menterrd soltanto per le C-irssformszioni:
n gueste senso il riferimento adottato 81 potrd dire un
yiferimernto.(Supporre che valgs le (27 .49) in relaszio-

i
|

!
’!

ome al n.¢ ,p.68 abtbismo fatto per le connecsioni sen—
torsione) forrule di comrutszione delle derivete uova—;

5 - {
la derivazione covariante proisttiva fatia con psrs-



ciod infine

. >

7 4 ey el s iy e
& Z"Z y,,/‘.fz"? = _«"Lp/u_; _/Z.?+/'£,,%p ZA)

"1

(17.51

queste 8-no le Tormule cercate: le quall possonc anche
geriversi in questa forms equivelente:

(150 (K V-7 F)A) = B A+B T A

lJO
(inteso naturalmente che &d es. I 55 debbas valere
Q.%& o P B s ancora,Posto
e it e
(17 053) : ) - Rt;{-o /0 GMO%G'. ‘2‘5 V/II\’ ),
i scrivono
C e (}‘ DS o
b1 54 (R-ZKA = R A+25,0 VA -

cast
i harno formule del tutto anslicghe slle (3.26).(p.20)
elative zlla derivazione coveriante legsta & uns con-
essione -affine. Il pzsesggio g tens ori gueslungue @ ov-

io: ad es. pel tenscre proiettivo 4, % avremo:
7 / al 7 '.,t?‘ S RE e . O G, . e
(17 5 5) [ ZZ‘ Z[—’ 3 ’ ; A ‘/cw ‘r}?v/“w ?l‘/flt -E’/“? /%w—#?’%/“?z@w

fcrr. p.21, form. {3.29) e (3.30)).

Del risultaf*’o temmto voglisme dsre un'rrplicagione:
lcaviamo fscilmente per una ccnnessione preciettiva le
dentitd ai Bianchi generslizeate, relazioni fra le com-
onenti del tensore di cuertura(e torsione) e guelle del
enzore derivsto, che estendono ie (3.35) e insieme le
3.34) yelstive slls derivazions coveriante affine.
Fartismo d¢alle (17.54),che cra scoriveremo: "




e R R e B T D F?«ww; ETE i B o g S SRS AL e b 2

; . i 1-7 i _ '...z
(17.56) VE‘,WA) =N e i et
e applichiamo sncora ad ambc i wembri 1s
covrriznte V, 1indi alternisme risve %o 24

tenendo presenti le (3.14) 81 p.18.

arsn T 7;«4 = L R A AT AL T

EG'J V,u 2 / P h‘o

A °

R A5G TA

c.

ove gli indioi racchiuei frs tratti verticali s'inten-
donojesclusi dzll' alternszione. .
Tragformiamo ors il 1° membro notando che esso pud

snche scriversi, psr le formule di commutaz1one apnlia
tea 7'4) ‘

3 r7 1 A 4 B
k}’?-’ﬂg ) 7, G Y A =7 F[ i VA 7 R B A,
Sa el &

+'S[ wy Z;l fb 3 ;
'g.d'altra pasrte osservandc che, pexr le (17.54) =i ha

@189 KA s KA+ 0" 422504,

L

A
‘@ostituendo sbbiamo con fscili semplificszioni

(17. 50) </ /‘?a:a;';‘;l e V[_"w 3"/‘7 -4 'S[b,u 3 T,} qul g

&
' [Ricordando che 5742;:ﬁ4t queste si posscnc scrivere

(17 o lrﬂe v i"’@% "’5[\»,« ‘52) S +

’7 P

3 = O

“’ “ﬂ: ’SD’/“R‘G/‘) } sk

.1nfine tenuto presente che aueste debbono valera gua=-

- lungue siano A, e quindi V, 4, ,otteniamo le iden~
tith cercate: '




o =10

(17 62) ,((7? e 5 e i

fove) ~ < o ”/‘7 IV,U
. {17 d
L e /?’/4 I3 + ? ‘i

Il primo membro 2 mn tenscre
ch® queste & 1la forms tensoriale

w]é" )SK
Jco]s-')jé\ as

(del 67 ,ordine): cosic-*
delle relaszioni cercate:

ferne pid sewplicl ms non tensorisli abbiamo distinguen

3 g
g i cast inoni ® =z=0 )_r~___f/) __,3=£ S c )r-,a
) = } 3o N 2
d=4; e=0, e R, A=0 ; = =0 vk= w—ﬂ Q-“E8
infine T#£J. (Po iawu snche, 1l che non é restrit-

. tivs, =7, D:JI’,;’, =L ;‘ Risgul tano

RO e A e e
(17 BBFT b A, ab TR J
;é ""‘_.751 [JL, -'_; é

. e

S

v : — ‘\._.,% “.. 4-.(?
.g;:;.bs) vr_?%,[,, +cﬁu Z?_Jjo =

nel primo case le for-

L‘/

: ~2525f3—4ﬁ . :J ) 0

« O

(17 .64) 5 *?k:j/z, +':2'*9[‘,-£ }?‘Jﬂ

notispo infire che gquesgte ctesce rele: io:_ ctterremmo
uing

O
¥

m:l qnarto cego infine ¢ risult

e dp- oo P - g0
(17.67 V’:‘:Rj\!'a [jl R + [‘Jf]-‘? i’] 451 Sq

ma & “:xracut;a & venie*tea che
gona identicemente verificate

queste ultime formule
cosicch® je (17 .62)equi-~. .

valgono ui tre grurni a1 forrule (37.63) (17 .64).(17 .66)

(81 badl .senc che 11 eimbolo V- 2 sempre simbolo di
Jerivazi: sive Al pararetrd e , @ non di des
rivazi *atte ¢ol paraueiri /4 soltanto)- 9

semplics applicazioc nd dalls iéentitd o



@i BIANCHI generslizzate (17 .62), 7 .63) A1%
e (17.68) : mostreremo che ror 2 >2 ;1,;,_~;; conteselong
prolettive-( in X, ) tele <che l'omosrefisz As essa de.
terminata, nello ‘spazio tangcate nel punto gencrico 2
pel trasporto ciclico per trssliozione proiettiva, abbi
vnito il punto 2 e tuite le zette:sghe ne escono si
Arce allas connessione integrsbile dell' S,  proiettiwy
tientre 1z coss non & vera per <=2 _{Bsetg sllors che
la.connesgione sis proie ttivs normsle perchd si present
11 fatto ore accv.m»to). o
B infatti ! 1l'cmogrsfis ora detia secondo le (17 .208
zaprresentatz dslle equazioni 4

P . s DR SN Sl ALt : )
(€17 068) > xi = X '2" > 7/ 52 -./,'.. C/Ll‘d(lJ*
in q*zs:ta devp e:pere ,la';:u' perche 1 es
supposta senza torsione: 1l'omorrsfis ds eses subordl
ta nella stells & Adirezioni (unita) 2 3 ov

ta dslle equazioni

(17 %9) ; > G T ) s i I" >
e dungne si riduce aYl’identiti g c : e
(17 70) ‘ £ Yo " 1 ¢ )

o oye ¢ = ﬁédua’u una forms differenziale hiliceare (alt

4zta) conveniente, ciocd Yoz ¢ emisimmetric . ¥s ne
segue
b = ...\.z” /‘L_i..?;/l s
3 k17'71) R’fl@j v ’/l{;{/ V1t O:'- 22 b oed
T el A / g €
=d /G - — / ) et
AR Tl TN R Y

con P, tensore ecisimmetrico. St trstta di rrovare
che =0 ® ‘poiche anche oy sl

- FYeir guesto anzitutto-scrivismo le identitd &3 BIANCH 1
gereralizzate {17.63),{27.64),(17.66) pel casc di uns
‘connesgione sffine senza toz-sione €3de divensono =1:




X : ’

P Mg = S 5 s b
ok o e Ry - 2%725'.@ i
(17 .73) V. Roprr L e

(17 143 = o

lewltime in forza Aelle (1'7 s it} oé'mo Pos‘l’o ’t’t’,:.ﬂ‘f‘z

:.\17-75) _ X+‘X S X S

Z

~0
it

vnde, ponendou # :z‘esotu;;;anc‘:o, segue
( 7-76) [ﬂ—Z}XJ,.Z"' = 05 7
cidé,in quanto. supponismo 72 >2, ;{’.}-’:0_ Ne risultt SU])ifo

(17 .77) E{,f;i =% e anche 7?‘;/-0 = 0

(perchd 2 sempre R‘;,-,; =0 )., In forza di queste, che
danno gnche A94.}'“_-_0 le (17.72) =i riducono =

2
! ! e Al
cio®; svolgendo: 5
r 1%-, ST \2‘ f(.c ,\.._.é . e oy
(17 .73)_ 5: fé?/fk +~ch. ’2?1’»‘.6' + 0, /z?’;tfﬁ o
(,\'(/TP‘ C.L B2 04 p‘.‘ d)
+,)n g o7 i"f‘ or.;‘/ /= 0

Toninmc anche qui # =z e sommismozrisulta

«(17.80;: //2 /,717 S

e s O
9 f" [(/- —_—

Es ingieme & quests pctru;o \-\fv1umento gcrivere anche

(17 . 81) /’7‘—//) /—?"’éf‘ /i J? 0 )‘

a;-i-

‘anttraende membro 3 membro

3 : - - Al E . 31 . »
BORIOLOTH - Seazs o conpessione /:)ra.re?f?m ..17/5[7. 2l



o

(17 .82) (n-2) @-}2’0: (n-2) %/ :

- «s 2 @ P..-o
dunque sempre nell'ipotesi »>2 risulta A,?/'M : 129
onde per la (17.79)
(17 .83) 7?/‘/"‘. R e
"

cid prova infine gquanto volevano.

Che 11 ragionsmento nel cseo0 #7:=2 non potesse sprli=ig
cerei era hen prevedibile: le identitd di RIAWCHI per 3
n=2 si riduconc a bsnsli identitd nure riche, perchd »
per »=2 ogni tenscre emisimmetrico del 3° crdine e nul-
lo. Vedismo subito che per una superficie a connessione
proiettiva normale, carstterizza*a (ved. n.9 p.71) da)-f
le condiziocni :

: : B ¢ SERRP

£(17 .84) 5{/ =a ;?1_:/-’4’ =0
1e (17 .71) sono senz'sltro scddiefstte, cosicch? 1'omo-
grafis sssociata 8 un guslunque ciclo uscente da un
punlto 0O ha unito il punto ¢ e tutte le rette
(821 visno tengente) che ne escono. :

E infatti: per =2 1e condizioni 7?Jg-0 ei esprimo-

nc cosi: i

% g S 4

(17 .85) R =P Moyl g

UL
11 che vsle a dire che tutte 1le 739% si snnullsno:
valgeno le (17.71) e snzi con ¥, = 0 (ms non ne segue
. che anche le A,.¢” debbanc annullsrsi).
" A proposito della connesgione proiettiva normsle non
g; aggiungereme qui ulteriori considerazioni g quanto nella
. Parte I (n.9) fu esposto . ci limiterero ad oscervare f
. che nell’ S, proiettivo-la connessione integrabile 2 oy-
. vizmente la connessione proiettive normsle determinsts
' {(n.9) d4911'avere quali geodetiche le linee rette. I1 ri-
P sultsto ( 41 T.Y.THOMAS : ved. n.9 p.75) secondo cui
grannulls:si del tensore di curvaturz Adells connessione «
© prciettiva normale determinata dslle geodetiche 4i une
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connessione sffine » ls condizione perch® questa sia
~roiettivzmente pisna, sppare ora del tutto evidente:
perch® con uns coqvenlente trosforms zione puntusle quel-
1e geodetiche porssano dsre luoge alle linee rette di un

S5, occorrerd appunto che la connessione prciettive
norﬁsle che escse determinsno sis quells integrabile. come
® gtato notsto dal CARTAN (1924), il gucle ne hs tratto
15 dimostrszicne (per via profondamente diverss d=z quel-
1z classica) dei tecremi 4i REL™RAMJT concernenti le su-

erficie (1;) e le vsrietd riemsnnisne (V) gecdetica-
mente rappresentsbili eul picno o su uno spszio euclidso
[ (Yedin.d,p.T; p.85):

rJ

§.3 Coordingte norriali; coordinste curvilinee
omozenen . Tensori normsli, eqtuncioni.
Interpretszione (n+l)-dire 1QlOY‘ :

18 .- Coordinate normeli e riferimento normale.

Riprendismo ora leé nozione di ccordinste normalis
gid introdotte, in relazione s uns connessione uffine
dosta & meno di trssformazioni proiettive, cio®, in so-
stanza, pel caso psrticclare delle connesgicni p101etti-
ve normali nella I FParte (n.7 p. 43 e seg.; spec.pp.
52-53) . Pocsismo ors (estenderiola il cssc genersle)
rrecisare e gpprofondire el rigusrii -reometrici quella
nczicone: e giungere a guelle gpv»lic.zicni che ne cocti-

»

tuiscono 1o scopo essenziale. -
Rammento che le coordinate noimal. < introdotte al
n.7 (seguendo EISENHART),hasnno ques:e pecnliaritd sos tan
zigli: in relazione 54 esce le gecde . icne uscenti dz un
determinato punto (¢ (origine) si r-,vrercentzno in ter-
mini finiti con equazioni lineuri ' @ # ; e quanfo
si fscela una trzsformszione qusluncgie v . le pvimziti
coordinate curvilinee «° le Z® subis sie e trssfor-
mezione lineare fretta. Come gid ¢ en» ve Pe B2

-’D

cstc s'interpreta nel sensc seguenic: .e Toryrule di pas-.
saggio dalle 4 slic Z° definicconc vns rappresentszione
dells varietd (in un intcrno 4i Jois rezio proiet—

.
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tivo G +tsngente in O :1s gusle alle geodetiche usciil
ti da O f:u corrispondere le rette dells stells ¢ in 67
Per cisecun punto Z74*) dells varietd le ZT* scno su
@ coordinate proiettive (non omogenee) del punto im-
magine 2.

L'effettivs costruzione d4i quegts rsprresentszione di
gli qmerlcaﬁi & dsts co0lo in modo algoritmico. Es & facd
le precissrla nei rigusrdi® gaomeuric*, e stendendola in
pari tempo slle connessicni preiettive pih genersli ( CAl
TAN,1637) .Si tratta semplicemente di questO : la rappre
gsentszione di ciascuna geodetics /  uscente d8 O su

uns linea retts & quella che risulta dslle costruzione
della sua immagins tangenziale (n.15): cio® quells che
si ottiene riportsndo i punti di J  sullp spazio proief

tivo /T per trsslazione proiettiva lungo ls curva L7 res

degima.
pazio £ = connessione

"Dungue: in un guslunque s 58
proiettivs le coordinate normsli (non omogenee) <T° ai
un punto f”LLf) ysufficiertemente prossimo s un punto
secegnato O (preci°amentp : preso entro uns regione 4T
di £ contenente O ,tale che ogni punto di & sia con-
giunto ad ¢ da uno e un soloc arco di geodetica apparte-
nente ad % ) sono suvilo spazio proiettivo 6  tangens
te B, An O cocrdinate proiettive (non omogenee) del
punto & ccrrispondente a P (cio® irmagine di 7 )sul
la retts che & immegine tsngenziale della gecdetica col
glungente 0P, '

Se intendiamo scelto per 1ls £, un  B-riferimento,cit
~un sistema curvilineo inizisle 4' e un csmpo di iper—
piani negli spazi tsngenti, assunti come iperpieni Z°=¢
del sistemi proiettivi locsli, corrispondentemente viens
determinata dslls connessiore proiettiva unas connessioné
sffine , e gquindi su cisscuna geodetics ( a meno d'una
trasformazicne linesre intera) un peremetro affine ; e
vercid gnobe, secondc 1z (8.57) in cui ors intendiamo 3

_/’T‘f’ ks 2 ’X/Y

)

s e 7
‘\ 1(2 . 1 : EL ‘%‘/’ Stsiin =
C Jd or

)
o
]
(0}
3
@
n
m
o

cnde.membro gells (8 "37) yD.63 , vs
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visne determinste (sempre s meno A'una trscforws zione
1inesre inters) il"parametro anclonomo® ¢« ° .Le linee
‘odetiche e, insieme, la distribuzione dei vslori di
° lungo esse vengono rappresentate dal sistema diffe-

z:nzi,*e (B.61) o (15.35):

e il 20 /_,J Air  Ae¥

. = 0.
(18 .2) e TG

Seconde le (15.17) 1l'immagine tangenzisle della generi-
ca geodetica uscente ds ¢ & la retts di equazioni para-

metriche -
a A 2

cve gbbiagmo posto

. /’aQ:)

(18.4) [

(valori celcolsti in & ): con 7 abbismo indicato qui
coordinate prolettive omogenee dei pgnti nello spszio
G .Manifestamente sono senz'sltro
ZL Qlip-
Fo i
(18 '5) 2 Zo {*_an]]-

le ccordinate normsli (non omogenee) del punto. ai, I
che hz per immagine il punto 8"+ at)rdi 6 11e Z se
ne potranno dire ccordinste normsli omogenee.

VogliamqQ dsre un'effettivs ccctruzionn delle = °
o delle 2 ° & partire dalle «? e dal B-riferimento
presupposto.

fer prims ccsa cambiamo oppor tunsmente gli iperpizni

x’=0 ael sistemi proiettivi locsli ( e quindi anche: 1a
connessione affine che ha per psremetri le /5 ;il
corrispondente psrametro affine J e i1 pa Tometrc sno-
loncmo «° lunge le gecdetiche).

-Pceniomo - in sostenzs 1'ides & del CARTAN, se pure
da lui espressa aljusnto o¢ver:::;Lts - 1s ccndizicne che

of

i maovi iperpiosni X' = @




B o oo oo
T TR

(18 .6) ;Z‘o+9 .Z‘J::. o

sianc ottenuti dall'iverpizno X °=¢ relative sl punto
O entro lo spezio G per traslszicne preoiettiva lun—
go le gecdetiche wscenti da ¢ . Dobbiszmo dunque espri.
rere che 8i ha, lungo tali geodetiche :

(18.7) %%—ﬁj 79,, 7;1 = 59/3'/’7270

ove &/3) & un fsttore conveniente: non del tutto arb:
trerio se veogliasmo che zc,?z gis normelizzsto medisnte 7.
condizione

7

(18 .2) ' S ARy

o

Ponendo A= nells (18.7) e tenendo presente 1z (18,
vctteniamo e¢’Tettivamente

o' .
18.9) et ot

2970 o >
nella

3 5 . 3 5
sostituendo, (18 .7) quests 4% , posiovi A =2

.

o ' Cyat an £ b bt
o 0 a Q. EZ _a/a i 0‘u_ _Q (7 - 08
(18.10) @/_5“ T G P 1‘4 R ﬁz-‘/i - '

e gt sistema ammette una e uns scls scluzieone (lungo
o gecdetiche uscenti d4as Q) tale che per

- ’\ = 4
=L f}; agsumano valorl sesegnzti: porreme 1S
sendizione iniziale
/
~Q°)
{18 = £ (9' / (e 0
b R Ll) i z'/ i

o

D'altra parte le {£.36) ,ciot (postovi M =1)

/

_ B G M L ») Q¢
Siadyu s L 9;3«9'% *fd&/é)rf%’

2% £ z 2z

mostrsnc cne te (1 £.10) equivelgenc s#lle condizioni se
Zuenti:



r S R e R

0’ ch = 0,
(18 -13) A I_‘r”/ & j

dyy

A

.tintende: lungc le gecdetiche uscenti 4= ¢ . Se rr men
; smo 1o (8.31), cio®, posto anche in questa M =1

/" du” du®

a;’\‘ QJ a”

(18 .14) {/77:5’;: — 2

yedisme che 1s condizicrne (18.7) d&, in psrtjcolare,

che 1ungo le geodetiche uscerti ds & il nuovo par-ue-
tro affine deve escere un parsmetro pr'uettivo.

" Passismo orz dalle, coor«hnate curvilinee £® alle coor
dginate affini normsli Z° di origine ¢Z ,in relazicne a2
1g nuovs connecssione zffine (determinstas dslle connes-
sione proiettiva in relszicne 31 nucvo campo di iperpis-
ni) :

. SN < il v ’
¢ i £.C)" PN
- L= 452-9,4-85;

ove sl luogo delle ZZ? s’inrtendsno posti, i valori otte-
nu*i .(Per serplicitd sbbismc scritto J"ﬁ{ anziché*/%,)

le X°© toli che in relzzione ad esce le geodetiche uscenti
ds ¢ =i rappresentino con le equszioni

2 z' l‘ /(:/a “}
(18.16) el f=/7;“0)
sono legste alle u« d; equazioni ansloghe alle (7.8) di
p.45: ove il ruclo delle 7/' viene preso 4dslle f"

4 ) f;/ ﬁ/t/ 045’
18 .17) | Hoo= L +2—2—( ‘/,g/ozz V /Z"

|

Esesuite, successivamente, 1a trs sforus zicne

z e

A s ¥ B
(18 .18) ITé= x x°=x+%xl

= 4

Ge:i sistemi proiettivi locsli e (18.17) delle coordinate
urvilinee, 1las connessiocne preiettiva assnmerd 1 nucvi
Parsmetri *f;,, :pel quali si avrd , lungo tutte le wecde

tiche uecenti da @0
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* o ook T o
(18 .19) ‘Z/,é —5/?—: Z > o 6/% .(/\—] A :

" 0 ancora, lungo tsli geodztiche per e (18.16) essen- é
d0

a/zz- z. .Z‘. - O/Z‘/ i
8 .20 U ARETR e Sl 2
(lu .20) dd : g J / (dj /0/ J
varrannc identicamente ne¢f_ﬂynf le relszioni
¥ 70 V4 Xg e ‘,I' #
18 - = ; =
(18.21) Lot =0, /;K,zz o

che in perticolare d2nno
s : 3 > /7 J' ,fg

In forzs delle (18.19) e delle (1f.2) 1ungo le geodeti-«
che muscenti da ¢ i ha :

: 2f o Py Z é e Zr
(18.23) 9<% g HE L A g B )—5’
L’Z’77! Y e 0/)7‘ (_‘/;77_" O/)T/
i1 che da , eliminando ;’,/fr
(18 .24) {z 7r}

Mo i{ntegrando, e tenendo presenti 1le condizioni 1ni-‘;
zi=1ldi (Z[/_.O, _Q.lgi_}___oz: %,

&y /0
L aty
(18.25) ST R e

Le stesse (18.23) ddnno poi, lungo quelle geodetiche

(16 .26) | s /o?(ifch‘/;

i1l valore dells costante C gi determinerd tenendo
Presente che lungc le geodetiche, deve essere

(18.27) d2° = du's 5 du’

e SRR VI SR

LTSS e



pnde,per la (18.11),

dz j/‘ 67'/14; ] AR c
e - E}O€ Co= G,

J”-/ i ( d?f’ ‘0
Infine per le ceordinste uormali.zfe pel parametiro
lonomo normale Z°,corrigpondenti 8l valorew=0del para-
getre prolettivo 77 alle condizioni inizigli /gg)._aa
gulla corrxigpondente gecodetic- uscente da C gbbiamo

Nt

{18 .28

{ * ’>" a‘r 'Vez’féﬂ//+&e,7’}
\18123 i L == “j ;—;'_;:-“ 4 o d { o el

ie prime nor differisconc dslle (18.5), e guesto ci
acetra che gono precisementie le Ca - costruite mediante

ie {18.17) {dopc 1ld preventiva rasformazione degli iper-
piani’ ‘x%0) le coordinate nommali (non omogenee) che ave -
vemo prima definito per vis genmetrica gecondo i1 CARTAN.

e cocrdinste normasli omogena:
1izuete) risuitand legste

i ml?TE,_-mf} ;.

> Z" (opportunamente norma-

~ e T &80

I e a Z° dalle fornule

;s 4 1 = 7 7
‘*“3¢ ey el k- B
3 Z x :
cioh risolvendo ; i
; < z 2 % ~ 5 4'
{18.31) Fisatas o8 5 B0 e
91 badi che 1l psrametro < ,chne gui figura quale
{7+ J-esina variabile inziexe slle 2° , ha 1l solito
gisnifiesto, pr:eifate ﬂel‘ i?;ﬁ??. ir generale sol-
tanto lunge centi de O; oome :znche u«°
cul & 1 i
A = ° ":; < 4
(13.32; Romiu [T A,
S

av. Y'invegranie deve intendersi =geguito lunzo is geo-.
‘e ngiungente O 81 puntc che si considers. Sia

; g in yesltd oxa da zonsidersre come fun-
zioni dcl posto ia K , dipendenti gnche dzlls scelta
i o Panzioni delie «° eé 2L*
R at 3

i P
8 : - € o direttf dslle W«
oul iz szesociato 11 rsmetrv 8¢ nel Seneg ora

detge: calcolato in c; acun punto o lungo 1a reodeticsa

“"’ \7-2
;3 s

L BORTOLOTYT/ - j ez @ corneffione !prat;%f.'ﬁ":’-a. ..U/S;b.- 22



congiungente OF a partire ds un valore inizdall® (unico)
assegnato in 0) aslle coordinste normeli omogenee A Lo
don v'd che ripetere, applicato 21 sistema differenzia—'f
le (18.2), quello stesso procedimento che al n.7, p.44 :
" e segs., abbismo seguito & partire dalle equazioni dif- _%
ferenziali (5.32) delle geodetiche per costruire le coor-
dinate fy‘ : ingomma il procedimento di VEBLEN per la- 4&3
costrugzione delle coordinate normali, anche poco SOpIa i
richiamato (ved. le (18.17)). Ie (18.2), inteso che ora
ccl simbolo ;7 vengs designats la derivazione <fatta coi
paremetri /* ,d4nno luogo (nell'ipotesi dell'ansliti- =
citd) agli wviluppl seguenti, atti a rappresentare in- ;
gieme le linee geodetiche uscenti 44l punto 0 e ls di-

stribuzione dgl psrametro «° lungo esse: 3

(18.33) &' = w20, a“a’r*-2 (7 % o'l

A
ove al solito a‘=(/§¥§/. Tenute presenti le (18.3) o

(18.29) e (18.31) ne abbiamo le relazioni cercate:
(18.34) o = %25 2(0 V) (2Rl

; 3{“ (755 (ZE50)2s, }/z T 3

81 pwd osssrvare che essendo, naturalmente, 4

&) :.' TN © 3
(18.35) N el Rl Ll RV |
: 2 iy 7, 4
tenute presenti le (12.30) o (18.31) =i ricsva: :
h |
=y i Q) o i |
S JeL® e & 7 ‘
(18.36) :m,Z =0 “ 2:_f. ‘
: 2z LR >
tA
ciocd le &« sono funzicni omcgenee di grado ZETXO0 delle
~ 2
< "(come era ben preved xllu‘ ed ¥ pure omogenea, mé
di grado £ , e“ . Il che 43 coze conzeguenza che le
L sonc omogence d4i ado .~
““ fei riguardi delle S5 & perd neceessriag un ogser =
vazione. Per un cambiarento generico del B-riferimentso,
o )
definito ds valori szess ;
k4
e

(12.37) prm ), Wy =-‘g::p }'l}o,z'?,j,g/_; .Z-’i.a]u’It?'ue



1] peramelro u°, ] :
[calcelato im ciascun punto ‘23/&f) in relazione al-

1a geodetica congiungente 0F mediante la (18.1) si wu
ta in

.

(18,38) o ;4";/5}0@’%‘,

1'integrale intendendosi calcolato lungo gquel medesime
arco di geodetica. Dungue: 2/ ° rismlterd funzione d4i«”

e delle zz° (e anche delle coordinste z° 41 O ,che perd
qui s'intendono fissete): me_pon potremo svere quali de-~
rivete 2% proprio le &5 : a menc che la trasforms-
"zione lel riferimento non sls sogzette ell'ulteriore con-
dizione, che le 7;°siano le derivate di uns stessa fun-
zione scalaxe %9 < (eiocd: che easa si riduca a una
*C-trasformazione™: ved.p.105); nel qual casc la {18.32), .
scrivendosi : :

: ’ . i - 3 - o ;
_(18.39) ‘ p l_"- R T R {;j ‘}”/fl’az--f-uw/f% %:cm/‘

perde. qualsiaci traccia della lines geodetics OF _ 4
of o’ 3 o
appunto ;%f%'= é% . Dunque: scltanto se il riferimento
adottato & un riferimentoc clonomo {(C-riferimento) le
L gono nei riguardi di » ,le compeuenti 4i un
tensore proiettivo.
Pid precissmente, in relazione a ura qualunque C-tra-
sformezione, che induce sulle Z” 1a trasformszione 1i=
reare a coefficientl costanti’ '

: : S 2
{ o
(18 .40) a2 = (o) 2

»
le iit;) si trasfér?eranno cosi:
(BLLD v’ Qa‘% } gav
(8. 41) . - e - C}(U) S
De” D72

£

le ‘o€ 16—y ¢
5 i Qut

pr2 precicata, serxvire oo

sPoymazione Ael C-riferipenticiniun Yriferimento noxpi:

3 i A2 ~ ¥
DYOIeTLIVO gualui-

le clonoro®:"per 13 ~uEle o tonsor

———— s e



oo ¥V
que, ad es. /V/M , scquisterd nuove componenti

” e~ C‘\ﬂr S VRS | /a /a g W 2 g
Hol =S 32 555 ;. » eoggette s mutarei, quansi

do i1 C-riferimento sia comunque mutavo, secondo uns
trasformazicne a coefficierti costanti:

(18 .42) "/fd:/'gf'": 2 /‘ﬂf) (z}x ) ‘H :

_ 8 .
In altre pevole: il passaggic dg mn C-riferimento al
corrispondente riferimento normale oleonome wa 1nterpre_
tzrsi guele una rappresentszione dei tensori (aud #,.)del=
1z varietd X medisnte tenscri (quele %7, " ) dello spa=-
zio proiettive tangente. Fon solo:ms anche s8d ==. la con
nesgione proiettiva deila Z, darh luogo a nuf,counesainﬁ
ne proiettiva nellc spazio .5, tangente in O °; e iqx‘“
" verssmente la connessione integrebile di. questo darh w
connessione integrabile in £, :inteso che le serie
tensori, che variano lungo uns curva per la legge di ;
traglszione proiettiva della connescione immsgine o ine
dotta, sisno quelle che sl ottengono quali immsgini del-
le serie di tensori che vasxiano per trasl agione. proiei~
tiva relativamente alls connessione ( di £ o0di S, 1
da cui si parte. : : b

L'effetiivae ragppresentszione gznals szca(éé&le connes— |
cioni indotte in,5 o in & ,rel scuL. org '
- ¢i ports naturslmente a8 for usc 48i coir ‘
nce omogenee nella varietd 45 wquanbo la rappre- 3
sentazione dei punti delle & sullc‘ epazic 5 riports
sulla 2 1le coordinste ozogenee 2~ .:¥e di questo Qi
remo 8l n. seguente: e soltento sl n. 20 potremo venirs
infine a una breve indicazicre delle applicazieoni pia
notevoli. 5

Dobbismo intsnto prospetiare quelli che aslmeno =i
a che 1l'argomento non venga ulteriogwmente approfcndi
ai presentsno come inconvenienti de. rifsrim nto aorn
16 olonomo: esso si besa sull'uso di C-riferimentd bm*A
1s X, e guesta ® una restrigione di cui gon ® chiasTa
1s raqione di essere geometrics,; e in se"cnﬁr‘luc;o v~ i
tilizza uns rappmﬂentazlone dei t: sori 41 /£, median-m
fe tensori a1 S cae o odel te made TnrsUents NS

3

bt Dttt
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ingoli spazi tengentl { nuovi punti fon-
i pantl = ig:e o i rigusrdi come in+
e il nuove punto unitd & s~ 9« :
o P Z“ YA 2

effatto come tali riferimenti
peessno geometricamente ottenere.
~ Accant iferimento olonomo normsle si precsents
L}’”xa mun*r e anzi in modo geometricsmente espressivo
1z cogernzione d1 riferimemti normsli snolonomi, che
nen dard con due diver“]P*ocpdimenti uro gia utilizza-
GART ‘=”37 chz 63 un A -riferimento ma non
~2icne dei tensorl proiettivi di Z con
altrc invece ¢ diretta estensione
;olopnomi normsii de me usati (1940) per
essione gffiaa dad un A-riferimento
rale, ma d'altig parie determina une
i tensori di £, nell'S, tangente.
di CARTAN & sosiznzislmente questo:

qualunque dells regione & e =I5

e

P

letto F un ﬁ;m.,n-!,.;,
-srrispondente punto irmsgine sulls retta,dell’.S, tsn-

&

zente in. O fimfag ne tangenzisle dells geodetica congiun~

gente OF |, & partive 35l sistema proiedtivo locale =

d=tpinell’ 5, egli associs 81 puntc F:in S, un riferi-

rento prolettive 5, corrispondente a 5 - nell’omolo-
A

LS4 g

in g& che porta ¢ in I e hs uniti
expiano fondsmentsle x°=0 81 5 /*_);

ds sgsocisre 81

'z:*

che equlvale u dire
vo g .~ 8 P mede-
2= 7,..,7 gono in-

Gl O vper trasls-

sione proletiiva lunge JF © zome 1 punti sventi in re-

{¥) B quest’omelo 5%z pwciale 'cie 31 CARTPAN chiama "Sxes
elagione relativa a = in ,5 & se suell 'iperpiano fondaﬁ
nertale g 'interprets guslc iparpi-re impropric essz vi-®
1571t nn 'effettive troplaziencs

Ly]



um x5 /r)(z 3)- 2o )

che gi ottengono, per 1ntegrazlone lungo la geodetioa;;
OP ,8 partire dal sistems differenziale

O'.X f X/‘_?i‘i_o

Jr ST (poste {78

19 .44)

~ i1 punto unitd relativo a 2 ¥ il punto ai coor dina=
(15 .45) 5 +2 X

D]
(1le 2( essendo normalizzate nel modo prccisato dalle
(18.43)) & -

_Tccto per uniformitd
- o % 2

’ A
(12 .45) X mpd

o
s § B
per un quelunque tensore  &d es.lﬁbu ;11 pasesggio &1
riferimento normale anolonomo del CARTAN si farid cosi 1
le nuove ccmponenti saranno

) I

5 e sy }. :
(18.47) /5',,,/9 = 1,“ 2(3( i 4
‘ A : : of R
detti -X;'gli elementi reciproci delle 3( in !’if“l‘

Al riferimento rormale cosd costruito potrasnno associy

¢i le coordinate normali non ocwogenee 2! 0 quelle omoge

nee 23 nella prima ipotesi i paremetri rprolettivi dellf

COnneue*one, reletivl el riferimentc normsle, ssranno

(rappresentato arche Jet con 1e cefponfntiléﬁd =X daﬁ
3 's « ‘. D

(18.48) L/-m = 1 JY X-X *P")& *—é‘x

s F et

( %) Potremmo qui natura¢menue,came fa i1 CARTAN,bagaze
anziché su un B-riferimento,su un A-riferimento inizial



Volendo evitsre 1'usc dei "differenziel” snclonomi®
f{&d potremo perd anche usare i perémetri mic Tl

8-49) L e Ld’“/'/’XAX)?Z‘ ch ,ex 'X—;‘}:/a/g *—(‘).‘

(ove X = LFJ | ;secondo la form. (14.34),p. 122} .=
conclz¢one geometrica che definisce il rifea-rent‘ ner-
male anolionomo- del CARTAN da subito lungo ci:scuni gec-
detica uscente 4ds

: £
eyt e dz
8.50 =0 y —— =0
(18.50) | _L,//% oo A o 3
‘tenute presenti le (18.16) e (16.20) ad quindi le rels-
gionl seguenti, identiche ricpetto slle 2y ,

(18 .51) Z“k :z‘-_-o - L:kz i

1'altro proccedimento, sopra sccennsto, d& 1uogo a un ri-
ferimento <ormasle anolonomo, che diremo "complcto®.

31 tratta un certo senso d#‘un qppligaz1cne, appunto, pid
Lintegrale delle vedute del CARTAN: a partire dal ciste-
‘ma locale ( € ) dato nel punto O ricavismo il riferimer-
#c locale(a) in cisscun-punto 2 medisnve il trasporto
)pe: traslszione rroiettiva lungo OF , gei punti fcnda-
m’fénteli e unité del rifenmen‘»o 1( }

" An=logsmente alle (18.43) le cocrdinste Aei punti fon—
Lda mentali del szerimento snolonono completo nel punteo
i T{ «') serenno .

(18.52) }’ 5 //"/'] ’Z, Jj.,? /7./"(") /Z 3//[‘5"/’__ .....

Le uomponenfi di unﬁg :lunque tensore proiettivo,ad

es. AT yin _relaz1cne al riferimento snolonomro comchfo
(che rievlts univocamente ssscciatoc a un B-riferimento
& parten e)acnc {indicati ccn )Q'gli elementi reciproci
delle YSin | ¥*)): - - * '
1 TA % G g ".iv
;&.53) IJLZ, i = y y yﬁ
R
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tormsyondentemntc ls .connessicneg L .TI E—?jﬁ}ﬁ_@ risvlia rop- &
presentsts dai pstemetri

- gt el o e e
(1R .%4) '/d = f’) e g i "(\:»;_’ + c;u}’- }fy
O D

OV, « Up= —5 QS& frstta nw .41 parsmetri ooetruﬁ#i_irx. A

0

releziope a:un riferimente andlonome r,edi . deg
5 difterenza delle ﬁ; y1le- ’;‘/k soRd, nei rtm* ~er‘.z':“':i_,,
dice x cbmtonenn ds tm tenanya prpisi ttivo d»e«z .y :
fanhe la legge di t‘rtg:tortﬁ_ﬁéi‘ueg

& s =T - a’ C‘} 7/ l;. 1:*,
3 R /

dunque le (18.55) possono interpretsrei come formelc
di uns effettivs rsppresentezione del tensore /. "
dato nel punto 2 ,nellc spagzio tangente-in ¢ . Tzle
rapprepentazione ha un significato geometricoe sempli-~'
ciesimo®il tensore '/7/3 7 a1 5, & ottenuto in 5, ja
/'/1"” per traslazioné proiettiva da P ad O lungo la
gecdetica ccrziungente JF . 4
Indichizmo ors uns prims 'm‘licazione {dovuts, sal-— )
vo 1'aesal 4iverso modc d'esposizione e svilupro, al ’
CARTAN)delle coar dinaie normsli.(Altre spplicazioni,ove
igtervengono anche rifcr‘imeqti normeli e 1= rappreger-
thzione in r=lszicne 3 coordinste curvilinee omogense |
daremo w1 . 20
‘Designiamo cun l= rgppresentszione dells vs
a connessicne proiettiva (o weglic : 'de’ls sue re
R ) sullo spazio S, tangente in 7, gefinits o :
ccordinate normali d origine 0 ; ciod chismsndc omo-
logo di un punto 2 di 2 il punto 2 che ha quali 500T=
dinate proiestive in S, -le coordinate normali omogenes
& 41 L nelle B .LaJ? rappresenta,puntc ver punio,
le geodetiche 41 2 wuecenti da O sulle rette 4i 5 ,lo-
ro immagini tangen&iau ¥s prendiamo uns curvs cueliin.
que /" a1 Z wuscente dg O - : snch'essa Lo < ., una

r\).

]

immagine tangenriale I ,che gener¥lmente ( se J non
& ‘geodeticy) non coinciderd con la curva ormclcgs /' 4
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1758 {2 . Pammentiermo (n.15, p.129) ChL le proprie~
' CUTVE

% 11s curva /  in }2 cono in socstanza tutte e ole
1e proprietd di uns sua (qualunque) immagine tangenzis
1e, qral'e L7 . Oraz dimostreremo che la curva /' ha se-

nerrslmernte contetto del 2° ordine con™’ in O : vi hs

contztto Acl 3° ordine con 7/ se in 0 1z torsione di

£ 2 nulls (e del 4° ordine, slmeno, se ei annulla in
0 anche 13 curvaturs della Z, ). I1 che secondo il
CARTAN s'interpreta dicendo che, melicnte 11 psssaggio

a coordinate normsli, si res*lzza un'sp - licszione gene-

ralmente del rdine dells £ su unc spazio proisttivo,

jel 3% oxdine ase in non vi & torsicne, del 4° cxdine

ce-in O non vi & cirvaturs.

26 AvA
ek 19

D

: . z i
Riferismo appunto 1a 4, a coordiaate normsli T ;ue-
e

gli spazi tangenti nrendismo [ "riferimenti lcoeali nel
r0do che ¢l na servito per CC“«IUiIE 1e 42‘, caratterii -~
zato dslle (18.21),che qui '

© z
(1P .56) VT e /”/(Z“z’* o

3¢ la cuxva [’ e _dsta mediznte 1s rnreﬂe tazione pa-
etrica ¢ %= w/Z) ,cio® in cooriinste normsli

queste stegse equuziconi rspprecents gnche, in ﬁ% (dcve
Op”ﬁcnae)la cur-
ione {2 .I'imma-
1 {1937 i p.128%

A

b4
ell
zine tangenzigle Z' & daty
cioé con le a¢ttusli notsz

4/02/5 A

%0 FE?

ove le derivate ﬂe'ic,Zz s'intendono cglcelste ¢ pertire
Jalle (1€ .57), guelle assolute ‘cd‘dntn i perar eiri.[;$
soddiefacenti slle (18.56) , = & ..:1to arbitrarismens
ts (ms, comec vedremo mon 15 effettiva influenza negli

ARORTOLOTTI- S,baz/ o Connessione prorefiva J/.% 23
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sviluppi).Pu°9fndo a cogar dingte aon omogﬁure ‘z :~57r;‘?

abbiasmo dslle (18.58) qcilmentg:

. fdzq // e
E4eE / ()|
P a’Z“ 7 a'zy,, %

e d'hltra parte la (18 .57) 42 ovviamente :

! /%
(18.60) 27 = ;",;2 P+ D,[jyf 4 jzji,‘....-/.....‘.}

ora mostreremo che, come sonc senz'sgltro identici i 4
coefficienti dei termini del 1° cordine in £ nei due 3
. sviluppi, cosl anche in forzs delle (18.56) risulta-
£ no egusli sempre i coefficienti deil termini del 2°
-ordine; e in gscsenzg di torsione, anche quelli del

crdine .
Eff ettlvcmente sbbiamo
Z . v . . 3
Rbice) o B2 A ke ot L s 9
| PTG S e
onde risults per derivazione
(18 .62) 552:: - ozt (\/—1( a/z % dz
| a/zs“dz3+f/fc/f a/t‘a’Z_'-\

/6/24 dek | daf ) ld et oot )
Cosli st oy = JFt o dF I

o

AVl ST Nl e oa’ Jdzt 5%
/R dt: - dE o/ d* dE  GE2

Tenuto nre ~sente che,in conseguenzs delle (18.56)  si hs

é .J‘/C % 2 ;
’I'j cavismo -subito

: /-gzj} i <%& %°
6 e e e et ey
[2.64) 7/, c/ﬁ/‘, sghe? 0 e vl




|

(18 .65 )

3’2‘/) i / 2 a/z a'z 52°) g{@'_’_{)ﬁl_z_yf-
P C/za S o A A T
- z‘ 5%"’ i R
A FT e z
onde, sostitmendo nelle 18 .39) ottenlamo 1nf1ne

%< a’z 16 9% S5 o 27
(18 .66) 3 / /0,[ Bl 51— ik #EdE

ccafrentzndo con la {18 .60) ne segue quanto volevamo;

1it g@ltluolare zi vede che per n =3 esistono sempre

{ ¢ =sctto condizioni opporiune potranno egistere snche
per /’1.> 3 ) gistemi di linee 3iverse dalle geodetiche
cer le quali in @ si hs pure un coatastto del 3° ordine
Simeno fra inmegini tangenzisli e immagini nelle rsppre-
entszione J2 .

Z4

19. I1 metodo delle coordinate curvilinee omogenor-
: generzlitd Rifeiiusntt anclcnonisIndicatore
d'anclonomia proiettiva.

ibbiame visto, 2l n.prec.,come si presenti natursl-
mernte 1' ;mm@uzmne di particolari coar dinste curvili-
nee omcgenee en una varietd £ a connsssione proie®tsi__
a4 gueile che s¥bismo indiesto con ¥ ,coordinste nor-
weli omogenee,che venzono trasportste oul la £ nedian-
te 1: rappresentagione JS2 dells Z sull’ IS,L tsngente
in @ (e ai questa su qiuella ). Siamo condotti & parlesre

il in generale delle cocrdincte curvilinee omogenee .
sweung vsrietd qualhnqu e del lorc uso nells ¥ ;:pre-‘>
csentazione delle connessiond prolietiive.

Tsli coordinste sono sicte introdotte da 2. VAN DANTZ
(1932) e utilizzate appunto nells teoris delle ﬁonneudg
ni proiettive e nelle sue applicazioni slle Relstivitd
dalleo ste s=o {,,A\"""' ". dg SCHOULEN e ds HAANTJES. Yel

hreve cen no che ora esporremo ci atterremo alls formu-



e A0S aaak
lazione pil: recente e pih perfezionata, data eppunto

dai dne ultimi Autori nel 1¢36. A

Si passa }“Tln coordinate curvilinee orxrdinsrie, nom =
ormogenee ,LL‘ a coordinste curvilinee omogenee ponendo =
le z.° egusli ad A funzioni (indipendenti) omogenee

di grado zero di n+l parsmetti Z*?@g/%jﬂti:z,‘w_:é7/

(5

g

2 Tl &
(19.1) R = BB = 7,]

In qusnto i secondi membri sono omogenei di grado zerxo
nelle % & ovvio che 1ls trasforrszione (19.1) si pud
gscindere nel prodotto di uns ordinaris trasfermazione
delle coordinate non omogeiee per is trasformazione se+
guente:

-

™

(19.2) Mmoo

Supponisme che la JC; che =i considersz sis uns -%Ca‘
(2i cui punti conoc sssociszti spszi proiettivi, "tange. -
ti" in essi : n.13,p.1C07) e che si sic sssunto per ie
J( un riferimento olonome {C-riferimento) .Questo con-
wer & di prendere in congiderzzione un parasmetyo zz°
che in relszione g un csmbismento del C-rifeximento nw
15 legge di trasforma zione Fe

/7 ’
! 5 o 7 72
(19 -3) &4 = lZOf- ﬁf ‘?‘/Z‘l 2hee=5 124 / v

‘ove intendiamo che sia posic

(1S .4) : ZS},JDI‘,&;?,P .

L'interpretazione che di zz7 e di Z° davamo 21
n. precedente, in relazione s un punto fissato 0 e »1_
le geodetiche per esso, perde significato se non dispo-
niamo 4i un punto privilegiato. Ms le relazioni (1¢.3C)
e {18.31) che ne avevamo ricavatc ei estendono in modo
naturale intenderemo che U°® sia «ﬂlefata a 7° ,0 vi- &
ceversgsa,dalle relszione




-0 .5} 22 ° 2 5 -
i - 72° = .»oj (/ad
quests £ uns vectrizione soltanto formele per 2+° ,in
o bl gy T, ORI et = SRSy
quznso ¥ € arbitrarial ms ne vedremo precto 1'utilita.
= (19.2) e (19.5) deranno luogo alle forrula fnverse
e o~y L z‘ (Afo N 3. ao
{1C .3) B = el = e
Tns X383 rmsgione
. . ; ’ oy ’ /
. & g LEet il g 2 ) ° 0 7 i
10 A M FLeh L, BN UL = E i«%ff/éd,---u“/

5 Y Ty «
sulle & induce culle 2 la trasformasione

n’ 7
. 7 / Y
z a4 } T/ D Vi /
Fge R T RS S N S -——f . Z Chy) ety _..?_..&’ b
(i¢ .8) o ol ot g b"’/ ¢ 7o' "7 Tt =
3 nt ey
o /g A 5
e BB Sl ﬁ_/v" :
b_ol ”0/ /
che rientys ovvismente nel tipo
\.,,09,} v‘ = Sﬂ/’?f‘) 7/")“.../5'”
) e'intends che i gsecondi membri sisno omogenei d4i
>r-4g 1 ne~li- argorenti indicoi; viceverczg,dats comun-

le trzeformszione (19.9),ne ricsvismo
@_/’ 0,’1

i \ 2 / S /v“ol

(1@ -1(—) 5 v = Sﬂ {5 75 Z7°’ 2 2 o C(a‘s_%v‘.;
, ,fl »’

= / = ! : =%”"é"7"’/}.ff"’f:}.

—_——

[ b—a ﬁa"’.'“- e’

e questa in forzs delle (1€.2),(19.5) rientra frs le

trasformazioni {12.7); cosicché le coordingte curvili-—
Nee omogenee 2%, in forzs delle (1°9.2) e (19.5) subi-
gcono precman.ante la pih generale tresformezione oro-
genea di grado 1 nusndo le «° ed «° vengono trasfor
mate mediznte le (19.7) .E' questa la consegucnza 80—
Stagnzisle dellrn posiziore (19.5); e iateso che si sia
fatta quec+* posi 'xcr—, e cioé ei gis interpretata &

core valors deli- ) cocrdinata omogenes 2+°  ci

,;.,, ke
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ci si rende contc bene dellas ragion d'essere del md
di trasformarsi (19.3) @i «° ;in gusnto & ben natur
che le 7* risultino determinate sppunto & renc dells
pid generale trasformazione omogenea di grado 7. 9

E' notevole pel seguito questa csservazione: &lle
(19.2) pel teoreme di EULERC pud darsi la forms :

P R G
1 e “.‘: "“ - . Q,
(19.11) ?r ST =L

avendo posto

9“_ Do~ A9 (B'v“) .

0.12 P A y -
(19.12) A S5 { e' “ = 5w
s : o
le derivste :?“i e ;3‘3 ,che precigesmente gono
da : A % ¢
Ganky M Gds Ao uiie o v T
Qv°  pe . opt 7 Do’ 22’ Qo §
4 4 ] _J. d"
(19.14) P BT 2&,.: 2°9. 4
b, (Dao - (Ba‘ | S ) ?dl pr 3

sono componenti di tensori, nedurslmente misti in qua
to 1'indice A € relativo al C-riferimeato e 1'indice
al sistemz omogeneo: per irasformaszioni (15.7) ,(15.9
fra loro indipendenti gi hs nsturalmente
7 7 2ot - 5! s
(1o 0’ SONS et B 99 O
i CO B Ay (aa” A

(e g}x,

col solito significgtc per le

/{I
) ..Z ° IS o t‘ z
(19.16) 9_2= .._g_i_. e cioe ¢ L= /) % = —d_fﬁ;’/ 9::0, 9.;
T P P g GNP D g ‘3
YA

Di pid le 5{?% sono, ovviamente funzion1 ormogenee di
P 'iv (30 -
gredo -1 delle 2% e le oo omogenee di grado 1. Pe
brevitd A4i Sﬂrittuva porremo :

i Jec? «  Dp~ ‘
19.17) w CO = i o / ;
WM e e R / =

L'ugc Adelle coor dinate curvilinee omogenece presenta-



i R T T TR

to indiscutibile vantaggio formasle: possibilitd di zsg-
goclare (con procedimento del quale, perd,non appare il
ﬂgnlflcato geometrico; in un caso particolare gid ac-
cennato al n.prec.) alle coordinate curvilinee dei pun-
41 1 corrispondenti sistemi proiettivi locali, in wmodo
che su ciascuno spszio tangente il punto di contatto ha
pali coordinate proiettive omogenee gﬂf precisamente
‘Enggsse cocrdinate curvilinee omogenee 2% che e3s0 ha
enlla varietd.Il che po*ta che i coefficienti delle for-
imule di trasformazione 11e coordinate proiettive loca -

flizr sono le stesse “,= ;gg;,} calcolate nel suppo-
lsto punto 2% :possiamo scrivere

I -0 A -

19 .18) Fl= gz

|

}a,.ertendo perd che 1'analogia con le (19.11) & soltan-
to apparente in quanto le (19 .11) non sono trasformazio -
'pi lineari: i coefficienti P ,sono funzioni delle 2z~
kice delle-v- ) «S0l0 quando le 7% sono proprio le coor-
Mnate a: del puatc di contztto dello spazio taﬁsgﬁ¥g—
the si considera le (19.11) rientrano nelie 119 18)
(Potremgo nelle (19.18) scrivere sd es. ( T}, ), an-
,1nbé %} ,per togliexe ogni equivoco: ma per semplici--
t2 conse v1&mo la notazione gdoitata, rlspondente del
resto-al fatto che il punto di contatto ;x & un qua-
lungue punto 2= della X, ).

Le effettive forwule di trasformazione delle cocr-—
dinate proiettive localil dei puati nel psssaggio' dal
primitive - C- riferimento al "riferimento omogeneo"(che
in gostanzs. & un A-riferimentc: ved. pp.100,107) non
sonc determinate @allq ccndlzicqe gid posta: che il pun-
to a3 cont- tto o (o 116 ) acquisti le coordinate
x -2 :ma avn:re nsturale porre {cfr. n.prec.)

— of 2
(19 s19> o=l ,’Zd //x"_- wax—j
: A ' P
X e o« — o o

1 che da apnuﬂto essendo. &, = 572, X =7

per x = 37 .Questt equivsle ad ussumere quali punti

fondamental; e unitd dei nuovi sisgtemi proiettivi lo-

cali i punti ‘e«w? (ove o« =i pensi come un indice ordi-
: 55
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nale) e 425 au .Geometricamente soltanto guesto pud
senz 'altro notarsi che gli iperpizni X °=C dei nuovi _,
riferimenti locali non differiscono dagli antichi ‘lo-ﬂ

e infatti le (19.19) dadnno i = z°x°
Per un quslungue tenscre proietti\ro ,ad es. f'z’:{ :
avremo nuove componenti : L 4
9. Bl vt /9’
(19 20) ok b

In quento si suppongano (come sino sd ora abbismo sem—
pre supposto) indipendenti da «° le Ay, " ,le//afﬁ'r :
risultano funzioni omogenee di gradoc ~1 delle 2% ;per
un tensore H, %, A 1le ccmfonenti sarannc omogene
di grado J-2 . ]
I1 vettore proiettivo a’u ,1a cui interpretazione
come punto delle spazio tangente dipende dalla qoelta;
del valore di du«’ e della omogrsfis che collegs il o3
stema proiettivo locale: a quello curvilinec (vm* ) O
100-101) ha quali nuove componenti le g% imaé le Qu
naturalmente non sono indipendenti dalls distribuzione
dei valori del pasrametro &° e corrispondentemente le &
non gono funzioni omogenee delle > yper

(19 .21) & op
si ha effettivamente

4 ;o b R
(19 .22) dvr = = f[d’zy % z*a/faj:,),

Secondo v.DANTZIG e SCHOUTEN la denowmir.zione di tenso=
ri viene riserbats agli enti rapprescntabili medisnte
componenti, funzioni omogenee delle 2#X: in gquesto sens
adz-* non 3 un tensore. Su questoc torne:emo. ]
Veniamo alla rappresenisziocne della connessione prod
tiva, in relszione alle coordinate omogence ( e al rifel
rimentc omogeneo). Le equazioni

(19.23) 6L LW[E)

gi possgono scrivere nells forma




o i A LDy

- 5z, P -./60/ s Ll
: eV 5 pelar ) e
(15 -4 PrA G oy W)z
svendo posto '
e :

) 3 ) b
(19 .25) SEENNT L T R it ’
— & A AV gy A A A
Le /i;,.sono le componenti cercate, della connessione
proiettiva in relazione al riferimento omogeneo.
In conseguenza delle formule, che sino ad ora inten-
diamo sempre soddisfatte (ved. n.14,p.119)/valgono iden-

ticamente le relazioni S (14.21),(14.19),
el ' g LY o

19 .26 £ = B o

( 9v_ ) Ji%, v (7L g l<;V’ZP =0 :

queste formalmente possono apparire una restrizione ines-
senziale. Ma anche su questo avremo occasione di tornare
(alla fine del presente n. e poi al n. 22).

Senz'altro nel solito modo con le /j: gi potranno for-
mare derivate covsrignti dei tensori proiettivi , o pidh .
precisamente di quei tensori proiettivi che unicsmente
ci si presentano sino ad ora (cfr. n. 22): tensori "di
‘eccesso nullo®, pei queli ¥1 grado d'omogeneitd & ugua-
le slla differenza frs 1s valenzs controvariznte e la
valenza covariante (secondo la terminologia di SCHOUTEN:
differenza fra i numeri d'indici di controvarisnzaSdi
covarisnza). Senz'altro & ovvio che 12 particolaritd ora
detta per derivazione covarignte si conserva: ad es. per

—o.r ‘_..r —y —:.dﬁr _t“"r _a‘ —'.y
(19.27) Zﬁ,,ﬁ=r%/‘7,’,(ﬁ g “/;sﬁaffwﬂx,e

X<

le componehti sono di grado -2. Invece il differenziale
assoluto ]

—_—
-

5 nd Tz £
(19 .28) S'ﬁ’dﬂ & Z//dﬂ . dv

in conseguenza del gid notato comportamento di aﬁy“ sol-
tanto per i tensori di grade (d'omogeneitd) nullo & un
tensore omogeneo; effettivamente si ha, per le (19.21),

B_Oz? TOLOTTY. S/mz/ @ connefrone /:m/'ema _W/.? p A
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SR AT A

(2

e ‘d'altra parte, per la seconda delle (19.26)

i
| r=ata o goat e giat
(19.30) Vzﬁf,( ..... %, (9/9’ 'fﬂ. -
3
(Cfr.pp. 121-122) .Pel caso genecrale dovremmo dire, secon-
do SCHOUTEN che ‘non v'®d differenziale assoluto: perd 2

m&nifesto che le equazioni

(19.31) 3’/6’ /g' s La e

s %k o~ Xg

|

hanno sempre; anche in relszione alle (19.21), un signi=
ficato invariante (d&nno la legge di trasporto er tra-
glazione proiettiva del tensore geometrico.H J)

mi cembra che questo giustifichi il mantenere anche pel
caso geqerale la notaziore e la denominszione.,

Veniamo alla rappresentszione della curvaturg e del.
ls torsione della connessione proiettiva in coordinate
cmogenee . Secondo v. DANTZIG introduciamo anzitutto il
tensore

YRt —‘r
(19.32) N

ove, analogamente, 1ntendiamo~posto

= f”
(19.33) =9 /”)-‘D/" M./f;/l ./j/‘ -
Questo & effettivamente an tensore solo per le C-trssfer
mazioni come ovviamente risults ds ouanto g'?® notsto al
n.17; in generale esso & distinto ds [/ tmu ,chs invece
% tensore per tutte le B-trasformazioni. ‘Ma & immediata |

1'osservazione che

2 X 4 2z ALY
(19 034) 2/(9 ‘N,{/uy '_ﬂ_;/—'gp Nd/‘k‘
:./_' = .5’2‘/—'\‘”&

%ﬂP nef P Apk



P, -187- T

cio® (cfr. con la (17 .40))che il tensore di curvaturs
della connessione proiettivs si pud esprimere (in rela-
zione 8 un C-riferimento) per )V)kv? senz'altro Gome per
/" 4uw. Tornando alle coordinate omogenee: R 3 avra
nel riferimento omogeneo le componenti

—

—— . :’-‘...E
(19.
(19.35) 7‘2#,,, ]V ,_’:7_ 5}”«;5

= u)gauﬂcv e
o TR - e

In conseguenza delle (17.39). ,cio?

(19.36) AR SRt
oflV Aoy

i

gi ha in coordinate omogenee

> B.w

19 .37 ﬁ r =0 > T 7' = 0
( : “kr : b4

e anche, ovviamente

E g SN
(19.38) JI/“” i e jy“ﬁ/ r'= 0

(193950 s e L B = LV, Vi)
i % L /3/“ Nty (yo/v/.?/”’ :
avrd ne. riferimento omogeneo le componenti

- = Ao o8 r_
9 .40 I o AR, 2
Q9.40)  FoPl L BTt L (L

4

=%@r QL S

= S
—.—'7,—;?/! ol '/_’//a/v
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cio®, per le (19.26) ,con slcune semplificszioni:
8y y — 7 "‘o‘*) 5
(19 .41) '5o</3 :‘/—["«pj 3 9fn) /?9 [—'/‘“_ « /}/9 i

- . 5 Nk -."- 4 4 spL‘
I1 tensore di torsione +’zz (od .5;/‘ = S,; (); 5£‘, )

non ha in relazione al riferimento omogeneo una rap-
presentazione semplice ( e 1ls stessa csservazione vale
‘per tensori sffini in genere). La condizione d'snnulla~-
mento dells torsione potrd scriversi

= .. [&
3 Ezrs]_d

(19042) "(/5 — 7
o anche‘
5(19.43) - ’5«,3 U° - *9«,5 ol R 7

ciod sostituendo e semplificando

—

(19 .44) Lt ? "/}dﬁj gli= 0

Le linee geodetiche potrannc ancors rappresentarsi in
coordinate omogenee (s'intende sempre : in gquanto val-
gonoc le (19.26)) con un sistems differenzisle della
solita forma

(19.45) _d’»¥ a0 i dydel
o It R

ma questa non ha carsttere d'invarianza per la (19.21),
che 1z muts in ; 3

2

_ O AT :
(19.46) @_gf;’;_“ el o [a’ég? c//;)J 5, gp I

A or dr S| art
Se ‘invece lascismo arbitrsrio il fattore d'omoge-

neitd delle 7% e &nche il psrametro cui i punti di 4
. ciagséuns geodetica son riferiti, le geodetiche si potrans



S A S e

wreseatore con un sistems dells forms

po rapP
i7) L oo’ _i/ffz e f o2
P - T A dt

g' ovvio come ds guesta possa riottenersi 1la (19.45) 4di-
gponendo opportunamente dellas scelta del parsmetro e
della normelizzazione delle 7% .

Nelle applicazioni del metodo 3elle coordina te curvi-
1inee omogenee, come vedremc 2l n.seguente, non basta
1'uso del riferimento omogeneo 4i cui ci siamo valsi si-
no ad ora: pud cccorrere l'uso di riferimenti pid gene-
rali(anolonomi) del tutte indipendenti dal sistems di
coordinate curvilinee omogenee.

Un tale riferimento si dsrd (ved. n.12,p. 100) asse—
gq:nio comnnque n+i Ccmyi di punti indipendenti degli
spazi tangenti D (¥, 7, Fiv--=91,n) (le cui ccordina-
te giano fungloﬁi omozenee di grzdo ¢ delle &% (%)
quzli punti fondsm nteli del sistemi proiettivi loc¢ali
(e un (n+2)™° campo di punti, indipendenti da 92 qua-
lungue dei:precedenti , quali punti unitd: ma potremo
collegare i fattori d'omogeneitd delle coordinate dei
punti 2% in modo che le coordinate dei punti,unitd lo-

cali sfano date da S_ 7% ) Inte so che le j§ siano
reciproci 4 J’ & X

gli elementi, delle

in ) 17 l yle nuove componenti

‘ﬂﬁ

di un gualunque tensore pzolettivo, ad es ﬁ;' @ ﬁﬁ .
saranno

r B
—’5 7 7D = 7 ﬂ >
fo.mi = ;—” oL
: B :
(ove ad es. 37 27 3? ; ecc.) Introdotts (cfr.'-.nrec.j
form (156.54 ))la derivazione anclonoma
(19.48) 9, = @) <. DY, O %f
« o8
Y= =)
Qe

(*) ¥on conviene qui Jimitsrci & priori sl csso che in
Certc senso gi presenterebbe come pidl naturale: guello

In cui ¢=7 .Che ad es. nel caso di olonomis dobbiamo sup-
borre 7 ) RN

£
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la connessione potrd rappresentszrei coi parametri
= & =R 754 = o
(19.49) fr s 2 ) + DD
Ay B A

19

soddisfacenti in conseguenza delle .26) alle relazio

ni
=7 ;_/g T pv =— oy e et ‘_—'x
(19.50) Lz X+%F -& =0, g_,;-g%w e TJF",

Ls legge di trasformszione pei tensori e pei psrametri
della connessione, per un cambiamento gualungue

i P
(19.51) S R o
: -7 r’ F i
35

del riferimento anclonomo (ove le 5%, sonc funzioni
delle 2-¥ ,omogenee di grado zero, $ad1  che | 9L 500
e del resto arbitrarie) &-+senz'sltro formalmefte 15 so-
lita. Nells rappresentszione del tenscye 4i curvstura
(0 41 torsione) interviene invece un elemento nuovo,
l'ente o indicstore 4i gnolonemia {proistitiva) { "Anho-
lonomitat gobjekt" seconde SCHCUTEN). Esso si precenita
nel modo pih semplice, se scriviumo le formule di commus
tazione delle derivate covarianti seconde di uvno sczla-

re f’/v‘; i v’-'y:
b bk Bl g
(19.52) c()[o? f;] [ ;,-ﬂ] 7:,9(“ Q;,z_%f

ove abbiamo posto

d: — f 3 F
: F e ,) : X = ] A/- —_— .
(19.53 .QZ = ‘3[& _;_/7} i i ‘Z]J Z,
-‘-F =, dag s Py
= Iz = .Dﬂ:() VA y; _ﬂ .
r .qu“QQ éy;y [« 4] & 5

iviunto 12;;' @ l'indicatore Ji snolonomis yroiettiv5.f}
- Ie (19.49) ci danro subito )
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(19 .54) VBl R
L7r ] [#»v] 2 7 A EAE

dungque le componenti in re1a4¢oxe ¢l riferimento anolo-
nomo del tensore proiettivo s D“ﬂ (tensore per le C-trzs
gformezioni) sono le scmme

9 BEI L Vo et

Eon ;
11 tensore ]V e (snch'esso tensore per le C-trasformsa-

VlUul) ha in relszione 81 riferimento anoclonomo 192 le

-
— ... 5

S R VRl A VRE VR s

“Fr BT DR e ARt

come facilmente si verifica. Ne seguonoc senz'altro le
eapressioni dei tensori d4i curvstura di torsione in
reluzione 21 riferimento arclonomo: e in particolare,la
dipendenze da 27
Per un un\meuég qualungue (19.51) del riferimento
anolonomo 1'indicatore di anolonomia 27  'ha 1la tra-
eformazione seguente: 2

' - P / I
(10.57) 2 =527 9,19/329 5 9 19
o</§ dﬁo( A =
Vi sone riferimenti in relazione ai quali 1'indicatore
di aneolcneomis si gnnulla: manifestamente essi sono carst-
+er17uﬁ+i dzil'esistenza di n+l funzioni scslari ¢9ﬂﬁvﬁﬂ:y
tali che gla
B &
19.56) e
A i 18"

o~

Si badi perd che ( a differenza di quantc accade per
l'indicatore di arolonmia affine) la condizione ora detta
acn coincide con la condizione d'olonomia pel riferimen-




;'to eonsideratO' infatti per_guesto basta che anche g j

no d'un comune fattore le l@ oi riducanoc®alle derivaf
di n+l scslari ¢5 funzioni omogenese di grado zerxro del
- . , &
Applichismo le nozion1 ora introdotte allo studio d4i
un esempio particolare di connessione proiettiva, con
tualmente molto semplice: il quale perd richiederd unag
rappresent521one dells conneasione proiettiva d4i tipo -
pid generszle 4i quello sinora adottato (sl n.14,p.119);
e d'altra parte ci dard poi uns interpretszione geome- =

trica dell'indicstore d'anolomemia proiettivo.

Dzti ancora gli n+l campl di punti indipendenti

e 3

o 1 » 2 & ol
%?[b,zn ---------- 0) o pid precisamente, ie loro coordi- =
nate a meno 4'un comune fattore, il che equivale a dares
anche 1’ (n+2)"cempe di punti £°% ‘25 4? ossismo consi-

o & X
derare la connessione proiettivas integrabile definits E
assegnsndo come legge di trasporto d4i un punto £ 1a :
condizione che 9i mantengs proiettivamente rigids la |
configurazione formats dagli n+3 punti ZfiiE £ -JI1 chs
equivale a dire che, dette oc¥ le coordinate d1 s 3
nel sistema locale 27 é:} , dovrd essere ,nel passsg
gio da un punto 2" a un qu lungue punto infinitamente
vicino:

(19.59) e (Ai'z cio€ O//.?;.t“j-fgé?‘:‘t“)

indicando un fattcre scalare ‘infinitesimo.
La (19.59) con ovvie vrasformazioni si scrive

(12.60 e «
) cﬁx < /y* dot 2 x,.
avendc posto
a2 "“—-‘D-Z"”ﬁ:f-
a5 =0 0 P Gl

o k-
Manifestame nte queste ZT%V sonc da rigusrdare ccme i
parare tri della connessione proiettlva sopra deflnlta(*)4

(%) Risulta , a posteriori,quanto & priori ers prevedi- ?
bile ma non senz'asltro evidente: che ciod gi trattzcse
effettivamente 4i una cgonnessione proiettiva.lL'anslogia

41 questa cor 1s nots connessione affine integrabile ai
’FITZ&NBOCK ,VITALI ,BRINSTEIN & evidente. (Cfr:xis), 4

3
g
z
E
.
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in relazione sl vresupposto riferimento omogeneo (olono-
; Ma 1e condizioni (19.26) non -sono soddisfatte in gene-
rsle: si ha soltanto:

19 .62) [_”X —9 PN

detto ancora g i i1l grado d'cmogeneitd delle 17 ricuetto
alle z° . Le /” sono, insomma, parametri hon norms-

1lizzati; come 1 parqmetrl relativi al C-riferimento,

Jegato dalle (19.2) e (19. 5) sl sigtema curvilineo:

‘A ol R LS 63
; .6 i - .
196 [} - Lo de 3
x =)
=(ij:",<§'

Per questi ultimi psrametri non valgono le (14.21)
e generalmente neppure le (14.19): al posto delle qua-
11 ultime si hs, intesc sempre_che le 2" siano omoge-
nee di grado ¢ e qguindi le .22 di grado -9 nelle z- %

| S 2
(19.64) £ = /1_7/5);,

Si comprende facilmente perchd le condizioni (14.21)
e (14.19) che csratterizzano i parametri normslizzati
(in coordinste non omogenee) non risultine -senz'altro
goddisfatte: 81 n.14 le condizioni (14.19) erano sta-

- te imposte a priori, ms & evidente che svremmo anche

potuto porre, pil in genersle

(19.65) F/fo_g Kifnnt - ,w.;j

2

con N scelare arbitrario (sd es. X=M (cost.) come
nelle (8.40))senza modificare affstto ls connessione

e cio® 1s legge di trasporto dei punti: cid eguieale

in gostanza sd alterare per un fsttore 1l'espressione

di du®, E nel riguardi delle (14.21) : esge risulteva-
n0 in quanto avevamo utilizzsto l'omografis 4i devia~
zione per collegare (parzislmente) i riferimenti proiet—
ivi-locasli a guello curvilineo ( non omogeneo); non

BORTOLOTT/- Spaz, a cormegone proreliva Lisp 25
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saranno soddisfatte in genersle se i1 B-riferimento

(0o in particolare come nel caso sttusle , C-riferiments
¢ preventivamente assegnstc. '

Si noti che questo ports 5 unz modificzzione nells
rappresentizione delle line® gecdetiche: infstti nel es-
so generals in cui non si suppongano vslide le (14.21),
un punto sullsa tanv nte asv<f£;33 (n.l14 ,p.117) 8&lls
t;ngente ( aﬁc ), avrd coordinste proiettive omogenee

e
[;/c d} y
posta tangente ( et invilupreri uns geodetica 3 condis

/u
zione che tale vunic oS4 1 du vari lunge ls linegh
i 3+ op SE & o ]

medesima per trasléazione proiettiva, il che 43 facilmen
te 1la seguente rappresentszione ansglitica delle geode-~
~ tiche:

e quindi (ved..n. 15, p. 134) 1a sup%

27 ; o 3 £ i
G.06) LaT LAt UG L g
o F* 7

ove non resta trsccis del fattore o« (se non in /F/
(Con [';¥ intendismo indicare gli elementi reciproci °
delle 'f‘:,, nel determinante [["Z | ,supposto #0 Cfr A
con le (15.28)(%). Wotismc che a ogni modo [ 2, 2 un
tensore). §
L'espressione del tensore di curvaturs in relazione
ell'attuale rappresentazione dells connessione proiet_
tiva & senz'aliro 1ls solita; il tensore di torsione in
vece hs naturalmente l'espressione seguente:

--°~ ,R...‘_ / /_.,z' Z p oy e 4 r-v
(19 .67) ‘54‘4 53 A "é"/af;’ adf—a'/:£+/:J' [»;A’-/:Al %

(%) S'intende bene che ¥ necessario e sufficiente,
dato un campo di punti /%) negli sepszi tangenti s
-/, nei punti d4i una lines /. F’ﬁ,F7Zj cne le rette
PR siano sgsociate alle tangenti a L7 (cicd :omologhe
nelle omografie di deviazione relstive 2i gingeli pua—=
ti P )perch® le rette P cuntenganc co
ti che lunge / varisno per traslazione pr

t
te quelle chs si hanno prendendo come punto ianizisle 3




cne un po' i semplifica se si suppone (come & sempre

1ecito: ma anche gquesto non & sostanzisle; e ad es. non
yale nel caso delle (19.63))

L g
(19068) Oz' i .

Tornando slla raprrecentazione in coordinate omogenee:
con le (19.25) passeremo snche dai psrametri /2, pid
generzli a parametri /i; ,peli quali le (19.263 non
vaslgono: al luogo delle seconde equazioni (19.26) si ha
soltanto, in forza delle (19.65)

Loty x
(19 .69) _/—1/3/ 7 = /;«..1}3; }.

. caso particolere delle (19.65) e (19.69) sono le (19.64).
Risulta cra chiarc in che cosa la connessione integra-
bile definita dalle (19.61) differisca dalla connessio-
ne integrabile dell’' ,S, proiettivo: 2 differenza di que-
ata ess&a ha ung devizzione non nulls. b

Anche in relszicne ai parametri pil genersli 1C:y,ma
sd un C-riferimento, le differenze

- Ead A S A A

sonv le com:onenti di un tensore, che potremo dire ten-

sore 41 ss ».etris della connessione proiettiva; a dif_

ferenza &: ~uznto sccade per le connessiocni affini esso

. & del tutic distinto dal tensore di torsione ( e non ne
& gtata indicsta sino sd ors una interpretszione geome-
trica).

[

gqualunqgue punto della retta ¢ inizisle. Questo spiega
perch® v. DANTZIG e SCHOUTEN, i quali definiscono quali
geodetiche le linee inviluvvstie dslle stesse tangenti
PQ gusnio @ varia per traslszione proiettivs,trovi-
h0 in genersle non ung, ms oo gecdetiche uscenti

42 un punto con ung direzione assegnata.

/




In re1321one al riferimento omogeneo esso avra com~

ponenti .ﬂ{ - 40/20 ag.ﬂf -/"g. Ne ricaviamo (cfn‘
27) uns nL.va connessione pv01ett1vg "simmetrica", ciod |
a parame tri simme Lrlcl, "associata" alla /., :
bl J 4 /ﬂl jp7)
= = #
19 071) -B/(v ./_1 M ﬂ“ ) M V/u

anche per quegts sarebbe interessante precisare la re-
lazione geometrica con la connessione di partenza (cfr.
48). Nel riferimento omogenec essa avrd i psrametri f

‘Bﬂ/ =17 (Br) *

Calcolismo 1in psrticolsre ls connessione simmetrics
associata alla connessione (19.61),legata ai campi di
punti 7% .Otteniamo

-3

el ok p 777
e S el

cosicch®, secondo le (19. 49) nel riferimento anolonomo
detorminato dai punti ;p tale connessione avrd i para-
metri <

: = & o 2
B :—-(()- j«'ﬂ*(b- 270(’] :.(D Z w2

Confrontando con le (19.53) abbisamo infine

{

—
-—

¥ o
fior . B oo L
EF FP |
ove 1l'eguaglianza, s'intende bene, vale in relazione al
supposto riferimento anolonomo: e del reste sltrimenti '
"non avrebbe significato, qusle egusglianza frz due en+}
ti di nstura affstto distinta.(¥) «
" 81 conclude che 1l'indicstore d'anoclonomia proiettiva
52 hs ‘1a seguente interpretszione (anszloge a quella che
f-ho dato (1936) per 1'indicatore d'anclonomia sffine)
in relazione a ciascun riferimentc anolonomo, definito

( ¥ ) Secondo SCHOUTEN una tsle egusglisnza , valida socle
in relazione al particolare riferimento pel qusle & scri
ta, si designa col simbolo X .

1 "
bl o
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T : : N A
et vurti [/ qusli punti fondamentali e =_ 7 qguale
( - > P
puui? uuitd loceli, esso ha guali componenti i parame tri

dells connessione sgimmetrica

yroiettiva integrabile che Ra
l'invarianza proiettiva
ta dal punto trasportato coi

20 .~ Mencori vroiettivi normali; estensioni di un

Fogslamo orz veiire & guelle piu notevoli applicazio-
ai delle cocrdiasts i ei riferimenti normeli
. 53,163,172): e ciod alla

g:“; J*[’re V‘,E""‘ S gt '«P
costruzione delle “estengioni” de1 tensori proiettivi,

¢ dei tensori proiettivi normali.

Sprieghismo atzitutic 11 procasso geometrico: abbiamo
indicato sl n.18 come gi otienga, insieme allas rappre-
sgentczione L2 di uns regione X dells verietd a con-
nessione proiettiva Zi sullc spazio proiettivo ‘ﬁﬁ
essz tangente in un punto (regolare) @O ,anche uns rap-
pregsentazione deil tensori proiettivi di }i mediante

tensori di 5, ,da intendersi spplicsti nei rispe ttivi
man*i immagini; e angzi sbbiasmo indicato due 'differenti

mrooe 381 per costruizs stT‘ultima rappreseniazione:

@ partire dz un terscre }tbi il primo 42 un nuovo ten-
sore

cﬂ..gu C;Z,r a-uz Du'a //..u
& PPV iDL

]

;
|
le ZZ ezgendo {n.13)} coordinste normali omogenee del
punto 2/ ¢ ®) mails £ ,ciok coordinste proiettive
sull! S, del punio imr;glna &£ . 11 secondo processo
f d -
@ (ved. le (18.53))il tensore

: g A - :
(20. 2) ':/7/ 3 Sl y .y/(y H B
i /3 Feiginw LA
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2 : Gl
ove le 3/ sono date dslle (18.57) (e le Y, sono

A
rispettivli elementi reciproci in I )’ [ Yoz yrecisemeg

te, ﬁ'ﬂ e 1l tenqore che si cttiene tz'sr yrtande i
il tensore #/, ix DPer traslazione proieitiva in = A
go la geodetica congiungente PO (%) .Per brevita chizsmi,
mo rappresentszione olonowa ed anclonomz le due r&ppre:
sentazioni ora dette: che dpa1~nereﬁo":3} T, e TE
tre 7" servird a indicare indifferentemente 1'uns o 1'a

tra.

Cid posto, 1'estensione r~esima di un qualunque ten
- sore proiettivo, sd es. //jp” (si intende che c¢i rife
riamo a un campo di tensorij si costruisce nel seguents
modo : 1) viene rappresentsto mediznte 7 il tenscre.
supposto con un tensore "y S /¥ ﬁ’ (che, nei due

sard °H ¢ T el ) S, ®i calcolano le d
vate ordinarie %Fﬁﬂw°componen+i di un nuovo tensore d:
<, @, /

}Sn < 3) In tensore cosl ottenuto viene riportato,

mediante i1a rappresentazione 7 ,1n Y s al puntec 7~ &
primitivo; ottenendo cosl un tensore di £ che sari -
funzione, oltrech® del puntoc 2 , anche del punto O
- (cio®: delle ¢« ed «* ). 4) 81 fnnuo coincidere 1 pt
ti Ped O ,ciod si pone (= P/u =l / .I1 tensore cosl}
cttenuto é appunto la estensione r-ésima (rispettivame
te olonoma, od anclonoma) del tencore proiettive 41 paz
‘tenzs e 1ls indicheremo con E A Y (risgspettivonel
s e AV A R :

i SR B S i E S =

2.7, A w2 Ay !
A ques%aﬁéostruzionz geometrica corrisponde il pro-{
- cesgo analitico seguente: calcolate le componenti di /g
in relazione al riferimento normale olonomo; o & quel-
lo snolonomo completc (n.18) di origine (¢ ,se ne fan
no le derivate r-esime rispetto alle coordimate normas

(%) 1z rappresentaszione si riduce in entrambi i cssi al
1'identitd quando FP=0 , e per questo conviene non fex
una distinzione fras gli indici che servono per /4, " (z€
_1ativi a un C-riferimento), per b’ﬁ’ (relativi s un rif
rimento omogenec olonomo) e e ' (relativi a
riferimento anoclonomo) .
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1 omogenee dsl punto 2 d'applicazione: e si valutano
4511 derivate nel punto O ottenendo cosl i valori in O
dcllﬁ componenti del nuovo tenscre estensicne r-esima
b A,

Diamo subito un c‘mmplom per un v;sttore proiettivo
covarisnte /7, calcoliamo L) €d Ea

Abbiamo anzl’sutto, in conseguenza Qella (18.34),

bo37 e o 5t nd B ?/ 2Bl i) (2 o)~

025

e q\liﬂdi

(20.4) /4 - :?;i 7 = -f,g{_(f{;i})/z‘ta;‘y/jm?-.

4i qui derivando segue

b0 5y Ol K _
'\" 3 > 7T il ~Z°® //0(2;2, [.{v))/z 5/ ‘322 o

yalutando nel punto ¢ , ciod ponendo Zv 5_, tutti i
termini trascurati e anche 1'ultimo di que111 scritti
si snnullano e rests (togliendo 1'andice,in quento O &
un punto guzlunque e ora & tclta la possibxlité. di equi=

lyoci)

(o) 2
(20.6) Ez-ﬁ; = 32/%{‘,/;; e

o

5

A
H = 3,H-BLH
J

P) < '
bve al solite 9,=/ == J, R (per enti, come A,
indipendenti ds we ) e Bjt 3t0 dalle (19.71).

e (1 -

Rammentsndo pol- 1 L .52), ¢ioe

oy Y SRS RN -



onde

(a)
5 v 4 7
(2\, s E // = 3 ‘ --4/—‘ /L'/
P Bl > g ¥ A
Analogamente Pi* in g°ﬂ€ralv; l’@”t€ﬂ 'o e wrig: awcl

tri dells ccnnessione, 1'estensione prima slonoms si @
identifics con la derivata covariante proiettiva fatta
col parametri dells connessione simmetrics associata. ‘

Per le estensioni d'ordine superiore, il cui calco=
lo risulta ovvio,notiamo che esse presentanc nsiurslmen
a differenza dslle derivate covarianti d'crdine supe=

riore al primo, la commutsbilitd degli indici di derivas
zione: questo ci assicura che 1l'identificazione,di cui §
ora sl & detto, non si spinge oltre sl 1° ordine {(se vH

¢ curvatura ). : :

Vi ® anche un a2ltro modo di cslcolare le estensicnil
dei tensori, indicato pel casc affine (ma 1'eatensione ]
® ovvia) dz1 BOMPIANI (1940). La rappresentzzione 7 i
porta nella 7 la connessione integrabile dell' &, tan—
gente in O ; ir qusnto questa ha nell',S, in relazio-
ne a1 riferimento omogeneo dato dall'oxdinario sistema
di coordinste proiettive 2% ,un sistems di parametri 1
tutti nulli (Cfr. n.16,form. (,d.ﬁ) (°)) se ci riferiame
pid precisamente : alla Iuppieﬂf”‘f7101 7, quella connes

sione & immagine in S, 41 una connessione di parametri
/o))

(20.10) s 3 37 r‘)“«

' : A DB D%

la quale & in 2%’ come mostrano le (19.61),proprio la

connessione 1nt%grab11e ottenutz a partire dagli r+7 caf
pi di punti -——15-,ove o¢ i riguardi come un indice or=
dinale (cosa ia@llmpnte prevedibile a priori). Tenuto

conto che in forza delle (20.3) abbisamo :
97 Je v 2
(20.22) "_"au av))/z 5/ 2/% . /m) M//zg// 1

« i
( ) B' ovvio il passaggio dai P2 amctrl mletquﬁ ,9htt1

ullj,a parametri proiett1v11” 11e[" potremmo daxe i
valorl xS ma possiamo anche porre ﬁholn modo che anche

1e/}f sisgno tutte nulle.
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il che d& subito, ovviamente, ls coincidenza nel punto
@0 delle derivste covarisntii relative alls connessione

S
S

FoIE

//,» con le estensioni prime plonome . Ma gid in geners-
1e: le psiensionl olorome di un tensore in ciascun pun.
to 0 si ottengono qusli derivate covarianti relstive

glls connessicae 77X corrispondente 51 Supposto punto
0 j;questa € ls cLofvuz1ona del BOMPIANI e vale anche
per le estensioni anclonome, sostituita slla connessio-
ne (20.10) la seguente: -
(a) 3 A
(20.12) Nis YiiX
ST : Ve P i
‘avente quale immsgine in ZZIa connessione integrabile
dell' S5, tangente nel punto O considerzto. lLa verifi-
ca snslitics non presenterebbe difficoltd: me & priori &
evidente come la derivazione ordinsria rispetto alle
Z% in S, equivalgs in £ proprio slla derivazione
covariante relativa qll una o a8ll'altrs delle connessio~
ni integrabili /72 / 7
AV My
Veniamo ai tenqori proiettivi normali: essi si otten-
gono gquali egtensioni (olonome od gnolonome) dei ten-
sori proiettivi :

(), .21 oy .
(2\)-13) Qﬂy & [/—;‘V o /77:U~V
‘; gppure |
X . : (e
(a) ) Pyl A
(10014‘) Q/uV = [:u\):- 77/-6)’ = ]7[/“"]

ssprimenti i primi due, 11 divsrio fre 1z connessione
J,seﬁnata [”A e quella integrabile che su % viene
riportata ds lla rappresentazione 7" .,2:4 Uaale imms
gine dells connessione 1ntegrab11e deil' .5, proietti-
vo; e ancors, il divario fra l'indicstore d4i anclonomis
fai 22 e quello di ,S,, nullo in relgzione 51 sistems
coordinste Z%,

k BORTOLOTT/< —S/Jazz' a conness'/v'nel profeﬁ"m , ,D/‘;/b 26
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Pid esattasmente: biscgns considerare anche le esten-‘
gioni di ordine zero, che sono i “e'sorl sventi in cig- 1
geun punto O auali)comhcnantl i 311 rel ;iv1 a tele
untc dei tensori ¢ oprure E
P @ L,uv_]

I1 primo e il tervo di questi tensori (estensioni i
ordine zero; coincidono entrambi col tensore di asimme-
tris ka ? d5to dslla (19.70): il secondo » nullo. Posto}

7 lo) 2% /e), 3
(20 115) _M/-‘V.“iwz ....wz = Q;wz-w-‘”z Q/‘ y o
e d'altra parte ‘

). ) (a) @)
e Q7
(20-16) Kﬂy‘u;wz-—-% T W e, - Wy MY
' (a) ; (@) (a)
R ivd
= g
]z;v o b éi@tv-‘ ):5“23

cia scuns delle due serie di tensori normali,olonomi
kel /2, . |

- (20.7) . = ra) |
M)’I] ’ }{/uv-u; J'M/(v'u;wz)--...
ed amnolonomi ra) i
‘Q) '.J
](,av-w,) Jav s W W s
(20'18) e | () . ) aj ., )
j%;v g j%;v'w PR RES

costituisce un sistems completo d'invarisnti differen-
zisli dells connescione proiettiva rispetto alle C-tra-
sformazioni. In particolere 1 ternsori normeli degli or- 8
dini zerc ed 1 (olonomi.ocppure anclonomi) danno facilmen=
te il tensore di curvsturs (e torsiohe). Ci limitismo &
questo cenno sull'srgomento: il quale del resto & stato 1
gtudiato soltanto da un punto di vists assai diverso, da
'Y .THOMAS (1926) con 1l'susilio dell'interpretsazione !iQ@
(n“1) dimensionsle, di cui diremo &l n. seguente. '

21 .~ Interpretazione (n+l)-dimensionsle.

= A LS {10
Sino dslls prime introduzione dell'(n+l) -~ paremetro
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u° (T.Y.TI”\MAS 1926) si & presentata naturalmente que- \
gtz interpretszione (n+l)-dimensionale: considersre le
1[) O n) come coordinate curvilinee in ung varie-

‘4 ad n+1 dlme191OQ1,J(”+,Jper la gquale 1le Z“ay si po-
tranno considerare gquali psrsmetri di una connégsione af-
fine. Questa interpretazicne & stata studiata particolar-
mente da J.H. C WHITEHEAD (1931), e voi utilizzata sotto
aspetto un po' diverso (pensando le coordinste curvili-

nee omogenee v %quali coordinate in una .~ , yda »v.DAR-
TZIG € -ds SCHO TEN. G

Siano dunque 1le zczpparanﬁtii di una connessione proiet-

tiva, relativi & un C-riferimento; in un: primo tempo sup-
ponismo che tsli parsmetri sgsiano- qoltanta soggetti alle
condizioni (19.65), ciod

A

3 .
(21%.1) f 5 }ﬁ’/a‘,..---;u’})gv.

Yo

% > - s z
arisbili £’ (e cip®, le coordinzte curvilinee - 22

e.v C
neila Zn e il ;srametro 22° ) si possono trablo?mare
neiie ¢4’ ms con formvle d4i trasformszicne
A 2/’ 1_’ n’
(215%2]) W= U (U e,

sogeette allie condizicni

< ° P .1
(21.3) ' 9 =0 |, =4  ove 9 = et

7 a8 o’ 5 7 ), . (D )I

Ter queste trasformaziori le {21.1) hanno sigrificato
invarisnte ( e pill precisamente: lo stesso scelare X &
invsrisnte); pil in geuerale le /""‘J si trasfovmﬂﬂ in

; l)l ) C\f_/‘/\)vnq)
(22.4) L. =40 0. 5 9 29
D¢

Ly
AI
fal solito essendo E%;;:r-- JRammentiamo infine che
' A
lllus) . : (Do[;(v = 0 ?

A o
cioe, che le JF‘, g'inteadono indipendentl da & (come

znche, almeno sino ad crs, sbbizmo sewpre inteso indipen-
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-t4 in parola; in quanto & dotata d1 una eonnesgione af-

“ dalle (21.3). Precisamente: le condizioni E} =0 esprimo-
no che le trcsformazioni di coordinate cui qottoponiamg

ikt v A A
(2:“6)) S R IS P
ove é%; ;cige 52‘ ove si rigusrdi quale indice ordinale
g0ne per u=0f .—-,n in F), i punii fondswenteli e in
A, ., i vettord fondamentali del riferimentbo locale
generice, vediazme che le condizioni (21.1) egquivslgono
&
\
ped ey N
(21.7) Zu/ﬂj-oo =LA O
i1l che eapriwe cCie 1tng¢ ciascun raggio i vettori fo nia=
=nentq1* qal *ife*‘m»nto locale si spostano per paral ]

- te vicino *F/ul, g » ") ) sul raggic che ne esce, @ dato

=

® tutti i tenscri proiettivi considerati)..
Interpretiamo ora le 4¢2 come cccrdinate curv1aiue
in una varie t2 3d n+l dimensioni: in questa le /' so

no parametri di una connessicone sffine, percid la Vari

fine, verrd designsta con A4,,, .Le coordinate curviline
©u? neils A,,, sono soggette & vestrizioni, espresse

1s /4n+, sono solo quelle che lascisno invariato il sis
stepiz delle linee ¢c® ,ciod.le linfe sulle quali variag®
15 gola «° é le «* ( Z=17,...J»n )hsnno invece vaiori co==
stanti .Dungue: in resltd la varietd ¢4”+, ,dn cui rsp_
presentismo la conressione proiettiva medlante una cou‘
nessione affine, & uns verietd {n+l)-dimensionsle in
cui & dgts uns congrue"za di linee quells gell le 11neéf

gltra cendizicne é;‘.67 significs che per a4l pig
1ungo quesgia linea lao stesno parame tro «° é date, s me*
no soltantc di un addendo, cio® della scelta di un’ ori;
gine: o rella inters A, ., , 5 meno della scelta (arbi=-
trsris) di una ipersuperficie «°=0 iniziale. .
Chismiamo secondo WHITEHEAD, raggi le linee della
congruenza invariante,
Essendo jdenticamente

lismo in A4,,,, e snzi, pid p*écisamenﬁe, in wodo che, in
cia gcun punto _£7Qtj il pzssaggic al punto infinitsgen-




At o 4 Vi

el che 1

in ./"\n

(15 .33)

gbbiamo,

(224339

* 'nque 1la /C¢
vele a

+
Vediar

: 5 ¥ B Bos
'to per equipol enza. In particolare per 4=
raggl

affide

sono zeodetiche della connessione

7

0 d'interpretare 1a (21. 5).Aer questo ci basts
L in forza delle (21.1), posto secondo le

y -

@

A T el ey B gy f’? B 4
4uJ wp " v w) 5
1.!? .:" ! ? ? 5
‘M,zw = “SV‘aAK' 5
essendo seconde le (19.34)
R e W > 3 v €D :
I?/Q/uv’ il {VA/u.v 2 it ¥ Arw 0 -
gsempre in conseguenza de;-e (23 1)
¥ s . i 7 v
5 A L g Z.
o st SRR O, N+l JV a% /_.“:'x
ndizione (21.5) in forza delle (21.1) equi-
g
w..?‘ T L R Y é- e s W ]
Aoy T Ajev go 7" /V @ ::-(414-1)3 'K' /

il tensore di curvaturs; in /4nu (ove
enrvsturs @115 connecsione zffine & A/"'?
potr®muno dire tensore d4i curvdturas dﬂ-
annullarsi ® 15 condizione necessa-
perch® 11 traesporto delle direzioni
gells cennezgione affine‘j“A
quaz.(21.,12) ‘@i interprets 1o o~

chie

4“n*4 ¢ seccndc cizscuns ;ac—
e contiene

sporto cielico di unsg guélunguet:

iegge 81 perzilelismo dells connes-
iivaric frs direzione inizisle
ccme non sia affztto guslunque
p AN \ x: %
\ Le secomde (21.12) acquistano gignificato semplice e
¢vvio .quando,com’? lecito,s'intenda reso. X = cost.

-

1s tsngente al rag-~

8




la connessione affine [;"v che pud interpretzresi com
magine in uno spazio 3d n+l dimensioni dells suppost
connessione proiettiva. Precisamente: essa & soggetts
g81lls condizione che nells /ﬁk, egista una congruengg
curve ("raggi®) geodetiche della connessione tsle che
in ciasgcun punto e secondo ciascuna g¢au1tura piana chef
ccntenga la tangente al raggio che ne esce 1s curvatuvac
direzionale dell2 cconnessione affine siz nulla: ed esi~
sta un riferimento coordinasto pel qusle il trssporto ins
finitesimo dei vettori fondamentali lungo un raggio dif.
ferisca per unc omotetis nello spazio inigiale dal trg-
sporto per equlnollonza( 4 : .

In questa ipotesi risultas immediata ls possibi Lité
di prendere quali linee ccordinate di un sistema, ad es,
sppunto qusli linee «°, le linee dells supposts con- :
gruenza. :

11 passaggio dal C-riferimento a nn riferimento ome.
geneo % (n.19) in \A,,, non ¥ che un cambizmentc di
coordinate curvilinee: pel gquale i1 »aggi divengone le
linee

(21.13) v’ = /Z’L.v" /f‘; coul’)

lungo le guali si mantengono costaanti i mutui rspporxrti/
elle coordinste 2r% :linee uscenti tutie da an punto
(27%=0 ) il quale perd deve intenlersil escluso dalle n@-
stre ongiderazioni in qusnio la trasformazi one (19 .2) &
0 (1,.@) vi has uns singolsrita. (In &altrs znrQLe ung
congruenza o Schierz ci curve, tsle che per Sgui pui— 1
to dello spazio ne paesa mnz 2 uns sgola, & topologica-
mente equivalente a una stella di curve, o anche d4i
rette se 1'ambiente s'inteude proiettivo: da cui perd
s'intenda tolto il centro). ‘
Morniamo &1 primitive sistema curvilineo LJA 8 9T ipéj
euperficie @ %=cmt rpron sono invsrianti per le tra sfor—-
mazioni (21.2) atmesse, anzi possiano ?sre in modo che
unz di quelle ipersuperficie, ad es. u°=0 ,si identi_ 3§
fichi con una gqualungue jpersuperficie, data ad arbi-~
trio, a condizione soltanto che essa non gia luogo di

raggi (i1 che porterd che, 2lmenc entro mns convenieﬂ—i
te regione di A , 1a sa equazione pud risolversi

n+d-

(*#) con 1'ulteriore condizione espreasa dalle aeconde
eguazioni (21.12). E
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1spetto ad «°).

In unas ipersuperficie =, , assunta come «=0(0 an-
che &« °= cost.), 1a connessione affine /“” dell 'ambien-
te A,,, (cio® 1a connessione proiettiva a1 &) deter-
pina una connessione affine /” e un tensore affine.l ;
(ved. n.l5): sono preciaamente la connessione subordinata
in = quando si prendono le tangenti nei suoi punti al-
Je linee «° che ne escono quali pseudonormali; e il re-
jetivo tengore di curvatura euleriana.:

/B 1nfatti scrivendo che 1ls derivata covariants Ai JT
2 nulla sbbiamo.

(214 9.3 +F 5,5‘ i Zj;a\j

il che in sostanza é una sempllceaidentité, ms s'intexr=
preta manifestamente nel senso voluto, perch® il primo
membro & proprio, in .relazione & coordinate i’ per l'am-
vientes A s el L’ per o o4l tensore completo e
percid /"“ 2 11 tensore rxidotto ( 5‘ esgendo preso Co=
me vettore pseudonorasle) 4i uurvctura eulerians(*)

Fin qui intendevswo che le » fossero parametri
Senergll della connessione prulcttiva; un cambigmento
: [:w " b\/u X
ove Qb & srhitrario vettore pr01ett vo covarisnte,
mutas i p":rﬂr‘etri ms non la legge 41 trzsporto dei punti,
13

percheé si he (cfr. n.13,pp. 105~109),1ungo una gualun-

aue curva £ :

4 29 % v
(21.16) dx’, ﬁAx /"’“’C iy f"‘—i‘—y e/¢”°lu
' dF o c//‘ LB A0 R

l'integrale into 1dendeosi cslec iz to lungo JF?( in rela-
uns ‘sesegnsts espresciocne di 42, o di G’ :che

(%) Ved. il mic lav. c¢it. nella nota (4.a) a pag.S7.
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a sue volts ron ha glcuna infliuenza sulls legge di
trasporto dei punti; ved.pp. 127-128)

La (21.15) & anzi lg pid generale §
parametri proiettivi j:fv che non mui'
In A,,, d'altra parte la {(21.15) rspp
generale tm sformazione dells connessione affine
che non ne muta la legge di trasporto delle di
cosicch® & in sostanza una connesggione affine
meno di una tragsformszicne che ne conservs 3
lismo, che rappresenta nello spario &d n+l
la connessione proiettiva.

(I‘
('D
b
ot
AY)
b
Q
"
%
i
A

Da quanto s'e® visto 31 n.l4 (efr. n.19) risulss che
possiamo sempre, per una singolz connessione proietti=
va, utilizzando 1'omografia di deviszicne rendere sod-i
disfatte anche le condizicni: -
: i
(21.18) lfqgj i €>. 5

inteso che insieme alle (21.1) valgaho queste pcirewpn
con uns opportuna trssforms zione (21.15) rendere sod-
disfatte le condizioni ceguenti:

=3 a5 2
. el ,.
pessare ciod al parametri normslizzati dells connessio~
ne proiettiva (ved. n.14 ,p.119).Bastas per gquesto por-
re, nelle (21.18): '

- REC N T

~ Supposto dun&he che valgano le (21.12),tornizmo a in_
~ dicare conlr'vi perametxi (nox B'li‘?&fi)
Yedismo quali corrispondenti semplifics=zioni rlsu.-
tido nells rappresentazione in A4 ,./. 2
_Le (21.19) , o meglio (14.19) e (14.21) hsrno que- &
stz semplice. interpreta21one (GGLAE): la congruenzs dei’
raggi segna gu due generiche ive rsa;erfiuie di 4,,,unal
corrispondenza che conserva le geodetiche dells connea-
~ sione affine indo%#tas su esse prendecndc le tenventi nes
~ loro punti gi 7sggi quali pseudoncrrmsli (¥ .Dicendo

(%) Pid esattsmente : & necesssrio e qu*flcleute,ferché
11 fatto ora enuncisto ei presenti ,che sis [7; /“‘q
=5J-[“' g. o S
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ngeneriche” qui basta intendere, che le ipersuperficie
jn discorso non sgiano luoge di rasggi. Effettivamente
1¢ due ipersuverficie supposte potrsnno essere rappre-
e o : . . . .
gentate da ¢ =0 , 2=p rispetto a due riferimenti in
A : le corrispondenti connesgioni indotte co-

re 812 3sppismo sono 1*12 ,lf‘f4,  e d'sltrs psrte si he
74 rad

Z‘[ L_ J' é ‘. o a
Go = (8- 1.5
: ey ; S Oye c oE
890, 39

e quando s'intenda %%f= &, inguanto valgano le (14.19)
e (14.21) (%) queste si riduccno s uns trasformazione
della connessione affine che conserva le gecdetiche.
(Ved. n.8, pp.59-62; n.15,p.133).

Consesguenza sempliceinotevole 2 quests: che (valen-
do le (14.19) e (19.21))ciascuna superficie 5§ lucgo dei
raggl uscenti ds una gecdetica di A, ,, (che non sia nn
raggio) & totalmente geodetica in A,,, iclod contiene
completamente ogni geodetica di A ,, che abbia con es-
sa a comune due punti, o sis tangente ad essa. E infat-
ti: enzitutto & conseguenza immedista delle attuali ipo-
tesi che una geodetica di A4 ,,, che gigccia su una iper-
superficie & °=.0 & enche su quegsta geodetica della
connessione sffine indotta; cid poesto se sulls superfi-
cie 6~ formsta dsi raggi uscenti ds una geodetica £/ =
(41 -A, ., ) prendiamo comunque due punti £ ¢ e dicia-
mo ¢ le geodetica ( di A, ., ) che congiunge 2 con &,
o g & ecaa stessa un raggio , e sllora gisce su 6 -
oppure 4 non & yn raggio e allora potremo in infin§_
ti modi prendere per [/, p~ due ipersuperficie =, 2
in cui /7 e p saranno geodetiche delle connessioni
indotte .D'altrs parte i raggi uscenti dai punti di /7

debbono incontrsre S’ lungo uns geodetica di =’ ,la

(21.21)

(%) o anche soltanto le condizicni indicate nells no%s
precedente.

BORTOLOT T/ .5/)02/' @ connessione ,broléﬁf/a ; J/.slb 2 /
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quale dovrd passare per P & e quindi coincidere con

. Questo prova quanto volevamo. .

Vari altri risultsti e applicszioni della rsppreser
tazione (n+l)~dimensionsle di una connessione proietti~
va (d=ta mediante i suoi parsmetri normelizzati) sono
steti ottenuti da WHITEHEAD (1931) e da GOZAB (1230).
Mi limito a indicare qui come si costruiscono in AhH
secondo WHITEHEAD, coordinate proiettive normali per uneg
£ , e anzi quelle stesse che per altre via pih geome-~
trica ha poi definito i1 CARTAN (1937 ; ved.n.l8).

Sis 0/%(") un punto in A, ,, e <= sia l'ipersuper-
ficie formata dalle geodetiche di A,,H che toccano nel |
punto & 1l'ipersuperficie zz’:gx"cL'equazione ai = &g
A, ., pud certamente scriversi nelle forma

(21.22) e L R

in quanto =, non & luogo di raggi. Col csmbismento di
coordinate in A, _ .

(21 .23) U = u'—’—uigﬂo//uf.,._,cé'y; 7l

("cambismento della rappresentazione"secondo WHITEHEAD)

gi riduce l'equazione di = &lla forma E":O:

Iungo le geodetiche di A, ., uscenti da & e.glacianti
in = (geodetiche snche in X per la connessione in- -
dotta) si deve avere &= 0 e quindi (cfr. n.18, form.

(18.13))

s O o £
(21.24) 7, da’ da
2 4 O TR S
I parametri 7L gono i psrsmetri della connessione af
. £ ) i 5 ts sisno X* co
fine indotts su = . In relezione & questia S : o}
dinste affini normali di polo & gono senz'altro que
ste le coordinste normali del CAREAF in £ rispetto al
punto 0[54‘) come POiC.

—
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§. 4 - Le derivazioni proiettive pi§4§enerali.

22- Cenno sulle pih generali derivazioni proiet =
tive: in ccordinate non omogencse ed omogenee.

Quento sbbismo visto al n.prec. offre l'occasione a
ung generalizzazione. Inteso che le w? g interpretino
come coordlnate curvilinee in J4n*,, sppare per la con-
nessn.one.f7 uns restrizione inessenziale quella e-
spressa dalla (21.1). A parte 1'interpretazione (n+l)-di- -
mensionale: parametri 4721 che abbiano ls legge. di tra-
sformazione (21.4), funzioni perd delle sole z° (ciod-
soddisfacenti alle (21.5)}danno senz'altro sempre luogo
a una derivazione coveriante dei tensori proiettivi:la
quale applicats a un tensore, funzione del posto in 7%,
(ercio® delle z£* ) 84 un nuovo tensore che & pure fun-
zicge del posto. Scltantec: se non valgono le (21.1) e-
guaglisndo a zerxo il differenzizle assoluto 41 un punto
o pik in generale di un tensorz {geometrico) si ha una
legge di trasporto che dipende dall' assegnaziore di aktf
e nom soltsnto dalls connessione.

Diremo che una derivazione proiettiva zﬁ;,(i pera-
metri intendendosi cglcclati rispetto a un B-rifepimen-
to, a priori comungue assegnato) & di prims specie se

valgono le (21.1),d1 seconds specie nel csso contrario.
Ia gexivazione 41 1* specie & gueliz, determinesta da una
ccnneseg .0one proiettiva, unicamenterconsidersts sino ad
ova; e derivazione 4i 2* spevie ha pure notevoli appli-

cexioni, re vedreme un esempic (n.26). ek

La' cogtruzione formsle del tensore - Auy ,medisnte

le (19.33), ha sempre significsto: e sgo potrd dirsi ten—
gore di curvatura della derivazione proiettiva (*).
Arche il teasore di &simmetria M, dato dalle (19.70), ha
significa®o in ogni ca: 0, menire quﬁstc non e,mltenocre
di torsione. [ i%.

o er———

-8 ™

")Cfr. p.68 ed*Errata Corrige Ai queste Leézioni.
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E' utile notare come a una derivazione proiettiva ¢
seconda specie si possa facilmente (se pure in modo forgé
male) associsre una derivazione di prima specie . quindi
una connessione proiettiva, qusndo sia &scegnato un cam-
po d'iperpiani ciod di vettorl proiettivi covarianti ?Z;
che potremo normalizzare mediante la condizione A =4

E infatti: siano 7C“j i parametri 4i una qualunque
derivazione proiettiva. E' immediata 1'osservazione nhe

in ogni caso :
(22.1) Caiih b e
A Ao g

» ; y ‘

$

sono tensori: ebbene, se poniamo

ey 2 y7 Y » »
= L)
e
Yoo L oy 8ono ovvismente 1 parsmetri di una nuova deri-
Vazione proiettiva: per la quele velgono le (21.1), e
anzi con X=7.Cosicch® 1la nuova derivazione & di prims
gspecie. Questo ci sard utile per associare, nel n.26,
secondo VEBLEWN uns connessione proiettiva a un csmpo 3
di quadr:ohe date negli spezi tsngenti s ung X, .

In relazione a coordinate curvilinee omogenée (n.19)
la pid generale deriva21one proiettiva sard rsppresen-
tata medisnte parametri j” ,funzioni omocgenee di grado
- -7 delle 2%.Se valgono 1e seconde (10.26), ciod

(22.4) ' e 7 =
: \Fﬂr” 2 b /D‘ﬁ“a\ﬁ

si avrd una derivaezione proiettiva di prime specie; nel
caso contrario, di seconda siecie. 7
Sig in coordingte «? che 2zr* possiamo &l sclito mos
do noto (ved.le (3.25) p.20, (14.31) p.121) estendexe la
derivezione al tensori di peso A qualunque : sd es. per
A:Y , suppostq di peso g, tale cio® che ,
Ape o .

-~



HE i £ A Ak V/lé/ o
(22.5) 2 IL//?:uf = 4 Z%' %’ZSZ A pe !
ove A:!%,’=l§};l)si svri (coi parametri /;V ) la de-
rivata
P L ,v.) w e
(22.6) ZA(:}/‘ :it///i,u /b]Z; /Z at w/a ]g: (oz-ﬁffﬁ :

__In coordinate omogenee ls derivazione coi parametri
[;;f & applicsbile sotto la restrizione che il tensore
se di peso O ,abbia il grado d'omogeneitd uguale alla
differenza J-2 fra "valenzas controvariante" e "valen-
za covariante®” {(n.19): se esso & di pem:;b il grado di
omogeneitd dovri essere

(22.7) 7£= ff;z*/‘ﬂ/fzf-ij

o in altri termini ls differenzs, che secondo D.v.DANTZIG
si dice eccesso & del tensore, tra il 1° e il 2° mem-~
bro

(22.8) . E = f”+2~d+/o/n+'/)

deve risultare nulla: ¢ infatti il passaggio & coordi-
- nste omogenee di, per un tensore le cui componenti re-
lative &g un C-yiferimento siano funzioni del posto in
£, , senz'altro i1l vslore &£ =0 per 1l'eccesso. Perp
sl presents sbbastanza nsturslmente anche la considera-
zione di tensori di grado (d'omogeneith)\gualunque,e
quindi anche d’eccesso qualungue: effettivamente basta,
perch® le componenti. di un tensore in ciascun punto sia-
no determinate & meno d'un comune fattore,che esse siag-
no funzioni omogenece delle coordinate 2%, di un qualun-
que grado. Nel passzggio a coordinate non omogenee un
tale tensore (4i eccesso #0) acquista componenti, che
contengono,quale fattore una certa potenza di € J(sot-
to tale sspetto questa generalizzazione si 2 presentats
gid al VEBLEN (1929),1il quale ha detto indice di un ten-~
sore 1l'esponente M del fattore e eventualmnto ce -

*



1 tensori "di grado qualungue® di cui gs'? detto al n.14

” 7 L 3 Ton e

el T

mune alle componenti del tensore. Si pud osgservare. ché“\

P.120 e seg., non sono cogg propric scstanzialmente dlveé
86 da questi tensori di indice o di eccesso non nullo:il”
grado g introdotto al n.l4 corrisponde s _7P , € lats
(14.30) 811a (22.7). Su questp non il caso Ad'insistere;
aggiungero soltanto che, analogamente alla (14.27), per7§
uno scalareliz7 di peso nullo e quindi di eccegso & = £

Ay
:

(qualunque) si ha uns derivata covariante ?
3 P (BH

22.9 VH =8l ds Gk

(22.9) / o )

ove 67 e un qualungue vettore proiettivo covsriante, oméi
geneo di grado 7. Possismo in particolare prendere. &, =0
cosicchd &, sard un vettore sffine covsrisnte: in que-
sta ipotesi particolsre 1la (22.9) equivsale effettivanme
te alls (14.27),.considerata a sus volta nell'ipotesi = =
perticolare che il B-riferimento sia un C-riferimento e

gia precisamente , nells (14.16) ,

o 7

(22-10) 9;., = D‘:- f\g@?“,

o -
il che da che ./Lo£ o zf; ,netle {14,27).& anche esso yn
vettore affine covariante. L. (22.9) passando dalle coox
dinate omogenee % alle ¢c* cio?2 51 U~rierimento,divie
ne

: .y DH ) Tl oo
= AN e ?47
(22.11) 27// 573 +54}/ e (w +§s +3%
. ove abbiamo posto
P O Y Ay

(22.12) b BN M
in modo che #~ risulti, & differenzs di Ved ,indipendente
da u° ,Posto infine o 2
T 1

i % ]
(22.13) S S GG ﬂg

A

l'espressione entro psrentesi si riduce propric a WV 47,
dsta dslla (14.27). .
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Noetiamo qui - ci servira frs poco - che, qusndo si
gdotti un C-riferimento, un tensore di grado g (nel sen-
g0 dato a questa parola &l n.14,p.120: il che vorrebbe

1ré’pas~dndo a coordinste omogenee tsle tensore ac-
qulqta componenti omogenee di grado -g) has una deriva-
ta covariante determinasta dalla connessione: per la qua-

le Z;.:. 0, cioe (?) = 0.

. Applicazioni: le connessioni proiettive
e la geometria proiettiva differensziale
delle varietd di S, proiettivo.

23 e~ Varieté;xg,in;iy'proiettivo.

Voglismo ore almeno sccennere a due campi d'sppli-

cazione dells tecriz delle ccanesgioni proiettive: lo
ctudio proiettivo differenzisle delle varietd di l%v, la
teoria unitaris del campo elettromsgnetico e gravitazio-
nale di VEBLEN (gquella che egli dice della "relativita
proiettiva", in quante appunto sl basa sulla considera-
zione di uns connessione , o pil esattamente di una deri-
vazione, proiettiva.

Riprendiamo i risultati del n.l2. Ivi gbbismo trova-
t¢c che ung connessione proiettiva viene indotts in una
X,, data, mediante le eguazioni peremetriche (12.1), in
SN p*ulettlvo, quaﬁdo si associa ciascun punto.f’)del-
la X, uno spazio S, =, ,che diremo qui Z,non incidente

gl rispettivo sgpezico tangente 27", e si gssegni come
legge di rappregentazione di /7 sullo spaszio *r tangen -
te in"P( wt+ dee® )ells X, la proiezione fatta da T .
Precisamente vedemmo che i poranetrl (normslizzati) di
gqueste connessione indotts in relszione &l C-rlferimento
che ha suilo spazio /77 genexico i punti 13 =2 (ad con—
tatto) e gg“z‘iié, quali punti fondamentsli ( e.}?“éﬁ B
[ z

N

2 - da.’"
qusle punto unily) sono dsii dalle (12.18) e (12. 23),
ciod

(23.1) it ooy B
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o >
Rammento ancora che, essendo (' ove 2 35,5912,

..... »N-rn, punti indipendenti sul generico spazio t', 1ej§
e sono gli elementi reciproci delle i? e C nal
determinante Z formato dalle coordinate(in S, *) ai qLe_

sti W¥+1 punti.
Per condurre innsnzi lo studio delle )C in- S, neilio

stesso ordine d'idee (gquale ho sviluppsto {5 un lavoro

del 1%3 : 51) occorre considerare,accanto alla connessio-
> per la X, (la quale in quanto in un smbiente 4S5,

pub anche senz'sltro considerarsi uns %} tved. p.107 )una

N z
seconde connessione proiettiva, per la varietd DA
luogo degli oo’ spazi liv_n_i ,cio® 2= , associati ai

punti della X, .Si tratta di "connessione proiettiva® in
un senso un po' generalizzato, ma in modo che si precen-
ta ben natursle: intendiamo slludere z uns legge di rap-
precentazione degli spazi generstori della varietd )f”;”“t
gIli uni sugli altri , la quale lungo una qualungue 11nea*
%= 12%2%) , della vsrieth direttrice X, sia definita
da un sigtema differenzisle della forma (cfr. con ls

(13.201}.
a’l- Gg @'P)g;

@3.2)

ove intendiamo che nello s zio T generico le g{é siand
coordinate proiettive omogenece dei puntl rlspetto ai pun-
ti fondamentali (f“(e gl punto unita QES C' ) »

Nel nostro caso intendiamo, pil precicavente, che la
- connessione (; - 8la quella che viene indotta nella

3

}cmq,, in modo analogo .a quello che gulla 2?; da
luogo alla connessione /'  : e &£nzi proprio col medesi-
mo procedimento, scambiatdo il ruolo delle due varietd §
(11 che acquista un significato preciso in qusnto la 5
X, ©i pensi come luogo dei suoi spazi tangenti S, ).
Ingomma. intendiamo che la legge di trasporte o di rap- |
presentazione (23.2) nel passaggio ds un punto 77/z¢*)del-
1a X,. &1 punto infinitsmente vicino ﬁf’(a¢fcﬁ¢) gig
data &alla proiezione dei corrispondenti spazi sssocisti
Z *T  1l'uno sull'sltro,fsttp dallo smzio 7 .11
che éa subito luogo a formule del tutto analoghe alle




5 R a4 B G
(23.1) o meglio alle (12.18):

212 Y z b o~ o/ -
(23.3) Gdt. = c'zg ; Cw
La cosa pud presentarsi, quente gia N-rn>4 (i1 ceso
in cui invece A -2 =7 sard asmpismente considerstc sl
n. seg.) sotto un sitro aspetto, forse pil espressivo:
Possizmo pensare gli spazi ’“Sn tangenti alls X,z(inte SO
chne /V~n ~ 7 ) come lucgo di punti e anche come invi -
luppo d'iperpiani ( S, ,) a1 S .In quanto vi & una cor-
rispondenza biunivocs fra gli S, _, uscenti dallo spazio
( S5,, ) 7 generico e gli S (iperpiani) secondo cui
essi intersecsno lo spazio > associato, potremo prende-
re quali coordinate di un § della stella ( § -steils

che hs per centro /7 appunto le coordinate 7, della sua
intersezione con €. C anche,sengza bicogno di considersre
tale spagio 2 :' gli dperpiani. C. . .\ Zef @, iis » NV-re-2
sono precisamente A-7-7 iperpisni indipendenti dells
stells di centro 77 ; possismo prende}g}, ezn‘tro questa
stella come iperpieni fondamentgli = Zz C‘x quale irer-

piano unitd; il generico iperpiano dzlla gtella avrd in
questo sistems coordinste ﬂ tali che 72 C, sarannc le

sue coordinate in 45, . 3
Cid posto & ovvio come 1'ascsegnszione delle G . e
gnche a meno  d'uns trasformazione del tipo (12.12),cio®

(23.4) sz. = G, . +d, ¢
equivelga s dere uns legge di trasporto

oy, | 7 dec”
23, ke L ISR e &
(23.3) et

degli iperpiani tangenti alls X, lungo le linee di que=-
sta. Insomms /) e G?2. / costituiscono perx 1s ,X‘,y quel-
le che _Dotremmo'u dire uns connessione local‘e e uns con-
nessione tsngengiale: leggl di trasz.')orto, lungo 1le 11..-
nee della J, ,deil punti degli spazi ad esse tengentl

BORTOLOTT/ - S/bczz/'d canney//.oﬂe /Dra/cﬂ;'ya_ _Z7/$/b : 28
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FRT. QL) aflL: e G g
e degli iperpiani ad essa tangenti yloé uscenti dagfi)
tangenti .,

Ls - particolare connesquone tangenzlale che v1e“e
indotta medisnte 1'sssegnazione degli spazi 2 » TEPPTe~
sentata dsi parsmetri: (23.3), ha il seguente signlf‘ic‘g_
to:nel pacsaggio da wPfet) @ "P/a +a’a)1perp1an1 omolo=-
ghi nelle stelle di-centri 7 e */ sono die Iperpig-
ni che siano intersecsti dsilo °pa210 2‘_‘“ astwci S i

. .. ‘,secondo uno stesgoiiS, T4 BN S
_ ... Potremp utilizzare ;}.'P*bltrariété. di. R ZEEN nell" (23q
., i per. introdurye,-anche per: ls connessioke della Y Hratk
(o connessione Lta,nganzz.ale per da X )< par;metrl n01}-
.malizzaticy cefrndéy p.119 o Mg Hon’ presenta incon=’
.~ venienti e i e tor genso pub Hhzi emtere Utile corse¥=
_vare, 1 parametri generali, G dati dalle (23.3): tenens

do. precente che, .gome._ le /"f‘- hanno-pei cembismentdint
‘”(iz 1) ’ielle qoovdinatq curva.linee e {12.5) delafetsoxe
< dtomogeneitd delle. 2% ,sulla K18 colite legge dinon

trasformazlone (12 25), qve . g oxdnec ib  silade
""" tocoear omad ,sfifade

-z aal ‘3,.:.:‘.‘.1;‘ LG = Lo~
(33-6) fau : gd 93_%2_8_%5
'<f¢-*i'm' R o b
analogamente 1e G/f‘ hanno per 1e (12 .12), _Icioé i
(23-7) pIith o mens Rt paln N e
80:0, (SI.ZL) ogit lop &;;~” ICY i = il ofrsirt & 90911

che alterano % punti C“ o _anche soltanto la loro yRox—
m&lizzazione ma: non gll« spam “asgecisti e legge
di trasformazmne 2T G B b L “, stk atab B salavigps

JTOgEE 9L H £5 X

(23.8) C; =G é {

7 N\N >

rgxé’ ‘é (2.€8}

4 T v &

ove £z é l elemento IeC"‘pJ.OCO di 7@, in l%z: ’ !
= Analpgamenxe aller (19 .33). ppseiemos pes- 1$ SOBNEERIS
ne- G' costmlr.efﬁzl :tfn‘m):re fg—'{‘: 5 X\ ammoznl . s#s

Ny Fosom r
10 182 511

3G 15 PG +GirGannG; o

15 /N ,_' ~ b - ' 9
e medlsnte questo, snalogamente aile (19734), il
re 41 curvaturas

Pt

SETRESAEE STVl T ERGN.
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ATS.3L) of obnoose, \b ITiomexeq th pmedaefe 100 £0£0

v 7\ o L S

Yo an WJ‘,Gt‘nfg L.y L~ ‘G Lo pS=.) obig
(23'1Q> . SRO1L ..4/; all sTE she L% o "m""a ',“'/hf") BT W\
il cuil annmullsrsi 2 lz \,onda zicne ngsceqscxria e suffi-
ciente perch? la connescfene‘ Gt- Qla, 1'1tecrrab11e, RPgcg)
comodo =cr1vere anche % N

t5iud

29 ba-.Brozpod. edpfiss] J* Y 54 Yaney Al 8

* «‘T o '~.‘ "'y N 3 - . o = L .

(23-9‘ ) & LD G.J/lz S1L S0 5,{ 5‘&‘@&—3 SleaV LT ? L ‘i ".;
53 .10%* eee 3 RSN e e s SO - e e R

(23236 Mgy on 535;‘77‘/ . o

_\*:‘ '::) = \' 1\;‘ \J! Lot

Vediamo ors come lé‘tonnessioni /;w a Gu ineieme s
ne tensori (4i curvsturs enleriana;) pisotto opportuneg
\,oqd:.zj oni differenziali, ,velgano & determinare 1am—)G—n
e insieme 2d essa gli s,paz:. 2 associati ai suoi punti
a meno di t¥asformaziond oﬁ@gra‘flcne 1ﬁ",5 (@L,£9)
I due tensori ors a"ce'mam sono &emplif'emente

(23.11) <ﬂf-f2;/;f‘f’--~ﬁ&3* ._S*‘Bwa RO

\‘\"“

12) b ¢J; =" ﬁ Cﬂ’ oL 51/3&{’;;’6 ; C«), )

cve abbiumo. qcritto -B"g % C.?_ wanz}iché 33 e qu so‘l‘ 3
tanto per porre in ev1dench che gli indici M ed 2 i qlii
vznno, considerati ., agld effettd; deld!applicezione deliv s
81..,.1ij}§ /A cwé non hanno pin;dils ru;o]:ob di- indiod ) ozdi-«*
rmﬂli v el 'nguﬂrai ai 2 L (efrv @.47pp .22-23) &, 8% ib=stav
nders:. Che. esso cp erl coi p,(r%metn g r,,,:ne; rrigna[ré w0
dcgf,;,,g.nfin,crt /l/tv .Z.,mefxtre‘ el xiavs. rdm deg;;. :Ln\dapjtaskkt
‘essgrequivsledS; 2. e . opere.pol paremetTiloq Syigutay
iflf:.n‘g glm 1n§d1§:i cxﬁ,‘.- sxrelatiydi sl gistemas conrdinator <)
(flqso) dell 'ambiente . rispetto ad esso si comportsno tz
come-indici ordinall: ¢ pih eszttsmente in relszione ad esu
17) opera coi parametn ‘@1 deriva¥ione “tutti nulli( deles)
1z "connessione proiettiva integrabile dell 'smbiente Az -
giungo a chiarimentc delle (23.11):che &% BY, esgendo”)
pez le (12.7), in relzzione slie: tr_,f“{?ﬁ*r‘i:"xz;()ﬂi (12.4)
e (12.5), per 1'indice A vettore proiettivo covarisn=ii:
fe relatlvo di grado g= 7,12 derivats- covsriante. sian--. Bt

tende fitta nel modo pveuo #Ho 5115 Fineldel | n.prec.. ¥
. : 93'8 SJ: (:’f i’tg 4 nion

(2

(W3]




. (*) Xotiamo esplicitsmente che 7 B""

iy .

il - &eaVuT

cio® col sistema 4i psrametbri [}—' seccende le (14.‘_7)
ponendo [’ Jd{e /Z‘ -7 ).Incidentslmente possicno Uut"l‘é
che, 2, Sasendo il simbolo di questa derivzzicne, si hs
anche

« o

A - ARSI b S50
f23.13) & imi )y &3
e in genersle per un qualunque tensore, ad es. /z%“V di
grado , 1s derivsts Z. A, " & cslcole ta come se.  es-
so fcsse di grades O ,rrentre

D S

(23.14) _ZZ /7;/“ = ;ﬂ/?/(

In conseguenzs delle (23.1) |, che ors possizmo anche
gcrivere

y
(23.15) i R e (%)

v v 11 2

e delle (23.3) , sbbismo dalle (23.11) e (23.12)

. 4 v vV
(23.16) DM Bk I g.zﬂ(—fﬂ )
I - 7
(23.17) il oy < % S ey O
. gi&z C; = éa /ﬁ%’gf‘ q; Cai "‘7)

e viceversa , 1le (23.16) e (23.17) seguono eenz'al-
tro le (23.¢) e 23 3),CO°iCbhé peil due tensori di cur-
vaturs euleriana S52,.% &,.Y ,che hanno “l nificato

k A2
comungue s'intendanoc \at@ le connesgioni V @ C7dz ’
le (23.16) e (23.17) caratterizzano il c,qc in cui essi
vengono cslcclati in relazione zlle ceonnesgiori indc tte
$23.1) e (23.3). In fOILa delle (23.16) e (23.17) ,po-
sto

: s of e

(23.18) S S e L
3.19) g v
‘_.)o : @21 _Bi{ — sp,]z

abbizmo:

non & affatto la stessa cose chie p me«



F

ce e
(23.20) 52 g L

v o X Y
k23 .20 é,u = P ‘»B

g'V
piciamo GU¢u Pa, tensori ridotti di curvatura euleria-

ns per le X, in S, : in relazipne all'assegukzlone de-

. A R '

gli unzﬂ rc%oglqu s O%yiamente si ?a QG%“ :=8%3=0)
g i : TR o ;
q)oz w0 108 5 9021 sono per gli '1ndicl ¢z €

J A tencorl sffind .
Le (23, 2C) e (23.21), tenute presenti le (23.11) e

& e o
(23.22) ]Z] B_/a = w,, Clois
& S Y &
(::J32_3) -D’zc.z = 9//?2' B-v‘)
¢iod sviluppsndo, e dsndo a A , M valori #90 :
] 4 / & 2 o
4 / Bhes =3
b3.24) . (Dz ‘J/—B ) OB + it [B o 60‘/. 3
o S 4
234800 (Dl g"’ 91)[2 §“+ Ly 23 % G C

rcntre pesto z%zzf,/zzd e viceversa le (23.22) danno,
semplicemente ,

(23.26), R b

Le condizioni d'integrabilita dellp Yequazioni fonds-
mentali® (23.24) e (23.25) (ove 1le 23 s'intendano d:te
izlle (23.26))qono leacozd*.lnn¢ cui dovrenno qoddlsfa-
re le conmessioni /7. G5 e i tensori 524# o2 B
verch® csisteno uns "X, e un cempo di spazi Spyny 8880Cig.~
ti ai suoi punti, in relagione 8i guali gli enti ors det—
ti ano le due connecsioni indotte ( locale e tsngen-

) e i due tnn;orl (ridotti) di curvstura eulexisns.
ndizicni d'integrabilit™ si scrivono faciimente va-

ol
i34 con

N

7

—



lendosi della forma invariante (23.22) ¢ (23.23) delle,”
egquazicni in ogzettoi gbbiame subito, in forzs delle
quazicni medesima s I '-J:-:ta

e ...'z- g
(23a7) N, "B 217 wp * C e R ,,a%;z 51

~Ur f}‘]/“ 5&
{23.28) /-\-.-j

Yo e J = .2_77 %i'eﬁ"( #(Fre @Bz e )C,;i

s .ciod, 1 punti )B e C c:endo ind 1*’end“’nti -
" .ﬁO 5 ..:.,a._,_-» e Pz R eSOl T - T
(23.29) N,,,)/‘ = w,}/c %,z ~ Yy Faetiniicinog

; e i
5 v SRR s & 7 PR o L | )
23.32) i A
Wtk il Cae = L O
L jueste wvznno aggzxunte ie condizioni dintegrabi-
1ita delle (232267 = lg quali eauw-d‘, sathugimente (! 8.4

T

faal f = [ " o o

HP & s
si scriwvonoSsémplicementevsol 2 cx= iy sy&i
comeoilad
LR 4 v |
- LR 4 R |

Le (A) , cio® il gruppc 1“crmatc: dai quat+ro giste- .,

Py ?9) ...9(23 32) , costituis cono 1s generallzza,._
zione al cas0 attusls delle note equezioni di GAUSS,di 1‘
CODA%Z ,;"‘1 P’”HN‘T_‘ CCI per ung. [\ in ]{v PRI
Se le due con'leﬁﬂom_ e 1 due tensori di cu.e. sono t:a-.,.
i1 4z soddisfere =d esse ( e di pid s'intende che w,{""
sia mimmetrico rispetto zi due indiei inferi ori)e al-
iorg” “Oltantu 1e (23.26) e (23 24), (23.25)- fomano
e cr"""_i‘"‘“‘i’ itstamente integrabile n@lle.B 3 C

o
<
N
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ad srbitric uns (n+l)-upls inizisale

@B“'/w ¥ . Mz & ovvio che uns
f1ca qua :Tanque della X, col suod
in ﬁ%,, non muts le connessioni /-,
fvaa' y jv“;“91'cjncluée~fac1lme
rale ‘soluzicne del sist ra (2326
pil genersle trasformata smogrofica 91

luzione.
Infine: 5\
dzte le cennesgioni prrlﬂttlve

sori way |, &.;7, intesc che sis i i /jf ,condizic
necessaria e sufficiente perché eulafanc in *5 ang

1a pil ‘generale soluzione di que st ei” rctterid  dandes

rietd X e un-campo di sps-zi ./ associsti si sudi
ti,tali che in relzzione 35 questa agscciagione gisnc,

iqpetto a convenicnti sistemi d4i riferimento, /|
pa*ametri delle pornessioni 1ndutt; nélls X,

3

N-pn-1 i N Sl
a )fn 1uogc\deg11 spbzi assctisti;, ed co %,

/\A‘
tenkor* ridotti 61 curvatura eulerians, € che valgan

(A) e (23.34). La X, ,insieme 5811 .sprzi ass.cis
3 qutl-punxl, & 311613 1n,‘v iduste~ s mene di un's
ria omecgrsfia in. 9, _

- Vedremo iz imo: &tbuChbe ceme 1e Cc
¢ sk pegsspc lcondurre piy innsnzi,
gedmetrici peliwaso N = #+2 . (Quslche
Tiore “,xma secondo punti 4i vists “lguen
& otzto esposto anche oe‘ C58D gencey:
e SCHOUTEN (1932,1936), 4z HIAVATY
do pik in generszle 1a );- entro unc

proiettiva, il che pud farsi all'ineci
prooedimenti Finoxs. iudicatl . ¥z ne
%8 L3€fP tma :wnfx&3+*~i“ 9?ﬁili tratd

e pTola s
tlvauente invs rlsnte, de A,il che
andry fstto caso per cesg, 5 97 OV Tan-

no varisre seccondo ‘le dimenzic
mente gecondo il numecro e la ¢
ierlvate para;cli cul soddisfinp un-

"to che 1n‘5~ deserive 1a' X, . & piyied
tare che nt;;e,f@k) figursno pu
it‘“"‘t‘c eﬂda Qt“‘ ¥z 51 -h

"’m»-'




zicne (23.4): su questo punto, ~he andrebbe geometr:
czamente chisritQ, avremc ocecasione 41 tornsre pel ca
N=r+41 281l n. séguente.

24. Ipersuperficie di 5,2 rquadriche di D;J{BLUX?
foyme di  FUBINI; determinaszione intrinseca
delle pseudonormsglii.

Ncl caso particolare delle ipersupexficie 67 in.
e

conviene gemplificare le notazicni, sd es. ponendo
28 - 7 i .x.‘
(24.1) s LG c g‘; - .
1 > P oY A o Z, > 4
7 _‘ e 1-' W B2
(24.2) 711_64‘ > Gg// ok G;,/ /_362 ‘:’2 G../
“'l_. "J J v O
(24.3) O s S AER e

- & ( "/“’ﬁ' 7

7e X sono coordinste di vuAti,associsti ai punti
; AT . '
di. 67 : 51 qusli ors si riducono gli spazi 2= del n.§

&
- ; le & s=ono coordinate degli iperpiszni ( S 18

prec ‘
tsngenti 2 6, nermslizzate in relszione s1le ¢C* dal
condizicne
(>4 C\: 5%
( 34- 1) ...)C xR o= - :
< x

Le » f-rcznc: cocrdinste degl
ne: punti X%e §°‘ , norms
le 2% , che ora. scriveremc senm

i iperpiani d'appsrte—
lizzste in relamone ER
rplicemente 2% ,dz1lu @

(24.5) ' z

Le (23.d) e (23.:3),023.18) e (23.11),(239) & (233
nel caso zttusle dinro: ' a

* o ot iR i CB o / {‘
) . .:_/—’L = .B . ..B $ = —B 5
S Dﬁ wo Al e’ du® /-2 1

(24.

N




rr- R A S s S R R e T

(z4.7) . A g2 G 7
I~ ¢ e PO o e Dk (a?
4.8) 2 g « ; e «
(24800 g L Gy P
(24"9) o, = ﬂ_BN'f - DB“j?': = caiz"’( = - Z‘Nf
& ¢ - il et 17 «x 'ba"ga/.i A

e sancora , essendo

: v «
(24.10) BE -2 digia® ,
4
(24.11) gk = ?.f‘;— ;
/ 0wt du
infine

. “ = ( o -J‘
(24.12) Py s X BT

It

(DZXNZX: -Xqél’l .

C(d

(24.13) &,

Te (24.9) mostrano in particolare che 1'equazione di
MONGE

(24.14) Loz ke el = 4
z
cio& '
. Y
(24.15) g Ty

rsppresenta in ciascun punto della )C; il cono delle di -

Tezioni ssintotiche. Supponiamo d'ora in poi che sia

| BORTOLOTT/. #&z/‘a caﬂn'ey/;me/ém/éﬁmz- : .Z/:?b 29 5
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| 0 g Wy I #0 , ciod che 1a varietd X, abbia oo iper-
piani tangenti. E' sllora nsturale utilizzare jﬁ-«;{,du*,[“
come forma fondamentale di un calcolo differenziale asso~
1uto secondo RICCI pei tensori affini definiti  sulla”
X,:1 cui elementi verranne contirsssegnati con 1'indi-

ce («) (Ad es. { ¢ 1™ 77
e ( ) ( e {(ii} 4 —‘DI‘) ~~~~~~ ) .

In particolare : ci si potra «elere di co,, e del
tensore reciproco v *? , tsle che w'e x5, per abbas-

sare O 3slzare gli indici dei tensori aff:.ni Ad es.

(24.16) Py = G gpj’ ok 3.’;3{. £ -9.X Bﬂ'

- W&
g G‘G.—?,-E,,-'DJ-X

Ze Yequazicni fondamentali" (23 .24) e (23.25) nel ca- ;
gso attuale si riduconc a: .

fecan)  0.3B'- SNl BY, cer; X
f24.28) DX = @ 2%+ %_‘f%;”_, G X~

e le rel.ative_condizioni' d'integrabilita, (A)’ a: #

: Chn ' A £ .
f(24-19) /V‘t/l/ = aj_[ % =~y % 4 A/ [ w,;ﬂ 50 %

(24-20) -';D- w:-fr.ZZ{ wz./ ;G:/‘(Jt-[ "’G‘. Z({/.Z

4 5 :
.(3)4 ' ; y, ’ P 5 "
b [(24.21) Zpg - g = G Pris G
2‘ 022 . - SN ~ .
S 10 BT
el casc avtuale ovvismente, la connessione "= G.

’ 7T Z

rer 1ls varietd Y dei poli X* da un punto d4i vista geo-



B v i

- T 22—

metrico perde significato, riunendosi alla coordina-
zione di un polo ad un altro infinitsmente vicino. Da
un punto di vists anslitico essa d3 sncora una legge
di trasporto

(24.23) d tog v + G;.a/u," S

di un campo scslare 2> lungo le linee della xa ,in ge—
nerale non integragbile. Queste legge esprime che, lun- -
go la supposta linea, 11 punto di coordinste &/zX*)
si mantiene nell'iperpisno tangente alla X, ;infatti

(24.24) a//zfxyf-_- a’v.+ﬂ-9.xff ety z»C{ a’i}‘.

g questa esnreqsmne si anmllla allora e solo che vale
(24.23).

La legge di ‘trasporto (24.23) ora detta perd pud
rendersi sempre integrabile sernza restrizione per la
bensl mediante una condizione imposta slla congruenza
delle rette @X congiungenti i punti dells X, ai ri-
spettivi peli: rette che dlremo pseudondrmali alla X .

Preciszmente: si rende (/D 932. ,e cio® per la (24.22)

C 2 = 0 (41 che appunto esprime che guella legge di
urasporto (24.23) & integrabile) a condizione che la g
ccngruenza delle pseudonormsli sia coniugata alls iper-
~uperficie &~ ,secondo FUBINI: ciod in ciascun punto
¢i 67 1) cono delle direzioni secondo cul je ps:‘éudonor-.
nali fore mo rigate sviluppabili & spolare-al conc asin-
totico.{72xr n=2 cid significe che le sviluppsbili dells
cor.gruen-a delle onneudonormali segmmeu 6 un doppio .gi-
stem& coniugato). ' :

E 1:11’@ ttl: esprimend ¢ che, ‘e rette descritte dsi pun-
1 .B Y £ 5, B" .B"' aﬁq_,a @X°jal variare di £ e di

4 sono j.}_lCldenti t:r.‘"Jamo le condi-zioni

(24.25) e’ + f a/a = 5

onde, eliminando “f', otteniamo 1' equ.azione del cono del -
le tangenti a direttric1 di rigate sviluppgbili dells
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congruenzsa:

(24.26) [gp:"gf-gp:"g‘t"/ aE s

Condlzione perch® guesto cono sia spolare sl cono asin-

totico (24.14) & che gis

(24.27) /c/."‘ 54 - & @j’w""i: o

cio? sp (/ﬁ 0 2 ancora

(24'0é8 2 o .. x .= 0-
) gﬂ:}‘ %’ it G‘J

Supposto d'ora in poi che la congruenza delle pseudonor-
mali sia appunto coniugata alla Xn , € gquindi Va-lgano

le (24.28), vediamo subito che & possibile rendere
pit, medisnte normalizzazione conveniente delle X ( e

quindi anche delle § )anche

; &«
(24.29) Go= X" E =-X%E =0
E infatti: una trasformazione
( » ‘ Ac; I A (i
24.30) 5 X = GJ.X 5 onde ﬁ-’-’ 6 ﬁ
ruta G - in
: , e
(24.31) G, = G+, fo;,@»,

dunque, appunto a condizione che sia

(24.32) -Gy = CBJ‘ Gy =9, Gy = 0

o

potremo prendere  6° in modo da rendere § J .Supponis

mo d'oxa in poi menz'altto la (24.29) soddlsi’at

da ovvie sempllficazlonl delle (24.16),(24.18), (24.20),

(24.21).

Una ‘cons eguenza notevole delle (24.28), (24.19) 2 que

\

N VNIRRT 12V oy

N g S R A |
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gta ¢ ponendo nelle prime equazioni (24.19) Z’= é’ e
gommando ee ne ricavs

'ild /A

{ Te stesse (24.19) dianno subito

/ o ! Wlare 4 N/ Vi
\24-34) %‘ = -,‘7-—/ 199) Nl‘/‘f he gﬂ ..-——LC) ”‘)'/

Sostituendo nelle (24.17) e (24.18) abbiamo un sistema
ifferenziale nelle _2?“ ed X4 cui coefficienti di-

nendono soltento dalle fﬂ) (e derivate) e dalle w,

anche nelle relative conaizioni d'integrabilita (B), fat—

te le medesime sostituzioni, figurano soltanto le /””

ed @, . Precigamente ﬂtteniamo

£
p %
((24.35) W 0= 555 ]Vue, &y /P;/

| | Fr raiR
7. Lo %I N | 234/ . 1

Ecco dungue un primo risultsto conclusivo:

Dati ls connessicne pro:i.eﬂ;iva./'1 , € il tensore
affine (simmetrico) e, candizione perch® esista-
ro uns ipcrsuper’icie 6 e, su di una congruenza Cco-
ninga*a & gquegts. un campc di punti tali che presi ta -
1i punti come poli ver 1s A, ,siano in relszione a
‘un conveniente C-riferimento - ;jGZF ’aaﬁ/

i parametri della ccnnessione proiettiva indotta nella
X e 1) relativo {(1°) tensore ridotto di curvatura
euleriane > che le (€) sisno soddisfatte. la ;(. risul-

%a determinzsta {insieme 81 campo di punti associati

quali poli si suoi punti) a meno di omografie in éi;,.



Vogliamo ora passare da quests rappresentazione déiga
is" X, in é%u mediante jjjv ed w,. ad ung nuova rap-
presentazlone medisnte tre tensori afflni simmetrici 0
enche mediante tre forme: quelle del FUBINI. -

Osserviamo che gli iperpiani =X °= 0 dei sistemi proie
tivi locali, sugli 5, tangenti slla X,“,sono legati per
ore & un elemento anslitico e cio® slla scelta del fattos
re arbitrario delle coordinste z* sulla X, .

Potremo fra poco legarli invece alle pseudono:mali
con una corrispondenza geometrica la polaritd di IMRBOU’
Ms prima conviene introdurre - un altro elemento fondamen:
tale : sappiamo che, &d ogni modo, 1z supposta scelta df
C-riferimento e quindi degli iperpiani ZxZ 2 p subordina g
1a connessione proiettiva Jr', una connessione affine

,(e un tensore afflnejr" ). Le differenze =~ -

(24.38) god }f‘“)
i J A

scno le componenti di un tensore affine: & questo l'en—
te che volevamo introdurre. Potrewme dire che, come il
tensore co, esprime, in qualche modo, il divario fra
la geometrig a8 connessione Qr01et*LVa indotta nells 3Cn:
mediagnte il sapposto campo d4i poli e 1le geometria del-3
1'smbiente S5,  ,cosl c.;¢ &% ir certc mclo una espres
sione del divario frs la geowe*ris g connessione effine
- cui la connessione prpiettiva ora detts da Zzogo in re—
lazione a ciascuna normalizzazione delle <" e 2= geome~
tria riemenniasna per la gusle 1s corrispondente determi
nazione di «&,," fornisce i1 tensore metrico fongamentale
Facilmente ‘verifichia mo che »

A

(24.39) Slre 50 5 00 iF
(in forza delle (24.29)) ¢ simmetrico. E infsatti , cheg;

sia simmetrico rispetto gi primi due indici 2 conseguemi
g8 evidente delle (24.38) e (23.33). Poi:

~ NS £y o 01
(@2440) oy = (Le 35 Dhay= 35" :B‘ii{m“%

J
- BFLIER TR
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jn forza delle (24.9): d'altras psrte queste e le (24.10)
GAnno facilmente
(@)

-4
R S R LA AD €3 S G0)-
-V BIOE ~ v
questo da quanto VOLEVEIO » o
Introdotto i1 tensore ¢ ., 1e equazioni (24.17) =i

sczivono J

{w) o
(24.42) VB P& ’_B K .

; Je J‘ 7

Vogliamo ora associare & ciascuna scelts delle pseudo~
normali (s'intende: sempre soddisfacente alle (24.28))
anche una determinazione degli iperpiani X % ¢ locali
e, insieme , una normalizzazione delle 2 *.Per questo
cominciasmo dsllo scrivere l'equazione della generica
quadrifa osculatrice ( a contatto del 2° ordine) a &
nel'punto 7/z«) generlco. Essendo, in relazione ai
punti fondamentali B%ad X5 2t ed Y 1le coordinate
locali troviamo subfto che le quadrlche cercate sono:

: 7 ;

: = -

(24.43) é’xy ca/.tx +2/? f+/“j
ove le )[ e x sono parametri arbitrari.

D'altra parte rispetto allo stesso riferimento loca-
le 1'ipersuperficie 6 ha la seguente rappresentazione
approssimata (siro al 3° ordine) nell'intorno del pun-—
to P considerato:

i L
¥ohy A
S S —-— - 2 A
(2404’4) xo 2 za/ xXe .x° 3 i// ae x° xo +

7 zt x/

il che d&, pel cono cubice deile tangenti alls varie-~
t4 intersezione

(24:45) {’/,/]z- (,(_.'A,'e Ak ._51 C;,eig/, xlecxf - 0

Tsle cono & spolare al cono asintotico a condizione che
Sia - ' ; s



¥ o4
(24.46) (/’a' Gt il 2 Cz'AA) P
cio®
; s
(24.47) o= B

sostituendo nella (24.43) ne abbismo il fascio
driche di DARBOUX:

(24.48) —21‘} = wy zix7 ,—7%2— gt w"",},-;q%;y‘.

La polaritd rispetto a una quaelungue di queste oo 4
quadriche subordina, fra 1la stella di centro F in S5,,, €
1'iperpiano ( S,) tangente in 2,2, una correlzzione,
che per brevitd viene detts polarité di DARBOUX; zllas df
rezione che da /2 va al punto di coordinate x"-4, =% &

essa fa corrispondere 1’ 5, dell' S, tangente, rap >pre=
gentato dalle equazioni 3
(24.49 i y §0t z : LA ’z. 3
‘ : P G T e S T e

In particolare ponendo & -0 si trova,come 3 ben nstura=
- le,che nella stelle (unita) di .5, , di centro £ 2 su-
bordinato il coniugio rispetto al cono asintotico, .e ve=
aiamo,che la condizione perch® 1'ipgrpiano(gell'sS, tan-
gente) x =0 sia polare della pseudonormale, x‘zd,nella.
polariti 4i DARBOUX @ che sia

(24.50) S e s Coa i LG

cio® che lo stesso cono cubico

\

(24.51) g e alatalic g

gia apolare rispetto al cono asintctico. Vedismo subito
che effettivamente 2 possibile soddisfare alls (24.50) me®
dignte una di quelle trasformszioni degli iperpisni =0
che conseguono s un mutamento del fsttore A'omoseneitd -
delle T '




¥ infgtti: se poniswmo

Aa’

abhbismo subito, in conscgvenza,

A“ . (_D 9 ¥ Az_ < l-
(24.53) 25-‘- 59/?* %2/)-3?/:9 5.,

A . ' :
(24.54 Tk SLO0Y Yy : Dbge s 830 5.
i ; Jf“jjl+z}‘3a4*§ By Y>
infine
(24.55 S e i _f/é)‘L Q@Q,LS’D@? %) 2/2/3‘5}7

24.55) e i B X AP ee B el Lyl A Dal
e quindi i
o RS St SRR YL ‘Dﬁy?

(24.56) e Bogly ey = nge o

cosicch® renderemo C : &L 6’ prendendo, nella (2#.52),

/f
Z
5 /7+2//4 0/“
(24.57) Pas

cio2, essendo

A £ £ « £ =
(24.58) ¢ :/;‘4,_}.‘}=?7.JB._B;_“D_@VZ)

ove ca:lw‘.' ;O ancors

L/ |

R 4 Nt S1A Vi = Qg it

.50 2Ty -d logVw = glog =

(24.59) C:/',{ =DJ£ : d+‘DX f—/-J Z o J 7 Y
ove A = Iy'B Bﬁ( lpre‘“”ﬁndo

BORTOLOTT/- -5/.%21/. & connessione fororelfiva. sy SO



_ e
(24.60) ' & /w

Quando a2 § nelle (24.52) e seguenti s'intenda dato
questo valore, ne risultano cocordinaste ncrmaslizzete pel
punti di 6,

f : A2 #
(24.61) =0 /—fj— 2t

cui corrispondono determinazioni dei tensori <, > ,:zbhei
indicheremo con @, ,, a,; © .Questi ultimi sono ‘Getermina
ti (in modo invariante per trasformazioni omografiche
#ell' S5,,; )dalla X, e dalla congruenza di pseudonor-
wé1li. Le forme P

. z' : Z‘ J' %
(24.62) £, = Qz:/.a’u du” @:Q%‘/«Za/aoézc/a

2

sono precisamente la_prims ¢ la seconda forms fondemen-
tale di FURINI per 1ls X, , corrispondenti alls supposta |
congruenza di pseudonormali. : i

Fin gui non abbismo sottoposto ad azlcuna restrizio-
ne la scelts dei poli sulle pseudonormeli: in particola-
¥e . L, ed f’ non ne dipendono e ls connessione sffine
-[ﬁ:; non ne dipende: invece ne dipende 11 tensore
affine /,%. Sappiamo gid che que s* ¢ gsimmetrico nel
nostro caso: dunque la correlszione, nella stella che
ha per centro il punto generico Z di X,, entro il rela-
tivo spazio tangente, 3

(24.63) [’.°. A 0.

@i cul sbtbiamc visto a suo tempo il significsto geometri/
(n.15, p.136) & nel caso attuale la polaritd rispetto ad
ur cono. Me dungue un significato geometrico ben preciso
1z condizione, che anche guesto cono sia apolare al cono
sgintotico, si abbisg ciod ‘

a X .
) A7 L s i e N

..LA

v
0]

4-f

b
o
(4]
i
(5
Y
¢]
O
o
1)
)
)
o
Q
>
o
<
]
fd
@
o
=)
i
]
0
g
~
o

sulle ngole pseudonor-




r 2 T o .*‘ R R & e
, e i poli. E infatti per un cgsmbismento dei poli Sulle -
pseudonormsli | ?

(24.65) *Y e X o2y

sbbimmo, come immediatsmente si verifics,

(24.66 W BEE A sl ;

(24 ) /—"J = [—'L/ 2 ng/. s

dunque potremo rendere f[?; apolare ad W, prendendo
o g

(24.67) 4 = 7;/,;/- o L

Allalzcelta cogl determinats, dei poli sulle pseudonor —

mali( orrisponderd uns determinszione di fi che indi-

cheremo con P‘J :ponendo dunque,dopo la normalizzazione (24.‘61),

o

(24.68) S f
ﬁ‘J [—"’/ ‘/—11 a’ a/

Se d'sltrs parte designiamo con.zq vi perametri (nor-
melizzati)della connessione pro1e+t1Va che viene indot -
ta nella X, in relazione slla scelta (sempre arbitra-
ria] di una congruenza (coniugata) di pseudonormali e
alla scelta ora precisate dei poli su di esse, avremo

= SR ¢ Sl A
(24.69) Ay = Seehaay oy il

&
ove 1l'indice ) contrsssegna gli elementi che si rife-
riscono al tensore cgy- quale tensore fondamentsle. R’
precisamente '

(24.70) R e

la terza forma fondamentsle del FUBINI: s'intends

relativs alla X e slla supposts congruenza di p

nermali. : %
Riagsumendo i risultsti ottenuti:

Scelta s piscere uns congruenzs coniugste -711'ipsroi-

o

£
el o

[

Lo TR /o
wm 0
M

2 by
o

(*re (24.60) di & : cioe ‘fLesli iperpiani x’=0 .



perficie 6 quale congruenza delle pseudonormali e £
sato su ciagscuna di queste in un primo tempo in modo a
bitrario un punto come polo (le cui coordinate X° ver
“‘ranno normslizzate in modo che il punto /X “stia nel
plano tangente;  determinsti infine gli iperpiani localj_ 3
x°=0 del C-riferimento quali polsri delle pseudonor-
mali nelle polsritd 4di DARBOUX relztive ai singoli pun=
ti di 6" ,le componenti @, del corrispondente (primo)
tensore (rido‘tto) di curvatura eulerianz e le differen-
ze @,.,=a, ,gfa_ £))) sono i coefficienti delle prime"
due forme fonaamentéh del FUBINI.
Vi & un unicec modo di fiscare, sulle pseudonormeli,

i poli sl da rendere il cono fondamentsle dells polari-«v
ta A° et A <0 apolare al cono asintotico: i corri;
spondenti parametri p,; = A% sono 1 coefficienti dell
- 3*forma fondsmentals del FUBIYI,.Sotto le condizioni che

si ricavano dalle (C) ,cioe (24. 35)...(21t 37), ponendo
vi @;,; , A,’l,, al luocgo di w.;, f'/“, ,aggiungendo

d’altrs psrte 1le condizioni di spolsrita di £; e Z ad
£, , queste tre forme £;,f; e I oppure 18 conne ssios
ne affine A, ei due tensori sffini Q.p ¢ ;¢ sono
enti gtti a rsppresentsre 1la ipe rsupevf:Lc:.c G- nel :
gruppo delle omografic in S5,,., .

i3

Rests infine ds fere, in wgr}o, intrinseoo alla Xn in
:5,7,,1,13 scelts Aelle psendono i+ Almenc pel casc
n=2 sl conosccnc svaristi proced .’.;: nti geometrici per @
ricostruire quella particolere congruenzs dellie "norma—

1i proiettive", troveta dal FUBINI per viz enzlitica:
la quale almeno nell'aspetto anaslitico si presents co- §
me la pih semplice e nsturasle generslizzazione dellzs ca
gruenza delle normali metriche. NMi limiterd qui 2 ram—
mentére ung delle csratterizzezicni anslitiche: lo sca
lare ]

7 e oo e
el S B B SRl e R e
h(i’l—') lf JA
invariasnte pei mutamenti delle cocrdinste curvilinee e}v
_per le (214r 52) ;mentre pel pill genersle cambldmento del
‘1e pseudonormeli, o pild esettsmente delle X %in modo :
ds conservare verificate 1le (24.29). e 1'spclaritd @i

sz;/' ad wl;].,
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(54-72) i e/x“-wffg.égb»ﬂ;-)

si ha semplicemente
A

(24.73) P

e d'altras parte

Ao( 1 A - Ao -2 a -1
(24.74) s d g:@' E 3 ay-_.aa{/.)_aj/-d‘ay.‘/;

questo permette, eliminato 6° mediante 1z (24.73) , di
costruire coordinate e forme fondsmentali normseli, quel-
1e‘3e1 FUBINI. Tsli elementi sono anche i trasformati di
i? 5 ;;35115 ed /; mediante le (24.74) , in cui sia po-
sto

g
(24.75) AL S A

gquesto valore posto nelle (24.72) d& i poli normeli e
determina in particolsre le normali proiettive del TU-
BINI o la loro estensione gl casso 7z >2 .Su questa tec-
ria, che pel caso n=2 & gid ststa ricostruits in modo
veramente geometrico per tutt'sltra via dsl BCOMPIANI ,
non ¢i tratterremo pil oltre : lo scopo del presente 3.
‘ers goltanto mostrare come vi possano avere utili appli-
cazioni e interpretazioni i risulteti dello studio delle
connessioni proiettive ()

§. 6- Applicazioni: la relstivitad
i proiettiva .

25 .- Premesse e richiami su slcune teorie unitarie
del campo elettromesgnetico e gravitazionale.

Veniamo ora a qualche cennc su un altro campo 4di
applicszione delle connessioni proiettive: nells teoria

(%) Lo studio delle varietd in uno spazio a connessione
rroiettivs, psrticolarmente pel caeo in cui la varietd & una
ipersuperficie in Z%_,e pilt precisamente una superficie
in B ha avuto alcuni sviluppi recenti degni di no%aime

- Al

soltanto nelle smotazioni slls bibliografie (n.30) po-

—
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dells relstivitd ,c pid precisamente, nells costruzio-
ne di teorie unitarie pel campc elettromasgnetico e gra-
vitazionale. :

Rsmmento che appunto questc stesso scopo di unifica=
zione & ststa la sorgente primc dell'inters teoris del-
le connessicni: le nogzioni éi connessicne a2ffine e me-
trica sono state introdotte dal WEYL appunto qusli bagi
concettuali dells sua teoris unitsris (19 12).

Dopo molti 2ltri tentativi |, bessti sempre su con-
nessioni gffini o in particolare metriche ed euclidee,
pid recentemente (1930; VEBLEN) anche le connessicni
proiettive hanno servite di fondamento a teorie unitarie
Sulla teoris di VEBLEN daremo qualche indicazione ( e
quslche cennc poi anche 3ull'altra di poco posteriore
dovuta . & SCHOUTEN e v.DANTZIG): dopo un breve cenno
sul precendenté sviluppo delle teorie unitarie.

La teoris della relstivitd genersle, da A.EINSTEIN
‘sviluppata fra il 1913 e i1 1916, si basa su una geome-
trizzazione del campo grsvitazionsle, che viene in cer -
to modo fuso e conglo ato nells stessa nozicne dello
spazio-tempo 4-dimensionsle, G, :questo viene identi-
fiocato con uno spszio riemannianc, o pil esattamente
pseudoriemanniano cio® & &% indefinito: le sue linee
isotrope (reali) sono le linee crsrie dei reazgl lumino-
ei. La condizione

g

J
ﬂ

(25.1) £ a4 is 7.2 Fo X E=*1

(ove intendiamo, sino s contraric avviso .z, A% 7 =1,2,3,4

e con 22° indichiamo coordinate curvilinee in G, ) rap-
pPresenta in ciascun punto 2 il cone isotropo, il quale
separa , nellz stella P ,1a totelitd delle direzioni
temporsli da quells delle direzioni spazisli. Rammento
che 1'intervallo GQEVTEi%<zufab“[fra due savvenimenti
(«?) » («¥+dee*) infinitamente vicini, se essi
stanno in una direzione temporsle & 1'intervsllo di tem—
Po fra di essi per un osservatore che assigta ad en-
trambi; se essi stanno in uns direzione spazisie & la
loro distanzs nello spazio per un osserxrvatore pel quale

s
|
|

tro darne quslche cennc.



F =239
essi siano contemporanei.

I coefficienti ggf si dicono 1 potenzisli gravita-
zionali: in quanto essi possono sssumersi per rsvppresen-—
tare, in relszione &l presuppostc sistema di riferimento,
il compo grsvitazionale, e d'altre parte le forze del
campo 8i esprimono mediante 1 simboli di CHRISTCFFEL
relativi s - ,cio® medisnte le derivste prime delle
G2 - "Cosl, secondo la teoriz generale dells xelativi-
tad, la gravitazione occupa un posto essenzisle rispetto
glle altre forze, particolsrmente rispetto & quel-
le elettromagnetiche; poich® le 10 funzioni (lng ) che
rappresentsno il campo gravitazionale allo stesso tempo
definiscono le proprietd metriche dello spazio ( G )
(BEINSTEIN,1916 (¥) ).

In sssenza di materia (ed energis), e allors soltanto
riesce pogssibile , con scelts conveniente del riferimen-
to tn G, ridurre le g, & @& costanti e cio® G allo
spazio,psendo~euclideo di MINKOEKI, della relstivita
speciale. In generale questo non & possibile, in conse-
guenza dell'esistenza di uns curvatura, che fisicsmente
manifesta 1l'esistenza di materia.

Le leggi generali dells naturs (secondo il prlncipio
della relstivitd genersle 4i EINSTEIN) debbono venir
egpresse mediante equazioni di carsttere invariante
rispetto a ciascuna trasformszione delle coordinate cur-
vilinee in (3 .I& legge fondamentale viene espressa
redignte le gguazioni gravitazionsli

(25.2) ‘ G.p+ % T.p = 9,
e G, 3 11 "tensore di Einstein"
(25.3) G:‘é’ = _7(;} —zif;f](
pogto iy
(25.4) Ky :]('“4 2 }(:-](Mg 2

(25.5) ]fJ“( g{k/ ,,r{ } {é‘ﬂ, {z} Lf'-H }

(%)Dars nelle annotazioni (n.30) quslche indicazione bi-
bliogrefies .(Le frase riporlata sopra ¢ in” 173).
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i simboli di CHRISTOMFEL riferendosi a ¢g., ; e 7: 2%
11 tensore energetico, tensore simmetrico ( come G., ),
che caratterizza 1o stato 41 tensione, la quantita di mo-
to, 1'energia fisica del campo che si considera (grsvitd
esclusa). Infine 3 @& una costante , legata alls scel-
ta delle unitd di misurs. Le (25.2) possono rigusrdsrsi
come equazionl a derivate parzisli del 2° ordine nelle
:servono quindi a determinare, in un conveniente
intorno di un punto (ciod: di un avvenlmento) T dn G
la hatura metrica dello spazio, che comprende anche il
campo 41 gravitazione, quando vi gi conosca la determi-
nazione del tensore energetico, che in certo modo carat-
terizza 1'insieme delle circostsnze fisiche che si pre-
sentano in quel campo d4i G; . Rammento ancora che gi hs,
come congeguenza immediats delle identitd di BIANCHI
(3.33) pel tensore di curvatura jk Ef

Ll iyl
(25.6) le G 00 : (cwe/: 2[%17\1:&{ }

ques te e le (25.2) dinno le equazioni di conservazione
72 -
(25.7) Z ¥

I1 tensore energetico .7:} pud scindersi in due adden-
di: i1 tensore energetico materisle )MCZ e quellc elet-
tromsgnetico ZQ%:

£5..8). K. :_7‘{1./% -;—El‘/%

Z

2

Wei rigusrdi di.f? # rammenterd ancors che e sso & legato
: (secondo EINSTEIN) 2l tensore emisivmetrico K& ~4 sChe
rappresenta il campo elettromagnetico

(25.9) - u@ D ¢ ’) Q?j

(rotore del vettore @D che rappresenta il potenszisle
elettromsgnetico: conglobsndo il potenziale sczlare del

campo elettrico e il potenziale vettore del campo magne—.
tico) dalls formula seguente:

(25010) -E; = "-FfF g *""FT jﬁ

| TR
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(sempre inteso che 1' innalzamento e sbbssgamento de-
i indici si faccia mediant : .
gl 8 8 mediante g e fik :ad eg

rY Rk 2.
(25.11) F = g7 g f )
Le componenti di FA sono legate fra loro e gl vettore

di corrente J (ché riassume las densitd di carica e la
densitd di corrente) dalle equazioni 4i MAXWELL:

(2512) L= 0, cioe L 0e* Y o =

(ove la derivazionme covariante [, che intendiamo qui
fatta coi simboli di CHRISTOFFEL relativi a y/(, pud
anche sostituirsi con 1a derivszione ordinsria) e

(25.13) | IZF oo gt

Conseguenza evidente di questa & la seguente:

47 £ |
(25.14) ki =t =20,
esprimente, analogsmente slle (25.7) , il principio di
conservagzione dell' elettricita.

Rammenterd infine che le equazioni gravitszionalil
(25.2) éi EINSTEIN possono anche ottehersi a partire’
da un principio variszionale (principio di HAMILTCN ge=
nerglizzato): annullando cio? la vsriazione prima del- -
1'integrale, esteso a una regione 2= di G,, d4i una
"funzione universzle " W/ 5 Gop > g/? _) cpportunamen~—

te presa. Precisasmente inteso che la vari:z:Lone 8‘ Wa’z

ove‘{?r—ﬁ O/u’du "’ e 2 1'elemento di volume 4-4i-
mensionsle in G, ,sia calcolata in relazione a varia-
zioni arbitrsrie delle 067{& nei punti interni a 2 ,le
quali perd si annullino nel contormo 6 di 2 |, si
hannc le equazioni (25.2) relastive sl caso dello spa—
zio vuoto di materis (ed energis) vonendo

(2%:.:18) W= K;

e si hanno anche (secondo il E"L’.'?IT\TI)ZL&‘ (25.2) relati-

BORTOLOTT, / = 5}:’742/ ‘@ connessrone Jforotelliva _W/.S/b 37
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ve sl caso generale ponendo
24
(25.16) W=HK+ng 1., ;

ma questo se si accetta 1l'ipotesi restrittiva che le com-
ponenti 2.,=V-27,; dells densitd del tensore energe-
tico non abbiano variszione in conseguenza a variazioni’
arbitrarie delle £ i
Appare evidente, in questa teorias d4i RINSTEIN, ls diSd
gimetris con cui vi figurano i due campi di forze fonda—;
mentali: gravitazionale ed elettromagnetico. I1 primo de-
termina gddirittura, secondo EINSTEIN, 1ls forma dello Spe
zio-tempo e in questa forma si manifests: mentre il secon
do viene considerato soltsnto come energia, o ge 3i vuol
come materia che me diante lg sus ripsrtizione nello spa-
zio € nel tempo d3 luogo al campo gravitazionale. . =
I1 WEYL hs emesso (1918) questa ipotesi: che come nel
la G, spazio tenporsle il campo gravitazionale si manife-
sta nell' esistenza di una curvatura,cio® nella non-in—
tegrsbilitd del trasporto delle direzioni secondo LEVI-

CIVITA , cosl il campo elettromagnetico potrebbe mnife~
starsi in una non-integrsbilitd del trasporto delle
lunghezze.

B' precisamente quanto vi presenta nella tcoria -delle
‘connessioni metriche (di WEYL: sensa torsione).

Rgmmento che una connessione metrica 4i WEYL 2 defi-
rita da un tensore fondamentsle, che indicheremo sempre
con g.,,e da un vettore fondamentale iz ,cio® da due

forme differenzlali l'una quadratica e 1l'sltras lineere:

(25.17) F= (75& a’ul‘ala'cj = Q: a’az.

Ecco il significsto geometrico : mediante ;2 si otten.
gono in ciascun punto della varietd (qui nsturslmente

il nurero delle dimensioni potrebbe essere gqualungue)le
lunghezze < =7Vg ,¥°F% dei vettori relativemente a

una presupposta digtribuzione di unitd 4i misurs locali.
Fel passaggio secondo la legge di equipollenzs della co
neasione, ds un punto P(u’) 2 un punto infinitamente
vicino *P( U+ du’ ),le lunghezze si sl terano in un
rapporto che dipende dalle &' eanche dalle u? ciod



dslla direzione Z~ *P :41 coefficiente di dilatazione
;}f_ﬂ & dato da

(25.17) ¢/ e / 95 diet

o
S'intende che si parla qui 41 "dilatazione™in un senso
relativo: relativemente glle unitd di lunghezza locasli
prescelte. Se cambisme in mcdo arbltrarlo tali unita:
cio® mutiamo 5§£ in

(25.18) Tox = S “)g., , -

corrispondentemente anche il coefficiente di dilatazione
si altera : . si muta in

P

(25.19) @ s @ —Dz. @ §7 £ : ¥

'Ma i parsmetri della connessione, che (in forza Adel-
1'ipotesi ulteriore che fa il WEYL: dell'assenza di tor-
gione) sono

(25.20) —’:x 2 ir‘f} +§(§.‘@+§“@‘g¢‘zx@)

non dipendono dalla scelts delle unit2 locali: ciod so-
no inverianti per 1le (25.18) e (25.19).

Per trasporto ciclicc lungo un parallelogrammo infi-
nitesime costruito come al n.l7, si ha fra lunghezza ini-
ziale e finale di un vettore trasportato un divario D€ .
tale che '

(25.22) 2;?’1.. ]:%@’u"az/ufz/;%q —‘D,.céf)aju"qua‘

(ved.le (25.9)).Dunque soltanto se il "tensore di.our-
vatura segmentaria® (secondo WEYL) 2

(25.23) e 0920 ’

si agunulla il trasporte delle lunghezze sard integra-
bile, e sarh possgibile uns tale scelta delle unit® lo-




¢

¢
1

11 cui eventusle gnnullarsi ¢ appunto la condizione

cali di lunghezzs che la presupposts legge di trdsport
dei vettori ne conservi le lunghezze. La connessione g
lors diventa euclidea, e anzi,non avendo torsione,rie~
mannisgns . Quando il tencore./” non s'annulla esso darh
in certo modo ung misurs dello qcostars:L dells supposta
connegsione metrica dalla connessione euclidea. f
Rammento ancora che invece, in uno sps zio & connessio.

ne metrica o anche gaffine gqualunque J’"k dettolf’ |
il tensore di curvatura, la non—lntegrab*llté del tra- 5
gporto delle direzioni pud esprimersi mediasnte quest' 51-
tro tensore: ‘

: o R S & / R .[
(25 .24) Lo,-m = L s B

perch® gia integrabile il trasporto delle 1lunghezze .
La (25.24) » del tutto ansloga alla (17 .40), e questa
analogis non & senza una evidente rsgione d'essere:
ls traslazione proiettive dei punti degli spazl tangen-
ti nells interpretazione (n+l)-dimensionale (n.21) & -
proprio un trasporto delle direzioni dei vettori.

Se 1la connessione 17"2 ¢ metrics secondo WEYL, il
suo tensore di curvatura .f",iz si pud esprimere per ,

JL;Q;k'ed ];,_; e infatti =i ha

Sy i o

Sl ¥ : ]

ECR A VOF ST RPN

onde ‘
(25.26) P =L.’ﬁ'&+—’8iﬁ.
i I A 0/‘4 Vo WS

Al posto del teorema di RICCI

(25.27) Vg =9

che © caratteristico delle comnessioni euclidee, per 1le
connessgioni metriche si ha

(25.28) [7{'2%+g54%£ L0

€ questa condizione (cio® : l'esistenza di tenscricju?
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e §5 che vi soddlefino) caratterizza le connesqioni

metriche f¥a le connessioni euclidee.(Se non si. aggiun—

ge la condizione che il tensore di torsione ,SJ,C_[’[%)
J

si annullil si hsnno le connessioni metriche piy gene-
rali di CARTAN).

Cid preme sso: il WEYL identifics (1918)lo spszio-
-tempo C; con uno spazio a connesgione metrica (senzs
torsione): e assume, quali tensori del potenzigle gra-
vitazionale e di quello elettromagnetico, appunto Gip©

. Che quest'ultimo risulti determinato, secondo la
(25.20)s0lo a meno 4i un gradiente additivo, & d'sccor-
do con la naturs fisica del vettore potenziale. Assunta,
quale funzione universsle

?

(25.29) "W = R /—wﬂ —L J_“ﬂzf FIE

(ove 1'abbesssmento e innslzamento degli indizi s'inten-
de sempre fatto mediante g, e g? k)‘ "il WEYL ne ricavs _
le equazioni fondsmentsli (o "equazioni del campo",Feld-
gleichungen) dz sostituire a quelle gravitzzionzli(25.2)
di EINSTEIN, col solito processo variszionale. In pri-
ma approssimszione si riottengono cosl le equazioni
(25.13) di MAXWELL (quelle del 1° gruppo (25.12) valgo-.
no senz'sltro in conseguenzs delle (25.23) e 1s legge
di gravitazione di NEWTON che & sppunto prims appros-
simazione di quella di EINSTEIN. Ma non risultsno, come
sarebbe desiderabile, senz'sltro le equazioni TldVltu—
zlonali di EINSTEIN inassenza del campo elettromsgreti-
co: e del resto le equazioni fondamentali di questa teo-
ria del WEYL risultano molto complesse, Presto a tale
teoris hanno fstto seguito sltri tentativi; di guesti
(o meglio, di alcuni pid notevoll) dard ora un rapido
cenno .

La teoria d4i EDDINGTON (1821) «i basa Su una connes -
qione affine ( non metrica, in generale) senzs torsione.

ano [ 1 paremetri di quests, sia /7.)" i1 tensore
11 Cu YV 51 r&a; posto al solito 4k

(55..30) g
Vi g/c/f




(25.31) B '19;/2 s [[:‘A’):E{ 4: “‘[:{’i))
(25.32) Z'—}& - Ft‘ﬁ_] = _é- _/—il—,[zz,}:

2 ¢
5% ’zi(aAP/;-“rbz'ffzj

secondo EDDINGTON si assumono le &, (supposto|g,|#0
e A essendo una costante, introdotta per conservare
la libertd nella scelta dell'unitd di lunghezza) quali
potenziali gravitszionsli, ed [fé, che & il rotore di °
un vettore,quale tencorxre del campo elettromsgnetico (*)}‘
EINSTEIN nel 1923 si & proposto in un primo tempo di
completsre e perfezionare la teoria di RDDIGTON introdu-
cendovi un principio variszionsle mediante il quale si
possano ricavare (con 1l'integrazione delle corrisponden
ti equszioni delle estremali) le funzioni [/ f, che nel-
15 teoris di EDDINGTCK sonc affatto arbitrarie.(O meglio,
gs'intende : si tratterd di esprimere .36 di queste 40
funzioni, in guanto il riferimento curvilineo deve re-
cturye grbitrario). Precisemente EINSTEIN assegna come
vslore dells funzione universale W (Cfr. con le (25.15)
e (25.29), o meglio, della corrispondente densitd scala-

re «
(25.33) | W = VoW,

pel principio di HAMILTCN generalizzato, l'espressione
seguente:

(25.34) W = 2 V=112

(1e Z&. essendo date dalle (25.30).A1 solito si deve in-
tendere che la variszione /W du'du‘du’du* vada presa
per arbitrarie variazioni delle /7, nel campo 2 di
G, cui & esteso 1'integrale: nulle &l contorno di 2 ).

(¥) 1s veduta che ha guidato EDDIGTON 2 cosl da. lui ste
illustrata (1922); nella teoris di WEYL 11 sistems delle
vnitd locali 2 un'entitd in parte fisica, in parte convyel
zionale in quanto il W. suppone di. poter confrontasre in

o
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In un secondc tempo RINSTEIN ha esposto (1923) u
teori. ~he si riconnette ancora a quella di EDDINCTICON
ms se ne discosts d'altra parte sbbastanza profondamente
in quanto si basa proprio su un principio variaziongle

(25 .35) S/(Vdu’duzwjdu‘ = 0,

ove ;V’é uns funzione ,dspprims non determinata, di due
tensori jzé (simmetrico) ed £, (em%simmet;ico),le—
gati a uns presupposta cennessione affine 1’:2 dslle
(25 -31) e (25-32) oPﬂStO' ki

Ao S R e

indi
R K (R

ka0 Jnd S Iﬁ‘zfgg/'ﬁxk}g >

7’_7;‘(3&/‘/:9_/{71 Jk:fm?]{

Vi :

EINSTEIN interpreta‘zz,é&,j (rispettivamente) come
tensori del campo grsvitczicnsle e 41 quello eiettroma-
gnetico, e come vettore di corrente, e mocstra che si pud

£
(25.28) /=

scegliere W a1 dz rendere >
el g :
(25.39) /:,f B ,/3’23; ; ];7[- = 2/{.9{,}4:-/3/@,{,

ove B & una costante ed £, & dsto dalls (25.10): ove
perd sia posto %}4 al luogo di 17& <Le (25.33) sono
le equsgzioni del campd in questa teoris; le prime di
esse si presentsno come corrispondenti slle equazoni.

un punto di G, le lunghezzé nelle diverse direzioni,

con processi figicl; e pensé 1invece di non pcter con-
frontsre a priori (senza ung legge di trasporto che in
cenersle non & integrsbile) le lunghezze in punti diver-
i, EDDINGTON in un primo tempo considera la lunghezza
come un invsriante del tutto convenzicnale, wmisurata quin-

A1 mediznte un tensore 'y 8 priori indipendente daglla
£ " z R ™
conne ssione affzne.zJé’; in un seccndo tenpo pone le
{me g g =T o : X X :
:;).31) come 1l procedimento Pl senmplice pex fore d3 cusl
12 lungh

€723 convenzionale uns entit



4i TINSTEIN (25.2), e relstivo sl casc di uno spazio
~ynoto di materia ,ma ove si presenti insieme al cempo
gravitszionsle anche un campo elettromagnetico.

I perametri /., della connessione sffine si esprimo-
no cosl per le ots 8 1e g, §

¢ ¢ 7/ z o~ { £ E
\BEAD): Lyt = {/ze}”"e_(g:']f‘)f‘/;)”'i?u‘]

- cosicch® la teoria pud considersrsi in sostsnza basata
sui due tensori g, ed /,-4 .Essa presents questo incon- =
veniente non lieve: il campo elettromsgneticoc secondo
le seconde equazioni (25.39) non pud esistere dove si °
annulli il vettore di corrente Jz .

SCHOUTEN ha cercato (1923) di modificare la teoria
ai EINSTEIN in modo da evitare questa difficoltd: & ta—
le scopo & partito, snzich® ds uns connessione affine =
gimmetrica , da uns emisimmetricz; tsle cio® che il suo
tensore di torsione G '* non siz nullo, ma abbia la for:
ma 5 ; 3

B P £ fd)
(25.41) B s L0 a4

Non entro in psrticolasri & proposito di questa teo-
rba di SCHOUTEN : noterd soltanto che appunto il vet - |
tore covariante o, viene interpretato come vettore del
potenziale elettromagnetico; e che il tensore del campo
elettromagnetico viene espresso quale une combinazione
lineare del rotore di questo vettore e del rotore del
vettore di corrente J. .

Nel 1625 EINSTEIN ha esposto un seccndo tentstivo
di teoris unitaria: bzsato questa volta .su una connes-—
sione affine asimmetrica L., e 'su di una densitd ten=
sionale (di peso 1) §* aich'essa non simmetrics. Me-
diante 1l tensore di curvatura contratto L, .=/, 4%
relativo & quells connessione, e il tensore relativo
5“ , EINSTEIN forma .la densitd scalsre.

v+
(25.12) W =86 L.y

e ne ricava col solito processc variazionale (per va—-
riazioni delle 5‘ ed L‘/‘g nulle sl contorno) le "equa-
zioni del csmpo® .Queste danno luocgo, quando 5"' gis '

o




bt

rr cimmetrico slle equazioni gravitazionsli 41 RIKS?
per 1o spazio vuoto, e in caso contrario ddnno, ma in
prims gpprossimszione, anche le equazioni di MAXWELL.
* Di quests teoria si sono occupati anche (1925-26)
BEISENHART e J.M.THOMAS. Assail msggiore interessamento
has suegcitsto 1z teoris unitsris che EINSTEIN ha inizia-
to nel 1928: basata gu ung connessione euclides inte-
grgbile, cio® ad equipollenza assoluts (¥ ): ma dotsta
di torsione. I1 modo pih generale di costruire uns tsle
connessione (in uns X, ) & questo: assegnati n campi
di vettori indipendenti JC (a,8,c,d, e = 1,2,...n)
si pone pel vettore ¥° da tIaS ortare la condizicuns

.che e sso mantenga costanti le sue componenti 3,: t'ah ch,

rispetto alle n-uple locali 2{ I parametri d4i quests
‘connessione sono (cfr. con 1e (19 61))

(25.44) /T;; =% >< }(

ove abblaFo indicato con 2% gli elementi reciproci
delle X |2§k .Tale connessione & effettivamente
euclidesa rispetto al1lla metrica che hs quale tenscre
fondamentzle

(25-45) A iz',f s Xt' X&

{ove & sottintesa 1a somma rispetto sd a ): metrics
caratterizzata dal fatto che rispetto sd essa,  in cis-
scun punto della X ,i vettori dell' n-upla ){ che ne
escong sonc unitsri e ortogonsli .-

Ls legge di trasporto di questa connessione ers gid
stata osservats 4a CARTAN (1923) e da VITALI (1924), e
ls derivazione covarlante che vi corrirponde, gia nel
1021 ds R.¥EITZENBOCK. Della teoris unitsria che vi &

bagata, oggetto 4i pasrecchie ricewehe e di successivi

( %)Pid comunemente si parla di parallelismo assoluto,
riferendosi perd al trsspar to dei vettori e non solo del-
le loro direzioni. In guanto si tratta di connessione

zuclif== in sostanza fa lo- stesso:perch® il trssporto Aes
vettory Ne. congerva i modulil.,

BORTOLOTT!- Spazr’ a connesprzpe proelliva I/:S/J. \32



rerfezionsmenti di TINSTEIY medesimo (sino al 1931),4
LEVI-CIVITA, di CARTAN, di P.Y. THONAS e di altri , di
oltanto nhe vi s'identificano le 5?4 ,date dalle (25
ci potenziali grevitazionalil,e

m

(@)

o
-
=
O
1]
n
N

1 vettore del potenzisle elettromagn 1etico.(Questo vig

£o igl
ne determinato dalls connessione: non solc a meno di
gradiente additivo, come gppzrrebbe pil naturale (%))
equazioni del csmpo sonc ottenute con processc abbas
zs complicato, e richiede non brevi gviluppi lo stab
lirne lz compatibilita.

Alla teoria di EINSTEIN orz detta (del 1938) si-
ette 1z teocris esposts nel 1932 d= P .STRANEC: i1 gual
'anno precedente avevs anche abbozzato un'altra teori
esata 8u ung connessione euclides emisimmetrica. 3

Vi & gncera ds dlre di ur interoc gruppo di teorie
unitarie lasciste 3= perte siners, bench® in ordine di
tempo solo in parte posteriori a quellu crz accennzstes
Sonele teorie che si ricollegesno slls "relativitd §-di
mensionale® di TH.KALUZA; al loro gruppo sppartengono
teorie di VEBLEN ( e d1 SCHOUTEN) dells “"relativitd pr
dettiva®, di cuil diremo per ultimo, ai nn. seguenti. &

I1 KALUZA, nel 1921, ha avuto quests idea: che & un
tecris geometrica, che renda conto anche dei fenomeni
elettromagnetici, si possa pervenire restando nel campl
dells geometris riemannians ma "chiasmando in aiuto ung
guinta dimensione”™ gper lo spazio-tempo. :

Pid pfee;sameﬁte il XALUZA pensa lo spazic tempo °
come une varietd z 4 dimensioni entro uno spe zio rlemaj
nisno a cingue dimeqs1on¢ £V ). :

Intenderemo che G in 1{‘; ove le u'fz'( A LM, P =0,1,..48
gono coar ¢inste curv llnee,rwpn*esang;to daW“'equazioda

2:° = 0.Per rispecchigre nali& foxmuhzione snalitics 1l

occasicnslmente notsto (1929) che basterebbe
> mene d'un comune fstitore pel

dzto & meno di un grsdiente
/" & meno d'unz trssformé
pargllelismo, J
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fatto che "non osserviamo altre varizzioni che spazio-
—temporali"® delle grandezze fisiche, il KALUZA pone 1l1a
condizione che gli enti che le rappresentsno abbisno
gsempre nulle le loro derivate rispetto 211a gquints coor
dingta «® : & guesta che egli dice "condizicne ecilin-
driecs" (ZYLINDERBEDINGUNG) . :
Inteso che gli indici A u, v prendano i valori 0,1,
eeey4, nell'ipotesi ors precisata i simboli di CHRISTOF-
PEL [ A, 4,v] (di prims specie) di Vi ,relativi al svo
tensore metrico fondarentale tnﬂ ,posto (detta & uns
costante):

(25.47) J:L.=3°‘¢,‘ . J;:‘?(Z BN

si riducono si simboli di CHRISTOFYEL per &, (2, A8
= 1,2,3,4) ¢ inoltre s

(25.49) [02,j] = -afF; =-x(0,8..98),

[27,0] = R
(25.49) [00,2 ] = -[oz, 0] =-9:¢9 , [000] = 0.

Di gqui fscilmente si ricava (cfr. m. seg.,form.(26.28)
e seg.) l'espressione del tensore di ocurvatura A, ,°
ai Vr (ciod:relstivo =1la metrica determinsts ds 5 by

e quindl del tenscore ccﬂ*v tto /f -//ALL?,per le
{2, @‘ ,g, (e lero derivate) ed o -FALUZA interprets
c @. quale ‘ensore del potenzisle,e Yettere

E 4
del pO+Pn’J;1” elettromagnetico: e le equ6z1oni

\II

.50) M i
AV

X

quali eguazioni del campo (nel vuotc).In prims appros—
simazione (intcso che Je¢ é?é scostine: infinits-
mente poco dail coefficienti - aﬁ di uvn  g* ocuclideo)
tsli equazioni, in cui 1£1r,'aeéoltanMU Dy 68 L
dZnno le equazioni Gi BINSTEIN e di iAXYELL € anche untalo
tra equazione nel coefficiente ancors indetermlnqto .
E mentre nells relativitd genersle di BINSTEIN 1le vp
detiche 44 (; vengono interpretate quali linee crarie
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221 mcti spontanej di un punto materisle,nells teoris d{l
¥ALUZA le geodetiche d4i V. danno, qu~11 proiezioni se~
condo la linea 2¢° sulls 1persunerf1ﬂ1e “Z0 che rappre—~
senta G

A .(*),1e linee interpretabili qusli linee ors~
rie delle particelle elettrizzste: 1'interpretszione &
ress possibile dalls presenza dells costante &  dispo-
nendo della qusle 8i hanno sulls ijper ogni punto e in
cgni direzione _oo? linee e non uns sols (Cfr. n.19).
La teorias di ¥ALUZA come gid accennavo hs dsto origi-

ne a un esteso gruppo 4i ricerche, in direzione svzrista,
Da O.KLEIN (1926) e poi indipendentemente anche ds BIN-
STRIN (1927) & statc osservato come uns modificszione 4
conveniente di quella teoria 42 il modo di ottenere equa-
zioni generali del campo che esattamente e non s0lc quad
1i zpprossimszioni contengono le equazioni grsvitsziong-
1i d4i EIRSTEIN e le egquazioni di MAXWELL. :
Precisamente : EINSTEIN osserve snzitutto, la "ooudlzil

ne cilindrice™ di KALUZA

D1 |
2551 . ol /- PR o
) - L

2 invariante per le trasformazioni sulle t&l del tipo

(25.52) e u‘/a',.m,a”)j L= ;z,L/uj"...)u”j._

per le quall sono invarisnti anche ﬂV e i1 tenscre
o

(25.53)
%,u }//}/4’ /20 /“o

I1 che in particolsre d& che le (25.52) sono tutte e so-j
le le trasformszioni sulle ¢4 per le quali sonoc inva-
rianti le (25.51) e 1'ulteriore condizione :

25 .54) ey _.: o s

(%) Tntandg luogo delle intersezioni con la &=0 delle
linee «° uscenti 4dai punti delle linee (geodetiche) co
siderste . Yeramente KALUZA ottiene guests vroprietd solo’
'lﬂ seccnds spprossimszione®(ved.63, P 070): ma essa Sus

‘te essttamente (BINSTEIN,1027). 1
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BINSTEIN snziche St interprets éZ/ come ten:=gre - del
otenziale grsvitszionsle, e ii . come vettore del
o\ten2111e elettromsgnetico : per ﬁe (25.52) si ha

(25.55) ¢, = & 2: ;35
e funcue per un cambiamento dells sols «° ciod della iper-
superficie «°=0, che & in sostznza uns ipersuperficie
suzlungque (non luogo di linee ¢«° ) 1n 'Vy (cfr.n.21),
45 vsria »roprio per un grsdiente diﬂltlvo.

Ci% premesso: proprio lo stesso processo verisziona-

le che in G, da le equazioni grsvitszion:1li (25.2) (per
Zip =0 ."pa21o vuoto) appvlicetoc in V; (col sostituire
& VS5 A R o ; € scambisre analogamente 1 relativi

tensori d4i curvagﬁra, eoc.)dé un unico gruppo di equa-

zicni che conglobsno guelle vraVLt521on411 (25.2) ed

nlettrom gnetiche (25.13) (pel caso cf =0 ): e le con~
engonc esattamente.

Secondo questa formulazione ls teories di KALUZA si
identifics quasi, d& un punto di vista formale,con quel-
la proiettiva di VEBLEN (1930) 4i cuitldira a1 n.27.

Accennerd prima ad sltre teorie che, se in ordine di
tempo posteriori s quella di VEBLEN, restano perd anco-
ra nel campo della teoria delle connessioni metriche ¢
gngi riemsnniane. :

La teoris di KALUZA formslmente offriva ung risolu-
zione per molti rigusrdi soddisfacente del problems dei
campl fisici. Ma presentszvs il grosso inconveniente
Ael far ricorso a una quinta dimensione, che fisicamen-
e non sppare in slcun modo interpretabile .Da RINSTRIV
e WAYER (1931) e poi da VRANCEANU (1935) in due modi so-
stanzialmwente diversi ma che offrono una pesrzisle anslo-
gla di eviluppi ei & cercsto di togliere almeno in par-
te 1'incogpveniente. TINSTRIN e MAYER non ricorrono &
una W? ambiente: ms penssno associsto a cisscun runtc
dello spszio-tempo (3 (considersto qusle uno spazio rie~
mannigno & &4° 1ndef1n1to, come nells relstivitd gene—
ralejunc spazio euclideo locgle Ry :sul qusle (o me-

i0: su un 1perﬂiano,{ del qusle , che gli AA. chig-
0 Tausgezeichnete JLeue ) viene rappresentsto, con
% 9 _

ct

1 P - 5 e £ =
ung affinitd 5-"}‘ .. 1o spazio tznge
: .,

*




: : el o
VRANCEANU invece pensa che gli spazi locsli dnbbano
essere, *quattro dimensioeni (il che dz1l'esperjenza spuure
risultare in modo pidk diretto che ls dimensionzlitd glo-
bale 4 per lo spazio-tempo): m2a ritiene che tali spazi
locah pogsano rlvu&rdarsi come gli spazi tengenti g unsy
varietd anolonoms X' in smbiente a cingue dimensioni.
(Invece l'ente considersto da BINSTEIN e NAYER equella che
pud dirsi uns varietd anclonoms - in un senso generallz';
zat0—0 spazio di Kdnig )C(”(* 1
Veniamo &d glcuni par u1~ olari delle d ue teor;;e: comins
- ciando da quells di BINSTEIN e MAYER . Siano «° coordings
te curvilinee in G, , x? coordinate cartesiane regli R |
locali. Kedianteg il tencov‘e fzz' ei rappresents, secc n-
do la formuls . g f.’l. , ogni vettore controvar isnte
1 dell' A, tangente (“e,n. punto > generico) s G,
con un vettore f’l delY' . & iaceate in un determinato
iperpigno ,» 31 equazione g, o a0 yove A, & deter-
minato & meno d'un fattoredalle condizioni ,”v‘fli: o,
Yiene pol éssegnato, in modo srbitrsrio purche non gis-
cente nell'iperpiano A , in cisscun punto entro 1' 7%
locale un vettcre non nullo /-1" Ja metrica euclides
negli A locsli viene determinate medisnte le condi-
zioni:che ls rsppresentazione detta soprs, dei vettori
dell' R, tengente con cuelli di )( ,conservi lunghezze
e angoll * ed A" ryiculti uvnitsrio e ortogonsle a 3
le componenti controvarignti del tenqore metrico Londa—
mentsle di .7?5 risultsno g"!/" = g‘a’ a” [/:; + A A'u
ove g‘/ socno quelle del tensore metrico

le di G, ( e quindi ,in it 7? ivi tengerite).
I'uso dei due tensori Leturl g permette di
abtbacssre e slzsre indici 4i eit*&m‘"e */e =er1e /l/ave

ceeand nel tensori, sd es. €i costn
SAR ol e i sgu gt

che d& luogo riec‘lsntp la fcrmuls j‘? =1 *sd glls rap>
presentazione di un gquslungue vettore &1 A sl
tangente a G, .Maturalmente risults /‘ et ¢ ; per conse-

guenza lo stesso vettore di A, ysppresenta infiniti

. ¢ - :
( %) Con XU intendismo designare 3'ente costituito
ga uns xh ai cui punti s;ufm aesocisti spezi locall i
(affini) ad M dimensiorn [f; )u%ﬂﬁzdﬂ ﬂSSI .Campo di vets=

b3

tori(sd es, controvr’rlr_..-u, iella )(. & la totzlitd dels
le determinszioni 4i un vettore f’f—ll’E,,, locale, funzio=
e del punto V""‘]ghll“ 1ells n particolare qe /77‘/2{
£ 211 &, looca i i :

£ (rispettiva-

oA o o
¢ propria varie
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ve:tori ai 72 , tutti céntenuti in unoc stesso pisno con
A
Costruitea lg metrics locsgle a 5- dlmensien1 viene defi~

rite la connessione per ls vorieti X (\,hc 1n quaento dotsta
di questa metrica designeremc ovra c\m V iy quale legge
di rappresentszione <frs le totalitd 4i vettori degli Ko
gsgsocigti & punti infinitemente vicini di G, -mediante
queste condizioni: 1) che il trasporto consgervi 1unghez/e
ed angoli cio® la connessione sia euciidea (.77 =0);
2) che quando un vettore ?‘ di 1, varis secon o 14 1‘;4
ge di pu?“’ lelismo ( di LRVI-CIVITA) di ¥, i1 diffexon<
ziale ssesciiuto in 1/;(5) del cm‘rlspondente vettore f): :
:Jr.’:.}“»". X' abbis costsntemente ls direzione di_44" (ii
che da J/M’- A ,OVe /:;;’f & un tenscre); 3) che quan —
do pib ia paI’thOlal‘e f trasporta pel parollellﬁno ;
relstivo a G lungo la nroprla direzione, che { ?
si (trasporta pel perallelismo relativo a "*1 c

porta che F‘% deve essere emicimmetrico), eqte cond
uma. ef’fettivamente deterninano, in funzlur‘c delile ?,@

A /{ lpax metr; H,ella connessione: s1 Lrova

P Bt
( 51 56) { VaA (E ol '3,4)-/;

) L) M;,m( WAt )
Questi parametri f" insieme &1 simboli di CHRIZTCFAEL

; da s derivzzione ccvariante peil

{“3 per. %k ..\..nnc‘ la de z iy a i%
tepsori a indici delle due seri I TENE 7. e

Yer 1a ij(o meglio pex G(,,mam relszione alls V{‘S
viene introdotts da EINSTEIN e LAYER uns nozione dl
linee geodetiche ( %) linee costruite nel modo seguen-
te: uns di esse gi determins prendendo ad arbitrio in
un punto iniziale dells 7, un vettorc a% deil! P &8
sociato, e trasportsndlo pel parallelismo, relativo = V;J

b

lungs la direzione del vettore cz‘: 2’//- A ‘a ad €550 cor-
rispoz}.dente nell' /X, tangsute. Queste linee gecdctichu
zone reppreceatste dal sistema
: ; / .
et 7\ a’z f )Sv % duz 'Q/ZZ ?j[&/‘—' 0/4(
2005 e = L i ’
W Tl dt  dF A JF

inten W Cor V
o con R, glz




-256=

ove 9 ha il seguente vslore :

.58 )
(25 .58 P = %,«

che riculta costante lungo ciascuna delle linee conside-
rate.
Veniamo all'interpretazione relativistica. Anzitutto
2., ed £, . forniscono, al solite i tensori del potenzla-
le grav1tazionale e del campo elettromzgnetico. Le "geo=-
detiche" (25.57) si interpretsno quali linee orarie del-
le particelle elettrizzate! o come rapporto dells carica
elettrica alla msssa delles particells. 3
Introdotto i1 tensore di curvatura (cfr. con le (23.10i

s Sis /4 P Pt e HE
(25 -59) ‘F‘)/‘) /u"‘-—(ak [—'1 5 "'al'/—;,@ +[;t'f:f /:;éf—:‘
i o s : ‘
_ accanto a ]gkl(tensore di curvatura di Q;,A) e posto ]
' Ak g M w18
25 .60 £ i
iR G m;]i, - ;/4)
infine (essendo sl solitc X _—.g 27‘ = g J{{{,{ )
h . = Tl
(25.61) U = Gu-F0, (F+%),
- (25.62 %
) ’A/sz ~fb,'¢ /;:'/0 +/B F +{Dﬁ 4z 7
qusli équazioni del campo sono poste le seguenti :
(25-63) u — 0 __N. : = 05
i ‘2 g Z‘tlg A )
La prims moltiplicsndo per )»ﬁ o pex Ale sommendo 3%, f
tenute: pr senti le (25.3) e 1le ( 5 16): '
5.64) G, +&, =0, \7}“ e

_Le seconde equszioni (25 -63). & (25.64) sono senz'altro
1e‘eguazlon1 di kAXWnLL Te (25 .64) danno pel ocaso in
cul 11 tensore dfenergis m:terihle Mip (ved. 1e (25 .8))
sia nullo, le equazioni grsvitszionsli (25.2) di EINSTEIN
( con un valore particolare Per lz cogtante yv il.c he {F



pud sttribuirsi alla sceltas delle unita di misura).

Wei rigusrdi della teoria di VRANCEANU, che & stats
anche studiata ( e posta in relazione con quella di BEIN-
STEIN e MAYER)da X.YANO (19 37), mi limiterd a dire che
essa parte dall'osservazione che, . degignando gl sgoli~
to 11 vettore del pctenziale elettromagnetico 1'equazio-
ne pfafflona

(25.55) O/Céo— g'z dd":: 0

non é (in genersle) illirits+tsmente 1ntegrw¢1@. Dungue
in uno spazio a 5 dimensioni ove u°e 1le 2’ s'inter-
pretino quali coordinate curvilinee, 1s {25.65) defini-
gce una ipersuperficie anoclonoms, € anzi unsa "./5:(' (rie-
manniana) ir quanto si faccisz dell'embiente a 5 dimen-
sioni una V;., attribuendogli quale elemento lineare
quello dato da

2

(25.66) Jde = ds%+ [du- g_):du—yz,

ove da°= Gz 0'2(041 § i1 &4° a1 G : qui interpretabi-
le quale o>s* della V°~ . S questa le linee geodetiche
estremali (mimmlzzanm 19 lunghezzas d'arco: su una va-
rietd analonoma distinte 4g11e sutopsrsllele) si pos-

sono interpretare qusli linee orarie delle particelle
elettrizzate.

26 . Derivazioni proiettive legate & un campo di
quad.rlche.

Fer passare s2lls teoria del VEBLEN ci conviene fsre
una breve digressione: per approntsre e delimitere in
modo preciso gli elementi geomnetrici su cul essz e«i bg-
sa. La rels zione con le teorias del ¥ALUZA trsspsre cu--
bito, m& ce ne occuperemo =ll'inizic del numero segsusn-
te. i :

Per ung X ,in relszione &d un C-riferimento, siz
scegnato un camgo di gusdriche & poste negli spaz
tangenti nei singoli punti 2P e nou passsanti pei rela-

=
a

BORTOLOTTY .- S;aaz[ a connessione profellive ,_27/.'9/0. 33
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tivi punti 2 di contatto. Per questo occorre e bacta

che sia dstc un campo di tensori del 2° ordine, covar 1d,a
ti simmetrici, G; (ap‘u.n,u Y torniamc qui-al Q1ubullana

dei § §.pre'e’,ut1;‘ tensori zeometrici, dati cio? s meng

“d'un fattcre .¢<9 comune alle componenti; con ls condi=

zione ulteriore che gis

(26.1) G g 0

Posto guindi

|
E = G;/ nde = 7
£ (26 02) S ‘_"_‘A':'_‘ > -0 f s >
' d:’f« Goo e
I potremo rapprecentsre le quadriche supposte, di egquazio =
. oni
A
(26.3) Jox ').z" =)
Ape

mediante il tensore normsligzzto Porer

E' evidente come due sltri elementi geometrici fon-
damentali si colleghino sl campo di quadriche : un campo
d'iperpiani 2 ,polari dei puntllpdl contetto r1Qpetto
&lle quadriche (Q " rispettive: di equs zioni

(26.4) jil 2 - 0 croc .I‘i/-‘@z_l‘z:: 0,
ov e abbismo poqto

.(26.5) ¢ = d/' = 0"' 3

e inoltre, wn cawpo di coni gusdrici , i coni C' circo=-
scritti dai punti P glle quadriche @ : di eguazioni

P Jiie
(26.6) Zi2le O siande 9 XX 20
/l/u. ; ck
ove gbbhiamo posto (cfr. con le (25.53) del n.prec.)
!i?/k /;/.l ();o(}/(o ‘/};/_‘ " /.'1 ~

il che 4x appuni

-

o
gt ity o gsl

.

;
;
i

o

1

sk i st ol

|

)

i;_t 2.‘



26 o VA
(L-C °8) Zo o go/a = 0 o
cosicch® .2 & un tenscre affine. La quadrica G?) di
equazione (26.3),nelloc spazio » tangente in 2 costitui-
sce l'asscluto di uns metrics non-euclides logeale; il co-
no (26.6) & il cono isotropo, di vertice 2, in relazio_
ne & tale metrica; me anche sll'altrametrica locale eu=
lideaz che hs 9., ccme tensore fondementale; la qua4~
ha 1'iperpiano T polare di £ rispetto s 47,come'1per—
niano impreprio e su esso la quadrica (n-2)-dimensio-
nsle, sezione di esso con @, quale assoluto. ]

Is quadrica & medesims, assscluto delles metrica non-
-eudélidea rispetto &llas metrica suclides Jelts orxas & ser-
Ellcemen+e l'ipersfera che he centro in Z e raggio Z
(basterebbe muturmé& in ﬂga perch® tale raggio risul-
tasse resle ed uguale ad 1) &

E! ovvio che il tensore Fe nell'intera .}QL dard
lnogo 8 ung metrica riemannisns che 1'ha come tensore
fondamentale (ne fa cio® une 7V, ): inteso, come inten-
deremo senz'altro, che sia ,9‘ (;/_-0 nei punti che con-—
sideriamo. &% '

Le metriche locsli, euclidea e non-euclidesa, jette so-
pra, manifestamente coincidono(fra loroScon 1la metrica
rieménnians ors detta)nell'intorno del 1° ordine di cia-
scun punto sy

E' naturale cercare 4i costruire una geometri& a con-
nessicne proiettiva per la X, ,legata al campo di qua-
driche, e che stia con le metrlvhe non-euclidee locali
che tali quadriche determinsno in ung relazione ansloga
& quella che passa fra la geometria riemsnniené e quel-
la euclidea locasle che 1o stesso tensore gz determi~
na entro cisscuno spazio tangente. ¢

Come il trssporto parallelo (secondc LEVI CIVITA)
relativo alla connessione della V), conserve gli &ngoli
e quindi i coni isotropi, cosl le eonnessioni proietti.
ve in oggetto dovranno dsr luogo g ung legge di trasle-
zione proiettiva che ccnservi jl eampo di gqugdriche °
(26.3) .FPacilmente si. dimostrs che condizione necessa-
risd e sufficiente per questo & che sis

» Vot :
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6& 2 un conVenivnte vetture proiettivo covariante

glia derivazione V, s'inten de fstla col paremetri I 3
delle supposta connessione proiettiva.(Cfr. con 461(252@‘
le (26.5) si stabiliscono proprio &llc stesso modo) . |
Per brevitd diremc non-euclidee, in relazione al Sup—:
posto campo di quadriche, tsli connessioni proiettive, ¢3
anche piu in genersle tutte le derivazicni proiettive,
anche di seconds specie (n.22) per le quali valganc le
(26.c) .
ot

facile determinsre la pil genersle derivzzic ¢
proiettivs non—euclldea in reICZWJPe a unl gaosegnsto cam-
po di gusdriche (26.3) : detto ]{ il zelstivoe te
re di asimmetris (ved. le (19 .70))che rests srbitrari
gi ha

(26.10) {lﬁf 79549517, %.) +
B SR S Sewy B

yT $
ove le d‘ sonc gli elementi reciproci gelle J;? in

| /o~| e i simboli 4i CHRISTCFFEL sono costruiti pel ten
sore 1. 8l solito modo (come se esso fosse il tensore
fondamentale di unsa metrica in n+l dimensioni rcfr. n.

Prec.).

Nella (26.10) 6& e il teneoredﬂy- emlﬂlnmetrl*
co in a,v, sono srbitrari. Me venismo qublto al casc ss-
‘sai particolsre considerato dal VEBLLN (1030) esso si
ha ponendo

(26.11) R ]@'v"?—_- 0.

Vogsliamo verificare ors che tgle derivazione covarian-
te proiettiva del VEBLEN, 4i parsmetri

(26.12) 77,—1/¢ i ia,‘% T 'Zf‘a’ /‘?«Jﬁz" ,zJ,’az'D?J’m) ’

& in genersle di seconds =jecie (n.,22). B infatti:pre-
rettiamo che, essendo

Az Az
(26.13) J ié? SN A e 8:9 2




A P = Y- r508)r%.
re segue

(26.15) dkdle é?it,

indi

(26.16) (yd;..o //5;) 34 )- % ‘2
snde

(26.17) J’é{: d/‘"’ A %‘g./-‘/é}

infine |

(26.18) fex/:a i f"igo’“'%_ &

onde

(26.19) ;fw s 4+g9‘2_%.

Dungue :

6200 Tou=T =412 é;-agz)=/2; -5,
ove abbiamo posto

(26.21) - 2(4,8,-%2) = 55 £y

(in quanto ovviamente f;o=f;a=& : cosgicchd ]':-{ & ten-
gore affine) .

Pih in generale abbiamo
(@eLgay. . " gpt

%g”[a(;z;@a@)+a/gz+g;@/-a?@+%/]

YT
P
[/‘ At+ /azv A/)—*—

+ 35329, ¢)+fv?F $-4,4),

h
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onde, i simbcli di CHRISTOFFEL con indici latini rifed
rendosi a éz . : "

z 5! L il

(26.23) 77"(“, :{/'ﬁg+f /1; S+ £, @) ,
(26.21) ]7;'/2 :_QE{/.Z} g @/2%5+5¢“%
e e

Le (26,20) ci hanno mostrsto che 1a derivszidne proiel
ivg ,data dslle (26.12) o (26.22), & di secondsz

& : : B
D3l n.22 perd sappiamo come,una derivszione proiet=

tiva di seconds specie posse assccisrcene ung 4i prima |
gpecie , e gquindi ung connessgione prciettiva: quando g3
sssegnato un campo d'iperpisni, e cip? di vettori proie
tivi covarianti A, ,le cui com,unenti pcssono 1ntendi
si normslizzate con 1a condizione A_=2. v
Le formule che danno tale connessione proiettiva

sona le (22.3). Ma nel nostro essc,in guanto & dato il
cgmpo di guadriche, (26.3), zenz'altro disponiamo appun
to anche di un csmpo di iperpiani: quelli polari del p
ti di contstto rispetto @ile gquadriche del campo suppo-—
sto, (26.4): rappresentati mediante il campo 4i vettori
proiettivi covarianti @, = s, > Pel qusle si hs precisa-
. mente P =4 .Dunque, seccndo s (22.3),18 connessione
proiettlva che viene determinats dalla derivazione proi
tiva 77" & i

(26.25) Ven ]7;1 . -5%25,,.

MV

KNon appare conveniente perd,negli sviluppi analltlt
che ora esporremo ( e che servcno di base slla teoris :
gells relat1V1ta proiettiva) far intervenire tsle conne
sione 1"‘ yche 3el resto ds sols non ssrebbe sufficie

te. Mggiante le (26.22) si pud esprimere per 1le g. ed
i1 tensore di curv-tiure <
(26.26) N8 QI =T+l i, -1, 7.,

Apy #pd ATk yd “Ceose

della derivszion Lo P S i
ohs EQ#‘ Le =spressipni sono a8sal com~
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plecse, e in real td non ci occorrono: ci bssta pel segui-
to calcolsre 1l tenscre contratto

(26.27) ACD

v Apv

Abbismo succecssivamente, con gviluppi faticosi me ovvi:

e 2Ry o L 5"';)/,{?}_9(5’5,:’{1/}@,[?‘;@;@#;5)

+ (k/‘) g P([@

Lerts )J %s)} S

Kk
A

indi (3 r:.ferendou a § % ofn. (24 40) e seg.): 3
2
a:v = 5~.ﬁ; V7ff1 /3‘95 +é;g;)-+
(26.29) 7 L
b ‘gfrvﬁzckv.fjrwéjrufézcdi)

LIRS 3

ove cen ]fg = H;p; ahbla"o indicato 11 tensore 4i cur-
vaturs contratto def&ﬂ metrics yiemsnnisna che ha come
tensore metrico fondsmentsle &.,,e 1'innslzsmento degli
indici (1stini) nei teasori affini, come ad es..f7i4
s'intende fatto con <%, 3
Conseguenge faulfz delle (26.29) sono le formule se-
zuenti: postoe
v
(26.30) i 1 J’/I

/uv
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atriasvo
7 (‘9) £ v /
{26..31) . e K{/‘?J_ZF-/// gsy,ﬁ/./‘@‘
"39 ﬂff:j/*f %@["‘["{
01oé posto K = ]( ? ¢ tenendo presente che

r'g= o, ﬂ‘M-f Platee ph

ricgviamo

(26.32) " K ok

pol, ponendo #=)-=0 nelle (25.29) .
w1 A

(26.33) , R T el e

infine inteso che per gli indici greci dei tensori ﬁro,
iettivi o misti 1'innalzamento s'intenda fatto median-
te %, costruiti quindi i tensori proiettivi

£ )v /’/u Av ¥
595 dk Z@p > ZT :sz /» ZC& >

6. B B
(26.34) A

avremo i tensori sffini

26.35) B e et :

( o s e e = T

e : o

(26.36) e e e R

i 7 v Z‘v“k*%‘??f/f;é
cio2
l” v lz‘ g

(26.37) R PAJ'

Sono queste, e precisamente le (26.32) ,(26.33) ,(26.35
(26.37), le formule che volevauwo s}abiaire nei rigusr“
a1 della derivazione proiettiva 77, .= {7} di VEBLEN
legatas a un campo di quadriche;ne indickeremo nel n. se
l'2pplicszione relstivistica, gid pil volte accennsta.




27 .~ La teoria dells relativitd proiettivs seccndc
VERLEN . s .

I1 confronto di guanto.zbbiamo esposto al n.prec.

e ( nei rigusrdi dells teoris di KALUZA) &l n.25 condu-
ce in modo nsturzle sll'osservszione da cui & originata
1z teoria di VEBLEN. Senza biscgno di una quinta dimen-
cione, quei tensori con indici che prendono 5 vslori an-
zich® 4, tensori (come ovviamente basta) pel gruppo di
trasformazioni (25.52) che & precisamente guello stessc
cui & subordingta uns trasformszione del “-riferimento
(ved. p.93, form.(12.8)).posscono interpretarsi quali
tensori proiettivi 3i Gau  anzich® tenscri affini d4i

V. ; 1 derivazione di Ricci in V) in relszione sl ten-
sore metrico ., @&llora s'identifica con la derivazio-
ne proiettiva y», di VEBLEN, 4i cui s'? detto 21 n.prec.
(e in relazionéﬂa questa & teoris d4i KALUZA appere zssu-~
rere 11 ruolo di quells "interpretszione (n+l)-dirmen-
sicngle®™ di cui s'® dett: 31 n.21). ;

Lo spazio-tempo G4 della relstivitd secondc VEBLER
s'immagina appunto dotste di uns derivazione yproiettive
"("non euclides") ﬁ;v dzfinits in relszicne a un campo
di qusdriche negli spszi tangenti nel modc precissto gl
n.prec.; ¢ quindi snche come =btiamo vistc dotzto di
una metrics riemannianz di tensore fondswentsle 4, Az-
to dalle (26.7) e di uns connessione proiettiva § e
data dslle (26.25).

Senz'altro Gig 1 assumerd qusle tensore del poten-
zisle grasvitazionale e ¢'=J’:‘o gusle vettore gel poten=
zisle elettromagnetico. °

La equaszione del campo 4s VEBLEN sono ottenute forrs
n.,25)mediante 1s condizione variszionale

(77.2) S/ g du'di'du’ds® = O
: _

-E

2

ove N & date dslla (26.32), e 1z varizzione dell'in-
tegrsle s'intende «cslcolata per veriszioni delle o

nulle al contorno del campo 2 in Q; Risultsnc le’
equazioni seguenti ;

(>7.2) £ é/,d;[ﬂ= 7,

BORTOLOTTI. Skaxu a connessione proteltia ]/5/9 34
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ove si & posto (cfr. con ie (:5.3))

P R R
i ) [/:" = s 2 Ja,

% = =aes ﬁf
(27 .4) P /;f = /- 77

Risults facile scindere (come dice VEELEN) le equazioni
*proiettive® (27.2) in equazioni "sffini",ciod nelle ~
quali figurino tensori affini aznzich® proiettivi. :

Premettiasmo 1l'osservszione che un tensore proiettivo 2
simmetrico 4el 2° ordine jzu dd luogo, quendo sis esses
gnato i1 tensore sirretricc 33 tzle %Fe ‘Ja l .0 ;
e medisznte il suo tenscre r301proco J”/‘si inalzino 4
gli indici, ai tre tenscori sffini {1'ultimo dei quzli 3
& uno scslare) ‘3

; o
(27.5) _T‘/-//”‘T T 7:, gl T

viceverss @& facile constatsre che, note le componenti.
AT O ol (e, s'intende | O ), =i poscono
cttenerne tufte le 77 _ ciod il tersore 77 & deter=
A ? )/t 4

minato.
Nel nostro csso dunque le equszioni (27.2) sarannc
equivalenti al 31stema formato dalle eque zicni

(27 .6) /’“( /7 =3

(27.7) ; ‘”[/;o : gpﬁ) S s

T8 /;'o_["

Le (27.6) d'sltru psrte si posscno sCriyere

(27 .0) //»/’“77 ——}/3/(‘77:0,



~e0T=

QO infine,
per le (2C.32) e (26 57

¢ sy
(27.11) K% 2 F‘/ i//(*.z‘/f/‘p.;ﬁ,{ kg,

ciod per le (25.3) = (25.1(;
t‘_ £
(27.12) G4 8EY =0,
cve (i” ed £ .. cono il tensore di EINSTEIN 'e il tensore

1'enercis del %ampo elettromagnetico ( e GJ'E'J le com-
ponenti controverianti di questi tensori sffini, ad cs.

GY = 9797%6,)

Le (27.7) si scrivono
(27.13) /1/77)04- &7)=0
cssia, per le (26.35),
(27 .14) ‘ 147/4-'“1——— .5
fidiae ) e (27 .8) per lc (26.33) dhnno
(27.15) /700—577+%/7= A=0.

Ma questa & uns conseguenza algebrics dells (27.12),0s-
eis (27.11): infatti peltiplicundc ambo i membri di

que st 'ul timé per g,. e sommando ei hs

(27.16) ](+3}“ /f" e T

ossgisa semplLflcando upJunto

(27 .a7) X ra

toncludendo:le equszioni (27 .2) equivslgono sl sisters
formato dslle (27.12) e (27.14). Ors le (27.12) scno
senz'sltro, & parte 11 valore dellg cocstsnte x che
® legate slls =celts delle unith di misura (efr. con le
(25.64),1c equazioni gravitazionsli (25.2) di EINSTEIN
pel caso in cui il tnnqore energetico :Z}‘el riduca sl

tensors £ di energias del campo elcttromsgn-tico (eick
4
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2
.1 tensore My nells (25.8) =is rullo). E le (27.14)
gono le eqﬂ’”lcnl (25.13) ai ¥AX"SLL (3° gruppo),pel
easo in cui il vettore di corrente Jﬁ sia nullo. Dungue
e (27 .2) sono effettivamente atte ¢ fornire uns fo-w- -
lzzicne genersle delle leggi che governano i campi 41
forze fondamentsli: la gusle conglobs le eguszioni usui-
13 del campo gravit-zicnsle di quello \Jet+rolfﬂnﬁ+*cc.
Quanto sbbiamo accennato (sl n.25) nei rigusrdi dell
b teoria di FALUZA (cfr. snche con guelle di BINSTEIF-
| MAYFER e di- YRANCEANU ci d& senz'altro  qusasle potrd esse-
re nell'attugle teoris la rapprecentozlone delle linee
- orsrie delle particelle elettrizzste: esgse sono le lince
~ di G, tali che le loro tangenti contengano un eampo di
r.punti che varisnc lungo ls curva medegima per ls legga
. di traslazione proiettiva legata alls derivazione 774
~ linee che SCHOUTEN dice autogeodetiche per la deriVaZIO—
" ne ( o con 1z sus terminologia, per la connecsione) in
. parols.Pill precisamente : VEBLER pone 1s condizione che
. si gbbia lungo ciascuvns dvlle llnee in parcls ¢ ‘

(27 .18) ¥ S ‘/“ P T

. .zo

. cVe le ): sono coordinate non omogenee 4di un convenien -
. te campo 4i punti degli spazi tangenti che si spostano
- per treslszione proiettiva lungo la linea medesims; e

" gs'intende costante .Fscilmerite ei ricgvs ‘che tali
linee si hanno integrsndo lL cictera
(27 .20) i""l%.‘%‘/“ Haf gl
- T B I S

j Py :
Basta porvi 7?-_ (repporto fra 1s caricas elettrica
@ 15 masss) perch® gueste diano appunto le linee ora-
L rie delle psrticelle elettrizzste.

28 . Cenno sullz teoris genersle dei campyl secondo
SCHQUTEN e VAN DANTIIG.

: Nel 1931 SCHOUTER e v. DANTZIG hanno inisdsyto 1'e-
i 8posizione di uns teoriz unitsria dei campil, s quale
=i bass, come quells 4i VERTEN, sulls conciderszione

2

R A



41 una derivazione preoiettiva collegata a un campo di
quadriche.

Tale teorias negli snni successivi hs avuto perfe-—
zionamenti ed estensioni zd4 opera delloc SCHOUTEN stes-
so,di v. DANTZIG e di HAANTJIES : un'ampia esposizione
dells teorie nells sus forma definitiva & stats dsts
da SCHOUTEN nel 1935 (135). Mi limitc & un cenno assal
sommsrio, riferendomi appuntoc a questa pid recente for-—
mulazione (%). In sostsnza, posta 1ls prevent1vg condlzio
ne che 1s derivszione proiettiva in psrols, 7Z;V,de
essere non-euclides (n.26) in relazione = un compo ss—
gnato (26.3) di qusdriche, cio® valgano le (26.0),
tratta anche qui di fuare unsg conveniente scelta del vet-—
tore proiettivo covariante &) e del "tensore di asimme-—
tria" A(;.". questi enti insieme a /i, determineranro,
seconde 1le (26.10), la deriv=zione vofﬁta. 2

Secondo VEDLEN si pone sevplicemente @=0, /%, ;
SCHOUTEN bssandosi su condizioni in parte geometrlche,
in parte fisiche, & condottc snch'egli a porre G}:O -

e invece, egsendo sempre

e e AR

e posto, ove {' indica una costante reale,

—

8. - CER a 3 @ 2
(28 .2) da .= ALy
(28. =0 PR
(28.3) %# [A(Zq X Aie

egll pone (%)

ey - (g 9 g T

(*) In tutti questi lsvori,sslvo il primo,vengono adot-
taste le coordinate curvilinee omogence (n.l19):m& natu-
rslmcnte questo modo di esposizione non ha nulls d‘es-
cenzisle e gui per serplicitd non ne fzeccio uso., :
: 2 x v L 4
S4 ruoge - ai

(* arUCUTSN veramente scrive ,
\ § / QCHCUTEN veranente gCrivs @({,%A /(‘/.A

.V
L

-’(1

r-¥
it



e W 97" (190 § 90939,

‘ove /b,q gono altre costanti 4s scegliere in wudo OppoY -

‘celle elettrizzate; fra cerH tensori rroiettivi legati’

~270~
v 1
ove g? ¢ 1'elemento reciproco di & in \ gip\ ;cloe

tuno. .

Le condizioni geometriche ulteriori poste da SCHO -~
TEN pongono una relszione fra ls connessione "riemannia -
na" determinsta da ja e la connessione sffine “subordi-
nata"a 77,7 in relazicne al campo d'iperpiani g, (¥); quel—
le fisiche stabilisceono fra 1l'altro 1dentificazﬂone fr=2
le "autogecdetiche®di 77 e le linee orarie delle perti-—}

a Zfae d'altra parte il vettore d'energia totale, e 11
tensore del campo elettromegnetico ¢ Pt Qesttultime
‘e meno di un fsttore costante e 7 : in sostenza come
nells teoria d4i VEBLEN. L

Ulteriori condizioni fisiche legsno con cguaglianze
e disugusglianze 1la costante ora dettz':~n}p e ¢,che Ti9
gurano nella (28.4). Bsse esprimonc che le 2quzzioni de-

lotte dalls condizione varisziocnsle
el
ove Qf/"“ o“ -

e 4 e )
F28 .7 ﬁ Y ,,)/‘ j (? ?;/‘! i
si riducono slle equazioni xT:vit;zionaag (25.2) e 4i
MAXWEBLL (25.13),nell'ipo J%fa:-a, J=0; e d'altrs B
parte, conducono anche 3 uszione di MAXWELL complets
(col termine di corrente qavudo si sostituisca % con

> dall'equazione di DIRAC:

un sltro invariante, dedo
ellz teoria 4i WBBLEN, corrispof

i1l che non si verifica nel
gente s.p=1 g =1,

In conclusione 1
pii: complessa 4i que
cerpleta 18 sua rispo

ok

oric 41 SCHOUTEN & formalmente |
di EERLEE; ma appare forse pid
enza ¢lles realtd fisgics.,

£1) Si badi che qui si tretta di una derivatim proietti-
va 81 seccnds zyecle, e non di uns connesgione proiet-—
tivs. ¥a il fatto formsle espresso dalle (1%.31) si wvam
tiene inslteratc. Ya notato snche chegli enti introdo®
ds SCHCUTEF si legsno ma non identificsno ocn greili

1= > razsnta T ¢ P e R Ll SRR ), T ot
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29 .-~ Secondo elenco bibliografico.

Db ora un elenco di opere che si riferiscono agli
argomenti trattati o accennsti nella Farte II ( o even-
tuslmente anchenells Pasrte I) di queste Lzazioni (*):a
completamento del primo elenco gia dsto (pp.79 - €5; nn
1-61).

1919 - 62 - R.KCNIG. Beitrfge zu ciner asllgemeinen 1i-
nesren Msnnigfaltigkeitslehre."Jahresberich
4 .Deutech. Msthem. Vereinigung® 28,1919,
213 42285

1821 - 63 TH.KALUZ4a : Zum UnitAtsproblem der Physik
"Sitzungseber.d .Preuss. Akasd.d. Wissenschaf=~
ten®, Berlin; 1921, LIV, -G66 - 972.

1922 - 64 E,CARTAN: Sur les espaces généralisés et la
théorie de 1z relstivité ,"Comptes Rendus
de 1'Acad. des Sciences®, Psris, 174,1922,
734737 . : . 8

1924 - 65 O VEBLER, T.Y THCFAS: Extensions of relative
tensar s."Trangactions of the Arer. Esthem.
Society" 26, 1924, 373-377.

" - 66 E.CARTAN: Sur la connexion projective des
surfsges ."Conptes Rendus de 1'Acad. des
Sciences" ,Parie ,178,1924¢, 750-752.

1824 - 67 E.CARTAN: Les récentes généralisations de la
notion d'espace."Bulletin des Sciences Ma-
thém." 48, 1924, 294-320.

* 3 et i i ; - 2
(™) Svaristi lavori concernenti snche ls msteris dclls
IT Parte s

aon vengone qui ripetuti,



1924 - 68

" 69

g

o
1925 - 72
g 73
e
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J.A.SCHCUTEN: Sur les connexions conforme&ﬂ
et projectives de M.Csrtagﬁ"Comptes Rendus
de 1'Acsd. des Sciences "Faris, 178 ,1924,

2044-20146) //

et 1a tommexion lineaire generale de Ml. 3

Kénig
J.A .SCHCUTEN : On the plzce of conformsl :
and projective geometry in the theory of li-
near displacements."Proceedinge, Kon. Akademi
van Wetenschappen®, Amsterdam, 27,1924, 407-d

V.HLAVATY: Sur le déplacement lindaire du
point ", Vestnik ¥rfl. feske Spoled .Nauk"
Praga, 2,1924, 8 p.

R.¥EITZENRCCK : Ueber projektieve Differen~
tiglinvarianten, "Proceedings , Ken. Akad.
van Weteaschappen", Amsterdam, 27,1924, 734-
741 (I) e 921 - 929 (II); 28,1925, 214-218
(111), 220-230(IV) e 290 - 395 (V), 35,1932,
458-461 (VI) e 462-468 (VII). ]
E.CARTAN : La théorie des groupes et les ro-
cherches récéntes de géometrie différentiell
"L"BEnseignement ¥=sthém."24,1¢25, 5-18,; trsd.
spa;n. in "Revists Watew. Hispano-Americansg'
1927, 1-13; "Iroceedings int. msthem. Con~ °
zress"Torontn 1,1028, £5-04,

’ . 4
E.CARTAN : Les groupes d'holonomie des espsi
ces géndérslisés,"Acts Vathernstica®™ 48,1925,8
1A— "20 .

T.ASCHCUTEN: Prcjective gnd conformsl in- ]
varients of half-symmetriczl ccnnections. ;
"Froceedings ,Xon. Aksd. van Wetenschappen®
Ansterdam 28 1925 334-336. 3

T.T.THOMAS: On the equiprojective gecmetry '
of paths."Procedings Wation. Acsd. of the
U-S.‘A." 11’19\1\&:,503"5?4,



TEE5 776
1926 - 17
%o AT
. 8o
1627 81
1927 82
1 84

. C.VEBLEN: Remarks on the foundations of

of gec-
metry."Bulletin Amer. Msthem. Society 31,
1925,121-141.

J .4 .SCHOUTEN: Erlanger Programm und Ueber-
tragungslehre: neue Gesichtspunkte zur crund-

legung der Geometrie ,"Rendiconti Circclc
LFatem. Palermo®™ 50,1°26, 142-169.

J... SCHOUTEN: Ueber die Proje ktivkrtmmung

und Konformkrfimmung halbsymmetrischer Ueber-
tragungen." In memoriam N.I.Lobstschewskij"

Kzzan, 1926,2,90-98.

J . .THOMAS: Asvmmetric displacement of a

vector ,"Transactions Amer.Msthem. Societ; "
28,1926, 658-670.

& .FUBINI,E. CECH: Geometris Prciettiva Diffe-

renziazle (2 volumi).Bologna, Zanichelli,
1926-1c27 .

A EINSTEIN: Zu Ksluzss Theorie des Zussmme n-

hgnges von Gravitation und Elektrigzitst.
“Sitzungsber, Preuss. Akad.der Tissenschaften"
Berlin 1627 ,VI,23-25(I) e 26-30 (II).

E.CARTAN: Rapport sur le Mémoire de J.A.

Schouten intitulé: "Erlanger Programm und
Uebertragungslehre. Veue Gesichtspun kte

zur Grundlegurg <er Geomeirie' "Bulletin

Soc. Phys. Mathem. Kazan"2,1927, 71-76.

{
Z.CARTAN: La Géometrie des groupes de trans-

fermations ,"Journsl de hathémathues
553927, 1-119 ;

E.CARTAXN: Ls thdcrie des groupes et 1la géo-

metrie. "L'Erceign. Mathém. " 26 1027, 20C-
225,

_BQR 70L0T77- S/Jﬂi'l. a conn e/fu;m: /bro/bﬁfv;z .Z}S'/"?. 55



1927 - 83
1928 - 86
1929 - 87
" 88
L
t

r L

’ 92

versitét ", 7,103C, Cl=328.

Ve HLAVATé Théorie des densitds dans Le‘dgf
placement général."Annali di Latem” (4)5, '8
1627-28, 73-83.

C.VEBLEN : Differentisl Invarisnte and Geome
try."Atti Congr. Intern. dei Matematici" Bol
gna 1928; I (1929) 181-189. '

J.A. SCHOUTEN, V., HIAVATY : Zur Theorie der
allgemeinen linearen Uebertragung."Mathem.
Zeitschrift * 30,1929, 414-432.
O.VEBL®I: Generalized projective geometry.
"Journal of the London Mathem. Society" 4,
1929, 140-160. -4

H.P .ROBERTSON, H.WEYL: On a problem in the
theory of groups arising in the foundations
of infinitesimal geometry."Bulletin of the
Amer . Mathem. Society" 35,1629, 686-690.

H.WEBYL: On the foundations of genersl infi-{
tesimal geometry. Ibid. 716-725. 3

J JH.C.WHITEHEAD: On a class of projectively
flat affine connections."Proceedings of the
London Msthem. Society " (2 ) 32,1929,93-114

E.CECH : Projektive Differentialgeometrie

Aer Kurvennetze in der Ebene "Jshresber.d.
Devtcch. NMgthem. Vereinigung" 35,1930, II Ab
(Angelegenheiten),31-34. 5

G .THOMSEN: Topologische Fragen der Differen
tiglgeometrie XVI. Ueber die topologischen
Inverianten der Differentialgleichung

!”=f[xy};’a**j("'/)é’ﬁ*‘["ﬁi’*((“"5‘) :

"Abhandlungen lsthem. Seminar Hambury. Tni-=



RESURS is y ais o e

B, A

193C - 94 - C.VEBIEN: A gener.lizstion of the quadra-
tic.differential form."The Qusrterlv Jour-
nsl of Mathem ",Cxford Series, 1,1930,60-76.

2 95 - J.H.C.WHITEHEAD: A method of obtsining nor-
mal representations for a projective conne-
ction."FProceedings Nation. Acsd. of the
U.S.4." 16,1930, 754-760.

" 96  J.A.SCHQUTEN, St. GCZAB : Ueber projek tive
: Uebertragungen und Ableitungen ."Msthem.
Zeitschrift® 32,1©3C,192-214 (I) e "anncli 4i
Matem".(4) 8,193C~31 ,141-157 (II).

5 a7 ST.GCxAB : Ueber veragllgemeinerte projek-
tive Geometrie."Frace Lstematyczno - Pizycz-
ne" Warszawa, 37,1930, 91-153.

" o8 C .VEBLEN . B.HOFFMANN: Projective relativity.
"Physical Review "36,1930,81C0-822.

1031 99 B .HOFFMANN : Projective relstivity snd the
quantum field."Fhysical Review" 37,1931,
ge-8g, .

" 10C E. BORTOLOTTI : Differentisl invariants of
direction and point displacements "Annals
of Mathem." (2)32, 1931, 361-377.

P 101 E .BORTOLOTTI : Forme di Fubini e connessio-
ni proiettive nelle ipersuperficie di Sp .
®"Rendiconti Semin. Fac. di SCicnze", Caglis-—
ri, 1,1931, 38-44.

" 102 E.FUBINI , E. €ECH : Introduction & la geo-
metrie projective différentielle des sur-
fsces . Paris,Gauthier- Villsrs 1831,

k4
b
(O%]

A. BINSTEIN, W.MAVER: Einheitliche Theorie
von Gravitation und Elektrizitst."Sitzungs-
ber .d. Preuss. Akuad.d. ¥issenschaften",
Berlin,1031 XXV ,541-557 (I) e 1932,XII,130-
b o Lo ML, s o 2 10

|



1031 - 104 -

1932 -

106

107

109

110

]
1=
o

- A .D.MICHAL: Projective integrsl invari:§

-276~

T.i.SCHOUTEN,D.v2n DANTZIG: Ueber eina =
vierdimension2le Deutung der neuesten
Feldtheorie ."Prcceedings,Kon.Akad.van ?i
tenschappen" Amsterdsm, 34,1931,1393-14¢

Y .HLAVATY: Frojektive Inverignten einerf
Kurvenkongruenz und einer Kurve, “kﬂ hem ,
Zeitschrift",34,1931 ,58-73 . :

attached to the trajectories of differen
tial systems,"Rulletin Amer .Mathem. Soci
37,1931, 447-454. -

D.VAN DANTZIG . Theorie des projektiven
Zusamme nhangs n-dimensionsler Riume. '
"Kathem .Annalen® 106,1932, 400-454.

D.VAN DANTZIG: Zur allgemeiren projektive
Differentialgeome trie. I. EBinordnung der.
Affingeometrie ."Proceedings , Kon.Akad. va
Vetenschappen®, Amsterdsm,35,1°32,524-534

D.YAN DANTZIG : Zur ailgemsinen projektif
Differentialgeometrie. II. Xﬂ*1 mit eingl

T .A .SCHQUTEF ,D.VAN DANTZIG: Zum Unifizie:
rung s proble m der Physik. Skizze einer &
nerellen Peldtheorie (G.F.I.). Ivid. 6 ¢
655 . -

J .A.SCTOUTEN, D.VAN DANTZIG: Zur generel-
len Peldtheorie . Diracsche Gleichungen
und Hsmiltonsche Punktion (G.F.II). Ib:da
844852,

J .A JSCHOUTEN, D.VAN DARTZIG : Generelle
Feldtheorie (#.F.I1I)"Zeitschrift fur
Physik” 78,1932, 639-667 .



ey i

c32 -+ 113 R,YEITZENBOCT ; Toher den Reiuktionssatz
bei affinem urd ;rojektivem Zusammenhang,
"Proceedings , I'cn. Akad. van Wetenschappen”,
Amsterdam, 35,1C3:,1220-1229,

y 114 C VEBLEN ,J.H.C. WHITEHEAD : The foundations
of Differentislgeometry ."Cambridge Tracts"
29; Cambridge, st the University Fress 1932 .

Y /
y 115 V.HLAVATY ,ST. 0OtAB : Zur Theoric der Vei'or-
und Punktkonnexion ."Prsce Katematyczne Fiz.",
Warszswa, 3€,1932,115-130.

116 V.HLAVATY : Ueber eine Art der Funktkcnne-
xion."Mathem. Zeitschrift " 38,1933, 135-145.

1 117 V. HLAVATY: Invsrisnts projectifs d'une hy-
persuxrface ."RBendiconti Circ. Eastem. Palers
mo " 57,1933, 402-432.

;£§ V.HLAVAT%: Connexion projective et dépla-
cement projectif. ™ Anngli d4i Mstensticg”
(4) 12,1933 - 34, 217-294.

b
o
Yo

D.VAN DANTZIG : Ueber projektive Differen-
-1algeometr1e "Jahresber .d. Deutsch.Mathem.
Vereinigung, 42,1933 ,II Abt.(Angelegen-
heiten) 25.

12C E.BORTOLOTTI : Connessioni nelle vsrietd
luogo di smzi; gprlicaziore slla geometria
metrica dlfferexZial” delle congruenze di
rette. "Rendiconti Semin. 4. Facoltéd d4i
Scienze",Caglisri, 3,1933, £1-89.

121 J.A.SCHCUTEN : Zur gererslilen Feldtheorie;
Ableitung de=z Impulsenergicstromproiektors
sue einem Variationsprinzip. (6.F.IV)"Z%eit.
achrift f#r Physik®™ 81,1933, 120-13F.



1933 - 122

~J A .SCHQUTEN ! “ur generellen Peldthecrie .
Raumzeit und Spimraunm (G.7P.V) JFbid. 5=
8 5

" 123  7.A.SCHOUTEN , D. VAN DANTZIG : On projecti=
ve connexions and their applicsation to the
general Field-Theory (G.F.VI)"Annals of Ma-
thematics (2) 34,15933,271-312. ‘

# 124 J.A.SCHCUTEN: Zur generellen Feldtheorie.
Semivektoren und Spinrawn .(2.F.VII)."Zeit-
schrift ffir Fhysik " 84,1033,92-111.

" 125 DB.HOFFEANN: Projective relstivity and the
Binstein-Mgyer unifieq field theory."Phy-
sical Review " 43,1933 , 615-619.

" 126 C.VEBLEN : Prcjektive Relativitétstheorie .
"Ergebniisse der Mathematik und ihrer Grenz-
gebiete", IT,1,1933; V ,73 p. |

2 127 C.VEBLEN : Spinors in projective relativity. |
"Proceedings Nation. Acad. of. the U.S.A."

19%4 -128 - C. YEBLEN ,A .H.TAUB : Projective differentia=
tion of spinors Ibid. 20 ,103%, £5-C2 . :

" 129 A.H.TAUB, C. VEBLEN ,J. VCN NEUMANN: The
Dirsc equation in projective relativity . :
Ibid. 383-38F., ]

« 130 J.A.SCHOUTEN, J.JANTIES : Gencrelle Feld-
theorie VITI. Autogeod8tische Linien und 3
Weltlinien"Zeitschrift fur Fhysik® 86,1934, °
357-369. .

£ 131 D. VAN DANTZIC : Cn the genersl projective =
differentisl geome try .ITI.Projective point='
field—slgebra snd -asnglysis."Proceedings
Fon. Akad.van Wetemschsppen", Amsterdam, '
37,1934 . ,15C-155



LoV

1934 - 132 J.L. VANDERSLICE: Non-holonomic geometries.
"American Journal of Mathem." 56,1934,153-123.

1935 = 133 £.CARTAN: La methode du repdre mobile, 1s
" theorie des groupes continus et les espaces
zénédralisds."Actuclités Scientifiques et Indu-
strielles" 104 (Zxposés de Géometrie, V) .
Psrig, Herwann 1235, 66 p.

N 134 E.CARTAN: Le calcul tensoriel projectif'Ma-
temsticeskii Sbornik™ 42,1935, 131-148.
x 333 T .A.SCHCUTEN: Ls théorie projective de 1s

ﬂlztivité "Anngle's ‘de 1! Inegtitut H. Poin-
csré" 5,1935, 51-88,

" 136 J. A.SCHOUTEN, D.VAN DANTZIG: Wac ist Geo~
metrie ? "\“and;un"en Seminar fir Vektor-
und Tensorasns.ysis" Mosksu,2-3,1535,15-48.

: " ;
5 137 V.HLAVATY : Svstieme complet de= invariaur’
' d'une covrbe Asns un espsce projectif cour-

/
3 138 V .HLATATY : Egpaces gbstraits courbes de
K8nig. "Rendiconti Circ.Mstem.Pslermo®™ 59,

1935, 1-39

" 13

O

E.BCRTCLCT™™I . Lezioni di Geome tria Superio-
re. Firenze 1934 - 35 (litozrafie)

1936 -~ 140 E.PICASSC: Connessioni proiettive di spe cie
superiore . "Rendiconti Circolo Mstem. Paler-
mo" 6C,1936, 1-16.
" 141 J.A.SCHCUTEN,J. HAANTJES: Zur zllgemeinen
projektiven Differentislgeometrie .®Compositic
Mathemstica" 3,1936, 1-51.

» 142 3.BCRTCLOTTI,V. HLAVTY: Contributi zlls teo-



1936 -~ 143 E.BORTCLOTTI- Superficie anolonome complemens

19237 -

116 E.CARTAN : La théorie des groupes fi-

150

151

=280~

rig delle connessioni. I . Connessioni prolet~<
tive: costruzione d finito,cls ssificszione se
condo Klein."Annali di Matematica"™ (4) 15,1936
1-45,129-154. '

T tsri."Scritti me temctiei offerti s L.Berzola-~
ri",Pavia Tip. Rossetti, 1936, 553-576.

1 B.CARTAN- L'extension du cslcul tensoriel aux
géometries non-affines "innals of Mathem."
38,1937, 1-13. ;

E. CARTAN : Legons sur la théorie des espaces
&4 connexion projective .Paris, Gauthier-Villars
1937 VI e 308 p.

nis et continus et 1z géometrie differentielle
Parisg, Gsuthier -~ Villers 1937 ;Vie 769p.

I JIACHTROUDI: Les espaces d'éléments & conne- .
xion projective normale ."Actuglités Scient. et
Ind. " 565, Paris, Hermgnn 1937;, £3 P-

F VVéICHLCI Invariants d'un champ tensoriel.
dans un espsce projectif courbe . "Cssopis pro
pEstovén mstematiky a fysiky", Praha ,67,1937,
26-61.

K.YARO: Sur le changément des coefficients
d'une connexion projective."Comptes Rendus
de 1'Acad., des Sciences" Paris, 205,1937,
637-639. :

¥ YANO; Sur 1e° équstions Ades géodésigues gdans E
une varieté & connexion projective., Ibid. 820-
831, s
7

E.CARTAN" les espaces & connexion projective
ibhandlungen Seminar f8r Vekter- :

81"', E,}qkaaa 4a1937: 147"159«.

A

nd me"voranal



i g SEO LTS ' e o
1937 - 152 - E.FTCASSO: Contributo alla SLOmetrig dif_» £
ferenziale preicttiva delle superficie di
S,: "Atti 2el 1° Congreeso dell'Unione Y&-
tematice Italians”, Tirenze 1937, 346-319.
= 153 - V.Flsvaty. Paiscesux de Darboux et guestions
connexes dens 1'espsce affine courbe."faso-
pis pro pé€stovéni mateuatiky s fysiky"
£6,1926-37, 229-260.
1938 - 154 V. HLAVATY |, Hypersvrfsces in & projective
curved space"” .Annglc of Mathem." 35,1938,
2 155 K.YANO: Sur 1'espysce projectif de M.D. van

Dsntzig."Comptes Rendus de 1'Acad. des Scien=
cee" Paris ,206,1¢36,1610-1612.

N 156 K.YARC : The non hulonomurcfreunt ticn of
prejective gspsces” .Froceedings FThysico-ka—
them.Society of Japan® (3)20,1938, $42-45C .

2 lEZ ‘J.KAHITAHI:ImpIeesions on & spsce with pro-
jective connection MTenscor"™ Szppore,l,1¢ 38,
9-12

" 158 S.SASAKI:Cn projective and tnformsl connec-—

tions. Ibid. 31-35

. 15¢ E.BORTOICTTI- Trasforms zicri duslistiche
e spazl proiettivamente piani ,* Bollettinc
Un. Matem. Italisna" (1) 17,1938, 219-223.

» 160 E.BORTOLOTTI : Sulla geomelria proiettiv
differenziale delle trusformezioni duslisti-
che ,"Rendiconti R. Accad. lincei®™ (6) 28,
1936, 224-230.

i939 - 151 E.BORTOLO™'I. . Geometris proiettiva difte=

renzisle dei 3-tessuli di curve spauiali

(terne di congruence). "Belleltino Un. Maten.
Ttalians " (2) 1,1939, 400~ ici.

T

BORTOLITTS . S/bazl‘a conneffrone /bro/}”/‘r'a L S/, ,.,3 4



193¢~ 162

=
=
(03
i

|

2

[
(o))
|

1910

I
]H
(0)
|

3
[}
20

1941 - 169

L mavaT TN R o BRI - R

E.BORTCLCTTI: Contributi alls teoris delle
connessioni. II., Connessioni di s cie su=-
perioxe,fondament; snalitici :caslcolo del
Titeli generslizzsto."lemorie R.Ist. Lomhar-
do" 24,1235, 1-39.

G. VRANCEANU: Gli spazl a connesgicne proiet=
tiva e loro gruppi di trssformszioni 4i con- @
gruenze ."Rendiconti dells R.Accsd.Lincei" '
(6),29, 1939, 553-558.

T.Y.THCKAS: Recent trends in géometry,"kmeil_
rican Kathem. Society Semicentennisl Fubli- &
cations ",2,1039, SE-135.

JJFANITARI: Les dqustions fondsmentales 4'ung
surfsce plongée dasns un espsce & connexion &
projective "Mem01rs of the Ryojun Ccllege of
Engineering" 12,M3° 61-8¢ . _ .

Jd JKARITANI: Sur les tangentes de Darboux

d'une surface j lon"Je dans un espace & con-—
nexion projective."troceedings Fhysico-kag- $
them. Sociéty of Japan" (3) 21,193¢ ; 220-231 4

JJKANITANT : Sur l'aréte de Green d'une sur—
face plongée dsns un espsce 2 connexiocn pro-
jective . Inid.(3) 22,1¢1C, 313-358, e

A

AMAXTIA: Geowmetria projettiva dlfferen21&le
dei complessi anolonomi di rette . ,

"Atti 2° Congresso Un. Kst. ltaes
liana", Bologns 1940, 305-312 '

Z.BORTCLCTTI: Varieta connessione .
tiva e loxo immagini tangenziali."Rendicon-
ti R.accgd. d'Italia"(7) 2,1911, 251-2
E.BOMPIANI: Geometria degli spazi & conn
sione affine. I. Spagzi sffini socigti

S i
un punto e coordinate normali. IX:lLe es



-283~

sioni e 1 tensori normsli.(Verra pubblica to
nei Rendiconti R.accad. d'Italia")

30. Mote slls II Parte ().

(12.a) (p.96)= Le connes sioni proiettive particolari
di cui s'2 detto & pp.92-96 (connegsioni che il BOMPIANI
propone di chiamare proapettlve")lprese ntano come 1lsg
pia natursle estensione al campo pr01ettivo dellzs legge
di trasporto parallelo secondo LEVI CIVITA per le varie-
t4 in ambiente euclideo. La prima introduzione di que-
ste connessioni prospettive si deve sl CARTAN. Ved.b6,
'1924; ove si considera il caso N = 3, n = 2; come pu-
re nel corso di Lezioni del CARTAN Sulle connessioni
proiettive, 143, 1937,pp -163-169(e anche in 151 pagg.
148-149) .Ma il passsggio sl caso generale & ben natu-
rale ed ovvio: ved.37,1527 p.395; e 51, 1932, pp.35-42,
onde (per questo§) e rloavata attugle trattazione.

(12.b) (pp.98-99) -ls determinazione di @Q«° pud subor-
dinarsi 211a scelta di un campo d'iperpisni ( S5, _; Jne-
gli spazi tangenti: tsli soltsnto che non passino pei
rispettivi punti di contatto. Cid equivele ad sssegns-
re ( &8 meno d'un fattore;% O arbitrsrioc)un canpo di vet-—
tori proiettivi covarianti.fa-,tali che sia A #0, cosic-

(%) Anche qui (cfr.p.85)le singole note portano il nume-
ro del testo cui si riferiscono. Ho preferito libersre
il testo dai riferipenti alla Bibliogrsfia, che 1'avreb-
bero di troppo appesantito:senza grande utilitd per il
lettore, che,dats ls grande disparitd dei simboli,delis
terminologia,e perfino degli algoritmi e delle stesge
vedute che qt?nno & bgsge delle varie trattszioni,non ers
forse opportuno sviare prematuramente dsi pIO“'@qu{tL
prescelti .Al necessgrio ccllegamentc con lsz przcedente
letteratura pensc poaesano bastere queste note,insienc s
quelle d€l n.l11 pp.85-91.
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che potremo ad eqempio Supporre 44 = -Z.La condizio-
ne -che sia A, et , ciog& che le du? siano coor=
dingte di un punto pocto nell'’ 1perplano associgto el
punto che si considera, dd o’z A du'’

Questo procedimento & proposto 1n 51,p 7(Vercmente
sotto un aspetto meno restrlttlvo), e gdottato in +142
p.15. Qui ho preferito lssciare (slmeno in un primo
tempo) a8 <&/«° piena arbitrarietd; wmi sembra che cid
risponda meglio alla nastura delle cose. Bisogna perd
sempre aver presente tale arbitrarietd: e quindi non =
attribuire un gignificsto geometrico agli enti che di-%
pendono dsll'espressione sssegnata a Jdw® .Una parti-
colare costruzione analitics di d«° quale differen-
ziale esatto, e ciod dell' (n+l)mo psrametro «£° ,2
data da HLAVATY :118,p.225,e¢fr.117,p.422 e {(anche per |
nlteriori indicszioni )142, nota a psg.lS. .

(12.¢)(p.100) - La definizione genersle di "riferimen-
to" nel senso qui inteso e cosgl pure 1'esplicits di--
stinzicone dei vari tipi 4i riferimenti snolonomi
(A-,A , B-riferimenti) ed olonomi (C- ¢ D-riferi-
menti) =i trovano nel mio lav.. 51 1932, ppe 6~11; ved.
anche 142 ,pp.5 -13. In sostanza gik il CARTAN nel la- |
vorxo (17 1924) ove egli introduce 12 nozione 4di varie—
td s connessicne proiettiva, £s uso, senza specisgli
denominazioni, di riferimenti dei tipi qui designati
con A ed A ,BD .Nei rigusrdi dqegli ultimi si tratta &
pil precissmente di quei particolsri B- e D-riferimen-~
ti che in relazione a un'assegnata connessione proiet-
tiva vengono pilu innanzi caratterizzati nel testo me-
disnte le (14.14) o (14.21) e le (14.36) o (14.12),
ciod-ved. 1'Brrata~Corrige- w50 0d L=,

- In lsvori posteriori il CARTAN ha detto semi-natu-
rsli e-rispe ttivamente-nsturali (per ls connessione E

proiettiva) tali B- o D-riferimenti : ved.li5 pp.177- =
179 ; 151,p-154. e 3
I C—riferimenti, o p
zioni, cui essgsi sono soggeu
dal VTEBLEN: ved.88, 1529
molti lsavori, ad es. dallo et




di YHITEHEAD (91,95) e miei (10C;%1,parte II).Ved.
anche 49; 164 (P.Y. THOMAS) e cfr.106 (MICHAL).

Lz msgsior psrte desli svtori non parls 6i "riféri-
menti® ma soltasnto dei gruppi di trzsformezioni (linea-
ri) che corrispondentemente risultsno peosti &= base Adel-
la nozione di tensove proiettivo (Ved. &d e€s. i laevo-
ri 4i SCHQUTEN, 50LAB, van DANTZIG, HLAVATY: & parte
naturslmente il gii cit.lov. 142 red tto 4s HLAVATY
e 4z me in collabcrgzione ; e uncye unz interessante
especeizione comparativa di HLAVAT™ gsulle connessioni
proiettive, non ancora pubblicata; della qualc 1'A.

ml he posto s conoscenza ), Questo dz un punto di viste
anslitico pud bsctare, ma & mioc psrere non 2 per nul-
12 sufficiente se ei vucle che anche il _senso geome-
trico dezli enti trsttsti sis chisrito.

(12.4) (p.1C2 e seg.)- I lavori di CECH e di WHIPEHEAD
citati nel testo sono : 92,1930 (ved. anche le pp. 153-
-154 del libro 102 d4i FUBINI e 6ECH) e 91,1929, In resl-
ta in gquest‘ultimo lavoro 13 COI*I?}Cndech di cui &
detto nel testo non figurs che in modo implicito;come
ad es. appare manifesto se si confronta col rmio lav.
52,1931, pp.120 e seg. Gia gqui ho f=tto uso anch'io
dnl;a parola "polarita®, nel senso che nel testc & pre-
cisato: 1l'estensione 8i presentava naturalmente, ma re-
stz ancora g chiarire fino a gual punto essa foces:
giunstificats dal permanere di effettive promietd gec-
metriche.

(13.a) {p.106) - Sulls nozione di spszio proiettivo
tangente ved. anzitutto CARTAN, 17, p. 208; ove in
realtd 1'A. si limita ad "imsginer qu'en 2 attsché &
chequs point de le varietd un espace projectif dont ce
point fait pé%ﬁe". I1 che s me non sembra un chiari-

mento sufficiente: io ammetto che siano locslizzabili
su cigscuno di questi spazi associati o "tsngenti® 5

rispetto 21 rifeximento proiettivo ivi dato, le tan-

genti s1le linee della varietd nel punto che si con-
gsiders e in p&r*iCOLAI? le tangenti alle linee coor-
Aingte del sistema curvi¥¥nec che ne escono. Yed. 49,
II, pp. 28-29; 51

: p.§ s 142 017 ; e pn.. 354 313 Gel

L
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mio corso litografsto 130. Si comprende come pel CARTAN,
che pensa_invece ncn locslizzgbili quelle tsngenti sul~
lo spazio proiettivo sssociato (e neprure le suppone
esplicitamente sppartenenti sd esso) non intervengs nel-
la trattazione guella “omogrsfia di deviazione® di cui
qi parlo al n.l4. Ved, sncors , a proposito degli spazi
tangenti, VEBLEN:88,24, e il Cap. V (pp.59 —74) dell'ope-
ra 114 di VEBLEN e YIITEHEAD, poi YANO, 52,pp.iC4 e seg.
e V"VI S80. I1 WEYL osservs (p-3. 717 719)ﬂhe secondo le
vedute di CARTAN "the tangent plané is not tied up with
the maenifold; in order to justify this designation and
hold to the idep of a tangent plane we must imbed it ir-
to the manifold". Egli ritiene ottenuto un tale "imbed-— =
ment" in quanto perviene a leg:ire & cisscun sistera cur-
vilineo un sistera proiettivo entro cisscunpg spazic lo=
cale: ma la relstiva costruzione, che in mecdo anslitice
ers stato gid deta dal CARTAN (si tratta del D-riferi- =
mento in cui nel testo & dettc a pp .74 e 123), d4al WEVL
2 esposta sttraverso a ccne¢deriz1on1 che non hsnnc un
significeto geometrico chisrc e, ad ogni mcdo non scnc Ai
csrattere proiettivo. ;
' Sullz nozione di spazic tangente vedute sssai interes:
sznti sonce espeste d4s1 ROMPIANI in un lsvoro in corso '

(170).

(13.b) (p.1C7) - L: definizione del CARTAN riportata nelﬂ
testo (a parte l'interpretzzione delle parcle® spazio
tangente™ 4i cui ors s'2 defto) & quells primitive (17,8
©p.207-2C9). Circa 1e idee del ®ARTAN su questo arvomen~ﬁ
to e pih in gerersle sulle connessionl ved. snche : 64,
67, 72, 84, 133 (spec. p.54 e seg.),145 (p. 15 e seg. W
116 £ qgec.p 169 & seg.), 151 (y. 151 e seg.). Nelle &
esposizioni pil recenti sulle connessioni proicttive .
(145, 151) 11 CARTAN hs preferito scstituire alls pri-
mitiva definizione una Ai carattere anslitico : secondo
cui 1ls connessione deflnlta da una matrice [fel] di
forme pfsffiane (u%..jﬂ du’: ved. p.107 del testo). In’
realtd il substrsto geomeurlbo non mancs, “4n quanto 3
premessa l'indicazicne del procedimento con cui, note 1€
i cisscuns curve dells vsrietZ si costruiece 1'im—
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magine tangenziale sullo spszio tangente in uyno dei
suoi punti (ofr.p.125 del testo); e si da poi lz legge
di trasformazione delle cgf ,pei cambismenti del riferi-
mento: ciod per dlrla col ngmAH ls condizione perché
g;g)conne8°1oni ch ed a?, equivalgano ‘(Ved'lig:P°l72“
In certo senso la veduta ors accennsta, del CARTAN ,
si svvicina a quella puramente snalitics del VERLEN,
quale & espressa in 4C ,p.16 . Circa le idee del VEBLEN
e piua in genersle della scuocls americeng, cfr. anche
16, 86 e 88, 94, 114, 126 : 132 (VANDERSLICE),55 e 164
2y TFOHAS) Da un punto 4i vista formale 1 lagvori del
VEBLEN e gid-anche quelli precedenti di T.V.THOMAS (spec.
30) henno deterrninsto un sensibile progressc dells teo-
ris,portasndovi,con 1'introduzione dei parame+ri proiet -
tivi /5, (pag.61 e 119 del testo), 1s possibilitk di uns
effe*tivq estensione del calcolo 4i RICCI. I1 ravvici-
namentc € in certo senso la fusione delle due vedute =i
compionc nel lavori di SCHOUTEN e dells sus scuols,di
HIAVATY e miei; dopo alcuni primi lavori (68 e 69,773
cfr. CARTAN,82) in cui SCHCU'ER ccstruisce, risttaccan-
dola slle vedate di RONIG (62) 1'analisi tensoriale '
che trsduce in forme invsrisnte i procedimenti del CAR-
TAW (bagandosi quindi sull'usc di parsmetri misti: ved.
p-1C8 del testo) SCHCUTEN e GCZAB hannc dato (96,1930,e
anche 97)15 prims esposizione delia teoria che’, dia pure
con uns certs pesantezza di sviluppi e di 31mboli trat-.
ti in modo formalmente sdegusto (nei quadri di uwn cal-
cole di RICCI opportunsmente esteso) 1z nozione del tra-
sporto proiettivo veduta sl modo di CARTAR . Fil recen-
temente van DANTZIG e pci SCHQUTERN ed HAANTJES hanno
portato nells teoria, perfezicnandone 1l'aspetto forma-
le {forse a2 scapito di quello geometrico) le coar dinate
curvilinee omogenee; di cui nel testo & dettc s1 n 19.

(Ved, 15 nota (19.2) per la bibliogrs fia} Unz esposi-
zione interecsante delle vedute pilt recenti di SCHOUTEN
» 136. AL lsvori miei (49,100,101,51) e # quelli,HIAVA-
TV"T“bes, 117 e 118)su questo csmpo si & aggiunto pil

S mente 11 lsvoro comune, gid sltre volte accenns-—

42), nel quale ci siamo proposti di introdurre le
onnessionl proiettive con uns costruzioane geometrics

Q oF H
Q
LTS
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51 finito. Male costruzicne (illustrsta 4a HIAVATY
-nche nel suo lavero in corso, cit. in (12 .e)) ha il
vantsggio di non bsssrsi n® su considerszioni infinite~
simeli, n® su uns formulazione anzlitics,che non dice
nulla zll'intuizione; ma d'sltrs parte non & univoca.
Idee sulle connesgioni proiettive sono anche esposte
(in lingua_gispponese) da J. KANITANI (157) e da S.
SASAKI (153) .

2
(13.¢) (p.109).I parametri 5% ; sono costruiti in mo-
do affatto analogo a gquelli che, per una connessione
affine asimmetrica /[7; , da J.M.THCKAS (zg,l9g6,p.
£53) sono indicati appunto con la notazione JLJQ ; in-
verianti per le trasformazioni della connessione che

conservano il p&ralLelismo

d ’ g AT
S S

(302 Ly = i~ 4370, .
L'snglogis ha un'intimas ragione d'essere, che ri-

sulta evidente da quantc nel testo & egposto al n.2l

& proposito dell'interpretazione (n+l)-dimensionzle

della connessione proiettive in X ;ed ® illustrats

nel mio lavoro 100, 1931,pp. 367 e 3 5. Ved. anche

a proposito dllz;k,48 p.76 e seg.; e nei r,guard“

O ,142,p.31. Cfr.51,pp.20 e seg.: ivi =i fa

,ut
uso di un sistema di psrametri L’} L ke

(13.4) (p.111). Circa le (13.28) ved. ad es. SCHOUTEN
e GOZAB, 96 I, p.197; e particolarnmte ¥ JANO, 58
PP . 411—124 Lo TANC gvolge un aucurgtc raggudglic
delle teorie 4i CARTAN (17) di BER7WALD (56) e a1
T.Y.THOMAS (30).

(13.e) Ssullas derivazione covariante del tensori
molettivi eseguita con psrsmetri misti AL, ved.
SHOUTEN,69 e 77; SCHOUTEN e COZAB, 96, I p 205 e GO-
©AB, 97, p.ll Sle 142 41 CARTAY che nel primo la-
voro (17) usgva sisterms ticamente 1a teorig delle for-
. me differenziazli eeterwarl pil recentemente hs pure
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introdotto unz sorta di derivazione coVeriande, che
¢ fatta con psrametri misti o sddirittura affini.
Ved. 134,1935 , p.139; 144, p.7 ; 145 ,p.211: 151,
p +157 . Le vedute del CARTAN a questc proposito scno
interessanti; se pure appsiono 81 mom asgevole applica-
zione. Premetto che egli dice "tencore", in rels zio-
ne alle trasform zionl Adelle coordinate proiettive
in ,5, , un ente rappresentsbile con un certo numero
quslunque di componenti A, ,le qusli per effetto di
uns qualunque trasforms zione 7" delle coordinste (%)
gubiscono ung trasformazione pure linesre S i cui
coefficienti dipendanc solo dai ccoefficienti di Z°;
con la condizione che &l prodotto di Aue trasforma—
gioni 7, 7I; corrisponda il . rodcttu delle trseforma-
zicnl 5 2 D'altres parte: egli dice traslszione,
rzlativa a un riferimento prciettive A ciascunz omo-
logis specigle che ha l'iperpisno x%0 3él riferi-
mento A qusle iperpiano d'omolngis.

cid posto, 1ntcso che s cisecun punto fzig/di‘ﬁ
sia associsto w: sistems proiettivo A(P) che ha P
¢ 'me. vertice 1C....C, per un tensore /), , rel senso
scpre: precisato, egli intrciuce il Jdifferenziale
ass g luto 574(1 ) guale divario fre le componenti
(A).ed #, gdel suppostc tensore: le 4, 1nteqden-
dosi calcolate in P rispetto ad ®P) e le (H,)!
in P/u a/a/:rl spetto al riferimento dcdotto da
R(F) con la traslazicne, relstiva «d A/ P)-,
gacte P in P ;

&d €8. per un veltore affine coeveriante 14. a1
ba, secondo il CARTAN

(30.0) A = dA - wlA = AN Aa’a

(* )la qusle non mutji >rigine, cio® il punto 10...0
(%) Mi sttengo slls tarmanTOgla e al simbolismo

del testo. Il CARTAW parla di differenzisle cCovVa—
risnte e lo indics con i}i,

Horrotory- Spazi’ @ coringjidhe ,Pra:'e;’%;r‘z ._Z7/5%. \3/
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;¢ 8'identificagno con le./ﬂ (Vea.
15 form. (1447) %:1¥8),perchd 1l CARTAN intenﬂe
siz resd w,=0. -

Fin qui Y'embiente & supposto un ﬁg proiettivo: se
invece si tratta di una varieta £, a connessione
proiettiva, si deve intendere, prevpntivamente, SO~
stituite in un intorno di £ 1a supposta serie di
tensori con la sus immsgine tangenzisle nello speszio

S, tangente i P (Ved. 115,pp. 216-217). I1 che ,
frza-amente, non appr:re a priori molto semplice!

11 differen21ale adsgoluto determinz la derivata co-
veriante che ad es. per A4’ ha le componenti VA (o
secondo CARTAN A;|. )tall che

2 8
(30.2) SA, = A w A -, e
£
ter /A, = 8‘ (cfr. (14 14) ».118) VA & 11 coeffi-
ciente di Tk nell 'espressione di 2R4 .Osservs il
CARTAN che 1la "derivsts covcrisnte®, cosi costruits
per un tensore, generalmente non & un tensore: me le
sue componenti insieme & gquelle del tensore dato co-
stituiscono le componenti di un tensore (=i badi bene:
nel senso genersle ds 1lui intesc). Si vede dungue
cume , a parte la definizicne di portata pih generale,
ei tratta di un ente snzlogo ( e sotto certe condizio- |
ni coincidente) con quelle derivste proiesttive che
nel testo scno definite (3l modo di T.Y.THOKAS e VE-
PLIN) a p.5T. &

ove in resltd 1le /4

(13.£)(p. 114) - 4 proposito delle (13.2C) e (13.42)
rzonmento le (2.1) 3i p.12: che definiscono secondo
CARTAN 15 legge di traspor to dei punti in unc spszio
5 _connessione affine. Cfr. anche SCHOUTEN  77; e HIA- &
“VATY,7C, ove si definisce un trassporto dei punti,che
ir sostsnza d& luogo a una connessione affine con
dévigzione (ved. n.14 del testo). Altri due lavori
di HLAVATY e GOZAB (115) e di HLAVATY (116) studiano,
in modo formele, "trasporti dei punti®™: si trstts
perd qui di connessioni proiettive anziche gffini.
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(13.g) (p.115) - Wel lav.(1l7) del CARTAN, cVe =i
dinizig 1z teoria degli spazi s connessgione proiet ti-
va, se ne svolge gnche uns gererslizzazione che non &
étesta finors molte studiats: ciod lo studio delle
"varietd di elementi" & connecsione proiettivas. Fid
precisamente si trstta di varietd d'elementi lineari
(del 1° ordine) nel piano (generzlizzuzicni ha svol-
to V.HACHTRCUDI: 147,1937). Pensati questi elementi

{ % 7#2') cume punti d4i uno epazio & tre dimensioni,
21 suppone che questo spazio sie dcteto, nel seusc
.ordingrio,di unz connegssione proiettiva: sot to le
ccndizicni che per la relastivz legge di trasporto
ogni "molteplicita" di elementi secondo S.LIE (Ele-
mentverein) si conservi uns molteplicitd , e anche
cisscunsg moiteplicita-punto (luogo degli elementi
.uscenti 4z un punto) si mantengs tsle.

I1 C4RTAN 34 es. estende zlle vsrietd d'elementi,s
connessione proiettiva,ls: nozione di geodetiche; di
queste curve il BCEPIANI hz dato (36, 1927) una sem-

_plice carstterizzazicne gecmetrics.

(11.8) (p.116).Ls nozione di devizzione di unz ccn-
nesgione proiettivs & introdottas nel mio lsv. 51(1032;

p.16 e seg.;cfr.142 ,p. 29.I1 tensore 4di deviazione
(qucle ¢ definito & p.117 del testc) equivele sostan—
ziglmente al tensore GQL trovato (per via angliti-
ca) d; D. von DANTZIG: ved.l(7,p.418 e p.212, form.
{(22.2) del test A

(14.p) (p.31%) - A propusito 4i 191tensori e —9;ten—
sori ved.51 ,p.11l; 142,p.13 (ove si parla di tenso-
‘ri proiettivi di tipo 11 e di tipo I). La distinzione,
wme & precisutz nel testc,solo se ci.si valgs di un
A-riferimento & =\hugn21¢1e e hr significato solo per
i tensori proiettivi analitici (p.113),non per guells
geometrici (p.l12),che hsnno nells teoria un inte-
I@S“% preminente. D'altra parte snche tensorxri "anszli-
tici vresentsnc effettivamente,ed in modo nstursle,

fe
ad es. qrello di curvaturs (nn. 9 e 17).
—— ————r
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I parsmetri normalizzati -[1V per ls connecsione
p101ettiva sono esplicitaemente introdctti 4in 51, p.20; 58
1erd gid il CARTAN avevs osservato che b stsno, & ﬂeter.i
minare 1a connessiona, le forme a% 5‘ aﬁ° . Ved.l7, E
p.211. Nel 1av.iCO,p.375, guidzto ds 11 int rpret4z1cnc
(n+1)- dlmen51on&¢e, avevo introdctto un £ltrc sistems
di parsmetri normselizzsti : ZZ;, ]ﬁz -§‘{f}vd
costruiti proprio sllo stesso modo dei parametri invs-
rignti Z?/} che gvevo postc a bsse della teoris invs-
riativa di unz connessicne affine per le trasformszioni
che conservano il parsllelismo : ved. 48, pp. 77-78.
Cfr. JANDERSLICE, 132 ,p.184: ove Jppun‘bo i parsmetri
F” vefigono utilizzati.

(14.¢) (£.12C) - Circa 1z nozicne di grsdo di un tenso-
re cfr.l142, pp.9-11 e spec. la ncts (%3 ) 5 p.10; e
1C7 p.451. Yed. anche pp. 184- 185 e 213-214 Gel testo.
Che il grado g, quale a ps 120 ¢ definito,non coincids
Col grsdo d'omogeneitd f nells rappresentaz1one in
ecordinate omogenee, ms sia lnvece g= ?réppare nells
nstura delle cose; ma indubbiamente uns sola delle
due nouzioni in una forrulazione definitive andra coh-
servata. i

(14.d) (p.123) Fei rigusrdi del D-riferimento legato
a ung connessione proiettiva e a un sistems curvilineo
ved. CARTAN 17, pp.211-213; 145 ,pp. 177-179, WEYL, SC
pe721, e 1 miei lavori 49,II,pp.3C e 33 ¢

11I ,pp. 83-84 ; 100,pp.375 - 376 . In questi ultimi
lavori & posta in luce 1'identitd frz le trssformaszio-~
ni cui & scoggetto il D-riferimento del CARTAN (replre
nzturel) e quelle ottenute per tutt'sltra via(snaliti-
cs) 4 1 VEBLEN (40 - pp.155-157): di cui ho giZ sccen-
nsto fella nota (C.a) & p.90. Ved. snche 51 51, pp»10, 1
18-15 ; e d'altra parte cfr. 30,31,44, 85 (r.*.moms;,
41 (RCBERTSOR); 89 (ROBERTSON ¢ TBYL); 96 (SCHCUTEN

e GCLAB) 97 (GOLAB), infine 118,137,154 ove HIAVATY
pcne appunto le D-trssformazioni (intese in un sensc
un peo' esteso,come in 96 e 97) e base di estese ricer-
Che;ﬂLWe Varﬂeté a_connessione proiettiva (ncruzieje ;
sulle varietd,in psrticolare Sulle curve e sulle iper- =

,“.
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=“perficie che vi sono immerse. Pil prec1eamen*e in
118 1'ente preso in considerszione da HLAVA”Y & uns va-
rleté s connecsione gffine (a 1mme+rica).f"; d=ts a me-
no di una trasformszione (cfr. 38,39)

(30.3) *—’}z = L4+ B+5 G,

ove ]D 67"sono vettori coverigsnti. I1 che vuol dire
traqformdzlone che conserva le geodetiche , e anche il
tensore

s e l.. 5 l-(. l. ..{
$3C.4) }L/o,‘; = & 7/3 *S'E /)
tensore di torsione dells connebsi ZZZ= £ 4* E.Stl >

legats & quella dsta de una semplice condizicne geometri-
ca (ved.48, pp. 77-79) e cfr. nota (14.b) a pp.292-293.

(15.a) {(p.128). A proposito delle immsgini tangenzisli
delle curve 4i una £ su un fi tangente ved. CARTAN, 145
pr . 171-172; e inoltre 142, p.41; 165,166,167 (KANITANI))
e la mis nota recente 169

(15.b) (p.130) - La form. (15.22) 3 dovuts = HLAVATY, che
se n'?® valso sistemeticamente ad es. nel lav. 138 (pp.
11 e seg.) propric per definire 1ls derivata assoluta .

{15.c) (p.131) - Lz definizione delle ceodetiche, quali
linee aventi per immagini tangenzigli linee rette, & do-
ta dal CARTAN; 17 ,p. 21%. La caratterizzazione Cata nel
testo a p.134 & 3 &.c8 del mio lav. 51. Ved, anche- 142,
2D . ir-+3 58 (YANQ) [.424 e seg.; 150(YaNO), 56 (RERVALD)
57 (HaANHUIES). Sulls nozione di geodetiche secondo v. DAN-
#7216 e SCHOUTEN,o "sutogecdetiche®,di cui nel testc & det-
2 pp. 194 - 195 ( in nota) e 26§270ved. (19.d),Pp-200-

3} Le formule (15.31)
limitatapmente alle O-
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dete de WHITEHSAD (91, 1629); giZ questi ne ha trstto
ccme ls scelts del "fsttere" ¢° (ccsl egli chisma
1" (n+1)mc psrsmetro) ssscei zlls cennessione proiet-
tiva unz conneccsione sffine e un tensore gffine. ks

le (15.38) ,(15.39), e i f=tti cecmetrici che vi eicol=
legano (nel testc esposti a pp. 134-137) sonc conteru-
ti nei miei lav. 52 e 51 Ved. anche 143, 159 ,160 ;e
efr. 108; 123 p» 286; ﬁ32 D198 : -

(16.a) (p.139) - I lsvori 4i ¥MITEHEAD e miei citsti
nel testo sono: 91 e 52,159,160. Anche in 143 1z mis
ccstruzicne delle oonnes31cn1 i affini pr01ett1vomente
piene » esposts e gpplicata. Aprlicazicni dells connés—3

- sicne proiettiva integrsbile dell'S scno snche in '
161,168 .

(16.%) (p.145)- Nei riguzsrdi degli spszi a connessione
metrica preciettivemente piani ved. WEYL,9,p11C,112; CAR-
TAN, 28 (cfr.1l7 , p.227 e 145, p.251 ove si riottiene
inqusdrandolo nells teoria delle connessioni proiettive
1l teor. di BELTRANI ,1) Un'esposizione sbbagstanza am-—

- pia sull'argemento & nel mio 1lav. 52, spec.pp.122-127.
Colge l'occacsione per correggere svsristi errori 4i
stampa a p.126 45 questc lsvorc: nells formula (5.20)
1'ultimo termine (1 Qg4s ) va preceduto dul segno -;
tre righe dopo deve’legsersi (5.16).....¢c7  snzichd
EHL1T) ’élnflne nells (5.22) 1'ultimou segne = vs
mutatc in +. Nucovi risuvltati sugli spazi preiettivs-

ente pisni e particolarmente sulle superficie g con-
ressione metrica prciettivamente pisna(e anzi sul caec
A'eccewzione notsto 4zl TEYL,  accennato in nota a p.
1415: connessgicni metriche superficisli proiettivamen-
te pisne che non scne ottenibili guali metriche non-
~euclidee di CAYLEY)hz ottenuto il rioc allievo S.GALLI-
€C, che ne fard oggettc 4i pubblicszione.

{(16.c) (p.115) BISSTLIRT hs csgervato che gli spazi a
.cennescicne affine proiettivamente. piana ed equi affi- &
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ne possono ottenersi come ipersuperficie in smbien-.
te sffine in cni 1z connessione & indotts mediante
rette uscenti 43 un punto prese come iseudcnormgli.
-Ved. 29 e 34,pp. C4, 166 e ceg.; efr. 91 £.102 & 8g.;
e 52. B' evidente che deve essere unq—EelazuﬁTaffﬁgL

prietd e guanto nel testo & esposto a pp. 102-1C4.
A

(17 .5) (p.151) - Il tenscre 7?"'Xé introdotto quale
tensore di curvstura dells conn9551one proiettlva nel
mio lav. 51,p.24 (ove esso 2 indicato con AEVW Y
Ved. enche 142 ,Pp . 129-137 . Come ho precissto nel
testo , il CARTAN nel suo 1sv. del 1024 (17) e cosi
pure nei seguen_gz(léf,.l44;l§§ ;9218 & sel.) uti-
lizzs invece {5 ° . (che egli scrive 7@,4; ) et
gquale secondo le vedute comunemente adotiste, cui
anche- in queste Lezioni mi sono attenuto, non & (ge-
nerslmente) un tensore: ma & invece tale nel senso
pil genersle intesc dal CARTAN: ved.(13.e),p. 289.
Ved. anche YARC 58 ,pp. 433 e seg.)

Felle maggicr parte deil laVCIl sulle connessioni
proiettive *intende qugle teneore di curvgtura, an-

(ol S S Sk
Z_;Ché 7? /? ) /V‘_,//az 2 /Vzw‘/u. J J 3«:} ’

dzto ddlle (1 .33) a1 p.186 (tensore acltsnto per le
C-trasformazioni); oryuregdlfg , dzto 4zlle (17.19)

di p. 149; ved. ad es. 30, p+ 731-732 (T.V.THOKAS);

40,p 163 e €8 ,p.156 (VVBI M),56,pp.E87 e 8C1 (BERWALD)
B0 5401 e 71T, 1155 (snwovm:w), 96,1,pp -203-204
(SCHCUTEN e GCZAB) .Pih recentem ente perb SCHCUTEN ha
adottato qnﬁh'egl* ouale tensore di curvptura ("Kxrf.-

mungsprojektor der FPlnktltertragung ) ngu(e%e egll

e o 4

scrive O j‘A; ved.141,1%36,p.26).
2

(17 .5) (p. 152) -anche 1s nozione di torsione de
connessione proiettivae 2 introdotta dal CARTAN,17,
S l6 e nes Vi 51, 0p 2628 142 134 13T 14
(17 .¢) (p.153) —l'interpretszione,&accennats nel te-
sto, delle (17.35) dsl CARTAN & dats nel lav.l7, gp-
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217-218.

£ 17 .4) (f.157) - Le identitd di BIANCFI per uns connes—
sione proiettiva dcl CARTAN neli lav. 17,p.216 scno e-
spresse mediante le forme cqﬁ ed JQ ,quele "tecrema
dells conservsziore declla *urVatura; in forms pia vici-
na a quells data nel testo 1m 145,.233 e seg.;ivi ne &
dsta snche una intery retszione geometrice (y.23°) Cfris
rel caso di ung connessione affine ,18 p.91 (SCHCUTEN);
54,1,p.123 (SCHCUTIN e STRUIK).

(17 .e)(p.16C) - La proprietd indicata nel testc,qusle
applicszione delle identitd di BIANCHI, & dimostrsta dal
CARTAN nel 1lav.l7,pp.218-219. Cfr.1l7,p.225.(Ls proprietad
ivi enunciats , onde risnlterebhe yna carstterizzazione_ﬁ
delle superficie = connecsione proiettivz normsle, pro-
bzbilmente non & esstta: il CARTAN non vi & tornato nei
lavori successivi. Ma, sempre a propositc del caso di
ung connessione proiettiva superficisle, pel qusle 1'o- 3
mografia deteriinsts 4sl trasporto ciclico & un'omologia |
col centro nel punto di contatto, un'altra interprets zio-
ne a lui comunicata dal CARTAN 2 accennata da CHERK in
59,p.171)

(17.2) (p.162). Sulle connessioni proiettive normali,

~ introdotte dal CARTAN in 17,pp 221-226, e da lui estese
anche alle varietd d'elementi (1b1d¢p.232 e gseg.;cfr. B
147) ved. 69 (SCHCUTEN),p.424; e 96 I,pp.203- -205351 .pp. 3i-
33:. e ofr, 107,p 14l e 141,p.35 Ved. anche CA RTAN. 83 ;
PP .104-118 Ivi 1'4. complets la sue suggestivse geometrla;
dei gruppi di frasformszioni" associando a un gruppo,
insieme alle due connessicni gffini senza curvaturs e
all'sltrs simmetrica gssccistz ad entrambe, snche uns
corncsssione prciettivs normale. j

(17 .g) (p.163). T1 CAETAY h= mostrstc come uns connes-
sione proiettiva possa ricostruirsi az partire dai va- =&
lori dat: in un punto del torsore di curvaturs e torsio-
ne, 2 delle sue succeszive derivate covarignti: ved, ;jﬁi
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p.222 > ceg.(Won occorre dire che un elemento ulteriore
andrebhe soziunto, non presc in considerszione dal CAR-
TAN * 11 tensore di deviazione. Ved.(13.a3), pi286 )-
Mella costruzione (per via pursmente anglitica) degli
invarignti 4i uns connesgione proiettivs normsle) R.WEIT-
ZNBICK si & cccupsto nel corsc 4Ai uns sus ricerca pil
generzle susli invarisnti jroiettivi differenzisli (71;
YII). Yed. anche 113. Da #.THONSER (93),che vi & stato
condotto ds un problema di topologia differenziasle, 1s
ricerca degli invariasnti legati a uns conneccione proiet-
tiva normsle su una superficie (cio€, z1le sue geocdeti-
che) % stata condotts =z fondo, attraverso all'introdu~
zione di una connessione affine inverisnte (ibid.p.316)

Accennerd ancora a unag nozicne di nctevecle importan-
zs, introdotta dal CARTAN, e collegats con guells 4i
curvsturatls nozione di grupp0 4'olonomis di ung connes -
gione. Ess0 & (per uns connecsicne proiettivs) il grup-
pc formato dalle omografie associate & tutti i cicli
(finiti) uscenti ds un punto assegnato: Ved. 73, pp.
1-2 ¢ 37-4; 83,rp.116-118, e spec. 115,pp.278 301,
cve,frs 1': ltro, 7 iy evo'v¢ un metodc di ricercs degli
Q,mzi a connessione proiettiva che zmmettono gruppi di
clonomis (trsnaitivi) prefisesti. Ved. snche Z§,§

(18.2) (p.164) - Sulle cocrdinate normsli secondo CAR-
AW ved.134 (1935),pp.146-147; 145,p.221 e seg; 59.

Ia mic rlcoetruz1one(che viene qui pubdlicata) in qual-
che modo ma indirettamente si connette slla costruzio-
ne che da, utilizzando 1l'interpretszione (n+l)-dinensio-
nale (n.21), di coordinste normali WHITEHEAD: 50,1931,
spec. pp.336-338. Si vede bene come in realtd, se pure
definite in modo profongamente diverso, le ouorﬁineﬁe
ncrmali del CARTAN non sjanc differenti ds quelle a4
WHITEHEAD. Questi introduce snche ( = differenza el
CARTAN) le coordinate normsli ouogenee te ot
cefr. 50 ,p.341).

( 7 ,.
P 168 gel

(18.b) (p.167) - Nei rigusrdi delle courdinate =f7in
ncrmali ved. ;é,g}, 34,pp: 58,110 e se5.; B 1« 67 € il

BoORTOLOT 7/ - S/baz/ a connejj/bﬂ/'f?ro/'e/%; _D/S/D 38



5.5 54I,p.100: e particolarmente il mio lav.6l e la
nota 170 del BOMI'IANI, ove sull'srgomento si espongono
vedute geometriche, in parte utilizzate nel testo.

(18 .c) (p.177) .I1 teorema del CARTAN sviluppato (con al=
tro procedimento) nel testo & esposto 4Asl C. con due di=
verse dimostrzzioni) in 145, pp.186-193 e 225-228. :

(19.a) (p.172) .L'introduzione delle coordinate curvili=
nee omcgenee nello studioc delle connessioni proiettive &
fattza nel lgv. 1C7 41 van DANTZIG. Vedi anche 1 lav. &8
108,1C9 e 131 dello stesso A., poi il gruppc di lavord
"generelle Feldtheorie" d4i SCHCUTEN , v.DANTZIG ed HAANE
210,311 ,.3312,121,122,123,124,130,135; in euil la teoxria t
geometrica posta a base, in successive( se pure psrzig—:
1i) esporsizicni,riceve vari perfezionamenti e complemer
ti. Ancors : 141 (SCHCUTEF ed HAANTJES); 53,p.41 e seg,
(STRUIK) ;155 e 58,p.455 e seg.(VANO).Ls mis esposizione
ha, limitetamente &llia sua impeostazione inizisle gual-
che elemento a comune con l¢ studio compsrstivo che sul-
le teorie di v.DANTZIG,di CARTAN e T.Y, THCKAS esponi
HIAVATY nel lavoro in corso gid altre velte accennsto
(ved. (12.c) p.285 .Le relazioni con le alt
particolarmente con guells d4i S”VC"””E e GOELB

R 3 ]
analizzate anche da v . DANTZIG: 107 ,pp 413 e §eg.mﬂt
Anche WHITEHEAD (50) usa ccord: nqt omogenee {normal
come ho gid accennate (nells nota (18.a) p- 297 )5 v 48
e.stato condotto nsturalmente dslla interpretszicne in.

n+l dimensioni (n.21;.

¥ 5 ¥ = . . ]
(19.b) (p.190). Wei rigusrdi dell'indicetore 81 snolonos
mia sffine ved. 54,I,p.68 ¢ 143,p.572, 61, p.112; peril
queilo proiettivo ved.141,p.16. et E

(19.0\ (p.192). Sulls conressiocne effine integrazbile, di
cul & sccennsto in nots, sono dste nel testo (p.242 e
8eg.) alcune indicazioni;ls bibliografis verr: te

la nots (25'{} \,PI; 307-308. data
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(19.4) ( pp.194,195) - A proposito delle "gecdetiche"
gsecondo v. DANTZIG e SCHCUTEN ,31 cui & sccennato in
nota,si veda 1C8,p.532; 112, p.651 123 p. 295 ; 130
rp . 359- 361; 135 ,p.69; 141,pp. 30~33. Tali linee in 108
sono dette pqeudogeodetlche, in 130 e 135 autogeodeti-
che; altrove, semplicemente geodetiche. Cfr.107, pp.431-
435. : ‘

(1¢.e) (p. 195) — La denominazione 4i "tensore di seim~
metria®(Asymmetrieprojektor) & data da SCHCUTEN ed
HAANTJES: 141, p.19.

£
(19.f) (p.lGG) L'interpretazione geometrica dell 'indi-
catore d'amrolowomig affine & stata data da me in 143,
P. 572; e utilizzats nel lsv.6l.

(20.a) (p.198) - La costruzione delle "estensioni®(o-
lonome)e dei tensori normali proiettivi (olonomd) &
stata data per la prims volts da T.Y.THCMAS (3C), con
un prccesso analitico che ei basa esclusivamente sullg
interpretazione (n+l)-dimensionsle: e che 2llo stesso A
non & apparso del tutto soddisfscente, szlmeno nells

Sua ultims conseguenZa (teor. di p. 731, che caratteriz
za la varietd "as projective manlfold", mediagnte i
tensori proiettivi normall)

Lffettivamente ‘1'A. & tornato sull'srgomento in

un lavoro suocessivo (31).Ma non nmi & ben chiaro come

que sto valga a completare in modo rigoroso, nei ri-
guardi del "replacement theorem ", 1ls ricerca prece-
dente.

I risultati ad ogni modo appsgiono convalidati dagli
sviluppi esposti qualche anno dopo ds WHITE 34D (5¢C,
1931).

Circa le estengsioni e i tensori normall per 1 va-
rietd = connessione affine rimsndc ai lav. 61,17C e
a quelli precedenti ivi citati (Ved. anche (1é“ﬁ5 )

P -297-299) .
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(21.a) (p.203) - I lavori sccennati nel teﬂto sono gli
stesel gid pil velte citsti e U D (7 THC&nS)
( PHITEHEAD ),97 (GCZaB), 107 (v. mmzzcr, e 141 (scvcm
ed HAANTJES). _
Soprstuttoilsvori 4i THITEHEAD e di GOZAB portanc con=
tributi geometrici: i principali risultati 4i GCXAB sonof
risesunti in {5. Ved anche ?4 p.1C3; 90 (WEYL); 96 I,
.209; 100; 109 (v. DaNTZIG); 58,p 145 e esr.,g;_s_ e 156
(YAWC), 163 (VRANCEANU).

(21.b) (p. 204) - Rammentismo che,per le vsrietd a con-
nescsione proiettiva, il fsttore ® che figuras nelle (21 7)
non pud asvere interecse ccmetrico, gizeche 1o si pud :
ad es. conglobsre 1in d’rendendo (2= 1 .Dungue non &
restrittiva 1= &e4p11F1c321cne accennsta in nota a p.

205: sengza di cul riesce algugnto difficile interprets-

re le (21.12) del 2° gruppo.

1

1’1

(22.2) (p.211) - la distingione frs derivazioni proiet

tive di prima e d4i seconds specie 2 in 142, p.3ﬁ; se-

condo SCHCUTEN invece la derivazione prolettiva pi

nerale & della "projektiver Zusa nmenhang e guella 4
2

ge-
prima specie viene chiagmata Punk*“ﬂa *t ragung” . Ve
PP.19 e 23.

X

v b

Kc_l_:g

e

3

(22.0) (p.213). La nozione di eccesso & introdotts da v

JANTZTS in 107, p.451. Quells di indice dsl VEBLEN im
04, p.61l.Ie relazioni Pfrz gueste fozioni e guellas di

crzdo (nel senso precissto al n.14,p.120 3 c%b che

i¢ in un primo tempo,secondc SCHOUTEN e HIAVATY, avevo
chisrato classe del tensore proiettivo) somo precisate

in 107, pp. 5,181 = 454 ¢ 1In 51 p. P2 {ofr. pd1);

. 10. Cf1. (14,¢),p. 192,

e

(22.0) (p.214) - Circa 1a derivazione covarisnte (22.9]
dei tensori d'eccesso =0 ved.l07, p.12C e 123,r.284.8

(23.2) (p.215) L'esposizione contenuts nel testo
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(nn.23 e 24) segue 1m gran psrte, salvo gqualche sempli-
Picazione e alcuni uvlteriori svilmppi, quella che svevo
dato neHﬂlIYarue del lav. 51, 1932,pp.35 e seg. Pel @ so
genersle ls teoria & condotta in mudo analogo & quello
che svevo sdottzto per la teoris delle vsrietd subor-dina
te a uno spa zio a connessione affine : loc. cit. in
(4.2),p.87). Ved. anche 1le mie Lezioni 139, pp.492-518
e cfr. SCHQUTEN,18, p.133 e seg.;BISENHART ,34,p.137 e
seg.; STRUIK,53, p.47 e seg.; SCHCUTEN e STRUIK, 54 II
p-T79 e eeg..Pel cago di un smbiente a connessione pro-
iettiva ved. HIAVATY ,105; 118 ,p. 257 e seg; 137; wv.DAK-
721G6,107,p.415,; STRUIK, 53,pp.55-56; SCHOUTEN e HAAN-
TJES,141,pp .37 e segg.;e gli altri lavori di HLAVATY
di CAQTAH ,KANITANI e miei cit. in (24. & ),p.-303.

Alons
(23.b) (p.216).Ls vari ietd Y, ; pud rigusrdarsi come

aro spazio di YOWIG (62 cfr. 69 e 77); la connessione
C} . bpud pensarsi guale una ordinaris ccnnessione proiet-
t*v, per guesto spazio, ms & forse pili espressivo in-
terpretarla (come nel testo si sccenna & pag.217) qua-
le una connessione tangenziale per 1la 3(h . Quest'ul-~
zione & introdotts nella mis nots 120 (1933),

da mésapplicata 3llo_studio metricc e af-
rengigle delle congruenze di rette; ved. an_
s:

ct
e
3
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, € vi viene determinata una con-
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ung wexeral zzazione della teoria
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ciats nel testo gl n.23 e nei
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che su una tale superficie un sistema plansre di
linee , secondo QPV“IAEI individua una connessione
proiettiva che hd linee del sigstema gquali gecdeti-
che.

(23.¢) (p.219) -Circa i1 eimbolo D usato nelle (23.11)
e (23,12) ved.p.12 e 37 del testo, ncta (4.&); o sanche
162, notz a Py .12-13 .-

(24.3) (p.224) - Sulle X, in ﬁ%+,oltre al mio lavo-
ro (51) o¢nde é +rstts nelle 11nee genersli 1l'esposi-
zione data nel testo, ved. le mie note 49 e 101, il
lav. 117 di HLAVATY e d'altra parte le note opere
d'insieme di FURINI e GECH 80,1C2.
E' interessante anche consultare la breve notg
del NARTAN(66) che segns l'origine dell'ordine di ri-
cerche cui la mis esposgizicne si ricollega: il CAR-
TAN vi ehuncia molti risultati che merlterebbero for-
ge di essere ripresi.
Lo stesso CARTAN nel suc 1libro recente (115; p.
252 e seg.) ha iniziato(per le superficie in l? )
uno studio delle varietd in amhiente 5 conneseione
proiettivs, che pol » stato proseguitc dz WANITAFI
(165, 166 ,167) e da me (169). Tale studio si basa
sostznzislmente sulla consideragzione dellese immsgini
tangenziali delle curve della varietd subordinats
sullo spazio tangenzigle slls varictd ambiente in
uno dei loro punti. I1 CARTAN he esteso, fre 1'altzro
‘alle X, in T; ls nozione di linee asintctiche e
di direzioni coniugate, poi s'2 vslsc delle guadriche
osculatrici per studiare 1= poesibilitd di esterdere
le direzioni di DARBGUX; virie estensioni di queste
e di altri elerenti dell'ususle gecnetris delle X
in J% hs indicsto il EANITANI; ic ho csservsto come
(almeno) gli elemanti del 4° c¢rdine delle ’mmcu-Ll
. tangenzigli delle curve di uns X, in’ F uscenti da
- un punto apper telgano & uns stessa "upcr”;o;e anolc-
5?2:29, il che rende ragione = priori A1 tutti i prece-
denti risultsti. ;

'l
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Tn'estesa ricerca qulle-ﬁ; e insieme gnche le ;{;ﬂ
anolonome m]j,ﬁ (154) ®.steta svolta da HMLAVATY nell'or-
dine d'idee di uns sus precedente sulle X, ed X)., 1in
A,:.; a connessicne affine; 1'A. raggiunge,con mezzi a-
nalitici, svariszti enti e risultsti gecometrici, sd es.
direzioni, correlszioni e polaritd invsrignti. Citerd
anccrs, & proposito delle ipersuperficie ;K>»%“‘Z;+/:
SCHCUTEN ed HAANTJES:;Lil,p.42 e seg.

(25,a) (p.238) - Credo opportunc qui sggiungere ai due
precedenti elenchi biblicgrsfici un terzo elenco, com-
prendente opere gignificative o comungue 4i utile con-
sultazione, rigusrdanti ks relativiti e particolarmente
le tecrie unitarie, di cui =21 testo & detto al n.25.
tratta 41 lsvori che non hanno a che fare in realtd con
le connessioni proiettive; e per questo non erano sta-,
t1 compregi nei precedenti elenchi.

s
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holonom= Aes champs phveiques."Comptes Rendus icad.
S¢i. Roumsnie" ,1,1936 ,8-11: e "Le Journsl de Physi-—S§
gque®,7,1936, %514-527.

216 - E.VANO :Ls théorie unitsire des champs proposée
par L.VRANCEZANU ."Comptes Rendus de 1'Acsd." 204,1037)
332~-334. 3

217 - W.YANO : La relstivité non holonome et la théorie
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di
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lavori &i SCHCU vor: DANTZIG ed HAANTJES in cui 1a
"teoria uhrqle del campi® (geunerelle Feldthecrie)

e gvilu V@iq %gal ordinatsmente scno : 104, ¢ poi

Bra serle ai otto laveri condotti cor L'algcritmc del=
e coordinste ormogenee: 11€;211,112,121,122;123,12%

iy | ot o — . R 5 = TR
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e ¢ : 7
66 form.(9.2) 9= = ), L
67 T ai
A 3 0
14 2,-5di2:-9 9.3 0 N
n 5 2 du Dt
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ne proiettiva.
3 18 A, e
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(¥*) 1s denominazione di "tensore di curvaturs dells deri-

vazione proiettiva", nél corso i queste Lezioni, & stata
dets, anzich® a /7, , .5, a un sltro tensore (per le C-tra-
=f0rmazioni) indicsto con;VY#A'r.Ved.pp.154~155,186,21h
note s pp.155 e 211.
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rimento, non interviene in realtd nel seguito.



. 216

Pag. Righe al lucge di ¢i legga:

352 1 come punto ..... come punto unite
» g costruzione in... costrugione indicste
154 6 Le (17 .4) Le (17 .40)
159 1 [ (soprrimere)
169 4 olonomo normsle snclonomo normale
" 5 alje e alle
174 ultima su un A-riferi- gu un A -riferimen-—
mento : %o
179 14 proiettiva proiettivo
183 16 delle 2 delle 2%
186 5 distinto da... distinto da /., °
205 4 luogo divsrio luogo a divario
215 8 8. AR
2 yﬁN-n-i
}—l y/;/wz-i b
: e , w it
22) 6 <l </
225 . 1 7; '/:;
4 form.(24.14) £ A e
226 2 /f;: 9 Qe e f; = c()‘:/ e ‘a/a'/
H . s
7 wzj‘ : p C{)?. “‘/' 50,
: 8 RS 60‘1‘(5’;:3} Lo ... TR, SEg
27 16 rette 4 rette 2 X
~— Z ¢
234 13 L5 L
g 12 - G it
s FE lofﬁ
236 5 invériante & invarisnte
23495 32:3 FitEI'E'KOSKI .  MINKOWSKI
ra le Connessioni frg le
\ C Connesgio-
i ;:011@99 ; TRk afeny 0
3 i ; Pt z
n D'/% _“ ///g.} Sa//é =/—EJ-/€_]

form.(25.29) 7
Yot s 4 /¢
éluf— +4z§}f‘



TR 5 T A S
- " A= e T

Y.
Pag. Righe al luogo di si legga:
216 £ L1 ae e 5.
orm.(25.32) = 7/ ., Y.
/ 4 £
e 0 /).~ /}4] /éz # —(D
" 7 7/
247 14 f;z £
3 = et x> Zz) /,zz g
i Gn, 6‘4
248 1 relativo relative
250 12 (del 1938) (del 1928)
. 8 che G~ in V. che G, in 1
" .3. peI'Ché e e 00 pEI‘Ché @'
251 9 [4.4,7] [Ap, ]
252 4 le linee linee
® form.(25.52) a‘; u"/af._. w* = u‘/tzi,
A
254 16 ~un vettore f’l un vettore f)
5 28-29 metrico .... le metrico fcndamental
V $ v
260 form.(26.10) / i = 77,,/‘ =
261 form.(26.22) = L vr[___. =1 Vt[ 2
2J 24
g LGP R X
= 3 j [ ..... = Z.f [ .....
6 f .(26.2 %
263 form.(26.27) Ag Ty =
i WaSaL
270 11 WEBLEN VEBIEN
" 2 identificano s'identificano 7
277 & Differentiaslgeo- differential Gre
metry metry
206 ' 17 era stato erf y’!taia
b 2 5 I{AA'NHJES ?‘TAQL\ L.UED



' "Righe : al luogo di si legggz
5 deve essere . deve esservi
4 %.. 51 Ved .51
3 del CARTAN dal CARTAN _
2 del torsore del tensore
3 precedente sulle precédente(;_s_;_r)sullﬂ
2 L.... SENHART L.P. EISENHART
5 einhetiliche einheitliche
17 potrd...dersi  potrd vedersi :
8 intro_duzione di introduzione di a’u“'.f




S e
ose i)‘ A etand b "
R T s
% [ teded ool
e

olih

IATA e A oA
ey

PTIETTEE
e R fe e aa S Rt
e

i

I3 ot AL
s <
e

7ot
Sp I
Te T S v 8

R

Tara e

Tk prbed
it

amre

et e ras s asprimin
FeTrre T
..H'!(l.n!!!;»mnﬂnw

T =

TR
g8 Lt rare s
e

285 Hn.m.“.!:.

8 s st e

R e
: i 5




	I n t r o d u z i o n e
	Generalità. Cenno storico: geometria proiettiva va in uno spazio o connessione affine.
	Connnessione protettiva secondo CARTAN; cenno su alcuni ulteriori sviluppi della teoria

	PARTE I GEOMETRIA PROIETTIVA IN UNO SPAZIO A CONNESSIONE
AFFINE
	Premesse: righiami formali ssui tensori e le connessioni affini
	Algebra ed analisi tensoriale in uno spazio a connessione affine: nozioni e risultati più notevoli
	Tensori a più serie di indici. Formule di CHRISTOFFEL; equivalenza di due connessioni affini
	Trasformazioni proiettive. di una connessione affine
	Il tensore di WEYL, di curvature proiettive, e il covariante proiettivo; equivalenza proiettiva fra due connessioni affini
	Parametro proiettivo. Derivazione  proiettiva
	Coordinate proiettive normali(non omogenee) e Parametro proiettivo normale legati a un sistema di geodetiche.
	La più generale costruzione di un parametro proiettivo secondo L.BERWALD. Prima introduzione di du".

	Tensori proiettivi e derivazione proiettiva tensore di curvatura relativo. La connessione proiettiva normale. Parametri di T.Y.THOMAS.
	Primo elenco bibliografi co
	NOTE n:k\ t• PARTE

	PARTE II GLI SPAZI A CoNNESSlONE PROIETTIVA, SECONDO IL CARTAN
	Generalità. riferimenti, rappresentazione analitica della connessione proiettiva
	Varietà in ambiente proiettivo; costrusione di una connessione proiettiva su di essa, passaggio al caso generale
	Spazi proiettivi tangenti a una Xn, a sè considerata. Tensori proiettivi; connession proiettiva in generale, derivazione proiettiva
	Derivazione di una connessione proiettiva. Costruzione di parametri normalizzati.
	Geodetiche. Curvatura e torsione
	Geodetiche di una connessione proiettiva; connessione affine e tensore affine subordinati a un campo d 'iperpiani. Scomposizione delle trasformazioni proiettive fra spazi infinitamente vicini
	Appliczione: determinazione delle connessioni affini simmetriche proiettivamente piane (rappersentazioni della connessione proiettiva integrabile dell' Sn proiettivo mediante un B-riferimento) 
	Curvatura e torsione di una connessione proiettive
	Coordinate normali; coordinate · curvilinee omogenee. Tensori normali, estensioni. Interpretazione (n+ l)-dimensionale
	Coordinate normali e riferimento normale
	Il metodo delle coordinate curvilinee omogenee generalità. Riferimenti analonomi. Indicatore d'anolnomia proiettiva
	Tensoi proiettivi nomrali; estensioni di un tensore proiettivo
	Interpretazione                 (n+ l)-dimensionale
	Applicazioni le connessioni proiettive e la geometria proiettiva differenziale della varietà di Sn proiettivo.
	Varietà Xn in Sn proiettivo
	Ipersuperficie di Sn: quadratiche di DARBOUX forme di FUBINI; determinazione intriseca delle pseudonormali
	6- Applicazioni: la relatività proiettiva
	Premesse e richiami su alcune teorie unitarie del campo elettromagnetico e gravitazionale
	Derivazioni proiettive legate a un campo di quadriche
	La teoria della relatività proiettiva secondo VEBLEN
	Cenno sulla teoria generale dei campi secondo SCHOUTEN e VAN DANTZIG
	Secondo elenco bibliografico
	'1ote al l a II l 'arte

	INDICE

