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CAPITOLO V.
DETERMINANTI, SISTEMI DI EQUAZIONE DI PRIMO GRADO

Nel § 17 abbiamo dato un metodo generale per affrontare
il problema di risolvere i sistemi di due equazioni algebriche
in due incognite: metodo che é estendibile anche a casi piu
generali. Ma questi studi vanno rapidamente complicandosi,
conservando un carattere di grande semplicita soltanto per i
sistemi di equazioni di primo grado. Questo caso (che del resto
si puo trattare coi metodi piu elementari dell’algebra) ha dato
origine a nuovi simboli e algoritmi, il cui studio costituisce
la teoria dei determainanti, ed offre rapidi metodi di calcolo in
alcune ricerche di geometria e di meccanica razionale. Per quanto
si tratti di una teoria di importanza piu formale, che essenziale,
noi vogliamo ora esporne i tratti salienti.

§ 18. — Matrici.

o) Si dice matrice ad m righe ed n colonne I'insieme di
m n numeri o simboli, od espressioni algebriche (elementi) disposte
in m righe ed »n colonne (*) racchiuse tra due coppie di sbarre
verticali. Cosi, ad esempio:
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sono rispettivamente una matrice a 3 righe e 4 colonne ed una
matrice a 2 righe e 5 colonne.

Nella prima matrice gli elementia, b, ¢, d costituiscono la prima
riga, o, come si suol dire, la riga d’indice 1; gli elementi e, f, g,
costituiscono la seconda riga o la riga d’indice 2, ecc.

Gli elementi a, e, [, costituiscono la colonna d’indice 1; gli
elementi b, f, m costituiscono la colonna d’indice 2, ecc.

(*) E inutile definire il significato della frase: « simboli disposti in una riga
0 in una colonna ». Gli esempi seguenti basteranno a renderne chiaro il senso.
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L’elemento p della prima matrice € l’elemento posto nella
riga d’indice 3 e nella colonna d’indice 4.

Assai spesso gli m n simboli che costituiscono la matrice
(gli element: della matrice), si indicano con una stessa lettera
dell’alfabeto (p. es., con la lettera @) accompagnata da-due indici,
che variano da elemento ad elemento; il primo €& I'indice della
riga, il secondo é 1'indice della colonna alle quali appartiene
I’elemento.

Cosl, p. es., se si indicano gli elementi della prima matrice
con la lettera a, e si vnol seguire la convenzione ora fissata,
si indicheranno gli elementi della prima riga a, b, ¢, d rispet-
tivamente coi simboli @i, @1, @13, a1s; gli elementi e, £, g, I
rispettivamente coi simboli @, @s, @23, @2¢; 1 quattro elementi
della terza riga coi simboli as, @32, as3, @ss.

In generale una matrice a m righe ed = colonne s’indichera:
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I1 simbolo a,, indica l’elemento di una matrice, che appar-
tiene alla #™ riga (riga d’indice ») ed alla s™ colonna (colonna
d’indice s). Queste convenzioni si usano spesso per semplificare
e rendere piu chiare le notazioni.

Se m == n, la matrice dicesi matrice rettangolare; se m =mn,
si usano due sbarre verticali soltanto; e la matrice dicesi
matrice quadrata o determinante di ordine n.

8) Sia % un numero intero positivo non superiore né a m,
né a n: scegliamo a piacere k& colonne e % righe tra le »n co-
lonne e le m righe della nostra matrice; i Z° elementi in cui si
incrociano le % righe e le £ colonne scelte si troveranno disposti
in modo- da costituire una matrice quadrata (determinante) di
ordine /%, il quale si chiama un minore della data matrice.

Cosi, p. es., se m —4, n =275, si scelgano tre colonne,
p. es., la 2 la 4% la 5* e tre righe, p. es., la 22, la 3%, la 4%,

I nove elementi determinati dalle intersezioni di dette righe

Az Aoy A2
e colonne formano il determinante Az A3y Az |
| A Qg Qg5 l

minore del terzo ordine contenuto nella matrice considerata.
I minori del 1° ordine sono gli stessi elementi della matrice.

, che ¢ un
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v) Tra gli elementi di una matrice quadrata di ordine #
sono specialmente notevoli gli » elementi della diagonale prin-

cipale: cioe quelli che appartengono a riga e colonna di ugual

la ble id |
indice. Per I determi % BB e
indice. Per es., nel determinante | , 5 ~ | di ordine 4, la
pa s
diagonale principale € costituita dai 4 elementi a, 3, C, s.
Diciamo che abbiamo trasposto (scambiato) due righe, p. es.
la 7™ ¢ la 5™ se scriviamo la 7™ riga al posto della j*™"*
e viceversa. Altrettanto dicasi per le colonne. Cosi, p. es., dal

f a b ¢ d
i
precedente determinante si ottiene il determinante ‘ i lg 1? é) ;

=
<
o

'
trasponendo la seconda e la terza riga.

§ 19. — Definizione di determinante.

I determinanti si considerano come simboli comodi a scriversi
per indicare certe quantita che ora definiremo (¥).

Un determinante |a| del primo ordine si considera come
identico al suo unico elemento a. Tale notazione non €& pero
usata, perché con |a| si indica invece di solito non un deter-
minante, ma bensi il valore assoluto o modulo di a. Molti dei
seguenti teoremi non hanno del resto senso per determinanti
del primo ordine.

: :
Un determinante 32 [ del secondo ordine si considera
|

come un simbolo equivalente alla differenza ad — bec. (Cio
che, come é facile a riconoscere, ¢ conforme alla seguente defi-
nizione). -

Noi ora, supposto noto il significato di un determinante di
ordine » — 1, definiamo il valore di un determinante di ordine #.
(Abbiamo cosi una definizione generale per induzione completa).
I determinanti pitt usati sono quelli del secondo, del terzo e
del quarto ordine.

(*) Taluni usano due coppie di sbarre verticali per scrivere un determinante,
pensato come matrice quadrata, usando poi due sole sharre verticali se si vuole
indicare il valore che ora definiremo.
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Un elemento di un determinante si dira di posto pari o di
posto dispar: secondoche € pari o dispari la somma degli indici
della riga e colonna cui appartiene 1’elemento secondo le con-
venzioni del § 18, a, pag. 63.

E chiaramente: Di due elementi consecutivi di una stessa
linea (riga o colonna) uno é di posto part, U'altro di posto dispari.

Sia dato un determinante ) di ordine » e ne sia a un
elemento; sopprimiamo la riga e la colonna, cui appartiene a:
otteniamo un determinante (minore) D’ di ordine » — 1, di cui
per ipotesi conosciamo il valore. La quantita + D', se a & di
posto pari, o la quantita — I)', se @ é di posto dispari, diconsi
il complemento algebrico di a.

Se un elemento di un determinante é indicato con una let-
tera minuscola seguita da uno o piu indici, e se non vi € a temere
alcuna ambiguita, molto spesso il sno complemento algebrico si
indica con la corrispondente maiuscola seguita dagli stessi indici.
Cosi, per esempio, se -

a, Q Q3
(1) -D — b1 bg b3 ?
C1 Co C3
si scrive
by b -
4, =+ T = b, ¢, — ¢ b:
} 02 03 2 U3 2 U3,
|
a; Q>
By —— | ¢ =@y C —— @ C>
3 1 cl Cs 2 L1 1 V2
as a:
AR ‘ b2 b* = a, by — b, a;, ecc.
2 3

TEOR. I. Se noi cambiamo tutti gl elementi di una linea,
¢ loro complementi algebrici non cambiano.

E cio perché per formare il complemento algebrico di un
elemento si sopprimono proprio le due linee cui appartiene
I’elemento stesso.

OSSERVAZIONE. Sia data una successione di oggetti, p. es.
a,b,c.defg,h,k.

Scegliamone due, uno di posto », I’altro di posto p == 7; p. es.
I'elemento d di posto » =4, e g di posto p=17. Sia » il
posto del primo elemento, quando si cancelli il secondo, e p’ il
posto del secondo quando si cancelli il primo. Nell’es. prece-
dente ' — 4 ¢ il posto di ¢ nella successione a, b, ¢, d, e, f, h, k&

5 — G. FuBINI, Analisi matematica.
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ottenuta dalla precedente sopprimendo g; e p'= 6 ¢ il posto di g
nella successione a,b, ¢, e,f,g,h, k ottenuta sopprimendo invece d.

Il posto di un elemento non varia se si sopprime un ele-
mento che lo seque, mentre invece diminuisce di uno, se st can-
cella un elemento che lo precede; percio

r=rp=p—1 se r < p,
r=r—1,p =p se > p.

In ogni caso » + p ed » + p' differiscono di una unita;
cosicché, se uno di essi € pari, I'altro & dispari; cioé

(=1 = — (1),

Analogamente, se in una matrice si cancella una linea di
indice 7, allora le linee parallele che precedono la linea cancellata
(di indice p<7) conservano nella nuova matrice I'indice p: le
linee parallele, che seguivano la linea cancellata, che cioé ave-
vano un indice p >> 7, avranno nella nuova matrice I'indice p — 1
(appunto perché la »“™® linea precedente € stata cancellata).
Anche nel caso delle linee di una matrice si possono pertanto
applicare le precedenti considerazioni.

Sia dato un determinante I); sia @ un suo elemento posto
sulla 7™ riga e sulla s“™* colonna; esso € di posto pari o
dispari secondo che » -+ s & pari o dispari [nel primo caso
(—1)"** = + 1, nel secondo (— 1)t = —1].

I1 complemento algebrico 4 di a € il minore p ottenuto
cancellando riga e colonna incrociantisi in a e preceduto dal
segno (— 1)"**,

Un elemento & di D, che appartiene a una riga e una
colonna distinte da quelle passanti per a, appartiene anche al
minore §. Se r + s & pari, cioé p coincide con A, il comple-
mento algebrico di b nel minore p si dira il complemento
algebrico di b nel complemento algebrico A di a (nel determi-
nante iniziale). Se invece r +s ¢ dispari, cioé A =— — |, allora
il complemento algebrico di b in B, cambiato di segno, si chia-
mera il complemento algebrico di b nel complemento algebrico
A di a. Cioe il complemento algebrico di b nel complemento
algebrico A4 di @ vale il complemento di b nel minore p otte-
nuto sopprimendo riga e colonna incrociantisi in a, cambiato o
non di segno secondo che A coincide con p o con — M, [cioe
secondo' che @ ha posto pari o dispari in D), cioé secondo che
(—1) ** vale 4+ 1 oppure — 1].
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Siano p, ® i numeri d’ordine della riga e colonna che b ha
in D; siano ¢, i numeri d’ordine della riga e colonna che b
ha in p (che si & ottenuto da D cancellando la riga »*"“ e
colonna s*™). Il complemento algebrico di & in p vale il mi-
nore M ottenuto cancellando da p la riga e colonna incrociantisi
in b, preceduto dal segno + o — secondo che p' + 3" & pari
o dispari, cioé preceduto dal segno di (— 1)"*°.

Quindi il complemento di b in A, vale M preceduto dal
segno del prodotto (— 1)'*t* (—1)"*7%, cioé dal segno di
{5 1)(r+.’*')+(8+6’)‘ ; j

Ora M non é che il minore ottenuto da /) sopprimendo
entrambe le righe ed entrambe le colonne che si incrociano in
a ed in b.

Cosi pure, se » ed s somo i numeri d’ordine della riga e
colonna, cui appartiene a nel minore ottenuto da 7 soppri-
mendo le righe e colonne che si incrociano in b, il complemento
di @ nel complemento di b vale

(— 1)1’+8'+p+6 M,
dove M & ancora il minore ottenuto sopprimendo in D) le righe

e colonne che si incrociavano in @ e in b.
Ora per l'osservazione precedente

(— 1)y = — (— 1yt
Analogamente &
I o i 10,

Moltiplicando, se ne deduce:
(— 1)y tete i — (— 1)r’+s'+,».+,:_'
Percio :
TrOR. II. Se a, b sono due elementi di un determinante
appartenentt a righe e colonne distinte, 1l complemento alge-

brico di a mel complemento algebrico di b ¢ uguale al comple-
mento algebrico di b nel complemento algebrico di a.

Der. Si dice valore di un determinante la somma dei pro-
dotti ottenuti moltiplicando gli elementi di una linea qualsiasi
per i loro complementi algebrici ().

(* Applicando questa definizione a un determinante di ordine 2, si ritorna
al valore sopra definito di un tale determinante.

Se invece moltiplichiamo gli elementi di una linea per i loro complementi
algebrici cambiati di segno, e poi sommiamo, troviamo il valore del determinante
cambiato di segno.
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Cosl, p. es., nel caso precedente tale valore sarebbe :

a, 4; + b, By + ¢, C,, oppure a, 4> + b, B, + ¢, Cs, oppure
a, A, + as A, + ay As, ece.

Perché tale definizione non sia contraddittoria in termini
bisogna pero dimostrare che, da qualunque linea si parta, si
giunge sempre allo stesso valore (che, p. es., per il determi-
nante (1) ¢ ¢, 4, + b0, Bi+¢,Ci = a1 4, + a4 + a; 4; =
= ¢ O + ¢ Oy -+ ¢ C; = ece. ...).

Poiche il teorema si verifica tosto per i determinanti del
2° ordine noi potremo dimostrarlo col metodo di induzione com-
pleta provando che, ammesso il teorema per i determinanti di
ordine » — 1, e quindi anche per i complementi algebrici (*)
degli elementi di un determinante di ordine #, esso si dimostra
valido anche per i determinanti di ordine ».E cosi noi faremo.
Per provare che, partendo da una linea qualunque, si giunge
sempre allo stesso risultato, bastera provare che, partendo da
una riga qualsiasi (p. es. la »®™*) si giunge allo stesso
risultato, come partendo da una colonna qualsiasi (p. es. la s*™%).
E, poiché il teorema € stato ammesso per i determinanti di
ordine » — 1, noi, per calcolare i complementi di un elemento
qualsiasi, potremo calcolarli partendo da una loro linea qualsiasi.

Se noi sviluppiamo, come abbiamo detto, il determinante
iniziale prima secondo gli elementi della riga #, poi secondo gli
elementi della colonna s, troviamo due somme S, S’ di »n pro-
dotti (di un elemento per il suo complemento) che hanno un
addendo comune : il prodotto dell’elemento ¢ in cui si incrociano
la riga r e la colonna s per il suo complemento C. Bastera
provare che i risultati R, R’ ottenuti sopprimendo dalle due
somme S, S’ questo addendo comune, risultano uguali. Ogni ad-
dendo di R é il prodotto di un elemento a della riga # per il suo
complemento A; questo complemento si pud, come abbiamo detto,
calcolare partendo da una sua linea qualsiasi, p. es. da quella
sua colonna, che in D aveva il posto s; esso € uguale percio
alla somma dei prodotti ottenuti moltiplicando ogni elemento b
di questa sua colonna per il complemento di tale elemento b
in A. Quindi R si ottiene cosi:  Si moltiplichi ogni elemento a
della ™™ riga per ogni elemento b della s*>™* colonna (distintt

{*) Cio ¢ evidente se si tratta del complemento di un elemento di posto pari (il
quale complemento ¢ precisamente un determinante di ordine # — 1). Se invece si
tratta di un elemento di posto dispari, tale complemento & un determinante di or-
dine # — 1 cambiato di segno; ma tale cambiamento di segno si ha, per definizione,
anche nei complementi algebrici: dei suoi elementi.
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dall’ elemento ¢ di incrocio) e per il complemento algebrico di b
nel complemento algebrico A di a e si sommino @ risultati cosi
ottenuti.

R’si otterrebbe similmente sommando i prodotti di ogni a
per ogni b e per il complemento di @ nel complemento B di b.
Per il teor. I sara dunque R = R’, c. d. d.

OsservAzIiONE — Da questa dimostrazione segue che il valore di un deter-
minante si ottiene sommando insieme :

o) il prodotto di un suo elemento ¢ scelto ad arbitrio per il suo complemento
algebrico ;

£) 1 prodotti ottenuti moltiplicando un elemento a posto sulla riga di ¢ per
un altro elemento b posto sulla stessa colonna di ¢, per il complemento algebrico
di @ nel complemento di b (o, cid che & lo stesso, il complemento di b nel com-
plemento di a).

Un risultato analogo si ottiene se gli elementi a,b descrivono due linee paral-
lele, p. es. due righe, restando pero sempre in colonne distinte. In tale caso natu-
ralmente non si parla pin di elemento di incrocio.

§ 20. — Proprieta di un determinante.

TEOR. I. Se noi scambiamo ordinatamente le righe con le
colonne, 1l determinante D non muta (cioé diventa un deter-
minante D uguale a D).

| a; bl C1 ‘ a; a: ag
(Per es. \ @by 6 =0 ba b3l )
\[ a; by ¢ ‘ i C C3

Cio si puo dimostrare o notando che per la stessa definizione
le righe e le colonne hanno lo stesso ufficio nel calcolo di D,
oppure [ammesso il teorema per i determinanti di ordine pit
piccolo dell’ordine di D, perché il teorema & evidente per
i determinanti di ordine 1, 2] osservando che, sviluppando D
secondo gli elementi della prima riga, si ha un risultato identico
come sviluppando D' a partire dalla prima colonna.

TEOR. II. Trasponendo (scambiando) due linee parallele,
il determinante D cambia di segno (cioé si muta in un determi-
nante /)’ = — D anzi i termini di D’ sono ordinatamente
- uguali e di segno opposto a quelli di D) (¥).

(*) Un determinante D di ordine » ¢ una somma di pin quantita 7', ciascuna
delle quali & un prodotto di » elementi del determinante stesso. Queste 7'si dicono
i termini di D (cfr. i teor. del seg. § 21). Un termine di D & il prodotto di un
suo elemento per un termine del complemento algebrico dell’elemento stesso.

i | o

R
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1l teorema e evidente per i determinanti di ordine 2. Am-
messo il teorema per determinanti di ordine » — 1, dimostria-
molo per un determinante D di ordine » > 2. Il teorema cosi
sara completamente provato col metodo di induzione completa.
Scambiamo in D), p. es., le righe »*™* ed s*™". Consideriamo
la t*™ riga con t==r, t==5. Scambiando le righe di posto »
ed s, si scambiano due righe nei complementi algebrici degli
elementi di tale ¢*™ riga, che sono (a meno del segno) deter-
minanti di ordine 7 — 1 e per i quali vale per ipotesi il teorema.
Basta ricordare lo sviluppo di D ottenuto partendo dalla ™
riga, perche il teorema risulti provato anche per D.

TEOR. IIL. Se un determinante ha due righe parallele uguals,
esso e nullo. Infatti, scambiando tali righe, D resta immutato ;
ma, per il teorema precedente, esso cambia segno. Dunque
D =—D, cice D=0.

TeoR. IV. Se 0 moltiplico © complements degli elements dv
una linea di D rispettivamente per delle quantita 1;, 15,1 .....
e sommo, il numero cosi ottenuto é uguale al determinante D’
che st deduce dal dato, sostituendo le 1,,15, 15 ..... ordinatamente
al posto degli elementi della linea considerata.

Cosi, p. es., se

'alblcg ‘alblcll
D:;ag bgCg Si ha p. €es. 11A2+l2B2+L(,'2——_—| 11 Zg l3: —_—_-D,
;(lsbgc;;; ia3b303‘

Infatti i complementi delle @, b., ¢; in D e quelli delle 1, I, I
in D" sono per il teor. I di pag. 65 ordinatamente ugunali. Ora
per definizione 1)’ vale la somma dei prodotti ottenuti molti-
plicando le [, I, I; per i loro complementi algebrici in D', che
per la precedente osservazione valgono appunto i complementi
algebrici A4,, B,, C; delle a,, bs, ¢ in D. c. d. d.

TEOR. V. La somma dei prodotti ottenuta moltiplicando gli
elementi di una linea ordinatamente per 1 complementi algebrici
degli elementi corrispondenti di un’altra linea parallela alla
prima e sommando, é nulla.

Cosi, p. es., per il determinante D) del precedente teor. IV
e a; 4> + b, Bo+ ¢, (=0, oppure a, B; + a; B, + a; B;=—0, ecc.
Infatti la somma dei prodotti degli elementi a,, b, ¢; della
prima riga per i complementi degli elementi a., b, ¢, della seconda
riga vale (per il teor. IV ove si ponga b, = a1, b="0:, Iz =1¢))
quel determinante 1)’ che si ottiene da D scrivendo ai, by, ¢, al
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posto di ., bs, c.. Ma tale determinante D' avra ugnali la prima
e la seconda riga e percio (teor. IIT) e nullo. c. d. d.

TEOR. VI. Se moltiplichiamo gli elementi di una linea del
determinante D per un numero K, il determinante resta molti-
plicato per K (cioé¢ si muta in un determinante D' = KD).
Infatti i complementi algebrici degli elementi di quella linea
restano invariati; dallo sviluppo di D secondo gli elementi di
tale linea si deduce pertanto subito il nostro teorema.

Cor. 2) Se due linee parallele di un determinante sono pro-
porzionali, il determinante ¢ nullo (perche, moltiplicando gli ele-
menti di una di queste linee per un conveniente fattore, il determi-
nante si muta in un determinante con due linee parallele uguali).

TrOR. VIL. Se gli elementi div una linea di un determinante
D sono ordinatamente 1, + m;, I, 4+ m,, I3 4+ m;, ..... , 1l deter-
minante D é uguale alla somma dei due determinanti ottenuti
da D sostituendo agli elementi di tale linea una volta le 1y, 1, ..... ;
un’altra volta le m,, m,, .....

Cio risulta subito dallo sviluppo del determinante ottenuto
partendo dalla linea considerata.

TeOR. VIII. Se agli elementi a;, by, ¢, ..... di una linea
aggiungiamo gli elementi a;, by, ¢, ..... di una linea parallela
moltiplicati per un numero qualsiast k (cioé scriviamo a; + % a;,
by ¥ & By ioessi al posto di a, b, .....), 1l determinante resta tm-
mutato (cioé si muta in un determinante 1)’ = D). Infatti 1)
e (teor. VII) somma del determinante che ha come elementi della
linea considerata le a;, b, ..... , e dell’altro che in tale linea ha
gli elementi %a;, k0, ..... Il primo e lo stesso determinante D),
il secondo ha proporzionali la riga degli elementi a;, b;, ..... e
la riga degli elementi %a;, kb;, ......, ed & percio nullo (Cor. «
del teor. VI). Donde segue il teorema enunciato.

TEOR. IX. Un determinante D di ordine n ha ]n termanz.

Cio e evidente per » =— 2; ammesso al solito vero per i
determinanti d’ordine » — 1, si noti che i complementi algebrici
degli elementi di ) hanno ]n——- 1 termini. Per ottenere D si
- deve moltiplicare ognuno degli » elementi di una linea di ) per
il suo complemento e sommare. Si avranno cosi n |[n—1=u
termini generalmente distinti.

Il teorema €& cosl provato per induzione completa. (Si noti
che per determinanti particolari qualcuno di tali termini puo
essere nullo, due termini si possono elidere; se un elemento €
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somma di pil quantita, qualche termine si puo scomporre nella
somma di parecchi, ecc.).

TEOR. X. Sono poi immediate le sequenti proposizioni:

a) Se tutti gli elementi di una stessa linea somo nulle,
il determinante é nullo.

b) Se tutti glv elementi posti da una stessa banda della
diagonale principale sono nulli, il determinante si riduce al
termine principale.

¢) Un determinante div ordine n si puo trasformare in
un determinante uguale dv ordine n + 1, premettendo una riga
ed una colonna, purche gli elementi dell’una o dell’altra siano
tutte mulli, eccettuato il primo che sia uguale all'unita.

Cosi, p. es.

|2
cd_i

o RO
Lo O
I

1
[
f

[ o~ oo -

§ 21. — Ailtre proprieta di un determinante.

Teor. I. Un termine T di un determinante D di ordine n ¢ (a meno del segno)
prodotto P di n elementi, due dei quali non appartengono né alla stessa riga,
né alla stessa colomna.

Cio & evidente per 2 =2; come sopra ammettiamo il teor. per determinanti
di ordine #— 1. Un termine 7' di D & il prodotto di un elemento @ di D per un
termine 7'’ del complemento algebrico A di a. Poiché il teor. & ammesso per i
termini 7" di A (che & un determinante d’ordine » — 1) e poiché gli elementi di 4
appartengono a righe e colonne distinte dalle due linee, cui appartiene a, il ter-
mine 7’=a 7' di D godra pure delle proprieta enunciate.

Teor. II. Viceversa un prodotto P di n elementi di D, due dei quali mon
appartengono né alla stessa riga mé alla stessa colomma, é, a meno del segno,
un termine T di D.

(Dimostraz. analoga alla precedente).

Per quanto rigunarda i segni si pud poi dimostrare:

Teor. II1. Se gli elementi di P si possono portare sulla diagonale prin-
cipale con k trasposizioni di righe o di colonne, allora T = (— 1)* P, (cioe T=P

se & & pari, T=—Psek é dlspan) ;
a, b, ¢, |
P.es. il termine b,c,a, di | @, b, ¢, g:D si porta sulla diagonale principale tras-
i

a, b, c,
ponendo, p. es., dapprima le colonne prima e seconda, e poi le colonne che (dopo la
precedente trasposizione) si trovano al 2° e 3° posto. Pertanto ¢ £ =2, e +b,¢,a,
¢ percio un termine 7' di D.

Le trasposizioni con cui un termine si porta nella diagonale principale si
possono scegliere in modo molteplice; dal teorema IIT segue perd che, se con un
metodo occorre un numero, p. es., pari di trasposizioni, con ogni altro metodo il
numero delle trasposizioni necessarie sara ancora pari.
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Dru. II teorema é evidente se £ =0. In tal caso P & proprio il prodotto degli
elementi della diagonale principale, che & un termine del determinante (il termine
principale).

In ogni altro caso il determinante D’ dedotto da D con tali % trasposizioni
vale (— 1) D (teor. IT del § 20); ogni termine di D’ vale il corrispondente di D
moltiplicato per (— 1)~

Ora il prodotto P da noi considerato & il termine principale di D', e percio
P ¢ un termine di D'. Dunque (— 1)* P & un termine di D, ¢.d.d.

Teor. IV. I termini di un determinante D, che hanmo come fattori h ele-
menti scelti dalle prime h righe e colonne, hanno per somma il prodotto del
minore A formato con tali righe e colomme per il minore complementare A’
(formato con le residue righe e colonne).

Per h =1 si trova un’immediata conseguenza della definiz. di determinante.

Div. Uno di questi termini 7' ¢, a meno del segno, il prodotto P di % elementi,
appartenenti a righe e colonne distinte del minore 3, per # — h elementi appar-
tenenti a righe e colonne distinte di 4’

Ora il prodotto » dei primi % elementi vale, a meno del segno, un termine
= di 4; e precisamente == (— 1)*p, se con k trasposizioni si portano gli % ele-
menti di p sulla diagonale principale di A. I1 prodotto p' degli altri # — % elementi
vale, a meno del segno, un termine <’ di A'; e precisamente -’ —(—1)'p’, se con
[ trasposizioni si portano tali 2 — & elementi sulla diagonale principale di 4"

Allora evidentemente, facendo tutte le citate p + I trasposizioni, tutti gli
n elementi considerati sono portati sulla diagonale principale di D. E percid
T—=(—1)+!P. Poiche P=pp'=(— 1)< (— 1)<, sara T=r~+<". Cioé i termini
T considerati sono tutti e soli i prodotti di un termine = di A per un termine = di "

c.d. d.

Siano scelte % righe qualunque che abbiano i posti r,,7,, ..., r, scritti in

ordine crescente. Trasponiamo la riga . con quella di posto r,— 1, poi con
quella di posto 7, —2, ecc. ecc., poi con la prima riga; avremo cosi fatto r, —1
trasposizioni: la riga di posto r, & andata al primo posto, senza che ne resti
turbato I'ordine in cui si seguono le altre righe.

5t i c esima
In modo analogo con r, — 2 trasposizioni porteremo la riga r, = al secondo

posto, ecc., con r, — h trasposizioni porteremo la riga 7, al posto %, in tutto
COn - Ery-F.. tr) (1 F2 -+ ~+ h) trasposizioni avremo portato le nostre
h righe ai primi posti senza cambiare né 'ordine in cui si succedono tali righe,
né l'ordine in cui si succedono le altre » — h.

Altrettanto dicasi per 2 colonne di posti s,, S,, ..., S, -

In tutto con (r, + 7y . F7r) (5, 5+ ... +5)—2(0 +2+ ... + F)
trasposizioni avremo portato sia le righe, che le colonne considerate ai primi 7 posti
senza che sia mutato né 1’ordine in cui si seguono le linee considerate, né 1’ordine in
cui si seguono le linee residue. Poiché ogni trasposizione di linee parallele cambia
il determinante di segno, e poiché 2 (1 + 2 +- ..... + k) & un numero pari, con le traspo-
sizioni citate avremo dedotto dal determinante D un determinante D' = (-—1)°D
se c=(ry+7r,+..+7)+ (s,+ 8+ ... +8,). E anzi da ogni termine di D' si
deduce il corrispondente di D, moltiplicandolo per (— 1)-. Applicando a D' il
teor. IV, avremo in conclusione :

TeoR. V. Se A ¢ un qualsiasi minore di un determinante D di ordine n,
formato con h < n righe e h colonne di D, e A' ¢ il minore formato con le residue
n — h righe e colomne, il prodotto di A, di ' e di (— 1), dove ¢ uguaglia la
somma degli indici delle righe e delle colonme di A, ¢ uguale alla somma di
tutti e soli quei termini di A, che contengono come fattori h elementi di A.
11 prodotto (— 1)° A’ si chiama complemento di 4 : & facile vedere che (—1)°a &
il complemento di 4. '
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Cosi, per es., nel determinante

A
D e b, a6 |
| Gy Gy Ay Gy
la somma di tutti i termini del suo sviluppo, i quali contengono per fattori due
elementi del minore &4 — ! Zf:;f: ,uguaglia (—1)y aa’,dovec=2+3+2+4 =11
(perché gli indici delle colonne di A sono 2 e 3 e quelli delle righe sono 2 e 4)
% | ottenuto da A sopprimendovi le righe e le colonne che

e dove A" ¢ il

31%34
contribuiscono a formare A. Si ha poi che (— 1)” A" e (— 1)° A sono rispettivamente
i complementi algebrici di 4 e di a’. Se ne deduce che:

Scelte h linee parallele di D, la somma dei prodotti ottenuti moltiplicando
¢ minori di ordine h di D, formati con queste h righe, per i minori comple-
mentari, uguaglia D.

Basta ricordare che ogni termine di D & prodotto di » elementi, 2 dei quali
appartengono alle % linee considerate, ed anzi ad uno solo dei minori di ordine A
formati con queste & linee.

Cosi, per esempio :

Ay @190 30 ; ‘ ‘
W Ayolpayy | __ Ay Gyy | | Gyl i + | AGyg || Qg || Gy || Gyl |
A3y Q39 g3y, 3,03, ’ O30y P By Oy || By | Wy @y || g |
Ay B3 0y3 0y
P ’ Aoz | | Ay, ‘ +l Al J | By | @ || Ay [
| Gyallyy | | O00a, | | @ya | | Gya,, | | a,a, |

Gy,

§ 22. — Prodotto di due determinanti.

Siano dati due determinants

|
|y s ST ‘ D i e lg 1

__l A5y Aoz - o« . . oy | SN SR o
A e = : [ ) B Shm— I
l .« . | P B SR S OSSR Dl SRC A0 )
| An1 Ay 2 (17 ‘\ bnl bn? £ Lol ® e bnn l

dv ordine n. Io dico che il loro prodotto ¢ uguale al determi-
nante C di ordine n,

i G N LY RIS S R R, !
C:j CainBos 13 i st Lol
Bar L T N SR

ove Cpy = a,; by1 + 2,0 bya 4+ ... -+ a,, byn.
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Cosicche, supposto per fissar le idee » — 3:

b+ @b+ apby  @nbn @b+ @b @by + @1obs+aisbs
(1) AB=|@ubu+anbis+ @bz Axbs1+Aosbos+Aosbos @103+ A20bso + Q2333
31011+ Agob10F Asshis  @31boy +Aaobos+az3bos  Az1051 +Asobsa+As3bis

Il determinante del secondo membro & la somma dei 27 determinanti che si
ottengono conservando in ciascuna colonna uno solo dei tre addendi: il primo, il
secondo o il terzo. Se in due colonne conserviamo addendi di egual posto (in
entrambe le colonne il primo addendo, o in entrambe il secondo, o in entrambe
il terzo), il determinante cosi ottenuto avra due colonne proporzionali e quindi
(teor. VI, o, § 20, pag. 71) sara nullo. [Cosi, p. es., conservando nelle prime due colonne
il primo addendo, gli elementi di queste colonne si ottengono moltiplicando a,,, @, @y,
rispettivamente per b,, e per b,]. Dei 27 determinanti basta per cid tener conto
dei soli sei differenti da zero, che si ottengono scegliendo in una colonna il primo
addendo, in un’altra il secondo, nella residua il terzo. Consideriamo uno di questi

sei determinanti, p. es.
| @b a,b @i 0s0 Y
2712 13 Y23 T TR
Ay, b,y 3 by @y by

| B3y, @33 by @y by |

ottenuto, scegliendo nella 12 colonna il secondo addendo, nella seconda il terzo,
nella terza il primo. Esso vale
LT 3 a, | ;
b3 by by, A3z Q33 @ . 2

G @3 Ay
Ora con ¢ trasposizioni di colonne il determinante | @, @, @, | si muti

: Uy Q3 A3
in A. Tale determinante varra (—1)° A; e quindi (2) vale (—1)¢b,,b,, b, A. Ma
con le stesse ¢ trasposizioni di colonne eseguite sul determinante B, il termine
b3 by by, va mel termine principale; percido (teor. III del § 21) (—1)°b,; by by,
vale un termine di B. Percid (2) é il prodotto di A per un termine di B. Ripe-
tendo questa considerazione per i sei determinanti sopra citati, si trova che il
secondo membro di (1) vale il prodotto di 4 per la somma dei se: termini di B,

cio¢ vale il prodotto AB, come dovevasi provare.

g) OsservazioNi. Notiamo che, invertendo l'ordine dei due determinanti A4
e B, il loro prodotto non cambia; cid si verifica facilmente osservando che questa
inversione equivale.a scambiare in C le orizzontali con le verticali.

11 determinante C si dice il prodotto eseguito per orizzontali dei due deter-
minanti 4 e B; e la regola esposta per ottenere questo prodotto si dice regola di
moltiplicazione per orizzontali degli stessi A e B.

Per moltiplicare A4 per B potrei anche scambiare nei determinanti A e B le
righe con le colonne, ¢io che non altera i valori dei due determinanti, e poi eseguire
il prodotto con la regola precedente. Cio equivale a trasporre, nell’nltima formola
del prodotto 4 B, i due indici di ogni elemento @ e quelli di ogni elemento b od
anche a porre ¢,s = ai» b1s 4 @2, b2 + a3, b3.. Il prodotto cosi ottenuto dicesi
prodotto per verticali.

Infine si potevano scambiare le righe con le colonne in uno solo dei due
fattori 4, B. .

Se i due determinanti A, B non fossero del medesimo ordine, allora, per
eseguire il prodotto col metodo precedente, si deve elevare I'ordine del determinante
di ordine minore, finchd i due determinanti abbiano lo stesso ordine, ed applicare
infine la regola precedente (§ 20, teor. X ¢, pag. 72).

Ricordo che il quadrato di A uguaglia A4, A e siottiene dalla formola prece-
dente, ponendo a,s = b»..
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v) Consideriamo le due matrici:

1

L Qu Qs Qs | [ b bio by ||
] | ®
l @21 Aoz @z || || Do bos bos |

Se le moltiplichiamo per orizzontali, come se fossero deter-
minanti, otteniamo il determinante di secondo ordine

C=— ‘ @11 by + @1 bis + @iz by @ by + Qa bor + Qs beg |
| Qo1 by = @ bio Qo3 b1z Qo1 Doy - @op bas - @05 bog

I

che si verifica subito uguale a

[ ] 1
| bu bys E L Q12 Q13 | | b1s bis ‘

| Doy bss | | @os @ | | Do bog |’

Ay Qs |
Q21 Qo3

| an (1583 } b11 bye
|
| @21 Ao | D21 bos

e che si chiamera prodotto delle due matrici.

Se invece si moltiplica per verticali, si ottiene un determinante di terzo ordine
identicamente nullo, perché uguale al prodotto per verticali dei’ determinanti nulli

Ay Az Ay : by by by 1
Ay Ay Ay n D by .|
0 0 0 0 0 0 |

Mentre le due matrici sono simboli privi di significato, il loro prodotio ha
dungue un significato preciso.

Queste osservazioni si possono generalizzare a matrici qualsiasi, ma per tali
studii rinvio ai trattati di algebra. :

§ 23. — |l determinante di Vandermonde e il discriminante
di un’equazione algebrica. Separazione delle radici di una
tale equazione.

Se a,, &,, ..., %, sono n numeri qualsiasi, si calcoli il deter-
minante (di Vandermonde)

1 1 1 1 “
% & %3 %Xn |
RS S atic o ;
D = : R
. |
a;l—-l 12-—1 “g—l a:‘,“‘ i
Sottraendo successivamente dalla 2™, dalla (n — 1) .....,

dalla 2* orizzontale la precedente moltiplicate per «,, il deter-

.
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minante D resta scritto nella forma

1 1 1 Gy gl 1
0 %y — %y Ay — %y 1f S etl el &, — o
0 (o —a) oy (y—a) . ... 0, (R—ay) 255
|
0 a3’ (a—ay) g (@g—ay) . .. .. a7 (2 — %)
0. o3 (2y—ay) a3 2(@s—0oy) . ... “2—2(“1._“1)
o, oy et &, — &y
o t(m—a) L. g, (@, —ay)
a3 (@y—ay) . ... dyT R (@)
3 (@ —a) ... L. e (2 —y)
' 1 1 1
' ST %,
= (2, — ) (23 — ;) ..... (2, — ;) i s S
| a;z—.i“;n—-I-} bt a:—-3
e

Ora, se n = 2, si trova che D — a, — a,; servendosi della
precedente identitd, che riduce il calcolo di un determinante di
Vandermonde di ordine % al calcolo di un determinante analogo
di ordine » — 1, si trova che:

Se n=23, D= (% —a,) (&5 — ;) (& — ).
Se n=4, D= (0—a) (&% —a) (2, — ).
(o — ay) (g — o) (2 — ).

Per n qualsiasi D ¢ uguale al prodotto delle %n (n—1)

differenze delle quantita o, o, ..... «, a due a due, in cui I'indice
del minuendo superi l'indice del sottraendo.

«) Se noi innalziamo al quadrato il determinante di Vandermonde troviamo

n 8y S, v R e Ty
S, S, S, Gt VT e S e
D= A=
| Sa—1 Su Sn 41 T Sl SNSRI - Y ) ‘

dove con s; ho indicato la somma delle /" potenze delle a (per 1 =1,2,...,2n — 2).

Questo determinante A si chiama il discriminante degli » numeri dati; esso
¢ nullo soltanto se almeno due di questi numeri sono uguali tra di loro. Se le & sono
le radici di una data equazione algebrica, le formole del § 14 7, pag. 50, permettono di
calcolare tale discriminante senza risolvere I’equazione, perché le s; si possono cal-



78 CAPITOLO V — § 23

colare tosto, appena sono dati i coefficienti dell’equazione. Abbiamo cosi un metodo
per riconoscere quando due delle radici di una data equazione sono tra loro nguali.

z) Il discriminante pud servire (almeno teoricamente) a calcolare approssima-
tivamente le radici reali di una equazione a coefficienti reali, che abbia radici
tutte distinte.

Se P(w)=a"+a, "~ '+...+ a.—1 z+ a =0 ¢& una tale equazione,
esistono molti metodi per trovare un numero positivo B maggiore del modulo di
ogni sua radice (*) reale o complessa.

Noi diremo che abbiamo calcolato in prima approssimazione, o anche che
abbiamo separato le radici reali di tale equazione, se per ogni tale radice o sap-
piamo assegnare un intervallo dentro al quale sia contenuta la radice o e nessuna
altra radice. Impareremo pia avanti come il metodo di Newton-Fourier permetta poi di
dedurre valori di « approssimati a piacere. Se o, a,, ....., % sono le radici reali
di tale equazione, ¢ P (2) = (z —a,) (x — &) ..... (x — o) Q(z), dove Q(z) & un
prodotto di fattori di secondo grado sempre positivi per 2 reale. Cosicche, se o, »
sono due numeri tali che P () e P(») abbiano segni opposti, certo nell’intervallo
(», ») esiste un numero dispari di radici o, e quindi almeno una radice a.

Se A & un numero positivo minore dei valori assoluti di tutte le differenze tra
le radici reali combinate a due a due, allora, formando una progressione aritmetica
indefinita in ambo i sensi, in cui la differenza tra due termini consecutivi sia eguale
a codesto numero 2, tra due termini comsecutivi della progressione potra essere
compresa una sola radice o nessuna. E, per quanto si disse, sara facile assicurarsi
se tra due termini consecutivi della progressione sia compresa o no una radice,
poiché nel primo caso essi, sostituiti all’incognita z, faranno prendere al primo
membro P (x) dell’equazione segni opposti, nel secondo caso lo stesso segno (¥¥).

Evidentemente & inutile protrarre la progressione indefinitamente: basta tener
conto solo di quei termini della progressione che cadono nell’intervallo compreso
tra — B e + B. In ognuno degli intervallini, ai cui estremi P (x) ha segni opposti,
e in essi soli, cade una e una sola radice di P (x) — 0. Bastera tener conto di tali
intervallini e trascurare gli altri perché sia risoluto il nostro problema di separare
le radici della nostra equazione.

I1 nostro problema & dunque ridotto alla determinazione del numero A. Si noti
che, se a,, ed o, sono due radici qualunque, & |a, —a, | £ o, |4+ |a,| L2B.

Sostituendo nel valore (che sappiamo calcolare) di

A= (a, —a)? (@, —a,)?..... (@ —1—a,)?

in luogo di tutti i fattori, eccettuato (¢, —a,), il numero maggiore (in valore asso-
luto) | 2 B |, si avra:
(n(n—l)_ ) Pl g ’L(’f-l)__l
AL —a, 2@BP" ;onde VTA| £ |oy—a,| 2B *

(*) Ecco, p. es.,, un metodo teoricamente semplice. Sia A la massima delle
Lag), sl asa, Jigsil < Sara

[1P@i=|zpk—{ sz |+ttt |awl >
l@P—A| 5142 P2 +1x1+lf:\w"—-AI;[;!__—}
cioe :
* | —4—1{+4
[P{2) | = pEAE] 3 . Se dunque |xz|> A4 + 1, allora

Pt
sard | P(x)| > 0. Quindi se x ¢ radice di P (x) =0, il sno modulo |z | sara
inferiore ad 4 + 1. Potremo dunque porre B —= A —+ 1. Per altri metodi, che permet-
tono di assegnare un valore pii piccolo del numero B rinvio ai trattati di algebra.
(¥%) Non porta che semplificazioni il caso che uno dei termini della progressione
sia esso stesso una radice.
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ossia
nn—1)

a—a | SV A[:2B) *?

Il secondo membro & minore del modulo della differenza tra le due radici
reali «,, «,, che si possono scegliere ad arbitrio tra le radici reali dell’equazione.
Possiamo dunque assumere:

v a |

/f(.—])-

—_—F

2B) *

Oss. Supponiamo in particolare che i coefficienti dell’equazione siano interi, ed il
primo a, uguagli I'unita. Allora il discriminante, essendo un polinomio a coefficienti
AL : . a, a a, s Al i
interi formato coi rapporti Zz—l’ a?’ ..... ,(7' che sono numeri interi, sara un numero

o’ Qo o .

intero, e quindi certamente sara ¥ | a | > 1 (*). Dunque possiamo anche assumere

=
@B) *

Se poi a, non fosse uguale ad 1, si ponga 2= al’ assumendo y come inco-

. 0
n n—1
gnita. L’equazione diventa a, (—1/—) + a, (l) i +ai—1——+a.=0,
a, a, a

ossia ¥+ a, 9y "1 +a,ay —?* + ... +a-1a2y+a,a*—' =0, che &
un’equazione a coefficienti interi col primo coefficiente uguale all’'unita. E siamo
ricondotti al caso precedente. _

Nei trattati di algebra complementare sono dati molti altri metodi per separare
e per calcolare approssimativamente le radici di una equazione algebrica.

Esempi ().

1° Se ay, By, 71 ed %, B, s, sono i coseni direttori di due
rette, rispetto a una terna di assi cartesiani ortogonali, & noto
dalla geometria analitica che 1’angolo 6 delle due rette soddisfa alla

cosh =, a + By B + 71 7e.
Quindi :

Lo B 1 R B R
', Baittys cosh 1 !——1 cos” § = sen” 6.
donde: :
sen == ‘/ zlg?l = V(alﬁz_p %)+ (Brya—Bay ) (Y 0a—2Y2).
2172 § 21

(*) Non pud essere A =0 nell’attuale ipotesi che le radici della nostra equa-
zione sieno distinte.

(¥%¥) 1 seguenti esempi sono importanti specialmente per le applicazioni che
se ne fanno nei corsi di geometria analitica.

T g Py v gy

L 7 e S8t A2 ]
x %
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2° Siano «; 3;, v; 1 coseni di direzione di tre rette »,
a due ortogonali (¢ =1, 2, 3). Sara:

falﬁlyl 5 100 T o
s Bsye =1 010 |=1;equinliiebr {—=T 1
“333’\,3‘: 1001 ;13@:':'{:)"
3° Determinanti reciproct. — Dato un determinante di
ordine n
‘ A A2 -+ o - . Qp ‘;
i oy Qoo av e i s j
i S s
|
Qni Wy s o Loty (1789 |

con i complementi algebrici A4,, dei suoi elementi, in numero
di »°, si puo formare un altro determinante pure di ordine »

} All A12 . Aln !

s e I AZ A‘22 . An
< _! : .1. E Y 2 1
1 AnlA'n?. Ann i

che dicesi reciproco del primitivo A.
Il determinante reciproco di un determinante di ordine n e
uguale alla (» — 1)™ potenza del primitivo, ossia 4" = 4"~
Infatti moltiplicando per orizzontali i due determinanti A e 4',
I’elemento generico c¢,, del determinante prodotto sara uguale
ad A se »r—3s, ed ugunale a zero se » = s. Infatti:

crs — Q1 Asl + Ay o Ac‘.’ T + arn Asn T 07 (7‘ 5= S)
Ce — 0 A e AL —a

come risulta dalle formole di pag. 70, § 20, Teor. V°. Quindi :

le. .0
N | 0 .Oi:An_
]0.0.:....Ai

Se A == 0, dividendo per A4, si ha subito la formola da
dimostrare. Se poi 4 — 0, anche 4" — 0 e la formola é ancora
vera, come ora proveremo.

Infatti cio ¢ evidente se tufti gli elementi di 4 sono nulli; se invece non

sono tutti nulli, ed &, p. es., @, == 0, moltiplichiamo nel determinante 4’ la prima
colonna per a,, (il che equivale a moltiplicare A’ per a,) e ad essa aggiungiamo
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tutte le altre colonne moltiplicate ordinatamente per a,,, a5, .....@,. (il che non
altera il valore del daterminante); per le stesse formole del teor. cit., avremo
T L A e e . [
O A A
By A e 0l A T A =
S I MG O

poiché la prima colonna é tutta costituita di termini nulli, essendo 4 = 0.
Dividendo per a,, (== 0), otteniamo appunto A’ = 0.

§ 24. — Sistemi di equazioni lineari.
Teorema preliminare.

Per sistema di m equazioni di primo grado (o, come anche
si dice, lineari) ad n incognite x;, xo, ..... , Tn, S’intende natu-
ralmente un sistema di m equazioni, ciascuna delle quali sia
della forma :

ax;, + Bay + Yas + ... + Az, = p,

dove le o, B, 7, ..... A, p sono numeri costanti dati (=, B, ..... , A
coefficienti dell’equazione ; p termine noto).

Il problema della risoluzione di queste equazioni consiste
dunque nel cercare tutti gli speciali sistemi di valori da darsi
alle x, s, ....., z,, in modo che le m equazioni ne restino tutte
soddisfatte simultaneamente.

Indicando in generale con a; il coefficiente della incognita x;
nella +"* equazione e con ; il termine noto, che sta al secondo
membro di questa stessa equazione, € chiaro che il sistema
delle m equazioni date fra le » incognite assumera la forma
seguente :

( a1 11 T A12Xs —F coves =t Ayn—1%pn—1 =5 A1y Xy — %
[1] ) Qo121 = Qoo ... + Aon 101 Q2T =0

\ @1y = A 2o e g == A —1Tn—1 =t A nIn — “m

Due tali sistemi di equazioni lineari nelle stesse » incognite
si dicono equivalenti, se ogni sistema di valori delle x, che
soddisfa all’'uno, soddisfa anche all’altro, e viceversa.

. Due sistemi equivalenti a [1] sono equivalenti tra di loro.
E poi noto ed evidente :

Un sistema [1] é equivalente ad un altro sistema che si
deduce da [1] moltiplicando una delle date equazioni per un
numero differente da zero e lasciando invariate le altre equazioni.

6 — G. FuBINI, Analisi matematica.



89 CAPITOLO V — § 24

Un sistema [1]| é equivalente al sistema che se ne deduce
moltiplicando una delle sue equazioni per un numero differente
da zero, ¢ aggiungendo ad essa le precedenti equazioni molti-
plicate per un numero arbitrario, mentre si lasciano invariate
le altre equaziont di [1].

Nell’algebra elementare si insegna a risolvere un tale si-
stema, mostrando che, dato un sistema di piu equazioni in piu
incognite, se ne pud generalmente dedurre uno con un minor
numero di incognite eliminando almeno una incognita. Nelle
righe seguenti ¢i occupiamo in generale della eliminazione
anche di piu incognite da un tale sistema di equazioni.

Cominciamo dal considerare un sistema di » -+ 1 equazioni
in » incognite ; e, per fissare le idee, supponiamo » — 3. Ra-
gionamento e risultato valgono pero in generale. Siano

( Quxy + Qo Xy + Qg 3 =y

(.)) /\ Aoy 11 —+ Qoo XTo —+ Qog Ty — Oy
By ' Az 1+ Qo 12—+ Qg3 Tz == &y
\ @1 Ty Qo T —+ Quz Ty — 0y

le date equazioni.
Consideriamo il determinante

! Ay Az Az %
| Qo Qas Qo Oy

3 flaet 2 :
(3) | A A O %371
i PN R RER - AR

|

Con A, indicheremo il complemento algebrico di «,
(9 =='1,2.8 . 4)
Sara D= o A, + o, A, + a; A; + a, A,. Supponiamo A, == 0.

Per la precedente osservazione il sistema (2) si muta in un
sistema equivalente se noi, pure lasciando immutate le prime
tre equazioni, sostituiamo alla quarta 1’equazione che si ottiene
moltiplicandola per A, ed aggiungendo le prime tre moltiplicate
rispettivamente per A;, 4., 4;. Vale a dire il sistema (2) si tras-
forma in un sistema equivalente se ne conserviamo le prime
tre equazioni, e alla quarta sostituiamo :

(4) “11 (an ;,L'1+a12$2 ‘+'a13x;;) —+ Az (a21x1+ a22.172+ a23([3) i
+.43 ((lgl.’lﬁl = (l;;g.l'g_*‘agaxﬁ) = A4 (a41x1+a42x2—'r-a43x3) —
= o, A] -+ %y A42 B a3‘43 = Oy A4.



RN - g, 1o BRI S S G SRR 5 13

DETERMINANTI, SISTEMI DI EQUAZIONE DI PRIMO GRADO 83

Il secondo membro di questa equazione vale D). Nel primo
membro il coefficiente della z, € @ d; + asn As + @z A; + @y Ay,
cioe ¢ la somma dei prodotti ottenuti moltiplicando gli elementi
della prima colonna di (3) per i complementi algebrici degli ele-
menti della quarta colonna, ed € quindi nullo. Altrettanto dicasi
per z, e per z;. Dunque alla quarta equaziome di [1] noi pos-
siamo costituire la /) = 0; il sistema si muta in un sistema
equivalente.

Se invece 4, — 0, allora & ancora vero che l'uguaglianza
D=0 @& conseguenza delle equazioni date (4). Ma non & in
tale caso sempre vero che, sostituendo alla quarta delle (2) la
D = 0, il sistema sia mutato in un sistema equivalente. Dunque:

Se sono date n + 1 equazioni lineari in n tncognite, é con-
sequenza di tali equaziom Uuguaglianza che si ottiene ponendo
uguale a zero il determinante D formato coi coefficienti e coi
termini noti (cosicche, se 1) == 0, il dato sistema é assurdo, o,
come si suol dire, & incompatibile, cioé non ammette alcun si-
stema di soluzioni). Ed anzi se il determinante formato coi
coefficienti delle prime » incognite nelle prime » equazioni &
diverso da zero, il dato sistema di equazioni si muta in un
sistema equivalente, quando si lascino invariate le prime » equa-
zioni, e si sostituisca all’'ultima la D = o.

§ 25. — Regola di Leibniz-Cramer.

Siano date » equazioni in % incognite: p. es. le seguenti,
ove per semplicita € posto n = 3.
: { Gu 2+ G @y + Q3 2 =y
(1) C Qo Xy T+ Qos Tz T+ Aoz Ty = Oy
U 2 = Qg2 T2 = Q33 03 — Uy

che possiamo scrivere, p. es., nella forma

Qo Ty = Qi3 T3 = % — Qi T
Qa9 Ty —+ Qo3 X3 Ky — @21 11
Q32 Ty —— Qg3 Ty = %y — A3 T

I

Se noi per un momento consideriamo z; come noto, questo
e un sistema di tre equazioni nelle due incognite ., .
Per il risultato del § 24 ne verra:

9 —aAuxr Qi Qg
Xy — Qo1 1 Aoy Aoy
B3 — A1 Xy Aze A3

|
©
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Posto

un Qi Qi |
A1 Q22 A3 |,
Q31 Q32 Qg3

i
[
\
[

otterremo, sviluppando secondo gli elementi della prima colonna

| & an as
Bpi=1| % (as @

| % @A Qp |
E, se A==0, e se indichiamo con A4,, il complemento alge-
brico di a,, in A:

! 1 I % QA Qg3
3 == T Xy A2 Q33
%3 Q3 Ag

Oy Ay 4 % Aoy + 23 Ay,
A

In modo analogo si prova:

Q1 % Qg3

L '_“1A12+“2A-22+°‘3A32
Bl == o ‘ Q21 %2 Qs Gy A *
| Az Oy Qs |
|
o |
1 Ea 10 : Oy Ays —+ Oy Aoy + 05 Ay
(8) o = ARG Qa1 Az @y | — 5 :
A3 A3z X3 |

Se esistono quindi dei valori di x che soddisfano a (1), tali
valori debbono essere quelli dati da (3), se A ==0. Verifichiamo
ora che, se A ==0, i valori dati dalle (3) soddisfano effettivamente
ad (1), p. es. alla prima delle (1). Infatti, sostituendo alle x i
valori dati dalle (3) nel primo membro della (1), si trova:

0 Ay + 0 Aoy + 03 Ay a %y Ay % Ao+ 03 A,

an A Ay A
0 Ayg + 0 Aoy + o3 Asy
—+ a3 =
; A
aA +af)A —+a A a Aa +a:;A9+a Ao
i 11An 1_A 12 13 A3 o 11 As 1_A 22 18 L2

@A+ ap A+ a As; ]
A

—+ O
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Ora, per i teoremi fondamentali sui complementi algebrici,
il coefficiente di «; in questa equazione vale 1, mentre i coeffi-
cienti di «,, 2, sono nulli. Dunque tutta questa espressione €
proprio uguale ad «, ; e la prima delle (1) é soddisfatta dalle (3).
Altrettanto si puo ripetere per le altre equazioni (1).

Esaminando le (3) si vede che il nostro risultato si puo
enunciare cosi:

Dato un sistema di n equazioni di primo grado ad n in-
cognite col determinante dev coefficientt diverso da zero tutte
le incognite risultano determinate. E precisamente ogni inco-
gnita & uguale alla frazione che ha per denominatore il deter-
minante dei coefficienti e per numeratore il determinante che si
ottiene sostituendo nel determinante dei coefficienti alla colonna
dei coefficienti dell’incognita stessa la colonna dei termini noti.

Cosi, p. es., il determinante dei coefficienti del sistema
Sx+2yt+bz=2

- Fy st 4e2=0
o Ry-H3e =—1

e:
|89 8
Ase b ogieig g b= 304,
T e e
Il sistema dato é quindi soddisfatto soltanto dalle :
2 25 ( [325] 3 22
0-7 4 | 1104 _ 1-70
123 e 1913 e 9 21 ioa
o AL 75 B Y 30
304 304 304

Un caso particolare notevole.

Siano a;, 3,,7;, i coseni di direzione di tre rette », a due a due ortogonali.
Risolviamo le equazioni

(¢ 2+ 3,y +7,2=1
1) L X+ Y +1z2=0
4 &+ B Y + 1 &= 0.

Il determinante del sistema & (pag. 80, esempio 2°)

[ & 7
(2) | d By 7
| o 8.7

=g,

dove ¢ indica il numero 4 1, ¢ il numero — 1.



86 CAPITOLO V — § 25-26

Dunque il sistema dato ammette una e una sola soluzione, data dalla regola

di Cramer
15 v | g 17, | By 1 |
(3) r=E 0:32_7-2 i Yy=¢e | 4,09 [;2= | 20 |-
0 837 ay 0 73 ‘ “4 ’a»..o

Ma ora il nostro sistema (1) & per le nostre ipotesi soddisfatto, quando si
ponga x =4a,, Yy =g, , £ =y,. Quindi dalle (3) si ricava che «,, #, 7, sono nguali
al prodotto di € per i loro complementi algebrici nel determinante (2) del sistema (1).

Queste proprietd del determinante (2) trovano svariate applicazioni nella geo-
metria analitica ® nella meccanica razionale.

26. — Regola di Rouché.

Ritorniamo al sistema pilt generale [1] del § 24. Scegliamo
tra le [1] un certo namero % di equazioni, e in queste equa-
zioni diamo valori arbitrarii ad » — % incognite (con 4 indi-
chiamo un intero non maggiore né di », ne di m). Otterremo
cosl un sistema di % equazioni in % incognite. Senz’altro sup-
porremo che le equazioni scelte sieno le prime %; e che le in-
cognite a cui sono stati dati valori arbitrarii sieno le ultime
n—h, cioé le xy4+1, ratay ..o, T, Ne ci0 del resto diminuisce
la generalita, perché possiamo sempre ridurci a questo caso,
mutando 1’ordine delle equazioni e quello delle incognite. In
questo modo avremo ottenuto un sistema di 7 equazioni in £
incognite z;, x,, ... xji

~a111;1+a1>.1')+ +a1h.1/h——'[a1 a1,h+1xh+1—...—'a1nxn]
(2) ] Q21 X1 -+ Qoo X o v S = Qop, T, — [an A, ),+1 xh-}-l L —a,-_».,,x,,]

1331+ Az T2 + +ahhxh—[ah—ah,h+1xh+1 ST £ Y3

dove le Zy41, ..., , sono da riguardarsi come note, perché ad
esse diamo valori arbitrarii, che ancora indichiamo con 2, 41, ..., @,.
Queste equazioni si potranno risolvere con la regola di Leibniz-
Cramer del § 25, se il determinante dei coefficienti

| a/n (1;1-3 ..... a1 h {
(3) [ Aoy Ao eunen Asy, i
| Ap1  Apg ... (1753

& differente da zero. Generalmente potremo in modi molteplici
scegliere le % equazioni ed % incognite in guisa che sia sod-
disfatta quest’ultima condizione. E noi anzi cercheremo di fare
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tale scelta in guisa che l'intero % riceva il massimo valore
possibile (massimo valore, che chiameremo la caratteristica del
dato sistema di equazioni). Dire che . é scelto in questo modo
(cosi da ricevere il massimo valore possibile) € come dire che
1 determananti div ordine k > h formati coi coefficienti di % in-
cognite in % delle nostre equazioni sono tutts nulli (ammesso
che di tali determinanti ce ne siano, cioeé che 2~ < m, e che h < n),
mentre almeno un minore di oxdme h (che, come dicemmo,
possiamo supporre sia il minore (3) ) e differente da zero.

In virti dei risultati del § 24 alla »*™* delle residue
m— h equazioni (r =h + 1, h + 2, ..., n) possiamo sostituire la

Q11 Qg2 «.. A1 iR [al K1 @aipa ¥ o g xn
A2y Qss ... Aoy, “'— anh+1 -Th+1+ .~ Qop Tn)
@ (ps e Qg [a/h K41 -731.+1 + : + A xn] |
I Ayy Qy2 oo Ayn a’r [ar.ll+l xh+l o R o Qypn T n] ’
cioé
i A1 Az «oo Ay %y l Q1 Az oo Qaj A1, m 41 |
[ Qo1 Aoz vo. Qop %o ; | Q21 Aoz ... Qop Ao p 31 !
E . s i 5 t—l'h+l{ o 2 & . . 5 '—
% An1 Anz ««- Qpp X [ Qp1 @p2 «o A Ap,p 41 |
| Ay Ay2 oo Qg Ly 1 Ay1 Qys ..o Qyp, a‘r, h41 1

] Q11 Q2 ... A1 Ary
Aoy Aoz oo Aop Aoy

An1 Qi2 -+ Qb Cpn |
Ar1 Qs ooo Agp Orn i

In questa equazione i coefficienti di xyy1, X142, ... , o SODO
tutti nulli, per quanto abbiamo detto poco sopra circa la carat-
terist ca h.

Quindi questa equazione si puo scrivere :

all a’l':' ot Sailite s alh al
A1 A2 . . o . . Qop %o
B Y S T R () | e s R b AR
An1 Ape - -« - -« « Qpp %
Ay Qp2 - « « o o Qpp %,

Se h ¢ _ld caratteristica del sistema [1] del § 24, ed ¢ dif-
ferente da zero il determinante (3), not possiamo alle m — h
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equaziont dopo la W™ sostitwire le uguaglianze (4) che si
ottengono uguagliando a zero gli m — h determinanti (4) de-
dotti da (3) ORLANDO con una riga di coefficienti di una de
queste m — h equazioni, e con una colonna dei corrispondentt
termint noti.
Distinguiamo ora due casi:

1°) Uno di questi m — 7 determinanti orlati & differente
da zero. In tal caso le (4) sono contraddittorie; e quindi il
dato sistema [1] non & risolubile (non ammette aleun sistema
di risoluzioni).

2°) | determinanti orlati sono tutti nulli; allora il dato
sistema [1] si riduce a (2). Scelti arbitrariamente i valori di
R 35 Th GGy ot s , Zn, si dedurranno da (2) con la regola di Leibniz-
Cramer i valori di z;, s, ..... , Zy. E otteniamo cosi, se 7 — n,
un solo sistema di soluzioni di (1) e, se & <, infiniti sistemi
di soluzioni, ciascuno dei quali é determinato dagli » — h va-
lori dati arbitrariamente a ciascuna delle 4., Z1 4o, ..... i

§ 27. — Sistemi di equazioni lineari omogenee.

Se le a; sono nulle, le nostre equazioni [1] del § 24 si di-
cono, come € noto, omogenee. I deteminanti orlati (4) sono tutti
nulli, perche l'ultima colonna é tutta formata di elementi nulli.
E il nostro sistema e dunque sempre risolubile: cosa, del resto,
evidente a priori, perché ognuna delle sue equazioni ¢ soddi-
sfatta, ponendo uguale a zero ognuna delle x. Se la caratteri-
stica h del sistema € proprio uguale al numero % delle incognite,
allora, come sappiamo dal § 26, il sistema di equazioni [1]
ammette un wunico sistema di soluzioni: quello che si ottiene
uguagliando ogni incognita a zero. Quindi :

Un sistema di m equaziont lineari omogenee in n incognite
ammette sempre un sistema dv soluzioni, almeno quello formato
imponendo 1l valore zero ad ogni incognita. Esso ammette ulte-
riormente altre soluziont soltanto se la caratteristica h del si-
stema é inferiore al numero n delle incognite, perche in tal caso
st possono sceqliere n — h incognite a cur st possono dare valori
arbitrart (restando poi univocamente determinati i valori delle
residue % incognite).

In particolare un sistema di n equazioni lineari omogenee in »
incognite ammette uno e quindi infiniti sistemi di soluzioni non
tutte nulle soltanto se il determinante del sistema & nullo.
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Sia, per esempio :
(1) A1 T = Qoo T+ i + a,, x,— 0
(e d g8 , )

il dato sistema di equazioni, che supponiamo di caratteristica
J — n — 1. 11 determinante 1) di ordine » formato con tutti
i loro coefficienti sara nullo; e noi potremo supporre che sia
differente da zero il seguente minore di ordine n — 1

a1 (120 cagive s Lo Y g l *)
oy Ao R A g
| o '
i an—l,l an-1,2 Cbg I8 e e an—l n—1

che e il complemento algebrico A,, di a,, nel determinante D).
Noi sappiamo in tal caso che, scelto ad arbitrio il valore p di
ne risulteranno determinati i valori delle altre z.

Posto A —= i 4 (ricordo che A4,, == 0), il valore dato ad z

Ay
sarda AA,,, dove A é una quantita arbifraria. Con questo valore
della z,, restano fissati i valori di z;, s, ..... , Tn—1, € SENza

nessun calcolo si puo verificare che questi valori sono
)‘A‘nly l44-11,‘_’, ctere g )‘Aﬂ,n—l-

Infatti se si pone:

(2) meE= A AT D n) (A = cost. arbitraria) nella -

prme (e R n) delle nostre equazioni, il suo primo membro

diventa A (@,; A1+ @ps Aps + ..... 4+ @yn Ann), che & zero se
==n (pag. 70, § 20, teor. V°), ed ¢ pure nullo se r = »,

perché per » — n esso diventa AD, che & nullo per ipotesi.

Le (2) danno dunque nel caso attuale la piu generale sclu-
zione di (1).

ESEMPI.

1o Se A, A" A" gono i discriminanti delle equazioni
f(@)=0; g (@)=0;f(z) g(x) =0,

allora, se A==0, A’==0, si ha che XAF ¢ il quadrato del risultante delle

f(*)=0, g(®)=0.
9¢ Dimostrare direttamente che un polinomio P («) di gradon —1 ¢ uni-

vocamente determinato, quando se ne conoscano i valori P(a,), P(a,), s P(@n)
che esso assume in # punt1 distinti a,, a,, ....., @ ; e calcolare tale polmomlo
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Posto
Plz)=bg 2?1 oot —% 4 .+ by % D=1 (D
sara
P(a,):boa{_1+b,a;’_'+. v - otbi2a,+ b
' P(uz):boa;’-l_;.b,ai—z_*_. & e e B e 4 by @)

Pa)=bea ' +ba' 4. I . . 4bsaitbio
Le (2) costituiscono un sistema di # equazioni lineari nelle # incognite
Bos Dyy weeeny by —2, by —1, (i coefficienti di P (z)). Il determinante dei coefficienti di tali
incognite ¢ il determinante di Vandermonde dei numeri @,, @,, ..., @ —1, @} il
quale & differente da zero, perché tali numeri sonc distinti. Il teorema di Leibniz-
Cramer ci assicura che le b e quindi anche P (x) sono univocamente determinati.
Si potrebbe cosi dalle (2) dedurre i valori delle b, e sostituire in (1). Ma pin di-

rettamente, considerando le (1), (2) come un. sistema di # + 1 equazioni nelle n
incognite by, b, ..... , bu—1, si trae:

P, 22 s e Lo e s

PRV AN SIS INET e,

P(az)a'z'"1 a.:_z T ST R Bl e
PP rRye s e e 1]

Sviluppando secondo gli elementi della prima colonna ed indicando con
V(a,b,....., c¢)il determinante di Vandermonde delle quantita a, b, ....., ¢, si ottiene
0=— P(a,) V(ay, @y, ..., On, ) + P (ay V a,, ay,....., G2, ) + .....

+ (— 1) P(a) Via, @, ey @i =1,2) +(—1)" +1 P(2) V(a,, a, ..... , @)
donde Ve
SRR 1y Y (ay ay, ... ny %)
P@)=—F)—1) V (a,, a,, ..., @) 5
V(a,ay .y @y X) V@ as, . Qu—1, %
P = _1,, 12 %2y 9 .....+P 1 2y ) 3 A
e E () (=1 V(a,, @y, ..ov.; Gn) + (@) (Vo a0 505

Sopprimendo in ogni frazione del secondo membro i fattori comuni al nume-
ratore e al denominatore si ritrova la formola del § 14 (pag. 49).

Esercizi.

1° Calcolare e moltiplicare fra di loro a due a due i
determinanti

t 1] | 1234 | 16321 |
o | B e o _11111|
D‘_‘égi’D2—oo12!’p3':3210
| 1 0001 11243 49
1234} 4222'
LIN0Y0 a5 | SRR |
e 0167;’D5_ 1:2:3 4
0101 3579
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(Calcolare i determinanti reciproci, verificando il teorema di
pag. 80-81.

Ris. Lo studioso fara bene a calcolare i precedenti deter-
minanti anche con lo sviluppo secondo gli elementi di una
qualche linea. Piu rapidamente si puo osservare che D, =0,
perché la terza riga é somma delle prime due: che D, =1,
perché ). si riduce al termine principale; che D, — —1,
perche, scambiando la seconda e la terza riga di D), se ne
deduce un determinante il cui sviluppo e ridotto al suo termine
principale.

Il determinante I); si puo semplificare, p. es., sottraendo
dalla prima riga la seconda e la terza ; il determinante D; si
semplifica sottraendo dalla prima riga il doppio della seconda.

2° (Calcolare

llabdt)]| |z aaaal
[ilsmci e s laraaal
D= tvlemon [ rd A—laazaal
Ilmungk,| aaaxa
Ilmngq) laaaax)|

Ris. Con opportune sottrazioni di righe o di colonne si
trova:

a b d t i
m—ac—be—ds—i]
Bien—cf—eri—a
0 0. g—fk~tx
0 0 0, sq e~

l
|
|
|

OOOON

donde in particolare

|labdb ¢cdl
'l labdec
flllad|=I1(l—a)
Mllla
Jllll
Lt N ) 0 a | S | LR RS
a—zr r—a 0 0l e —1 1 0 O
0 a—zz—a 0 a/l=@—a)' 0 —1 1 O
1.0 0 R P e A 4 0 0yt
| 0 0 0 a—z x| 0 0 0 —1

=l (m—a) (n—c) (¢g—f) (g—k),
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E con opportune addizioni di righe, si trova:

1000 a ;

0100 2a - |
A=(@x—a)'|0010 3a = (& —a)' (x+4a).

0001 4a

0000x+4a

3° Risolvere i sistemi di equazioni seguenti:

r + y + 2z —a PricE Y 2l ==
B R Y R ee= b iy B —='h
2x+3y+4z2=—c¢ 2z+3y+b5bz—c

Ris. Per il secondo sistema basta applicare la regola di
Cramer; per il primo si noti che il determinante del sistema
e nullo, che esso é risolubile soltanto se ¢ =a + b, nel qual
caso si pud dare un valore arbitrario alla z, tenendo poi conto
delle sole prime due equazioni.

4° Discutere i seguenti sistemi di equazioni per tutti i
valori dei coefficienti a, 2, B, ¥, p, q, 7, |, m, n:

< A i et oW RS S R | § Al g ) f e e R i
4z+by+6z+at=2 41r+5y+6zt+al=0
22 +3y+42+5t=3 2x+3y+4z2+5t=3
o e gt 2 a0 i ==30) S cE e S e G =)

N U ) oy ==/

wr v By rva=—im

e’x + By +Y2—=n
r 4+ y+ 2 +3t=
ar+H By Yot (@ Ply)t=—2
o’r + By + 1% + (@ + Pyt =3
ey A o= 1 ey Hlai=1
22+3y+4:—=2 2+ 3y+4z—2
3x+4y+52—3 4x+ 9y +16z2=3
6r+8y+pz=—6 Tx+13y+pz =6

da A By =0
prt+Qqy-+r=—90

ax+By+v=0
prt+qy+r—=—0
lx+my+n=0

5° Risolvere il seguente sistema di 5 equazioni nelle
5 incognite z, ¥, 2, t, v.

e Faytbe+ ctdo=0
le-Fly+taz+btd+cv—=0
iy letat dy==0
lx~blyEl: +TiHav=90
byt le - Lisblo—="0.
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Ris. Il determinante D dei coefficienti ¢ (es. 2° a pag. 91)

uguale a (I —a)".

1° Se 1 (l—a)' == 0, sara r_J_z—t—:v—O

2° Se | = 0, a == 0, la caratteristica di D € 4, perché ¢ dif-
ferente da zero il minore formato dalle prime 4 righe ed ultime 4
colonne. Si da allora alla 2 un valore arbitrario e si tien conto delle
prime 4 equazioni, che, essendo ! — 0, risultano omogenee nelle
y, z, t, v a determinante non nullo, cosicché y = z=1¢—=wv =0.

3° Se l=a =0, alle x, ¥ si possono dare valorl arbi-
trari; e il nostro sistema si riduce al sistema:

bz +ct+dv=0

bt o=t
bhv=0
che si discute senza difficolta.
4° Se l = a == 0, il minore formato dalle prime quattro
righ e ultime quattro colonne &
abcd Qb wod i i
aabc|__ 0 a—bb—cc|__ ik
& @ WAl 0 0 a—bd oo Gt
aaaa 0 0 0 a |

Se @ == b, questo minore ¢ differente da zero; dato alla z
un valore arbitrario, si ricavino i valori di 7, ¢, v, dalle
prime quattro equazioni.

5° Resta ad esaminare il caso che l—=a=10==0, ecc. ecc.
6° Calcolare il discriminante della equazione

r+pr+q=0
e quello della #° 4+ p 2 + ¢ = 0, confrontando poi coi risultati
gia noti relativi a queste equazioni.
Ris. Per 'equaz. 2°+ px+ g = 0 la somma dei quadrati s,
delle due radici vale p° — 2 ¢. Quindi il discriminante vale

2 _p i . : p2
3 =p —4qg= 4 (—— —_— ) s
TP P 2p = ; i
Ed é ben noto che le due radici di tale equazione sono
uguali soltanto se % — ¢, ecc. ecc.

7° Per quali valori di @ pud avvenire che I’equazione
z" + a =0 abbia due radici uguali?

8° Per quali valori delle p, ¢ 'equazione 4+ pr+q=0
ha due radici ugnali?

R A S
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CAPITOLO VL
FUNZIONI, LIMITI

§ 28. — Intervalli, intorni.

L’insieme dei numeri reali compresi tra due numeri dati a, b
si chiama entervallo finito e si indica con (a, b). Nella corri-
spondenza tra numeri e punti di una retta » tale intervallo ha
per immagine un segmento finito. Dei due estremt @, b il minore si
chiama estremo inferiore, o sinistro; il maggiore si chiama estremo
superiore o destro. Il valore assoluto | b — a | dicesi grandezza
o ampiezza dell'intervallo. Gli estremi a, b si considerano, salvo
avvertenza contraria, come appartenenti all’intervallo (a, b).

L’insieme dei numeri non minori di un numero @ si indica
con (a, +>) e si dice costitnire 1’intervallo infinito, che ha a
per estremo sinistro o inferiore e -+ o come estremo destro o
superiore (notando al solito che questa frase si deve considerare
soltanto come un modo di dire e niente piu). Il punto a si puo
talvolta (purché si avverta esplicitamente) escludere dall’inter-
vallo (@, + @ ). Questo intervallo ha sulla retta » per immagine
la semiretta (il raggio) posta a destra del punto a (cioé del
punto che ha per ascissa a).

Osservazioni analoghe per i numeri non maggiori di a, che
formeranno un intervallo (— o, a). Per intervallo (— o ,+ )
intenderemo la classe di tutti i numeri reali, che hanno per
immagine tutti i punti della retta 7.

Assai spesso diremo intervallo in lnogo di segmento o vice-
versa, cosi come diciamo punto invece che numero, o viceversa.

Se ¢ ¢ un punto dell’intervallo (@, b), questo intervallo si
dice tntorno di c. Se ¢ & I'estremo destro di (a, b), cioé se p. es.
¢ =>5b> a, e quindi il segmento (a, b) cade.a sinistra di ¢, si
suol dire che (a, b)) € un intorno sinistro di ¢. Se ¢ coincide
invece con l'estremo sinistro di (@, b) si suol dire che (a, b) €
un intorno destro di c.

Gli intervalli (a, +®), (— o, b) si dicono poi rispettiva-
mente essere un intorno sinistro o destro di .
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§ 29. — Funzioni; funzioni di funzioni.

«) Assai spesso avviene di dover considerare nei calcoli un
simbolo (lettera), a cui nel ragionamento si danno valori distinti:
Un tale simbolo si dira essere una wariabile; i simboli, a cui
conserviamo in tutto il discorso lo stesso valore, si diranno
essere una costante. Uno stesso simbolo potra in un certo
ragionamento essere costante, in un ragionamento successivo
variabile (¥).

Molto spesso avviene pure che di due variabili reali z, y,
una, p. es. la y, sia determinata, appena sia dato il valore
della . Cosl, per esempio:

1° Se non varia la temperatura, il volume 7, che occupa
un grammo di ossigeno, € completamente determinato dal valore =
della pressione, a cui € sottoposto; :

2° La lunghezza y di una data sbarra di ferro e com-
pletamente determinata dalla temperatura x (se si trascurano
le variazioni dovute alla pressione, cui e assoggettata la sharra,
0 se si opera a pressione o tensione costante);

3° Lo spazio y percorso nel vuoto da un grave che cade
senza velocita iniziale in un certo luogo, &€ completamente deter-
minato dal numero z dei secondi impiegati nella caduta;

4° L’area  di un poligono regolare inscritto in un dato
cerchio é perfettamente determinata dal numero x dei lati;

5° Il logaritmo decimale y di un numero positivo = é
determinato dal valore di x, ecc.

Noi diciamo in questi casi che y & funzione della x. Non
e pero detto che la x possa ricevere valori arbitrari. Nel
1° esempio = non pud avere che valori positivi (perché non ha
senso parlare di un gas sottoposto a una pressione negativa);
nel 4° esempio x non puo che ricevere valori. interi maggiori
di 2: nel 5° esempio la = non pud ricevere valori negativi,
perché non esistono (nel campo dei numeri reali) i logaritmi
decimali dei numeri negativi. .

L’insieme (7 dei valori della x, per cui esiste il corrispondente
valore della 7, si dird il campo di esistenza della funzione .

(*) Se mnoi studiamo, p. es., come variano il volume », la pressione p, la tem-
peratur"a. t di_ una certa massa di gas, allora in una serie di esperienze, in cui non
si faccl.a variare [a temperatura, si considereranno p e v come variabili; e in una
successiva serie di esperienze, in cui non facciamo variare v, considereremo t e p
come variabili.
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Der. Una variabile (reale) y si dice funzione della variabile
(reale) = per i valori di = che appartengono a un certo insieme
(campo di esistenza della ;) se ad ogni valore dato alla =
nell’insieme G corrisponde uno e un solo valore della y (*).

Se poi ¥ e z sono due tali funzioni della z, definite nello
stesso insieme (, allora y + ¢z si dira funzione complessa della
variabile reale = definita nel campo G.

Salvo avvertenza contraria, noi parleremo soltanto di fun-
zioni reals.

B) Si hanno spessissimo funzioni definite analiticamente. Cosi
p. es.: y =m x + n(m, n costanti arbitrarie) rappresenta una
variabile ¥ che ha un valore determinato, qualunque sia il valore
dato allo = [cioé il campo di esistenza della y é formato da tutto
Iintervallo (— o, + ®)]. Altrettanto avviene della y — sen z.

La y=+ l/x — 3 definisce una funzione (reale) y della x
nell’intervallo (3, + ).

La y =+ ]/x——- 3 + |/4 — x definisce una funzione
(reale) della = nell'intervallo (3, 4).

Invece la y = + l/a, — 3 + }/2 — x non definisce nessuna
funzione (reale) della z. Infatti, qualunque sia it valore dato
alla z, uno almeno dei binomii x — 3, 2 — x €& negativo, cosi
che non esiste (nel campo dei numeri reali) la sua radice
quadrata.

1 A . :
La y — — definisce una funzione della x nel campo formato
€Xr

da tutti i valori della x differenti da zero.

Per indicare che y ¢ una funzione della = si suole scrivere
y = f(x). Se poi si considera z come un numero dato, lo stesso
simbolo indica il valore corrispondente della funzione; in altri
termini si fa la convenzione di rappresentare con f(a) il valore
che la fanzione assume per il valore particolare a della varia-

. Y n \ - .
bile: cosi sen?e il valore, che la funzione sen » assume

T
2
L’uguaglianza y = f(z) esprime dunque semplicemente che y

per xr =

(*) In sostanza dunque I'idea di fumziome non & che I'idea di corrispondenza
tra due classi di numeri @,y (univoca in un senso), ossia coincide con I'idea di
classe di coppie di numeri (z,%) tale che per ogni x di G esista una e una sola
coppia che lo contenga.
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¢ una funzione di x, ossia che y per ciascun valore x —=a di «
(almeno compreso in un certo gruppo () assume un valore deter-
minato che si indichera con f(a). Si pud benissimo adoperare
anche un’altra lettera diversa da f, scrivere p. es.:

F@), 9@, P, W), g @) i

e I'nso di questi diversi simboli € conveniente, quando si deve
parlare di piu funzioni distinte.

Si suole anche considerare una classe estremamente parti-
colare di funzioni y della z: quelle funzioni cioé che conservano
uno stesso valore (sono costanti), qualunque sia il valore dato
alla z. Cosi, p. es., il volume y di un prisma di data base ed
altezza conserva uno stesso valore al variare dell’angolo z, che
oli spigoli del prisma formano con la base (o, come si dice
anche, € wndipendente da x).

v) Talvolta si presentano quantita 7, funzioni di una varia-
bile z, la quale € a sua volta funzione di una terza variabile .
Cosl p. es., il volume 7 di un kg. di una certa sostanza e una
funzione della densita z, la quale é funzione della temperatura .
E spesso avviene, come risulta chiaro da questo esempio, che
si possa senz’altro considerare la y come funzione della stessa z.
Cosi, p. es., y —log z ¢ una funzione della z; e, se z=—=senux,
e 7y = log sen z una funzione della z. Ma si osservi che, mentre
2 € definita per ogni valore della x, la y é definita soltanto .
per i valori positivi di z. E quindi la , come funzione della z, -
e definita solo per gli angoli z dei primi due quadranti. In
generale, se ¥ = f(x), 2 = ¢ (x), potra darsi che la y si possa
considerare come funzione f[¢ (x)] della z. E una tal funzione
esistera per quei valori della z, tali che il corrispondente valore
della z = @ (x) appartenga al campo ove € definita la f(z). Una
tal funzione [ (x)] si suol anche chiamare una funzione di fun-
zione della x. Se fosse, p. es., [ (2) :]/z,z:cp(x) =—2—1
non esisterebbe la f[¢ (z)], perché, essendo sempre — 2’ — 1
_negativo, il simbolo }/— z*— 1 & privo di significato (nel
campo dei numeri reali).

§ 30. — Rappresentazione grafica delle funzioni.

Si voglia rappresentare una data funzione f(x); si voglia
cioé dare un mezzo o per studiare come varia f(z) al variare
di ., o senz’altro per calcolare i valori che assume f(x) per

7 — G. FuBINI, Analisi matematica.
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ogni valore dato alla « (nel campo ). Tra i metodi che possono
servire a tale scopo, uno, il metodo delle tavole numeriche, &
ormai famigliare al lettore, che ben conosce gli esempi delle
tavole logaritmiche e trigonometriche, tanto utili per il calcolo
rapido e sufficientemente approssimato delle funzioni:

y=Ilogx, y—senz, y—=—cosx, y—log senzx, ecc.

Naturalmente si possono, almeno teoricamente, costruire
tabelle numeriche per ogni funzione. La fisica ne porge nume-
rosi esempi. Ricordero, p. es., le tavole che danno la densita
dell’acqua alle varie temperature x, la temperatura y di ebol-
lizione dell’acqua alle varie pressioni z, ecc.

Ma talvolta si suole ricorrere a procedimenti grafici, i quali,
sebbene generalmente meno precisi, hanno il vantaggio di per-
mettere di abbracciare con un solo colpo d’occhio 1’andamento
di una funzione y = f(z), e talvolta persino di risolvere con
rapidita questioni che analiticamente porterebbero a lunghi svi-
lappi di caleolo. Cio che e specialmente utile, se il campo
dei valori, per cui e definita la 7, € formato da tutti i punti
di un intervallo; caso, al quale soltanto sono dedicate le con-
siderazioni seguenti.

Su un foglio di carta si scelgono due rette normali Oz, Oy
come assi cartesiani ortogonali.

Sulla prima si portino dei segmenti OA4 uscenti da O, aventi
lunghezze x =— OA arbitrarie, ma appartenenti al campo (7, ove
la  é definita.

Si innalzino dagli estremi 4 di questi segmenti delle per-
pendicolari nguali in lunghezza e segno al valore della y cor-
rispondente al valore OA della x. Otteniamo cosi vari punti;
e tanti pit ne otterremo, e (nei casi comuni) tanto piu vicini,
quanto sara maggiore il numero dei valori della x che si con-
siderano, e quanto meno distano 1'uno dall’altro questi valori.
Se noi immaginiamo eseguite queste operazioni per tutti 1 va-
lori della z, gli estremi delle perpendicolari innalzate si trovano
su una curva, che diremo immagine della funzione f(z), e che:
la Geometria Analitica chiamerebbe la curva che ha per equa-
zione y = f(x). Dobbiamo anzitutto fare alcune osservazioni:

1° 11 disegno resta molto facilitato se la carta € millime-
trata, perche cosi piu facilmente si misurano i segmenti paralleli
o normali ad Ox (purché Oz sia una delle righe tracciate sulla
carta). Il Regnault, per maggiore precisione, in taluni suoi studi
ricorse a curve tracciate su tavole di rame.
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2° K impossibile disegnare effettivamente tutti i segmenti
normali ad Oz, di cui si ha bisogno. Generalmente se ne traccia
soltanto un numero sufficientemente grande, congiungendo poi gli
estremi con una linea possibilmente regolare. Questo & sufficiente
nei casi pitt comuni. (La frase linea regolare non ha un preciso
significato matematico, ma un ben chiaro significato intunitivo).

3° Talvolta perd si usano speciali disposizioni pratiche,
che permettono di ottenere senz’altro la nostra curva, o, come
si snol anche dire, il nostro diagramma.

Immaginiamo, p. es., che il nostro ‘foglio di carta strisci su
sé stesso, in modo che la retta Oz strisci su sé stessa. La velo-
cita di tale strisciamento sia uniforme e tale da far percorrere
verso sinistra 1’unita di lunghezza (p. es. 1 cm.) nell’ unita
di tempo (p. es. 1'); in altre parole, il punto posto a destra
di O su O, alla distanza di = cm. dal punto O, sia dopo =
minuti primi venuto proprio in O. Il punto M sia mobile sulla
retta che e la posizione iniziale di Oy, parta dal punto O,
percorra lo spazio f(z) in x minuti secondi (*), e porti una
punta scrivente sul foglio di carta. La traccia lasciata da esso
sara precisamente la y = f(x).

In pratica il foglio di carta € avvolto su un cilindro (che
un movimento d’orologeria fa rotare di velocita uniforme) e viene
poi svolto su un piano; la punta scrivente congiunta ad M e
da una molla premuta su tale cilindro. Se il punto mobile M
fosse, p. es., un punto invariabilmente congiunto all’estremita
superiore di una colonna termometrica o barometrica, 1’appa-
recchio diverrebbe un reglstratore
automatico della temperatura (ter-
mografo), o della pressione atmosfe-
rica (barografo).

4° B inutile avvertire che ge-
neralmente i punti della retta Oz

a sinistra di O corrispondono a valori
negativi della z, i punti della Oy
posti al di sotto di O a valori negatlw della .

Dall’esame della curva y = f(z) si possono dedurre molte
proprieta della f(x). Cosi, per esempio, se noi ritorniamo al
punto mobile M, e alla figura qui sopra disegnata, noi vediamo
tosto da essa che y cresce fino a che z assume un valore

(*) Lo spazio O M percorso da M su Oy & evidentemente una funzione del
tempo z impiegato a percorrerlo.
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-

x = o di poco inferiore a A per poi diminuire. Cio vuol dire

che nei primi « minuti il punto M si allontana da O per poi
di nuovo avvicinarsi ad O. Essendo, diremo cosi, piu ripida la
curva per > &, che per r <a«, ne deduciamo che la velocita
con cui M ritorna verso O e maggiore di quella con cui se ne
era allontanato, ecc.

Se ci proponiamo di vedere in quali istanti la distanza O M
era, p. es., uguale a 1, basta cercare i punti della nostra curva,
la cui distanza da O . vale 1: si trovano facilmente i punti B, C,
le cui ascisse la nostra figura dimostra approssimativamente

~

ugunali a % e 2§1 Quindi. dopo circa % 0 % minuti la

distanza O M vale 1, ecc., ecc.

Anche solo queste prime e semplicissime applicazioni baste-
ranno a dare un'idea di alcuni dei vantaggi che presenta il
metodo grafico di rappresentare una funzione. E oramai negli
studi pin svariati di fisica, di economia, ecc., si ricorre ad esso.
Ricordero qui soltanto i cosi utili orari grafici delle strade
ferrate, che sono appunto costruiti per rappresentare il movi-
mento su una linea Oz di un treno M secondo i principii
sopra svolti.

Voglio citare ancora un esempio di rappresentazione gra-
fica (*). Sia data dell’anidride carbonica che alla temperatura 0°
e alla pressione di un’atmosfera ha il volume 0,9936. Tenendo
costante la temperatura, la pressione 7, misurata in atmosfere,
a cui si assoggetta il gas, é funzione del volume z occupato

dallo stesso gas. E si ha precisamente I’equazione di Van Der
Waals:

( - L 00874) (x —0,0028);—=1

che permette, per ogni valore della x, di calcolare 11 corrispon-
dente valore della 7.

In questa equazione sono contenute tutte le leggi di dipen-
denza della 7 dalla x. Ma queste diventano ben piu intuitive,
se ricorriamo alla rappresentazione grafica. Calcolando per mezzo

(*) Tolgo questo esempio dal libro di NERNST u. ScHONFLIESS: Finfiihrung
in die mathem. Behandlung der Naturwissenschaften. .
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di questa equazione i valori di y corrispondenti a un dato valore
della x, costruiamo facilmente la seguente tabella:

% i3 Y & } Yy
0,1 9,4 0,008 38,8
0,05 17,5 ‘ 0,005 20,9
0,015 39,9 0,004 42,0
0,01 42,6 0,003 457

E la rappresentazione grafica da la curva qui disegnata, in
cui pero per misurare i segmenti dell’asse delle z e quelli dell’asse
delle y si sono scelte distinte
unita di lunghezza.

Ne deduciamo, p. es., che:

1° Data la distanza y di » ’
un punto della curva dall’asse
delle x, il punto e determinato,
e ne é quindi determinata I a-
scissa r, se p.es. y > & oy <P,
essendo 2 un numero che la fi-

90 Q0T 202

gura dimostra compreso tra 40
e 50, e 3 prossimamente uguale
a 20. Vale a dire: Se la pressione ¢ minore di 3 atmosfere o
maggiore di z, il volume del gas é completamente determinato
dalla pressione a cui si assoggetta. Invece si vede tosto che a
ogni valore della pressione y compreso tra « e 3 corrispondono
tre possibili valori del volume ux;

2° Si vede pure che mentre il volume cresce da 0,01 in
poi, la‘pressione va diminuendo dapprima con una certa rapidita,
poi con una certa lentezza. E, mentre il volume diminuisce
da 0,005 in poi, la pressione va rapidamente aumentando, ece.

Esercizi.

1° Una funzione y = cost. € rappresentata da una retta
parallela all’asse delle z.

2° Rappresentare le funzioniy =3 + 4, y =3z + 5,
y—4xr+6, y—4zx + 7.

Risp. Si deve verificare col disegno: «) che le curve corri-
spondenti sono rette: ) che le prime due sono tra loro parallele,
perché hamno lo stesso coefficiente angolare 3 v) che anche le
ultime due sono parallele.
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3° Rappresentare graficamente la legge di Boyle-Ma-
riotte. (Se z € il volume d'un gas perfetto alla pressione 7, e
x 1y = costante; si supponga questa costante, p. es., uguale a 1).
E dedurne come varia y al variare della z. (La curva imma-
gine e un’iperbole equilatera).

4" Rappresentare la curva y — —+ ]/1 — .

Risp. Si deve trovare un semicerchio.

5° Si rappresenti graficamente qualche fenomeno fisico,
partendo o da una legge fisica o da tavole numeriche.

Cosl, p. es., si puo rappresentare come varia la intensita
luminosa y al variare della distanza x dalla sorgente luminosa
(y «* = cost.), oppure come varia la densita 7 di un corpo,
I’acqua, p. es., col variare della temperatura z, ecc.

§ 31. — Esempi preliminari di limiti.

2) Sia OP un pendolo mobile attorno ad un punto O; e
ne sia OV la posizione di equilibrio stabile. Supponiamo che
il pendolo si muova in un mezzo cosi viscoso, che la resistenza
del mezzo impedisca ‘al pendolo OPFP di risalire dopo che sia
disceso in OV. L’angolo 7 che OP forma con OV va diminuendo,
e diminuisce indefinitamente fino a diventare tanto piccolo quanto
si vuole, e, quando é diventato minore di un qualsiasi angolo e,
non cresce pill, ma resta minore di €. Ora y & una funzione
del tempo x impiegato dal pendolo nel suo movimento. Quanto
pit z aumenta, tanto piu piccolo y diventa e resta. Cioé che
esprimeremo dicendo, che y tende a zero, (ha per limite zero,
diventa infinitesimo) se = cresce indefinitamente (per x —= + =)
e scrivendo lilil_ =) '

8) Sia ancora OP un pendolo oscillante attorno ad un punto O;
e ne sia OV la posizione di equilibrio stabile. Per fissare le idee,
supponiamo che gli attriti, la resistenza del mezzo siano tali
che, se il pendolo parte da una posizione OFP che con OV fa
un angolo 2, esso, oscillando, giunga dall’altra parte di OV

a
fino alla posizione OP; che con OV fa angolo—;. Cosicche,

tenendo conto dei segni, possiamo dire che, se 'angolo y di OP
con OV ha il valore 2 al principio di una oscillazione, il valore
di y varia durante l'oscillazione e, partendo da o, e passando

3 1 . -
per lo zero, giunge fino al valore — o Naturalmente poi il

P
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pendolo retrocede fino a che il valore di y, ripassando per lo

; 1 () o ¢
zero, giunge al valore — oy (— 9—) = 1 per poi retrocedere
. a \ .
di nuovo giungendo al valore Ee e cosl via.

E resta evidente che, se si prende il numero delle oscil-
lazioni compiute dal pendolo abbastanza grande, si rendono
piccoli a piacere i valori che puo poi assumere z: ci0o che
esprimeremo scrivendo lim y = 0. -

=4
Infatti, se ¢ € un numero positivo piccolo a piacere, sia n
] "\‘1’ A m\ili ilt
cos1 grande che 2" > = Per x> n sara 2° > e g

E quindi per x> n I'angolo y € a fortior: minore di e.
v) Tra i due precedenti esempi passa una certa differenza
di comportamento. Mentre nel 1° la 7 varia al crescere della x
sempre in un verso, e, senza mai essere nulla, finisce col diven-
tare e restare piccola a piacere, la quantita z del secondo
esempio tende pure a zero. Ma essa non varia sempre in un
verso: il suo valore assoluto prima diminuisce fino ad annullarsi,
poi aumenta di nuovo, torna a diminuire, e cosi via. I massimi
valori che || raggiunge in ogni oscillazione vanno diventando
perd sempre piu piccoli; cosiche anche la 7 del secondo esempio,
come la y del primo, finisce da un certo momento in poi con
I’essere diventata e restare piccola a piacere in valore assoluto.
%) Se un punto M si muove di
moto uniforme su una retta OX,
(') ﬂl[ 1{7 : JI( partendo da O, e movendosi p. es.
verso destra, la distanza y — OM
cresce sempre, anzi da un certo istante in poi diventa e resta
maggiore di una qualsiasi lunghezza I assegnata. Se, per es.,
misuriamo il tempo (in minuti, o in secondi, o ecc.) a partire
dall'istante iniziale del movimento, e se v & la velocita (sup-

: Sy o
posta costante) del movimento, dopo .r>7un1ta di tempo,

si ha OM =y =zwv> L. Ci0 che noi esprimeremo scrivendo
lim y = o (quando x cresce indefinitamente), o anche senza
altro lim y — . .

X==x

Sia ora N un punto che oscilli rapidamente intorno al pre-
cedente punto mobile M, e supponiamo che l'ampiezza di tali
oscillazioni sia costantemente di 1 ecm. La distanza y =— ON
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potra anche in certi intervalli di tempo diminuire (quando N
si muove oscillando in direzione opposta al movimento di M).
Ma ciononostante i valori minimi che successivamente acquista
z = ON vanno crescendo sempre, vanno diventando grandi ad
_ arbitrio, cosicche ad un certo istante x in poi anche y — ON
diventa e resta maggiore di una qualsiasi lunghezza assegnata.
Percio noi diciamo ancora che lim y — .

r=>

—; essa e una funzione
&
della x nel campo formato da tutti i possibili valori della =,
eccettuato il valore x — 3.

Si noti che per x =3, 1; 3,01; 3, 001:; ..... si ha rispettiva-
mente y = 10; ¥ = 100: ¥ = 1000, ecc. E si riconoscera tosto
che, man mano che la x siavvicina a 3, il numero x — 3 diventa

¢) Consideriamo la quantita y =

e resta piccolissimo, il numero - 3 grandissimo (in valore

assoluto); cio che noi indichiamo scrivendo lim 7 — oo,
r=3
11 lettore costruisca il diagramma (la curva immagine) della
nostra funzione (che si trova essere un’iperbole equilatera) e
cerchi di illustrare col disegno i fatti qui enunciati.
Si noti che, per assegnare il lim 7, si sono considerati i

re=3
valori delle = prossimi al valore 3, e non il valore 3, per il
quale anzi la ¥ non e neppur definita.

C) Consideriamo infine un pendolo OF che oscilla senza
smorzamento attorno al punto O. L’angolo y di OP con la
posizione OV di equilibrio stabile variera da un certo valore
o fino a — a, per poi tornare al valore «, e cosi .via. In ogni
oscillazione esistono valori di y vicinissimi ed anzi coincidenti
con ogni numero 7y scelto nell'intervallo (— 2, @). Ma y, dopo
essersi avvicinato al valore Yy, se ne allontana; e la misura
'y — | di questo avvicinamento, pur raggiungendo ad ogni
oscillazione addirittura il valore zero, continua pure a rag-
oiungere i valori |« — v | e |—a — v |; cosicché, pur diven-
tando minore di un numero € piccolo a piacere, non resta, da
nessun istante in poi, minore di un tal numero &. Noi diremo
percio che lim » non esiste, o che 7 non tende ad alcun limite,
quando il numero delle oscillazioni tende all’infinito. ¢
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§ 32. —

Limiti.

Cerchiamo di dare una definizione di limite, che corri-
sponda alla nozione intuitiva messa in evidenza dagli esempi

del § 31.

A) In generale sia y una funzione della x definita in un

certo campo (.
Noi seriviamo lim =20 (a, b

r=a

numeri finiti), se, preso un nu-
mero positivo & piccolo a pia-

*k 2 B
cere (%), la differenza y —b e
minore in valore assoluto di &
(ly —b|<£e¢), per tutti i nu-
meri » di G abbastanza vicini
ad a, ma differenti da a.

Noi scriviamo lim y =10 (b

T =

numero finito) se, preso un nu-
mero positivo € piccolo a pia-
cere, la differenza ¥y — b € mi-
nore in valore assoluto di €
(ly—1>b|<e) per tutti i va-
lori # di (¢ abbastanza grandi
in valore assoluto.

Per precisare tale definizione, osserviamo che sono equiva-

lenti le frasi seguenti:

o) « I1 numero x € abba-
stanza vicino al numero a ».

8) « La differenza o —a &
abbastanza piccola in valore
assoluto ».

v) Il punto z appartiene ad
un certo intorno del numero a
(o anche ad un intorno abba-
stanza piccolo di a).

Se poi vogliamo precisare il significato delle parole «

") 1] numero x é abbastanza
grande in valore assoluto.

8) I1 numero % ¢ abba-

stanza piccolo in valore assoluto.

¥") 11 punto x appartiene ad
un certo intorno di .

ab-

bastanza », « un certo », che compaiono nelle frasi precedenti,
e che possono avere un significato pit 0 meno ampio a seconda

del problema trattato, possiamo

%) La differenza z— a non

supera in valore assoluto un
3 % P sk

certo numero o (| x—a | <o) (**).

) Il punto x appartiene ad
un intorno (@ —o. a + o) del
numero a.

(*) La definizione non cambierebbe
«un numero ¢ arbitrario ».

dire:

8') I1 numero x supera in
valore assoluto un certo nu-
mero m.

¢’) I punto z appartiene ad
un certo intorno (m, +») o
(— >, m) del punto .

di significato se io dicessi solamente:

(**%) LI’ « abbastanza piccolo » acquista cosi il significato preciso di « minore

di = in valore assoluto ».
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Con queste osservazioni le definizioni precedenti si possono
enunciare anche cosi:
Noi scriviamo lim 7 = b (a, b Noi scriviamo lim ¥y =5 (b

rT=a €ro= %

numeri finiti) se, comunque si numero finito) se, comunque si
scelga un numero positivo &€ pic- scelga un numero positivo £ pic-
colo a piacere, esisteun numero ¢ colo a piacere, esiste un nu-
tale che, se 2 appartiene a G, merom tale che, se x appartiene
sex=a,ed | xr—a|<o,iva- a G e se|lx|>|m|, i valori
lori corrispondenti della y sono corrispondenti della 7 sono tali
tali che la differenza 7 — b non che la differenza ¥ — b non su-
superi € in valore assoluto. peri € in valore assoluto.

Ed infine si possono dare le precedenti definizioni nella forma
seguente, valida in entrambi i casi, affatto completa e precisa:
Si dice che lim y = b (a finito o infinito, & finito), se,

T=a

preso ad arbitrio un numero = positivo (piccolo a piacere),
esiste un intorno v di «, tale che in tutti i punti di questo
intorno (il punto « escluso), che appartengono al campo G,
ove la y & definita, la » assume (*) valori, che differiscono
da » per non pii di =, ossia che soddisfano alla

ly—blze.

Questa disuguaglianza non varra per tutti i. valori di 7,
ma soltanto per quelli che corrispondono a punti di 7y. Si noti
che y varia in generale, quando & varia. Perche, se Yy non
variasse, tale disuguaglianza varrebbe, qualunque fosse €, per
tutti i valori di y corrispondenti ai punti dell’intorno fisso 7.
Percio ognuna delle corrispondenti differenze |y — 0|, essendo
minore di un numero £ > 0 arbitrario, sarebbe nulla. Pertanto
questi valori di y sarebbero futt: uguali a b. Cioé esisterebbe
un intorno y di @, in cui la y avrebbe sempre lo stesso valore 0.

Notiamo che porre la disugunaglianza

ly—bl<e (1)

equivale a dire che entrambe le differenze 7 — 0. b — 7 sono
algebricamente minori di . Infatti, quella di queste differenze.
che €& positiva, é uguale a |y — b/, ed é quindi per ipotesi
non maggiore di €; e quella delle due precedenti differenze, che
€ negativa, € certamente minore di &, perché ¢ e positivo.

' (¥ Ricordo che si dice valore assunto dalla ¥ in un punto, p. es., nel punto
2 =¢; il valore di  corrispondente al valore ¢ della .
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Alla precedente disuguaglianza si possono sostituire le se-
guenti due:
y—bze : b—y<e (2)

che si possono scrivere
b—e<£Ly<b+ce (3)

La (3) dice che y & compreso tra b—c¢ eb —+e.

I valori che la » assume per i citati valori di = formano
dunque una classe di numeri, il cui limite inferiore [ non & infe-
riore a b —¢, e il cui limite superiore L non é superiore a b + &.

Osservazione critica.

Questa ultima osservazione permette di presentare sotto nuova luce la defini-
zione di limite, e di vederne le possibili generalizzazioni. E forse per qualche lettore
la seguente trattazione potra apparire piu facile della precedente. Premettiamo una
osservazione.

Siano v,, 7. due intorni del pumto a; e sia 7, una parte di 7, (cioé i punti
di 7, appartengano a 7,). Tra i valori che y assume per i valori di z (distinti da «
e che appartengano a G) appartenenti a 7, saranno compresi anche i valori as-
sunti da #», quando x (sempre appartenendo G ed essendo distinto da @) si muove
entro 7, (e ¢id perché, per ipotesi, 7, & interno a 7,). Quindi evidentemente: I Ii-
miti L, 1, superiore e inferiore dei valori assunti da y quando x varia i 7,
(colle solite restrizioni) e ¢ limiti analoghi L,, 1, relativi a v, soddisfano alle
L,>L, =1, =1, (%). Cioe, mentre un intorno v di a impicciolisce, il limite supe-
riore L dei valori corrispondenti di v non auwmenta, il limite inferiore 1 mon
diminuisce, pure essendo sempre L= 1. Dunque il limite inferiore A degli L, e
il limite superiore » degli 1 soddisfano alle A > .

Nel nostro caso (il caso elementare) in cui lim y =0, preso un = piccolo a

xr=a
piacere, esiste, come abbiamo veduto, un intorno v di @ per cui il limite superiore
non supera b+ ¢, 'inferiore { non ¢ minore di b —:, per cui cioé L — I non su-
pera 2 & In tale caso dunque la classe degli L & contigua alla classe degli 1
cioé A =2, E questo numero A = di separazione delle due classi coincide appunto
col limite b di y per # — a. Potremmo dunque anche dire:

Si dice che il limite di y per x —a esiste, se la classe degli L ¢ contigua
alla classe degli 1; come valore lim y di questo limite s'intende in tal caso il

re=a

nwmero di separazione delle due classi.

Questa definizione & molto analoga a quella data per le aree e i volumi delle
figure piane o solide. Si capisce che dalle nostre ricerche elementari resta escluso
il caso A>3, in cui secondo le attuali definizioni, non esiste il limite di y per z = a;
A e i sono nel caso generale i cosidetti massimo e minimo limite di y per z = a.
Si possono poi distinguere i limiti per z = a + da’ quelli per z =a —.

Oss. 1*. Affinche queste definizioni abbiano senso, si deve
pero ammettere che in ogni intorno di a esistano punti X ap-
partenenti @ G, ma distintt da a. Vale a dire, se a € finito

(*#) Cio ¢ una facile estensione del teorema evidente:

Se a,, @, ....., @, sono dei numeri, e @,, @,, ....., @» (CON M £ 1) SoNo una parte
dei precedenti, il massimo (minimo) dei primi non ¢ inferiore (superiore) al mas-
simo (minimo) di questi ultimi.
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si deve per ogni numero o ammettere I’esistenza di punti .,
differenti da @, in cui la y & definita e che soddisfano alla
x—a|<0; se a=o, si deve per ogni numero m ammet-
tere l'esistenza di numeri z, per cui la y é definita, e tali
che |z |> m| (*).

Cosi, p. es., non avrebbe senso parlare del lim }/z— 2,

r=1

perché la y é definita soltanto nel campo ¢ formato dai valori
della 2, che non sono inferiori a 2. Ed evidentemente vicino

“~

s 1
ad 1 [p. es., nell'intorno (1 —o, 1 -+ o) ove o::?:' non
esistono valori di G.

Oss. 2% Se i valori della z, di cui si parla nelle prece-
denti definizioni, sono scelti tutti in intorni a sinistra del punto a,
allora, anziché scrivere lim 7, si scrive spesso lim ¥ (se a

z=—a r=a—0
é finito) oppure lim y (se a é infinito). Si scrive lim op-
z=+= z=a-40
pure lim, se i valori considerati della  sono scelti in intorni

= —w

destri del punto a. Le notazioni lim, lim sono pero usate

xT=a =%
anche in tali casi, se non vi é possibilita di un equivoco.
Si serive anche lim e lim, anziche lim e lim.

re=a— T=a-+ r=a—0 z=a-4+0
4 lz—11] , : .
Cos1, p. es., la y =z + ——l—e una funzione definita
x_—.

per tutti i valori della x, il punto x =1 eccettnato. Ed e
lim y = 0. Infatti, se ¢ € un numero piccolo a piacere, per

z=1—0

i valori della "z dell'intorno 1 —¢ <x <1 del punto 1 e

1_ 7 1 A
O—y}:]y!=!x+—_~— |=|2z—1|<c<. In modo si-
mile si prova che lim y— 2.

z2=1+40
(Si ricordi che per <1 é |z —1|=|1—z|=1—gz,
|z — 1| ' L lz—1]
e =l | h s Sl &5 BESln s s el 1
Sy e che per x> 1€ ——— )
Oss. 3°. E essenziale notare che, pure esistendo il lim 7,

r=a
puo darsi benissimo che per x —=a la y non sia definita, od
anche che vi abbia un valore affatto distinto da lim y, perche,

x=a

(*) Questa proprieta si suole anche enunciare dicendo: Il punto a é punto
limite di G ;
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per la stessa definizione, per calcolare il lim y si devono esa-

rT=a
minare i valori che y assume in punti distint: dal punto r = a.
(0ss. 4. Se in un intorno di z = a la y riceve costante-
mente uno stesso valore b, evidentemente lim y = b.

(ss. 5. La lim = b si legge: Il limite di v per xr —=a
¢ b: oppure y tende al limite b, o anche tende a b per x —a,
oppure per z —a la y — b tende a zero, diventa infinitesima,
¢ infinitesima.

Sara un utile esercizio al lettore illustrare le precedenti
definizioni con gli esempi del § 31.

Oss. 6% Supponiamo che esista il lim # = [, e che, quando

xr==a, si abbia. ¥ > £ oppure y = k.

Dovranno esistere dei valori di y tali che |y — 1| <e,
e in particolare che !>y -—e. Poiché ogni valore della # non
e inferiore a %, sara [>=/% —¢e; ma ¢ € un numero piccolo a
piacere. Dovra dunque essere = %.

Cosi pure, se per x ==a € y <k, oppure y <k, e l £k.

Come si vede, le disugnaglianze precedenti relative alla ¥
si conservano attenuate (mi sia lecita la frase) per un limite di 7.
Dico attenuate, perche se, p. es., y >k, dalla { = 1lim % posso
non gia dedurre che !> /%, ma soltanto che !>%. Un fatto
analogo ci & gia noto (pag. 10) per i limiti superiore ed inferiore.

0ss. 7% Viceversa, se, p. es., lim y = | <, esiste per ogni
= > 0 arbitrario un intorno Y di a tale che in questo intorno
y <1 + ¢, Scelto ¢ <%, — [, sara dunque in tale intorno y < 4.
Un risultato analogo si ottiene se 1> k.

Dalla disuguaglianza lim y < % [oppure lim y > %] si deduce
quindi una disuguaglianza y </ [oppure y > %] per i valori
della 7: la quale perd (si noti) e valida non gia per tutti i
valori della »: ma soltanto per quei valori che la y riceve in
un coNVENIENTE intorno del punto a.

Invece dalla y <% [oppure y> %] si ricava soltanto limy <7
[oppure lim >/], se questi limiti esistono e sono finiti. Anche
dalla y <% [oppurey = /] si ricava la stessa disuguaglianza.

: : : 2 o
B) Converremo di scrivere lim y = se lim — = 0.
: z—=a z=a Y
SR 7 o 1
Scelto ad arbitrio un numero & positivo, e, posto /% i)

dovra dunque esistere un intorno Yy di a tale che per tutti i
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punti di questo intorno (il punto a escluso) che appartengono
| |

al campo G ove y ¢ definita, sia |— | <&, ossia |y | > Z, cioé
LY |
valga I'una o l'altra delle disuguaglianze: y =% oppure y < —/.
Possiamo dunque dire:
E lim y = ®, se, scelto ad arbitrio un numero k positivo

r=a
(arbitrariamente grande), esiste un intorno Y di a, tale che ner
punti di Y, ove la 'y ¢ definmita, e che sono distinty da a, valga
la |y =k, cioé valga la:

y=k oppure la y < — k.

Se vale sempre in Y la prima di queste wltime due disu-
gquaglianze, se cioe y ¢ positia wn tutto un intorno di a, st dira
che il limite di y é + @. :

Se vale in Y la seconda, s dira che lim y — — .

z—=a

Se in ogni intorno di @ la » assume valori tanto positivi
che negativi, essa, pur tendendo a o, non tende né a -+ ®,
ne a —®,

Anche qui potremo distinguere il limite per x = a + 0,
e il limite per x —a — 0.

Dunque lim y = b, (essendo anche a — o oppure b —=m®)

X=2a
allora e allora soltanto che, dato a piacere un intorno B di b,
si puo trovare un intorno « di a tale che quando x ==a varia

in & assumendo valori per cur y é definita. 1 corrispondenti
valori di 'y appartengono a B.

Il lettore veda come si modifica questa proposizione, se,
p. es., b= -+ ®, oppure b —= — ®, o se si tratta del limite
per x — a -+ oppure per r—a —.

C) Come abbiamo visto in un esempio precedente, puo bene
avvenire che lim #, lim # esistano entrambi, e siano diffe-

r=a—0 z=a-+40
renti 1'uno dall’altro; né cid puo stupire, perché per il primo
limite si considerano i valori di y per x posto a sinistra di a;
e per il secondo limite si considerano tutt’altri valori della y:
quelli corrispondenti a valori di = posti a destra di a.
Vogliamo dimostrare pero il seguente:

TEOREMA DI UNICITA. La y non puo avere due limiti di-

stinti, p. es., per x = a + 0; cosicche il lim y o nmon esiste,
z=a+40

oppure ha un unico valore ben determinato.
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e

Supponiamo, p. es., che la 7 abbia per x —=a + 0 due
limiti finiti %, £. Io dico che 7 — £.
Sia ¢ un numero piccolo a piacere. Esiste un intorno « a

, ed esiste un intorno p a

Lo\m

destra dii z=a, in cui |y —h|<

€
destra diz=uga, incui |y — k| < e Sia A un punto (del solito

&

campe G e distinto da ), che appartiene al pilt piccolo di
questi intorni; esso apparterra ad entrambi gli intorni.
[l valore 7,, che y assume in tal punto, soddisfera percio

€
ad entrambe le disuguaglianze |y, — /| < 9 b — ks % ;

[ numeri &, £ avendo da uno stesso numero y, una distanza
€
minore di 2 disteranno I'uno dall’altro per meno di e, ossia

|h—Fkl<E. ‘
Cid che si puo anche dimostrare osservando che

h—k|=|(h—y)+ @—R)|Llh—y |+ | k—uy|=

€ €
S T R e o A & Tt SR - A
R =R
La differenza /. — %, essendo in valore assoluto minore di
ogni numero positivo &, € quindi nulla. c.d.d.

Un utile esercizio sara quello di completare la dimostrazione
del precedente teorema per il caso che sia, p. es., h — + o,

§ 33. — Funzioni complesse e loro limiti.

Se u (x), v (x) sono funzioni reali della x definite in uno
stesso insieme &, la u (x) + ¢ v (z) & (§ 29, 2, pag. 96) una fun-
zione (complessa) della variabile (reale) x definita nel campo G.

Se lim u (x) = m, se lim v (x) = n, si suol dire che

r=a z=a

lim [u(x) + iv ()] =m + in. (1)

T=a
. b 8 . . . -
Poiche, scelto un o piccolo a piacere, esistono un intorno 7,

e un intorno Y, di @, tale che nei punti di G (il punto a
escluso) che appartengono a tali intorni, valgano le
e
% (2)

]u(x)—mié—;— 3 lv(x) —n| <L
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in un intorno 7y interno a ¥y, e a 7. varranno entrambe le (2).
Varra anche la

Hulx) +iv(@) | — m+inl|<e, (3)

perche il primo membro di (3) non puo superare
lu(@)—m!| + v —nl
Viceversa, se, per ogni &> 0, esiste un intorno y per il
quale valga la ( 3) allora é vera la (1). E cosi trovata una
stretta analogia tra le definizioni di limite di una funzione
reale o complessa. E evidente che dalla (1) segue

lim )/ [u (x) P+ [v(2) P = m® + #°, cioe:
lim lu(z) +ivx)|=|m+in!

(limite del modulo = modulo del limite).

Una formola analoga non si puo scrivere per gli argomenti
perche I'argomento di un numero complesso non € univocamente
determinato.

Se perdo wu (x) + iv(x) ¢ una funzione complessa, il cui
modulo per . = a ha per limite », mentre I’argomento (o, per
meglio dire, uno degli argomenti) ha per limite 6, allora
u (x) 4+ 1v (x) ha per limite proprio » (cos 6 —+ 7 sen 6).

Se anche una sola delle funzioni « (z), v (x) ha per limite @,
ossia se |u =+ v | =]/« + v" ha per limite I'infinito, ossia se

A ha per limite zero. diremo che u + 7 v ha @ per limite.
w+ v

§ 34. — Ricerca del lim p*

X=e

Se p € negativo, oppure complesso, supporremo senz’altro
x intero. Distinguiamo parecchi casi:
1° Sia' |p|>1, z> 0.
logmk
logy | p |

+oo)di —}-icD.

Si osservi che | p” |=% se x> ossia se z appar-
; k

tiene all’intorno (—-—
logy, | p |

Quindi: lim p* = sep|>1.
2=+ =
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; , 1
2" Sia | p | <1, 2 <0. In tal caso 2T e o
|12 |

: . ; TiNs
lim p*= lim (ﬁ) =
ST e P

i | ) 1
3° Sia |p|<1; x> 0; sara, posto I
/
S - : 1
q|>1 e quindi lim ¢ =.donde lim — = 0,
T=—4 = T=-+ =
ossia lim p* =0.
r=++ =

- 1 &% i3
4° Sia |p|>1; < 0; posto q:1—), sara | ¢ |<1 e

} 4 : : 1 ’
quindi per il 2° caso lim ¢* =, donde lim ?r——— lim p*=0.
E=—w z=—x ( T=—x
5" Per p=1 e lim p*=—1 (perche p*— 1 per ogni

valore di x).
6° Per p —=—1 ed z intero, p* assume i valori + 1

o — 1, secondo che x e pari o dispari: e quindi lim p* non
x=t=x
esiste. Altrettanto avviene se |p =1, e p € un numero com-
plesso.
§ 35. — Primi teoremi sui limiti.

Enuncieremo e dimostreremo questi teoremi per le funzioni
reali.

Tali teoremi valgono pero, come apparira evidente, anche
per funzioni complesse.

E ben evidente che, se due quantita 7,, 7. si avvicinano indefini-
tamente a (hanno per limite) due numeri finiti /;, /, la loro somma,
la loro differenza, il loro prodotto e il loro quoziente (se I, == 0) si

[ .
avvicinano indefinitamente a I, + 0., I, — L, |, I, —li (nell’ultimo

caso si suppone . ==0). Questa semplice osservazione si enuncia
rigorosamente, e in modo piut generale, coi seguenti teoremi:-

@) S8 Yag Yol i Vu sono funzioni della x definite 1n uno
stesso gruppo G, e se, p. es., per X — a + 0 esse hanno der limity
1, L, ... 1, finite, allora per x =a—+0, la somma y, + ¥+ ...+ Y,
ha per limite la somma 1, + 1. + ... —+ 1, der limiti.

8 — G. FUBINI, Analisi matematica.
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Dimostreremo il teorema nel caso n» — 2: il caso generale
si tratta, o con metodo analogo, oppure col metodo di induzione
completa, osservando che:

(yx 5% Yo T e == g/,,\) — (7/1 = Y- o =t ,7/71—1) == Yn-

Sia 7 un numero arbitrario: esistera un intorno destro «, di a,
in cui | — I,| <7, ed un intorno , di @, in cui y— L | <.

Se a € un intorno interno tanto ad «, che ad @, allora in «
valgono entrambe le precedenti disuguaglianze; donde si deduce:

H?/l'*_?‘z) (ll—*‘lz)ié!?/,—lli*‘%?/2_l2t<7)+7):2n‘

Quindi, dato un numero & piccolo a piacere e positivo, se
e 4 X g ” ¢
ne deduce, posto 1 = o5 che esiste un intorno @ di @, in cui

(1 +9)) — (1, +1,) & minore di 2 =—c¢ in valore assoluto.
c. d. d.
* 0ss. Per stabilire la precedente disugnaglianza sono partito
dalla |a+b|<|al+|b] del § 4, 3, pag. 13.

B) Nelle stesse ipotesi di «) 2l limite del prodotto y, y. ..... Ya
esiste ed ¢ uguale al prodotto 1,1, .....1, dei limiti.

Supponiamo, come sopra, » =— 2. Come sopra si dimostra che,
dato un numero positivo ¥ qualsiasi, esiste un intorno « di a.
in cui valgono entrambe le |y — L l<m, [y —L|<y.
E quindi in o sara |y | <L+

Si avra in tale intorno:

§y1yz_illzi:

=lpn@p—bLb+h—0|£lully—L]+[Llln—14L]
gilhi+nin+|Lingn!|L]+]|L]|+7]

Sia ora € un numero piceolo a piacere; scelto ) tale che 1 < 1.
g ;
1+ 4]+ ||

N < , esistera un intorno 2« di @, in cui:

g — Lkl L+ LI+7i< L4l +1=¢

[ESTARETAL
ossia: |pyp—LL| <= c. d. d.

v) Se lim 7 =1, e se [, ¢ un numero finito diverso da

: A JE
zero, esiste un intorno a di @, in cui |y, — I, | < 1'9— , € quindi

‘

2 heae o (Ko Sl b v ool

:
:
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H : s :
7 >{71, ;== 0. In tale intorno = ha dunque significato il

1 : :
rapporto —. Analoga considerazione vale se [, = ®.
Y

TEOREMA. Se lim y, =1, e se |, ¢ un numero finito non

Soalite o 1
nullo, allora lim — . Se invece 1, = =, allora lim —=20.
T=a }'1 l1 yl :
Se y, é differente da zero net punti di un intorno & di a
1
(distinti da a) e se lim y; = 0, allora lim 3— ==
T=a T=a 1

. :
Se hio=@; lik ;— = 0 e viceversa (§ 32, B, pag. 109). Sup-

q1
poniamo che /; == 0 sia un numero finito. Se € € un numero piccolo

2

. . . . . . 1
a piacere, esiste un intorno 5 di a, in cui |y — lll<8—2—.

Se 7 € un intorno comune a 3 e all'intorno @, di cui parla la
precedente osservazione, in tale intorno 7y sara:

Lo |> l2_1":3/1—11l<5%:
donde: £
Ll G
‘3/1 L —, % L L SR
[ 5
| 1 1]
Per ogni numero < esiste quindi un intorno v, dove 1‘ Z 7 I e

da cio segue tosto il nostro teorema.

COROLLARIO. Se due funzioni ¥,, 7; sono definite nello stesso
gruppo G ed hanno per x — a limiti finiti 1., [,, e se il limite

di y, e differente da zero, allora la frazione % ha significato (se
51

il denominatore non é nullo) in un intorno « di a, ed il suo

limite_per x = a ¢ uguale al quoziente T der limiti di y. ey,.
1
Cio si dimostra osservando che % e il prodotto di y. per ?/1~ .
s G g 1
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Oss. Esistano ancora per z —a 1 limiti delle 7. 2. Se

. . /I-) % 3
lim y, =, lim 7, == o, allora‘% ha per limite @ .
Y1

Se lim 7, == 0, lim 7, = 0, e se il rapporto :/— ha significato,
Y.

«

Yo
allora lim 22 =
(51
Se lim 7, = @, lim y, == ®, allora lim ~— = 0.
Y1
Se dunque esistono i limiti di 7 e di 7, noi sappiamo
trovare il limite del quoziente % in tutti i casi, esclusi quelli
1

che entrambe le 7;, . tendano a zero, o che entrambe tendano
all'infinito. Questi casi particolari saranno da noi studiati piu
tardi per altra via. £ naturalmente inteso [nel caso che il lim 7,

sia nullo] che si possa parlare del 1‘apporto£e che cioe nei

U
punti di un intorno « di @ (il punto a escluso) sia 7, == 0 (¥*).

8) Sia y=7(2), z=9(x); sia limz—=>5, limy=%c.Lay

r=a z=1D
si possa considerare come funzione f[¢ (z)] della z in un in-
torno di a. E intuitivo che sara anche lim y —c¢.

rT=a
Se pero in ogni intorno del punto @ esistono punti x == a,
in cui la z assume il valore b, bisogna in pit ammettere che

fih) =c.

Infatti, preso un numero : piccolo a piacere, della lim 7 = ¢, si deduce che esiste

=¥
un numero ¢ tale che per z==belz—0bl<ié|y—c| <= Dallalim z2=10
X =a
si deduce che esiste un numero - tale che, se z == aese | o — a| < ssialg —b | 2.
Sara quindi anche, per quanto trovammo, | ¥y — ¢ | <= se z == b. La disuguaglianza
|y —e¢| < vale pero anche se z =" peril valore considerato della z, perche per
ipotesi in tal caso y = f (b)=c. Dunque, dato un numero = piccolo a piacere,
esiste un numero = tale che par | —al<s & |y — ¢ | < . Donde, per defi-
nizione di limite, lim 7 = ¢. c. d. d.
T ==

In modo simile si tratta il caso che ¢ = o, oppure b = =, ecc.

(*) Se fosse [, == 0, questa ultima condizione & sempre soddisfatta, come
abbiamo gia osservato.

B N B L C WY Ve
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§ 36. — Funzioni continue.

%) Sia y = f (x) una funzione reale della .- definita in un certo
intervallo. Hanno speciale importanza tra cosi fatte funzioni (*)
quelle funzioni che si sogliono chiamare continue, perché variano
con continuita al variare della x, cosicché se la x varia di
pochissimo, anche la y varia di pochissimo. Prima di dare una
definizione precisa di tali funzioni, osserviamo che la fisica ci
da esempio non soltanto di funzioni continue, ma anche di fun-
zioni non continue (discontinue).

Sia, p. es., data una certa quantita di ghiaccio alla tempe-
ratura di — 10°. Noi indicheremo con 7 la minima quantita di
calore necessaria per elevare la temperatura del ghiaccio da
— 10° a x gradi. La y sara una quantita definita per tuttii
valori di =z, che corrispondono a temperature sperimental-
mente raggiungibili; sara cioe una funzione di x (positiva per
x> — 10, negativa per x < — 10, nulla per » — — 10).
Consideriamo la  come funzione della » nell’intervallo (— 10,0).
In questo intervallo la 7 € continua, perché varia con conti-
nuita al variare continuo di x, in quanto che per piccolissimi
innalzamenti di temperatura occorrono piccolissime qumantita di
calore. Anzi, se noi ricorriamo ad una rappresentazione grafica,
la curva immagine €, come insegna la fisica, prossimamente
coincidente con un segmento rettilineo MC (‘*) (fig. 10).

Ma consideriamo la y 1in y ,

tutto I'intervallo (— 10, + 2). ’
Ricordiamo che, se si som- /
ministra a poco a poco del ca- 2

lore al ghiaccio per innalzarne
la temperatura, si osserva che,
giunto a 0O, il termometro per 4

un po’ di tempo non segna % F‘” i
3 ¢ ig. 10.
aumento di temperatura, perche
il calore fornito viene assorbito dalla liquefazione del ghiaccio.
Quando questo ¢ tutto liquefatto, la temperatura ricomincia
a salire man mano. Per 100 >z > 0 la nostra funzione y e

(*) Restano cosi escluse dalle seguenti considerazioni le funzioni definite in un
gruppo G di punti, che non sia un intervallo. :

(**) Avverto che la figura rappresenta soltanto qualitativamente, e non quan-
titativamente, il fenomeno ﬁs1co
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rappresentata sensibilmente da un altro segmento D N, che non
e pero il prolungamento di M C.

Il segmento ('D rappresenta il salto, la discontinuita che
ha la y per  =— 0, ed ha per misura proprio la misura della
quantita di calore che la liquefazione del ghiaccio ha assorbito.
Come si vede, per far variare di pochissimo la temperatura, si
richiede generalmente pochissimo calore; ma, se si tratta invece
di passare da una temperatura negativa di — ¢ alla temperatura
positiva di + ¢, dove ¢ € un numero positivo, la quantita di
calore necessaria non e piccolissima, anche se £ & piccolissimo,
ed ¢ sempre maggiore della quantita di calore necessaria alla
fusione del ghiaccio.

In altre parole, il valore di 7 per * — 0 e rappresentato
dal segmento OC, mentre i valori di y nei punti di un intorno
destro di O, per quanto piccolo, non sono gia assai prossimi
alla misura di O C, ma sono rappresentati da segmenti che diffe-
riscono da OC per non meno che CD), cosicché il lim y per
r=—=0-+0 (cioé quando x tende a zero venendo da destra) e
uguale ad OD, e non al valore OC, che y ha nel punto z = 0.
Percio si dice che la e discontinua nel punto » = 0.

Si pone anzi la seguente definizione generale:

Sia y = f (x) una funzione definita in un intervallo (a, b).

Sia ¢ un punto interno a questo intervallo. Se lim f(x) = f(c)
r=c+40
ed anche lim f(x) =1 (c) not diremo che f(x) ¢ continua nel
r=ec¢—0
punto c.
Se ¢ coincide con Uestremo sinistro (destro) di (a, b) la
funzione f (x) si dira continua in c, se lim f (x) = f (c)
z=c+40
[se lim f(x) =1 (c)]. In tal caso infatti non avrebbe signi-
x=c—0
ficato parlare del lim f(x) [del hm f(x)] perché f(x) non
¢ definita a sinistra (a destra) dz c.
La formola lim f(x) =1f(c) st puo anche scrivere nella

Te=ct0

forma lim f(c + h) = f (c).

h—-_.
Affinché dunque f(x) sia contmua p- es., in un punto ¢
interno all’intervallo (a, b), i due limiti 11m f(z), lim f(x)
z=c+ XT—=c—
devono esistere entrambi ed essere uguali ad f(c). Nell’es. pre-
cedente il lim y esisteva, ma non era uguale al valore di ¥
; z=0+4
per . = 0. In altri casi di funzioni discontinue (non continue),
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mancano l'uno o l'altro dei limiti precedenti, o mancano tutti
e due.
Se una funzione f () € continua in ogni punto ¢ del-
I'intervallo (a, b) la f(x) si dice continua nell’intervallo (a, b).
Una funzione complessa u (x) +7 v (x) si dira continua
per x =a, se u(x), v(x) sono continue per x = a.

3) Dalla definizione stessa e dai teoremi del § 35 segue che:

La somma ed il prodotto di pi funzioni continue m un

punto ¢ [o nell’intervallo (a, b)] sono continui nello stesso punto
(nello stesso intervallo).

Se f(x), @ (x) sono continue #n ¢, ¢ ¢ (¢) == 0, allora il

f(x

P (x)

tinuo per x = c.

rapporto esiste in un intorno di questo punto ed ¢ con-

ESEMPI DI FUNZIONI CONTINUE.

1° La funzione sen z-é continua dappertutto. Basta far

vedere che lim sen (r + h) = sen x, ossia che:
h=0

lim [sen (r + h) — sen x| = 0.
h=0

: Bl o g
Ora sen(z+h)—senz|=2 sen%cos (.r—!——;—)'é{k[,

"
2

4 rEnn h
non puo superare 1’'unita e | sen ? =

: h
perché | cos (x + 2_)

Quindi, se ¢ € un numero positivo piccolo a piacere, in tutto
I'intorno (—¢, ¢) del punto h =0, ossia per |h|<e, si ha
'sen (x +h) — senz | <e. '

2° La funzione a” (a > 0) é continua.

3° La funzione log, r (@ > ©) € continua.
. : . -
4° La funzione y —tang z € continua per x == i—2

poiche & quoziente delle funzioni continue sen x, cos z, di cui
! T 5 SRl .
la seconda e nulla solo per xr — * 9 (a meno di multipli di 2 =).

v) Talvolta avviene che una funzione é continua in tutti i
punti di un intervallo, eccetto che in uno o pin punti, in cui
la funzione puo anche non essere definita. Tali punti si diranno
1 punti singolari della funzione in tale intervallo.
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Cosli, p. es., la funzione y — e continna dappertutto,

¢ e
eccetto che nel punto » = a, dove essa non é definita. Il punto
x=—a e il punto singolare di questa funzione nell’intervallo
(—o, +»), In queqto caso pero esiste il lim 7 e si ha
lim y = . o

T=aqa

Ogni qualvolta una funzione continua f(z) ha il punto » =a
come punto singolare, ed € lim f(x) = =, noi diremo che x =«

e un punto d’infinito di f'(r), o anche che f(z) ivi diventa infinita.
A meno di esplicita dichiarazione in contrario, noi, quando
parleremo di funzioni continue in wun intervallo, escluderemo
sempre che posseggano punti singolari in tale intervallo.
%) Sia y =f(2), 2 = (x) e sia lim ¢ () = b. Sia la y con-

tinua per z =25: e si possa considerare la y = f[¢ (z)]| come
funzione della z in un intorno del punto z = a. Dico che

lim f[o(x)] = f[llm ¢ (2)] = F@®),

Te=aqa rT=a

ossia che il simbolo f di funzione continua si puo permutare

col simbolo di limite. Infatti, poiché f(z) € continua per z = b,

e lim y =1im f(2) = f(b). E quindi (§ 35, 2, pag. 116) anche
zZ= z=>

lim y = lim /'[9 (2)] = £ (b). c. d. d.

Cosi, p. es., lim log f(x) = log [lim f(2)], se il lim F(x) &
finito e positivo, cioé brevemente, ma incompletamente: 17 limite

del logaritmo ¢ uguale al logaritmo del limite.
Se lim f(z) esiste ed e uguale ad un numero b finito

lim 27 = h" (supposto % > 0).
Se lim f'(x) — b si ha lim sen f(x) =sen b, ecc.

e) Se z=29(y). y =1f(x) sono funzioni continue, e se z
st puo considerare come funzione di x in tutto un intervallo
(a, b). la z ¢ in tale intervallo funzione continua della x.

ESEMPI.

1° Si dimostri che z° (¢ = cost., > 0) € continua.
Ris. Infatti 2° =a’. dove y = log, (z°) = ¢ log, x. Poiche
a’ & continua, y = f(z) = ¢ log, x & pure continua, anche z°
é continua.

;
1
j
4
E
:
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0Oss. Questo teorema, se xz < 0, e c €, p. es., un intero posi-
tivo. € ancora vero; lo si dimostra osservando che z° € il pro-
dotto di ¢ funzioni tutte uguali a = e quindi continue.
2° La funzione y = log f(x) é continua per quei valori
della z, per cui f(x) € continua e positiva.

§ 37. — Un limite fondamentale.

«) K ben evidente che, se due punti 4,, 4, si avvicinano
indefinitamente nello stesso tempo ad uno stesso punto L, un
punto A4, il quale sia sempre compreso nellintervallo A4, 4.,
dovra pure tendere ad L. Questa osservazione rende intuitivo il

TEOR. Sey, ¥1,¥: sono tre funziont reals della x definite in uno
stesso gruppo G, se per ogni valore di X in G la 'y ¢ compresa
tra yi ed y. (1 £y <Y oppure y1>y=y,), e se limy, =

— lim y., anche imy = limy, = lim y..
Te=a rz=a x=0a
Supponiamo, p. es., lim 7 = lim = 4 = numero finito.
T=a T=da

Come al § 35 si dimostra che, dato un numero &> 0 piccolo
a piacere, esiste un intorno « di @, in cui valgono entrambe
le |y — A|<e, |9o— 4| <e. Poiché y & compreso tra z,
ed 7, sara in o anche |y — A|<= Ne segue quindi che,
dato & piccolo a piacere, esiste un intorno « di @, in cui vale
la |y — A|<e. Percio sara lim y = A.

rT=a
Il lettore trovera un utile esercizio, completando questa
dimostrazione per il caso 4 = .

3) Applicheremo ora questo teorema alla dimostrazione della

. senx
lim ==l
z=0 X

Per una retta interpretazione di questa formola si ricordi
che 1'angolo . deve essere misurato in radianti. Lo studente
fara bene a rendersi intuitiva detta formola costruendo un
sen x

x
Noi ci accontenteremo di scrivere varii valori approssimati

di detta funzione : ci6 che bastera a rendere sensibile il fatto
sen

diagramma della curva y =

si

che, quanto piu « si avvicina a zero, tanto piu y =

avvicina ad 1.
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P —+ =2 - = 0,63662..
er =% o, Y= = 314159... 3 .
T 21 2
Per x =%+ —, y=— ———— — 0,90032...
2 FRLE s P T T
P + = 0,99995
s et i SIS T — 995...
; e
Per s =+ —- — 0,99999
T R0B0 T
Se con z indichiamo la misura in gradi dell’angolo di =
; 180 z senz T sen
ianti, g indi li
radianti, sara: z o © quindi 113) ey llﬂlI}) A
T 3,14159... 2
o B = = 0,01745... (7).
180 180 . : ©)

La misura in radianti e appunto per cio fondamentale,
perche, se misurassimo gli angoli in gradi, dovremmo conti-
nuamente nelle corrispondenti formole di calcolo introdurre la

c0stante 4100, testé determinata.

180
La dimostrazione della nostra formola si compie facilmente.
T - A
Per 0 <z <—2—é senz <z <tgx (§ 5, 3, pag. 19).

Dividendo per sen x (positivo) si ha:

— 1. Poiche la fun-

Poiché lim cos z = 1, anche lim
z=0 x—0 COS I

zione y =1 ha pure per limite 1, il teorema precedente
dimostra che

(*) Questo numero ¢ la misura in radianti dell’angolo di un grado. Se si mi-
surasse invece I'angolo in gradi centesimali, il valore di questo limite sarebbe

i3
505 = 001570....
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E il limite non muta, supponendo x negativo ; perche, se si
cambia il segno di x, anche sen # cambia di segno, e quindi
sen r . . -

———— rimane Invariato.
4 i

O B o S e
Es. Trovare lim. ——————. Si ha, posto z =2y,

z=0 xr

1—cosz __ 2sen’y  seny

= oAl sen 7.
x 2 ?/ y J
. A . se
Per z = 0, ossia per ¥ = 0, ¢ lim sen y = 0, T, :”/____ 1.
Y
. l—cos2
Quindi lim L 1.0 = 0.
z=10 X
§ 38. — Un altro limite fondamentale.

®«) Se un punto A si muove sopra una retta sempre nello
i stesso verso, p. es., verso destra,
1 1 i e ben chiaro che possono pre-
0 A4 L sentarsi due soli casi:
1° Il punto A finisce con l’allontanarsi indefinitamente
a destra.
Oppure
2° Ksiste un punto L, che il punto 4 non supera, pure
avvicinandosi ad esso indefinitamente. Cosi, p. es., se il punto 4
ha una velocita costante, si presentera evidentemente il primo
caso. Se invece A4 nel primo minuto percorre cm. 1, nel secondo

1 -
cm.?, nel terzo cm. %, nel quarto cm.;;— y e Dello n*™°

g 1 R <
minuto cm. g =1 esso dopo » minuti avra percorso

frangit

1 1 1 2" 1

cm (l—i—?—i—g—f- ..... +2"_1)— 1_—2—2"_*1
Sy

Il punto A non sara percid mai rinscito ad allontanarsi al
di la di quel punto I, che ha una distanza di cm. 2 dal punto
di partenza, pure diventando (al crescere di »n) la distanza A L

iy - :
(che e 2"—_1) piccola a piacere.
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Questa osservazione rende intuitivo il teorema che dobbiamo
ora esporre.

Si dice che una funzione reale y — f(x) € crescente, se
essa cresce al crescere della x, o piu precisamente, se, indicati
con xz,, x» due punti qualsiasi del gruppo G ove la f(z) €
definita tali che x; > ., si ha f(z) > f(x)

La y si dice decrescente, se invece dalla x; > x, segue
f(x;) <f(xz), ossia se la y decresce al crescere della z (come,
p. es., avviene se y e inversamente proporzionale ad z > 0).
La y = f(z) si dice non crescente, oppure non decrescente, se
dalla ;= z, segue f(x;) £ f (), oppure f ()= f(x,).

Se una funzione non e crescente, o non ¢ decrescente in un
dato gruppo G di punti, si dice che la funzione varia sempre
nello stesso verso (semso) nel gruppo G.

TEOR. Se f (x) & una funzione definita nel gruppo G, che varia
sempre nello stesso verso e se in ognv intorno (p. es. sinistro) del
punto X = a esistono punti di G distinti da a, esiste il lim f(x).

x=a—0
Supponiamo per fissar le idee che f(x) non sia decrescente
a sinistra del punto @, e che si voglia/ dimostrare ’esistenza
del lim f(z). Noi dimostreremo che tale limite ¢ precisamente

z=a—0
il limite superiore L der valort che f(x) assume, quando x
assume 1 valori di G pm piccolr (a smlstra) di a.
Distinguiamo due casi :

1° L é finito. Sia » un intero cosi grande che 11)" sia
minore di un ¢ prefissato. Tra i citati valori di y ne esistera
almeno uno (p. es. quello f(¢) assunto da 7 nel punto z = ¢ < a)
che é uguale ad L fino alla %™ decimale (e cio per la stessa
definizione di limite superiore). I valori che 7 assume nei punti
di G dell’intervallo (c. @) non possono né superare il limite su-
periore L, né essere inferiori a f(c) (perche y € per ipotesi
funzione non decrescente).

Dunque tali valori (compresi tra f(c) ed L) dovranno pure
coincidere con I fino alla »n*"* decimale.

In altre parole nei punti = di & dell’intervallo (¢, a) vale la:

f@—Llem<s

10% 7
Per definizione di limite é dunque
lim f(z) =L

Bavsiadt
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2° L e infinito. Questo caso, assai meno importante, si
potrebbe ricondurre al caso precedente con lo studio della fun-

zione — Per studiarlo direttamente si osservi che, se i e

1
flz)
un numero arbitrario, esiste un punto x = ¢ < a, ove f'(¢) > % (¥).
[n tutto 'intervallo (c, @) sara dunque f(x)= f(c) > /%, perche
f(z) non € decrescente. Pertanto '

lim f(z) =+ o
Cosl, p. es., I'area del poligono regolare di » lati inscritto
in un cerchio C é una funzione crescente di », che ha per
limite per #» — o proprio 'area di C.
3) Applicheremo questo teorema® allo studio di un limite
fondamentale. Dalla formola del binomio si trae che, se m e
un intero positivo, allora :

(1+ {) AL m 1+m (m—1) iﬂ+m+m(m—1)(m—2)...(m— [m—l])L
. M 1m 1.2 m ]m gk
L D) DD
By 0 m m
' T% L.

donde, osservando che i numeratori degli addendi terzo,
quarto, ecc., non superano l'unita, e che i denominatori sono
2 =2, |3 =23>22=2" [4>2° ecc., si trae che
per m > 1 é:

1 1 1 )
?/(1-{- )/2+(2 55 2.2'2+...+——2.,,,_1)<3. (**)

D’ altra parte il %™ (2 <k <m —+ 1) termine del terzo
membro della penultima formola cresce al crescere della m

(al diminuire di ;‘) : di piu 4l numero stesso dei termini (che
e m -+ 1) cresce con .
1 m
Quindi (1 R —) cresce al crescere di m: e percio, per il pre-
m

cedente teorema, tende per m = @ a un limite e> 0 ; e, poiche
per I'ultima delle precedenti formole, € (per ogni valore dell’intero

(*) Questa affermazione & conseguenza dell’ipotesi Z —cc.

" % & 1 1 1
\"*_) Infattl?‘i‘—‘_"{— ..... +‘2m—_1:1—'2)—m_—1/\1
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] mn :
m> 1) 25 (1 o 7—);) < 3, sara pure 2 < e < 3; donde in parti-

colare si trae che e € un numero finito positivo. To dico che
1 m
lim (1 + —) = e,
=4 m

anche se m non é intero. Infatti, se m €& compreso tra gli
interi n, n + 1, ¢

n m n+1
(Y <( )< (1)
n—+1 m n

E, poiché il limite del primo e terzo membro sono rispet-

tivamente
1 a4 1
(2 /
lim (1 * ] Rl RS i e R Y
n=x n—+ 1 I 1 1 ’
s s
n—+ 1

1 n+1 n 1 %
lim 1‘+;) =1lim {1+ )lim(1+;)=e.1=e,

ne=® n=ox n=w

> : : X
ossia sono nguali ad ¢, anche (§ 37, @, p. 121) il lim (1 +—) =e

=

To dico infine che é anche lim 1 4+ — ) = p|

9= — %

Infatti, posto m——(k+ 1) e:
N e ey R
(1+ ) k+1 TERERY S S
E perclo'

lim (1+ = lim 1+ hm 1+— ):e. P =—g e dod
m k=+= k=+4=

m= —7x

v) Dalla lim {1 + 1) — e, che vale dunque, sia m positivo

1 ==

o negativo, razionale o irrazionale, si trae (), supposto a > 0,

1
lim m log, (1 B ;;) = log, e,

log, (1 + x)
x

/ 1
ossia, posto m =— — , lim — log, e.
x

=10

(*) Basta ricordare che log, # ¢ funzione continua nei punti x> 0.
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Se si pone log,(1 +x) =2 e quindi z = a*— 1, se ne
deduce
z Sl

lim — — log, e, donde 11m =
went @ T 1 z =0 < logu(f,

= log. a

Se esponiamo @ — e si trova

log, (1 + « . e —
lim Pgﬁ( f*i'): 1: lim ¢ : =1
z=0 xr z=0 X

Dalla prima di queste formole si vede quanto semplice

ko e Jogsili -l x) i :
diventi il lim ———— ", appena si assuma il numero e come
xr

z=0
base di un sistema di logaritmi. Poiché questo limite si pre-
senta continuamente nel calcolo, noi adotteremo d’ora in poi
(salvo esplicita dichiarazione in contrario) questo numero e come
base del sistema di logaritmi. T logaritmi cosi ottenuti si diranno
neperiani, iperbolici, naturali.
Per uno studio geometrico dei limiti precedenti si vegga
I'esempio terzo. .~

K.SEMPI.

"
: 1 @
1° Dimostrare che lim (.1 + —) =%
= m

m : ;
Ris. Posto; =—n, si noti che

(==l

2° Se il capitale ¢ é impiegato al tasso » (rapporto del-
I'interesse al capitale), esso, dopo un anno, diventa ¢ (1 7).
Ma se il tasso e pagato per meta ad ogni semestre, il capitale

L ol r
dopo il 1° semestre e diventato ¢ (1 =t ?), e se tutta questa
somma viene impiegata allo stesso tasso per il 2° semestre, si

2
avra alla fine dell’anno una somma c(l -+ %) . In generale se

ad ogni »”™ parte dell’anno viene pagata la »*™“ parte del-

I'interesse, che viene anch’essa impiegata allo stesso tasso per
la residua parte dell’anno, il capitale ¢, dopo un anno, e diven-
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tato ¢ (1 e 1o —) (*). Quando » diventa grandissimo (per n = @ ),

questa espressione tende a ce’. Si suol dire che un capltale ¢
impiegato ad interesse continuo al tasso » diventa ce” dopo un

anno. Cosi, p. es., si calcola che ¢"” = 1,05127 ..... Impiegare
per un anno un capitale all’interesse continuo del 5 °/, equivale
a impiegarlo all’interesse del 5,127 ..... qe

Dunque e rappresenta la somma ottenuta 1mpzeqand0 per

un anno un capitale 1 all’interesse continuo del 100°/,. Che, "

Z

N e
se z e piecolo, -

sia prossimo ad 1, e evidente, perche,
se il tasso é piccolo, interesse
semplice » e continuo ¢ — 1
quasi si equivalgono, ecc.

3" Consideriamo un’iper-
bole equilatera xzy =1 (fig.11).
Siano 4, B due punti dell’asse
delle ascisse di ascisse a, b
(O < a < b). Dividiamo I'inter-
vallo A B in » parti coi punti
Ay, Ao, ..... A, _,in guisa che i
segmenti 04, OA, OA,......
OA,_,, OB siano in progressione geometrica. Questi segmenti
saranno cosi uguali ordinatamente ad a., aq. aq’. ...... aq™ .

/b b \=
aq"=0b, dove ¢ = l/ﬁ = (g) - Le ordinate dei punti

corrispondenti dell’iperbole (a:y =1, donde y— i) saranno
4 i
1 1 1 1

Fig. 11.

—— 3 teees - — TN

a aq aq b
Quindi le aree dei rettangoli aventi per basi i segmenti

AA,, A, A, ..., A, B e per altezza le ordinate dell’estremo
sinistro corrispondente saranno
(a n a A= 1) 1
it A B
q q (lq"“ £f

()2

(*) Resta percid intuitivo il teorema dimostrato nel testo che per r = 1 (anzi

: : r\* / 4 ; SN 5
per ogni r > 0), il numero (1 +7) cresce al crescere di #; infatti un impiego

di capitale é tanto piu redditizio, quanto maggiore & il numero % delle volte che
in un anno (a ugual intervallo I'una dall’altra) si pagano gli interessi maturati.

Aot o e e et Lt attin ) i e S S e R Nl LS SIS S
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cioé saranno tutte nguali a (¢ — 1). La lora somma X, é percio
n (g — 1). ; : _

In modo simile si prova che la somma o, delle aree dei
rettangoli aventi per base gli stessi segmenti e per altezza

4 3 1
'ordinata del corrispondente estremo destro € » (¢ — 1) ?

: 1
Si ha cosi, posto v = 538,
: O
3, = n.g (3) Y GonaeHim B g L
a n=x » =10 v a

> 1/ a
g, = — donde lim o, = logeé lim. l/g = log, : .

q n=¢t A n==x b a

Il limite inferiore delle 2, e il limite superiore delle o, coin-
, : b
cidono dunque, e sono uguali a logec—z—. Dunque la figura =«

racchiusa tra il segmento AB, le ordinate di A, B e la porzione
corrispondente di iperbole equilatera ha wun’area che vale

b .
precisamente log, = ,(*)'

Se noi rappresentiamo la nostra figura in scala un po’ grande
su carta millimetrata divisa in quadratini molto piccoli, si puo

g b :
avere un metodo approssimato per calcolare log, —, misurando
a

'area 2: cioé contando quanti dei quadratini in cui e diviso
il nostro foglio millimetrato sono contenuti in .

4" Sia f(x) una funzione di x, che tende ad un limite
finito L, p. es., per x = o . Come si puo calcolare approssi-
mativamente questo limite? K ben evidente che f(x) si puo
considerare come un valore approssimato di L, e che ’appros-
simazione sara generalmente tanto migliore, quanto piu grande
si suppone x: o meglio, € pill precisamente, che, prendendo
abbastanza grande, si potra rendere piccolo a piacere l’errore
che si commette quando si supponga f(x) = L.

Ma simile considerazione ha un valore scarso, se per ogni
valore della x non si puo dare una misura del grado di ap-

(*) Infatti i rettangoli considerati, le cui aree hanno per somma =, () formano
un poligono, che contiene la figura « all'interno (che & interno alla figura «) (cfr. § 7).

9 — G. FuBINI, Analisi matematica.
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prossimazione raggiunto. Ora questo & possﬂnle in molti casi.

Per es., dall’esercizio 3° si deduce, posto — = k, che la quantita

(1) log, k= lim #n (]/ k~— 1)

Nn=w

e compresa, per ogni valore di », tra

i ({E—1).
n (]/k 1) e I

Cosicche, se si pone log, & = n (]/A - 1), I'errore commesso

non supera :
| 3 gl 1 ‘
:n(y/r—l) (1—‘_ i
| Vk] |
La (1) puo cosi servire al calcolo approssimativo dei loga-
ritmi iperbolici. Se ne ricava, per es., posto £ =2, n =16
che log.,2 —= 0,70, con un errore non superiore a 0,03 .....
s \ \ 16 7~ . .
Poiche pero calcolare la |/2 equivale a estrarre successivamente
quattro radici quadrate, questo metodo di calcolare i logaritmi
neperiani e troppo poco rapido.

§ 39. — Alcune applicazioni.

Se @ € un numero reale, z=— 2 -+ 7y € un numero com-
plesso, il simbolo a*=a**™ ¢ un simbolo, a cui finora non
abbiamo attribuito alcun senso. I matematici si servono pero
di tale simbolo specialmente quando @ = e, ponendo con Eulero
la seguente definizione:

e*t¥ — ¢* (cos y + i sen y).

E questa definizione accettabile? é essa opportuna?

Essa e accettabile perche priva di contraddizioni, e perche,
se y=—20, cioé se z=ux + iy € reale, essa non contraddice
all’ordinario significato di tale simbolo.

Molte poi sono le ragioni, che rendono opportuna tale de-
finizione e che noi stessi incontreremo in questo libro. Qui ne
accenneremo due specialmente importanti.

1° Se 2=z + 1y, 2 = x’ + 1y, allora, per la definizione
di Eulero, il teorema:
ez ez' = ez+z'

¢ vero anche se z, 2 sono numeri complessi.

ol
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Infatti:
eT =T HOTY — #7105 (y + ) + i sen y+9) ! =
= ¢€(cosy + iseny)e” (cosy + iseny) = ¢ ¢.

20 Sappiamo gia che, se z & reale, allora
¢ = lim (1 +i)1
m

% = oo

Ebbene in virta della definizione di Eulero, questa stessa formola vale anche
se z & complesso.

Infatti: (1+ %):[(1+;%:;)+i7% =z (c0s 5+ isen ),

-

r-—( _/J;_(J y’ —5- __*yA '/Tr £
b Mi(1+m) +W§ (= z4m SIS )

Sara: (1+;2—) = p" z cosm 9 isenm b (

- 2o 0wty
Ora, posto—;_ = + el £
e e §(1+ ”‘)24.__y2 N P LY
m,=r.[l —m—-:ac m ng _;ninz ( +7‘—) ] {
Ossia, poiché lim %:x, si ha lim ¢” =e=.
D’alt te lim 5 =0, o lim 196 —lim—2— —0e(6]| < —: e
altra parte hm 0, perche lim tg hmz_'_m Oe| |<2,e
; : 6 : my ]
mo = ) ——=— Lo e —
mlglnvl; o ml;nalo mtg tgo ,,,linz x+m 9=I.n() tgo y.l y.

E quindi lim (cosm 6 + isenm %) = cos ¥ + i sen y.
Percid {

lim (1 -+ %)I =e’(cosy+iseny) =e*+ ¥ —=¢. c. d. d.

==

Di tale definizione possiamo servirci per estendere anche a
numeri negativi o complessi la teoria dei logaritmi neperiani.
Sia w —p (cos § + 7sen §) un numero complesso. To dird che
z=x 4+ 1y ne € un logaritmo a base e, se

€ = ¢" (cos y + isen y) =— w = p (cos § + ¢ sen 6)
cioe se
T

-
€=p ', cosy—cosh , seny=—send.
Dunque z € il logaritmo aritmetico del modulo p di w.
Ed 7 o é 'argomento 6 di w, o differisce da 6 per un multiplo
(*) Per m molto grande il segno di cos 4, cioé il segno di 1+% & positivo,

k3 w
anche se x < 9; e posso supporre 6 compreso tra — - e 5
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2% m di 2w (%intero). Cio che e ben naturale, appunto perche
I’anomalia di an numero complesso e definita a meno di multipli
di 2 m.
Nel campo dei numeri complessi ogni numero
w=1p (cos O + 2 sen §)
ha infiniti logaritmi
log.p + 16+ 2k ma.

Di questi logaritmi ve ne € uno (e uno solo) reale, se
esiste un intero 4 tale che § + 2% ®™ =0, ossia se f € un
multiplo di 2 %, cioé se si pud supporre § =— 0, cioe se w
coincide col suo modulo p, ossia se w e reale positivo.

1 soli numeri realy positivi posseggono un logaritmo reale
(quello di cui si occupa I’algebra elementare). Gli altri loga-
ritmi se ne deducono aggiungendo un multiplo qualsiasi di 2 71,
e sono complessi.

I numeri reali negativi w — — p hanno gli infiniti loga-
ritmi (tutti complessi)

logp+1m+ 27 k1.

In particolare — 1 ha tra i suoi logaritmi il numero 7 .

Il teorema fondamentale della teoria dei logaritmi reali
diventa ora: Sommando insieme un logaritmo di ciascuno der
fattori di un prodotto, st trova uno dei logaritmi del prodotto (*).
Il lettore ne deduca i teoremi analoghi per i quozienti, le
potenze, ecc.

Cosi, p. es., dalla 2 log (— 1) =1log (— 1)> =1log 1 non si
puo gia dedurre che, essendo log 1 = 0, anche log (— 1) = 0,
ma soltanto che il doppio di wno dei logaritmi di — 1 vale uno
dei logaritmi di 1; infatti i logaritmi di — 1 sono (2 4+ 1) ¢ =, il
cui doppio € un multiplo di 274, che é un logaritmo di 1 (*¥).

Dalla e=** = cos z *=isen x si deduce

el =tile et e'f—e "
cos r = 3 sen r — rY . (1)

Posto x — i z (2 reale) il primo membro non ha significato;

noi porremo per definizione cos © z, sen ¢z uguali ai valori

(*) Cosi anzi si possono trovare tutti i logaritmi del prodotto.

(*¥) 1l logaritmo O del numero 1 si trova, p. es., sommando insieme i= e — i,
che sono entrambi logaritmi di —1, e non gia facendo il doppio di uno dei loga-
ritmi di — 1.
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che si ottengono dai secondi membri di (1) per » =1 2. Cioe
porremo : '

y e’+e? et —e 7
CoS 12— — AL
2

7 Lo e : AR o3
Percio cosiz e ———sono realt per z reale; noi li chia-
1

meremo rispettivamente il coseno iperbolico di z, e il seno
iperbolico di z. E le indicheremo con cosh z e senh z (pin
brevemente ch z, shz). E dunque:

B gk e : . h)__e"—e"_sem’z
= 3 =T en8 A 21 o i e 3 B

Si  verifica tosto che c¢h®z—sh’z =1 : posto cioé
x=—=chz y—=—sheg il punto z, y descrive al variare di z una
iperbole (donde il nome di funzioni iperboliche), mentre invece le
equazioni z = cos z, ¥ = sen z definiscono il cerchio z°+ 3* =
(donde il nome di funzioni circolarz).

Si prova facilmente che ch (r = y) =chzchy *=shaxshy,
che sh(r=*y)=shxchyZ*shychz, che ch (—z)=chz,
che sh (—z) = — sh . Adottando le (1) per definiz. di cos .
sen z per ogni valore della x =% + 12, si trova ancora che

ch z

cos (y +12) — cos ycos ¢z — sen y sen ¢ 2 = cos x ch z —
—isenyshz
e che
sen(y-+12z)=—senycostz—+ cosysen iz=—
—senychz+ 1cosyshz

Anche se z, y sono numeri complessi continuano a valere
le formole fondamentali della goniometria

cos (z = y) = cos x cos ¥y T sen x sen ¥y ;
sen (x &= y) = sen x cos y == cos x sen ¥.

s reale thz=" (tangente iperbolica di z) e
1 ch z

Per ogni z reale si puod percio trovare um angolo ¢ del
primo o quarto quadrante (che sara funzione di z) tale che:
4 = cos ®; thz— sen th—z

chz

— tang ¥ —=sh z.

w
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Ricordando la definizione di chz, si consideri la prima di
queste formole come un’equazione in ¢°; se ne trae:

i Sl
,v-—ilogtg(4 2)
§ 40. — Proprieta fondamentali delle funzioni continue.

o) T teoremi, di cui ci occuperemo nel seguente paragrafo,
possono sembrare intuitivi; e del resto per molto tempo furono
ammessi come evidenti. Una critica accurata dimostro pero la
necessita di una precisa dimostrazione; chi poco si occupi di
questioni teoriche puo forse, appena abbia ben compreso 1’enun-
ciato di tali teoremi, non approfondire lo studio delle dimostra-
zioni; le quali perd costituiscono un utile esempio di deduzione
logica.

Il primo dei teoremi, di cui qui ci occuperemo, risponde alle
seguenti domande: Tra i valori che una funzione continua f (z)
assume un intervallo finito (a, b), estremsz inclusi, esiste un
valore M massimo [che non sia minore di alecun altro valore
di f(z) in (a, b)]? esiste un valore minimo m?

A queste domande si deve rispondere affermativamente. Cio
ammesso, si deve ancora domandare: Se |t € un numero com-
preso tra m ed M, vi & qualche valore della nostra funzione,
che sia ugunale a p? E anche a questa domanda si deve
rispondere affermativamente.

Né i teoremi qui accennati si debbono ritenere come intui-
tivi @ priori. I valori di una funzione continua f(z) in (a, b)
sono (se la f(x) == cost.) in numero infinito. Ora, se abbiamo
infiniti numeri, puo darsi benissimo, come sappiamo, che nes-
suno di essi sia un numero piu grande di tutti gli altri, cioe
che il limite superiore non sia un massimo. Il nostro teorema
ci assicura che questo non pud avvenire per i valori assunti
da una funzione continua; cosicché, p. es., se ne dedurra in
particolare che una funzione f(x) continuna in (@, b) (estremi
inclusi) € limitata; che cioe si puo trovare una costante
(positiva) H, che f (x) non supera mai in valore assoluto in
tale intervallo. Basta, p. es., porre H uguale al piu grande dei
due numeri | M|, |m |.

La risposta affermativa all’ultima domanda pud essere giu-
stificata intuitivamente. Un disegnatore di curve e di diagrammi
troverebbe forse superfluo il dimostrare che, muovendoci su una
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curva continua y = f(z), la distanza y dall’asse delle x non
possa passare da M a m senza ricevere tutti i valori intermedi.
Ma, appena si ricordi che esistono curve continue y = f(r)
che in (a, b) fanno infinite oscillazioni, e non sono quindi dise-
gnabili, si vedra quanto sia insufficiente per i nostri studi una
intuizione, che assume a punto di partenza i diagrammi e le
curve continue disegnabili.

Ecco qui gli enunciati dei teoremi in discorso:

Sia v una funzione continua f (x) nell'intervallo finito
(a, b), estremt inclusi. (Sia, p. es. a <hb). lo dico che:

1" Il limate superiore M dei wvalori assunti da f (x)
nell’intervallo (a, b) ¢ un massimo. Cioé esiste nell’intervallo
(a, b) almeno un punto ove la funzione riceve il massimo va-
lore M, ossia un valore M non wminore dei valori assunti
neglt altri punti dello stesso intervallo. '

2° Il limite inferiore m -dei valori assunti da f(x) in
(a, b) e un manimo; cioé esiste nellintervallo (a,b) almeno un
punto, ove f(x) riceve il minimo valore m, ossia un valore m
non maggiore di quello assunto negli altri punti dello stesso
intervallo (teoremi di Weierstrass).

3° Se A & un numero intermedio tra m ed M (m <A < M),
esiste almeno un punto di (a, b), i cui f(x) assume il valoreA (¥).

La differenza M — m st dice Uoscillazione D di f(x) in
(a, b). Essa ¢ generalmente positiva, ed é nulla soltanto se
M = m, ossia se il piu grande ed il piu piccolo valore di f(z)
coincidono, ossia se f(z) e costante nell'intervallo (a, b).

Ricordiamo anche il seguente importante teorema di Heine,
a cui non ricorreremo mai in questo libro (e che dimostreremo
anche con altri e pit semplici metodi in casi particolari).

40 Dato um numero (positivo) = piccolo a piacere, si puo dividere Uinter-
vallo (a,b) in un nwmero finito di intervalli parziali j, in ciascuno dei quali
Voscillazione di f (x) ¢ uguale o minore di :=.

Dimostriamo ora i primi tre dei precedenti teoremi. E per brevita indichiamo,
se o, # sono due punti dell'intervallo (a, b) con I («, ), e con L (2, g)i limiti in-
feriore e superiore dei valori assunti da f (z) nell’intervallo (o, g). E M = L (a, b)
ed & m =1 («, #). I nostri teoremi saranno provati, quando sia dimostrato che,
scelto comunque un numero ; tale che m £+ < M (non escluso 2 =m, 2 = M)
esiste un punto c soddisfacente alla f(c) =2 Se gia f (a) =1, il teorema &
provato. Sia dunque f(a) < ? (in modo analogo si studia il caso f(a) > 7). Sia

¢ il limite superiore dei punti « dell'intervallo (a, b) tali che L (a, ) < 7. Sara
a < ¢ £b. Preso un numere : arbitrario positivo, esistono (poiché f (x) é continua)

(*) Questi teoremi ci dicono che i valori assunti da una funzione y = f (x)
continua in un intervallo finito (a, b) (estremi inclusi) riempiono tutto un segmento
finito (m, M), compresi gli estremi.
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due numeri s, =, non mnegativi tali che i valori assunti da f () nell'intervallo
(¢ — 7y, € =+ 7) e quindi anche L (¢ — 7,, ¢ + =,) siano compresi tra f {¢) — = ed
f () + = E anzi s, > 0, ed & pure s, > 0, essendo s, = 0 soltanto se ¢ = b.
Per la stessa definizione di ¢ &

L(a,¢c— =) <2 L(a,c—+ s) >, *)

Ora L (a,c+s,) ¢ uguale al massimo dei due numeri L(a,c—¢7) e
L (¢ —=,, ¢ + =,) corrispondenti ai due intervalli parziali in cui si pud dividere
I'intervallo (@, ¢ + =,). E non potendo essere per le precedenti disugunaglianze
L(a,¢c—3)> L (a,c+ 7), sara L(¢c — 5,¢c~+ 5) = L (a,c + ). Dunque
L(a, ¢ + 3) > ) & compreso tra f (¢)+: ed f(¢)— = Cosicche i £ f(c)+ =,
qualunque sia : Dunque > Z f (¢). D’altra parte f (¢ — =,) < ». Quindi

f(¢) =1lim f (¢ — 7,) £ . Unendo queste disuguaglianze si deduce che f (¢) = 3,
=0

1
come si doveva dimostrare.

Dimostrazione del 40 teorema e osservazioni critiche.

Supponiamo che il teorema non sia vero; che cioé 'intervallo (@, b) non sia
divisibile in un numero finito di tali intervalli . Se 2 & un punto di (a, b) cosi
vicino ad a che in (@, g) loscillazione di f () sia minore di =, 'intervallo (a, 3)
¢ divisibile in un numero finito di intervalli j, perché esso stesso ed ogni sua
parte é un intervallino j. [Che un tale punto 3 esista & conseguenza del fatto
che f (x) & continua per z = «a]. Se 3 ¢ un punto qualsiasi di (@, b) tale che (a, g)
sia divisibile nel modo voluto, altrettanto avverra @ fortiori di ogni intervallo (a, g'),
se @ <7 < g E quindi, se 7 ¢ un punto di (a,Db) tale che (a, ) non sia divisibile
in un numero finito di intervalli j, allora neanche (a, ;") sara divisibile in tal
modo se b > y' > . Dividiamo i punti di (a, D) in due classi: ponendo in una
classe i punti 2 tali che (a, z) sia divisibile nel modo voluto, e nell’ aitra classe i
punti 7 tali che (a, v) non sia cosi divisibile. Sia ¢ il punto di divisione di tali due
classi (¢ £D). Costruiamo se ¢ < b un intorno (¢ — 3, ¢ + ¢) del punto ¢, in cui
la oscillazione di f () non superi :; se fosse ¢ = b ci limiteremo ad un intorno (¢ — 3, ¢).
Il punto ¢ — 4 sara un punto 3, e percid lintervallo (a, ¢ — 3) é divisibile in
numero finito di intervallini j; aggiungendo a questi l'intervallo (¢ — 2, ¢ + 2)
oppure (¢ — 4, ¢) secondo che ¢ < b oppure ¢ = b vediamo che anche I'intervallo
(a, ¢ 4+ 3) se ¢ < b oppure 'intervallo (a, ¢) se ¢ = b & divisibile nel modo voluto.
Il primo caso & assurdo perché ¢ +¢ & un punto v; il secondo contrasta con
I'ipotesi iniziale. Dunque il teorema é dimostrato (per assurdo).

Sia ¢ la minima lunghezza di uno di questi intervallini parziali j. Se ¢ ¢ un
punto qualsiasi di (@, D), quella parte del segmento (¢ — 3, ¢ + ¢) che & interna
ad (a, b) sara uguale o minore della somma di tre intervallini j consecutivi. In
tale intorno di ¢ dunque loscillazione di f (z) sara minore di 3 : (il quale & un
numero prefissato ad arbitrio). Che per ogni punto ¢ di (a, b) esista un tale nu-
mero ¢ & conseguenza della stessa definizione di continuita; ora abbiamo in pin
dimostrato che si pud scegliere un numero 2, che convenga « tutti i punti ¢
dell'intervallo (a, b). Si poteva sespettare che al variare di ¢ in (@, b) si fosse
costretti a far variare i ¢ in modo che avessero lo zero per limite inferiore, e che
percid nessun numero ¢ andasse bene contemporaneamente per tutti i punti c.
Il fatto che si puo scegliere uno stesso ¢ per tutti i punti ¢ si chiama anche il
teorema delld continuita uniforme e si enuncia dicendo che wna funzione con-
tinua in un intervallo finito, estremi inclusi, ¢ uniformemente continua.

(*) Questa disuguaglianza vale anche quando -, = 0, ossia quando ¢ =b. In
tal caso L (a, ¢ + s,) = L (a,b) = M > .

S e s A s s e

iy T o S

B WL L

s

P TP R T A,



FUNZIONI, LIMITI 137

1 teoremi di Weierstrass si estendono alle funzioni discontinue col seguente
enuneiato, che mi accontenterd di citare.

Se f(x) é una funzione definita nell'intervallo (a, b), estremi inclusi, esiste
almeno un punto di questo intervallo tale che in ogni suo intorno la fumziane
assuma valori, il cui limite superiore coincida col limite superiore dei valori
che f(x) ha in (a, b).

Osserv. Se f(x) é una funzione gualsiasi definita in un intorno del punto a,
potremo considerarne il massimo limite e il minimo limite (§ 32, osserv. critica
a pag. 107) per x = a + e quelli per £ = a —. Tutti questi limiti coincidono
con f (a) se f(x) & continua in a. Si sono studiate anche le fanzioni (semicontinue)
per cui f (a) coincide non con tutti, ma soltanto con alcuni dei limiti precedenti ;
e si @ in particolare studiato per esse un teorema analogo al teorema di Weierstrass.

§ 41. — Funzioni di piu variabili.
Si dice che z € una funzione di » variabili z,, z- ..... T, S€
per qualche sistema.di valori dati alle x;, .. ... zn, la 2z ha

un valore determinato.

L’insieme di questi sistemi di valori si chiama il campo di
esistenza della funzione 2z.

Si serive in tal caso z=7{ (1, 2, ..... x,); in luogo della
lettera f si puo scrivere un’altra lettera F, ¢, X, ecc.

Cosl. p. es., dalla fisica sappiamo che il volume z di una certa
massa di gas perfetto ¢ funzione della temperatura z; e della
pressione z,. Il campo & dei valori che possiamo dare alle x,, z, €
formato in questo caso dai valori positivi delle a;, 2. (se adottiamo
la scala termometrica assoluta) e non superiori a certi limiti
dipendenti dai mezzi sperimentali.

Se n = 2, si suole indicare la x; con z, la x, con y; e in
questo caso si adottano le x, ¥ come coordinate cartesiane in
un piano w. Ogni sistema di valori per le =, — z, Ty =y
individua un punto di ™, e viceversa. Il caso pill importante &
quello in cui i punti di =, a cui corrispondono valori delle z, 7,
per cui esiste la z, riempia tutta un’area connessa di ™ (ret-
tangolare o circolare, ecc.) (*). Se noi consideriamo z, 7, 2 come
coordinate cartesiane ortogonali nello spazio, la z=1{ (z, y) &
in tal caso l'equazione di una superficie, che si puod considerare
come l'immagine geometrica della funzione f.

Nel caso di »> 2 cessa la possibilita di una simile rappre-
sentazione geometrica (se non si vuole adottare il lingnaggio
iperspaziale).

(*) Non insistiamo di pin (cfr. § 7) sul significato della parola: « area con-
nessa » (area di un sol pezzo).
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Noi, percio, studieremo specialmente il caso n» — 2: metodi
e risultati sono pero generali.

Intorno di un punto di ascissa a ed ordinata b si dice il
quadrato lungo dei punti (z, %), per cui |z —a| <0,|y —b| <o,
dove o € una qualsiasi costante positiva.

Le definizioni di limite, di funzione continua, date nei para-
grafi 32, 33, 35, 36, e i teoremi relativi si estendono quasi
parola per parola al caso attuale.

Basta soltanto parlare di area piana connessa (area ret-
tangolare, circolare, ellittica, ecc.) invece che di intervallo.

Noteremo che, se z € una funzione f (x, ) delle variabili z, »
in un’area piana S, allora se poniamo z — x, dove x, € una
costante, la f(z,y) diventa una funzione f(z,, 7) della sola
variabile y, che esiste per tutti e soli i valori di , tali che i
punti (z,, ) della retta x — x, appartenggno a-S (*); un fatto
perfettamente analogo si presenta se si pone ¥ = 7, (y, = cost.).

Cio si suol esprimere dicendo che la f(x, 7), se si consi-

dera la x oppure la y come costante, diventa una funzione

della sola 7, o della sola .
Per le funzioni continue di due o piu .variabili si possono
pure estendere i teoremi dell’nltimo § 40.

Sipuoddacio dedurre unadim. del teor.di Gauss gia enunciato al § 14, «.Cominciamo
a dimostrare che ogni equazione algebrica P(2)=2"+a, 2"~ '+..+ay-, 2+
+ a, = 0 ammette almeno una radice. Posto 2=+ iy, il modulo | P(z) | & una
funzione continua di 2 ed ». Di pitt notiamo che
g a, a, a;:
R SR ESAR A NS (Sl o o 3 el
Potremo evidentemente scegliere una costante 7 cosi grande che
o) p>1 cioé che il punto z =1 sia interno al cerchio C di equazione
, lelP=a*+y=¢%
g)Per |z| >esialz?>2|P@A) -
7) Per | 2| > p sia |14 % + ..+ 4
~

s 1
o

25 .

Dunque, se | 2 | > p, cioé se z & esterno a C, ¢ | P(2) | > | P(1) |.

Per il teor. di Weierstrass esiste dentro, o sulla periferia di C (*¥*) almeno un
punto «,, ove | P (2) | & minimo, cioé assume un valore | P («,) |, che non & supe-
riore al valore di | P (2) | in ogni altro punto interno a C o posto sulla periferia
di C; cosicchd in particolare | P (a,)| non potra superare | P (1) |, e quindi neanche
alcuno dei valori assunti da | P (2) |, quando 2z & fuori di C. Percio P («,) | & il
minimo di tutti ¢ possibili valori che assume | P (2) |, quando z si muove co-
munque nel piano. Dunque P («,) = 0, perché altrimenti (§ 9, pag. 34-35) esisterebbe
un valore di z tale che ivi | P (2) | ha un valore minore di | P («,)! .

(*) Naturalmente se la retta # = zo non avesse punti comuni con S, non
avrebbe senso parlare della funzione f (o, ¥).

(*¥) Perché la regione interna a C' & fimita ; il teor. cit. non vale per regioni
illimitate.
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Per il teor. di Ruffini (essendo «, radice di P (z) = 0) il polinomio P (z) &
divisibile per z — o, , cosicché P (2) = (# — a,) P, (2) ove P, (2) & un polinomio
di grado #» — 1, il quale a sua volta ammettera almeno una radice «,. Sara percio
P, (2)=(2—a) P(2) e P(2) = (2 — @) (¢ —a,) P,(2) dove P,(2) é un poli-
nomio di grado # — 2 che possiedera almeno una radice «,, ecc., ece. Si trova
cosi in conclusione che P (2) =(2 — ;) (2 — &) ... (# — ). Questa decomposi-
zione in fattori & umica. Se infatti per altra via si trovasse anche

P(2)=(2—8) (2 — &) «. (2 — ).
allora sarebbe

Z—oy) (2 — ) ... (2 — ) = (2 — B) (2 — Ba) oo (2 — Bu)-

Dividendo. caso mai, i due membri per i fattori di primo grado comuni ad
entrambi, ne dedurremmo un’uguaglianza del medesimo tipo, in cui perd nessuna
delle o & uguale ad una delle g. Passando allora al limite per 2z =«,, il primo
membro avrebbe limite nullo, il secondo membro avrebbe limite differente da zero;
cio che & assurdo. Dunque i fattori 2 — « del primo membro devono (tutt’al piu
in altro ordine) coincidere ciascuno con uno dei fattori 2 — g del secondo membro;
e viceversa. Il teorema di Gauss & cosi completamente provato.
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CAPITOLO VII.

SERIE
§ 42. — Definizioni e primi teoremi.
@) Siano date infinite quantita w., ., u;, ..... P TR, deter-

minate dal valore dell’indice supposto intero positivo. Conside-
riamo la somma s, delle prime » tra esse; poniamo cioé

Sp — Ui s + Up L1 U
Se esiste ed é finito il
lim s,,
la serie Uy Ay e 4 Uy i

si dice convergente; e il valore s di questo limite si chiama
somma della serie. E si scrive:

S=— U + Us + U3 T+ ..... o el P s
Se lim s, esiste, ma é infinito, la serie .
n==x
L o P T £ S R L -l

si dice dwergente. Se il lim s, non esiste, la serie dicesi inde-

n=w
terminata. Una serie non convergente € dunque un simbolo
privo di significato; e (come, p. es., le frazioni a denominatore
nullo) si deve escludere dai nostri caleoli (¥).

Se moltiplichiamo 1 terminy di una serie convergente, per
una stessa costante k., la serie resta ancora convergente:; e la
sna somma resta moltiplicata per Z.

*) Si potrebbe chiamare valore s di una serie, anziché il lim s,, qualche altro

n= x

limite, p. es., il lim
n = o0

non convergenti acquistano significato e si possono introdurre nel calcolo. (Le serie
convergenti non mutano di valore con la nuova definizione). Con la nuova defini-

. Con questa nuova definizione alcune serie

zion'e,p. es., la serie indeterminatal —1 41 —14+1—1 + ..... ha il valore é— . Esi-

stono molte definizioni di tale tipo: il significato della frase: valore di una serie
varia con la definizione scelta. Noi ci atterremo a quella classica data nel testo.
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Se le u, sono numeri complessi, se, p. es., u, =v, + 1w,
(v,. w, reali), dire che la serie delle u, converge ed ha per
somma a —+ ib equivale a dire che la serie delle v, converge
ed ha per somma a e che la serie delle W, converge ed ha
per somma b.

11 lettore cerchi gli errori della seguente dimostrazione che conduce ad erronei
risultati. E

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+3+ ,+I+__+ ..... :(1+—3“+-5—+ ..... )+(?+—I+—(;+ .)
Donde
1 1ol S B B AL IS |
(“5)*(7“1)*” O & AR e e
cioe g
| RUNDE | Ty 1
2+74:+67+ = L e e e T R
2 e N B
Poiche 3> 415 > ¢ %C. seme deduce
AMES 4 1% R i 7, Ay
§+'§+§+ ..... /2‘+Z+~é—+ ..... —1+3+?+ .....

ix Al . :
cioe - > 1, ¢id che & assurdo.

3) Se a. q sono numer: qualsiasi. la serie
a+aq +aq’ + aq’ + ...
¢ convergente se¢ | q| <1, perché in tal caso la somma s, dei
primi » termini e data dalla '
1 At qﬂ

S, —
" =g

ed ha per » =— o il limite ; cosicche

il A Dy
I =g
@ i 2
T:?—a-%-aq QT
Una tal serie si dice una progressione geometrica decrescente.
Se | q|>1 (e a ==0) la nostra serie diverge, perche la
ol ha per n — o il limite @.
=9 .
Se a==0, ¢ =1, la serie & divergente, perché la somma
s, = na dei primi » termini ha ancora per » = @ il limite infinito.
Se a == 0, g =—1 la serie ¢ indeterminata, perche Ila
somma s, € uguale a + a per » dispari, a zero per » pari,
e quindi non tende ad alcun limite per »n = o . Altrettanto
avviene (come si potrebbe provare) se |q| =1, e ¢ é complesso.
Se a =0, la nostra serie é convergente, ed ha somma nulla.

Shn — @

G34, Um Ay =t oo (2 ¢ azp)
l M=K ¥

ﬁ(-..l 1’@& fmm\‘c MW M\'zt’c.
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v) Se la serie S —a;, + a, + a; +..... e convergente, e se
T s ek L , b, sono costantt qualsiast, la serie
(1) by + b, + ..... + b, +~a+ a +a; + .....
(essendo m = intero positivo finito) converge ed ha per somma
e T L G N b
Se S dwverge od é indeterminata, altrettanto avviene di (1).
0 viceversa.

Per definizione di serie la prima parte del nostro teorema
equivale alla

S+b1+bg+..+bm:hm(bl+ bg+....+brm+a1+a/2+..-.+aﬂ).

Ne= xn

Ma questa formola € evidente, perché, essendo per defini-
zione S=Ilim (a; + @ + ..... + a,), si ha:

Ne=m

lim (b] = bf_) = s == bm o ik e el /i (Ln) =
=0 + b + ..... b,, + lim (a; + @ + ..... + a,) =
=b, + b + ..... + b, + S.

La seconda parte del nostro teorema se ne deduce pure
immediatamente.

2) Se le serieu; -+ Uy~ W+ ..., Vi =+ Vo =+ V..o convergono
ed hanno per somma U e V, anche la serie
(m + vi) + (w2 4+ Vo) + (Us+ vs) + ...
converge ed ha per somma U + V.
Infatti:
(uy + vy) + (U + v3) + ... —
= lim [(w + v;) + (w2 + v2) + oo + (u, +0,)] =
= lim [(u + % + ..... + u) 4+ (v 4 v 4 ... +v,)] =
= lim (u; 4 % 4 eooo. + u,) + lim (v; + v, + ..... + v,) =
=U+ V.
e) Se la serie a; + as+a; + ..... converge, allora lim a,, = 0.

Infatti la somma S della serie si puo definire con 'una o
I'altra delle ’

S =Ilim (a; + a> + ..... + a,); S=Ilim (a; + a> + ..... /A
n=x n=wx
Sottraendo membro a membro si deduce appunto 0 = lim @,.
N=o
La lim a, =— 0 é dunque una condizione necessaria (ma non

ne=x

sufficiente) per la convergenza della nostra serie.

e e e AL B
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2) Se le u, sono reali e positive, se u,+1 < us, se lim u, =0, la serie
U, — U, + Uy — U, + U5 — ..... converge. =

B facile infatti riconoscere che la somma sz, dei primi 2m termini aumenta
con m, che la somma S2m+41 dei primi 2 m —+ 1 termini diminuisce con m, che le
prime somme sono minori delle seconde, che la classe formata dalle prime &
contigua alla classe formata dalle seconde, e che il numero di separazione delle
due classi & la somma delle serie.

§ 43. — Serie a termini positivi.

«) E specialmente importante lo studio delle serie, i cui ter-
mini sono reali ed hanno tutti lo stesso segno, sono cioé o tutti
positivi o tutti negativi.

A noi bastera studiare, p. es., le serie i cui termini sono
tutti positivi, perché le proprieta delle serie, i cui termini sono
tutti negativi, se ne dedurranno immediatamente. E evidente
infatti che la serie % + /4, +..... e la serie (— k) + (— ko) +....,
che si ottiene cambiando i segni a tutti i termini della prece-
dente, sono contemporaneamente convergenti, o divergenti, od
indeterminate. Ed anzi, se la prima converge ed ha per somma S,
la seconda converge ed ha per somma — 8.

Lo studio dunque delle serie di termini tutti negativi é
equivalente allo studio della serie con tutti i termini positivi.

Se i termini della serie a, + @...... sono tutti positivi, la
somma S, = a;+ A+ ..... —+ a, dei primi » termini é una funzione
crescente di #n, e quindi (pag. 124, § 38) tende ad un limite per
n— @©,

Una serie a termini positivi non & mai indeterminata.

3) Se
(1) a + @ + a; + ...
(2) By = b0 L.
sono due serie a termani positive, e se per tutts © valort di n si ha
(3) P

allora, se la serie (2) converge, anche la serie (1) converge;
e la somma s di (1) non pud superare la somma o di (2).
E quindi, se la serie (1) diverge, diverge anche la (2).

Infatti, se s,, o, sono rispettivamente la somma dei primi »
termini della (1) e della (2), allora dalla (3) segue

(4) SifZ0.;

Se la (2) converge, allora ¢ — lim o, € finito; dalla (4) segue

Ne=w

che in tal caso s, non puo tendere all’infinito, ossia che la (1)



144 CAPITOLO VII — § 43

non puo divergere. Quindi, per il teorema precedente, la (1) con-
verge (perché neé diverge, né ¢ indeterminata). Di pin dalla (4)
segue che s =lims, £0.

N=x

v) In particolare se b, = bg", dove 0 < q < 1,6 > 0, ossia
se la (2) e una progressione geometrica decrescente (che noi
sappiamo gia convergente), si ha:

Se @ tearémi. della serie

a] + a-_f + a/;; + .....

sono positivt, ed esistono due numeri positivi b, q. tali che
q<1 e che

n

a, < bq",

allora la mostra serie converge.
E in modo analogo si vede che, se fosse

a, = bq",
dove q=1,b>0,
la serie a+ a» + as + .....
sarebbe divergente.
%) Supponiamo ora che esista un numero 4 <1, tale che

per tutti i valori di » sia

Cio equivale a supporre che il limite superiore dei rapporti

a PR % z

—“*1sja un numero minore di 1.
@, :

(*) Da questo segue che i rapporti flaiL

sono minori di 1. Non & perd vero

n
viceversa che, se tutti questi rapporti sono minori di 1, allora esista necessaria-
mente un tale numero £ minore di 1, e non minore dei nostri rapporti (come

avverrebbe se i rapporti a+ fossero in numero finito); e cid perché potrebbe

avvenire che il limite superlore di tali rapporti fosse proprio wguale ad 1.
‘Infatti, per esempio, nella serie divergente

1 % 1 1 X _1 Un 41 M i s 1
Aot i e —n+1_[1 T‘w:]'

. Tutti questi rapporti sono minori di 1.
Cid nonostante, se % & un qualsiasi numero positivo minore di 1, si puo trovare

un intero & cosi grande che per m > h sia 1 — ——_1—*_—1 > k.
Dunque, pure essendo tutti i nostri rapporti minori di 1, cid nonostante, preso
un qualsiasi numero %k < 1, infiniti dei nostri rapporti sono maggiori di %, perche

il loro limite superiore & proprio uguale ad 1. Z

-

ol e b n e ey

i SR )
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Allora sarebbe
ag a; a,
— <k, -t 2k, =+ 2 k;
al a (ln
donde, moltiplicando membro a membro:
a 1
e . = ]‘;" .
a;
ossia: Qg1 £ 0y b
I termini della nostra serie
Gt a st a .
sarebbero ordinatamente minori o ugunali dei termini della pro-
gressione geometrica decrescente
a, +a1k+a1]£:+ .....
Quindi la nostra serie sarebbe convergente.
In modo analogo si prova che, se per tutti i valori di »
é a’n—*—l

Ay

Per il primo caso, p. es., invece di ammettere che fosse

> 1, la nostra serie & divergente.

(5)

per tutti i valori di », basterebbe ammettere che questa disu:
guaglianza valesse a partire da un certo valore di » in poi,
p. es.. per n>m. La serie a; + a, + a;+..... sarebbe ancora
convergente. 3

Infatti, essendo soddisfatta la (5) per n = m, € convergente
la serie

A o a’m-{—l i a'm—{-‘_’ AN S
e quindi anche (§ 42, v, pag. 142) la serie
a, + a- = -'..-. = 7 I s i = (I,,,,_+ 1 . RS

Considerazioni analoghe valgono pel secondo caso.
Concludendo si ha il teorema : Se in una serie a termini
positivt

A a : :
il rapporto = di un termine al precedente, da un certo punto
a

n
/m pot (ossia per »n maggiore o uguale ad un certo m), ¢ uguale
o minore di un numero fisso k minore di 1, la serie é con-

10 — G. FuBINI, Analisi matematica.



146 CAPITOLO VII — § 43

vergente ; se detto rapporto ¢ maggiore od uquale ad 1, la serie
¢ dwvergente.

Se ne deduce facilmente il seguente corollario, molto utile
in pratica: Se in una serie a termini tutti positivi (o tutti
negativi) il rapporto di un termine al precedente ha un limite
“minore di 1 (¥), la serie ¢ convergente ; se ha un limite mag-

- - - - - . . a” .
giore di 1, la serie & divergente. Sia lim "' =a < 1. Sia’k
n=cc n

un numero compreso tra % ed 1. Poniamo ¢ = k — 2. Esistera
per definizione di limite un intero m tale che per n=m (cioe
quando 7 € nell’intorno (m, + o) di + o), valgano le

a a

_"‘;'__1 st < 13 A o~ il. < 5 5
ail an

e in particolare gquindi la T2 g ek, Quindi per

i

il teorema precedente la serie a; + a, + a; + ..... sara con-
vergente.

y AR g S . Ung1 205 2
Se invece iim — T~ > 1, allora —“*! finira per diventare
n=w an, &1
e restarc maggiore od uguale a 1: e, pel teorema precedente,
la serie saia divergente i

Rl ¢ P | x - ;-
Se lim ="t non esiste, o wvale 1, nulla si puo affermare
An
in generale.
Un altro criterio di convergenza sara dato al § 63, °.
1 1

1
+ —+—+
Es. La serie 1 1 19 193

~+ ..... & convergente.

(*) Si potrebbe dire anche: minore di un numero % minore di 1. Ma questa
frase pit complieata sarebbe nel caso attuale equivalente a quella pia semplice
del testo.

(**) La convergenza di a, + @, + ;4 ..... nel caso che lim % < L8l

Ai 41

puo anche in modo meno completo, ma piu intuitivo, esporre cosi. Se tende

ad « <1, esso finisce col diventare e restare tanto vicino quanto si vuole ad «:

”+ , da un certo va-

ciog, se k & un numero compreso tra a« ed 1, il rapporto
lore di % in poi, sara minore di ¥ <1. E quindi la sene converge Del resto

(0ss. 6, pag. 109) sappiamo gia che dalla lim % =a < k si deduce che da un

n =

certo valore di # in poi il rapporto +] L k.

e e s e i Vi

)
4
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Infatti in questo caso

P 1 0 ek 1 o
a, ) ey i S Ee e
n—1 a, 'n [n—1 n
e quindi
- an 1
lim 31—,
n=w® (Ln

Vedremo in seguito che la somma di questa serie € proprio
il numero e.
Si voglia calcolare la somma S di questa serie con l'ap-

Si osservi che la somma di tutti i

1
4000°

termini dopo lo %™ termine uguaglia
1| 1 1 14 1 1
=it b o) G e = 5 e
|0 01 n+1 (n=+1)(n+2) ﬁ; n+1 (n+1)
el 1 S S
Tl Tl
n—+1

prossimazione di

n+1 1

& o el
n|n 4000
somma dei primi » termini della nostra serie differisce dal

Se dunque scegliamo » cosi grande che

1 :
1000° Ora questa disugua-
glianza ¢ soddisfatta per » =— 7. Quindi si puo scrivere :

1 1 1 1 1 1
——1+—1—+1l2+i3+14+ -+ ——con un

Rl AL U

valore vero della serie per meno di

errore (in difetto) minore di

e quindi S = 2,718.

Oss. In generale la somma s, dei primi # termini di una serie
convergente rappresenta la somma S della serie con un errore
che si pud rendere piccolo a piacere scegliendo » abbastanza
grande. Una serie é tanto pitt conveniente al calcolo effettivo
(converge tanto piu rapidamente) quanto maggiore & l'appros-
simazione che si ottiene dando ad » valori non troppo grandi.
Cosi, p. es., se i termini di a, di una serie a, + a» + a; + .....

a,+1

sono positivi, e se —— £ % < 1, la serie, come sappiamo,
A ; ;

40100 . Con tre\ cifre decimali esatte
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e convergente ; ed essa sara generalmente tanto piu comoda al
calcolo numerico, quanto piu piccolo si pud scegliere % in modo
da soddisfare alle precedenti disuguaglianze. Lo studioso puo
illustrare questo fatto con esempi numerici, e anche ricorrendo
soltanto a progressioni geometriche decrescenti.

§ 44. — Cambiamento nell’ordine dei termini di una serie
a termini positivi.

Se a +a+ a; + ...
¢ una serie, 1 cui termini appartengono anche alla serie
b1 T b-_) =t b:; TS s

se 1 terminy di entrambe le serie somo positivi, se la seconda
serte converge, anche la prima serie converge, ed ha una somma
che non supera la somma della seconda.

Infatti se » € un intero qualsiasi, potremo trovare un altro
intero m = n tale che nei primi m termini della seconda serie
siano contenuti tutti i primi » termini della prima.

Sara
(ay + ax + ... == an) L0000y + b,,) (1).

Il limite del 2° membro per m = o e quindi anche per
n — o uguaglia la somma 2 della seconda serie, che per ipo-
tesi ¢ un numero finito : quindi il primo membro di (1) non puo
tendere all’infinito, e percio la prima serie converge ed ha
una somma finita S. Passando poi al limite per » =, la (1)
dimostra che S < X. '

Se

[1] G iay oy
e una serie convergente a termint tuttr positivi (o tuttr nega-
tive), e se

[2] by + b, + by + ...

¢ una serie dedotta da [1], cambiando Uordine dei termini, anche
la [2] ¢ convergente, e le due serie [1]e[2] hanno la stessa somma.

Infatti, poiché i termini della [2] appartengono tutti alla
[1], per il lemma precedente la serie [2] converge; e se S, Z
sono le somme di [1] e [2], € Z £ S. Ma, poiché viceversa anche
tutti i termini di [1] sono termini di [2], é anche S < Z. Quindi
necessariamente S = X.

Questo teorema vale naturalmente, anche se la serie € a
termini tutti negativi. c. 4. d
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§ 45. — Serie a termini negativi e positivi.
Serie a termini complessi.

Cominciamo dalla considerazione di una serie a termini reali

[1] Uy + Uy - U = .
Sul segno dei termini non facciamo alcuna ipotesi. Siano a,, a., ...
quei termini di questa serie che sono positivi, — b,, — b,,— b, ...

quei termini della nostra serie che sono negativi. Tra i primi »
termini della [1] ce ne saranmo, per es., m positivi, p negatlw
m + p=mn. E sara quindi

Uy +1t3+ Sesitl Uy — (a1 —+ s i e (L.,,,) =T (b1 == bg T bp).
Supponiamo che sieno convergenti le due serie

[2] A + A + a3 + .....
[3] bi 4 by A= ba ok (*)

e ne siano S, s le somme. Allora
lim (4, 4+ 4 +... + u,) = lim (a; + a> + ... + a,) —

N ==L m==x

— lim (b; + b, + ..... +b,,)=S—s.

p=x
Quindi: la [1] & convergente ed ha per somma S— s.
Con le notazioni precedenti si ha evidentemente

u1[+[u3l+Iu3'+ -4—[“,,|—(a1+ao+ +a/m)+
~+ (b1 + b+ ... by)
donde, come sopra, si deduce che la serie

[4] | e | A g |
é convergente, ed ha per somma S —+ s.

Supponiamo ora viceversa che la [4] sia convergente ed
abbia quindi una somma finita 7.

Siccome ognuna delle quantiti a; & un termine di [4], per il
lemma del precedente paragrafo, la [2] é convergente. In modo
analogo si dimostra che la [3] converge, e che quindi, per
quanto si & visto, converge anche la [1].

Dunque:

Una serie [1] converge. quando converge la serie [4] dedotta
dalla [1], sostituendo a ogni termine il suo valore assoluto.

Si avverta che il teorema reciproco non € vero.

(*) T risultati seguenti valgono anche se di termini positivi, o di termini
negativi nella [1] ve n’¢ solo un numero finito, se cioé una delle serie [2], [3] si
riduce a una somma. Questi risultati valgono anche se la [1] ha dei termini nulli.
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Cosi, p. es., se ne trae che [1] converge se il lim lﬁ

esiste, ed € minore di 1. e ¥

Una serie [1], tale che converga la serie [4 | formata coi valori
assoluti dei suoi termini, si dice assolutammente convergente.

TroREMA. Una serie [1] assolutamente convergente rimane
tale, e non muta di valore, comunque si cambr U'ordine der
suot termind.

Infatti il cambiare l'ordine dei termini della [1] equivale
a mutare al piu l'ordine dei termini delle [2], [3]. Ma come
sappiamo, comunque si muti quest’ordine, le serie [2], [3] a
termini positivi restano convergenti, e le loro somme continuano
ad essere rispettivamente uguali a S, s. Per le considerazioni
precedenti la [1] restera ancora convergente, e la sua somma
sara ancora S— s.

Si puo invece dimostrare che in una serie convergente, ma
non assolutamente convergente, si puo mutare 1'ordine dei termini
in guisa che la serie diventi o divergente, o indeterminata, o
abbia quella somma che piu ci piace. Naturalmente € necessario
cambiar 1'ordine di un numero infinito di termini per ottenere
una tale variazione.

Questi teoremi si estendono subito a una serie a termini
complessi

(1) w; + W, + ws + ...
(W, = Un + 10,)
col teorema:

Condizione necessaria e sufficiente affinche siano assoluta-
mente convergenti tanto le serie u; + us + ..... formata con le
parti realy dei termini dv (1) quanto la serie vy —+ Vs + .....
formata coi coefficientr di i nei termime di (1) é che sia conver-
gente la serie | wy| + | wa| 4-... dei moduli dei termini di (1).
(Ricordo che |w, | = ]/uﬁ + v2).

Infatti |w, | <|w, |+ |v,|. Se le serie delle | u, | e delle | v, |
convergono, converge anche la serie somma, ed a fortior: con-
verge la serie delle |w,|. Viceversa, se converge quest’ultima
serie, convergono le serie delle |, | e quella delle |v, |, percheé
iun!élw»‘ s lv1xié1wn‘-

Tali serie si dicono ancora assolutamente convergenti. Anche
per una serie w; + w, -+ ..... a termini complessi vale il teorema

|
che, se lim |M

ne==x n

ed ha una somma indipendente dall’ordine dei suoi termini.

< 1, la serie e assolutamente convergente,

|

|
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EsExpI.
B —1
La serie w; + ws = ....., dove w;, = 1, w, = — 1
- ‘71’ —_—
verge assolutamente per ogni valore (anche complesso) della
perche il rapporto

con-

| n—1 i
G G LR R P

wa | ldn Yl e —1 | n |

tende a zero per n — . Dal teor. ) del § 42 segue in par-

- Tn
ticolare che lim e— 0.
i B
2° Studiamo ora la serie 1 —+ u; + %, + ..... ove si e
mm—1) ... m—n+1) 2" . ;
posto: u, = % ossia la serie
m mm—1) , mm—1) (m—2) .,
1 R | e b s S
T W 1.2.3

dove m € una qualsiasi costante.

Se m é un intero positivo, tutti i termini dopo lo (m + 1)
sono nulli e la serie si riduce ad un polmomm ugunale (§ 11,
pag. 44) ad (1 —+ z)™.

Se m non € un intiero positivo, allora si noti che:

esimo

‘mm—1).....(m —n+41) (m—n) f
' ln + 1 1 ‘
Unﬂ;[:i ST ot __|m—n Ly
U | | mm—1)..... (m—n—+1) i m—+1| '
| Foiay |
i
=lz| g
1
1 —I
: n |
e quindi
|
R e (U
n=x | Un |

Se dunque | x| < 1, la nostra serie converge assolutamente.
E in particolare ne consegue che, se |z | < 1, allora

lim m (m—1) (m—|2) ..... (m—n—+1)
n==x n

= |
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§ 46. — Serie di funzioni.

Siano fi (z), f» (@), f (x), ..... infinite funzioni determinate in
un campo 7. Siano M,, M, M., ..... rispettivamente i limiti su-
periori dei loro moduli | £ (x), fo(x), fi(x)|, ece.

Se la serie di questi limiti superiori

[1] M+ M 4+ M+ ...
converge, allora ¢ convergente assolutamente anche la serie
fi@) + fol(x) + fi(2) + .....

in ogni punto del campo 7' (*).

Una tale serie f; (z) + f. () + fi(x) + .....si dira totalmente
convergente.

Se la costante L, non é inferiore ad alcuno dei wvalori
delle | £, (x) |, e se la serie Ly + Ly + Ly + ..... converge, la
serie fi +f, 4+ f; + ..... ¢ totalmente convergente.

Infatti dalle L,>|f, () si deduce L,> M, Dalla con-
vergenza della serie delle . si deduce quindi la convergenza
della serie delle M, e quindi per definizione, la totale conver-
genza della serie delle f, (x).

Una serie totalmente convergente.é (come abbiamo gia osser-
vato) anche assolutamente convergente. Il teorema reciproco non
e generalmente vero.

Supponiamo che esista il lim f; (x), che noi indicheremo

con I; (**). P TS
E chiaramente l L !éM,,; e quindi la serie
[2] L+L+1l + ...

converge assolutamente. Sia M la somma di [1], e sia & un
. numero piccolo a piacere. Esistera un intero » cosi grande che

Mo (M8 e M) ;

cioe
Mn+1+1 "+Q+Zl1;,+3+ ..... <”

(*) Infatti dalle | f» | £ M, si deduce che per ogni valore di z nel campo T

la serie
[fil+lfhl+if =+ ..
converge, e quindi (§ 45) la serie
i+ L4

converge assolutamente.

(**) E inclusa I'ipotesi che la z varii in 7, e quindi anche che in ogni intorno
destro di a esistano punti di 7, distinti da a.

g

|
3|
?

=
a ol
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h. . n | A
Poiche f, £M,, [, £ M, sara pure

18] firr @)+ fus () + fags (@) 4 ool < —;

[4] R T R o AT S < %

D’altra parte poiche (§ 35, «, pag. 113) ;
im (fi 4+ fo oo+ f) = (L b+ + L),

si potra trovare un intorno di @, in cui
| o i €
[5] | (it fod e+ ) — (L + 1o+ ... +l.,.)i<?.

Cosicché, in virth delle [3], [4]. [5], in questo intorno, sara

(fitfot it ot forit o) — L+ b+ . + L+l +.000) | £

éi(ﬁ+ﬁ+"‘“+f")_(ll+q2+ ..... +ln)’+
+!ﬁt+1+ﬁn+2+..... +;ln+1+l”+2+ """ £ &

Dunque, dato un & piccolo a piacere, esiste un intorno di a
in cui vale questa disuguaglianza.

Per la definizione di limite avremo pertanto:

Se una serie di funzioni (reali o complesse) ¢ totalmente
convergente in un intorno del punto a, e se per X = a 1 suot
termini ammettono un limite (certo finito), 1l limite della serie
per x =a e uguale alla serie der limiti.

Ne segue tosto che: Se i termini di wuna serie totalmente
convergente sono funzioni continue, la somma della serie é una
funzione continua.

I precedenti teoremi valgono anche per le serie umiformemente convergenti,
di cui le serie totalmente convergenti sono un caso particolare.” Si dice che la
serie f, () + f5 (2) + ..... converge ed ha per somma f(z), se, prefissatoun: > o
piceolo a piacere, per ogni valore di z nell'intervallo considerato esiste un intero m
tale che per # > m sia | f () — [f, @) > (&) + ... +[a ()] | < =

Questo valore di s varia generalmente con z; ma se (comunque sia stato
scelto <) si pud trovare un valore di m, tale che la precedente disuguaglianza
valga per tutti i valori della z, la serie si dice uniformemente convergente.
In altre parole per una serie convergente il numero m & generalmente funzione
di x e di : (che, al variare di x, pud anche avere 4 o per limite superiore); per

una serie uniformemente (in ugual grado) convergente si deve poter scegliere
un m, che sia fanzione della sola -.

Questi teoremi si estendono senz’altro alle serie, i cui ter-
mini sono funzioni di piu variabili; essi, si noti, sono affatto
analoghi ai teoremi corrispondenti per le somme di un numero
finito di funzioni. ”

ooty
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OSSERVAZIONE.

Accanto alle serie i matematici hanno studiato altri algoritmi
analoghi che hanno grande importanza per il teorico, e ben poca
per l'ingegnere. Voglio alludere ai prodotti infiniti, alle frazioni
continue illimitate, ai determinanti infiniti.

Cosi, p. es., dati infiniti numeri u;, %, %, ..... . ecc. sidice
che il prodotto infinito u, u, u; ..... converge ed ha il valore p
se il limite per n = o del prodotto p, =—1u; us..... u, dei primi n

numeri » esiste, e finito, ed é uguale a p. Lo studio di un tale
prodotto si puod ridurre a quello di una serie, osservando che in
particolare sara log |p =log  u, |4 log | u. | +log u; +.....
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