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Sl concetto ¢ banaa passante I un circuito S8

a Giancarlo Vallauri

etfivo

E analizzato il concetto di banda passante di un circuito sdlettivo in relazione alla sua dipendenza dagli
elementi circuitall ed alla sua applicazione ai problemi del rumore.

1. - Una delle grandezze piu spesso usate in
radiotecnica per caratterizzare il comportamento
dei circuiti selettivi € la « banda passante », B,
intesa come scarto fra le due frequenze f; ed f,
in corrispondenza alle quali la risposta del circuito
ha un'attenuazione di 3 decibel rispetto alla ri-
sposta massima, che si ha ad una frequenza f, com-
presa fra f; ed f, La banda passante € soprattutto
usata in relazione allo studio dei circuiti riso-
nanti, isolati o variamente accoppiati fra loro, ed
e fondamentale per lo studio degli amplificatori
di alta frequenza e per i ricevitori.

La sua introduzione in radiotecnica € proba-
bilmente legata al fatto che le due frequenze f; ed
f, sono, di solito, agevolmente riferibili agli ele-
menti del circuito, per cui € generalmente possi-
bile esprimere la banda passante B conoscendo la
costituzione del circuito. La scelta della banda
passante B, avvenuta in tempi ormai lontani, si
e dimostrata avveduta perché essa si adatta age-
volmente per caratterizzare il comportamento dei
circuiti anche di fronte al rumore, argomento la
cui importanza non poteva certamente essere pre-
vista quando si € cominciato ad usare il concetto
di banda passante. Occorrono, peraltro, alcune pre-
cisazioni, per cui € sembrato interessante rivedere il
concetto stesso di banda passante con metodi moder-
ni, dandone una definizione generale e mostrando la
ragione della sua adattabilita ai problemi del rumo-
re. Dalla definizione di banda passante e derivata,
in maniera del tutto naturale, quella di « larghezza
di banda » di una funzione di rumore e si & tro-
vata una singolare rispondenza fra la sua defini-
zione e quella di un'analoga grandezza ottica, la
« larghezza di una riga spettrale », introdotta per
via completamente diversa.

2. - Il comportamento di un circuito lineare
al variare della frequéenza & caratterizzabile me-
diante una grandezza complessa, funzione della fre-
quenza, detta « caratteristica di frequenza » A(f)
del circuito. La risposta del circuito ad una per-
turbazione impressa qualunque ha come spettro
complesso il prodotto di A(f) per lo spettro Gi(f)
della perturbazione stessa: detto G,(f) lo spettro
complesso della risposta del circuito si ha, cioe:

(D Ge(f) = A(f)-Gu(f).

Se il circuito & un semplice bipolo (ad esem-
pio, un circuito risonante parallelo) a cui sia ap-
plicata una corrente i(t) (perturbazione impressa),
nella forinola (1) Gyf) rappresenta lo spettro com-
plesso di i(t), Gxf) lo spettro complesso della ten-
sione ai capi del bipolo (risposta del circuito) ed
A(f) e I'impedenza complessa del bipolo. Nel caso
di un quadripolo (ad esempio, un amplificatore
lineare) la perturbazione impressa pud essere la

tensione applicata all'ingresso e la risposta la ten-
sione in uscita; in tal caso la caratteristica di fre-
quenza A(f) e il rapporto di trasduzione del qua-
dripolo (rapporto di amplificazione, nel caso del-
I'amplificatore).

Nei casi che interessano il presente studio, il
modulo A(f) di A(f) partendo da valori trascura-
bili in corrispondenza a frequenze sufficientemente
basse, va crescendo al crescere di f per poi di-
scendere nuovamente fino a raggiungere valori tra-
scurabili per valori sufficientemente elevati di f.
Fra la regione in cui A(f) cresce e quella in cui
decresce vi € una regione pil 0 meno ampia in cui
la funzione varia relativamente poco: in questa
regione € individuabile una frequenza f, a cui cor-
risponde un massimo assoluto A(f,) =A, della fun-
zione. Le due frequenze f; ed f, rispettivamente
inferiore e superiore ad fo in corrispondenza alle
quali é:

@ A(F) = A(fy) =200

J2
delimitano una banda di frequenza B = f,—f; che,
per definizione, si assume quale « banda passante »
del circuito.

Si pud porre:
©) A(f) = Age?("),

e considerare a(f) come il coefficiente dell'attenua-
zione relativa ad A, che si ha quando si passa dalla
frequenza f, ad un'altra qualunque frequenza f; la
sua misura in decibel sara:
14 A(f)
e 1)
(4 af) =28 l(]gw A(L)

In corrispondenza alle due frequenze f; ed f,
si ha a'(f;) = a'(f) =—3 dB, per cui la banda pas-
sante puo anche definirsi come lo scarto fra le fre-
quenze cui corrisponde un coefficiente di attenua-
zione di 3 dB rispetto ad A,; per questo motivo
la banda passante & anche qualche volta denomi-
nata « banda dei 3 dB ».

(dB) .

3. - Si e detto in precedenza che la banda pas-
sante B €& generalmente riferibile agli elementi del
circuito; sara qui riportato I'esempio piu semplice
e noto di questa proprieta per mostrare come, ad
un'analisi approfondita, la quistione sia in effetti
piu complessa di quanto normalmente sia ritenuto.

Si consideri a questo proposito il circuito riso-
nante in parallelo di fig. 1, la caratteristica di fre-
quenza, considerata per comodita funzione di co
invece che di f, coincide con |'impedenza comples-
sa del circuito ed ha I'espressione:

1

1 1

(5) A(w) = .
R P (.';L)
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Posto @, — 1/} LLC e moltiplicando il numeratore
ed il denominatore della (5) per w,L, si ottiene:

; 2) w,L
(6) )= Wl | . o o)

=+ -

il cui modulo é:
{-),,l.

;\lf- = - —
(7) }} ; mn""Li y [(u "Ju.-_.

R "oy, ®

Fig. 1. - Circuito risonante parallelo.

Si ragiona poi, di solito, nel modo seguente: il
massimo di A (o) si ha per ® = ®, ed ha il valore

A,=R. Le pulsazioni o, = 2af, ed o, = 2af, sono
quelle che soddisfano all'equazione :
(!)n]—.; ) R
(8) ';.-J{_r)ljzl_"z 2pe [(I.i_ (_'JIJ).: 1 2
RE ' ‘o, o
da cui si ricava agevolmente:
{r}agld (I'JDE ICIJU;EI:;:!—":' R®
e R
9
( ) {] (*J‘."J'L (l),,c l (rl”z I..:E =1 R"’ .
Wy = s B -
si ha quindi:
(V) :],
(10) Wy — By = -i'{

Ponendo Q= R/(w,L)ed f al posto di ® si ottiene
la ben nota relazione :

(11) s et i Ql
che mette in relazione la banda passante B col coef-
ficiente di risonanza, Q= R/(w,L), del circuito.
Occorre peraltro osservare che nei ragionamenti
che hanno condotto alla relazione (11) si & impli-
citamente ammessa |'indipendenza di R dalla fre-
guenza, che in realta non sussiste. La resistenza R,
che rende conto delle perdite del condensatore e
della bobina che compongono il circuito risonante,
e in effetti funzione della frequenza: se, come spesso
avviene nei circuiti usati in Radiotecnica, le perdite
del condensatore sono trascurabili di fronte a quelle
della bobina, R é la resistenza parallelo della bo-
bina, legata alla pulsazione co ed al coefficiente di
bonta Q, della bobina dalla relazione R=wLQ,.
Le normali bobine sono progettate e costruite in
modo che, nel campo delle frequenze di lavoro,
Q, sia sufficientemente costante, per cui R risulta
approssimativamente proporzionale ad w.

Il fatto che R non sia costante implica che la
pulsazione cui corrisponde il massimo di A(®w) non

sia la wy=1/fLC a cui corrisponde 1'annullamento
del coefficiente dell'immaginario nella (6); il valor
massimo di A (w) non & percido Ap=R, ma puo
essere determinato, cosi come le pulsazioni o, ed
,, solo se si conosce la legge di variazione di R in
funzione della frequenza. Ne deriva che €& assai
piu difficile, di quanto normalmente venga ritenuto,
il problema di stabilire la relazione fra B e gli ele-
menti del circuito. Cio non toglie nulla all'utilita
pratica di B ed alle relazioni normalmente am-
messe fra B e gli elementi circuitali, perche, se le
perdite sono modeste e quindi R €& abbastanza
grande, |'approssimazione che dette relazioni offro-
no e piu che sufficiente per le esigenze della tecnica.

Le considerazioni svolte nel caso semplice del
circuito risonante valgono sostanzialmente anche
negli altri casi piu complicati.

4. - Si vuole ora indagare sull'applicazione del
concetto di banda passante ai problemi inerenti al
rumore.

Le tensioni e correnti di rumore applicate ai
circuiti sono funzioni del tempo (funzioni di ru-
more), il cui andamento e del tutto ignoto a priori.
Per cido che riguarda il comportamento di un cir-
cuito di fronte al rumore, € giustificato parlare
della perturbazione impressa al circuito e di spet-
tro della risposta (come si é fatto nel n. 1) solo
se si considera un intervallo di tempo interamente
trascorso, in cui l'andamento della funzione di ru-
more e ormai completamente noto. In un inter-
vallo di tempo diverso i detti spettri risultano gene-
ralmente diversi ed & percio illusorio parlare, in tal
senso, di comportamento di un circuito di fronte
alle perturbazioni applicate quando mancano gli
elementi per caratterizzarle a priori.

Ma nelle funzioni che rappresentano il rumore
applicato normalmente ai circuiti, & possibile indi-
viduare delle regolarita statistiche che consentono
lo studio del comportamento del circuito indipen-

\écr

Fig. 2. - Generico andamento della densita spettrale del rumore
termico filtrato da un circuito selettivo per alta
frequenza.

dentemente dalla conoscenza attuale dell'anda-
mento delle sopra dette funzioni (). Tale studio &
basato sull'uso di grandezze statistiche che, de-
terminate dalla conoscenza dell'andamento delle
funzioni nel tempo trascorso fino ad un certo istante
to, Si ammettono costanti anche per t>t,. Le gran-
dezze di questo tipo che interessano il presente

(") S. MALATESTA, Contributo allo studio statistico delle
comunicazioni, Alta Frequenza, 1952, XXI, p. 163.
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studio sono la « potenza specifica », il « valore ef-
ficace » e la « densita spettrale ».

La potenza specifica w di una funzione di ru-
more y(t) (il cui andamento sia noto per t=t,) &
il valor medio dei quadrati dei valori che la fun-
zione assume in un intervallo di tempo T, molto
grande, precedente to:

X [
(12) W= , vi(t) dt ,

J tg-T

0, con pil rigore:

.l. g
(13) w=lim — I y*(t) dt .
T+ it
La potenza sp'ecifica € manifestamente il quadrato
del valore efficace (secondo la definizione normale)
della funzione y(t) prima di to:

(14) W= Yt

Si ammette che per le funzioni di rumore w ed Y
conservino il medesimo valore anche per t>tg.

Se y(t) rappresenta una tensione od una cor-
rente, la potenza specifica pud interpretarsi come
la potenza media in una resistenza di 1 Q (7).
Come la potenza in una resistenza, la potenza spe-
cifica puo pensarsi suddivisa fra le infinite fre-
quenze che compongono lo spettro della tensione
o della corrente:

(15) w = [ D(f) df ;

o

la funzione @ (f) () che esprime la distribuzione
della potenza specifica fra le frequenze dello spet-
tro si dice comunemente « densita spettrale » della
funzione y(t). La determinazione di ® (f) avviene
partendo dallo spettro di Fourier della funzione
y(t) entro un intervallo di tempo T precedente a
t, ed il suo andamento si ammette che rimanga il
medesimo anche per t >t ; la relazione fra ®(f) e
lo spettro complesso G(f) di y(t) & la seguente (*):

(16) O(f) = lim

gl
Dalle relazioni (1) e (16) si ricava agevolmente (%)
che, se una tensione od una corrente, la cui densita
spettrale sia @, (f), sono applicate ad un circuito
lineare, la cui caratteristica di frequenza sia A(f),
la densita spettrale ®, (f) della tensione o corrente
di uscita ha l'espressione :

(17) @, (f) S (LD D),

Vale dunque la proprieta che un circuito lineare
modifica la densita spettrale della tensione o della

corrente che gli e applicata moltiplicandone il va-
lore per il quadrato del modulo della caratteristica
di frequenza del circuito.

Il tipo piu semplice di distribuzione spettrale
si ha nel caso del rumore termico, cioe della ten-

(*) Le dimensioni della potenza specifica corrispondono
alle unitd V? od A% secondo che y(t) rappresenta una ten-
sione_od una corrente.

(3) Le dimensioni di ® (f) corrispondono alle unita V¥/Hz
od A°/Hz, secondo che y(t) rappresenta una tensione od
una corrente.

(4) J L. LAWSON and G. E. UHLENBECK, Threshold
Sgnals, McGraw-Hill, New York, 1950, p. 39.

¢ Loc. cit.,, nota 1.

sione e della corrente presenti in un conduttore per
effetto del caotico moto termico dei suoi elettroni;
nel rumore termico la potenza specifica e distri-
buita uniformemente dalle frequenze piu basse alle
piu alte della gamma radio cosi che la densita spet-
trale & costante. Il suo valore, nel caso della ten-
sione presente ai capi di una resistenza R, é:

(18) o(f ) = 4kRT,

dove k € la costante di Boltzmann e T & la tempera-
tura assoluta del conduttore.

Se tale rumore € applicato ad un circuito li-
neare, la densita spettrale all'uscita risulta:

(19) @,(f) = ® A,

dove con @, si & indicato il valore costante di
® (f); la densita spettrale non & piu costante e la
sua distribuzione in funzione della frequenza coin-
cide, a parte la costante moltiplicativa ®, , con
quello medesimo di A’(f). Nel caso degli ordinari
circuiti selettivi impiegati in alta frequenza essa
risulta del tipo schematicamente indicato nella fi-
gura 2: si ha, cioé, una regione relativamente
stretta dello spettro in cui ®@,(f) ha valori non nulli.
Appare naturale assumere quale larghezza di tale
« banda » di frequenza il medesimo valore della
banda passante del circuito che ha selezionato, per
cosi dire, la banda stessa dallo spettro uniforme.

Alla frequenzé\ fo cui corrisponde il massimo va-
lore A, di A(f), la densita spettrale all'uscita del
circuito e:

(20) D,(f,) = QA
mentre in corrispondenza alle due frequenze f, ed
f, che delimitano la banda passante, essendo

A(f)=A(f.)=A,/Y2, risulta:

1) B (fy) = Dy(fy) = § Asd.
Confrontando le relazioni (21) e (20) si ottiene:
(22 (I)E(fl) =t ‘112{1‘2} P éd)z(fn} .

Se ne deduce che in corrispondenza alle frequenze
f, ed f, che delimitano la larghezza di banda, la
densita spettrale € meta di quella massima e questa
proprieta pud essere scelta per formulare una defi-
nizione generale della larghezza di una banda di
frequenza, indipendentemente dal caso particolare
di rumore termico da cui si é partiti. Si assumera
dunque come larghezza di banda di una funzione
di rumore (°) lo scarto fra le frequenze cui corri-
sponde un valore della densita spettrale meta di
quello massimo raggiunto nella banda stessa.
Questa definizione ha una stretta analogia con
quella della « larghezza di una riga spettrale »
usata nell'ottica. La riga spettrale corrisponde nel-
I'ottica alla banda di rumore dianzi considerata;
in corrispondenza alla riga I'intensita luminosa
specifica (che e la grandezza analoga della densita
spettrale qui considerata) ha un andamento in fun-
zione della frequenza del tutto simile a quello in-
dicato nella fig. 2. Individuate le due frequenze f,,
ed f, a cui corrisponde un'intensita luminosa spe-

%) La definizione puo, peraltro, essere estesa a qualun-
que atra funzione di comunicazione.
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B o i e e =

f

Fig. 3. - Af ¢ la base di un rettangolo di altezza 1 e di
area uguale a quella sottesa dalla curva A%(f)/Ay%

cifica meta di quella massima, si chiama larghezza
della riga la differenza fra le due corrispondenti
lunghezze d'onda ().

L'analogia fra le due definizioni appare tanto
piu singolare in quanto il metodo seguito in ottica
per giungere alla sopra detta definizione sembra
essere del tutto estraneo a quello usato in radiotec-
nica (). Il punto di contatto sta probabilmente
nella proprieta (valida, peraltro, rigorosamente nel
solo caso in cui |'andamento della funzione spet-
trale sia esattamente rettangolare o triangolare)
che, se si hanno due bande (righe) adiacenti di
uguale valor massimo, sparisce praticamente ogni
distinzione fra di esse, quando le due frequenze
(lunghezze d'onda) centrali sono discoste fra loro
di un intervallo pari alla larghezza della banda

(riga).

5. - La potenza specifica di una funzione la cui
densita spettrale é @ (f) &, secondo la formola (15):

(23) w = [ O(f) df ;
nel caso di rumore termico, filtrato da un circuito

selettivo di caratteristica di frequenza A(f), si ha
per la (19):

(24) w = |7 D(f) df = D, 'l Az(f) df .
Se, come di solito, |'andamento di A(f) é regolare
ed A, € il suo valor massimo, si pudo sempre scri-

vere:
(25) |7 A%(f) df = A2 Af,

pur di scegliere opportunamente Af; deve essere
precisamente :

(26) Af = |

« 0
Cio equivale a sostituire alla curva che rappresenta
I'effettivo andamento di AZ2(f)/Ay? un rettangolo di
altezza 1 e base Afl tale che la sua area sia uguale
a quella sottesa dalla curva (fig. 3). Con la posi-
zione (26) la (24) puo scriversi :

(") E. PERUCCA, Fisica generale e sperimentale, U.T.E.T.,
Torino, 1942, p. 204.
®) Loc. cit., nota 7.

(27) w= A20, Af ;
il relativo valore efficace risulta:
(28) Ya= ) W=A4A, ]"_(Dl-.lf.

Nel caso di un circuito selettivo avente A,=1 ed in
cui agisca una tensione di rumore termico prodotta
da una resistenza R, si ha, per la (18),®, =4kRT e
quindi :

29) Y .« = 2V kRT Af ;

ben nota formola che esprime la tensione efficace
di rumore termico che compete ad una banda di
frequenza Al

E interessante indagare in quale relazione sia
Af con la banda passante B del circuito. Se la
curva di AZ?(f)/A,%> & rettangolare, allora manife-
stamente Af «coincide con B; lo stesso avviene se la
curva é triangolare (fig. 4), perché in tal caso Af
e meta della base e tale € anche B che e la diffe-
renza fra le frequenze f, ed f, per le quali, essendo
A(H)=A,/V 2, I'ordinata risulta A*(f)/A,*=15.
cioé meta dell'altezza. Se la curva di AZ?(f)/A,> &
gaussiana, cioé se vale la relazione:
A%(f)
A2

1
— — ()R
“2( o) z

(30)

si ha:
"o 1 . i
By Af=le e~@ " §f — fma = 1,77a.

Le frequenze f; ed f, che delimitano la banda pas-
sante sono quelle che risolvono I'equazione:

AMf) et 1

.‘A;ﬂ == - 2 =

con passaggio ai logaritmi si ricava immediata-
mente :

(32)

(33) (f-f)>=2a1In2 =069 a,

da cui si ottiene:

(34) fq =f,-08a, f,=1f+0,83a.
Se ne deduce:

(35) B=f, —f =166a;

confrontando questa espressione con la (31), si ot-
tiene:

R g
1,66

(36) Af= B=1,068B.

Fig. 4. - Se I'andamento di A%(f)/A¢* & triangolare, Af coin-
cide con la banda passante B.

\
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Fig. 5. - Confronto fra la curva gaussiana (curva 1) e le
curve di A%(f)/A¢” di ugua banda passante, corri-
spondenti a caso di un sol circuito risonante
(curva 2), di due (curva 3), di quattro (curva 4) e
di otto (curva 5) circuiti risonanti identici, isolati
da opportuni amplificatori.

Anche in questo caso, dunque, si ha praticamente
la coincidenza fra Af e la banda passante B.

Si consideri ora un circuito risonante parallelo
e, per semplicita, si supponga che le perdite siano
piccole, cosi che possano praticamente ritenersi va-
lide le relazioni dedotte nel n. 3. Ponendo, allora,
nella (7):
il 1 B?
RE .k A
e sostituendo f ad ® si ottiene:
A¥f) B® 1

(37)

it A TRVBE (E_&}
J Nl T E ) \
Si puo scrivere:
f t‘n o f2 __ i‘o-_z_ (i , fo} “ fo) ‘
AT T Gt At A i

ma, se le perdite sono piccole, |'espressione (38) ha
valori diversi da zero praticamente solo in un in-
torno assai piccolo di fo In questo intorno puo,
senza errore apprezzabile, porsi (f+f,)=2f, per
cui la (38) diviene:
(40) A2(f) B

Al B® -4 (f —f,)?"
Se ne deduce, per la (26):

: 7 B2 .
D2 Moo
s T_E_U_tn);
da cui (°):
. ¢ 2 2 o ]= £
(42) Af = 1B arctan B (f — 1) L =571,
(9)_Vale__la formola:
(1(3 _:}:—'x‘_, dx = 6 arctan '\]' - cost .,

. -
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In questo caso — che, come si vedra, € il piu sfavo-
revole che si presenti in pratica — Al differisce
apprezzabilmente da B : e quindi errato, nelle for-
mole del tipo (29), confondere, come qualche
volta si fa, Af con B quando il circuito selettivo
sia un semplice circuito risonante.

Situazione piu favorevole si incontra nel caso
in cui il circuito selettivo & costituito da vari cir-
cuiti risonanti identici, fra loro isolati da ampli-
ficatori separatori. Si ha in tal caso, prescindendo
dall'eventuale guadagno degli amplificatori:

(43) A(f) = Ay(f ) « Ax(f) = . . . e Ay (f) = AL"F)
per cui, valendosi della (40), si ottiene:
Ae{[‘} Alsn [i‘;, ]-.:..
44 — = - _ T T T e T
( ) __,\02 An:u [Bl-_' __I_ 4 (f ) t‘l}.]‘.!Ju ’
e quindi:
*0 B‘:!n

@5)  Af=| If .

o [Bli i 4 “‘ [.0}:]" 3
Con calcoli complicati solo formalmente (*°) si ri-
cava che il rapporto Af/B assume i valori 1,22,
1,15, 1,13, 1,11 corrispondentemente ad n=2, 3,
4, 5 e tende ad 1,06 al crescere di n; esso tende,
quindi allo stesso valore che Af/B ha nel caso della
curva gaussiana (formola (36) ). Cio corrisponde
al fatto che la curva rappresentativa della funzione
(44) si approssima rapidamente, al crescere di n,
ad una curva gaussiana; questa interessante pro-
prietd &€ messa in evidenza nella fig. 5, dove sono
fra loro raffrontate la curva gaussiana e le curve
di A%(f)/A,? di uguale banda passante, corrispon-
denti al caso di un sol circuito risonante, di 2, di 4
e di 8 circuiti risonanti identici isolati da oppor-
tuni amplificatori. Da quanto visto deriva che negli
amplificatori selettivi, attuati con vari stadi tutti
accordati sulla\medesima frequenza (come sono
gli amplificatori a frequenza intermedia di
molti ricevitori radar, ad esempio) Af non diffe-
risce apprezzabilmente da B. In tutti gli altri casi
di amplificatori selettivi, in cui con vari artifizi
(circuiti risonanti accoppiati, circuiti risonanti con
frequenze di risonanza opportunamente sfalsate fra
loro) si riesce a rendere la curva di risposta piu
prossima a quella rettangolare, il rapporto Af/B.
a parita di numero di stadi, differisce ancor meno
da 1. Se ne deduce che in tutti gli amplificatori di

alta frequenza a piu stadi, qualunque siano i cir-
cuiti selettivi usati, Af non differisce apprezza-

bilmente da B.

Poiché lo studio del rumore si riferisce soprat-
tutto ai ricevitori e quindi essenzialmente ad am-
plificatori di alta frequenza, risulta giustificata la
pratica corrente di confondere Af con B e risulta
spiegata |'adattabilita del concetto di banda pas-
sante ai problemi del rumore.

Sante Malatesta
Livorno - Accademia Navale.

(*®) Basati sulla relazione:

X
I B+ a?p =35+ 1) (b + axt)y—1
L e f AT s
T 2bm—1)) (b + ax®)s—1 X





