
· . 

• 



PROF. EDGARDO CIANI 

SCRITTI 

GEOMETRICI SCELTI 

VOLUME SECONDO 

CEDAM 
CASA EDITRICE DOTT. ANTONIO MILAN! 

PADOVA 1937- XV 



PROPIUETÀ LE'f'fgRA IUA 

Printed in Italy 

G11b/>i-o - SQc , Tipof!m.fìcn " Oàerisi, - 1937-X V, 



SCRITTI GEOMETRICI SCELTI 



t • 



SOPRA LA CONFIGURAZIONE DEL PENTAEDRO 

Estratto dal tomo XXI ( 1906) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 

Adunanza del 24 gennaio 1906. 

Questo lavoro trae la sua origine da mie ricerche sistematiche sulle 
curve g_obbe razionali dei primi sei ordini, che sono invarianti rispetto a 
gruppi finiti di collineazioni quaternarie. Una parte di queste ricerche fu 
già pubblicata (1): è quella che riguarda le curve dei primi cinque or· 
dini, e fra poco lo sarà anche la rimanente che riguarda le curve del se
sto. Se non che, il caso più notevole di queste ultime è così intimamente 
collegato alla geometria del pentaedro, che mi è parso utile di prendere 
le mosse da questo per ritrovare la curva in discorso, mettendola quindi 
a suo luogo nella configurazione pentaedra-le e ponendo bene in evidenza 
il modo semplice e naturale che la vincola a tale configurazione (cf. no 27). 
Ecco la ragione della presente memoria. La curva in discorso è invariante 
rispetto al gruppo icosaedrico di _collineazioni che trasformano il pentaedro 
in sè medesimo: anzi essa e un altra, che le è proiettivamente identica, 
compongono le sole ·due curve, fra quelle irriducibili dei primi sei ordini, 
che siano invarianti rispetto al gruppo in parola senza esserlo rispetto al 
gruppo ·totale delle collineazioni suddette. Tali curve posseggono ciascuna 
infiniti piani tritangenti formanti due sviluppabili razionali di sesta clas
se: è così realizzato un esempio (credo il primo) di sestiche gobbe irriduci
bili dotate di infinit~ piani tritangenti. 

(l) CIANI, Sopra i gruppi finiti di collineazi011i quater·narù dotate di cubiche gobbe invarianti 
(questi Rendiconti, t. XVI (1902), pp. 327-3~5). CIANI, Sopra alcuni gruppi lineari quater· 
naTi dotati di quartica, o di quintica gobba razionale invariante (Rend. 1st. Lombardo, s. II, 
vol. XXXVII (190!), .. pp. 341-353); Le curve gobbe razionali di quinto ordine invarianti ri
spetto a gruppi finiti di collineazioni quaterMrie (Ibid., pp. 580-598). 

CU.!<I 32 
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La configurazione del pentaedro è da lungo tempo studiata : le pub
blicazioni più recenti ch'io conosca sono le dissertazioni di laurea dei sigg. 
Himpel e Griittner {l} e una Nota di Geiser {2}; fra le meno recenti citerò 
quelle di H ermes, Kiippers e De Paolis (3), il quale ultimo se ne è occu
pato incidentalmente trattando delle superficie di 3° ordine, e infine citerò 
le <<ricerche di Castelnuovo sulla geometria della retta in S4 » in << Atti del 
R. Istit. Veneto, 1891 ». In questa Nota, a piè di pagina, sono esposte 
alcune geniali considerazioni analitiche sul pentaedro. 

Pubblicai anch'io una Nota sul pentaedro {4) {15 anni indietro!) ma 
purtroppo quella Nota contiep.e una inesattezza: essa fu rileva;ta nella me
moria di Griittner, già citata, a pag. 43, ma privatamente, molto tempo 
innanzi, me ne aveva avvertito in forma assai cortese il prof. Segre con 
lettera gentile che tuttora consel'vo. Essa riguarda i 15 cosidetti punti 
diagonali che io affermai esistere sopra una stessa quadrica: ciò non è: i 
ragionamenti miei di quella Nota non provano altro che soltanto 12 di essi 
esistono su di una quadrica: ne restano esclusi tre che effettiva-mente sono 
esterni a tale quadrica. Riprendendo in esame la cosa sono riuscito inve?e 
a dimostrare adesso, che i punti in questione si possono riguardare come 
15 punti doppi di una superficie di 4° ordine che, naturalmente, è inva
riante rispetto al gruppo totale delle collineazioni pentaedrali : tale super
ficie non è però la più generica fra quelle conosciute dotate di 15 punti 
doppi, perchè la configurazione dei 6 punti singolari, in uno qualunque 
dei 10 piani singolari, è particolare, essendo proiettivamente identica a 
quella di una superficie di Kummer a lG punti doppi e 4 volte tetrae
droidale. 

Fra le molte proprietà già conosciute della configurazione pentaedrale, 
ho scelto quelle che più convenivano al mio scopo, riprendendone la trat
tazione <<ex novo >> per cui la lettura dblla presente memoria è affatto in
dipendente dai lavori citati. Queste proprietà (più o meno conosciute) sono 
riunite nei primi du~ paragrafi e chi vuole, può facilmente ritrovarle per 
intiero, o scoprirne le tracce nei citati lavori ed in altri. 1\fi lusingo in-

(l) HIMPEL, Ober die. G1·1tppe der 120 Kollineationen, durch die ein miintliciles Fiinfeck 
in sich selbst ?"ibergeht (Strassburg, 1903); GniiTTNER, Das t·iiumliche Fiinfeck (Breslau (1903). 

(2 ) Die konjugierten Kernfliichen des Pentaeders (Vierteljahrsschrift der Naturforschen
den Gesellschaft in Ziirich; L. (1905), pp. 306-320] . 

(3) fuRllfES, Das Fiinfflach ttnd Fii11jeck i nt Raunte enlsptechencl detn Vierseit und Viereck 
in der Ebene (J onnal fùr die rei ne_ un d angew. Mathematik, L VI (1859), pp. 247-262]. 
Kii.pp~;ns, Kollineationen, durch welche fiinf · gegebene Punkte des Raumes i?t dieselben fiinf 
Punkte transfo-rmirt werden (Bonn, 1890). DE PAOLIS, Ricerche sulla Bltperjicie di 3o ordine 
(Mero. R. Ace . . Lincei, 1881]. 

(4) Rend. Ace. Lincei, 1891. 
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vece che sieno giudicati nuovi, se non interessanti, i resultati contenuti 
negli ultimi tre paragrafi. - Dovrò bene spesso citare il mio lavoro: Sopm 
i gntppi finiti di collinca::ioni qnaternarie, oloedricamente isomorji con q~telli 
dei poliedri 1·egolm·i [Annali di Matematica, s. III, t. VIII (1903), pp. 1-37 j. 
Per brevità a tale scopo adoprerò il simbolo (O) con l'indicazione del n° 
relativo di richiamo. 

9 r. - Il pentagono polare. 

l. Assumerò a base della cfz. di cui mi propongo lo studio, cinque 
piani dello spazio a tre dimensioni in posizione affatto generica indicandoli 
col simbolo :n; (i= l, 2, 3, 4, 5). Essi costituiscono le facce di un pen
taedro che chiamerò fondamentale. Vengono così a individuarsi anzitutto 
i 10 spigoli e i 10 vertici del pentaedro che verranno rappresentati con 
le lettere s;k, V;k: ad es. s12 sarà lo spigolo comune a :n1 :n2 e V12 il ver· 
tice comune a :n3 :n4 :n5 • Per cui, sopra 8 12 esistono i tre vertici V34 V35 

V45 : per V12 passano 8 34 835 8 45 , ecc. Dirò che un vertice ed uno spigolo 
sono opposti quando non appartengono ad una stessa faccia del pentaedro. 
Così V12 ed s12 sono opposti. Il piano che essi individuano sarà chiamato 
piano diagonale del pentaedro e indicato con ~12 • I piani diagonali sono 
10. Quattro facce qualunque del pentaedro individuano sulla faccia rima
nente un quadrilatero che ha per lati quattro spigoli del pentaedro. Le 
diagonali rli questo quadrilatero e le loro intersezioni a due a due saranno 
chiamate rette diagonali e punti diagonali del pentaedro. Ad es., sopra :n:5· 

si ha il quadrilatero s15 s25 s35 s45 che ha per vertici V12 V13 V 14 V23 V 24 Va4 • 

Le diagonali sue sono le rette V12 Va 4 , V13 V24 , Vu V23 che saranno in· 
dicate rispettivamente con i simboli d 12,34 d 13,24 d14,2a e chiamate diagonali 
del pentaedro. I loro punti d'incontro, a due, a due, si chiameranno punti 
diagonali del pentaedro. Precisando le notazioni, sarà rappresent~tto col 
simbolo d 14,23 il punto comune a d 12,31 d 13,24 , con D 12,34 il punto comune a 
du,23 d1 3,24 e con D 1a,24 quello comune a d12,34 d14,23 • Si hanno così 15 rette 
diagonali e 15 punti diagonali del pentaedro. Con le notazioni introdotte 
risultano subito le relazioni di posizione fra gli enti nominati. Ad es., sic
come la diagonale d12,34 contiene i vertici V12 , V34 così ne viene che essa 
può riguardarsi come la intersezione dei due piani diagonali ~12 , ~34 • Nel 
punto diagonale D 12,34 concorrono le rette diagonali d13,24 d 14,2a e quindi an
che i piani diagonali 15 13 ~24 ~ 14 1523 • Un piano diagonale, come 1512 , contiene 
quattro vertici e cioè Il 12 e Va l V35 V 45 di cui i tre ultimi esistono sopra 
nna retta: lo spigolo s12• Lo stesso piano contiene le tre diagonali d12,34 

d12,3 • d 12,45 e quindi anche i 6 punti diagonali seguenti: 1J14,23 D 13,24 D 15,2a 

D1a,25 Du,25 DI5,2t , etc. 
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SOPRA LA CONFIGURAZIONE DEL P~TAEDRO. 

Gli elementi principali del pentaedro fondamentale sono così introdotti 
e cioè: le 5 facce, i 10 spigoli, i 10 vertici, i 10 piani diagonali, le 15 
rette diagonali e i 15 punti diagonali. 

2. Sopra ogni spigolo del pentaedro esistono tre vertici. Se si consi· 
dera.no i due punti che compongono l'hessiano di quei tre vertici su quello 
spigolo, si ottengono in tutto 20 punti che saranno ehiamati i 20 punti 
hessiani del pentaedro. Ebbene: vale adesso il seguente teorema: 

I venti punti hessiani esistono su di una medesima quadrica. 
Infatti : esistono intanto su di una stessa conica gli otto punti hes

siani che _appartengono ad una stessa faccia del pentaedro. È la cosidetta 
conica invariante del quadrilatero formato su quella faccia dagli spigoli 
del pentaedro. È chiamata conica invariante, perchè è tale rispetto al 
al gruppo ottaedrico di collineazioni piane che trasforma il quadrilatero 
in sè stesso (1). Si hanno così cinque coniche ognuna contenente otto dei 
punti in discorso. Consideriamo ora tre faccie, le tre coniche relative e i tre 
spigoli intersezioni delle facce suddette a due, a due. È chiaro che due qua
lunque di tali coniche incontrano lo spigolo comune alle facce, su cui esi
stono, nei due medesimi punti: dunque tali tre coniche appartengono ad 
una stessa quadrica la quale viene così a contenere 18 dei punti in que
stione. I due rimanenti esistono sullo spigolo opposto al vertice comune 
alle tre facce dianzi considerate: dunque essi apparteng·ono a entrambe le 
due coniche invarianti esistenti sulle due facce che passano per tale spi
golo: ognuna di queste coniche ha dunque sei punti in comune con la 
qnadrica precedente e quindi le appartiene per intiero. Il teorema è di
mostrato. Esso può anche enunciarsi affermando, che le .cinque coniche 
invarianti delle cinque facce appartengono ad una stessa quadrica. Per 
una ragione che apparirà nel no successivo, questa quadrica sarà chiamata 
la quad1·ica invm·iante del pentaedro. 

Ebbene, tutta la cfz. pentaedrale ora descritta, individua la sua po
lare reciproca rispetto alla quadrica suddetta. Si perviene così a un pen
tagono polare che ha 5 vertici, 10 spigoli, 10 facce, 10 punti diagonali, 
15 rette diagonali, 15 piani diagonali che sono elementi polari del 
pentaedro. Questi elementi saranno rispettivamente indicati con i simboli 

l l , l l l 

P,' 8ik' cpik' IJ;k' rik,lm' L1ik,lm • 

{l) Altri la chiama la conica dei 14 punti del quadrila.tero perchè oltre gli otto pnn· 
ti hessiani, contiene altri 6 punti notevoli, due su ciascuna diagonale, e precisamente i 
due che compongono la coppia armonica ai vertici del quadrilatero e ai vertici del tri
latero diagonale su quella diagonale. 
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~ I l. - Il gruppo delle 120 collineazioni che trasforma in sè stessa 
tutta la configurazione. 
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3. Una permutazione qualunque sulle 5 faccie del pentaedro, indivi
dua una collineazione che trasforma tutta la cfz. in sè stessa. Queste col
lineazioni sono 120 e compongono un gruppo G120 che è oloedricamente 
isomorfo col gruppo totale su cinque elementi. La quadrica del n° prece
dente è evidentemente invariante rispetto alle collineazioni del gruppo ed è 
anche chiaro che non ve ne possono essere altre, perchè se una quadrica 
è invaria.nte rispetto al gruppo nominato, è anche tale rispetto al sotto
grupppo che tiene ferma una faccia qualunque e permuta in tutti i modi 
possibili le altre quattro; il che significa, che se una quadrica è invariante 
rispetto a G120 , essa deve contenere le cinque coniche invarianti delle fac
ce e quindi è unica.. È poi certo che essa non è un cono perchè il vertice 
sarebbe un punto invariante rispetto a G120 ciò che è impossibile. 

È necessario adesso enumerare e classificare, dal punto di vista proiet· 
ti v o, tutti i possibili sottogruppi del G 120 totale. È a segnalarsi subito, 
fra tutti, il sottogruppo alterno, che sarà indicato con G60 , e cl:Je è un 
gruppo icosaedrico. Ciascuna permutazione, sulle facce del pentaedro, im
magineremo decomposta in cicli: mediante questi, la rappresenteremo e 
sarà così anche rappresentata la collineazione che essa individua. Se non 
che, per maggiore semplicità, tralasceremo i simboli :n e scriveremo addi· 
rittura i cicli sui cinque numeri 1, 2, 3, 4, 5. Così, ad es., (123) indicherà 
la permutazione circolare ~:n1 :n2 :n3); (123). (45 ) indicherà il prodotto dei 
due cicli (:n1 :n2 :n3) • (:n4 :n5), etc. 

4. Cominciamo dai gruppi di 2" ordine cioè dalle collineazioni a pe
riodo due. Ne abbiamo di due tipi e cioè: (12) e (12). (45). Le prime sono 
lO omologie armoniche: le seconde sono 15 involuzioni gobbe. 

I centri e i piani fondamentali delle 10 omologie armoniche, sono i 
vertici del pentaedro e le facce (polari) del pentagono. 

Gli assi delle 15 involuzioni gobbe, sono invece le 15 diagonali del 
pentaedro e le 15 diagonali del pentagono (polari reciproche le une del
le altre). 

La polarità è naturalmente sottintesa rispetto alla quadrica invariante. 
Risultano subito delle ovvie proprietà di posizione che collegano il 

pentaedro al pentagono. Ad es.: Ogni faccia del pentagono passa per un 
determinato spigolo del pentaedro e ogni vertice del pentaedro esiste su 
di un determinato spigolo del pentagono, ecc. 

5. Passiamo ai sottogruppi di 3" ordine cioè alle collineazioni a pe· 
riodo tre. D tipo è unico cioè (123)m, 1n = 1, 2, 3. Ne esistono 10. Sono 
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dunque lO G3, cioè 20 collineazioni a periodo 3. Esse sono assiali: non 
biassiali. Si può anche dire: 

Gli assi di punti uniti e gli assi di piani uniti delle collineazioni a 
periodo tre, sono gli spigoli del pentaedro e gli spigoli del pentagono: i 
punti uniti sull'asse di piani uniti sono i punti hessiani e dualmente, etc. 

6. I sottogruppi G 4 di 4 ° ordine sono dei tre tipi seguenti : 

(l 2 3 4)"', 1n = 1, 2, 3, 4 

{l 2). (3 4), {l 3). {2 4), {l 4). (2 3), identità 

{l 2), {3 4), {l 2) . {3 4), identità. 

Se ne hanno 15 di ciascuna specie : 45 in tutto. Diascuno possiede 
almeno un punto e un piano invariante vertice del pentagono e faccia. 
del pentaedro. 

Un G 4 del l 0 tipo è composto dalle varie potenze di una stessa col
lineazione a periodo 4 la quale non può essere nè assiale, nè biassiale: 
infatti se possedesse una retta di punti uniti, per il punto d' incontro di 
ta.le retta con n 1 passerebbero anche n 2 n 3 n 4 e il pentaedro non sarebbe 
più generico (così anche se la retta in questione esistesse in n 0 per essa 
passerebbero n 2 n 3 n 4 onde, etc.). Si può dunque dire: ogni collineazione 
a periodo 4 del G120 possiede 4 soli punti uniti e quattro soli piani uniti 
vertici e facce di uno stesso tetraedro. 

Quanto agli altri G4 essi realizzano due delle tre specie di gruppi 
quadrinomi dello spazio a tre dimensioni (C pag. 4). L'una è costituita 
dalla identità e da tre involuzioni gobbe i cui assi sono gli spigoli di uno 
stesso tetraedro: l'altra è composta dalla identità, da due omologie armo
niche (tali che il centro dell' una esiste sul piano fondamentale dell'altra) 
e dalla involuzione gobba che ne è il prodotto. 

7. Lasciamo per ora in disparte i sottogruppi il cui ordine è un mul· 
tiplo di cinque: proseguendo nel nostro esame troviamo tre tipi di G6 e cioè 

{l 2); {l 3); {2 3); {l 2 3)m 

{l 2). {4 5); {l 3). {4 5); {2 3). {4 5); 

[{l 2 3), {4 5)]n 

l (m= 1, 2, 3,) 
{12 3)m ~ 

(n= 1, ?, 3, 4, 5, 6). 

Se ne hanno lO di ogni specie. Quelli della l a specie posseggono due 
punti e due piani invarianti (vertici del pentagono e facce del pentaedro). 
Gli altri hanno soltanto due rette invarianti (spigoli del pentaedro e del 
pentagono). -

8. Per costruire un sottogruppo di ottavo ordine basta osservare che 
(per il teorema di Sylow) esso deve ammettere almeno un sottogruppo di 
4° ordine che sarà dunque di una delle tre specie descritte al n" 6, di 
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guisa che possiamo sempre supporre che quest' ultimo, a sua volta, con
tenga almeno una involuzione gobba: sia questa la {l 2) . {3 4) e :n:5 la fac
cia invariante del pentaedro. Dico che se il costruendo G8 deve contenere 
un altro G4 , quest'ult imo deve ammettere :re;, per piano invariante. Infatti 
se fosse ad es. :n:1 tale piano invariante, il G4 , ultimo nominat<>, dovrebbe 
contenere una almeno delle tre involuzioni seguenti : 

(3 5) . (2 4) , (3 4) . {2 5), (2 3) . (5 4); 

ma allora il prodotto di {l 2) . (3 4) per una qualunque delle tre involuzio
ni precedenti, darebbe luogo a una sostituzione a periodo 3, o 5, che do
vrebbe far parte del costruendo G8 , il che è impossibile. Si è così condotti 
a un solo dipo di G8 che è il seguente: 

(l 2) . (3 4), 

(l 2), 

{l 3) . {2 4), (1 4) . (2 3) 

(3 4), (l 3 2 4)»> (m = l, 2, 3, 4). 

Esso possiede due piani invarianti cioè :n:5 e Ll'12,34 e due punti inva· 
rianti P' 5 , D12,u • 

I sottogruppi G8 sono dunque 15 e di una sola specie. 
9. Passiamo ai sottogruppi di ordine 12. Un G12 contiene almeno un 

G4 rh;petto al quale sarà invariante una faccia del pentaedro (n° 6). Se 
questa faccia è invariante per tutto il G12 , si perviene ad un gruppo che 
è, non soltanto isomorfo oloedrico, ma anche proiettivamente identico al 
gruppo delle rotazioni del tetraedro. Se poi la faccia in questione non è 
in variante rispetto al costruendo G 12 , si perviene al seguente tipo : 

(1 2). l3 4), 

(3 4), 

(1 2). (3 5), 

(3 5), {4 5), 

{l 2). (4 5), (3 4 5)m (1n=1,2,3), 

[{l 2) . (3 4 5)]u (n=1,2,3,4,5,6), 

che possiede manifestamente due rette invarianti spigoli del pentaedro e 
del pentagono. 

Esistono dunque 15 sottogrrippi di 12° ordine, dei quali 5 sono 
tetraedrici. 

10. Finalmente si vede subito che esistono cinque sottogruppi di 24° 
ordine. Ciascun d'essi tiene fissi una faccia del pentaedro e un vertice del 
pentagono e permuta in tutti i modi possibili le 4 facce rimanenti del 
primo e i 4 vertici del secondo. Questi cinque sottogruppi sono isomorfi 
oloedrici col gruppo delle rotazioni dell'ottaedro, ma ne sono proiettiva
mente diversi (C n° 5): basta a tale scopo osservare che essi contengono 
delle collineazioni a periodo 4, che non sono assiali (n° 6), mentre tutte 
le rotazioni sono collineazioni assiali. 

11. Rimangono a considerare i sottogruppi il cui ordine è un mul
tiplo di 5. CominGiando dai G5 , si vede che ne esistono sei, tutti proiet-
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tivamente identici. Uno qualunque di essi si compone con le potenze di 
una stessa collineazione a periodo 5. n tipo è il seguente ( 12345)"' con 
m, = 1, 2, 3, 4, 5. Lo stesso ragionamento fatto per i G4 (n° 6) prova che 
ogni G5 ha 4 soli punti uniti e 4 soli piani uniti vertici e facce di un 
medesimo tetraedro. 

Se un sottogruppo di G120 contiene due G5 esso è necessariamente 
il Geo· Infatti, due G5 si possono sempre intendere come le successive 
potenze delle due collineazioni 

M=(12345), N= ( 12 3 54). 

Ora si vede subito che la M non trasforma N in una potenza di N: 
segue che M trasforma successivamente il G5 che contiene N, negli altri 
G5 del G120 : questo prova intanto che nel sottogruppo supposto esistono 
tutti i G5• Si ha inoltre: 

(12345) 
(1234~) 

(15243)=(142), 
(15334)=(143). 

Dunque il sottogruppo in parola, contenendo ( l 4 2 ), ( l 4 3 ) con
terrà anche il Gi2 che esse individuano e quindi l'ordine cercato, essendo 
multiplo di 5 e di 12, sarà 60. È così dimostrata l'affermazione fatta. Ne 
segue che « i 24 punti uniti dei sei G5 sono tutti distinti » perchè se 
due coincidessero esisterebbe un punto invariante rispetto a due G5 e 
quindi (per l'osservazione fatta sopra) rispetto all'intero G00, mentre i1 
Geo attuale, funzionando da gruppo alterno sopra le cinque facce del pen
taedro e sopra le cinque facce del pentagono, non possiede nè piani, nè 
punti invarianti. 

l 2. Un gruppo di 10• ordine conterrà un G5 e cinque collineazioni 
a periodo due che trasformano il G5 in sè stesso. Si vede facilmente che 
tali collineazioni non possono essere omologie armoniche e si perviene ad 
un solo tipo di G10 che è il seguente: 

( 12 3 4 5 )m (.m=1,2,3,4,5), 

(l 2).(3 5), (2 3).(4 1), (3 4).(5 2) 
(4 5).(1 3), (5 1).(2 4). 

Dunque esistono 6 Gw È indispens.abile considerare un pò più da 
vicino la struttura proiettiva di un Gw Sieno A, B, C, D i punti uniti 
del sottogruppo G5 • Dico che niuno di essi può essere unito per alcuna 
delle cinque involuzioni gobbe del G10• Infatti se A fosse unito per una, 
lo sarebbe per tutte, perchè G10 si può generare aggiungendo al G5 una 
delle cinque involuzioni gobbe ésterne. Consideriamo le due: (l 2).(3 5), 
(2 3).(4 l) di cui gli assi sono rispettivamente (n" 4) le due coppie di rette: 
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(d12,35 , d'12,35 ), (d23,41 , d'23,41 ). Il punto A sarebbe dunque comune a d12,35 , 

d23,41 (oppure a d'12 35 , d' 23,41 ). Nella P ipotesi esisterebbero in un piano 
i punti V 12 , V35 , V23 , V41 e quindi anche le rette V12 Vu , V35 V23 che 
sono gli _spigoli s35 Su: dunque le 4 facce :n:3 :n:5 :n:1 :n:4 avrebbero un punto 
comune e il pentaedro non sarebbe più generico. Dualmente si vede che 
A non può esistere sopra d' 12,35 d' 23,41 • Dunque le rette d12,35 d' 12,a5 non 
passano per alcuno dei punti A, B, C, IJ. 1\fa d 'altra parte esse costi
tuiscono gli _assi di una involuzione gobba che trasforma il tetraedro 
A B C D in sè stesso, dunque tali rette si appoggeranno a due spigoli 
opposti del tetraedro suddetto. Pensando poi che G5 permuta circolar
mente le cinque involuzioni gobbe in discorso si conclude che «i loro 
assi si appoggiano tutti alla stessa coppia di spigoli opposti»: 
indicandoli con A B, C D, si può dire che essi compongono i soli spigoli di 
AB C D in varianti rispetto a G10 ; o in altre parole che G10 è intransitivo 
riguardo ad AB, C D. · 

13. Un G20 deve contenere un G5 ; ma non più di uno altrimenti 
(n° 11) si cade nel G60 : conterrà poi le cinque involuzioni gobbe che 
trasformano G5 in sè stesso e quindi anche il G10 del n° precedente: 
le collineazioni rimanenti saranno a periodo 4 e trasformeranno G10 in sè 
medesimo. Si è così condotti ad un unico tipo che è il seguente: 

(l 3 3 4 5 )"' (m= l, 2, 3, 4, 5) 

( l .5 2 3 )" ' ( 2 l 3 4 )" ' ( 3 2 4 5 )" 
( 4 3 5 l ),. ' ( 5 4 l 2 )" (n=l,2,3,4l. 

Esistono dunque 6 G20 (1). Niuno dei punti A, B, C, D può essere 
unito per alcuna delle precedenti collineazioni a periodo 4, altrimenti 
esso sarebbe unito anche per il quadrato di tale collineazione che è una 
involuzione gobba del G10 (n° prec. ). E nemmeno può, una qualsiasi delle 
suddette collineazioni a periodo 4, effettuare dei cicli a periodo due sopra 
i 4 punti A, B, C, D altrimenti, al solito, il quadrat-o della collineazione 
li possiede come punti uniti: dunque essa attuerà sopra i detti punti il 
ciclo di 4° ordine (A CB D)~ (per m= 1, 2, 3, 4) che appunto ha per 
quadrato (.A B).( C D). 

Siccome poi il G20 è sottogruppo di G120 che opera transitivamente 
sopra i G5 , così si trae: 

Il G120 è transitivo sopra i 24 punti uniti dei sei G5 e li divide in 
due sistemi d'imprimitività composti di 12 ciascuno: quelli analoghi ad 
AB in un sistema, quelli analoghi a C D nell'altro. Invece il G60 , conte
nendo i G10, ma non i G20 , è transitivo sopra i punti di uno qualunque 

(l) Questi sottogruppi sono stati omessi nella citata memoria di HIMPEL. 
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dei due sistemi suddetti, ma intransitivo dall'uno all'altro sistema, (Ad 
es. niuna collineazione del G60 può portare A B in C D). 

14. La quadrica invariante passa per A, B: C, D. 
Infatti: uno spigolo qualsiasi del tetraedro A B C D è unito rispetto 

al G5 : viene dunque a stabilirsi su di esso una proiettività binaria (su
bordinata) a periodo 5 che ha per punti uniti i due yertici ilei tet.raedro 
esistenti su quello spigolo: dunque, o tale spigolo taglia la quadrica in· 
variante nei due vertici, o le appartiene per intiero. Siccome poi G120 è 
transitivo sopra i 24 punti uniti in questione (no 13), così ne viene che la 
quadrica invariante li contiene tutti. Tornando al tetraedro A B C D, si 
può aggiungere che la quadrica suddetta passa per gli spigoli A C, A D, 
B C, B D e quindi non passa per A B nè per C D. Infatti il piano tan
gente in A è unito rispetto al G5 e quindi deve coincidere con una delle 
facce del tetraedro e inoltre le rette della q nadrica passanti per A, deb
bono essere due dei tre spigoli AB, AC, AD. Sieno AB, AC: applicando 
una delle collineazioni a periodo 4 del G20 che effettua il ciclo (A B C D) 
(no 13) tali rette divengono C D, C B. Ma allora la quadrica contiene le 
rette AB, A C, B C, il che è impossibile . .Analogamente si vede che le 
rette in questione non possono essere AB, AD [basta servirsi di (ABCD)"']. 
Dunque saranno le A C, A D: e quindi anche le B D, B C appartengono 
alla quadrica. 

Consideriamo invece la superficie diagonale di Clebsch inerente al 
nostro pentaedro: essa è certamente l'unica superficie cubica in variante 
rispetto al G 120 (basta a tal fine osservare che tale superficie passa per 
le 15 diagonali del pentaedro medesimo)· La retta A B è inva.riante ri
spetto a G10 (n° 12), dunque essa, o appartiene per intero alla superficie 
in parola, ovvero le intersezioni sono assorbite dai punti A, B e quindi 
due da uno, e una dall'altro: ma questo è impossibile perchè le involu
zioni gobbe del G10 scambiano A con U. Dunque la superficie in questione 
passa per AB e quindi anche per C D e per tutte le rette analoghe: se· 
gue anche che la superficie non passa per A C, A D: B C, B D. Si può 
dunque dire: 

Le sei coppie di rette invarianti dei sei sottogruppi di 10° ordine, 
compongono quella bissestupla della superficie diagonale di Clebsch che si 
ottiene escludendo dalle 27 rette della superficie, le 15 diagonali del pen
taedro. E anche: 

Tanto la quadrica invariante, quanto la superficie diagonale di Cle
bsch passano per i 24 punti uniti dei sei sottogruppi di 5° ordine: inoltre 
l'una delle due superficie contiene quelle rette unite di tali gruppi che 
non sono contenute dalla seconda. 

15. L'esame dei possibili sottogruppi di G120 è esaurito. Infatti non 
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esistono nè G15 nè G30 perchè essi dovrebbero contenere uno ed uno solo 
G5 (n" 11) e inoltre almeno un G3 capace di trasformare il G5 in s~ stesso, 
ciò che è impossibile. Infine non esistono G 40 : perchè un tale gruppo do
vrebbe contenere uno ed un solo G5 (n° 11) e almeno un G8 : se si con
sidera che il G8 ammette una faccia del pentaedro come piano invariante 
(no 8) ne segue che applicando il G5 al G8 si trovano cinque G8 tutti dif
ferenti. Per cui il G 40 supposto dovrebbe contenere tutte le 15 involuzio
ni gobbe con le quali si genera invece G60 • 

~ II I. - La configurazione dei punti e piani diagonali del pentaedro. 

16. Nel n° l abbiamo già osservato, che per un punto diagonale del 
pentaedro passano 4 piani ùiagonali del pentaedro stesso e che in un piano 
diagonale esistono G punti diagonali . Così per D1k .mn passano ~ .... ~in ~km 
~kn e in ~ ..... esistono D,.i,nk Dmk,ni D.,.i,nl D.,.l,ni Dmk,nl Dml,nk· Ci propo
niamq lo studio di questa cfz. La prima proprietà è quella già avvertita: 

I 15 punti diagonal·i e i 10 piani diagonali del pentaedt·o sono dist?·i
buiti nello spazio in guisa che p er ogni punto diagonale passauo 4 piani dia
gonali e in ogni piano diagonctle esistono sei punti diagonali . .Adoperando 
un simbolo già in uso, si può dire che essi compongono una (164 , 106). 

La cfz. è manifestamente reale se lo è il pentaedro. 
Nel piano S,.., oltre i G punti già nominati: D.,.i,nk Dmk,ni Dmi,tzlDml,ni 

D.,.k,nl Dml,nk esistono anche i quattro vertici seguenti del pentaedro 

v ..... , vik, vil, v •. ~ ' 

di cui gli ultimi tre giacciono sullo spigolo s ...... 
Or bene le 4 omologie armoniche dello spazio 

(m n) , (i k)' (i l) ' (k l) 

individuano sopra S.,.., quattro omologie armoniche piane che trasformano 
in sè stessa la figura dei G punti diagonali suddetti. Dunque essi appar
tengono ad una stessa conica e su di essa si distribuiscono in 4 diverse 
involuzioni. 

Si può dunque dire: 
I sei punti diagonali, che esistono in uno stesso p iano d·iagonale del 

p1·ntaedro, appat·tengono ad ttna stessa conica e compongono una figura p1·oiet
tivamente identica a quella dei sei pttnti singolari in un piano singola1·e d·i 
una superficie di Kummer quattro volte tetraedroidale (1). 

(l) RoHN, Einige specielle Falle der KUMMER' schen Fldche (Berichte der k. sachs Ge
sellschaft der Wissensch., Mai 1884]. 
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17. Tutto dunque induce a ritenere che i 15 punti in questione si pos
sano riguardare come punti doppi di una superficie di 4° ordine. Quanto 
tale induzione sia fondata risulta dai semplici calcoli seguenti. Proponia
moci di cercare la superficie di 4° ordine invarianti rispetto a G120 : se la 
superficie in questione esiste, dovrà esser scelta fra di esse. A tale scopo 
assumiamo per tetraedro fondamentale quello formato da n 1 n2 n3 Jt4 e pren
diamo n5 per piano unità. Allora le superficie di 4" ordine invarianti, ri
spetto al G24 che lascia invariato n5 , sono le seguenti: 

qualunquque siano a, b, c, d, e. Se inoltre si esige la invarianza rispetto 
alla omologia armonica (15) sarà come esigerla rispetto all' intiero G120 • 

Si perviene così al fascio seguente : 

dove ~ è il parametro del fascio. Vi appartengono naturalmente la qua

drica in variante contata come doppia (a= l, ~ = :) e la hessiana della 

superficie diagonale di Clebsch (a= 0). Intanto, di passaggio si può os
servare che : 

Le superficie di 4° ordine invarianti rispetto al G120 totale, costituiscono 
1Ln fascio e si toccano tutte lungo 1ma cut·va di 8° ordine. 

Ebbene, per trovare la superficie cercata basta semplicemente esige
re il passaggio per un punto diagonale del pentaedro. Infatti sia S la su
perficie del fascio che passa per 1J12,34 • Consideriamo il gruppo quadrino
mio costituito dalla identità e dalle tre involuzioni gobbe (l 2). (3 4), 
(l 3). (4 2), (1 4). (2 3). Gli assi delle tre involuzioni costituiscono gli spi
goli di un tetraedro (n° 6) che ha per i vertici i punti 

Ora le tre involuzioni suddette individuano su1le tre facce del tetrae
dro che passano per D12,H, tre omologie armoniche piane che debbono tra
sformare in sè stesse le sezioni di quei piani con S. Ma quest'ultima pas
sa per JJ12,34 , dunque tutte le rette tirate per quel punto ed esistenti in 
uno qualsiasi dei tre piani suddetti~ incontrano S in due punti riuniti in 
1J12,31 e ciò basta per affermare che JJ12 ,3 ~, è doppio per S. Siccome poi G120 



SOPRA LA CONFIGURAZIONE DEL PENTAEDRO. 509 

è transitivo sui 15 punti D;k,mn' cosl segue che tutti tali punti sono doppi 
per S ed essa è la superficie cercata. Per scriverne l'equazione basterà 
dunque esigere il semplice passaggio per un punto Dik,mn: ad es. per D 15,23 

che ha per coordinate ( ~ 1110). 

L'equazione è dedotta da quella del fascio per a= 1, p=~: essa è 

la seguente 

f x:+ 2f x~ xk+ 31 x~ x~+ slx: xkxl+ 18X1 X2 X3 X4 =o. 
l l l l 

Non rimane che assicurarsi della irriduttibilità di S. Il che resulta 
immediatamente pensando alla sua invarianza rispetto a G 120 • Cosl se di 
S fa parte un piano dovrebbero farne parte cinque piani. Se S si decompo· 
nesse in due quadriche, ciascuna sarebbe invariante rispetto a tutti i G3 
e quindi passerebbe per i 20 punti hessiani (n° 2) : le due quadriche coin
ciderebbero: la S sarebbe ridotta alla quadrica invariante contata due 

volte: ciò è impossibile perchè sono diversi i valori di ; che individua

no S e la quadrica doppia. Dunque : 
I 15 punti diagonali del pentaedro si possono rig1tardare come i 15 pun· 

ti doppi di unà superficie irriduttib ·le di 4° ordine invariante rispetto al 
G120 totale. I dieci piani singolari della superficie sono i di"ci piani diago
nali del pentaedro. 

Però la superficie in discorso non è la superficie quartica generica a 
15 punti doppi: per convincersene basta pensare quanto è particolare la 
cfz. dei 6 punti singolari in -un piano singolare (1). 

È però proprietà comune anche alla superficie generica, ad es., le se
guente, che noi esprimeremo riferendola ai punti diagonali del pentaedro: 

I 15 punti diagonali del pentaedro esistono, a sei, a sei, sopt·a l O coni
che, le quali, a loro volta, appartengono, a 4, a 4, a 10 quadriche così che 
ciascuna di queste ultime taglia la superficie S nel sistema delle 4 coniche 
suddette (2). 

È invece una proprietà particolare della nostra superficie S l'altra : 

(l) Sono ben note le superficie qnartiche di KuMMER con 16 punti doppi e più vol
te tetraedroida.li (una, due, tre, quattro, sei volte). Cfr. ROHN, loc. cit. e SEGRE, s ... r un 
cas particulier de la surface de KUMl\IER in Berichte der k. sachs Gesellschaften der Wis
sensch., Mai 1884. Ecco ora nn esempio di superficie qnartiche, ma con soli 15 punti dop
pi, che (in riguardo alla figura dei 6 punti singolari in nn piano singolare) potrebbe dir
si 4 volte tetraedroidale. Esisteranno anche gli altri casi analoghi a quelli sopra citati f 

(2) Cfr. ad es. la memoria premiata di ROHN sull'argomento. 
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I quatt1·o piani che contengono le quattro coniche esistenti su di una 
qualunqne delle qnad1"'iche p1·ecedenti, passano pe-r nno stesso punto che è 1m 

vertice del pentaedro. 
Una tale quaterna di piani è ad es: B12 , B34 , B15 , B25 , i quali pas

sano manifestamente per V31 • 

Per cui, sempre nel caso della superficie 8, può anche dirsi che: 
I dieci piani singolar·i passano, a 41 a 4, per i 15 pnnti singolari e per 

i 5 vm·tici del pentaedro. 
Riprendiamo la quaterna di piani diagonali: 

B12 Bat Bt5 B25 • 

Essi contengono complessivamente 12 punti diagonali che esistono su 
di una delle quadriche dianzi nominate. I tre che rimangono esclusi sono 

che essendo uniti per l'omologia armonica (34) esisteranno sopra rp'34 • Quin
di si ha che: 

Ogni faccia del pe11tagono contiene t1·e punti diagonali del pentaedro : i 
l 2 pnnt-i diagonali rimanenti appartengono ad nna stessa quadrica. 

Gli stessi 4 piani B12 B34 B15 B25 individuano un angoloide tetraedro 
col vertice in v~* sulle cui costole giacciono, a due, a due, i 12 punti in 
discorso, dunque i piani diagonali di questo angoloide conterranno ciascun 
4 dei suddetti punti diagonali . Per cui segue che 

I 15 pnnti d·iagonali del pentaedro esistono anche, a 4, a 4, sopra 30 
piani, ciascuno dei quali quindi viene a tagliare la nostra superficie S in 
due coniche distinte, ecc. ecc. 

9 IV. - Considerazioni sopra le curve invarianti rispetto al Gm e al Goo• 

18. Ci proponiamo di determinare quali sono le cnrve irriducibili dei 
primi sei ordini invarianti rispetto a 0 120 • Si escludono le curve piane 
perchè G120 non possiede piani invarianti. Si escludono poi immediata
mente le curve gobbe dei primi cinque ordini pensando che, dovendo 
essere invarianti rispetto alle 10 omologie armoniche del gruppo, dovreb
bero esistere sopra 10 coni quadrici coi vertici nei vertici del pentaedro· 
Sicchè l'ordine non può essere minore di 6. Una sestica invariante, ri
spetto a G120 deve essere tale anche rispetto a un sottogruppo G5 : quinrli 
una faccia qualunque del tetraedro unito di tale G5 deve tagliarla in un 
gruppo di 6 punti invariante rispetto al GJ : segue che la curva suppo
sta passa per uno almeno dei vertici del tetraedro suddetto. 1\fa G120 è 
transitivo sopra i 24 punti uniti dei 6 GJ (n° 13), dunque la curva supposta 
li contiene tutti e 24 e quindi esiste . sulla quadrica invariante e sulla 
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superficie diagonale di CLEBSCH (n° 14) costituendone la. intersezione 
completa. Questa intersezione è irriduttibile. Infatti non può farne parte 
nè una quartica,. nè una quintica perchè abbiamo già osservato che non 
esistono nè quartiche, nè quintiche invarianti rispetto a G120 • Non può 
spezzarsi in due cubiche gobbe perchè ciascuna sarebbe invariante ri
spetto ai G5 con i quali si può generare il G60 (n° 11). Ora il G6o icosae
drico dotato di due cubiche gobbe invarianti, non è certo l'attuale sotto
gruppo del G120 (C no 12). Nemmeno può, la sestica in discorso, spezzarsi 
in tre coniche perchè non esiste un sistema invariante di tre piani ri
spetto a G120 • Quindi non rimane altro da escludere che la sestica sud
detta possa comporsi di sei rette semplici, o di tre rette doppie. Ciò 
resulta subito osservando che esse dovrebbero comporre un insieme inva
riante rispetto a un qualunque G5 e quindi una almeno dovrebbe essere 
invariante rispetto a tale G5 • Applicando a tale retta il G20 che contiene 
quel G5 , si perverrebbe a due rette facenti parte della sestica in que
stione (n° 13) e finalmente applicando il G120 perverremmo a l~ rette 
costituenti la curva suddetta. Dunque: 

Fra le curve irriducibili dei primi sei ordini ne esiste una ed ttna sola 
invariaute t·ispetto al G120 totale: essa è la sestica di genet·e 4 intersezione 
completa della quadrica invariante con la superficie dia.gonale di CLEBSCH. 

È facile vedere che le ~4 tangenti-secanti della curva sono le 24 
rette unite dei G5 che esistono sulla quadrica invariante, che i piani 
uniti di tali G5 sono osculatori-tangenti, ecc. 

19. Proponiamoci di risolvere la stessa questione del n° precedente 
ma !imitandola al sottogruppo alterno G60• Si domanda dunque: quali sa· 
ranno le curve irriducibili dei primi sei ordini che godano invarianza ri
spetto a G60 ma non. rispetto a G120 ~ Le curve piane si escludono subito 
perchè G60 non possiede piani invarianti. Si escludono anche subito quelle 
razionali dei primi cinque ordini, perchè la ricerca è già esaurita nei 
miei lavori citati in principio. La esclusione delle quartiche ellittiche si 
ottiene immediatamente osservando che dovrebbero comporre una figura 
invariante i vertici dei coni quadrici che le contengono (il che è manife
stamente impossibile). Il seguente ragionamento serve ad escludere ogni 
e qualsiasi quintica. Se una tal curva è invariante rispetto a G60 lo è 
anche rispetto a ogni G5 • Segue che un piano qualunque passante per 
l'asse di piani uniti di tale G3 (n• 5) la taglia in un gruppo invariante 
di cinque punti: dunque due almeno sono uniti rispetto a G3 ed esistono 
sull'asse suddetto. Ora un qualunque G12 del G60 è proiettivamente iden
tico alle rotazioni del tetraedro (n° 9), dunque il piano invariante di tale 
G12 contenendo · i 4 assi di piani uniti dei 4 G3 del gruppo, incontra la 
curva in otto punti. 
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20. Passiamo alle sestiche. Indichiamo con 06 una sestica irridutti
bile invariante rispetto a G60 , ma non a G120 , ed esaminiamo a quali 
condizioni 0 6 deve in conseguenza essere sottoposta . . Se si applica a 08 

il ragionamento analogo fatto per le sestiche al no 18, sostituendo però 
il G60 al G120 , si vede subito che 0 6 passa per i vertici dell'uno, o del
l'altro, dei due dodecagoni intransitivi rispetto a G60 costituiti dai 24 
punti uniti dei sei G5 (n° 13). Dico << dell' uno, o dell'altro >> perchè è cer
to che se 0 6 passasse per i vertici di entrambi i dodecagoni, essa sarebbe 
la completa intersezione della quadrica invariante con la superficie diago
nale di CLEBSCH e quindi riuscirebbe invariante non solo rispetto a G601 

ma anche a G120 (n° 18). Seguendo le notazioni del n° 13, siano A e B i 
due vertici del tetraedro A B O D per cui passa C6 • Nè A nè B possono 
esser doppi per 00 altrimenti essa avrebbe 12 punti doppi e si spezze
rebbe. Dunque la tangente in 0 6 , dovendo essere invariante rispetto al 
G5 , sarà uno spigolo del tetraedro AB O D passante per A. Dico che 
essa non può coincidere nè con A O, nè con A D. Infatti : coincida con 
A O. A causa delle involuzioni gobbe che attuano gli scambi (A B).( O D) 
(n° 12} segue che B D sarà la tangente a 0 0 in B. Ma la quadrica inva
riante passa per A O, A D, BO, B D (n° H) dunque 06 ha in . comune 
con la quadrica due intersezione in A, due in B e in tutto 24 interse
zioni nei 12 vertici del dodecagono dianzi nominato (al quale apparten
gono A e B) e in conclusione 00 esiste sulla quadrica in discorso. Quindi 
le intersezioni del piano A O D con 06 debbono esistere sulle rette A O, 
A D. Ora si noti, come sopra abbiamo già osservato, che nè O nè D ap
partengono a 0 6 : d'altra parte il punto A non può contare per più di 
una intersezione di A D con 0 6 perchè la tangente in A è A O e non 
A D e finalmente se A D avesse a comune con C6 un punto diver.so da 
A, o D, ne avrebbe in comune cinque a causa della proiettività binaria 
che G5 stabilisce sopra AD, e AD avrebbe a comune con 0 6 sei punti 
il che è impossibile. Dunque i 6 punti d'incontro di 0 6 col piano A O D 
esisteranno tutti sopra A O il che è ugualmente assurdo. Questo dimo
stra l'affermazione fatta. In modo uguale si vede che la tangente a 0 6 in 
A non può essere A D. Dunque essa sarà la AB: anzi a causa delle 
solite involuzioni gobbe che attuano gli scambi (AB).(OD), la retta AB 
sarà bitangente a 06 in A e B e la 0 6 invece di esistere sulla quadrica 
invariante esisterà sulla superficie diagonale di CLEBSCH (n° 14). La ofl 
possiede dunque sei bitangenti che sono le 6 rette analoghe ad A B . .Al
lora i fasci di piani che hanno per assi queste bitangenti, segnano su 
0 8 delle involuzioni razionali di 2° ordine (le cosidette g'2 ) e basterà di· 
mostrare che due di queste g' 2 hanno una coppia comune per essere certi 
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che la C
6 

(se pure esiste) deve essere razionalf'>. A tal fine consideriamo 
i due G10 che contengono i seguenti G5 

(1 2 3 4 5)m, (1 2 l5 4 3).,. (m= l , 2, B, 4, 5). 

Appartiene a entrambi i G10 suddetti la involuzione gobba 

(1 2).(3 5). 

Quindi, se indichiamo con AB, A' B' gli spigoli dei tetraedri uniti 
(dei G5 precedenti) che sono bitangenti a C6 e con h e k gli assi delle in· 
voluzioni dianzi nominate, le rette h e k si appoggeranno tanto ad A B, 
quanto ad A ' B'. Ora è facile osservare che una di queste due rette h, k 
è corda di c6 e precisamente quella delle due che è diagonale del pen
taedro (n° 4). A tale scopo si tagli la C6 con un piano diagonale del 
pentaedro il quale a sua volta taglia la superficie di CLEBSCH secondo tre 
diagonali del pentaedro medesimo. Siccome C8 esiste sulla superficie 
suddetta, così i 6 punti d ' incontro del piano diagonale con la curva 
esisteranno sulle diagonali nominate e precisamente due su ciascuna, 
perchè G120 opera transitivamente sopra le sue involuzioni gobbe. Se 
dunque h è corda di C6• i punti di appoggio costituiscono la coppia co
mune alle g'2 segnate dai fasci di piani che hanno per assi A B e A' B'. 
Si può anche osservare, di passaggio, che i punti in cui h si appoggia a C6 

non possono essere coincidenti altrimenti la g' 2 segnata dal fascio di piani 
di asse A B (e quella di A' B') avrebbe un punto doppio diverso da A, B. 

Possiamo dunque concludere: 
Se una cur·va ù-riduttibile di ordine non superiore a sei deve esse're in

va1·iante 1·ispetto a G~0 (ma non a G120 ), essa non p1~ò essere a.ltro che una 
sestica sghemba razionale. 

9 5. - La sestica gobba dotata di infiniti piani tritangenti. 

21. Dimostreremo adesso che G60 individua effettivamente due sesti
che razionali (proiettivamente identiche) invarianti rispetto ad esso, ma 
non invarianti rispetto a G120 • 

A tale scopo assumiamo per tetraedro fondamentale il tetraedro 
AB C D dei ni precedenti. Il G5, di cui esso è tetraedro unito, potrà rap
presentarsi con le varie poteu.ze della sostituzione S seguente: 

8 (xi a x2 a1 x3 a• x 4) 

mi x2 Xa x4 ' 

dove a è radice immaginaria di x 5 = 1. Seguitiam,o a indicare con C6 la 
curva cercata. A causa della sua razionalità (n° 20) ogni collineazione del 

CLiN I. 33 
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Gr.o individua, su 0 6, una proiettività binaria subordinata di ugual periodo: 

indicando con s quella subordinata a S e con~ il parametro che figura 
,u 

nelle coordinate di un punto mobile di 0 6, potremo assumere s sotto la 
forma: 

8 = (~ ~). 
Esigendo che 0 6 sia bitangente ad A B in A e B [A B = (x3 = o, 

x 4 = O)] e che la S trasformi 0 6 in sè stessa si perviene alla seguente 
rappresentazione parametrica di 0 6 

l 
xi = 6 ?n ;.• ft +n tt6, 
x2 =p A tJ + 6 r A J.t5, 

(1) xa = 3 ;.z J.t\ 
x4 = 3 J.! ftz, 

dove nt, n, p, ?" sono costanti qualunque e i coefficienti 6 e 3 sono stati 
messi per comodità dei calcoli che seguono. Ora, per ottenere il G10 dal 
G5 precedente, basta aggiungere una involuzione gobba che attui gli 
scambi (A B), (O D) n° 12. Assumiamo la seguente 

Questa deve individuare su 0 6 una involuzione binaria u capace di 
trasformare in sè stesso il gruppo binario g5 : ecco dunque la u: 

Esigendo adesso che 
parametrica {l) si riduce 

(2) 

u=(-r ~)· 
U trasformi 06 in sè stessa, la rappresentazione 

alla seguente 

l 
xi = 6 ;.s ft + k ft6, 

x2 = k A 6 - 6 ). ft5' 
Xa = 3 A2 J.t\ 
x4=3J.4ft2, 

dove k è una costante qualsiasi. Ora si osservi che il G60 deve indivi
duare, su 0 6 , un g60 binario che può ritenersi generato dalle sostituzioni 
u ed s precedenti e dalla seguente sostituzione t t1): 

,. 

(l) Cfr. ad es. BIANCHI, T eoria dei U1'liJJpi eli sostituzioni e delle eqtwzioni algebriche 
I BCO IIdO GALOIS (Spoerri , 1899). 
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Affinchè la t individui una collineazione T capace di trasformare 0 8 

in sè stessa è necessario e sufficiente [secondo un notevole teorema di 
MARLETTA (l)] che t trasformi in sè stessa la involuzione fondamentale 
su 0 6 che è : 

(3} 

a b 
dove 0 , c sono i parametri -relativi.-

Per trovare la nostra 06, t utto dunque si riduce ad esigere che 
tre gruppi (della involuzione suddetta) 

sieno trasformati in altri tre gruppi della stessa (3). 
Si perviene in tale modo all'unica condizione k = 3 e quindi si ar

riva alla definitiva rappresentazione para.metrica che individua la curva 
06 cercata : 

(4} ! 
:çi == 21"!! + /t8, 
x2 == 18 - 21~-tf>, 
xa == .. r tt4, 
x4 == 14 ftz· 

22. Essa è irriduttibile. Per dimostrarlo osserveremo prima che se n 
rette compongono un insieme invariante rispetto a G80 deve essere n > 4. 
Infatti basta semplicemente considerare la invarianza rispetto a un sotto· 
gruppo tetraedrico (n° 9) per convincersi che n> 2 e se n= 3, o n= _4 
le rette relative debbono passare per un punto, od esistere in un piano 
che sono, rispettivamente, vertice del pentagono e faccia del pentaedro, 
e siccome questi ult imi non sono certamente invarianti rispetto a G60, cosl 
non lo sono nemmeno i suddetti sistemi di 3, o 4 rette. Per cui n ~ 5. 
Resulta quindi che 06 non può comporsi di tre rette doppie e nemmeno 
di r rette e di una curva residua di ordine 6 - r per r ~ 4. N o n rimane 
altro caso che 0 6 si componga di 6 rette. Ma allora una è unita per un 
G5 ed essendo G60 transit ivo sui G5 , ciascuna è unita per un G5 • Dovreb
be dunque uno spigolo del tetraedio fondamentale far parte di 0 6 il che, 
la rappresentazione parametrica trovata, esclude ben facilmente. 

23. Cerchiamo la collineazione T del G60 che ha per subordinata la 
proiet tività binaria t del n° 21. 

Basta perciò osservare che la faccia x 1 del tetraedro fondamentale 
taglia 0 6 in 

(1) MARLETTA, S1tlle Cltrve razionali del quinto ordine [questi Rendiconti, t. XIX (1905), 
pp. 94-119]. 
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2f..5 JA.+ J.l6=0, 

la quale, per effetto della t, viene trasformata in 

5 q5 lq [(f.. a _ 2 ').. ,...s) _ (JA.6 + 2 f..5 JA.)] + 5 q2 f..2 ,...• + 5 t..• ,u2l , 
ossia, per le ( 4 ), in 

5 q2 [q (- xi -t- x2) + 5 q2 x3 + 5 x4] ; 

analogamente si vede che x2 , x3 , x4 vengono trasformate rispettivamente in 

5 q2 [q (x1 - x2) + 5 x3 + 5 q2 x4] , 

q2 [q2 xi + x2 + 5 q (x3 - X4)] , 

q2 [xi -1- qz x2 + 5 q (- Xa +x.)]. 

Sono punti uniti per U e T 

A= (5, 5, 1, l) ; B = (- 5, -- 5, l l) 

Dunque la sostituzione T cercata è della forma seguente : 

xi trasformato in a. 5 [q (- xi + x2) + 5 q2 x3 + 5 x4] , 

x2 » » (3. 5 [q (x1 - x 2) + 5 x3 + 5 q~ x4], 
T= 

x3 >> >> y. [q2 xi + x2 + 5 q (xa- x4], 

x. » » a. (Xi + q1 X2 + 5 q (- X3 + Xl )] , 

dove a, {3, y, a sono coefficienti di proporzionalità che si determinano os
servando che si ha t~ t= tu e quindi anche U T= T U e inoltre T 2 = 1, 
il che richiede a = {3 = r = a. Si può dunque prendere a= {3 . y = a :_ l 
e la T è perfettamente individuata. Essa insieme alle U, S del no 21 ge
nera il G60 il quale viene così ad essere riferito al tetraedro unito di un G5• 

24. Servendosi sempre dello stesso tetraedro, le equazioni della qua
drica invariante e della superficie diagonale di Clebsch assumono le seguenti 
semplicissime forme: 

xi x2 + 25 x3 x, = O , 

x~ x, + x~ x8 - 5 (x2 x! + xi x~ ) = O • 

Esse possono servire per completare la rapprentazione del G20 che ha 
per sottogruppo il G10 generato dalle U, S del n° 21. A tale scopo basta 
aggiungere al Gio una collineazione H per la quale si abbia 

e tale inoltre da trasformare in sè stesse le superficie rappresentate dalle 
due equazioni precedenti. · Si trova cosi 
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Ora se si applica la H alla 06 del n° 21 si perviene a quest'altra 

curva: 

(5) 

Ne concludiamo che: 

xi - 25 12 ~t\ 

x2 = 25 14 ~-t2 , 

x3 = 111
- 21 ~-t5 , 

x4 = 2 15 /-t+ #6· 

lf'm le curve irriduttibili dei pri1ni sei m·dini ne esistono soltanto due 
invarianti t·ispetto a G60 , ma non rispetto a Gi20 • Esse sono due sestiche ra
zionali pt·o·iettivamente identiche mppresenta,te pa,ramett·icam~ente dalle (4) del 
n° 21 e dalle (5) di questo n° . 

ResuUa così che le collineazioni del G i 20 che operano una sostituzione 
pari sulle facce del pentaedro, trasformano in sè ciascuna delle due curve 
suddette, invece . quelle collineazioni del Gi 20 che operano una sostituzio
ne dispari sulle facce suddette, trasformano le due curve l'una nell'altra. 

25. Siccome esse, dal punto di vista proiettivo, costituiscono una sola 
specie, noi le riuniremo sotto il nome di << sestica t•azionale invadante 
riS]Jetto al G60 >> . L'epiteto razionale è indispensabile per non confondere la 
curva attuale, con la sestica di genere 4 che essendo invariante col G~ 20 , 

lo è anche naturalmente col G63 (è la intersezione della quadrica inva
riante con la superficie diagonale di Clebsch n° 18). 

Abbiamo già notato che 0 6 è bitangente ad AB e quindi ad altre 
cinque rette analoghe a A B. Dunque: 

La sest,ica razionale invariante rispetto a G60 possiede sei bitangenti le 
quali compongono una delle dtte sestttple che si ottengono togliendo dctlle 27 
t·ette della supet:ficie di Clebsch le 15 diagonali del pentaedro. 

Vi ha di più: un calcolo estremamente semplice dimostra che 0 6 pos
siede infiniti piani tritangenti. 

Infatti, se si cercano i punti d' incontro di 0 11 con il piano 

zt tn4 
Xi + l~ m2 x 2 + (l6 + 2 ltn5) x 3 + (m8

- 2 l5 tn) X~= 0, 

si trova sempre il seguente quadrato perfetto 

lltt~~ 13 + m31~ 1-'- - l3 1 /-t~+ l tn2 ~-t3 ll =O 

l 
qualunque sia m' e questo prova l'affermazione fatta. Si può aggiungere 
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anzi, che il piano tritangente assume una ex} di posizioni generando la 
sviluppabile razionale di 6• classe seguente : 

(6) 

?t1 = l 2 m4, 
\ u2 = l4 mz, 
) u3 = l 6 + 2 l tn5 , 

~ u4 = ?n8 - 2 l5 ?n, 

l 
dove - è il parametro. 

11t 

Dunque: La sestica razionale invariante di G60 possiede -infiniti piani 
tritangenti costit1tenti una svil7tppahile razionale di 6a classe. 

È questo il primo esempio di sestica gobba dotata di oo1 piani tri
tangenti a meno del caso ovvio di 06 esistenti su di un corso quadrico. 

Si può anche osservare che il piano di d?te tangenti d.ella nostt·a curva 
ne contiene necessariamente una terza. Infatti: la sezione di un piano 
qualsiasi 

con 0 6 è data da 

(7) 

ma se tale piano contiene due bitangenti, l'eq nazione della sezione deve 
essere della forma : 

(8) 

e la nostra affermazione è dimostrata se si prova che a= b. Ora confron· 
tando la (7) con la (8) si giunge necessariamente alle seguenti condizioni: 

(9) 

(10) 

(11) 

2cd - c2(a + b) _ 
2 e2 ah - ' 

2de - e2(a +b) 
2 = --2, 

c 

2cdab - (a+ b) (d2 + 2ce) + 2de = O. 

Dalle (9) e (10) si ricava: 

a + b = 2 cde + czez 
c2de + e4 

per cui a e b sono radici della equazione 

(12) 

d'altra parte, sostituendo in (11) i valori trovati per a+ b, ab si trova 
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ce(c2d2e2 + 2c'e3 + cd~e + c5d - d&)= o, 
la quale (esclusi i casi ovvii di c, d= O) esprime proprio che le radici 
della (12) debbono essere ug uali e questo dimostra l'osservazione fatta. -
Ne segue : 

La svilnppabile tritangente contata tre volte e l'insieme dei sei fasci di 
piani che hcmno per assi le sei bitangenti della nostra mtrva, stanno a rap
presenta7·e ùt svilttppabile bitcmgente del caso generico di una sestica 'tazio· 
nctle. linfatti una sestica razionale generica ha la sviluppabile bitangente 
di classe 24). 

26. Come G60 possiede due sole sestiche razionali invarianti, così 
anche ammetterà due sole sviluppabili razionali invarianti di sesta classe, 
le quali dunque necessariamente saranno le due sviluppabili tt·itangenti 
delle due curve suddette e anche le loro polari reciproche rispetto alla 
quadrica invariante. Un facile calcolo dimostra che avviene fra le due 
curve una specie di scambio espresso dal seguente teorema: 

L e dtte sestiche t'azionali invm·ianti di 1m medesimo G60 sono così col
legate che la svilttppabile tritangente dell'una cnrva è la polm·e t·eciproca 
dell'altra t·ispetto alla. qttad1"ica invariante. 

27 . Facili osservazioni su queste 2 curve sono innumerevoli. Ad es.: 
esse s i possono riguardare come la intersezione completa della superficie 
diagonale di CLEBSCH con la superficie quartica seguente: 

4(xrx3 + X~:ll4) + 100 (x1x~ + x2z~)- (XiX~ + 54x:x~ ) - 110 x 1x2x 3x 4 =0. 

La rappresentazione piana della superficie di CLEBSCH ci dice che le 
due curve hanno 20 punti comuni: essi esistono, a due, a due, sopra gli 
assi di punti uniti dei G3, cioè sugli spigoli del pentagono, etc. 

In ultimo consideriamo un qualsiasi sottogruppo qnadrinomio di G60 : 

ad es. quello le cui involuzioni gobbe hanno per assi (d12,34 d' 12,34 ) , (d13,42 

d'13.42 ), (d14,23 d'14,23 ) componenti gli spigoli di un tetraedro che ha un 
vertice in P'5 (dove concorrono le d') e per faccia opposta n 5 (dove esi
stono le d). Ora i punti di appoggio di queste ultime con 0

6 
compongono 

le tre coppie di punti doppi delle involuzioni binarie, su 06 , subordinate 
delle involuzioni gobbe precedenti. Abbiamo dunque il teorema : 

Ogni jac&ia del pentaedro taglia la nost-ra cttrva in tre coppie di p1mti 
annoniche, a due, a dtte . 

Oppure anche : 
Se si conside·rano le tre involttzioni appartenenti ad uno stesso gntppo 

q·ztadrinmnio binario su 06 (s!tbm·d·inato dell'analogo gntppo q·ztatm·naTio di 
G60) e si costntiscono ·i pnnti doppi di qtteste involttzioni, si tt·ovano sei 
pnnt·i di 0 6 in un medesimo pùtno. Ripetendo la costrttzione pet· tutti e 
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cinque i sottogrt~pp·i quadrin01ni si ottengono cinqtte piani che sono le facce 
del pentaed1·o. 

È forse questo il modo più efficace per esprimere il legame geome
trico che collega la nostra curva alla cfz. del pentaedro e come tale lo 
presentiamo qui a modo di conclusione. 



SOPRA LE SESTICHE GOBBE DOTATE DI INFINITI 
PLlNI TRITA.NGENTI. 

Estratto del tomo XXII (1906) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 

Adunanza del 22 luglio 1906. 

l. Una sestica gobba generica possiede un numero finito di piani 
tritangenti. Però si conoscono esempi di sestiche, che pure essendo irri
duttibili, ne posseggono un numero infinito. Il caso più ovvio è fornito 
dalla curva d ' intersezione di un cono qua.drico con una superficie cubica 
non passante per il vertice del cono. Evidentemente ogni piano tangente 
al cono è tritangente alla curva. Un esempio più interessante si presenta 
nello studio della configurazione del pentaedro. È noto infatti che esistono 
due sestiche razionali irriduttibili invarianti rispetto al sottogruppo alterno 
delle collineazioni che trasformano il pentaedro in sè stesso e ognuna di 
queste sestiche possiede come si sa infiniti piani tritangenti (1). Queste due 
curve costituiscono, dal punto di vista proiettivo, una sola specie che noi, 
per brevità, indicheremo col nome di sestica del pentaedro. Ebbene, altri 
esempi di sestiche con infiniti piani tritangenti non si conoscono. Sorge 
quindi spontanea la questione di esaminare se altri esempi possano esi
stere. Chi scrive presume di risolvere negativamente tale questione me
diante le considerazioni seguenti. 

2. Abbiasi dunque una sestica 06 irriduttibile dotata di infiniti piani 
tritangenti. Escludiamo per ipotesi il caso ovvio in cui essa esista su di 
un cono quadrico. Ci proponiamo di dimostrare che la Otl deve essere la 
sestica del pentaedro. 

Faremo la dimostrazione per gradi. 
Anzitutto è manifesto che i piani tritangenti in questione non pos

sono costituire una doppia infinità, altrimenti per un punto generico dello 

(l) Cfr. la mia memoria: Sopra la configuraeione del pentaedro [questi Rendioonti, tomo 
XXI (19\J6), pp. 322-341). 
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spazio ne passerebbe una semplice infinità : una proiezione piana della 0 6 

da quel punto ammetterebbe = ' tritangenti. Dunque la infinità dei piani 
tritangenti supposti sarà semplice, cioè essi costituiranno una sviluppabile 
che indicheremo con S. Questa sviluppabile non può essere evidentemente 
di l" classe e per ipotesi non è di seconda. Vedremo in seguito (n° 3) 
che deve essere di sesta. È anche manifesto che le generatrici di S deb
bono necessariamente essere trisecanti d~ 06 , per cui si potrà dire che deve 
esistere una rigata di trisecant.i che è svilnppabile: è la svilnppabile tri
tangente S. l\fa ancora non si può affermare che questa sviluppabile esau
risca per intiero la rigata delle trisecanti. Però anche questo resulterà in 
seguito (n" 4). Segue intanto che la 0 6 non può esistere su di una qua
drica altrimenti quest'ultima, cont~nendo le trisecanti, sarebbe un cono il 
che è contro l'ipotesi. Cm;ì anche il fatto accertato che i tre punti di con
tatto di un piano tritangente devono essere in linea retta, esclude che 
tutte le tangenti di 0 6 sieno delle tangenti-secanti (dato anche che pos
sano esistere delle sestiche sghembe irriduttibili con infinite tangenti
secanti). 

3. L'ultima osservazione ci dice che niuna delle tt·isecanti 0 6 tirate 
da un suo punto generico P, sarà tangente a C6 e quindi la proiezione 
piana di 06 da P, sarà una curva di 5° ordine che avrà tanti tacnodi quan
te sono le generatici di S passanti per P, od altrimenti quanti sono i piani 
tritangenti passanti per P. E siccome il numero massimo di tali tacnodi 
è tre, cosl ne segue che tre è il numero massimo di piani tritangenti che 
si possono tirare da P. Vogliamo dimostrare che questi piani tritangenti 
sono proprio tre. A tal fine si osservi, anzitutto, che niuno dei suddetti 
piani può essere osculatore in P a 06 , altrimenti un ta.le piano sarebbe 
stazionario in P, e P non sarebbe più punto generico di 06 • Ciò premesso, 
si può dire che ciascuno dei piani in parola non può contare per più di 
due, perchè se contasse per tre, o per più di tre, esso sarebbe osculatore 
in P a 06 • Sono dunque da esaminare i 2 casi seguenti: per il punto P 
passa un solo piano di S, ovvero ne passano due distinti. Il l o caso è da 
escludere subito perchè il piano in parola contando al più per due, la classe 
di S sarebbe uno, o due. Nel 2° caso la 06 è linea multipla per Se quindi 
la classe di S è almeno 4, ma non può essere maggiore di 4, perchè ciascuno 
dei due piani tritangenti che passano per Sconta al massimo per due: inol· 
tre 06 è linea doppia per S. Per accertare la impossibilità di quest-o, ba. 
sta osservare dualmente che una sviluppabile irriduttibile di 6" classe non 
può mai far parte della sviluppabile bitangente di una curva gobba di 4" 
ordine. Dunque effettivamente per P passano tre piani tritangenti distinti 
e non più. Segue che la proiezione di (]6 da P è del 5° ordine e possiede 
tre ta{lnodi , ossia è razionale: quindi anche (]6 è razionale. Le sei trise· 
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canti che passano per un punto generico di una sestica razionale generica 
si riducono nel caso attuale a tre sole distinte: in altre parole esse sono, 
a due, a due, infinitamente vicine e costituiscono le tre generatrici di S che 
passano per ogni punto di 0 6 • Di qui si trae anche che S è eli sesta clas
se. Infatti per determinare la classe di S basta enumerare i piani S pas· 
santi per un punto dello spazio, osservando che se il punto è sopra S il 
piano di S che vi passa deve esser contato almeno due volte nella enu
merazione suddetta. Ora i ragionamenti precedenti provano che 0 6 è linea 
tripla per S, quindi ciascuno dei tre piani che passano per P, punto ge
nerico di 0 6 , deve esser contato almeno due volte, ma niuno di essi può 
contarsi più di due volte, altrimenti 0 6 farebbe parte dello spigolo di re
gresso di S, ciò che abbiamo già osservato essere impossibile. 

4. Le considerazioni del n° precedente servono anche acl escludere 
che la 06 possegga dei punti multipli. Infatti sia M un punto doppio di 
06 e P il solito punto generico della stessa curva. Il cono che da M 
proietta 0 6 è costituito da trisecanti e non da quadrisecanti altrimenti 
tale cono è quadrico contro l'ipotesi- Quindi la generatrice MP non in
contra ulteriormente 06 • Inoltre il piano individuato da M e dalla tan
gente a 0 6 in P, non può toccare altrove 06 se no la proiezione di 06 da 
M avrebbe infinite bitangenti e d 'altra parte il medesimo piano non può 
essere stazionario in P perchè P è generico. Affinchè dunque tale piano 
riuscisse tritangente a 06 bisognerebbe che M assorbisse 4 punti d' inter
sezione e quindi che la tangente in P , si appoggiasse alle tangenti nodali 
se M fosse un nodo, alla tangente cuspidale se M fosse una cuspide; 
ipotesi tutte da scartarsi perchè, al solito, P è generico. In conclusione 
la retta P111. deve riguardarsi come trisecante ma non come generatrice 
di S. Ebbene i ragionamenti dt-1 n° precedente dimostrano che per P pas
sano tre generatrici distinte di S: ora abbiamo veduto che niuna di que
ste generatrici può essere costituita dalla P M, quindi la proiezione di 
0 6 da P, oltre i tre tacnodi provenienti dalle generatrici in parola, avrà 
anche un punto doppio proveniente dalla P M. Questo è manifestamente 
impossibile. 

Il ragionamento si applica anche al caso in cui 11:1. sia triplo. Se poi 
M fosse quadruplo, la 06 esisterebbe su di un cono quadrico: il cono che 
la proietta da M. 

Le considerazioni di questi due ni provano anche che la sviluppabile 
tritangente S deve esaurire per intiero la rigata delle trisecanti. 

5. Essendo 0 6 razionale e senza punti multipli noi conosciamo i 
seguenti numeri di CAYLEY: 1n = 6, H= fJ =o, h= 10. Vogliamo dimo. 
strare che è y = 18. Infatti si osservi che nel piano di due tangenti 
distinte ve ne è sempre una 3". (Perchè, una tangente t generica di 01 si 
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appoggia alle 6 tangenti che provengono dal considerare le tre genera
trici di S che passano per il punto di contatto di t). D 'altra parte t non 
può incontrare altre tangenti di C6 , essendo in generale 2 (n - 3) il nu
mero delle tangenti di una curva razionale d'ordine n che incontrano una 
tangente generica della stessa curva. Da tale osservazione segue che la 
S esaurisce tutti i piani che sono bitangenti a C6 in punti aventi tan
genti distinte. La classe di S è sei (n° 4) ogni piano di S essendo tri
tangente va contato tre volte, dunque, secondo le notazioni di CAYLEY, 

si ha y = 18. Allora dalle formule relative si trae w = 6, cioè la curva 
possiede 6 bitangenti: esse quindi stanno a rappresentare, nel caso attuale, 
le sei quadrisecanti che possiede in generale una sestica razionale. Ebbene 
sia t una di queste bitangenti: essa individua un fascio di piani che 
segna, su C6, una involuzione di cui indicheremo con M ed N i punti 
doppi. I piani t M, t N sono tritangenti, dunque (n° 2) i relativi punti di 
contatto, su ciascuno, saranno in linea retta: ciò esige che M ed N sieno 
infinitamente vicini ai punti di contatto di t e che i piani in parola sieno 
stazionari in essi. Rimane da escluderè che la suddetta involuzione possa 
degenerare til che accadrebbe, ad esempio, se i punt i di contatto di t 
coincidessero), ma allora la t funzionerebbe da cinquisecante : le quadri
secanti sarebbero più di sei, chè la sola t ne assorbirebbe più di una; la 
C6 ammetterebbe dunque infinite quadrisecanti , fra cui almeno tma cin
quisecante, e quindi esisterebbe su di una quadrica che sarebbe un cono 
(n° 2) il che è contro la ipotesi. 

6. Ricorriamo adesso alla rappresentazione parametrica di C6 il che è 
lecito perchè C6 è razionale (n° 3). Assumiamo per punti (1000) e (0100) 
i punti di contatto di una bitangente t e per piani x3 = O, xt = O i due 
piani stazionari passanti per t , secondo quanto è stabilito nel n° prece
dente. La rappresentazione di C6 sarà dunque dalla forma seguente: 

xi = ail5J.L + b1À4p,z + ctlJJ.lJ + dt).zp,4 + efÀf'5 + ftf'6' 
x2 = a2l6 + b2À5p, + c2À4p,2 + d2ÀJ/t3 + e2Àzp,4 + (2Àf'5 ' 

Xa = aaÀtp,4 ' 

x. = a,l4p,z ' 

d l ' . . ove - e 11 parametro e i puntt l = o, p, = O sono collocati nei punti 
f' 

di contatto di t. I piani x 1 = o, x 2 = O sono assoggettati all'unica con
dizione di passare per i punti p, = o, l = O rispettivamente. Ebbene fis 
siamoli in guisa che essi coincidano rispettivamente con i piani seguenti: 

a.xi + ~x3 + r x ! -= o ' 
a.'x2 + Wx3 + y'x, =O, 



SOPRA LÈ SESTICHI<: GOBBÈ DOTATI<: DI iNFINITI PIANI TRITANGENTI. 525 

dove sia 
ab1 + ya4 =O, 
adi + ~a.3 = O, 

a'c2 ·+- y'a4 =O, 
a' e2 + Wa3 = O • 

Ciò allo scopo di el1minare i termini in À4fJ-2, À2f1-4 che compaiono nelle 
prime due coordinate x1 , x2• Aggiungendo poi un evidente cambiamento 
dell 'elemento unità, la rappresentazione si semplifica così: 

xi = aÀ5f1- + b/..~11-~ ·t· CÀfJ-5 + 11-o , 
x2- J..B + d/..511- + eÀ3f1-3 + fJ..P-5' 
Xa = }._211-•' 
x4 = J..4p..2. 

Le interserzioni di un piano generico Ua: =O o con Ca sono date da: 

n2J..0 +(tti a+tt2d)J..5 11-+u 4J.. 4f1-2 +(ui b+u2e)J.. ~P-~ +u6À 2 11-4+( tt1 c+u2f)Àf1-5 +u1f1-6=0 . 

Se si esige che 1lx =O sia un piano tt·itangente, sarà il primo mem
bro dell'equazione precedente un quadrato perfetto della forma: 

[?nÀJ + nÀ2f1- + p).fl-2 + qP-3]2 = O. 

Si perviene così alle seguenti condizioni: 
u2 = e m2

, ula+ u2d = e· 2mn, 
1t4 = e(n2 + 2mp), uib + 1l2e = e· ~(np +mq), 

tt6 = Q(p2 + 2nq), tt1c + u2f =e· 2pq, u1 = eq2
, 

dove e è un fattore di proporzionalità. 
Con un facile calcolo si giunge necessariamente alla seguente equa-

. (· m) zwne m q 
1n4.dj -- m'q.2e + m2q2(4 + af +cd) - 1nq3.2b + q'.ac =O 

che deve essere identicamente soddisfatta qualora si esiga che i piani 
tritangenti sieno in numero infinito. Si è così condotti ai due casi seguenti: 

(l) 

(2) 
x3 = J..2p.4, 
x4 = J..ffl-2· 

1\'la quest' ultimo si esclude perchè la curva esiste sul cono quadrico: 

- 16x~ - c4~! + 12c2xaX4 + c'x3x 2 + 16X4X1 + 4c2x 1x 2 = O. 
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Quanto alla prima, basta cambiare il param~tro così: 

e poi attuare la seguente trasformazione di coordinate 

per ottenere la curva : 

xt = YP 

x2 = (!): Y2 ' 

Yt = 2J.ì,ui + ,u~ , 
Y2 = À ~ - 2Àt ,u ~ ' 
Ya = À~,ut, 
y~- J.t,u~, 

che è la sestica del pentaedro (cfr. la mia memoria già citata: pag. 16): 
Il teorema è dunque dimostrato. Cioè: 

L'unica sestica gobba irriduttibile dotata d'i infiniti piani t1·itangenti è 
la sestica del pentaedro, all' inftwri del caso ovvio della intersezione di un 
cono quadrico con una superficie cubica. 

7. Chiudo queste poche linee con le osservazioni seguenti. 
Dopo la stampa del mio recente lavoro sul pentaedro, il prof. SEGRE 

mi ha fatto notare che la sestica in parola trovasi già accennata in KLEIN 

[ Vorlesungen iiber das Ikosaeder ttnd die A1tjlòsung de1· Gleichungen vom 
fiinften Grade (Lipsia, 1884), pag. 167)]. Il prof. BERZOLARr, a sua volta, 
mi scrive che, se non proprio la 0 6 , la sviluppabile S trovasi in GEISER 
[Die konjugierten Kernfliichen des Pentaede~·s (Vierteljahrsschrift der Natur
forschenden Gesellschaft in Ziirich, 1905]. Infatti in questa Nota, in fine 
della pag. 10, l'Autore osserva che mentre un punto P percorre una ge
neratrice della quadrica invariante, il vertice del cono polare quadrico di 
P, rispetto al pentaedro, descrive una conica. Mentre poi la generatrice 
descrive la serie rigata cui appartiene (sulla qnadrica invariante), il pia
no della conica suddetta descrive una svilnppabile razionale di 6a classe. 
Così alle due serie rigate della quadrica suddetta corrispondono due tali 
sviluppabili. Ora siccome ho dimostrato che il G60 possiede due sole svi
luppabili razionali invarianti , irriduttibili, di 6" classe, che sono precisa-
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mente le sviluppabili tritangenti delle due 0 6 pentaedriche (pag. 20 della 
mia memoria) così ne segue la identità di queste ultime sviluppabili con 
quelle di GEISER. 

Ma nè l'uno, nè l'altro dei due autori approfondisce lo studio sul· 
l'argomento: ad es. niuno dei due considera gli infiniti piani trita.ngenti, 
o gli elementi duali. È però indiscutibile che, ove ne valesse la pena, io 
non ho più alcun diritto a priorità di sorta circa alla esistenza di questa 
sestica. Apptmto per questo mi sarà dunque tanto più lecito mettere in 
evidenza il particolare interesse che ha tale curva di cui mi propongo in 
una prossima pubblicazione esporre altre notevoli proprietà. 





SOPRA LE CURVE GOBBE RAZIONALI DOTA'l'E DI 
QUATTRO PUNTI D'IPEROSCULAZIONE 

Estratto dal tomo XXVI (2o sem. 1908) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 
Adunanza del 22 dicembre 1907. 

Si dice che una curva gobba razionale, d'ordine n superiore a tre, 
possiede un punto d' iperosculazione, quando, in quel punto, il piano oscu
latore ha contatt<> n-punto con la curva. Se questa deve essere irridutti· 
bile, il massimo numero di tali punti d' iperosculazione è quattro (l). Lo 

(l) Se si riflette che 4 (n - 3) è il numero dei piani stazionari di una curva gobba 
razionale di ordine n, si presenta spontanea una considerazione geometrica (veramente 
più intnitiva che rigorosa) la quale stabili3ce questo numero massimo. È decisivo inve 
ce il seguente semplicissimo calcolo. Ricorriamo alla rappresentazione parametrica del 
no l per la nostra curva e avremo : 

1113 = (1 .. + JJo)" ' 

Se deve esistere nn quinto punto d' iperoscnlazione, indichiamo con c/,.+ d Il = O 
l'equazione che serve a individuarlo sulla curva. Allora se 11"' = o è il piano osculatore 
in quel punto, la sezione piana di u, = O con la curva deve esser data da 

Si perviene cosl alle seguenti condizioni : 

Ua + u• an-3 !J3 = (} cn-3 à3 ; . . . ; 1t"2 + u3 + u 4 bn = (} dn 1 

dove (} è fattore di proporzionalità.. Ebbene, se n;::> 3, segue che deve essere neces
sariamente 

da cui : 

u1 "• an-ab (a -b)'= O, 

il che è impossibile. 
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studio della curva presenta dunque tutto l'interesse che di solito presentano 
i cosidetti casi massimi. L'esempio più semplice è quello della quartica di 
2"' specie con i suoi quattro piani stazionari. In generale, per n qualunque 
lo studio in parola ha dato origine a varii recenti lavori che io nomino 
qui a piè di pagina in ordine cronologico (1). I fatti geometrici più salien
ti scaturiscono principalmente dalla esistenza di un gruppo quadrinomio 
di collineazioni quaternarie che trasformano la curva in sè stessa. Nei ci
tati lavori questo gruppo è stato considerato nel easo più comune in cui 
la quaderna dei punti d' iperosculazione è generica, ma niuno (ch'io sap
pia) ha considerato i gruppi più ampi che si presentano quando tale qua· 
derna sia armonica, od equianarmonica (se si prescinde da n= 4) cioè daUa 
quartica di 2" specie, studiata ormai da tutti i punti di vista possibili, ~ 
dal caso n = 5 che io ebbi già a considerare per l'addietro t2 ). Presento 
dunque al lettore particolarmente il caso armonico ed equianarmonico sopra 
indicati: ma siccome la esistenza del gruppo quaternario, in essi, si può 
stabilire con una considerazione unica dalla quale, nel medesimo modo, 
proviene pure il caso generico, così mi permetto anche di segnalare il teo
rema del n° 3 che riguarda tale considerazione e che costituisce la base 
sostanziale di quanto contiene breve scritto. Dovrò citare spresso oltre la 
mia Nota gia indicata, una mia memoria che riguarda gruppi lineari qua
ternari (3). Per brevità assumerò il si m bolo « Nota >> per la prima e << Me
moria>> per la seconda facendo seguire a tale simbolo quello che indica 
il no richiamato. 

I. 
n caso generico. 

l. L'ipotesi della razionalità della nostra curva (che ora e nel seguito 
indicheremo con o.,) si esprime rappresentando le coordinate omogenee di 

(l) MARLETTA, Contributo alla teoria delle curve razionali [questi Rendiconti, t . XXI 
(lO semestre 1906), pp. 192-210].- BERZOLARI, Sulle curve gobbe razional·i di!tate di quattro 
punti d' iperoBCltlazione [questi Rendiconti , t. XXIV ( 2 0 semestre 1907), pp . 1- 16] . - MAR" 

LETTA, Sulle curoe gobbe razionali dotate di quattro punti d' iperosc1,lazione [questi Rendicon
ti, t . XXIV (2o semetre 1907), pp. 32-35]. 

(2) CIANI, Sopra alcuni gruppi l·ineari quaternari dotati di qltartica, o di quintica gobba 
razionale invariante [Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, serie II, 
vol. XXXVII (1904), pp. 3-ll-353). 

(3) CIANI, Sopra i gruppi finiti di collineazioni quatBrnarie, oloedricamente isomorfi COft 

quelli dei poliedri regolari [Annali di matematica. pura. ed applicata, serie III, t. VIII 
(1903), pp. l-37). 
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A 
un suo punto mediante funzioni razionali intere di un parametro 

f.l. 
Cominciamo dal considerare il caso generico, cioè quello nel quale è ge. 
nerico il valore del rapporto anarmonico dei quattro valori del parametro 
individuanti i 4 punti d ' iperosculazione. Assumiamo sopra 0,1 due di que
sti punti come fondamentali e allora con opportuna ed evidente disposf-

A 
zione del punto unità, i 4 valori suddetti di potranno ritenersi indi· 

ft 
viduati dalle seguenti equazioni : 

l=O, fJ.=O, l+ft=O, al+bft=O, 

a 
dove il rapporto b ha valore generico. Allora, prendendo per tetraedro 

fondamentale quello dei quattro piani iperosculanti, la rappresentazione 
parametrica di O,. è la seguente : 

x1 ==A", X2 == ft .. , xa ==(l+ tt)", x4 == (a A+ b tt)" . 

2. È essenziale adesso di considerare la involuzione fondamentale, su 
o .. , la quale, come è ben noto, è costituita da tutti i gruppi di n punti 
di o .. che sono apolari a tutte le sue sezioni piane. La sezione di un pia
no u"' = O con 0,. è : 

lp = A'1 (u1 + u3 + a" u4) +l n-l tt·n1(u3 + an-1 bu4) + ... 

. . . + lttn-I n1{u3 +- abn-l u4) + ftt~(u2 + 1t3 + bnu4) =O 

Ora, la nota condizione di apolarità fra due binarie a: = o, ~: = O si 
esprime in coefficienti simbolici con 

(a~)"= O. 

Ebbene, esigiamo che questa condizione sia adempiuta fra la lp= O 
e uua binaria incognita a~ = O in modo indipendente dalle u, . 

Passando dai coefficienti simbolici agli effettivi si trova, dopo un 
facile calcolo, che a~ = O rappresenterà la involuzione cercata se le a 

saranno sottoposte alle sole condizioni che seguono: 

Un- n 1 <ln-1 + n2 <ln-2 - lt3 <ln-3 +""" -t (-1)" a 0 = 0 

a,. - n1 an-! ba,._1 + n2 an-l b2 a 11_ 2 - • • • + ( - 1)'1 b" a0 = O 

le quali non fanno altro che esprimere l'appartenenza dei quattro punti 
d ' iperosculazione al gruppo generico della involuzione cercata. In conclu
sione si può dunque dire che: 
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La involuzione fondamentale su O., è così costituita che ogni suo grup· 
po si compone dei quattro punti d'iperosculazione e di altt·i n-4 punti 
qualsia.si di 0.,. Questa semplice osservazione, che per sè ha ben scarso 
interesse, ne acquista invece quando si proceda da essa alla costruzione 
delle collineazioni quaternarie che trasformano o .. in sè medesima. 

3. Infatti, secondo un noto _teorema di MARLETTA (1) la condizione 
necessaria e sufficiente affinchè una proiettività fra i punti di O., indi
vidui nello spazio una omografìa rispetto alla quale c .. sia invariante, è 
che tale proiettività trasformi in sè la involuzione fondamentale. Dunque, 
nel nostro caso, basterà che la proiettività binaria, in parola, trasformi 
in sè stessa semplicemente la quaderna dei quattro punti d'iperoscula
zione e quindi basterà considerare i soli casi della quaderna generica, 
della quaderna armonica e di quella equianarmonica per dichiarare esau
rita la questione delle collineazioni di 0., in sè. 

Abbiamo dunque il seguente risultato: 
Data una curva gobba razionale dotata di quattro punti d' iperoscula

zione, ogni proiettività binaria, st~ di essa, che tt·asforma in sè la quaderna 
dei punti suddetti, individt~a una omograjia dello spazio che trasforma la 
curva in sè 1nedesirna. Pe1· c-ui ogni g1·uppo di tali pt·oiettività binarie in
dividua un corrispondente gruppo, isomotfo oloedrico, di omografie quater
nar·ie t·ispetto al quale la ctwva data è invariante. Se tale qu,aderna è gene
rica, il gruppo è qt~adt·inomio e si ha un teoretna noto (2). Se tale qt~aden~a 
è armonica il grt~ppo con·ispondente è dell'ottavo ordine e sat·à stud-iato nel 
Capitolo II di questo scritto; se è equianannonica il gn~ppo è tetraedt·ico, 
cioè di dodicesimo ordine, e sarà studiato ntl Capitolo III. 

4. Rimanendo sempre nella ipotesi che la quaderna in discorso sia 
generica, è però opportuno cambiare il sistema di riferimento sulla O,. as
sumendolo in guisa che la forma biquadratica f dei quattro punti d' ipe
rosculazione sia ridotta alla forma canonica e si abbia 

Allora la rappresentazione parametnca di O., è la. seguente: 

x 1 = (aA. + bp)11
, x 2 = (aA. - bp.)", x 3 = (bA.+ ap.)n, x 4 = (bA. - ap.)", 

d il t è l a , h l . ove parame ro --;; , e b e una costante c e ha va ore genenco. Il 

(l) MARLETTA, Sulle curve razionali del 5o ordine [Questi Rendiconti, t. XIX (1905), 

pp. 94-119]. 

(2) MARLETTA, Contributo, etc. [loco citato (2)]. 
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gruppo binario quadrinomio che trasforma f in sè stessa è costituito dalla 
identità e dalle tre seguenti involuzioni 

(r ~), (-1 ~), (- r ~). 
Esse generano rispettivamente le tre seguenti involuzioni gobbe: 

(xa +x4 Xi +x2) (X2 xi x4 X 3) (x4 ±x a x2 +xi) 
X t x2 x a X4 ' X t x2 a;3 X4 ' x t x2 X a x, ' 

dove si prenderanno i segni superiori, o gl' inferiori a seconda che n è 
pari o dispari. TI gruppo è un G!, o un G!I (:Memoria, n° l; Nota, ni 2 e 8). 

Nel l o caso gli assi dellfl involuzioni compongono le tre coppie di 
spigoli opposti di uno stesso tetraedro, nel 2° essi costituiscono tre cop
pie armoniche, a due, a due, di una stessa serie rigata. Dall'attuale rap
presentazione discendono fadlmente molti dei teoremi noti degli autori 
più volte citati e altri nuovi possono aggiungersi. Ad esempio, per n 
dispari, si vede facilmente che la qnadrica !J che contiene gli assi delle 
involuzioni gobbe di G!I è la seguente: 

!J = xr +x~ - (x~ +x~)= o 
ed un calcolo ovvio dimostra che !J non può contenere O,. • Delle inter
sezioni di !J con o .. , sei sono date · dal covariante sestico di O,. (sono i 
punti d'appoggio di O., con gli assi di G!I): ciascuna delle rimanenti in-

dividua una quadrisecante di 0., esistente per intiero su !J. Dunque: 
Se il grado è dispari. la serie rigata coniugata a quella degli assi di 

G li n-3 d · · d ll 
4 

passa per -
2
- qua nsecantt e a cut·va. 

Ancora: consideriamo la involuzione di 4° ordine che viene indivi
duata su O., dalla forma f e dal suo hessiano. Ogni gruppo di questa 
involuzione è invariante, evident~mente, rispetto al gruppo quadrinomio 
quaternario che trasforma C., in sè stessa. Se n è dispari non esistono 
piani in varianti rispetto a G!I e quindi si può dire: 

Se il grado è dispa.ri nessun gruppo della involuzione individuata su 
O., da f e dal suo hessiano può esser piano senza es1ere rettilineo: i gt·uppi 

rettilinei sono n 
2 

3 
ed esistono sulle quadrisecanti di On dianzi ricordate. 

II. 

n caso armonico. 

5. Più interessanti del caso generico sono i casi armonico ed eqnia
narmonico, perchè, come già abbiamo avvertito, i gruppi quaternari cor-
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rispondenti, che trasformano o .. in sè stessa, non sono stati considerati 
dai citati autori. Cominciamo dal caso armonico. Servendosi della rappre
sentazione del n° precedente avremo: 

f = l' + 11-4 = o, cioè a4 + b' =O. 

Con ciò i due punti di riferimento À = o, 11- = O sono (sopra o .. ) 
quelli che compongono la coppia che separa armonicamente le due coppie 
armoniche costituenti f. Si può prendere 

a=l+ i, 

Con questi valori ponendo: 

b=)"2. 

la rappresentazione parametrica di o .. è la seguente (Nota, ni l e 4): 

x1 =M .. , x2 =Nn, x3 =P", X 4 = Qn. 

Abbiamo già osservato al n° 3 che, nel caso attuale, deve esistere 
un gruppo quaternario G8 di ottavo ordine capace di trasformare o.. in 
sè stessa. 

Per costruirlo si osservi che il gruppo binario, che serve a generarlo, 
si compone del gruppo binario già segnalato al no 4 a cui si aggiunge 
la sostituzione: 

(
-iP- À) 

l P- ' 

la quale attua questa trasformazione: 

l+iQ_l~ip l 
Y2 y2 . 
p Q 

6. A questo punto, innanzi di proseguire, è opportuno distinguere 
il caso di n pari, da quello di n dispari. 

Sia n pari. La sostituzione binaria ultima del n° precedente produce 
questa sostituzione quaternaria 

dove si prenderanno i segni superiori, o gl' inferiori a seconda che n è, 
o no, multiplo di 4. 

D gru:p:po cercato è subitQ ottenuto, Volendo il quadro completo delle 
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sue sostituzioni basta aggiungere al G! del n° 4 le quattro collineazioni 

seguenti: 

.A= (xi x2 +x4 +x3) che è generata da (- ir ~) xi x2 X a X4 

B=(x2 xi +xa ±x4) >> >> » e i ~) -xi x2 X a x4 

O= (x4 X a ±xi ±x2) >) » » (i1 ~) -xi x2 X a x4 

D=(Xa x4 +x +xi) (-i~ ~) - 2 » » >> -xi x2 x3 x4 

dove, al solito, si assumeranno i segni superiori, o gl'inferiori, a seconda 
che n è, o no, multiplo di 4. Le .A e B rappresentano due omologie ar·J 
moniche, le O, D, due omografie generiche a periodo quattro. Per la co· 
struzione del gruppo attuale si può dunque dire: 

Si aggiunga al G! del no 4 una omologia armonica che abbia il centro 

O su di uno spigolo s del tetraedro fondamentale del gruppo e per piano 
jonda1nentale quello individttato dallo spigolo opposto ad s e da quel ptmto 
di s c'fie è coniugato armonico di O 1·ispetto alla coppia di vertici del te· 
traedt·o suddetto esistenti stt s. Questa omologia arnwnica aggiunta al G! ge· 

nera il gruppo cercato che è di ottavo ordine e appartiene come sottogruppo 
al a:: (Memoria, no 7; Nota, no 4). La presenza delle due omologie ar

moniche nel gruppo è forse il fatto più notevole dal punto di vista geo· 
metrico e può esprimersi cosl: 

Se il grado è pari e il gruppo dei punti d' iperosculazione è armonico, 
la nostra curva On è due volte omologico-annonica. 

7. Come il gruppo precedente sia collegato a Gn in modo che dalla 
On possa subito costruirsi, risulterà dalle considerazioni seguenti. 

Intanto come sia collegato G! a On risulta dai lavori citati e anche 

dal no 4 di questo scritto. Chiamando, col MA.RLETTA, corde principali 
di O,. quelle che contengono le coppie del covariante sestico di /, si può 
dire che esse compongono sempre tre spigoli del tetraedro fondamentale 
di G! e pa.ssano per uno stesso vertice, od esistono su di una stessa faccia 

a seconda che n è, o no, un multiplo di 4. Non manca dunque che di 
esaminare come si colleghi con o., una delle due omologie armoniche del 
no precedente, chè una qualsiasi di esse aggiunta a Gf genera il gruppo 

attuale (come abbiamo già osservato più volte). A tale scopo si osservi 
che i piani x 1 = O. x2 == O sono uniti per la omologia .A e siccome niuno 
di essi è piano fondamentale, cosl la loro retta d' intersezione passa per 
il centro di .A, Qli altri due :piani xa = o, x• = Q vengono scambiati fra 
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loro e quindi altrettanto accade dei loro punti di osculazione con 0,. per 
cui la retta che congiunge questi punti passa pure per il centro . in parola. 
Allora indicando con M N P Q i quattro punti d'iperosculazione (n° 5), 
con !.L v n X i relativi piani iperosculanti ed essendo M N, P Q le due cop
pie armoniche di /, si può dire che i centri delle omologie in parola sieno 
l ' uno il punto comune alle rette M N, n X e l'altro quello comune alle 
rette !.L v, P Q. Dalla costruzione dei centri si passa poi a quella dei 
piani fondamentali e quindi di tutto il gruppo nel modo indicato dal n° 
precedente. 

8. Finalmente come ultima particolarità notevole del caso in cui f 
è armonica e n un multiplo di quattro, si osservi che, in questa doppia 
ipotesi, i punti À = o, !J. = O di O,. coincidono nell' unico punto di coor· 

dinate )(-l)k, ( -l)k, 1, 11 ove k =T' il che si può interpretare ge

ometricamente mediante il seguente enunciato: 
Se il gruppo dei punti d'iperosculazione è armonico e se inoltre il grado 

è 1nultiplo di quattro, la curva possiede un nodo: i due valori del para
metro che individuano i due rami del nodo, compongono la coppia che se· 
para armonicamente le due coppie armoniche del gruppo suddetto. Per n = 4 
si ha il ben noto caso della quartica razionale nodale (Nota, n° 4). 

9. Pure rimanendo nel caso armonico supponiamo ora che il grado 
di 0,. sia dispari. Per quest'ultima circostanza il gruppo quadrinomio che 
trasforma O,. in sè stessa è il ay (n° 4). Per ottenere il gruppo di ottavo 

ordine relativo basta osservare che la sostituzione binaria del no 5 

produce ora (in forza del n° 5 medesimo) la collineazione quaternaria 
seguente: 

(
x1 - x2 + iX4 + iX3) 

xt X2 Xa X4 ' 

dove si prenderanno i segni superiori a seconda che n supera di uno, o 
di tre un multiplo di quattro. Ebbene, aggiungendo al G~I la colline-

azione ultima, che è manifestamente una involuzione gobba, si ottiene il 
gruppo di ottavo ordine richiesto. Riportiamo qui, per comodità del let
tore, la descrizione geometrica del gruppo come è fatta al n° 10 della mia 
Nota più volte citata. A tale scopo indichiamo con m m', n n', p p', le tre 
coppie di assi delle involuzioni appartenenti a Glf. Esse compongono tre 

coppie armoniche a due a due di una stessa serie rigata esistente su {} 
(n° 4). Alla serie rigata coniugata appartengono evidentemente le tre cor-
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de principali di C,.. Indichiamo con r quella di esse che contiene i punti 
À = o, !l= O costituenti la coppia che separa armonicamente le due cop
pie armoniche di / , e indichiamo con s la coniugata armonica di r ri
spetto alle due rimanenti rette suddette (sulla serie rigata cui apparten
gono). Rappresentiamo poi con le lettere maiuscole corrispondenti i punti 
di appoggio di m m', n n', pp' con r ed s. Di guisa che sopra r si avranno 
le tre coppie armoniche a due a due seguenti: M,. M'.., N,. N'n P,. P',. e 
analogamente sopra s le altre tre: Jt. M' •• N. N'., P. P's· Il covariante 
sesti co di N,. N',. P,. P',. è formato da .lf,. M',. e da altre due coppie che 
indicheremo con X,. X',., Y,. Y' ,.. Sieno x. X'•, Y s Y's le coppie . analoghe 
desunte da N.N'.P.P's, ma in modo che X,.X8 , X',.X'., Y,.Y., Y',.Y'. sieno 
rette della serie rigata cui appartengono 1n 1n', n n', p p'. Ebbene, per 
ottenere il gruppo cercato basta aggiungere al G~I una (e quindi l'altra) 
delle due involuzioni gobbe che hanno per assi X,.. X'., X',.. x.; ovvero 
Y,.. Y's, Y',.. l&. Le due rette r ed s sono invarianti. Il gruppo che cosl 
si ottiene appartiene come sottogruppo al G~~ (Memoria no 6). 

III. 

Il caso equianarmonico. 

10. Il gruppo dei quattro punti d ' iperosculazione sia equianarmonico 
e quindi sia equianarmonica la f. Servendosi della rappresentazione dei 
ni 4 e 5 si vede che, nel caso attuale, si può prendere 

a = (1 + i) (y3- 1), b = 2 
e quindi 

xi = M"' x2 = .Nn' :ca = pn' xi = Q"' 
dove a e b hanno i precedenti valori. Per ottenere sopra C,. il gruppo 
binario tetraedrico trasformante f in se stessa basta aggiungere al gruppo 
binario quadrinomio del n° 4 la sostituzione: 

l i(l + !l) l - !l ! 
l l !l l ' 

essa applicata a M, N, P, Q attua le seguenti operazioni : 

M viene portato in 
l + i + Y3 (1 - i) 

.lV 
2 

N ~ ~ >> -
l + i + y3 (l - i) 

.Q 
2 

p » >> >> 
-l+ i+ y3 (1 + ~) 

.P 
2 

Q >> >) >) 
- l + i + y3 (I + i) 

.M. 
2 
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È opportuno adesso distinguere il caso di n pari da q nello di n 
dispari. 

11. Sia n pari. Allora la sostituzione binaria del n° precedente pro
duce la seguente sostituzione quaternaria: 

dove si prenderanno i segni superiori, o gl'inferiori, a seconda che n è, o 
no, un multiplo di 4. La collineazione precedente è a periodo 3 e assiale 
(non biassiale) e quindi aggiungendola al G! già esistente, si perviene ne-

cessariamente al G~2 (Memoria, n° 2). 
Si ha dunque il teorema: 
Se il gmdo è pari e i l gruppo dei punti d' iperosculazione è equianar. 

monico, la etwva è trasformata in sè stessa da un gruppo di collineazioni 
qt,a!ernarie che è non soltanto isomorfo oloedr·ico, ma anche p1·oiettivamente 
identico al gruppo delle 1·ota,zioni del tetraed1·o regolm·e. Il collegarsi del 
gruppo poi alla curva (mediante il G! ) è così ovvio che non vale la pe
na di rilevarlo. 

12. Se poi il grado è dispari, la sostituzione binaria del no 10 pro
duce la sostituzione quaternaria seguente : 

(
x2 -x4 +ix3 +ix1), 

X2 X2 Xa X4 

dove si prenderanno i segni superiori, od inferiori, a seconda che n è mul
tiplo di quattro aumentato di uno, o di tre. In entrambi i casi la. collinea
zione è a periodo 3 e assiale (non biassiale). Aggiungendola al G!1

, già e

sistente, si perviene a un gruppo tetraedrico che è il G::z (Memoria, ·n° 
4). Per farne la descrizione ed esaminarne il collegamento con Gn ripren
diamo le rette n~ 1n', n n', p p' del n• 9 appartenenti a una delle due serie 
rigate di Q. Sappiamo che all'altra serie rigata di Q appartengono le tre 
corde principali di 0 11 : ebbene sieno r ed s le rette componenti il gruppo 
hessiano di queste tre corde e sieno Xr Yr , x. Y. i punti dove r ed s 
incontrano le due rette componenti il gruppo hessiano di m n p (o di m' 
n'p' che è lo stesso) e in modo che Xr. x., Yr. Y. sieno generatrici di 
Q. Consideriamo allora la collineazione assiale a periodo tre che ha X 8 • Yr 
per asse di punti uniti e x. , Yr come asse di piani uniti con la condi
zione ulteriore che Xr Ys Ir , Xr Y8 X. sieno i piani uniti per l'asse di pun
ti uniti e x. , Yr i punti uniti sull'asse di piani uniti. Ebbene : questa 
è la collineazione da aggiungersi al G!1 per ottenere il gruppo cercato. 
Sono rette invarianti le r, s. 

13 Tali rette ecquistauo un più notevole risalto geometrico se il gra-



SOPRA LE CURVE GORBE RAZIONAU DOTATE DI QUATTRO PUNTI I<:CC. 539 

do di a .. , pure essendo dispari, non è multiplo di tre. Risulta allora fa· 
cilmente dalla rappresentazione parametrica adottata, che i quattro punti 
di iperosculazione sono in linea retta. Questa retta è una delle due dian
zi nominate e allora si vede che anche l'altra è quadrisecante e che i 
punti di secamento costituiscono il gruppo hessiano di f. Si ha dunque 
il seguente risultato (di cui la prima parte si trova già nei citati lavori 
di Marletta e Berzolari) : 

Se la quaderna dei punti d' ipet·osculazione è equianarmonica e il grado 
è dispari non multiplo di tre, sono in linea t·etta i punti suddetti e anche 
quelli che compongono il loro gt·uppo hessiano. Le due quadrisecanti che così 
si ottengono sono le due rette invarianti del gruppo quatet·nario che trasf01·ma 
la curva in sè. Tale gntppo è isomorfo oloedrico a quello delle t·otazioni 
del tetraedro regolat·e, ma ne è proiettivamentc diverso e la sua costruzione 
può farsi evidentemente dipendere dalle due q~tadt·isecanti suddette secondo la 
descrizione geometrica del gruppo fatta nel n° precedente. 

14. Finalmente, riunendo quanto è stato esposto nei capitoli precedenti 
relativamente al caso in cui n è un multiplo di 4, si può enuncia: e il se
guente teorema, il quale non è altro che una immediata estensione di 
quello espresso al n° 6 della mia Nota più volte citata. 

Le permutazioni su di un gruppo di quattro parametri (xi x 2 x3 x4) che 
lasciano invariato il rapporto anarmonico del gruppo, possono interpretarsi 
come le rappresentanti analitiche di altrettante collineazioni quaternarie tra
sformanti in sè stessa una mwva gobba dotata di quattro punti d' iperoscu
la~ione e con l'ordine multiplo di quattro. Basta a tale scopo immaginare che 
i quattro parametri in parola sieno le coordinate omogenee di un punto dello 
spazio e che la curva venga riferita al tetraedro fonnato dai quattro piani 
iperosculanti mediante la mppresentazione parametrica seguente : 

xi =(a À. + b J.L)4\ x 2 =(a À. - b J.L) 4k, x3 = (b À. + a J.L)'k, a:4 = (b À. - a J.L)4k. 

A seconda che tali permutazioni sono inerenti a un gruppo generico, ar
monico, od equianarmonico, sarà generica, armonica, od equian-annonica, la for· 
ma binaria biquadratica 

f = {..l." + ,u") az b2- (a4 + b") ..1.2 ,u2 = O 

che rappresettta sulla curva il gruppo dei q~tattt·o punti d' iperosculazione. 
È superfluo notare che per k =l si hanno di quì tutti i noti teoremi 

riguardanti le collineazioni quaternarie che trasformano in sè una quartica 
gobba razionale. 





INTORNO AD ALCUNE DEFINIZIONI PROIETTIVE 

ED ANALITICHE DELLE CONICHE E DELLE QUADRICHE 

(Periodico di Mat.ca Anno XXIV. 1908) 

l. Stralcio delle mie lezioni del corso libero di Geometria analitica 
(tenuto qu(>st'anno nella R. Università di Genova) le seguenti considera_ 
zioni sulle coniche e sulle quadriche. Esse hanno per fine essenziale quello 
di collegare la teoria sintetica con la t-eoria analitica e quindi il corso di 
Geometria proiettiva con quello di Geometria analitica. 

2. Comincio dalle coniche. Assumo per definiziòne proiettiva quella 
della generazione mediante forme proietti ve fondamentali di 1.. specie: 
assumo, per definizione analitica, l'insieme di tutti i punti reali del piano 
le cui coordinate cartesiane sono vincolate da una relazione di secondo 
grado a coefficienti reali (ed escludo quindi dalle considerazioni seguenti 
la conica immaginaria). n passaggio dall'una all'altra definizione è estre
mamente semplice quando ci si possa servire di coordinate omogenee. 
Ma quando, per ragioni didattiche, si sia costretti a ritardare la introdu
zione di tali coordinate (così da doversi servire delle cartesiane) la que
stione si presenta in modo alquanto differente dal lato tecnico del calcolo, 
ed io mi permetto qui di esporre il metodo seguito nelle mie lezioni. 

Sieno due fasci di raggi proiettivi complanari a centri distinti S ed 
S'. Nel piano dei fasci assumiamo la retta SS' per asse delle y, la per
pendicolare a tale retta nel punto medio O di SS' come asse delle x e 
per unità di misura positiva prendiamo il segmente OS: per cui le coor
dinate di S ed S' saranno (O, l e (O,- 1). L'asse delle x taglierà i due 
fasci secondo due punteggiate proiettive sovrapposte. 

Indicando con l e f.4 le ascisse di due punti corrispondenti, fra l e 
f.4 passerà dunque la relazione bilineare seguente 

alf..l + b'A. + Cf..l + d = O • (l) 
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con ad - be =l= O. Indicando cou P e P' questi punti corrispondenti, le 
loro coordinate saranno (2, O), (f.l, 0). Facendo variare À e conseguentemente 
f.l, così che sia sempre soddisfatta la (1), le rette SP, S'P' descrivono i 
due fasci proiettivi dati e quindi il loro punto comune M descrive la 
conica la quale viene in tal modo a essere individuata mediante la defi
nizione proiettiva. 

Le equazioni delle rette SP ed S'P' sono rispettivamente 

x+ À (y - l)= o, 
e quindi le coordinate del loro punto d'incontro sono le seguenti 

dove è da tener presente che l e p, sono collegate dalla (1). Per cui le 
precedenti possono scriversi così: 

À txa + 2b) + f.l (ax + 2c) = - 2d 

À (y - l)+ f.l (y + l) = o. 

Risolvendo queste rispetto a À e f.l eppoi sostituendo nella (1) si per
viene alla cercata equazione della conica. Essa è la seguente: 

ad (l - y2
) +le (y - l) - b (y +l)( ;(ax + y (b - c)+ b +c(+ 
+ )ax + y (b- c)+ b + cl 2 = O. .(2) 

Ossia è una equazione del 24 grado in x e y. Si può osservare che nel
l'eliminazione è supposto d differente da zero: ora il caso d= O non in
teressa perchè allora i due fasci hanno per raggio unito SS' e sono pro
spettivi: la conica si spezza in due rette le quali possono sempre rap
presentarsi con un'equazione complessiva di 2° grado. 

Se d è differente da zero i due fas~i in parola non sono prospettivi, 
la conica non può comporsi di due rette e questo toglie quindi ogni so
spetto che la (2) possa decomporsi in due fattori lineari. Così il passag
gio dalla definizione proiettiva a quella analitica è attuato. 

3. Viceversa abbiasi un'equazione di 2° grado in x e y (coordinate 
cartesiane ortogonali di un punto). I coefficienti della equazione siano 
reali ed escludiamo il caso in cui il luogo rappresentato da questa equa
zione sia completamente immaginario. Ed escludiamo anche il caso ovvio 
in cui il 1° membro della equazione si decomponga in due fattori lineari. 

Sieno dunque S,S' due punti reali del luogo. Assumiamo (come prima) 
questa retta per asse delle y, la perpendicolare a SS' nel punto medio 
come asse delle x e il segmento OS come unità di misura positiva. L'e
quazione del luogo sarà quindi della forma 
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a 11 x 2 + y2 
- l + 2 a12 x y + 2 a 13 x= O. (3) 

Prendiamo sull'asse delle x due punti qualunque P e P' di coordi
nate (ì .. , O) , (,u, 0). Le equazioni delle rette SP ed S'P' saranno 

x + À (y - l) = o ' 
e le coordinate del punto comune: 

2 J.. ,u 
X = J..-+- ' 

' f..L 

x - ,u (y + l) = o ' 

Esigiamo adesso che questo punto appartenga al luogo (sostituendo 
nella (3) ad x e y i precedenti valori) e troveremo la seguente condizione 
fra J.. e f..L 

À ,u [au J.. ,u + À (a12 +aia)+ f..L (aia - ai2) -l] = O 

ma la soluzione J.. f..L =O non ci apprende altro che questo: <<i punti S 

ed S' appartengono al luogo » : cioè nulla di nuovo. Rimane l'altra 

{4) 

che è la relazione bilineare fra A e ,u. Dunque, al variare di À e conse
guentemente di f..L, i punti P e P' descrivono due punteggiate proiettive 
(in cui O non è unito) e quindi le rette SP, S'P' descrivono due fasci 
proiettivi non proiettivi). La condizione essenziale affinchè la (4) sia una 
proietti vità è che 

-aH+ al22- a132 =F O; 

ma questa è certamente soddisfatta, perchè il l 0 membro è proprio il di
scriminate della (3), il quale è differente da zero per ipotesi. 

Ecco dunque effettuato anche il passaggio inverso dalla definizione 
analitica di conica a quella proiettiva. 

4. Passiamo alle quadriche. Assumiamo la seguente definizione pro
iettiva: date dt~e stelle •recipt·oche a centt·i d·ist·inti, si chiama quadrica i l 
luogo geomett·ico dei punti d'incontro dei raggi dell'una stella con i piani 
corrispondenti dt:!ll'altm. Dico che le coordinate cartesiane di un punto del 
luogo sono vincolate da una equazione di secondo grado. Infatti sieno S 
ed S' i centri delle due stelle. Prendiamo per asse delle z la retta SS', 
per piano x y quello perpendicolare ad SS' nel suo punto medio O e il 
segmento OS per unità di misura positiva per cui le coordinate di S ed 
S ' saranno (O,O,l), (0,0,-1). Tagliando col piano x y le due stelle, trove
remo una reciprocità, che è facile rappresentare analiticamente. Basterà, 
nel piano suddetto far corrispondere al punto R (le coordinate cartesiane 
sieno a , {J) la retta r rappresentata dalla equazione seguente: 



(a a+ b (J +c) x+ (d a + e (J +f) y + m a +n (J +p = O , 

dove a , b , c , d , e , f , m , n , p sono numeri reali qualsiasi con la sola 
condizione restrittiva che 

a 
d ~ f'=J=O. 
1n n p 

Allora le coordinate di un punt-o variabile sopra la retta SR saranno 
le seguenti: 

a fJ 
x=l+I' y=l+I' 

l 
z=l+l (5) 

dove l è un parametro variabile. ll piano che da S' proietta la retta r' 
avrà per equazione: 

(a a + b f3 + c) x+ (d a + e (J +f) y + (m a +n f3 +p) (z + l}= O . (6) 

Variando R, nel piano x y, e conseguentemente r', viene descritta la 
reciprocità piana, e quindi il raggio SR e il piano S'r' descrivono la sup
posta reciprocità fra le due stelle di c_entri S ed S'. La quadrica è if 
luogo geometrico del punto d'incontro della retta SR col piano S'1·' se
condo la definizione proiettiva assunta. Per trovare le coordinate di tale 
punto bisognerebbe sostituire nella (6) i valori di x, y , z dati dalle (5), 
risolvere rispetto a À l'equazion~ che ne seguirebbe e finalmente sostituire 
questQ valore di l nelle (5) medesime. Troveremmo cosl le coordinate ri
chieste espresse per a e (J, eliminando le quali a e p, perverremmo alla e
quazione del luogo. Siccome, in sostanza, quel che occorre è quest'ultima, 
l'eliminazione può abbreviarsi cosl: risolviamo rispetto a À l'ultima delle 
(5) e sostituiamo nelle prime due: otterremo 

z 
l= - - - ' 1-- z 

x 
a--
-1-z' 

(J=-Y-. 
1-z 

Ponendo adesso nella (6) questi valori, perverremo alla equazione 
cercata, che è la seguente : 

a:rP + ey2 - pz2 +p + (b +d) xy + (1n - c) xz + 
+ (n - - f ) yz +(m+ c) x+ (n+ f)!j =O; (7) 

e con questo l'affermazione fatta è dimostrata e il passaggio dalla defi
nizione proiettiva delle quadriche alla definizione analitica è ottenuto. 

5. Viceversa: data l'equazione generale di 2• grado in x, y, z a coef
ficienti reali, cerckia1no di individuare le due stelle reciproche cke gene
rano il luogo gemnetrico rappresentato da quella equazione. Per lo scopo 
escluderemo il caso in cui tutti i punti del luogo sono immaginari. Sieno 
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dunque S, S' due punti reali generici del luogo: assumiamo la retta SS' 
per asse delle z. e il piano perpendicolare a SS', nel punto medio o, per 
piano xy, con OS unità di misura positiva. Le coordinate di S, S' saran
no (O, O, 1), (O, O, - 1), e l'equazione del luogo potrà ridursi alla forma: 

A :t2 + By2 
- z2 + l + Cxy + Dxz + Eyz + Fx + Gy = O • (8) 

Questa assumerà la forma (7), se saranno adempiute le seguenti condizioni : 

a e b d 1n c -=A , -=B , -+-=C, ---=D, p p p p p p 

;-~=E, ;+;=F, ;+~=G; 
da cui segue : 

p 
F-D n E+ G f 

2 p- 2 ' p 
G-E 

2 

Si possono dunque calcolare, dalle precedenti, i seguenti rapporti 

a e m 
p' p' p 

c 
p 

n f 
p' p 

b d 
Quanto ai due rimanenti p , p basta semplicemente che la loro 

somma sia uguale a C. 
È dunque possibile, in infiniti modi, trasformare la (8) nella (7). Cia

scuna di queste soluzioni individua mediante i numeri a, b, c, d, e, j, m, 
n , p una reciprocità nel piano xy e conseguentemente una reciprocità fra 
le stelle di centri S ed S' (ottenuta per proiezione dalla reciprocità piana 
suddetta) e così il luogo di secondo grado, rappresentato dalla (8), si può 
generare mediante la reciprocità. stellare sopra indicata. È dunque effet
tuato anche il passaggio dalla definizione analitica delle quadriche alla de
finizione proiettiva. Possono soltanto presentarsi casi particolari facilmente 
discutibili. Ne segue l ' importante osservazione che i centri delle due stelle 
t·eciproche generctnt'i ttna quadrica, non vengono a es.ym·e pttnti speciali della 
superficie 1na sono dct ?'igttarda·rsi come ptmti genm·ic·i. Infatti si generi l a 
quaàrica con le stelle di centri S ed S', e si pervenga a stabilirne la equa
zione. Poi si prendano due nuovi punti generici qualunque S", S _.,, della 
superficie, e si applichino tutte le considerazioni fatte precedentemente 
per passare dalla definizione analitica alla proiettiva, e si troveranno così 
le due nuove stelle generanti la quadrica con i centri nei punti S" ed S"'. 
Per tal modo, il teorema inerente al c~sì detto « spostanMnto dei centt·i delle 

c •• ,.. 35 
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stelle >> è stabilito evitando la nota e laboriosa dimostrazione che se ne dà 
abitualmente in forma sintetica .. 

6. Dal punto di vista geometrico è però desiderabile assegnare qual
che proprietà più espressiva inerente alle stelle in parola. 

Può ad es. farsi questa domanda: data tt.na quadt·icct e presi dne punti 
ge-nm·ici su di essa come possono i-ndividuat·si (senza ja1·e alcun calcolo) d~te 
stelle 1·ecipToche con i centt·i in qnei punti e capaci d·i genera-re la quad,-ica 
data ? La risposta è semplice e può essere spiegata appena fatta la teoria 
della polarità. Essa è la seguente: si tagl·i la qucult·ica con un piano ge
net·ico passante pm· la Tettct 1·eciproca d·i quella che congiunge i due punti 
e si pt·oietti da essi il sistema pola?;f che ha origine nel pia.no suddetto t'i
spetto alla conica sezione con la qttadr·ica. Questa pt·oieziMw si faccia dtmque 
nel senso che da uno dei punti dati si p1·oiettino i punti del piano in pa1·ola 
e dall'altro le 1·ette polat·i di questi punt·i t·ispetto allct conica sezione. Eb
bene si otten·a.nno così le dtte stelle 1·eciproche cercate: la quadt·ica data po
trà t·iguardat·si come il luogo ge01netrico dei punti d'ùwont1·o dei mggi del
l'una con i piani COtTispondenti dell'altt·a. 

Ecco la dimostrazione. Sieno A e B i due punti generici presi sulla 
quadrica data e :re un piano passante per la retta polare reciproca della 
congiungente di A con B. Sia c la conica sezione di n con la quadrica : 
sia R un punto qualunque di n ed ,. la polare di R rispetto a c, e final
mente sia P il polo di n : per le ipotesi fatte P esiste sulla retta .AB. Si 
consideri ora il piano dei tre punti A, B, R: esso segherà la superficie 
secondo una conica c' passante per A e B per cui AR e BR segheranno, 
ciascuna, c' in un altro punto: sieno Jll ed llr queste ulteriori intersezioni 
rispettive. Riguardando la omologia armonica che ha il centro in P e per 
piano fondamentale :re, e osservando che essa trasforma la quadrica in se 
stessa, si vede subito che il punto H comune alle rette AN, BM esiste 
sopra n: d'altra parte H appartiene al piano polare diR rispetto alla qua
drica: perchè il quadrangolo completo AB"AIN è iscritto in c', e R ed H 
sono punti diagonali: dunque H esiste sulla retta , .. Per conseguenza il 
piano che passa per B e per ,. contiene tutta la retta BH e quindi anche 
il punto M esistente sopra .AR. (Ugualmente si vede che il piano pas
sante per A ed ,. taglia il raggio che unisce B ad R nel punto N). c. d. 
d. La costruzione cade se la retta .AB appartiene per intiero alla quadrica. 
Quanto al piano n, siccome si hanno a nostra disposizione infinite sue po. 
sizioni possibili (esso non è sottoposto altro che a passare per la recipro
ca della AB), noi lo sceglieremo in modo che esso tagli la quadrica in 
una conica reale non degenere. 

7. Come utile esercizio ci si può proporre di assegnare le due 
stelle reciproche in guisa da potere ritrovare, l'uno, dopo l'altro, tutti i 
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casi metrici possibili di quadriche a punti reali (non spezzate). 
La questione può risolversi costruendo le due stelle reciproche me

diante la proiezione del sistema polare piano, rispetto a una conica c, da 
due punti A, B esterni a quel piano. Vale allora la osservazione generale 
seguente : Qttando la conica c s·ia -r·eale, la quadt·ica generata dalle stelle in 
pm·ola ha punti ipe1·bolici, pm·abolici, od ellittiC'i a seconda che i l punto d'in
contt·o ]1/_ della t•etta AB col piano della conica c è esterno alla conica 
suddetta, ovveTo esiste S1t di essa, o finalmente è interno. - Infatti basta 
osservare che ogni tangente che da M si può tirare a O individua una 
retta della quadrica passante 'per A (e quindi una per B) e viceversa. 
Perchè se t è una tale tangente ed N il punto di contatto con c, alla retta 
AN corrisponde il piano individuato da B e da t che passa manifestamente 
per la AN, onde tutti i punti di AN appartengono alla quadrica : vice
versa se per A passa una retta della quadrica, essa si appoggia a c in 
un punto: detto N questo punto e t la traccia del piano corrispondente 
al raggio AN, sul piano di c, ne segue che t passa per N perchè tutta 
la retta All esiste nel proprio piano corrispondente: quindi t è tangente 
a c in N (perchè polare di N rispetto a c): d'altra parte il piano corri
spondente suddetto contenendo A.ì\" contiene tutta la retta AB e per 
conseguenza t passa per M. 

Ciò premesso ecco la risposta da darsi nei varii casi. 
Ellissoide. Perchè la quadrica risulti ellil:lsoide basterà evidentemente 

che la conica c sia immaginaria e sul piano all'infinito. O, in altre parole; 
ecco la costruzione: si prenda sopra un piano a distanza finita un siste
ma polare privo di conica unita e lo si proietti da un punto A esterno 
al piano, in guisa da ottenere nella stella che ha il centro in A un siste
ma polare privo di cono unito. Poi preso un altro punto B si tiri per B 
un raggio qualsiasi r, da A il raggio parallelo t.t e poi , per A, il piano 
e' corrispondente ad r' nella polarità sopra indicata. Variando T nella stella 
di centro B e conseguentemente e' nella stella di centro A si otterranno 
due stelle reciproche generanti un'ellissoide perchè mai accadrà che 1· e e' 
siano paralleli. 

Se, in particolare, si riferiscono tutti raggi per un punto ai piani ri
spettivamente perpendicolari passanti per un altro punto, la quadrica ge
nerata è la sfera che ha per diametro la distanza fra i due punti. 

Ipe1·boloide a una falda. La q uadrica generata sarà iperboloide ad una 
falda se la congiungente i punti AB incontrerà il piano di c in un punto 
esterno a c e se inoltre c sarà ellisse reale. Infatti, per l'osservazione fatta, 
in generale, la quadrica sarà a punti iperbolici, ma non potrà essere il 
paraboloide iperbolico perchè contiene la ellisse c. 
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Iperboloide a dtw falde. La retta AB incontri il piano di c in un punto 
interno a c e la c sia iperbole. La quadrica sarà iperboloide a due falde 
perchè ha punti ellittici per la solita osservazione già fatta, e non può es
sere nè l'ellissoide, nè il parabaloide ellittico, perchè contiene la iperbole c. 

Paraboloide ellittico ed iperbolico. Si può osservare che la quadrica sarà 
paraboloide se uno dei centri A (o B) sarà all' infinito, se la conica c non 
sarà parabola e se la congiungente i centri AB passerà per il centro di 
c. Dunque se c sarà ellisse reale avremo il paraboloide ellittico, se c sarà 
iperbole avremo il paraboloide iperbolico. 

Cono. La quadrica sarà un cono se la retta AB si appoggia a c. (Si 
vedrebbe anche che il vertice è il coniugato armonico del punto di ap
poggio rispetto ad AB). 



SOPRA l POLIEDRI REGOLARI CONVESSI 

(Un capitolo di Geometria descrittiva) 

(Periodico di Mat:ca An·no XXJT. 1909] 

Lo scopo principale di questo modesto scritto è di rappresentare, 
mediante il metodo di Monge, le rotazioni che trasformano in se stessi 
i poliedri regolari convessi. L'argomento è generalmente dimenticato negli 
ordinari trattati di Geometria descrittiva malgrado la sua indiscutibile 
importanza. Dopo la pubblicazione della ormai classica opera di Klein 
sull' icosaedro {l} è impossibile svolgere un qualsiasi corso di teorie grup
pali senza far capo in qualche modo ai tre notevoli gruppi che prendono 
nome dai poliedri regolari. 

Come utile preparazione sembra dunque opportuno, a chi scrive, di 
far posto nella Geometria descrittiva (nel capitolo della rappresentazione 
dei poliedri) alla esposizione sistematica di tali gruppi servendosi del 
metodo più acconcio che, in questo caso, è quello di Monge. 

Ho diviso il presente scritto in due parti. La l a contiene la rappre
sentazione dei cinque solidi regolari convessi. V eramente avrei potuto 
!imitarmi a tre di essi , chè, dal punto di vista gruppale, è ben noto co
me la teoria del cubo sia identica a quella dell'ottaedro, e quella del do
decaedro a quella dell' icosaedro. Ma, per omogeneità di trattazione, non 
ho trascurato alcuno dei cinque solidi, riportando pure quelle rappresen
tazioni di essi che sono conosciutissime e si trovano in tutti i trattati, anche 
perchè mi si è presentata così la occasione di dimostrare certe osserva
zioni che ordinariamente sono soltanto affermate (cfr. per es. i n. 5 e 6). 

In base alle costruzioni date nella l a part~, si svolge la 2" parte 
espressamente dedicata alla descrizione delle rotazioni che sovrappongono 
a se stessi i poliedri rappresentati e agli importanti gruppi nei quali esse, 
per così dire, si organizzano. 

(l) KLEIN, Vorlesungen iiber daB IkoBaeder un die Auj!iiBung der Gleich-ungen t:om fii,n
ften Grade, (Leipzig, Teubner, 1884). 
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I. 

Rappresentazione nel metodo di Monge. 

l. Tetraedro. - Rappresenteremo il solido in due posizioni particolari 
rispetto ai piani coordinati. La prima di queste posizioni è la solita ado
perata usualmente. Assumiamo per piano orizzontale quello di una faccia 
e conseguentemente per piano verticale uno che sia parallelo all'altezza 
del solido che cade su tale faccia. Indichiamo con A, B, C, D i vertici del 
solido. La proiezione orizzontale si comporrà del triangolo equilatero 
Ai Bi Ci e del suo centro Di (fig. 1). Le proiezioni verticali A 2, B 2, 0 2 

saranno sulla linea di terra nei punti d ' incontro con le rispettive ordi
nate condotte da A 11 B 0 Ci rispettivamente. Quanto a D 2 esso si troverà 
sulla ordinata tirata da D i ad una distanza dalla linea di terra che è 
cateto di un triangolo rettangolo che ha per altro cateto Ai Di e per ipo· 
teuusa il lato del solido che è uguale al lato del triangolo Ai Bi Ci. Nella 
figura l il triangolo in parola è Ai Di (D) e può considerarsi come il 
ribaltamento del triangolo Ai Di D sul piano orizzontale attorno al ca
teto Ai Di. 

<<L'altezza del p1mto D s1~l piano ot·izzontale (cioè in sostanza l'al
tezza del solido) t·esulta a.nche 7bguale al lato del q1badt·ato i scritto nel cm·
chio c, in ctbi è pure iscritta una faccia del solido ». 

Fig. 2 Fig. 3 

Infatti, prendendo per unità di misura il raggio di c, dal triangolo 
rettangolo Ai Di (D) si trova: 

Dt (D)= VAiB12 -l= y2. 
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Questa osservazione può recare qualche semplificazione quando tutta 
· gura l si incominci dal tracciare il circolo c. 
Nella 2" posizione che dobbiamo considerare, assumeremo per piano 

ve ticale uno che sia parallelo alla perpendicolare comune a due spigoli 
op~osti del solido e per piano orizzontale quello che passa per uno 
di tali spigoli ed è parallelo all'altro (fig. 2). La proiezione orizzon
tale sarà composta con i vertici del quadrato .Ai Bi Ci D 1 di cui la 
diagonale sia uguale al lato del solido. Se .AO è il lato esistente sul 

piano orizzontale, .A20 2 e B 2D 2 si troveranno rispettivamente sulla linea 
di terra e su di una parallela ad essa. Conducendo da .A10 1B1Di le rela
tive ordinate, non mancherà che di conoscere le distanza delle due ret,te 

A 202, B~2 per completare la rappresentazione del solido. Ma tale distanza 
è manifestamente cateto di un triangolo rettangolo che ha per altro ca· 
teto il lato del quadrato .A 1B 1 01D 1 e per ipotenusa il lato del solido (cioè 
la diagonale del quadrato suddetto). Si può dunque dire che: 

<< La 1nini1nct distanza di d~w spigoli opposti del tetmedt·o ~tgttaglia il 
lato del quadrato e/t e ha pm· diagonale lo spigolo del solido >> . 

2. Cubo. - Basta una sola rappresentazione che è la consueta. As
sumiamo per piano orizzontale quello di una faccia e per piano verticale 
uno qualunque perpendicolare al precedente (fig. 3). Allora la proiezione 
orizzontale è tutta assorbita da un quadrato di cui ogni vertice rappre
senta due vertici del solido: le otto proiezioni verticali dei vertici si di-

"2 

~~~· . ~!./~ 
l..... 1_.- l . . . . 

· ..... · 
:,\ 2 ·~ ·B: ;c• 

• l 

B~: ,..,----,:C . " l 
l \ 

l : \ 
l Il l l 
l l l 
\ l 
' l 
A, )}, 

..... .-----
Fig. 4. 

stribuiscono, a 4, a 4, sopra due rette parallele (di cui una è la linea di 
terra) a una distanza fra loro che è uguale al lato del solido cioè al lato 
del quadrato suddetto. Non manca che di condurre le ordinate dai ver-
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tici del quadrato a incontrare le due rette nominate e la ra11p.J_.,.pr,eS(lr•tt.taaa .. z7.:·lc••pLe 
è completa. 

3. Ottaedro . - Occorrono due rappresentazioni. 
Per chiarire bene quale deve essere la posizione del solido nella )l a 

rappresentazione, indichiamo con A,B,O,D i vertici del solido .,_,;!O.t..>nt.i1 in 
un piano diagonale, con M ed N i due rimanenti. Sceglieremo allora , per 
piano orizzontale, un piano parallelo al piano diagonale suddetto e per 
verticale uno che sia perpendicolare ai due spigoli opposti AB, ·OD 
(e quindi parallelo ad AD, BO). Ne segue (fig. 4) che la proiezione 
orizzontale è costituita dal quadrato AiBiOiD1 (uguale al quadrato ob. 
biettivo ABCD) e dal centro del suddetto quadrato come rappresentante 
i due vertici rimanenti M ed N (in Mi == N1). Per :fissare la proiezione 
verticale si :fissi la traccia verticale p 2 del piano diagonale in discorso: 
dove essa incontrerà le A 1B 17 0 1Di, ivi saranno le proiezioni verticali dei 
vertici di ABOD ed evidentemente A 2 coinciderà con B 2 e 0 2 c con D 2• 

I punti M2 ed N 2 esistono sulla ordinata da Mi ==li 1, uno da una 
parte e uno dall'altra di p 2 ad una distanza uguale alla semidiagonale 
del solido, cioè alla semidiagonale del quadrato A1Bi OiDi. 

Nella 2a posizione si assumerà per piano orizzontale uno che sia 
parallelo a una faccia (:fig. 5) e per piano verticale un qualsiasi piano 
perpendicolare al primo. 

Indichiamo allora con ABO e con MNP i due triangoli che costitui
scono le due facce del solido parallele al piano orizzontale. Tali due 
triangoli si proiettano in vera grandezza e quindi in due triangoli equilateri 
simmetrici, un dell'altro, rispetto al centro comune (cioè iscritti anche 
in un medesimo cerchio c). Quanto alla proiezione verticale si osserverà 
che A 2B 20 2 e M 2N 2P2 si proietteranno sopra due rette parallele alla linea 
di terra (tracce verticali dei piani ABO, MNP) e sulle ordinate corri
spondenti tirate dalle relative proiezioni orizzontali. Non manca dunque 
che di trovare la distanza fra le due rette parallele suddette. 

Basta a tale uopo osservare che la differenza di altezza fra i punti 
O ed M è cateto di un triangolo rettangolo che ha per altro cateto 
0 1 M1 (lato dell'esagono regolare iscritto in c) e per ipotenusa il lato del 
solido (che è uguale a quello di uno qualunque dei due triangoli equila
teri AiB10 1 ; M1N1P1). Si può dunque dire che: 

<( La distanza fra due facce opposte del solido è uguale al lato del 
quadrato iscritto nel cerchio in cui è pure iscritta una faccia del solido 
mede&i11W ». 

Infatti assumendo per unità di misura il raggio di c si ha 0 1Mi=l; 

A1 B1 =J'3 e quindi la distanza in parola è = }'2. 

... .:.-

__ , 
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4. Dodeccted1·o. - È sufficiente rappresentare il poliedro in una sola 
posizione, che è la solita. Sia , a tale scopo, piano orizzontale il piano di 
una faccia ABCDE. Essa si rappresenterà orizzontalmente in se stessa 
nel pentagono regolare A 1B1 C1D 1Ei (fig. 6), iscritto nel cerchio c. La 
faccia opposta si proietterà orizzontalmente secondo un altro pentagono 
R 1S1Ti U1 Vi iscritto nel medesimo cerchio e simmetrico del primo rispetto 
al centro comune. I vertici rimanenti del solido 
compongono un decagono gobbo che si proietta 
orizzontalmente in un decagono regolare convesso 
iscritto in un cerchio d concentricol a c. Vediamo y! 
come si possa costruire un tal cerchio d, o (ciò che Il / 

è lo stesso) cerchiamo la proiezione orizzontale di 
2

• -

un vertice del suddetto decagono. Immaginiamo, ' 
~~~~=-~~--

a tale scopo, di far ruotare la faccia AiB1 CiDiEi 
del solido attorno a Bi Ci fino a farla coincidere , , 
con l'altra faccia che passa per B 1 Ci. La proie- / 
zione orizzontale del punto Di , durante il movi- P•, 
mento, si sposta sulla perpendicolare tirata da Di : 
all'asse di rotazione che è Bi Ci: d'altra parte Q:~ 
quando il movimento di rotazione è finito, la pro
iezione cercata deve trovarsi sul raggio o i ci; 
dunque il punto Di alla fine del movimento sud
dtitto, si proietterà nel punto Ki comune al rag
gio e alla perpendicolare suddetta. n cerchio concentrico a c e di raggio 
Oi Ki è il cerchio d richiesto. E sopra i raggi che da Oi proiettano i 
vertici dei due pentagoni precedenti, nei punti d'incontro di tali raggi con 
d, si troveranno i vertici del decagono cercato. È così costruita la consueta 
proiezione orizzonta:e del solido. 

Per caratterizzare nel modo più opportuno la proiezione verticale si 
indichi con Fi GiHi Ii Ki Li "ll1 N 1 Pi Qi il decagono regolare ultimo tro
vato e si assuma la linea di terra perpendicolare ai due lati opposti Ii Ki ; 
P 1 Qi. Le proiezioni verticali dei vertici vengono a disporsi, a cinque, a 
cinque, sulla linea di terra e sopra altre 3 linee ad essa parallele, che in
dicheremo ordinatamente con X 2 , y2 , z2 • Conducendo dalle proiezioni oriz
zontali le relative ordinate avremo: 

A2, B2, 02' D2, E2, sopra la LT 

K2, H2, M2, F2, P2, >> >> x2 

I2, L2, G2, N2, Q2, >> » Y2 

R2, 82, T:n u2, v2' >> » z2. 
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Per completare la proiezione verticale non manca che di trovare le 
mutue distanze fra le quattro rette parallele suddette. Ci serviremo a tale 
scopo del solito metodo. La distanza fra L 2 T2 e la X 2 è la lunghezza del
la proiezione verticale dello spigolo C K , di cui si conosce la vera lunghezza 
(lato del solido) e la proiezione orizzontale 0 1 ll1 • Dunque la di stanza 
cercata sarà cateto di un triangolo rettangolo che ha per altro cateto 01 
Ki e per ipotenusa il lato del pentagono iscr itto nel cerchio c. Analoga
mente, la distanza fra x2 e y2 è la lunghezza della proiezione verticale 
dello spigolo IK, e quindi è cateto di un triangolo rettangolo che ha per 
altro cateto I 1 H. 1 e per ipotenusa il lato del pentagono suddetto. Quanto 
alla distanza fra y2 e z2 essa è uguale a quella fra LT e x 2 per ovvie 
ragioni di simmetria. 

5. Per semplificare, in modo evidente, il processo costruttivo valgono 
le osservazioni seguenti. 

« Il t·aggio del cm-chio d si pttò ottenm·e ctggitmgendo al t•aggio del 
cerchio c il lato del decagono t·egolare iscritto in c >> . • 

Infatti chiamando con W 1 il punto comune alle rette B 1 0 1 e D 1 K 1 

e con Z1 quello comune alle 0 1 U1 , B 1 Ci si ha 0 1 Ki • cos K1 --c: W1 = 
--- --- ...--.. . . -- cos JJ1 01 lVi = Ci W1 = Ci D 1 • cos Di 0 1 Wi, e qmnd1 0 1 K 1 = Ui Di · . ~ = 

cos K1 0 1 W i 

__ C D cos Bi é~ Di __ C D . cos (2. B1 0: 0 1) _ 
- i 1 • ~- - t 1 / . -

cos Bi ci o i cos Bi ci o i 

__ C D !cos
2 

Bi é: Oi- sen
2 
Bi é: Oi ~_C D )1- 2 cos

2 
Bi Ci Oi~ _ 

·- t i ~-- - i t -- -
cos B 1 C1 0 1 cos B 1 ci o i 

_ 0 D \1- 2 sen
2 

Ci Oi zi~ 
- i i .,..... 

sen ci ol zt 
e prendendo per unità di misura il raggio del cerchio c, sarà 

B O l l Bi Citi 
t t l - -2-- l --, 

= 2- Bi CJ.. Ma 
Bi ci 

2 

Bi 01 è il lato del pentagono convesso regolare iscritto in c e quindi 

B c =V5+V5 
i i . 5 . 

E perciò 

O K--1 + (5 
i 1- 2 

il che prova l'affermazione fatta. 

! 
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« La distanza fra la linea di tmTa e la retta x 2 è ngu(tle al 1·aggio del 
cerchio. c. Infa.tti essa è cateto di un triangolo rettangolo che ha per al
tro cateto il lat-o del decagono iscritto in c (per l'osservazione precedente) 
e per ipotenusa il lato del pentagono. Ora è ben noto che esiste un trian
golo rettangolo che ha per cateti il raggio e il lato del decagono iscritto 
e per ipotenusa il lato del pentagono iscritto, dunque la distanza cer
cata è effettivamente data dal raggio in parola. 

<<La distanza fra le due 1·ette parallele x2 y2 è ngu(tle al lato del de
ca,gono 'iSC?"'itto nel cerchio c>>. 

Infatti, come abbiamo visto, essa è cateto di un triangolo rettangolo 
che ha per ipotenusa il lato del pentagono iscritto in c e per altro cateto il 
lato del decagono iscritto in d, cosicchè (per il teorema dianzi citato) tutto 
si riduce a dimostrare che il lato del decagono iscritto in d è uguale al 
raggio di c. Ciò risulta subito dal confronto dei due triangoli simili 0 1 C1 T1 

0 1 K 1 L 1 i quali dànno: 

(01 C1 + C1 K 1): K 1 Li= 01 C1 : 0 1 Ti 

ma sappiamo già che C1 K1 = C1 '1'1 , dunque: 

0 1 C1 . C1 Ti + C1 Ti= o i C1 • K1 Li 

e d'altra parte è 
--z ---
C1 T1 = 0 1 C1 • (Oi Ct- Ci Ti) 

per cui sostituendo si trova: 

Ot Ci= Ki Li 

ciò che dimostra la nostra affermazione. 
6. Icosaedro. - È necessario considerare 

tre posizioni diverse del solido rispetto ai 
piani coordinati. 

La prima di queste posizioni è la consueta. 
Si assuma per piano orizzontale un piano per
pendicolare alla retta che congiunge due ver- ~L---,..-----::;;:.------=-T 
tici opposti M ed N (fig. 7). Tale piano riesce 
parallelo ai piani di due pentagoni che hanno 
per vertici i rimanenti 10 vertici del solido e 
che noi, per brevità, chiameremo « pentagoni 
diagonali >> . Essi si proiettano orizzontalmente 
in vera grandezza in due pentagoni regolari 
col lato uguale allo spigolo del solido, iscritti 
nel medesimo cerchio c e simmetrici uno del- Fig. 7 
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l'altro rispetto al centro del cerchio (il quale centro rappresenta orizzon· 
talmente le proiezioni Mi= N i di M ed N). 

Per maggiore simmetria, assumiamo per linea di terra una perpendi· 
colare ad una delle altezze comuni dei suddetti pentagoni Ai Bi Ci Ei , 
Fi G1 Bi I 1 K1 • Per costruire la proiezione verticale si osservi che 
A 2 B 2 C2 D2 E 2 F2 G2 H 2 I 2 K2 si disporranno sopra due rette x2 y2 parallele 
alla linea di terra., e che },12 ed N

2 
si troveranno a distanze uguali dalla 

striscia che tali parallele individuano uno al disopra e uno al di· 
sotto. Per ·cui non manca che di trovare la distanza fra x2 e y2 e 
quella fra M 2 e x2 per potere completare, mediante le ordinate relative, 
la proiezione verticale. Per determinare tali distanze si osservi che la di· 
stanza fra 1ll2 e x2 non è che l'altezza del punto C2 sopra il piano parai· 
lelo all'orizzontale condotto per .lU. Essa è dunque cateto di un triangolo 
rettangolo che ha per ipotenusa il lato del solido (cioè il lato di uno dei 
due pentagoni iscritti in c) e per altro cateto il segmento Mi Ci (cioè il rag
gio di c). In modo analogo la distanza fra x 2 e y2 si vede che è l'altezza 
del punto F sopra il piano parallelo all'orizzontale passante per E. Essa 
è dunque cateto di un triangolo rettangolo che ha per ipotenusa il lato 
del solido (cioè il lato di uno dei due pentagoni iscritti in c) e per altro 
cateto il segmento Ei Ji'i (ossia il lato del decagono iscritto in c). 

Le costruzioni/jnerenti a queste distanze possono sempli:ficarsi dimo-
strando: · 

«Che la distanza fra M 2 e x 2 ttgttagl'ia il lato del decagono iscritto in c». 
« Che la distanza jnt x2 e y 2 uguaglia il raggio di c>>. Per convincer-

1' 

sene basta -considerare la esistenza, già notata al 
N° 5, di un triangolo rettangolo che ha per ipo
tenusa il lato del pentagono iscritto in un cerchio 
qualunque e per cateti il lato del decagono iscritto 
nello stesso cerchio e il raggio. 

7. Per collocare il solido nella seconda delle 
posizioni volute si assuma per piano orizzontale 
quello di una faccia AB C (fig. 8). Con ciò i 12 
vertici vengono a disporsi, a tre, a tre, in quattro 
piani paralleli di cui il primo è il piano orizzon
tale. Sieno tali terne in ordine di altezza cosl in· 
dica te: A B C , D E F, G H I, K M N. La prima 
e l'ultima costituiscono due facce opposte: esse 
si proiettano, in vera grand~zza, in due triangoli 
equilateri A 1 Bi Ci, Mi N1 K 1 iscritti nel medesimo 
cerchio e simmetrici uno dell'altro rispetto al 
centro. N ella fi-gura 8 tale cerchio, che indi che· 
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remo con c, non è disegnato per non complicarla troppo. Rimangono da rap
presentarsi orizzontalmente i 6 vertici D E F, G H I che possono riguar
darsi componenti l'esagono regolare gobbo D G F H E I . Esso si proietterà 
in un esagono regolare direttamente omotetico a K 1 Bi M1 Oi N1 A 1 e 
non mancherà quindi che di trovare il raggio del cerchio d circoscritto a 
tale esagono. Si consideri perciò il pentagono diagonale 1'1t1 N E O F e si 
osservi che la sua diagonale E F si proietta in vera grandezza (orizzon
talmente) e precisamente nel lato del triangolo equilatero iscritto in d. 
:Ma E F è anche diagonale del pentagono regolare che ha per lato AiB1• 

Si costruisca dunque una tale diagonale eppoi si descriva (concentrico a c) 
un cerchio il cui triangolo equilatero iscritto abbia per lato la lunghezza 
della diagonale prima trovata e la questione sarà risoluta. 

Quanto alla proiezione verticale si osserverà che i vertici vengono, 
ivi, a distribuirsi secondo le terne già scritte in 4 rette parallele di cui 
la prima è la linea di terra. Indichiamo le altre con x 2 y2 z2 • Non manca 
che di trovarne le mutue distanze percbè (servendosi delle ordinate relative) 
possa dirsi completata anche la proiezione verticale. 

Ora la distanza fra L T e x2 è l'altezza di F sul piano orizzontale e 
quindi è cateto di un triangolo rettangolo che ha per altro cateto Bi F 1 

e per ipotenusa il lato del solido (cioè Bi Oi). In modo analogo la distan
za fra :r2 e y 2 è la differenza delle altezze di G e D sul piano orizzontale 
e per conseguenza uguaglia il cateto di un triangolo rettangolo che ha 
per altro cateto Di Gi e per ipotenusa il lato del solido (ossia Bi 01). 

8. Le costruzioni del N. precedente possono semplificarsi notevolmente 
mediante le seguenti osservazioni. 

Circa all'icosaedro si può aggiungere che le diagonali sono di due 
specie. Quelle di una specie riuniscono due vertici opposti. La loro lun
ghezza è 2 d+ ~· = y5 (d è il lato del decag. iscritto nel cerchio di raggio r) . 

Quelle delle altre specie sono diagonali di uno qualunque dei penta. 
goni piani facce del solido. Ognuna ha per sez. aurea il lato del solido e 

- d', v5 + (5 qum 1 e= 
2 

<<Il ~·aggio del cerchio esterno d si pttò ottenere a,gginngendo al raggio 
del cerchio interno c il lato del decagono iscritto in c >> . 

Infatti 
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Ma prendendo per unità di misura il raggio del cerchio, in cui è 
iscri tto il pentagono regolare di lato MiNi, si ha: 

-- v1o- 2 (5 f5 - l'5 2:n: V1o -t-2v5 V5 -t-v5 
MiNi= 2 = --2- ; Et1J'i=2 sen 5 = 2 = ~ 

e quindi 

M F =o ]l' -o M = VlO-t-2 V5-_vl0-2(5 
i i l i i l 2 Jl3 

da cui 

c. d. d. 

<<Le dista.nze di x2, y2 dalle~ l'inea di ten'a sono 1·ispett·ivamente uguali 
ai ?'a,ggi dei cerchi c e d>> . 

Dimostriamo prima che la distanza fra LT e y2 è uguale al raggio 
del cerchio d. Perciò osserviamo che, essa può riguardarsi come altezza 
di G sul piano orizzont.:'tle, ossia come cateto di un triangolo rettangolo 
che ha per altro cateto Bi G1 e pet· ipotenusa il lato del solido (oss ia A 1B 1). 

Basta dunque dimostrare la seguente identità 
--2 -- ~ 

AiBt -B~G~"=(OIBi -t-BiGir, 

la quale si rende manifesta osservando che, per l'osservazione precedente 
si ba: 

BiG/ = O i Bi .(01Bi - BiGi), 

Finalmente, per dimostrare che la distanza fra LT e :v2 è uguale al 
raggio del cerchio c, basta dimostrare che la distanza fra x 2 e y2 è uguale 
a BiG i' Ora la d istanza fra x2 e y2, essendo l'altezza del punto G sul 
piano parallelo all 'orizzontale che passa per JJ', è cateto di un triangolo 
rettangolo che ha per altro cateto JJ'1 Gi e per ipotenusa Ai Bi. 

Tutto dunque si riduce a dimostrare la seguente identità 
--2 --2 --2 
AiBi - FiGi = BiGI . 

Ma F 1 G i' lato dell'esagono iscritto in d, uguale al raggio del cerchio 
d, e allora si ricade nella identità dimostrata precedentemente, c. d. d. 
Quanto poi alla distanza fra y2 e z2 essa è uguale a quella fra L T e x2 

per evidenti ragioni di simmetria. 
9. In ultimo, per collocare il solido nella terza posizione che occorre 

di considerare, si osservi che già dalla figura 7 resulta che i 30 spigoli 
sono, a due a due, paralleli in guisa che i 15 piani che cosl vengono 
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individuati compongono 5 triedri trirettangoli col vertice nel centro del 
solido. Uno di tali tl'iedri (è in quella figura 7) individuato dai tre piani: 
]fKNB, GHDE, AFCI. Ebbene prendiamo per piani coordinati due che 
sieno paralleli a ~IKNB, GHDE (fig. !l). Se il piano orizzontale è quello 
parallelo a MKNB, un tale rettangolo si proietterà, 
i vi, in vera grandezza in il11 1111Y1B 1 dove i lati 
]f K l{ li• 

1 
saranno rispettivamente uguali allo spi-

t t t 

gol o del sol i do e alla diagonale di un pentagono K. . : N. 

diagonale. Se si osserva, che lo spigolo suddetto è u;,----:------- ---------:-----.~, 

anche lato del nominato pentagono e che d'altra : · 1 

parte il lato del pentagono regolare è la parte mag- 1' 

giore della sna diagonale divisa in sezione aurea, !!1.-.- -*---...::.:TI---= 
si vede che per costruire un rettangolo come M1N1 

K
1
B

1 
si pnò prendere il Iato magg-iore a piacere e 

il lato minore uguale alla parte maggiore del lato 
maggiore diviso in sezione aurea. I quattro vertici 
GHDE (situati sopra i due spigoli opposti GH, DEì 
si proietteranno, a due, a due, negli estremi del seg
mento G1 H1 = D 1E 1 che avrà la lunghezza K11lf1 e 
si disporrà sull'asse eli simmetria del (rettangolo 
J111 K1N1B 1) che è parallelo a K1N 1 e avrà il suo 
punto medio nel centro del rettangolo medesimo. I 

" 

Fig. 9 

quattro vertici rima-
nenti A,F,C,I si proietteranno a due, a clne negli estremi di nn segmento 
che avrà la lunghezza K 1Np che sarà disposto sull'altro asse di simme
tria del solito rettangolo e sarà bi secato dal centro del medesimo rettan
golo. Per l'esattezza della costruzione si osservi che i tre punti 1lf0 G0 0 1 

debbono essere in linea retta perchè i loro obbiettivi sono vertici del 
pentagono diagonale MGCIE che esiste in un piano perpendicolare all'o
rizzontale (è il piano delle rette EG, IC). La stessa cosa può dirsi di 
K 1 G1A 1 e di I 1 D1B 1 A 1H 1N1• La proiezione verticale si può ottenere dalla 
orizzontale facendola ruotare, nel piano del disegno, di 90° attorno al suo 
centro e poi spostandola con una traslazione arbitraria nel senso A 1 0 1• 

II. 

I gruppi di rotazioni. 

10. Prima di trattare delle rotazioni che trasformano in sè stesso un 
poliedro regolare convesso, sarà utile fare qualche considerazione di ca
rattere generico. Indichiamo col simbolo f) una _rotazione dello spazio in
torno ad un asse. Se immaginiamo di compierla successivamente n volte 
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troveremo una nuova rotazione che indicheremo col simbolo (Jn. Se l'am
piezza di (} è parte aliquota della intera circonferenza, ad es: la p-esima 
parte, ne segue che la rotazione (}P riporta in se stesso ogni punto dello spa
zio. Allora si suoi dire che (}P è la identità, che p è il periodo di (} e si suole 
scrivere (}P= l. La rotazione inversa di (} è quella che si ottiene ese· 
guendo la (} in senso inverso: si suole indicarla con (J - 1 e si scrive 8-
(J-1 =l per esprimere che eseguendo la (} e dopo la (J - 1 si ottiene l'i
dentità. È poi evidente che si ha (} - t = (JP- 1. 

Le r azioni che dovremo prendere in considerazione, permutano fra 
loro sempre i vertici di un poliedro. Per cui riteniamo opportuno richia· 
mare le nozioni fondamentali inerenti alle permutazioni sopra n elementi. 
Una permutazione sopra n elementi si chiama sostituzione. Per n = 2 la 
sostituzione prende il nome di trasposizione. Se all'elemento a si sosti
tuisce b, se all'elemento b si sostituisce l'elemento c e così di seguito, 
se all'ultimo elemento k si sostituisce et, la sostituzione si chiama <<so
stituzione circolare >> o << ciclo» e si indica col simbolo (abc . .. k). Se, 
dopo la sostituzione S, si eseguisce la T, si trova una nuova sostituzione 
che si chiama prodotto di S per T e si indica con ST. 11 concetto si ge
neralizza: se dopo la sostituzione ST si effettua la U si dice che si è 
fatta la sostituzione STU prodotto di S per T e per U ecc. Un Jtrodotto 
di più sostituzioni non gode in generale la proprietà commutativa, gode 
invece sempre la proprietà associativa. Se 8 = T= U = ... il prodotto si 
chiama potenza di S. Con S-1 si indica la sostituzione inversa di S. Una 
sostituzione qualsiasi può sempre riguardarsi come il prodotto di più so
stituzioni circolari: quando così la si riguardi 1 si può dire che la si de
compone in cicli. Si può sempre fare in modo che questi cicli sieno tra
sposizioni. A seconda ehe il numero di queste trasposizioni è pari, o 
dispari, la sostituzione ai chiama pari, o dispari. La sostituzione S-1 TS 
si chiama trasformata di 1' mediante S. Più sostituzioni si dice che for
mano un gruppo quando il prodotto di due qualunque di esse equivale 
ad un'altra sostituzione del gruppo. Chiamasi ordine del gruppo il numero 
delle sostituzioni che lo compongono, 1' identità compresa. Un esempio 
semplice di gruppo è fornito dalle potenze di una stessa sostituzione. 
Un altro esempio è dato dal gruppo di tutte le sostituzioni pari sopra 

n elementi. Esso ha l'ordine = 1~ e si chiama « gruppo alterno >> . D 

gruppo di tutte le sostituzioni (pari e dispari) è d'ordine 11! e si chiama 
gruppo totale. Se le sostituzioni di un gruppo 6 1 appartengono tutte a 
un altro gruppo, più ampio, G2 si dice che G1 è sottogruppo di G2• Così 
il gruppo alterno è sottogruppo del gruppo totale. 
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11. Gntppo del tetraedro. - Proponiamoci ora di esaminare le rota
zioni che sovrappongono a se stesso un poliedro regolare convesso comin
ciando dal tetraedro. La figura l dimostra la esistenza di una rotazione 

di ampiezza 
2
3

31: , attorno all'altezza del tetraedro che passa per il vertice 

D, capace di trasformare il tetraedro in se medesimo: infatti la :figura 
stessa ci dice che, per effetto di tale rotazione, il vertice D non cambia, 
mentre i rimanenti tre vertici vengono permutati circolarmente. n periodo 
della rotazione è uguale a 3. Con essa viene a individuarsi il suo qua
drato, o (ciò che è lo stesso) la sua inversa. 

L 'effetto di una tale rotazione può rappresentarsi col simbolo (ABO) 
che denota la sostituzione prodotta sopra i vertici ABO. 

Quanto a D, è sottinteso che rimane :fisso. La rotazione inversa avrà 
il simbolo (AB0)- 1 = (AB0)2 = (AOB). Si può dunque dire che esistono 
otto rotazioni del solido in se stesso a periodo tre: a due, a due, sono 
inverse una dell'altra e si compiono attorno alle 4 altezze del solido. 

D 'altra parte considerando la :figura 3 si può affermare la esistenza 
di un'altra rotazione che trasforma il tetraedro in se stesso. L'asse è la 
perpendicolare comune ai due spigoli opposti AO, BD: l'ampiezza è 11: e 
quindi il periodo è ugualf' a due. Essa scambia A con O e B con D per 
cui il suo effetto sopra i vertici può rappresentarsi col simbolo (.A O) (BD). 

Esistono dunque altre tre rotazioni (a periodo 2) che sovrappongono 
il solido .a se medesimo. Esse si compiono attorno alle rette che congiun
gono i punti medi di due spigoli opposti. 

12. Si hanno quindi in tutto 11 rotazioni che trasformano il solido 
in se stesso. Ebbene, se si considerano le 11 sostituzioni sui vertici che 
sono l'effetto di tali rotazioni, e si aggiunge la identità, si trova un in
sieme di 12 sostituzioni le quali formano un gruppo nel senso stabilito 
nel n. precedente. Per dimostrarlo si osservi che esse, possono rappre
sentarsi simbolicamente come segue 

(AB) (OD); (AO) (HD); (AD) (BO) 
(ABO)• ; (BO D)< ; . (AOD)<; (ABD)• 

r = 1, 2, 3 

dove per t' = 3 si avrà la identità. Or bene è evidente che ciascuna è 
una sostituzione pari (ad es. (ABO) =(AB) (AO): il prodotto di due so
stituzioni pari è ancora pari: d'altra parte le sostituzioni pari sopra ABOD 
sono tutte e sole quelle sopra rappresentate: è dunque necessario che il 
prodotto di due qualunque di esse equivalga a una 3• sostituzione scelta 
frà. le 12 medesime. 

36 
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Questo prova che esse formano un gruppo. Lo si chiama il << Gruppo 
del tetraedt·o ». Si può dunque enunciare il seguente teorema: 

<< L e rotazioni che sovt·appongono a sè stesso un tetraedt·o regolat·e sono 
delle dtte specie seguent·i: ne esistono tt·e a periodo due i etti assi sono le 
tt·e congittngenti i punti medi di 2 spigoli opposti del solido ; 

ne esistono otto a periodo tre (a dtte, a due, inverse una dell'altra) e 
aventi per assi le quattro altezze del tetraedro. 

Se a qtteste t·otazioni si aggiunge la identità e si considera l'effetto che 
esse pt·odtwono sui vertici del solido, si pm·viene al gruppo altenw di 12 
&ostituzioni sopra 4 elementi ». 

Un notevole sottogruppo del gruppo ora descritto, è quello composto 
dalla identità e da tutte e tre le sostituzioni a periodo due: 

(AB) (OD); (AG) (BD) ; (AD) (BO). 

Esso suol chiamarsi un gruppo quadrinomio e siccome esso è unico, 
nel sottogruppo alterno in parola, così è chiaro che tutte le 12 sostitu
zioni considerate, debbono trasformarlo in se stesso; il che si esprime 
dicendo che il gruppo alterno in discorso possiede come sottogruppo in
variante il gruppo quadrinomio. 

13. Gruppo dell'ottaedro (o del cubo). - Procedendo nelle nostre con
siderazioni, in modo analogo a quel che si è fatto per il tetraedro, do
vremmo prendere in esame, adesso, le rotazioni che sovrappongono a se 
medesimo il cubo. Ma si vede facilmente che esse sono identiche a quelle 
inerenti all'ottaedro. Basta infatti osservare che i centri delle facce di 
un cubo possono riguardarsi come vertici di un ottaedro regolare e, quin
di ogni rotazione che sovrappone a se stesso il cubo, sovrappone a se 
stesso anche l'ottaedro e viceversa. Ecco dunque perchè l'ottaedro e il 
cubo, si sogliono riguardare insieme; e noi , in considerazione delle pro
iezioni disegnate, riferiremo il nostro linguaggio all'ottaedro. 

La figura 4 ci dimostra la ~sistenza di due specie di rotazioni che 
trasformano l'ottaedro in se stesso. L'una si compie attorno alla diago-

nale MN, perpen :colare al piano orizzontale, ha l'ampiezza di : e quindi 

il periodo uguale a quattro. L'altra si compie attorno alla retta che pas
sa per i punti medi dei due spigoli opposti AD, BO (e che resulta per· 
pendicolare al piano verticale). L'ampiezza di questa seconda rotazione è 
~ cioè il suo periodo è uguale a due. 

La figura 5 dimostra poi la esistenza di un'altra specie di rotazioni 
sovrapponenti il solido a se medesimo. Infatti da quella figura resulta 

manifesto che, facendo una rotazione di ampiezza 
2
;, attorno alla retta 
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che unisce i centri delle due facce opposte ABC, 1llNP il solido si tra
sforma in se stesso. Il periodo di una tale rotazione è uguale a tre. 

14. Consideriamo ora l'effetto che producono queste varie specie di 
rotazioni sulla 4 rette abc,[ che uniscono i punti medi di due facce op· 
poste dell'ottaedro (o, ciò che è lo stesso, sulle 4 diagonali del cubo). 

Una rotazione a periodo 4, permuta circolarmente le 4 facce del so
lido che concorrono nell'uno, o nell'altro, dei due vertici esistenti sull'asae 
di rotazione: essa permuterà dunque, nel medesimo modo, i cent.ri di 
tali facce e quindi anche le relative rette a, b, c, d. Dunque l'effetto di 
una tale rotazione, sopra le nominate rette, è quello di produrre una 
sostituzione del tipo (abcd). 

Una rotazione a periodo tre, si compie attorno a una delle rette in 
parola: quindi una tale retta rimane fissa e le altre tre vengono permu
tate circolarmente. La sostituzione che viene a effettuarsi su di esse è 
del tipo (abc). 

Finalmente le rotazioni a periodo due, possono essere di due specie. 
Quelle, già descritte, che hanno per assi le congiungenti i punti medi di due 
spigoli opposti e quelle che costituiscono i quadrati delle rotazioni a pe 
riodo 4. Quanto a quest'ultime, il simbolo della sostituzione che esse 
producono è subito trovato: basta fare il quadrato di. (abcd) e si trova il 
tipo (ac) lbd). Circa alle prime si osservi che si permutano fra loro due 
facce segantesi nell' uno, o nell'altro, dei due spigoli che si appoggiano 
all'asse di rotazione, dunque altrettanto avverrà dei centri di tali facce 
e quindi delle relative rette abcd. Le rimanenti coppie di facce opposte 
non vengono permutate. Dunque la sostituzione cercata è del tipo (ab). 

Ora se si tien presente che le sostituzioni possibili sopra a, b, c, d 
sono necessariamente appartenenti ai tipi dianzi trovati: 

(abcd), (abc), (ac) (bd1, (ab) 

si vede che (riunendo in una sola proposizwne resultati delle osserva-
zioni di questo n. e del precedente) si può enunciare questo teorema: 

« Le rotctzioni che som·appongono a se stesso un ottaedt·o 'regolare si 
possono classificare, a seconda del l01·o pet·iodo, nelle seguenti specie: 

Ne esistono sei a periodo quattro. A due, a due, sono ·inverse una del
l'altra e si cotnpiono attorno alle tre diagonali del solido. 

Ne esistono otto a periodo tre. A d'l(e, a due, sono invet·se ttna dell'altra 
e si compiono int01·no alle 4 rette che congiungono i centri di due facce opposte. 

Ne esistono nove a periodo due. Sei hanno per assi le sei congiungenti 
i punti tnedi di due lati opposti. Le tre t·im,anenti non sono altt·o che i 
quad·rati delle t·otazioni a periodo quattro. 

Se a queste 23 rotazioni, si aggiunge la identità e si considet·a l'ejfet-
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to che esse pt·od1wono sopra i quattro ass·i delle t·otazioni a periodo tre, 
si perviene al gruppo totale di 24 sostit?tzioni sopra quattro eletnenti >> . 

È dunque naturale di chiamare un tale gruppo « i l gt·uppo dell'ottae
dt·o >> . Esso contiene manifestamente come sottogruppo invariante quello 
del tetraedro. 

15. Gruppo dell'icosaedt·o (o del dodecaeclro). - In modo perfettamente 
analogo a quanto si è fatto per l'ottaedro e per il cubo, si può osservare, 
che ogni rotazione che sovrappone a se stesso un icosaedro regolare, so· 
vrappone a se stesso anche il dodecaedro regolare che ha i vertici nei 
centri delle facce dell' icosaedro e viceversa : ogni rotazione in se del se· 
condo solido è tale anche per il primo. Possiamo dunque !imitarci a con
siderare l' icosaedro. Giovano a tale scopo le figure 7, 8 e 9. 

La figura 7 dimostra la esistenza di una rotazione a periodo 5, so
vrapponente il solido a se medesimo. La rotazione si compie attorno alla 
retta che unisce i due vertici opposti M, N . 

La figura 8 mette in evidenza una rotazione, trasformante il solido 
in se stesso, col periodo uguale a tre. L'asse di rotazione è la retta che 
unisce i centri delle due facce opposte : ABC, MNK. 

Finalmente dalla considerazione della figura 9 resulta un'altra specie 
di rotazione del solido in se !:>tesso. Il periodo è uguale a due e l'asse 
congiunge i punti medi dei due spigoli opposti DE, GH. 

16. Per vedere l'effetto prodotto da queste rotazioni, osserviamo co
me già vedemmo al N . 9 e figura 9, che i 12 vertici del solido possono 
distribuirsi a 4 a 4 nei tre piani DEGH, ltlKNB, ICFA formanti un trie
dro trirettangolo con il vertice nel centro del solido e i cui spigoli sono 
le tre congiungenti i punti medi degli spigoli opposti (DE, GH), (MK, 
NB), (IO, FA ). È manifesto che una distribuzione dei 12 vertici in tre 
quaterne, come quelle descritte, può farsi in cinque modi dando così luogo 
a cinque triedri, come quello descritto, che chiameremo i triedri di sim
metria del solido e indicheremo con le lettere a, (:J, "' ~ . e. Ebbene: ci pro· 
poniamo di esaminare l'effetto che si produce sopra questi triedri da cia
scuna delle rotazioni descritte nel N . precedente. Cominciamo da una ro
tazione a periodo due. Il suo asse sarà spigolo di uno dei triedri sud
detti: per es. di a. Ne segue che a non varia nella rotazione (i rimanenti 
due spigoli di a vengono scambiati fra loro). D ei rimanenti triedri (:J, y, ~,e 
niuno rimane immutato perchè; se ad es. (:J rimanesse tale, bisognerebbe 
che uno dei suoi tre spigoli fosse asse di rotazione, cioè a e (:J dovreb· 
bero avere uno spigolo in comune il che è impossibile. M.a d'altra parte 
il periodo della rotazione è due, dunque la sostituzione che essa produce 
sarà una delle seguenti tre : 

(f:Jr) (~e) ; ((:J~) (er) ; ((:Je) (~r). 
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Quando si fa invece una sostituzione a periodo tre, come nella figu. 
gura s, si vede che si permuteranno circolarmente gli assi che passano 
per i punti medi di AB, BO, CA i quali appartengono manifestamente 
a tre diversi trieclri di simmetria. Quanto ai due triedri rimanenti è certo 
che essi non possono veniTe scambiati altrimenti il periodo della rotazione 
non potrebbe essere uguale a tre: dunque rimarranno immutati. La so
stituzione cercata è dunque del tipo (a,By). 

Finalmente, dall'esame della figura 7 si vede che una rotazione a pe
riodo 5 permuta circolarmente i cinque spigoli concorrenti in M e siccome 
due eli essi non appartengono certamente a un medesimo triedro di sim
metria, così ne viene che i cinque triedri in parola vengono permutati 
circolarmente e la sostituzione corrispondente è del tipo (a,Byoe). 

Ebbene: se alle sostituzioni dei tipi trovati si aggiunge la identità, 
è evidente che si trovano tutte le sostituzioni pari sopra i cinque ele
menti a,Byoe e costituenti quindi il gruppo alterno. Riunendo questo re
sultato a quello del precedente si può dunque formulare la seguente pro
posizione: 

<< Le t·otazioni che sovmppongono a se stesso ~m icosa.edro regolare si 
possono classificare, a seconda del loro periodo, nel modo seguente: 

Ne esistono 24 a pet·iodo cinque divisibili in sei quatente, quelle di 
ogni quaterna essendo le 4 diverse potenze di una medesima e avendo quindi 
l'asse in cmmme. I sei assi che così si tt·ovano sono le sei rette che con
giungono d~w vertici opposti del solido. 

Ne esistono 20 a periodo tre divisibili in 10 coppie, qttelle di ogni cop
pia essendo l'una inversa dell'altt·a e avendo qttindi l'asse in comune. I 10 

assi che così si trovano sono le 10 1·ette che congiungono ciase1tna i centt·i 
di due facce opposte del solido. 

Ne esistono 15 a per·iodo dtw, attonto alle 15 rette congiungenti cia
scuna i ptmti 1nedi di due spigoli opposti. 

Se a queste 59 t·otazioni si aggitmge la identità e si cons·idet·a l' ef
fetto che esse pt·oducono sopra i cinque tTiedt·i di si1mnetTia del solido, si 
pm·viene al gruppo alterno di 60 sostituzioni sopra cinque elementi>>. 

Ecco perchè un ta.I gruppo si suo l chiamare << il gruppo dell' icosae
dro >>. Esso contiene i cinque sottogruppi tetraeclrici che si ottengono te
nendo fisso uno dei trieclri suddetti e permutando gli altri quattro secondo 
le sostituzioni del gruppo alterno sopra quattro elementi (1). 

(l) Relativamente alla prima parte di questo scritto veggansi le seguenti pubblica
zioni di E. P. PATERNÒ: St' talune proprietà dei po!iedri regolari di prin~a specie. Palermo, 
ti p. del « Giornale di Sicilia», 1882. Un teorema 3itlle proiezioni di due segmenti rettan
golari, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1904. 





SOPRA LA CURVA MERIDIANA DELLA SUPERFICIE 

D'ONDA DEL MIRAGGIO. 

[Nuovo Cintento 1909] 

n Prof. Garbasso in alcune sue recenti ricerche (1) si è imbattuto in 
un ente geometrico che sembra degno di rilievo, non soltanto per il si· 
gniftcato fisico, ma anche dal punto di vista matematico. 

Si tratta della superficiQ d'onda del miraggio. Essa è una superficie 
di rotazione. Alla sua sezione meridiana sono dedicate le brevi pagine 
seguenti. 

L'interesse particolare che presenta questa curva (la quale è algebrica) 
si concentra intorno al fatto di avere uguali le caratteristiche Pliickeriane 
duali, il che può esprimersi dicendo che è una curva duale di se stessa 
o, più brevemente chiamandola << autoduale ». L 'ordine e la classe sono en. 
trambi uguali a sei, la curva possiede otto cuspidi e altrettanti flessi : è 
priva di punti doppi a tangenti · distinte e di bitangenti a punti di con
tatto distinti. n genere è dunque uguale a 2. Questo costituisce un'altra 
particolarità non disprezzabile giacchè gli esempi più ovvi di curve auto
duali sono tutti di genere zero. Così ad es. la conica, la cubica cuspidale, 
la quartica con un nodo e due cuspidi (di cui sono casi particolari metrici 
la lumaca di Pascal e il cosidetto << cocked hat >> (2) ecc., sono tutte curve 
razionali. E d 'altra parte volendo cercare esempi meno semplici di curve 
autoduali , non basterà supporre uguali i numeri duali delle formule di 
Pliicker, eppoi cercarne delle soluzioni intere e positive, o nulle; giacchè 
è ben noto come non si possa affatto affermare che a un sistema di 
numeri interi positivi capaci di soddisfare alle formule di Pliicker, corri
sponda una curva così che le sue caratteristiche Pliickeriane sieno rappre-

(l) Si veda la nota precedente. 
(2) G. LORIA. Spezie!~ aZgebraieche, unq tramcel!,den,te ebfl\11 Kurven, Lei:pzi&". 'l;eubn(lf, 

1902, pp. 140-143, 
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sentate da quei numeri. Dunque anche dal punto di vista del genere è a 
ritenersi che la nostra curva sia degna di qualche interesse. 

~ I. - D caso metrico 

l. La superficie d'onda del miraggio è, come abbiamo già detto, una 
superficie di rotazione. P er individuarla basta dunque assegnare l'equa
zione di una sezione meridiana e la posizione dell'asse di rotazione. 

Riprendiamo a tale scopo le notazioni di Garbasso. Egli indica con 
n l'indice di rifrazione e pone : 

n2 = n0
2 + a x 

dove a è una costante, x una variabile reale e n0
2 il valore di n per 

x = O. Rappresentando con t il tempo e facendo le seguenti posizioni : 

A= a2 (x2 + y2
) ; B = 2n0

2 + a x ; 6) = 3 a t 

si vede che le due equazioni: 

B (3 A+ W) - 6 2 =O 

B 2 -A=0 

possono riguardarsi come quelle di due curve piane dei gradi rispettivi 
tre e due quando x e y si pensino come coordinate cartesiane ortogonali 
di un punto in un piano. 

Indichiamo con U e V, per brevità, i primi membri delle equazioni 
precedenti in guisa che esse possano scriversi rispettivamente sotto la 
forma: 

U=O, V=O. 

Ebbene, la equazione della curva meridiana, che ci proponiamo di stu
diare, acquista allora la forma notevole 

u z=V3 

ed è col sussidio di questa forma notevole che ci avviamo adesso allo 
studio in parola. 

2. La curva che ci occupa è dunque una curva piana del sesto or
dine o, come suoi dirsi brevemente, è una sestica che noi indicheremo col 
simbolo S. Le due curve U = O, V = O Je chiameremo le curve genera
trici di S e specificando : « la cubica generatrice, la conica generatrice ». 
Quest'ultima intanto è una parabola. Infatti, sostituendo nella sua equa
zione per A e B i loro valori si trova 

4 n0
4 + 4n0

2 a x- a2 
yl =O 
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che rappresenta manifestamente una parabola di cui l'asse è y =O e la 
tangente nel verbice è la retta : 

ax+n0
2 = O. 

Allo scopo di semplificare, assumiamo per nuovo asse x= O la tan-
2 

gente suddetta. Basterà perciò cambiare x in x - ~ e così troveremo 
a 

nelle nuove coordinate (che per semplicità seguiteremo a chiamare come 
le antiche) le due equazioni: 

4a3 x3 + 3a~ xy2 + 3a2 no2 y2 + 4no6
- 8 2 =o 

4a n0
2 x - a2 y2 =O 

come rappresentanti le curve generatrici. 
E ora con le posizioni : 

nz 
...JL =h; 
a 

4n 6 - ~Y 
o ~ = k 

a 

le equazioni suddette acquistano le forme semplici seguenti 

3y2 (x + h) + 4x3 + k = O 
{l) 

y 2 = 4hx 

e quindi quella della sestica S è : 

(2) [3y2 (x+ h)+ 4x3 + kJI + [y2
- 4 hxY =o. 

Sopra queste equazioni è più facile lo studio che ci proponiamo di fare. 
3. Anzitutto cominceremo dall'osservare che la nostra sestica non è 

affatto la più generale fra le curve la cui equazione può scriversi sotto 
la forma 

uz=V3 

dove U = O , V = O sono le equazioni di una cubica e di una conica. In
fatt i, nel caso nostro, le due curve generatrici suddette non hanno posi
zione generica, ma sono vincolate da legami geometrici che ora vogliamo 
porre bene in evidenza. 

Intanto le equazioni l) non mutano cambiando y in -- Y· Dunque 
l'asse y = O è un comune asse di simmetria ortogonale per le dne curve (1). 
P er la parabola generatrice è rasse ordinario. Per la cubica direttrice esso 
sarà dunque una delle 9 p olari armoniche e il flesso relativo sarà il pun
to all'infinito di x= O. La forma dell'equazione della cubica mostra poi 

(l) Questo è anche l'asse di rotazione della superficie d'onda. del miraggio. 
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che la tangente nel flesso suddetto è la retta x+ h= O. Ciò si rende più 
manifesto quando si introduca la omogeneità nella equazione suddetta scri
vendola come segue : 

3 y2 (x + hz) + 4 x3 + kz3 = O 

e assumendo, dopo, per z = O la retta all'infinito. La costante h è ciò che 
si chiama il semiparametro della parabola e le coordinate cartesiane del 
fuoco sono dunque (h, 0). Ebbene la tangente suddetta di flesso non è 
altro che la polare del fuoco rispetto alla parabola, ossia la sua direttrice. 

Finalmente, in coordinate omogenee, si vede che i punti d' incontro 
dell'asse y = O con le due curve direttrici, vengono rappresentati dalle 
due equazioni: 

4x3 +kz3 ~0 

xz=O 

il che significa, in linguaggio algebrico, che la seconda forma costituisce 
la hessiana della prima. 

I legami geometrici che vincolano le due curve generatrici sono tutti 
trovati e sarà bene riassumerli nel seguente enunciato. 

<<L'asse della parabola è anche asse di simntet1·ia o'rtogonale per la cu
bica genemtrice e quindi quest'ultima possiede un flesso all'infinito nella di
rezione normale a tale asse. 

La tangente i1t tale flesso alla cubica coincide con la direttrice della 
parabola. 

L'asse suddetto taglia la cubica in una te1·na di punti che ha per cop
pia hessiana il vertice della parabola e il suo punto all'infinito». 

4. Eliminando la x fra le equazioni (1) si trova 

(y2 + 4 h2f = 16 h3 (4 h3 
- k) 

e quindi 

dove a è una qualunque delle tre radici cubiche dell'unità positiva. E 
poichè una sola di queste è reale (uguale a uno) e le altre sono immagi
narie coniugate, cosl si può dire che i 6 punti comuni alle due curve ge
neratrici sono generalmente distinti. Quattro sono immaginari. I due ri· 
manenti possono essere reali distinti, reali coincidenti, o immaginari co
niugati. Corrispondentemente si hanno tre tipi distinti di superficie d'onda, 
già segnalati dal Garbasso. 

5. Cerchiamo ora le caratteristiche Pliickeriane della nostra sestica S· 
L'ordine intanto è uguale a 6. «I sei punti, generalmente distinti (cfr. il 
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num. prec.): comuni alle due mw ve genm·atrici, sono altrettante cuspidi per 
S >> . Questa affermazione non è evidente, ma troviamo opportuno darne la 
dimostrazione, in coordinate proiettive, al N. 8. Per determinare altre ca
ratteristiche ricorreremo ai punti all'infinito della curva. A tale scopo 
torniamo a rendere omogenea la equazione (2) della S introducendo la ter
za coordinata z e dopo (assumendo per z =O la retta all'infinito) faccia
mo z = O. Troveremo così che i punti all'infinito richiesti dipendono dalla 
equazione seguente : 

che può anche scriversi 

(3) (a:2 + y') (4 a:2 + y2)2 =o. 

Consideriamo separatamente le due soluzioni 

a:2 + y2 = o, (4 a:2 + y2)2 = o . 
Assumendo la prima si vede che la curva passa per i punti cicEci 

del piano. Ma vi passa semplicement~ perchè il fattore x 2 + yz entra al 
l o grado nella (3). La equazione complessiva delle tangenti a S nei sud
detti punti è 

(4) 

Infatti se si pone yl =.-(x - hz)2 nella equazione di S (resa orno· 
genea) si perviene alla seguente equazione in x , z : 

j(x + hz)3 + z3 (k - 4 h3W- j(a: + hz)3
1
2 = O 

che può anche scriversi nel modo seguente (decomponendo la differenza 
dei due quadrati) 

12 (x+ h z)3 + z3 (k- 4 h3)ljk - 4 h3l z3 =O. 

E siccome quest'ultima è soddisfatta da z3 =O così, non solo è di
mostrato l'affermazione fatta sopra, ma ne segue che i punti ciclici sono 
due flessi e le relative tangenti sono quelle la cui equazione complessiva 
è la (4). Esse si tagliano manifestamente nel fuoco della parabola gene
ratrice. 

6. Per studiare il modo di comportarsi di S negli altri due punti al
l' infinito dati da 

consideriamone uno che indicheremo con P. Le sue coordinate potranno 
scriverAi così : 

P_ {l, 2i, O) 
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dove i è l'unità immaginaria. Cambiando i in - i otterremo le coordinate 
dell'altro. Indichiamo poi con R un punto qualunque dell'asse di simme· 
tria, cosicchè le sue coordinate potranno rappresentarsi con 

R = (l, O, rn). 

Al variare di m, R varia descrivendo l'asse suddetto e quindi la ret
ta PR varia descrivendo il fascio di centro P, e finalmente un punto va
riabile a sua volta sulla rett.a PR avrà per coordinate : 

l+ l, 2i, lrn 

per tutti i valori possibili di l. 
Per trovare dove la retta P R incontra la nostra sestica S dovremo 

sostituire le coordinate ultime scritte nella equazione di S. Troveremo così 
la seguente equazione di 6° grado in l : 

j13 (km3 + 4) + 12 12 
- 12 hrn l - 8l 2

-

-- 64jl2 rnh + lrnh + 1:3 =O 

che, ordinando in 1, diviene: 

16 i(krn3 + 4)2 
- 64 rn3 h3! + 15 j24 (krns + 4) - 192 rn3 h3 j + 

+ 14 j144 - 24 hrn (k m3 + 4)- 192 rn2 h2
- 192 rn3 h3 Ì + 

+ 13 ! - 16 (km3 + 4) - 288 hnt- ~84 rn2 h2
- 64 rn3 h3! -

- l 2 j48 rn2 h2 + 192 + 192 rnhj = O. 

Siccome questa è soddisfatta da À2 =O così vuol dire che P è un 
punto doppio per S. Fra tut~_ le rette passanti per P (s'intende nel piano 
di S) quelle per cui rn ha tale valore da annullare il coefficiente di À2, sa· 
ranno tangenti nel punto doppio P. Ma annullando il coefficiente di 12 si 
perviene alla condizione 

rnh-+-2=0 

la quale individua una sola retta capace di incontrare la S in tre punti 
riuniti in P. Dunque P è una cuspide. 

Abbiamo quindi il seguente enunciato. 
<• La sestica S possiede, all'infinito, due flessi e due cuspidi. I flessi 

sono nei punti ciclici del piano e le tangenti r·elative concorrono nel fuoco 
della parabola gener·atrice. Anche le due mtspidi sono immctginar-ie coniugate. 
La equazione complessiva delle tangenti relative è in coordinate cm·tesiane : 

Esse dunque convergono in quel punto dell'asse di simmetria che è a 
ugual distanza dal ver·tice della parabola e dalla sua dir·ettrice >>. 



La nostra sestica viene quindi a possedere otto cuspidi: cioè le due 
sopra indicate e altre sei nelle intersezioni delle due curve generatrici 
(cf. il N° 5). Vedremo in seguito che non ne ha altre. Fra tutte, due al 
più possono essere reali. 

7. Siamo ora in grado di calcolare tutte le caratteristiche Pliickeria· 
ne di S . Siccome occorrerà citare le formule di Pliicker così non sarà i· 
nopportuno introd~1.rre le seguenti notazioni. Sia data una curva algebrica 
irriduttibile. Indichiamo con n l'ordine, con 1n la classe, con <5 il numero 
dei punti doppi a tangenti distinte, con -r il numero delle tangenti doppie 
a punti di contatto distinti , con 7.; il numero delle cuspidi, con i il nu· 
mero dei flessi. 

N el nostro caso della S si sa che 

n=6; k=8+a; i=2+P 
dove a e p sono nulli, o numeri interi positivi. Ora, una delle formule 
di Pliicker può essere scritta : 

i= 3 n (n - 2} - 6 <5 - 8 k. 

N e segue, per il caso della S, 

(5) 

e quindi a = O e inoltre <5 = O , oppure 15 = l . 
Ma se esistesse un solo punto doppio a tangenti distinte, esso (a causa 

della simmetria) dovrebbe trovarsi all' infinito, o sull'asse di simmetria. Ma 
i risultati del N° precedente escludono che esso possa trovarsi all'infi
nito. D 'altra parte i punti d' intersezione della S con l'asse di simmetria 
dipendono dalle radici della equazione: 

16 x 6 + 8 x} (k - 8 h3
) + k2 = O . 

Questa dovrebbe dunque avere almeno una radice doppia. E quindi 
dovrebbe avere una radice doppia la equazione seguente: 

16 12 + 8 l. (k - 8 h3
) + k = o 

il che non è in generale (perchè annullare il suo discriminante equivale 
a esigere una condizione fra k e h). 

Dunque si ha, in generale, <5 =O. Allora dalla (5) segue~= 6 e per 
conseguenza 

Servendosi quindi della formula: 

k - i= 8 (n - m) 

resulta m = n = 6 e finalmente dalla 
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!5 - T= (n -m) (n - tn + l) 

si ha 

!5=T=0. 

Ecco quindi trovate le caratteristiche richieste 

n=m=6; k=i=8; t)=T=O. 

Si ha quindi il seguente resultato : « La sestica S è 1tna cut·va duale 
di se stessa. L 'ordine e la classe sono entt·ambi uguali a 6. Essa possiede 
otto cuspidi e altrettanti flessi. È pt·iva di punti doppi a tangenti dist·inte e 
di tangenti doppie a punti di contatto dist·inti. Il genet·e è dunque uguale 
a due ». E si potrebbe facilmente vedere che, fra tutte le curve autoduali 
di genere due, è quella che ha l'ordine minimo. 

§ II. - n caso proiettivo. 

8. Dal punto di vista proiettivo (us;1ndo anche un linguaggio più 
appropriato) si può dire che l'equazione della nostra sestica S può seri
versi sotto la forma 

dove U e V sono due ternarie: cubica la prima, quadrati ca la seconda. 
Geometricamente le eq nazioni 

U=O, V=O 

rappresentano, in coordinate proiettive, due curve dei gradi rispettivi tre 
e due (o come si suoi dire una cubica e una conica). Seguiteremo a chia
marle le curve generatrici di S. Anzitutto, servendosi delle attuali coor
dinate proiettive, dimostreremo l'affermazione del N. 5, che cioè: ogni 
punto comune alle due curve generatrici U = O , V = O è una cuspide 
per la sestica S (la cui tangente cuspidale coincide con la tangente a 
U = O in tale punto). 

Infatti assumendo un simile punto come (001) le equazioni di U e V 
potranno scriversi : 

ai Xaz + a2 Xa --t- aa =O 
bi x3 + b2 =O 

dove le a e le b sono binarie in xi x2 d'ordine uguale al loro indice. 
L'equazione di S sarà dunque: 

(ai x3z + a2 ~ + aa)l - (bi x3 (a22 + b2)3 =O 

ossia, ordinando in x3 : 



Xa4 aiz -1- Xa3 (2 ai a2- bt3) + xa2(a2z + 2 at aa- 3 btz b2) + 
+ x3 (2 a2 a3 - 3 b1 b2

2
) + a3

2
- b2

3 =O 

e il semplice esame di questa equazione dimostra l'asserto. 
9. n legame metrico che si esprime dicendo che le due curve gene

ratrici godono entrambe simmetria ortogonale rispetto a una retta (cfr. il 
N. 3), equivale proiettivamente ad esigere che un flesso e la relativa 
polare armonica della cubica generatrice, sieno polo e polare rispetto alla 
conica generatrice. Esigiamo inoltre che la polare armonica suddetta tagli 
la cubica in una terna di punti la cui coppia hessiana sia costituita dai 
punti in cui la stessa retta taglia la conica. E infine assumiamo per 
~=O tale retta; per (010) il flesso dianzi nominato e per (100), (001) i 
punti della coppia hessiana sopra indicata. Le equazioni delle due curve 
potranno scriversi nel modo seguente : 

x2
2 (ax1 +bx3) +cx1

3 +dx3
3 =0 

nt x2
2 + n xi x3 = O 

dove a, b, c, d, m, n, sono costanti. 
La simmetria ortogonale di cui esse godevano nel caso metrico è 

adesso sostituita dalla omologia armonica 

(
x -x2 x ) x: x2 x: 

che trasforma in se stessa tanto l'una quanto l'altra. 
Finalmente nel caso metrico, abbiamo notato un ulteriore legame fra 

le curve generatrici, espresso dal fatto che la tangente nel flesso all' in
finito della cubica, coincideva con la direttrice della parabola (N. 3). Non 
è facile esprimere in forma semplice il corrispondente legame proiettivo. 
Noi lo sostituiremo scrivendo una equazione di condizione fra a, b, c, m, n. 
Per ottenerla, eseguiamo la seguente trasformazione di coordinate 

xi = a x : x 2 = ~ x ; x3 = y z 

dove u, p, r sono costanti da determinarsi nel modo che risulterà dalle 
seguenti considerazioni. 

Intanto le equazioni trasformate sono: 

Y
2 (a W a x+ b W r z) +c a3 x3 +d y3 z3 =O 

1n ~2 y2 + n a y x z = O 

che possono scriversi anche così: 

( 
b y ) 3 c a2 3 y3 

3y~ x+-z +4.
4
------w.w+d.-A-, -z' =O 

aa a 1J- al-'·a 

2 (-n a y) 
y = 4 4 ?n ~2 x z . 

-~-.--



Ebbene, se è possibile fare: 

b y - n (l r 3 c a2 

~ = 4 m ~2 ' 4 a W = l ' 

saremo pervenuti alle (1). Ora essendo a, ~ ' r differenti da zero, dalle due 
condizioni precedenti precedenti si trae : 

(~2 n + 3 1n b c = O 

che è l'equazione di condizione cercata . .Adempiuta questa, si può fare 

~ = y = l ; a = 2 l / a e dopo : v 3 c 

b 
h= - 

a a ' 
k = 3d 

a a 

dove a ha il precedente valore. 
10. Non possiamo chiudere queste poche osservazioni senza far no· 

tare la esistenza di altre sestiche piane notevoli la cui equazione può 
scriversi sotto la formd 

dove U e U sono due ternarie dei gradi rispettivi tre e due. Tali sesti· 
che non sono altro che le duali di quartiche razionali. 

Abbiasi infatti una curva piana razionale di 4" classe. Le coordinate 
omogenee di una sua tangente mobile potranno riguardarsi come funzioni 
razionali intere di 4° grado di un parametro l cosicchè indicando con 
u1 u2 ua quelle coordinate, avremo; 

(6) l 
ui =ai À.

4 + 4 bi À.
3 + 6 ci À.2 + 4 d1 À + ei 

~=~~ + 4~P+6~P+4~l+~ 

ua = a3 À
4 + 4 ba À3 + 9 ca À

2 + 4 da À + ea 

dove le a, b, c, d, e sono costanti. 
Sia ora un punto generico M di coordinate yi y2 Ya· Le coordinate 

u1 u2 ua di una retta incidente a M soddisfano alla condizione: 

ut Yt + 1t2 Y2 + Ua Ya =O· 

E quindi le 4 tangenti della nostra curva passanti per Ili saranno indi· 
viduate dai 4 valori di À che sono radici della seguente equazione di 4° 
grado in l: 

(7) À.
4 ay + 4 À.3 by + 6 À.

2 cy + 4 l dy + ey = O 

dove 



SOPRA l POLIEDRI REGOLARÌ CONVESSi . 

ay =ai Yt + a2 Y2 + a3 Ya i by= bi Y1 + b2 Y2 + b3 Ya 

~ = ~~+~h+~~;~=~~+~h+~~ 

ey = et Yt + e2 Y2 + e3 Ya · 

577 

Ebbene, annullando il discriminante della (7) si avrà il luogo di un 
punto da cui partono due tangenti coincidenti della nostra curva, cioè la 
sua equazione iu coordinate di punti. Ora se si pone 

ay by cy 

by Cy dy 

cy dy ey 

V= ay ey - 4 by d + 3 cy 2 

è ben noto(') che il discriminante in parola è 

U2= V' 

Dunque la precedente equazione rappresenterà, nelle coordinate y;, 
una sestica piana razionale, che sarà certamente differente dalla nostra 
sestica S perchè quest'ultima è del genere due (cfr. il N. 7). 

Ne concludiamo dunque che, data una qualsiasi equazione del tipo 
U 1 -= V\ non si potrà dire che essa rappresenti sempre una sestica razio
nale come potrebbe supporsi da un esame superficiale del tipo della sua 
equazione. Si tratterà di una sestica razionale se sarà possibile il pas
saggio (inverso di quello sopra svolto) dalla equazione a-lla forma para
metrica (6). Ora, anche un semplice computo di costanti, dimostra che un 
tale passaggio non è sempre possibile. Ciò significa che per potere a ttuare 
un tal passaggio dovranno le due curve U = O, V = O essere collegate 
da particolari vincoli geometrici. Pure ignorando quali debbano essere 
questi vincoli, si può affermare però che non saranno compatibili con 
quelli che debbono sussistere e che abbiamo effettivamente determinato 
nel caso che U2 = vz rappresenti la nostra sestica S. 

( 1) Cfr. p . es. Clebsch Lindemann. Vol. I, pag. 284-299. 
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UNA INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DEL GRUPPO TOTALE 

DI SOSTITUZIONI SOPRA SEI ELEMENTI. 

[A nn.: di Mat.: 1909] 

Una permutazione sopra n elementi può sempre considerarsi come una 
collineazione fra i punti di uno spazio linea-re a n-2 dimensioni. Basta. 
a tale scopo osservare, anzi tutto, che una tale collineazione è individuata 
dando n coppie di punti corrispondenti: dopo di che si riguardino gli n 
elementi come n punti generici dello spazio in parola, eppoi riferendo cia
scun elemento (e quindi ciascun punto) a quello che lo sostituisce per o
pera della permutazione suddetta, si osservi che verranno a individuarsi 
n coppie di punti corrispondenti i quali serviranno a stabilire conseguente
mente la cercata collineazione. Ne segue che qualsiasi gruppo di sostitu
zioni sopra n elementi si può rappresentare mediante un gruppo di colli
neazioni fra n punti di uno spazio lineare a n-2 dimensioni {il quale 
gruppo possiede come figura invariante quella costituita dall'insieme degli 
n punti rappresentanti degli elementi dati). Per conseguenza anche il grup
po totale sopra gli n elementi dati trova cosi una naturale interpretazio
ne geometrica, nel gruppo totale ùi tutte le collineazioni che permutano 
in tutti i modi possibili n punti generici dello spazio in parola. 

Il presente scritto è un modesto saggio di questa interpretazione geo
metrica nel caso particolare di n= 6 e quindi potrebbe anche intitolarsi 
come uno studio della configurazione dell'esagono nello spazio lineare a 4 
dimensioni. 

Sono ben note altre e certamente più importanti (se non ugualmente 
semplici) interpretazioni geometriche di gruppi di sostituzioni sopra sei 
elementi. Citerò, ad esempio, una Memoria assai elaborata di Gerbaldi che 
è inerente al gruppo altemo {1). l\fa più particolarmente citerò un ben co-

(l} GERBALDI Sul gruppo sentplice di 360 collineazioni" piane. Cir. mat .co di P alermo 
XU 23-94; T. XIII, pp. 161·199; T . XIV, pp. 66-114; T . XVI, pp. 129-154. 
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nosciuto la.voro di Veronese sull'argomento perchè ha qualche punto di 
contatto col mio, pure essendone diverso il concetto fondamentale (1). L'il
lustre autore assume (cf. il N° 8 di quel lavoro) un punto di coordinate 
y

1 
y2 ••• y,. in uno spazio R,._1 a n- l dimensioni e considera gli n! punti 

che si ottengono permutando in tutti i modi possibili gl'undici delle coordi
nate suddette. Alla permutazione che cambia la successione 1, 2, 3 , ... , n 
nella successione k, l, 1n , ••• , p, egli fa corrispondere la collineazione 
espressa dalle formule : 

e x' i = Xk i e X 1 
2 = Xl i e x' 3 = Xm i • · · e x'., = Xp 

e quindi egli trasforma il gruppo totale sopra n elementi nel gruppo to
tale di collineazioni sopra un certo numero di punti costituiti dagli n! 
suddetti a cui si aggiunge necessariamente il punto unità (manifestamente 
in variante per tutte le collineazioni descritte). È cosi che l'A. interpreta, 
in particolare, il gruppo totale sopra sei lettere, nello spazio a cinque di
mensioni, assumendo come gruppo invariante quello dei 720 punti che si 
ottengono permutando in tutti i modi possibili le coordinate di un punto 
generico in tale spazio e aggiungendovi il punto unità. Io invece inter
preto il gruppo totale di sostituzioni su sei elementi, nello spazio a 4 di
mensioni, mediante il gruppo totale di 720 collineazioni che permutano in 
tutti i modi possibili sei punti generici di tale spazio. La rappresentazione 
geometrica del Veronese è dunque diversa dalla mia. 

Siccome la cfz.ne che io considero è quella dell'esagono in S4 , cosl 
credo opportuno premettere le seguenti osservazioni d'indole generica so
pra le cfz.no che hanno per nucleo di origine un poligono di n vertici. In
tanto sarà elemento essenziale lo spazio Sr di dimensione minima conte
nente il dato poligono: per cui n> t·. Ma per n=,.+ l i vertici del po
ligono sono tutti indispensabili per individuare lo spazio ambiente Sr. In 
tal caso lo studio della cfz.ne, dal punto di vista proiettivo, è infecondo 
perchè mancano i cosl detti spazi diagonali della cfz.ne. Cosl è infecondo 
lo studio proiettivo della coppia di punti su di una retta, del triangolo nel 
piano (2), del tetraedro nello spazio ordinario, del pentagono nello spazio a 

(l) VERONESE, Interprétations géontétriqltes de la théor·ù des substitutions de n lettres, par
ticuliérentent pour n = 3 , 4 , 5 , 6 en t·elation avec les grottp& de l' Hexa.gramme my1tique 
(Ann. di Mat., s. II, T. XI, pp. 93-236). 

(2) Non è inutile forse osservare che la geometria del triangolo è essenzialmente 
metrica e quindi legata alla retta all'infinito: per conseguenza, dal punto ·di vista 
proiettivo, essa non è che geometria del qnadrilatero (o del quadrangolo) piano. Analo
gamente può dirsi che la metrica del tetraedro è caso particolare di quella del pentae
dro, o del pentagono gobbo. 



U 'IA INT E RPRRT.!.ZIONE GEO METRI CA D E L GRU P P O T OT A LE DI SOSTIT UZIONI , E CC. 581 

4 dimensioni, ecc. La cfz.n• comincia a essere interessante per n = T+ 2 
percùè allora esistono gli spazi diagonali e principalmente perchè inter
v iene in questo caso la considerazione veramente feconda del gruppo di 
n ! colliueazioni che permutano in tutti i modi possibili i vert ici del po
ligono. Proseguendo ad aumentare il numero dei vertici, senza aumentare 
il numero delle dimensioni dello spazio ambiente, si può prevedere che l'in
teresse della ricerca abbia (in generale) a diminuire perchè il gruppo sud
detto manca. Il caso più interessante è dunque dato da n= T+ 2. Ecco 
perchè, nello spazio a 4 dimensioni, si presenta promettente lo studio del
l'esagono (1). Esso fu già int rapreso da Richmond in due lavori (2) nei 
quali però manca la considerazione e l'analisi del gruppo totale delle col
lineazioni che trasformano l'esagono in s'è stesso e che costituiscono la 
sorgente più viva delle proprietà geometriche inerenti alla cfz. 

Lo scritto presente è indipendente dalle ricerche di Richmond e (co
me ormai è costume) accennerò a qualche punto rilevante contenuto nelle 
pagine seguenti che lo compongono. 

Prima di tutto è chiaro che in 84 le studio dell'esagono è identico 
allo studio della cfz. composta da sei spazi, a tre dimensioni lineari, in 
posizione generica e che ho chiamato esaedro. Basta attuare la trasfor
mazione polare sispetto alla qnadrica invariante (N° 2) per passare dal
l'esagono, all'esaedro e viceversa. Cosicchè si può scegliere come cfz. ini
ziole l'uno, o l'altro, indifferentemente, come pure si potrà riferire all'uno, 
o all'altro, il linguaggio relativo ad ogni resultato. P erò, nella scelta, ho 
avuto di mira che ogni teorema fosse il più espressivo possibile dal punto 
di vista della intuizione geometrica e il servirsi dell 'esagono, o dell'esae
dro, può mutare sapore alla frase pur mantenendone la sostanza. La geo
metria dell'esagono in 84 ha delle analogie con quella dell'esagrammo mi
st ico. Ne è causa un fatto comune ad entrambe le teorie. Come ogni esa
gono ordinato di un esagrammo mistico individua la propria retta di Pa-

(l) I casi precedenti son ben conosciuti. P er r = 3 si h a la cfz. del p entagono, o del 
pentaedro, nello spazio ordinario, sulla qua le lo scritto più r ecente è l a mia Memoria 
ch e si intitola dal p entaedro (cf. Circ. Mat. Palernw, T. XXI, 1906, pp. 322-34l ì e dalla 
quale si può avere notizia dei lavori anteriori. Per r = 2 l a cfz. è quella del quadran

golo o del qua drilatero pia no. L'ultima pubblicazione in a rgomento è di BERZOLARI, 
porta il titolo: L a lentniscata pro·U tiva (Rendic. Istit. Lomb., s. II, Vol. XXXVIII, 1904, 
pp. 277-288 e ·pp 301-3 13). Fina lmen te il caso r = l è r ealizzat o da una t erna di punti 
su di una retta, con l a forma Q, con il comune gruppo hessiano, ecc. 

(2) H . W. RrCHMOND, ·On the fignre of six p oints in space of fonr dimension. Quarterly , 
No 122, 1899 , pp. 125-160. - ThP. figure fornteil from six points i 1t spau of four ilimension. 
Math. Annal. , Bd. 53, pp . 161-176. 
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scal, così (in modo non uguale, ma analogo) ogni esagono ordinato di 
un esagono completo in S4 individua, mediante la considerazione delle 3 
coppie di lati opposti, una retta che ho chiamato ancora retta di Pascal 
per ragione dell'analogia suddetta (1). La quale dà motivo a credere di 
affermarsi con altri fatti. Ad esempio ai 20 punti di Steiner in cui con
corrono, a 3, a 3, le 60 rette di Pascal dell'esagrammo mistico, fanno riscon
tro 20 rigate quadriche, a due, a due, coniugate su cui si distribuiscono 
a tre, a tre, le 60 rette di Pascal dell'esa.gono completo di S4 , eec., ecc. 

Ho destinato un capitolo alla interpretazione geometrica di tutti i sot
togruppi conosciuti del G720 totale enunciando, per ciascuno, i fatti geome
trici più salienti. Fra essi i più interessanti sono i sei G120 : ciascuno fun
ziona come gruppo totale sopra un notevole aggruppamento di cinque rette 
scelte fra le 15 diagonali di l'" specie le quali dànno luogo così a sei tali 
aggruppamenti. Del resto queste 15 rette, oppure i 15 piani duali, furono 
già considerati da altri autori. Chi vuol prenderne notizia precisa legga 
le belle pagine che il prof. Bertini dedica nel suo libro iperspaziale alla 
v: di S4 luogo delle rette che si appoggiano a 4 piani generici (2). 

Ho anche considerato le ipersuperficie invarianti rispetto a G72" e d'or
dine inferiore a sei. N o n esiste alcuno spazio lineare in variante. Esiste una 
sola quadrica invariante (alla quale abbiamo già accennato): anche le ipersu
perficie cubiche invarianti si riducono a una sola che è la v: dianzi nomi
nata e che nel seguito noi indicheremo col nome di Segre (3) dal primo 
che l'ha considerata. Esistono finalmente infinite ipersuperficie invarianti 
di 4° e 5° ordine: tanto le une quanto le altre formano un fascio. Fra le 
quartiche è da segnalare la W di Castelnovo (4) dotata di 10 rette dop
pie distribuite, a sei, a sei, sopra J O quadriche (tre su ciascuna serie rigata). 
Fra le quintiche la più notevole appare la Hessiana della v: di Segre, 
a causa delle sue linee e punti singolari, così da far ritenere possibile di 
utilizzarla per studiarne opportune sezioni con spazi a tre dimensioni, nella 
speranza di acquisire qualche esempio di superficie quintica, del nostro 
spazio che sia nuovo e interessante del lato proiettivo per il numero e la 
posizione dei punti singolari. Del resto, non è questo il solo argomento del 

( l) Anche RICHMOND considera 60 r ette collegate alla cfz. che egli chiama rette di 
PASCAL1 ma non apparisce affatto il legame di ciascuna con nn esagono ordinato: esse 
dipendono da altre considerazioni e in ogni modo sono differ enti dalle mie. 

(:1 ) E. BERTINI1 Introd-uzione alla geometria p1·oiettiva degli iperspazi, pp. 176-177. Pisa, 
Spoerri, 1907. 

(3) 8EGRE1 S11lla mrietà c1tbica con 10 p11nti i'oppi (Atti R. Ace. di Torino, 22, 1887) 
e Sulle varietà cubiche, ecc. (Mem. id. 39 (2), 1888). 

(4) CASTELNOVO, Ricerche di Geo1net1·ia. della 1·etta nello ·spazio a 4 dimensioni (Atti R· 
Istit. Veneto, T. II, s . Vlf, pp. 855-901). 
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presente scritto che sembri meritare ancora qualche considerazione ulterio
re : anche limitandosi a cercare ri sultati inerenti alla geometria del nostro 
spazio rimangono a considerarsi le proiezioni e le sezioni più opportune 
delle cfz. qui studiate. Un cosiffatto indirizzo di ricerche costituisce lo 
scopo principale delle già citate Memorie di Richmond, ma esse non esauri 
scono certo l'argomento in quistione. 

CAPITOLO I. 

Gli elementi fondamentali dell'esaedro e del suo esagono polare. 

l. Lo spazio ambiente sia lineare ed abbia quattro dimensioni. Per in
dicarlo lo chiameremo per brevità ,< spa.zio ambiente» senz'altro. Esso con
tiene punti, rette, piani e spazi lineari a tre dimensioni che saranno chia
mati spazi senz'altra qualifica. Nello spazio ambiente consideriamo sei spa
zi in posizione generica e chiamiamo esaedro la cfz.ne a cui essi dànno 
luogo. Indicheremo con S (1}, S (2}, ... , S (6) tali spazi e li chiameremo 
gli << spazi fondamentali » dell 'esaedro. 

Riferendo un punto qualunque M dello spazio ambiente a questi sei 

spazi indicheremo con xi , x2 , ••• , x6 le cordinate di M (con la condizione 

f Xi = O) e allora le eq nazioni xi = O , x2 = O , ... , x 11 = O serviranno a 

rappresentare analiticamente i sei spazi fondamentali suddetti. Due spazi 
fondamentali come S (1}, S (2} si tagliano secondo un piano che chiameremo 
«faccia >> dell 'esaedro e indicheremo col simbolo S (1 2). Esso è rappresen
tato analiticamente da xi = O , x2 = O . L 'esaedro ba dunque 15 facce. O
gni spazio fondamentale ne contiene 5. Tre spazi fondamentali come S (1}, 
f::J (2}, S (3) hanno in comune una retta che chiameremo << spigolo» dell'e
saedro e indicheremo col simbolo S (1 2 3). Essa è rappresentata analiti
comente da xi = O , x2 = O , x3 =O • L 'esaedro ha dunque 20 spigoli : o
gni faccia ne contiene 4. Finalmente 4 spazi fondamentali come S (1 ), S (2), 
S (3}, S (4} hanno in comune un punto che sarà chiamato «vertice» del
l'esaedro e indicato col simbolo S (t 2 3 4). Le sue coordinate sono dunque 
(O O O O l - l). L'esaedro ba quindici vertici : ogni spigolo ne contiene tre. 
Sopra ogni spazio fondamentale gli altri cinque individuano un pentaedro 
completo. si hanno così sei pentaedri completi di cui i vertici, gli spigoli 
e le facce sono ri spettivamente vertici, spigoli e facce dell'esaedro. 

2. Una permutazione qualsiasi, operata sopra i sei spazi fondamentali , 
individua una collineazione, nello spazio ambiente, che t rasforma l'esaedro 
in se medesimo. Abbiamo dunque così un gruppo di 720 collineazion.i che 
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indicheremo con 0 720 e rispetto al quale l'esaedro è invariante. Tali col
lineazioni possono rappresentarsi analiticamente mediante le permutazioni 
sulle Xi • .A suo tempo studieremo questo gruppo con qualche dettaglio. 
Ma fin d'ora osserveremo che esso non possiede alcun spazio lineare in
variante, giacchè l'equazione che lo rappresenterebbe dovrebbe essere li-

. 6 

neare e simmetrica nelle Xi ; essa sarebbe dunque la I Xi = O la quale 
l 

non definisce nessuno spazio perchè ad essa soddisfano, per ipotesi, le 
coordinate di qualunque punto dello spazio ambiente. Esiste invece una 
ed una sola quadrica invariante, non specializzata, che può rappresentarsi 
indi:fferentement~ con l'una o con l'altra delle due equazioni 

6 

a causa di X xi= O . Qualificheremo questa quadrica con l'aggettivo << in
l 

vaTiante » e la indicheremo col simbolo F. Si può dunque dire: 
<<Esiste una sola quadrica (atTe dinMnsioni) invaTiante rispetto al gnt]J· 

po G720 totale: essa taglia ogni spazio fondamentale dell'esaedTo secondo la 
quadt·ica (a due dimensioni) che è invariante rispetto a quel sottogruppo G120 

che .tiene fisso quello spazio (l): taglia ogni faccia dell'esaedt·o secondo la 
conica invariante rispetto a quel sottogntppo G24 che tiene fissa quella faccia (l) 
e finalmente taglia ogni spigolo dell'esaedTo nella coppia Hessiana dei tre 
vertici situati su quello spigolo (la quale coppia Hessiana è invariante t'i
spetto al sottogmppo G6 che tiene fisso tale spigolo)». 

3. - Ebbene · l'esaedro con i suoi spazi fondamentali, con le sue fac
ce, i suoi spigoli e vertici compone una cfz.ne la quale individua la sua 
polare reciproca rispetto alla quadrica F suddetta. Si perviene così ad un 
esagono i cui vertici, spigoli, facce e spazi fondamentali sono polari reci
proci rispettivamete degli spazi fondamentali, delle facce, degli spigoli e 
dei vertici dell'esaedro dato. 

I .vertici dell'esagono sono sei : le coordinate del vertice polo di S (1) 
sono (- 5, 1, l, 1; 1, l): ed è ovvio scrivere le coordinate degli altri 
cinque. Indicheremo con X (i) questi vertici. 

Gli spigoli dell'esagono sono 15. Indicheremo con X (i k ) lo spigolo che 
congiunge I (i) c9n X (k): esso è polare di S (i k). Lo spigolo X (12) può 
essere rappresentato dalle equazioni simultanee x3 = x 4 = x5 = x6 (che si 
riducono a tre indipendenti). 

(l) CIANI loc. cit., n.o 2. 
tl) BER80LARI1 loc. cit., n.o l. 
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Le facce dell'esagono sono 20. Indicheremo con ~ (i h k) la faccia in
dividuata da ~(i), ~(h), ~ (k). Essa è polare di S (i h k). La faccia~ (123) è 
rappresentata analiticamente dalle equazioni x 4 = x 5 = x 6 (che si riducono 
a due indipendenti). 

Finalmente l'esagono ha 15 spazi fondamentali. Indicheremo con 
~(i h k l) lo spazio individuato da ~ (i), ~ (h), ~ (k), ~ (l). Esso è il po
lare di S (i h k l). Lo spazio ~ (1234) è rappresentato dalla equazione x5=x6 • 

È poi evidente che essendo generico l'esaedro, anche l'esagono pola.re 
è generico e si potrebbe manifestamente partire dall 'esagono per definire 
l'esaedro. Per cui tutta la cfz.ne che ci proponiamo di considerare ammette 
per così dire come nuclei di origine l'esaedro e l'esagono suddetti polari 
reciproci rispetto alla quadrica F. Qualificheremo l'uno e l'altro con l'ag
gettivo <<fondamentale>>. 

C.&.PITOLO II. 

Gli elementi diagonali. 

4. -- Combinando in vario modo gli elementi fondamentali dell'esae
dro e dell'esagono si ottengono punti, rette, piani e spazi i quali chiame
remo « diagonal·i >> per analogia a elementi così chiamati e inerenti al qua
drangolo e quadrilatero del piano, e al pentaedro e pentagono dello spa
zio a tre dimensioni. Se non che nel caso dell'esaedro e dell'esagono at
tuali questi elementi sono tanti e tali da consigliare una scelta. Noi pre
senteremo al lettore quelli che sembrano i più notevoli in riguardo a con
siderazioni ulteriori, contenute nel presente scrittQ. Intanto le definizioni 
che siamo per dare sono legate al concetto di elementi << opposti». Un ver
tice e una faccia dell'esaedro si diranno opposti quando la faccia è comune 
ai due spazi fondamentali che non passano per il vertice. Due spigoli 
dell'esaedro si diranno opposti quando non esi stono in un medesimo spazio 
fondamentale. Ebbene lo spazio individua.to da un vertice e dalla faccia 
opposta si chiamerà << spaz·io diagonale di 1• specie». Così ad es. S (1 2 3 4) 
e S (5 6) individuano lo spazio diagonale di 1 .. specie rappresentato da 
x 5 + a-6 =O e che indicheremo con LI (56). Esistono 15 tali spazi. Ana
logamente: lo spazio individuato da due spigoli opposti dell'esaedro come 
S (1 2 3), S (4 56) sarà chiamato <<spazio diagonale di 2a specie>> e indi
cato con l'uno, o l'altro, dei due simboli equivalenti LI (1 2 3), ovvero LI (4 56). 
L'equazione è xi+ x 2 + x3 =O, ovvero la sua equivalente x4 + x5 + x6 =O. 
Esistono 10 tali spazi. Finalmente chiameremo « spazi diagonali di aa spe

cie» quelli rappresentati da equazioni del tipo xi+ x2 = x3 + x4 • n sim
bolo relativo sarà LI ( 12, 34). Esistono 45 tali spazi. 
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5. - Chiameremo punti diagonali gli elementi polari dei precedenti 
rispetto alla quadrica F. Così, premessa la definizione di elementi opposti 
dell'esagono (dualmente a quella data innanzi per l'esaedro), si chiamerà 
punto diagonale di l" specie quello comune a X {l 2 3 4) e allo spigolo 
opposto X (5 6). Indicheremo con D (5 6) un tale punto: le sue coordinate 
sono {l l l l - 2 - 2). 

I punti diagonali di prima specie sono 15. 
Prese invece due facce opposte dell'esagono, come X (1 2 ~), X (4 56) 

si chiamerà « pttnto diagonale di 2a specie >> il loro punto comune. Sarà 
indicato con l'uno, o l'altro, dei due simboli equivalenti D (12 3), ovvero 
D (4 5 6). Le coordinate sono (1 , 1, 1, - l, -l, -1). Esistono 10 punti 
diagonali di 2• specie. 

Finalmente: esistono 45 punti diagonali di 3• specie. Il simbolo è 
D (·i h, k l), e ad esempio D (12, 34) ha per coordinate (1, 1, -1, -1, o, 0). 

Sono così accoppiate tre specie di spazi diagonali e tre specie di 
punti diagonali secondo la polarità rispetto alla quadrica F. I simboli 
rispettivi sono caratterizzati dalle lettere ,1 e D. 

6. - In modo analogo accoppieremo ora piani e rette diagonali ca
ratterizzando i primi col simbolo B e le seconde col simbolo d e distin
guendo tre specie. 

Ch iameremo «piani diagonali di 1a specie>> quelli individuati da e
quazioni del tipo x1 + x2 = O, x3 + x4 = o, x5 + x6 = O, notando bene che 

6 

tali equazioni si riducano a due indipendenti a causa di X xi = O. Il sim-
1 

bolo corrispondente sia B (12, 34, 56). Esistono 15 tali piani. 
Chiameremo piani diagonali di 2 3 specie quelli rappresentati da equa

zioni del tipo x1 = x 2 , x 3 = x 4 ; cioè la intersezione di due spazi fonda
mentali dell'esagono aventi due vertici comuni. Il simbolo relativo sia 
B (12, 34'. Essi sono in numero di 45. E finalmente chiameremo «piani 
diagonali di 3a specie >> quelli rappresentati da equazioni del tipo x 1 =O, 
x2 + x 3 =O. Il simbolo sia B (1, 23). Essi sono 60. Gli elementi polari 
rispetto a lJ' delle tre specie di piani diagonali ora descritti si chiame
ranno ordinatamente «rette diagonali di 1a, 2a, 3a specie indicandole con 
i simboli rispettivi: d (i h, k l, m n) ; cl (i h, k l); d (i, h k). Si hanno dun
que 15 rette diagonali di l,. specie; 45 di 2.. e 60 di 3• . 

7. - È utile avvertire che, fra gli elementi diagonali ora introdotti 
figurano tutti quelli che con questo nome si presentano nei sei pentaedri 
fondamentali completi di cui è parola alla fine del n° l. Adottando le 
denominazioni della mia Memoria sul pentaedro si vede che i piani, le 
rette e i punt i diagonali dei sei pentaedri suddetti sono ordinatamente: 
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i piani diagonali di 3"' specie, le r ette diagonali di 2a. e i punti diagonali 
di 3"' della cfz.ne attuale. 

Nel quadro della pagina seguente sono riuniti, per comodità del let· 
tore, gli elementi diagonali sin qui descritti. 

ELEMENTI LINEARI DELLA CONFIGURAZIONE DIAGONALE 

POLARITÀ RISPETTO ALLA QUADRICA F. 

15 spazi diagonali di l a specie 

LI ( 12) · xi + x2 =O 
15 punti diagonali di l"' specie 

D {12) = (-2, ---2, 1, 1, 1, l) 

10 punti diagonali di 2"' specie 
D (123) ovvero D (456) 
= (1, l, l , -l, -l, -l) 

N 
~ 
A 45 spazi diagonali di 3" specie 

w\ LI (12, 34); xi + x2 = x3 + x4 

45 punti diagonali di 3"' specie 
D (12, 34) = (1, l , - l, -l, O, O) 

15 piani diagonali di l a specie 
a (12, 34, 56) 

(xi fx2=0, x3+x4=0 , x5+:r,6 =0) 

45 piani diagonali di 2"' specie 
15 (12, 34); (.rt = x2 , x3 = x4) 

60 piani diagonali di 3"' specie 

-a(t, 23); (xi = O; x2 + x 3 =O) 

NB.: LI è simbolo di spazio diagonale 
a >> piano >> 

15 rette diagonali di l" specie 
d (12, 34, 56) 

(l+ l, l+ l, -l, - l, -l, -l) 

45 rette diagonali di 2"' specie 
d (12, 34) 

(1, -1, 1, -l, O, O) 

60 rette diagonali di 3" specie 
d (1, 23) 

(-5+1, 1- 21, 1 - 21, 1+1, 1+1, l+ll 

NB.: l è un parametro 
D è simbolo di punto diagonale 

• . . d ~ » retta >> 

CAPITOLO III. 

La configurazione diagonale. 

8. - Ci proponiamo ora di mettere in rilievo i più notevoli legami 
geometrici che vincolano fra di loro gli elementi diagonali introdotti nel 
capitolo precedente. Intanto cominceremo dal notare come, mediante la con
siderazione degli spazi diagonali di l"' specie, si possa, dall'esaedro costruire 
facilmente l'esagono, senza ricorrere alla polarità rispetto alla quadrica in-
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variante. Basta semplicemente osservare che i due spazi fondamentali del
l'esaedro, passanti per una faccia qualunque, sono separati armonicamente 
dallo spazio diagonale di 1"- specie e dallo spazio fondamentale dell'esa
gono passanti per quella medesima faccia. Un tale gruppo, armonico, è ad 
es. S (1), S (2), LI (l 2), ~ (3 4 5 61• Ecco dunque come si può descrivere 
la costruzione cercata : 

Dato l'esaedro, si osservi che pe·r una sua faccia qttalunqtte passano dtte 
spazi fondamental·i e uno spazio diagonale di 1" specie. Ebbene, si costruisca, 
JICr qttellct fcwcia, lo spctzio conittgato armonico dello spazio diagonale r·ispetto 
ai dtte fondamentali suddetti, e si ripe:a qtwstct cosfrttzione per tutte le facce 
suddette. Si tt·overanno così 15 spazi i qtwli vengmw a pa.ssare, a 10, a 10, 
pm· sei ptmti ve1·tici dell'esagono polaTe t·ichiesto >>. 

9. - Consideriamo una retta diagonale di l"' specie come ad es. la 
d (l 2, 3 4, 5 6). Dalla rappresentazione parametrica risulta immediatamente 
che essa contiene i 6 punti D (12), D (3 4), D (56); D (12, 3 4), D (12, 56); 
D (3 4, 5 6) e che D (1 2) è coniugato armonico di D (3 4, 5 6) rispetto alla 
coppia D (3 4}, D (56), ecc. Dunque si può dire: 

« Ogni retta diagonale di 1" specie contiene sei punti diagonali e cioè 
tre di 1" spe<tie e tre di 3" specie. Queste dtte tm·ne si àedtwono l'una dal
l'altra costt·umtdo il qum·to annonico di un punto dell' ttna rispetto ai due 
t·imanenti. Set·vendos·i di un lingttaggio ben noto si può dire che le due terne 
sono ciascuna la fonna Q dell'altt·a (1). ll comtme gruppo Hessiano è costi
twito dalla coppia di pttnti d' incontt·o della. t·etta diagonale in parola con la 
quadr·ica F ». 

10. - Nello spazio ambiente è chiaro che tre rette in posizione gene
rica a-mmettono una sola trasversale comune. Si considerino allora tre lati 
dell'esagono fondamentale non aventi, a due, a due, in comune alcun ver
tice: ad es. ~ (1 2), ~ (3 4), ~ (56 '. Sopra ~ (1 2) esiste D (12); sopra 
~ (3 4) esiste D (3 4); sopra ~ (56) esiste D (5 6); ma D (1 2), D (3 4), 
D (56) esistono a loro volta sopra d (1 2, 3 4, 56) secondo il numero pre
cedente. Tale trasversale è quindi precisamente d (1 2, 3 4, 56). Si ha dun
que il risultato : 

<<I lati dell'esagono lJossono t'aggrupparsi in quindici terne così che ·i 3 
lati di ciascttna terna non abbiano, a due, a due, vertici cotnuni : ogni tenta 
ind·iv·idua tma ed ttna sola tt·axversale comune alle rette della terna: si tro
vano, in tal gnisa, 15 t·rosversa.li che costituiscono le 15 diagonali di 1" spe
cie. I punti cl-i appoggio di esse con i lati suddetti, sono i 15 punti diago
nali di 1" specie >>. 

(1) et. P· es. CLEBSCH-LINDEMANN. Vol. I, pag. 275. 
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11. - Per il punto D (l 2}, passano d (l 2, 3 4, 56); d (l 2, 3 6, 4 5); 
d (l 2, 3 5, 4 6) le quali esistono tutte tre in }; (3 4 5 6). D'altra parte 
d (l 2, 3 4, 5 6) contiene D (l 2}, D (3 4} , D (56). Si ha perciò: «I 15 p~tnti 

e le 15 t·ette diagonali eli Ja specie compongono ttna cjz. (153 , 153) cioè tale 
che ogni Tetta contiene tTe pttnti e pe1· ogni punto pa.ssano 3 Tette. Le 3 rette 
della cfz. che passano p eT ttn p~mto esistono iu tmo spazio fondamentale 
dell'esagono». 

12. - Uno spazio diagonale di 2" specie, come LI (l 2 3), contiene sei 
rette diagonali di l" specie che noi divideremo nelle due terne seguenti: 

d (1 4, 2 5, 3 6) ; 
d (1 4, 2 6, 3 5) ; 

d (1 5, 2 6, 3 4) ; 
d (l 5, 2 4, 3 6) ; 

d (l 6, 2 4, 3 5) 
d (1 6, 2 5, 3 4) . 

È facile constatare che due di tali 6 rette s'incontrano, o no, a se
conda che appartengono, o no, a terne differenti. Quindi: 

« Ogni spazio d·iagonale di 2a spec·ie contiene sei rette diagonali di 1a 

specie le qua.li si div idono in dtte terne appa.rtenenti a dtte serie 1·igate coniu
gate su di una medesima quadt·ica >>. 

Si hanno cosl 10 di queste quadriche (a due dimensioni). Le indiche
remo con Q (i h k). Sopra Q (l 2 3), o Q (4 5 6 ) (che è lo stesso) esistono 
quelle sei rette d (i h, k l, 1n n) i cui simboli binari i h, k l, m n portano 
ciascuno uno dei tre simboli 1, 2, 3 e uno dei tre, 4, 5, 6. 

13. - Un piano diagonale di 3" specie come l) (l, 2 3) contiene i sei 
punti diagonali di 3" specie seguenti : 

D (2 5, 3 6) ; D (2 6, 3 5); D (2 4, 3 6); D (2 6, 3 4); D (2 4, 3 5); D (2 5, 3 4). 

D'altra parte tale piano è anche diagonale per il pentaedro che viene 
individuato sopra S (1} dagli altri 5 spazi fondamentali dell'esaedro e i 6 
punti precedenti sono diagonali pure per il pentaedro e quindi esistono su 
di una conica (cf. la mia Memoria «sul pentaed1·o » n° 18). Dunque: 

<<I 45 punt·i diagonal·i di 3a specie esistono, a 6, a 6, sopra 60 coniche 
giacenti nei 60 piani diagonali di 3a specie >>. 

Una diagonale di 2" specie come d(12, 34) contiene i due punti dia
gonali di 3" specie seguenti: D (13, 24), D (14, 23) e i due vertici dell'e
saedro S (1256), 8 (3456). Finalmente una diagonale di 3& specie come 
d (1, 23) contiene ~ (1), che è un vertice dell'esagono fondamentale, e il 
punto D (23) che è diagonale di 1 a specie. 

CAPITOLO lV. 

Le 60 rette di Pascal dell'esagono fondamentale. 

14. - Come già abbiamo dichiarato nelle brevi pagine che hanno 
servito a guisa d ' introduzione al presente scritto, l'esagono fondamentale 
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individua 60 rette inerenti ai suoi 60 esagoni ordinati che hanno analogia 
con le 60 rette di P ASOAL dell'esagrammo mistico. E l'analogia è tale da 
ritenere opportuno di conservare la denominazione. Ecco come possono 
presentarsi queste rette: indichiamo con 2:' ( 123456) l'esagono ordinato i 
cui vertici si susseguono nell'ordine indicato dalla permutazione circolare 
chiusa in parentisi. Poi si osservi che presi due lati opposti come 2:'(12\, 
2:' (45) e la retta che passa per i vertici rimanenti, cioè la 2:' (36), esiste 
la diagonale di la specie d (12, 45, 36) appoggiata a tutte e tre le rette 
suddette (0 10) essendo D (12), D (45), D (36) i punti di appoggio. Dopo 
di che si costruisca il coniugato armonico di D (36) rispetto a D (12), . 
D (45) ossia (n° 9) il punto D (12, 45). Così dai lati opposti 2:' (12), ~ (45) 
si è pervenuti a costruire D (12, 45). In ugual modo dalle altre due coppie 
di lati opposti si perviene a D (23, 56), D (34, 61). Ebbene dico che i tre 
punti: 

D (12, 45); D(23, 56); D (34, 61) 

sono in linea retta che sarà chiamata retta di P ASOAL del dato esagono 
ordinato. Per dimostrare questa affermazione, basta ricorrere alla collinea
zione (135) (246) la quale subordina, in Il (123), una collineazione biassale 
a periodo tre (cf. il n° 20) e poi osservare che i tre punti suddetti esi
stono in Il (123) e vi compongono un ciclo : essi dunque stanno su di una 
retta (unita per la collineazione nominata). Questa retta è vincolata al con
siderato esagono ordinato ~ (123456) e la indicheremo col simbolo p 
(123456). 

Esistono dunque 60 rette di PASOAL in tutto. 
Riunendo a-llora il resultato attuale con quello del u0 10 si può enun

ciare il teorema seguente: 
<<I 45 pttnti diagonali di 3a specie giacciono, a 3, a 3, sop1·a 75 rette: 

15 di esse sono le 15 diagonali d.i 1a specie, le 60 1·i1nanenti sono le 60 ret
te di P ASOAL dei 60 esagoni ordinati contenuti nell'esagono completo fonda
mentale >>. 

15. Quand'è che due rette di P ASCAL s'incontrano ' Ciò accade, ma
nifestamente, quando gli esagoni ordinati relativi hanno una coppia comu
ne di lati opposti, chè allora il punto comune alle due rette è diagonale 
di 3a specie. Ma possono anche incontrarsi in lill altro caso: basta che i 
dùe esagoni abbiano in comune una coppia di vertici opposti e i lati con
correnti io questi vertici. Così s'incontrano 

p (l 2 3 4 5 6) ' p (1 2 3 6 5 4) 

e le coordinate del punto comlme sono (l, 2, l, -l, - 2, -l). Es
so è, sulla prima, il coniugato armonico di D (34, 61) rispetto a D (12, 45). 
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e D (23, 56) e, sulla seconda, il coniugato armonico di D (36, 14) rispetto 
a D (12, 56), D (23, 54). N e segue che la p (123456) incontra, fuori dei punti 
diagonali di 3• specie, le altre tre rette seguenti : 

p (1 2 3 6 5 4)' p (1 4 3 2 56)' p (1 6 3 4 5 2). 

D'altra parte per D (12, 45) passano le 4 rette seguenti : 

p (1 2 3 4 5 6)' p (l 2 6 4 53)' p (1 2 3 54 6)' p (1 2 6 54 3). 

Dunque: << Una 1·ettct di PASCA.L ne incont1·a alt1·e 12. Di qtteste, 9 so
no incontmte (a t1·e, a tre) nei tre pttnti d·iagonali di aa specie esistenti sulla 
retta nmninata: le t1·e 1·i1nanenti sono incontrate nei tre punti coniu,gati ctr
monici di ciascuno dei pt·ecedenti t·ispetto agli altt·i dtte >>. 

16. Tenendo conto di questi resultati si vede che le due terne seguente 

p (l 2 3 4 56); p (l 4 3 6 52); p (1 6 3 2 54) 

p (1 2 3 6 5 4) ; p (l 4 3 2 5 6) ; p (1 6 3 4 5 2) 

appartengono a due serie rigate coniugate di una medesima quadrica che 
è Q (135) (cf. il n° 12). I sei esagoni relativi sono quelli che hanno per 
vertici alternati 135 ; 246. Si ha quindi : 

<<Le 60 re/te d-i Pasca! appartengono, et 6, a 6, alle stesse qttad1·iche 
Q (i h k) a. cui appm·tengono ptu-e, a 6, a 61 le 15 diagonali di 1a specie e, 
come qttest' ultime, stt c·iascuna eli tali quadriche, esse si dividono in due ten~e 

appa.t·tenenti alle due serie rigate coniugate >>. 
Per ogni diagonale di l a specie, comune d ( 12, 34, 56), passeranno 4 

quadriche Q (i h k) e cioè Q (135), Q (136), Q (145), Q (146). Invece per 
ogni retta di Pasca!, ccme p (123456) passa la sola Q (135 ). 

17. - Esistono 4 esagoni che hanno i medesimi vertici opposti 14, 
25, 26. Le rette di Pascal sono le seguenti : 

p (12 3 4 56) che contiene : D (12, 45), D (23, 56), D (34, 61) 

p (15 3 4 2 6) )) >> D (15, 42), D (53, 26), D (34, 61) 

p (1 2 6 4 53) >> » D (12, 45), D (26, 53), D ~ 64, 31) 

p (15 6 4 2 3) )) » D (15, 42), D (56, 23), D (64, 31) 

quindi queste rette e questi punti sono lati e vertici di un quadrilatero 
completo esistente in S (14, 25, 36), cioè : 

<<Le 60 rette di Pasca! esistono, a 4, a 41 nei 15 piani diagonali di 
1a specie: il quaclrilatero che esse compongono, in ciascttno di tali piani, ha 
per vet·tici i sei punti diagonali di aa specie che qttel piano contiene>>. 

18. - La cfz. dell'esagono fondamentale procede manifestando altri 
punti di contatto con quella dell'esagrammo mistico. Così sarebbe facile 
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vedere che i 20 punti di Steiner dell 'esagrammo hanno il loro riscontro 
nelle 20 serie rigate (coniugate a due, a due) delle lO quadriche Q (i h k). 
Ma l'indagine ulteriore di quest.e analogie ci porterebbe troppo fuori del 
cammino che ci siamo proposti. Piuttosto passeremo adesso ad esaminare 
la struttura delle collineazioni componenti il G720 totale. 

CAPITOLO V. 

Le collineazioni componenti G 120-

19. - Descriveremo queste collineazioni classificandole secondo il 
valore numerico del loro periodo . Ogni collineazione decomporremo in cicli 
effettuati sugli spazi fondamentali dell'esaedro, e per semplicità seri v eremo 
i cicli effettuati sugli indici 1, 2, 3, 4, 5: 6. Così ad esempio il simbolo 
(123) rappresenterà la collineazione .che attua la permutazione circolare 
S (l) S (2) S (3) e lascia fissi S (4), S (5), S (6). 

Periodo uguale a 2. Esistono le tre specie seguenti: 

(1 2)' (l 2) (3 4), (l 2) (3 4) (56). 

Ma prima di descriverle separatamente faremo la seguente osserva
zione che vale per tutte. Siano S,., S4_r_1 gli spazi di punti uniti (con 
,. < 4) e P P' due punti corrispondenti. Siccome il periodo è due, la retta 
P P' è unita e quindi ha un punto, M, comune con Sr e uno, N, con 
84-r-1 in guisa che M N P P' è un gruppo armonico. Vale dunque la se
guente costruzione che serve a trovare P' quando si conosca P. Si con
giunga S,. con P mediante 1'Sr+1 che li contiene e si determini il punto 
M comune a tale Sr+t e all' 8 4_,._1 : sia N il punto comune alla retta M P 
e a Br (punto che sicuramente esiste perchè la retta Sr esistono in Sr+1): 

il coniugato armonico di P rispetto ad llf N è il punto P' cercato. 
Ciò premesso esaminiamo la l"' specie (12). Si ha r == O. È punto unito 

S (3 4 56), è spazio di punti uniti ~ (3 4 56). La costruzione generica dianzi 
indicata, applicata a questo caso particolare, dimostra la opportunità di 
chiamare omologie armoniche le collineazioni di questa specie che sono 15. 
I centri di omologia sono i vertici dell'esaedro : gli spazi di omologia so
no gli spazi fondamentali dell'esagono. 

La 2" e la 3• specie si possono invece paragonare alle involnzioni 
gobbe del nostro spazio e noi lo chiameremo appunto con tale nome. Il 
luogo dei punti uniti della involuzione gobba (12) (34) è costituito dalla 
retta diagonale di 2" specie d (12, 34) e dal piano polare relativo 8 (12, 
34). Le collineazioni di questa specie sono 45. 

Invece il luogo dei punti uniti detla (12) (34) (56) è composto della 
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retta diagonale di l a specie d (l 2, 3 4, 5 6) e del piano polare ~ (l 2, 3 4, 
5 6). Le collineazioni di questa specie sono 15. 

20. - Pet·iodo ug1tale a 3. Esistono le due specie seguenti : 

(l 2 3); (l 2 3) (4 5 6). 

Nella prima sono punti uniti tutti quelli di 2: (4 5 6) e i punti d'in
contro di S (4 5 6) con la quadrica F. Le collineazioni di questa specie 
sono 40 e, a due, a due, inverse l'una dell'altra. 

N ella 2• : è unito 11 (12 3) e in esso (n° 12) Q (12 3). Le due terne se
guenti sopra Q (l 2 3) 

d (l 4, 2 6, 3 5), d (2 5, 3 4, 16), d (3 6, l 5, 2 4), 

d (1 4, 2 5, 3 6), d (1 5, 2 6, 34), d (l 6, 2 4, 3 5), 

sono unite, ma le rette della l a terna vengono permutate circolarmente, 
quella della 2• sono invece mantenute fisse dalla collineazione in parola. 
Dunque si può dire che il luogo dei punti uniti è costituito dalle due 
rette che compongono la coppia Hessiana della prima terna e da D (1 2 3), 
punto diagonale di 2• specie, polo di LI (1 2 3). In LI (1 2 3) viene a subor
dinarsi una collineazione biassiale, a periodo tre, di cui gli assi sono le rette 
Hessiane suddette. 

Le collineazioni di questa specie sono 40 (a due, a due inverse una 
dell'altra). 

21. Periodo uguale a 4. Si banno le due specie: 

(1234); (1234)(56). 

Sono punti uniti della prima tutti quelli della retta ~ (5 6) ehe è uno 
spigolo dell'esagono fondamentale: fuori di questa retta sono uniti i due 
punti d'incontro di d (1 3, 2 4) con la quadrica F e il punto diagonale D (l 3, 
2 4). Le collineazioni di questa specie sono 90 (a due, a due inverse). 

Passiamo alla 2• specie : 

(l 2 3 4)(5 6). 

Essa possiede la retta individuata dai due punti D (1 3 5), D (1 3 6) co
me luogo di punti uniti. Fuori di questa retta è unito D l56) e sono uniti 

punti d'incontro di d (l 3, 2 4) con F . 
.Anche le collineazioni di questa specie sono 90 (a due, a due inverse). 
22. Periodo ugttale a 5. Si ha una sola specie : 

{l 2 3 4 5). 

È punto unito ~ (6). N ello spazio polare S (6) si viene a subordinare 
una collineazione, a periodo 5, che opera sul pentaedro completo le cui 
facce sono: S (l 6), S (2 6) S (3 6), S (4 6), S (5 6). Valgono quindi le con-

CUIU . 38 



n~,;a:earo 

ne su ordinata ha soli 4 punti 
eme a I (6) costituiscono i cinque punti uniti della colli

neazione considerata. 
Il numero di queste collineazioni è 144 (a due, a due inverse). 
23. Periodo nguale a 6. Esistono le due specie: 

(123456); (123)(45). 

La l"' possiede 5 soli punti uniti che sono: D {l 3 5) e i 4 punti d'in
contro di JjJ con le due rette d (l 4, 2 5, 3 6), p (1 2 3 4 5 6), di cui la l"' è 
diagonale di l"' specie e la 2"' retta di P .A.SO.A.L dell'esagono ordinato 
~(12 3 4 56). 

Le collineazioni di questa specie sono 120 (a due, a due inverse). 
Quanto alla 2"' si vede che è luogo di punti uniti la retta che passa 

per i due punti D (123) e ~ (6). Fuori di tale retta sono uniti tre punti 
e cioè S (l 2 3 6) e i punti d'incontro di S (4 5 6) con F. 

Anche le collineazioni di questa specie sono 120 (a due, a due inverse). 

CAPITOLO VI. 

Descrizione del sottogrnppi di G720 che non lasciano fisso alcun vertice del
l'esagono (o alcuno spazio fondamentale dell'esaedro). 

24. In questo capitolo ci proponiamo la descrizione di quanto è prin
cipalmente inerente ai sottogruppi di G720 • Tralasceremo però quelli di 
essi che lasciano fisso qualche spazio fondamentale dell'esaedro (e quindi 
qualche vertice dell'esagono) giacchè la rappresentazione geometrica ùi tali 
gruppi è ovvia, o sulla retta, o sul piano, o nello spazio a tre dimensioni. 

Ci occuperemo dunque sistematicamente di quei sottogruppi che non 
lasciano fisso nessuno spa.zio fondamentale e li classificheremo a seconda 
dell'ordine, cominciando dagli ordini più bassi e salendo, a mano, a mano, 
ai più alti. A tale scopo seguiremo la nota tabella di CAYLEY {l) tenendo 
conto delle correzioni apportatevi da COLE (2). 

25. - Ordine t'gtutle a 2. Esiste una sola specie G~ che è 

!(l 2) (3 4) (5 6W; t·= 1, 2. 

Il gruppo è ciclico: vale quindi il n• 19. 

(l) A. CAYLEY, On the su11stitutilm groups for two, three, jour, five, si:!;, seven and eight 
lettera. The Qnarterly Jonrnal of Math., Vol. XXV, pp. 82-83. - Veggasi anche; 

(2) l. N. CoLE, Note on th6 aubstitution gro·ups of ~tfu;, aeven at~à eight lettera. Hnlletin of 
the New-York Mat. Soc. Vol. II, pp. 184-190 (1883). 

----
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Il gruppo è dispari. Il sottogruppo pari massimo è 1' identità. Il nu
mero di questi gruppi è 15. 

26. - Ot·dine uguale a 3. Esiste una sola specie G! che è 

j(l 2 3) (4 5 6) j,.; r = 1, 2, 3. 

Anche questo è ciclico e quindi veggasi il n° 20. 
Il gruppo è pari. Il numero è 20. 
27. - Ordine 1tguale a 4. Esistono 4 specie che descriveremo separa

tamente. 

Ia specie G! : 

(1 2) (3 4) (5 6); (1 3) (~ 4) (5 6); (l 4) (2 3) ; I 

dove con I si indica la identità. 
Il gruppo si può generare con due qualsiasi delle sue prime tre colli

neazioni (fra quelle scritte). Sono punti invarianti tutti quelli della retta che 
unisce D (14 5) con D (l 4 6) e gli altri tre : D (5 6), D (t 2, 3 4), D (l 3, 2 4). 
Il gruppo è dispari. È sottogruppo pari massimo j(14) (2 3W; r = 1, 2. n 
numero di questi gruppi è 45. 

IIa specie G~ : 

(l 2) (3 4) (5 6); (1 2) (3 4) ; (5 6) ; I. 

Generando il gruppo con la l a e la 3• collineazione si trova che sono 
invarianti tutti i punti delle due rette d (l 2, 3 4, 5 6); d (1 2, 3 4) e inoltre 
il punto S (1 .2 3 4). Il gruppo è dispari. Il sottogruppo pari massimo è 

i(l 2) (3 4W: r = 1, 2. n numero è 45. 

IIIa specie G~ : 

(12) (3 4); (l 2) (56); (3 4) (56); I. 

Generando il gruppo con la l a e la 2a. collineazione si vede subito 
che sono invarianti tutti i punti di d (1 2, 3 4, 5 6), e inoltre S (l 2 3 4), 
S (1 2 5 6), S (3 4 5 6). Il gruppo è pari. n numero è 15. 

I va specie. G!v : 
j(l 2 3 4) (5 6) j,.; r = l, 2, 3, 4. 

Il gruppo è ciclico. Veggasi dunque il nO 21. 
Il gruppo è pari. Il numero è 45. 
28. - Ordine uguale a 6. Esistono 3 specie. 
Ia specie G! : 

(l 2 3 4 5 6)'" ; r = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
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n gruppo è ciclico. Veggasi dunque il n° 23. il gruppo è dispari. È 
sottogruppo pari massimo G! . n numero è 60. 

IIa specie. G~: 

j(l 2 3} (4 56} jr; 1' = l, 2, 3}; (l 2) (4 5); (~ 3} (5 6}; (3 l} (6 4). 

È invariante il solo punto D (l 2 3). n gruppo è pari. 
Il numero è 60 (triplo di quello dei G~). 

III specie. qn : 
1(123) (456W; r = 1, 2, 3 ; (14} (26) (35) ; (25) (34) (16); (36) (15) (24) . 

E' invariante il solo punto D (123). Il gruppo è dispari. 
E' sottogruppo pari massimo G! . Il numero è 20. 
29. - Ordine uguale a 8. Esistono sei specie: esse provengono dal

l'associare due G 4 di specie diversa in tutti i sei modi possibili. 
]a specie G! . Si associ il u! del n° 27 col G~ seguente: 

(l 4} (2 3) (56); (l 4} (2 3); (5 6); I 

e si avrà il cercato u! . Esistono i seguenti 5 punti invarianti : 

D (1 3, 2 4), D (1 2, 3 4}, D (1), 2 3}, D (56), 8 (l 2 3 4). 

Il gruppo è dispari : il sottogruppo pari massimo è 

(l 2) (3 4); (13}(2 4}; (l 4)(2 3); I. 

Il numero è 15. 
IIa speeie (}li . Si associ il G! solito del N° 27 col G!II seguente: 

(l 4) (2 3); (1 4)(5 6); (2 3)(5 6); I. 

I punti invarianti sono i tre seguenti : 

8 (l 2 3 4}; D (l 4, 2 3); D (56}. 

Il Glf è dispari. È sottogruppo massimo il G~1 precedente. Il nume
ro dei ~~ è 45. 

IIIa S'l'lecie G
8
III. il medesimo G1 del N° 27 associato col G1V se-r 4 4 

guente : 1 (1 2 4 3) (5 6) !r, ,. = 1, 2, 3, 4 dà luogo al G~11 ora cercato. Sono 
invarianti tutti i punti della retta che unisce D (l 4 5) con D (14 6) e inoltre 
D (56). Il Glf1 · è dispari. Il sottogruppo pari massimo è il G!v precedente. 
Il numero dei ~11 è 45. 

l va specie G~V . Esso proviene dall'associare i due G~ e ~ del 
N° 27. Sono invarianti tutti i punti della retta d tl2, 3 4, 56) e inoltre: 
8 (l 2 3 4}, 8 (l 2 5 6), 8 (3 4 5 6). Il G~v è dispari. È sottogruppo pari 
massimo G~ . Il numero dei G~V è 15. 
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va specie G~. Si associ il G!1 del N° 27 col seguente G!V: 

j (l 3 2 4) (5 6) !r, t• = 1, 2 , 3, 4. 

Sono in varianti i 5 punti seguenti: S (l 2 3 4), D (l 2, 2 4), D (56) e i 
punti d ' incontro di d (l 2, 3 4) con F . Il G: è dispari. È sottogruppo pari 
massimo il G!v precedente. n numero è 45. 
VIa specie G:1 • Finalmente associando il G!v del N° 27 col seguente G!II: 

l (l 3) (2 4); (13) (5 6); (2 4) (5 6); I ! si otterrà il richiesto Gi1 • Sono 
invarianti i tre punti 

S (l 2 3 4); D (l 3, 2 4); D (56). 

Il G!II è pari. Il numero è 45. 
30. Online ?tglutle a 9. Esiste una sola specie G~. Un tal gruppo 

è il prodotto di due Ga. Basta ad esempio molt iplicare (l 2 3)r per (4 5 6)T, 
r = 1, 2, 3 in tutti i modi possibili. Sono punti invarianti D (1 2 3) e i 4 
punti d ' intersezione di S (12 3 ~ , S(4 56) con F. n G; è pari. Il numero è 10. 

31. Ordine uguale a 12. Esistono due specie. 
Ia specie. G~2 • P er ottenere questo gruppo basta aggiungere al G! se

guente (N° 28) : (123456)r r = l, 2, 3, 4, 5, 6) la collineazione (l 2) (4 5) (3 6) i 
di cui simboli si ottengono scegliendo d ne lati opposti dell'esagono 12 3 4 56 
e i due vertici rimanenti. Esiste un solo punto invariante che è D (1 3 5). 
Il G~2 è dispari. È sottogruppo pari massimo un G!1 • il numero è 60. 

IIa specie. G~ (considerato da C oLE, ommesso da CAYLEY). Per ge
nerare un tal gruppo si assuma il seguente G!'I : 

(14) (25); (25) (36); (36) (14); I 

e vi si aggiunga la collineazione (l 2 3) (4 5 6) che lo trasforma in se stesso 
e si troverà il cercato Gg. Sono invarianti i punti d ' incontro di d (1 4, 
2 5, 3 6) con la F. n Gg è pari. Il numero è 15. -

32. Ordine 7tg7tale a 16. Si lta una sola specie (if
6

• 

Esso può otteners i aggiungendo al G:1, del N° 29, la collineazione 
(56). Sono invarianti i medesimi punti che sono tali rispetto al Gr sud
detto e cioè 

S (1 2 3 4) ; D (l 3, (2 4); D (5 6). 

Il G~6 è dispari. È sottogruppo pari massimo Gr . 
n numero dei G1

6 
è 45. 

l . 

33. O·rdine uguale et 18. Si hanno tre specie. 
Ia specie : G~~ . Esso può riguardarsi come il prodotto del gruppo 

totale sopra 1, 2, 3 per (4 5 6)r 1· = 1, 2, 3. Il Gf
8 

è dispari, essendo sotto
gruppo pari massimo il G; del N° 30. Tenf'ndo conto di questa circostanza 
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si vede che i punti invarianti, rispetto all'attuale G~8 , sono i due punti 
d ' incont ro di S (123) con la quadrica F e il punto D (1 2 3). 

n numero dei G :
8 

è 20. 
I [ a specie : G~~ . Per ottenerlo si faccia il prodotto del gruppo to

totale sopra 1, 2, 3 per il gruppo totale sopra 4, 5, 6 e dopo si scelgano 
le sostituzioni pari. Si t rova così il cercato Gi~ che riesce un gruppo pari. 
È sottogruppo invariante il G~ del N° 30. Onde si deduce che esiste un 
sol punto invariante rispetto a G~~ ed è D (1 2 3). 

n numero dei G~~ è 10. 
IIIa specie: G~l! . Si aggiunga al G~ del N° 30 una collineazione a 

periodo 6 che lo trasformi in sè stesso: ad es. (l 4 2 5 3 6) e si otterrà G~~ . 
n simbolo di tale collineazione è quello di un esagono che ha. per vertici 
alternati 123, 456 essendo {l 2 3{, (4 5 6)r, i gruppi che hanno generato il 
G~ (cf. il N° 30). Tali esagoni sono sei (cf. il N° 17) : ogni G~~ ne assor
be tre. Il G~~ è dispari. È sottogruppo pari massimo il suddetto G! . il 
numero dei Gi1~ è 20. 

34. - Orà·ine 1bguale a 24. Esistono 5 specie. 
ta specie : G~4 • E sso proviene dal gruppo tetraedrico sopra 12 3 4 per 

l'aggiunta di (5 6). È un sottogruppo il G~ del n° 29 mediante il quale 
risulta che G~, possiede i soli due punti invarianti S (1 2 3 4), D (5 6). n 
gruppo attuale è dispari. È sottogruppo pari massimo il gruppo tetrae
drico suddetto. Il numero di questi G~, è 15. 

IIa specie : G~. Per ottenere questo gruppo si possono prendere tutte 
le sostituzioni dispari sopra l 2 3 4 e moltiplicarle per (5 6) e dopo aggiun
gere il gruppo tetraedrico sopra gli stessi elementi l 2 3 4. Si perviene così 
a un gruppo pari che è il G~ cercato. Esso possiede o:1 come sottogruppo 
(n° 29) per cui si vede che i punti invarianti, rispetto all 'attuale G~!' sono 
due soltanto e cioè : S (1 2 3 4) e D (56). Il numero dei G~ è 15. 

IIIa specie: G"!?. Si aggiunga al an del no :n la sostituzione (1 2 4 5) ., 12 

e si otterrà G~~· Vengono così ad aggiungersi le sostituzioni simili (1 3 4 6), 
(2 3 5 6) con le loro inverse e in conseguenza (1 6) (2 5) (3 4) e altre 5 simili. 
Non esiste alcun punto invariante. Il gruppo attuale è dispari. È sotto
gruppo pari massimo il og sopra nominato. Anche questi G~~ sono in 
numero di 15. 

Iva specie: ~Y· Se al medesimo G~ precedente, si aggiunge (l 2 4 5) 
(3 6), in luogo di (1 2 4 5), si perviene al o~: invece che a ~· Anche ~Y 
è privo di punti invarianti (come ~). n gruppo attuale è pari. Il nu
mero è 15. 

va specie : o:, (considerato da COLE, ommesso da CA.YLEY). 11 solito 
og è invariante rispetto a (1 4). Aggiungendo una tale collineazione si 
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perviene al cercato a:
4

• Si vengono cosl ad aggiungere (2 5) e (3 6) e altre 
8 collineazioni a periodo 6 (a due, a due inverse): i simboli di queste col
linea.zioni a periodo 6 sono costituiti dagli esagoni che hanno per vertici 
opposti l 4, 2 5, 3 6. Sono punti invarianti quelli d'incontro di d (l 4, 2 5, 
3 6) con la quadrica F. Il G"'rij è dispari, essendo sottogruppo pari massimo 
ag. Il numero è 15. 

35. - Ot·dine ugua.le a 36. Vi sono tre specie. 
1° specie: G~6• Esso è il prodotto del gruppo totale sopra l 2 3 per il 

gruppo totale sopra 4 5 6. È un gruppo dispari che ba per sottogruppo 
pari massimo il G~ il cui punto invariante D (l 2 3) è anche tale rispetto 
al presente G!

6
• Il numero di questi 0!6 è l O. 

11° specie: G~. Per ottener lo basta aggiungere al G~~ la collineazio
ne (2 53 6) (l 4). Si vengono cosl ad aggiungere, in conseguenza, altre 8 col
lineazioni simil in guisa da averne 9 : esse, con le loro inverse, completa
no il gruppo cercato. È invariante il solo punto D (l 2 3). Il G!! è pari. n 
numero dei G~~ è 10. 

JIJa specie: G~~ (considerato da CoLE, ommesso da CA YLEY). Per ot
tenere un tal gruppo si osservi che Gi~ e Gi1~ banno in comune G~ e basta 
riunirli per ottenere il cercato a;~. Vengono, con ciò, ad aggiungersi 9 
collineazioni esterne ai due G~~ e G~~· I simboli di queste nuove collinea
zioni possono compendiarsi in quelle dei tre esagoni (l 5 2 4 3 6), (1 6 2 5 3 4}, 
(l 4 2 6 3 5) i quali, insieme ai tre già esistenti in Gi1~, costituiscono i sei che 
banno per vertici alternati l 2 3, 4 5 6. È punto invariante il solo D {l 2 3). 
n G~~ è dispari , avendo Gi~ per sottogruppo pari massimo. Il numero dei 
G~! è 10. 

36. - Ordine 1tgttale et 48. - Esist{)no due specie. 
Ja specie : G~8 • Esso proviene dal gruppo totale sopra 1, 3, 3, 4 per 

l'aggiunta della collineazione (5 6). Il gruppo è dispari essendo sottogruppo 
pari massimo G~~· Sono punti invarianti S \12 3 4} e D (56). Il numero è 15. 

11° specie: Gi~· Questo gruppo si può ottenere riunendo G~; con G~ 
quali hanno in comune Gi~ (n° 34\ Le 12 nuove collineazioni che ven

:ono ad aggiungersi sono dei due tipi seguenti: (12 4 5) e (12) (4 5) (3 61: 

ei dell'uno e sei dell'altro. Il gruppo attuale è privo di punti invarianti. 
' dispari avendo per sottogruppo pari massimo il a~;. Il numero è 15. 
evesi anche notare che il G~~ è il gruppo imprimitivo di ordine massimo 
1ando siano riguardati come sistemi di imprimitività l 4, 2 5, 3 6. Pos
• e come retta invariante la diagonale di l"' specie d (l 4, 2 5, 3 61 e 
me piano invariante «5 (l 4, 2 5, 3 6). 

37. -- Ordine 1tguale a 60. Esiste una sola spE>.cie: G!o· Per costruire 
tal gruppo si a-ssuma un G10 sopra i cinque elementi L 9._ -~ A "' 

, (cf. il n° 12 della JJlÌH Mo,~ ~-- '-
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(l 2 3 4 5Jr ; ?' = l, 2, 3, 4, 5 

{12) {3 5); (2 3) (41); (3 4) (52 ); (4 5) (13 ); (5 l) (2 4). 

Ebbene, ciascuna di queste collineazioni a periodo 2 individua un G~~ 
{cf. il n" 31) e così si ottengono i cinque sottogruppi tetraedrici del G!

0 

domandato. Le collineazioni esterne a tali sottogruppi sono le seguenti (a 
periodo 5) insieme a tutte le loro potenze: 

(l 2 3 4 5), (1 3 2 4 6), (l 3 6 5 2 1, (14 6 2 5), (l 6 3 54), (2 6 53 4 ~ . 

n G~0 è privo di punti in varianti; è icosaedrico e quindi è pari. n 
numero è 6. 

38. - 01·dine t~gnale a 72. Vi è una sola specie: G~2• Il gruppo può 
ottenersi riunendo G!~ e G~!r i quali hanno a comune il Gi~· Le 18 col
lineazioni, esterne ai due gruppi sopranominati, sono delle due specie {l 2), 
(l 2 3) (4 5) e precisamente 6 della l" e 12 della 2•. È invariante il solo 
punto D (12 3). n G~2 è dispari essendo sottogruppo pari massimo G~!· Il 
numero è 10. È da notarsi che G~2 è il gruppo d'ordine massimo quando 
si riguardino come sistemi di imprimitività: l 2 3, 4 5 6. 

39. - Ord,ine t~gt~ale a 120. Esist~ una sola specie di G~20• Per co
struire un tale gruppo basta aggiungere la collineazione {l 3) {2 5) {4 6) al 
G~0 (n. 37). Si perviene così al G~20 che è dispari e ha per sottogruppo 
pari G~0 • n numero dei Gf

20 
è sei. Ciascuno è privo di punti invarianti. 

Fra le collineazioni di G~20 esterne a G!
0 

sono da annoverarsi le seguenti 
10 a periodo due: 

{13) {25) {46); 
{2 4) (3 l) (5 6); 
(3 5) ( 4 2) {l ~6) ; 
{4 l) (53) {2 6); 
(52) {l 4) (3 6); 

{l 5) (2 3) {4 6)' 
{2 l) (3 4) (5 6) ' 
(3 2) (4 5) {l 6)' 
{4 3) (5 l) (2 6)' 
(5 4) {l 2) (3 6) . 

Ora ricordiamo che tutte le collineazioni di questa specie del G720 

totale sono 15: ebbene i simboli delle cinque che avanzano sono identici 
a quelli delle seguenti cinque rette diagonali di l" specie: 

d {l 6, 3 4, 2 5); d(2 6, 4 5, 3 l); d (3 6, 5 l, 4 2) 
cl (4 6, l 2, 53); d (5 6, 2 3, l 4) 

ed è facile constatare che Gf
20 

funziona da gruppo totale sopra queste 
cinque rette come ~o funziona da gruppo alterno. Ne segue che due 
qualunque delle rette nominate non s' incontrano altrimenti tutte si in
contrerebbero, a due, a due, e quindi dovrebbe esistere un punto, o un 
piano, invarianti rispetto a G1 • Dunque i sistemi di cinque diagonali di 

120 

l• specie analoghi al precedente sono sei (questi sono i Gi
20

). Se per bre-



• 

.. - - -~- -~-,--,.-=-.,.......,,_--------

UNA INTEilPRI<:TAZIO:'m GIWMETIHCA DEL GRUPPO TOTALE DI SOSTITU710NI. ~:CC, 601 

vità si chiama quintupla un tal sistema di 5 rette diagonali sghembe a 
due, a due: si possono allora enunciare i seguenti teoremi: 

« Oon le 15 -rette diagonali di 1a spe<;ie s·i possono jonna1·e sei qttintuple. 
Sopm le diagonctli di ciascuna qnint1tpla jttnz·iona da g1·uppo totale un Gf

20 

e da gruppo alterno i l t·elativo sottogruppo icosaed-rico G!o· Ogn·i d·iagonale 
di 1a specie appartiene a due qttint·uple. Una quintttpla è indiv·iduata da due 
delle sue t·ette >> . 

Se si riflette che una terna di rette in posizione generica fra loro 
ammette nello spazio ambiente una ed una sola trasversa-le appoggiata 
alle tre rette della terna, si può anche aggiungere : 

<<Le 10 t·ette diagonali di 1"' specie che avanzano qttando si tolgono da 
t·utte le 15, quelle di ttna quintuplct, cost.ituiscono le 10 tras·ve1·sali delle 10 

te-rne contenute nella quintupla medesima >> . 

40. - Consideriamo i 15 punti diagonali di l a specie. Essi sono a 
tre, a tre allineati sopra le 5 diagonali di una quintupla qualunque, (ad 
es. : la quintupla precedente}. Formiamo i due pentagoni ordinati seguenti: 

D (l 2} D (4 5} D (2 3) D {l 5} D l3 4); D (l 4) D (2 5) D (l 3) D (2 4) D (3 5). 

I lati di questi pentagoni possono riferirsi in guisa che i corrispon
denti s' incontrino nei 5 punti D (i k) rimanenti. Infatti si ha che 

le due tt D (l 2) . D (4 5) re e 
D (l 4) . D (2 5) 

s' incontrano in D (3 6) 

>> >> » 
D(45J.D(23) 

>> >> D (16) 
D (2 4). D (3 5) 

>> >> >> 
D(23) .D(15) 

>> >> D (4 6} 
D (2 5). D (l 3) 

>> >> >> 
D il 5). D (3 4) 

>> >> D (2 6) 
D (3 5) . D (l 4) 

>> >> » 
D (3 4) . D (l 2) 

» » D (56) 
D(l3J . D (24) 

Si può dunque dire che: con i 15 punti d·iagonali di 1a specie si possono 
fo-rmare tre pentagoni di etti 2 m·dinati iit guisa che i loro lati s'incont-rino 
nei vertici del 3° pentagono (che -resulta così, iscritto 11e·i primi dtte). I ver
tici de·i 3 pentagoni sono allineati, a tre, a t1·e, nelle cinqtte diagonali di una 
quintupla a cui la cfz. athtale 1'intane, in tal modo, coo1·d·inata. Esistono quin
di 6 tali cjz. "' » . 

41. - Ot·dine uguale a 360. Esiste una sola specie e un sol grup
po G!60 che è il sottogruppo alterno. Esso contiene i 6 G~0 del n° 37 e 
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per generarlo basta aggiungere al G!
0 

di quel numero una sostituzione pa

ri esterna a tale G!
0 

• 

CAPITOLO VII. 

Alcune considerazioni sopra le ipersuperflcie invariauti 
dei primi cinque ordini. 

42. - Abbiamo già osservato al n° 2 che non esiste alcun iperpiano 
invariante rispetto a G720 , e che di quadriche invalianti ne esiste una sola 

rappresentata analiticamente da x x~= O e indicata col simbolo F. Anche 
l 

le ipersuper:ficie cubiche invarianti si riducono ad una sola (che è la v: 
di SEGRE). Infatti si consideri il sottogruppo G120 che tiene fisso uno spazio 
fondamentale e permuta in tutti i modi possibili gli spazi rimanenti. Esso 
subordina, in tale spazio, un gruppo di collineazioni quaternarie dotato di 
una sola superficie cubica invariante (cf. la mia Memoria sul pentaedro 
n° 14) e quindi appartenente a tutte le ipersuperficie cubiche invarianti 
rispetto al G720 totale. Se dunque queste ipersuperticie fossero due, esse 
avrebbero in comune le sei superficie cubiche, analoghe a quella descritta, 
nei sei spazi fondamentali dell'esaedro. Ciò è impossibile evidentemente. 

Dunque: 
<<L' ttnica ipm·superjicie ettbica invm·iant.e, è la vg di SEGRE (la qttale, 

come è be1~ noto ha 10 punti doppi nei 10 punti diagonali di 2 specie) ~. 
43. - Passiamo alle ipersuperficie q uartiche. Esse potranno rappre

sentarsi tutte con una equazione della forma: 

dove a, b, c, d, e sono costanti. 

6 
Se non che, a causa di ~ .z:, = o, valgono le seguenti identità: 

l 

6 6 
~ x~ Xh = - X xt ; 
l l 

6 l 6 6 

XXjXhXk = -2 ~x:- X X~Xk 
l l l 

6 l 6 l 6 

'1; X; Xh Xk Xi = - -
8 
~ x: + -4 ~ x; X~· 

l l ~ 

Per cui il sistema cercato si riduce al seguente fascio : 

l 

u 
(18 
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al quale appartiene la quadrica F contata due volte (a= l , fJ = 2). 
Si ha dunque : 
« Le ipersupet:fi(}ie quaTt·iche invat·iant·i fonnano un fascio e tutte si toc

cano lungo una supetjìcie di 8° ordine sitttata sulla qttadt·ica fondamentale~-
44. Fra le ipersuperfi.cie precedenti merita speciale considerazione 

quella individuata da ~ =- : cioè la seguente: 

6 6 
3 ~ x~ - 2 ~ x~ x: = O 

l • l • 

e che noi indicheremo col simbolo IV secondo una notazione già introdotta 
da CASTELNOVO (1). Ci proponiamo adesso di esporre qui le proprietà più 
notevoli di questa ipersuperfi.cie alcune delle quali rilevate già dall'autore 
suddetto. 

Si cominci dall'osservare che W passa per uno e quindi per tutti i 
punti diagonali di l" e di 3" specie: da cui segue che essa contiene per 
intiero le 15 rette diagonali di l "' specie perchè ciascuna possiede tre punti 
diagonali di l" e tre di 3" specie (N° 9). Dico che ciascuna di queste rette 
è doppia per W. Infatti sia P un punto qualunque di d (12, 3 4, 5 6J. La 
collineazione !l 2) (3 4) (56) trasforma lV in se stessa: ogni retta r pas
sante per P e che abbia un punto comune col piano ~ (l 2, 3 4, 5 6), è 
unita per la collineazione suddetta (N° 19} e quindi il punto P assorbe 
almeno due delle intersezioni di r con W: per conseguenza r esiste nel
l'S3 tangente a W in P, da cui segue che tale S3 (se è determinato) è 
quello individuato da P e dal piano ~ (12, 3 4, 56). Ma d (l 2, 3 4, 56), 
appartenente a W, è esterna allo spazio suddetto individuato da P e da 
~ (l 2, 3 4, 5 6), perchè d (l 2, 3 4, 5 6), e il suo piano polare ~ (l 2 3 4 56) 
non hanno alcun punto comtme. Ne segue che l'S3 tangente in P a W è 
indeterminato e quindi P è un punto doppio. 

Si ha dunque il resultato : 
<< La ipersuperjioie W possiede come ·rette doppie le 15 diagonali di 1a 

specie. Essa dunque è tangente, lungo una quadrica., a ciascuno spa.zio dia
gonale di 2a specie Ll (i h k). Tale quadrica è la Q (i h k) del n~ 12. 

~ Spettano dunque a tali 15 t·ette doppie tutte le pt·opt·ietà dei ni 9 -12: 

il fatto che esse sono distribuite, a 61 6, nelle 10 qua.dTiche suddette, induce 

(l ) L<•c. cit. L'equazione della ipen.uperficie, n ella forma data da CASTELNOVO, è: 

(.fx~r - 16 fXiXkXh Xl= 0 • 

Essa si riduce subito alla nostra tenendo conto delle identità del n° '3. 
, 
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a t·itenm·e la ipersnperficie in discorso cmne le~ più naturale estensione (nello 
spazio a 4 dimensioni) della superficie quat·tica (dello spazio a 3) dotata di 
15 pnnti doppi sit1tati, a 6, a 6, sopra 10 coniche, in 10 piani singolari tan· 
ganti alla snpmjicie ltmgo tali coniche». 

E' appunto di tale specie la superficie sezione di W con uno qualunque 
dei 6 spazi fondamentali (cf. la mia Memoria sul pentaedro: n° 17). 

45. Ogni piano diagonale di 3" specie contiene sei punti diagonali 
di 3" specie esistenti su di una stessa conica (n° 131, dunque si può dire che 

<<I 60 p ia.ni diagonali di aa specie toccano c-iascuna la ipers1~pmjicie 

W lungo t~na conica. 
Siccome ogni retta di Pascal contiene 3 punti diagonali di 3" specie 

(n° 14) che sono doppi per W, così ne viene che ciascuna di tali rette ap· 
partiene per intiero a TV. Tenendo presente il n° 17 ne segue che : << I 
quindici piani diar1onali di 1" spec-ie tagliano, ciascuno, le ipersupmjicie W 

secon(lo ttn qt~adt·ilatero che ha per lati 4 t·ette di P A.SCAL >> . 
Uno spazio diagonale di P specie come Lf (l 2 1 contiene tre piani dia· 

gonali di l " specie: 8 (l 2, 3 4, 5 6), 8 (l 2, 3 5, 4 6), 8 (l 2, 3 6, 4 5); contie· 
ne 4 piani diagonali di 3' specie 8 (3, l 2), () {4, l 2), 8 (5, l 2', 8 (6, l 2) e 
non contiene alcuna diagonale di l" specie: dunque la sezione di Ll tl21 con 
W sarà una superficie quartica con 15 punti doppi situati, a tre, a tre, 
sopra 12 rette e a 6, a 6 sopra 4 coniche. Con le 12 rette si potranno 
formare 3 quadrilateri piani aventi per vertici i 15 punti doppi suddetti, 
ecc., ecc. 

Finalmente la sezione, con uno spazio fondamentale dell'esagono, è una 
superficie di STEINER. Ad es. : la sezione con I (3 4 5 6) ha come rette 
doppie: d (l 2, 3 4, 5 6), d (l 2, 3 5, 4 G), d (l 2, 3 6, 4 5), concorrenti in D (l 2) 
che è il punto triplo delia superficie sezione, ecc., ecc. 

46. - Per cercare tutte le ipersuperfi.cie quintiche invarianti, osser· 
veremo (analogamente a ciò che fu fatto nel n° 43) che esse potranno rap· 
presentarsi con una equazione della forma: 

dove a, b, c, d, e sono costanti. 
6 

l\1a, a causa di I x; = O, resulta identicamente: 

G 4 6 5 
I :r: . x,= - ~x . 
l ... l ... 
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6 9 6 
~ x; Xh Xf< Xl = - 5 ~Xi Xh Xk Xl x.,, 
l l 

Per cui si perviene al fascio seguente: 

Esso può essere definito dalla Hessiana di Vi (a= O) e dalla iper. 

superficie costituita da V~ e da F (; = - ~) la quale ipersuperfìcie è 

anche l'unica riduttibile nel fascio. Abbiamo dunque il resultato: 
« Oorne le ipm·supetjicie qua1·tiche inva1·ianti, così, anche le quintiche, 

formano un fascio : esso è individtta.to dalla Hessiana della v~ di SEGRE 

e dalla. ipet·superficie spezzata nella, Vi sttddetta e nella quadrica invat·iante 
fondamentale>>. 

La forma medesima della equazione della Hessiana dimostra il suo 
passaggio per tutte le facce 8 (i k) dell'esaedro. Per Io spigolo 8 (l 2 3) 
passano 8 (l 2), 8(1 3), 8 (2 3) che non esistono in un medesimo spazio : 
dunque 8 (l 2 3) è doppio e i vertici dell'esaedro, su di esso, sono tripli 
per l'Hessiana in discorso, la quale ha anche per punti doppi i 10 D (i h k). 
Quindi: « L'Hessiana di Vi ha 15 1·ette doppie nei 15 spigoli dell'esaedro 
e 20 punti tripli nei 20 vertici: ha inoltre 10 punti doppi nei 10 punti 
doppi eli 2" specie (e non ha altri punti 1nultipli). 
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LE QUARTICHE PIANE PROIETTIVE A SÉ STESSE. 

Estratto dal tomo XXVIII (2o sem. 1909) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 
Adunanza del 28 febbraio 1909. 

Se una quartica piana è invariante rispetto a una collineazione pe· 
riodica del suo piano, si suol dire che è proiettiva a sè stessa, o che pos
siede la collineazione suddetta, dopo di che possiede anche evidentemente 
tutte le potenze della collineazione medesima. Sorge cosl e si amplia il 
concetto di gruppo di collineazioni spettanti a una quartica e si delinea 
quindi la questione seguente: « detenninm·e tutti i casi, proiettivamente di
stinti, nei quali una quartica piana in·iduttibile è invat·iante t·ispetto a gt·up
pi finiti di collineazioni piane >> . Alla completa risoluzione di questo pro
blema è destinato il presente scritto. 1.\-Ia prima di intraprendere la trat
tazione sistematica non sarà inopportuna nn poco di storia sull'argomento. 

KLEIN (l) per il primo ha presentato e illustrato il caso più notevole, 
fra quelli suddetti, col ben noto gruppo di 168 collineazioni piane. Poste
riormente, S. KA.NTOR (2) e (con maggior precisione) A. WIMAN (3) risolve 
vano, quasi contemporaneamente, il problema per tutt-e le quartiche di 
genere tre. Qualche anno dopo avendo io trattato, indipendentemente dal 
genere, la questione inerente al numero e alla configurazione delle omologie 

(1) Ueber die Transformalion Biebenter Ordmmg der e!liptilchtm Functionen (Mathem&ti 
sche Annalem, Bd. XIV (1879), pp. 428-471]. 

(2) Nezte Theorie der eindeutigen periodischen Transformationem i·n der Ebene [Acta Ma· 
thematica, Bd. XIX (1895), pp. 115-193]. 

(3) Ueber die hyperelliptischen Ourvtft und diejenigen vom Ge•chlechte p= 3, welcht eindeu
tige Transformatitmen in 1ich z·ulassen [Bihang till Kongl Svenska Vetenskaps-Akademiens 
Handlingar, Bd. XXI (1895), Abth . T, No. 1, pp. 1-23]; Zur Theorie der endliohen Grup· 
peu von biratitmalen Tran•formatiomn in der Ebene [Mathematische Annalen, Bd. XLVUI 
( 1897 ), pp. 195-240]. 
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armoniche spettanti ad una quartica piana (l ), mi servivo, in seguito, dei 
miei resultati per risolvere, semp~;e indipendentemente dal genere, la que
stione più ampia sopra delineata. Questi resultati io pubblicai sotto la 
forma di enunciato in una breve noticina dell'Istituto Lombardo (2) riser
vandomi a dare per esteso tutti gli sviluppi e dimostrazioni relative : ma 
poi preoccupato della eccessiva complicazione degli uni e delle altre tra
lasciai ogni cosa. Tornando recentemente a occuparmi dell'argomento, sono 
riuscito a cambiamenti e semplificazioni tali da indurmi alla presente pub
blicazione anche perchè essa riso l ve la questione dianzi enunciata qua
lunque sia il genere della quartica (mentre i due Autori sopracitati si li
mitano al genere tre). 

Del resto anche la ricerca nel caso p = 3 potrebbe facilmente ridursi 
a quella inerente a quartiche singolari (salvo pochi casi) mediante le con
siderazioni seguenti. Se con f= O si rappresenta analiticamente la quar
tica, con A il suo invariante cubico e con S = O il covariante S, è ben 
noto (3} che tutti covarianti di 4° ordine e di 4° grado sono quelli del 
fascio : 

Un esempio di un tale covariante diverso da S e da f è il contravariante 
quadratico del contra variante quadratico di f (luogo di un ptmto tale che 
tirando da esso le 4 trasversali che tagliano equianarmonicamentej, que
ste formino nuovamente un gruppo equianarmonico). Indichiamo con E 

questo covariante: esso è individuato nel fascio precedente da l= ~ . 

Ebbene, se f possiede un gruppo G di collineazioni, tale gruppo spetterà 
anche ad S e ad E (perchè sono due covarianti), cioè a tre curve del fa· 
scio suddetto e quindi a tutte e per conseguenza alle curve singolari de~ 
fascio medesimo. Farà eccezione la quartica clre ha S (ed E) coincidenti 
con sè medesima, cioè la quartica di KLEIN (4) ; faranno eccezione le quar
tiche che hanno R indeterminato (anche queste ben conosciute) e finalmente 
quelle a invariante cubico nullo, o (ciò che è lo stesso) quelle che hanno 

(l) I vari tipi possibili di quartiche piane più volte ontologico -a1·moniclte (Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo, t. Xlll (1899), pp. 347-373) . 

(2) I gruppi finiti di coUineazioni piane dotati di una qttartica invariante irriduttibile [Ren
diconti del R. Istituto Lombardo, se.xie II, vol. XXXIII (1900), pp. 1170-1176]. 

(3) MAlSANO, Sistenti contpleti dei primi cinqtte gradi della fonna tmwaria biquadratica e 
degl'invaria1tti, covarianti e controvarianti di sesto grado (Giornale di Matematiche, vol. XIX 
{1881), pp. 198-237). 

(4) CIANI, Un teorenta 1opra il covariante S d~lla quartica pia.11a (Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo. t. XlV (1900), pp. 16-21). 
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S ed E coincidenti fra loro e non con f: e pure quest'ultime, per quanto 
.meno note, si presentano di facile studio. Potrebbero quindi anche queste 
considerazioni servire di traccia per lo studio della questione proposta seb· 
bene io non me ne sia servito nel presente lavoro e abbia preferito una 
via più breve. 

La memoria attuale è divisa in tre capitoli. Trattandosi di collinea
zioni periodiche, ho cominciato dal destinare il primo capitolo all'esame di 
quelle fra di esse che ammettono una quartica invariante irriduttibile, ri
prendendo quindi, per intiero, particolarmente i resultati di S. KANTOR e 
aggiungendovi quelli inerenti a quartiche singolari (dal KANTOR tralasciati). 
Nel 2° capitolo è contenuto il teorema che risolve completamente la que· 
stione proposta. Nel 30 capitolo ho preso in considerazione, con qualche 
dettaglio, uno fra i casi trovati, notevole per la particolare relazione che 
esso ha con la cosidetta quartica di CAPORALI già, sotto altri punti di 
vista, riconosciuta feconda di belle e interessanti proprietà geometriche ( 1). 

I. 

Le collineazioni periodiche dotate di qnartica invariante irrridattibile. 

l. .A. quali condizioni debbono soddisfare una coHineazione piana pe
riodica e una quartica irriduttibile affinchè la seconda sia invariante ri
spetto alla prima 1 Per rispondere a questa domanda distingueremo diversi 
casi cominciando da quello nel quale la suddetta collineazione è una omo
logia. Siccome essa deve essere periodica, cosl il centro e l'asse non pos
sono essere incidenti: si può dunque assumere il centro come punt<> (001) 
e l'asse come retta x 3 = o, per cui indicando con V la omologia supposta, 
essa si rappresenterà con la sostituzione 

O = (~: ~: a~) ' 
dove a è radice primitiva di zr =t (essendo r il periodo di 0). Sia f =O 
l'equazione di una quartica irriduttibile. Se essa deve riuscire invariante 
rispetto a O, si è condotti ovviamente ai tre casi seguenti : 

f = a x: + b x! + c = O , 

f = a x: + b ~= O , 

f=ax: + b=O, 

r=2, 

r=4, 

(l) Cu.Nr1 La q"artica di CAPORALI, [Rendtconti dell'Accademia d.,lle Scienze Fisiche 
e Matematiche (sezione della Società Reale di Napoli), serie III, vol. II (1896), pp.126-144). 

CU.NI. 39 
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dove nella prima e nella 3• a è una costante ; nella 2• e nella 3"' b è una 
binaria biquadratica in xi x 2 ; nella l& b e c sono binarie dei gradi rispet
tivi 2 e 4 e nella 2" a è lineare in xi x2 • 

2. Se poi la supposta collineazione C non è omologica e ha il periodo 
non superiore a 4, si trova per 1' = 3 

con 

dove a, b, c, d, e sono costanti con e =t= o, se no da f si stacca x 3 e c, d 
non sono nulli insieme altrimenti f si compone eli due coniche bitangenti. 

Per r = 4 si può prendere 

C = (i xi - x2 x3) 
xi x2 x3 

e si trovano per f i due tipi seguenti : 

f = a x: + b x~ x2 x3 + c x: + d x~ x! + e x: = O , 

2 2 b 2 2+ a · + a f = a x 1 x3 + X 1 x 2 c x 2 x3 d x2 x3 = O , 

dove a, b, c, d, e sono costanti. 
3. Sia adesso 1' > 4 e qualche potenza di C, ma non tutte, sia orno· 

logica. Per conseguenza la f avrà una delle tre forme trovate al n° l. 

Discutiamole separatamente. La f abbia dunque la prima forma: 

f = a x: + b x! + c = O , 

dove b non è identicamente nullo altrimenti si cade nella 3• forma. 
Scriviamo C nel modo seguente : 

C = (a Xt ak x2 x3) 
xi x2 x3 ' 

dove a è radice primitiva eli zr =l. 
Se a =f= o, si è condotti alla quartica: 

f = a x: + b x: x~ + c x: x2 + d x! = O , 

dove a, b, c, d sono costanti. Il periodo 1' = 6 ; k = 3 , a3 = - 1. 
Se poi a = o, disponendo opportunamente del punto unità, si trovano 

le due forme : 
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Nella prima ,. = s, k = 3; nella seconda ,. = 6, k = 5. 
4. La f abbia la 3• forma omologica del n° 1, cioè 

f=ax:+b=O 

6il 

e la O sia quella generica del n° precedente. Escludiamo casi che rien: 
trano nel n° precedente e quelli che spettano al numero seguente (allorhè 
considereremo la f omologica a periodo 3). Rimane soltanto il caso 

4 3 ' 3 f = x3 + x1 x2 -r x1 x2 = O 

con r = 8, k = 5. Con opportuna, quanto ovvia, trasformazione di coor
dinate la f può portarsi alla forma 

!=_l. x~· = o. 
l • 

La quartica attuale è quella di DYCK (no 16). 
5. La f abbia la 2• forma omologica · del no l. Escludendo casi già 

trovati, rimangono seguenti. 
Il 1° è: 

con r = 9, k = 4. 
Il 2° è: 

f 
3 4 4 = x3 x2 + x 1 + x2 =O 

con ,-=12, k=4. La quartica è quella di CAPORALI specializzata (Cap. III). 
Il 3° è: 

3 + 4 o Xa X2 a:t = · 
Ma per questa, ,. può esser grande a piacere. 

6. Sia ora r > 4 e numero primo : ne segue che O non può essere 
omologica. (no l). Considerando poi la proiettività binaria che O subordina 
sopra ogni lato del triangolo unito, ne viene che essa non può essere iden· 
tica e che il suo periodo r supera 4 per cui le intersezioni dei lati sud
detti con f sono tutte assorbite dai vertici del medesimo triangolo. Se uno 
dei vertici è singolare per j, le tangenti in esso sono tutte assorbite dai 
lati che passano per quel vertice. Sono possibili due casi a seconda che 
la. f passa per due dei vertici suddetti, o per tutti e tre. Sarà utile 
distinguerli. 
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7. La f passi per due vertici. Ne viene che uno, ed uno solo di essi 
deve essere singolare. Esso può essere doppio, o triplo. Suddistinguiamo. 

Sia doppio. Si vede subito -che non può esser cuspide e si è condotti 
a una equazione della forma seguente : 

f = a xi xi x 3 + x2 (b x~ + c x~ x 3 + d x 1 x;) + e x: = O , 

dove a, b, c, d, e sono costanti: a =f: O se no (010) è triplo (e non doppio\ ; 
b =f: O se no f si spezza. Ora la cubica polare del punto doppio si com· 
pone di xi = O e della conica 

2 a x2 x3 + b xi + c xi X-a + d x~ = O 

e questa, essendo invariante rispetto a C, non può segare il trilatero unito 
fuori dei vertici. 

Essendo a e b =F O segue c = d = O • E allora la f può ridursi alla 
forma: 

e la C è la seguente 

C= (a xi 
xi 

Se poi il vertice singolare è triplo, si trova necessariamente chef è della 
forma 

f = x2 x~ + x: = O ; 

ma, come già abbiamo osservato, r è allora qualunque. 
8. La f passi per tutti e tre i VP.rtici del triangolo unito. Se tutti e 

tre sono semplici si trova : 

f = xi x; + x2 x: + x 3 x~ = O • 

La f è la quartica di KLEIN (cfr. prefazione): la C ha il periodo r = 7 
ed è la seguente : 

(1.1 =l. 

Non rimane altro caso possibile che uno dei vertici sia multiplo per f e 
gli altri due punti semplici. Ma si esclude subito che la multiplicità sia 
3. E se deve essere 2 resulta che il vertice in parola è cuspide e si per 
viene necessariamente alla : 

con 
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C = (a xi x2 a4 xa) ' r = 5 ' a., = l . 
xi x2 Xa 

9. Dalle considerazioni fatte sin qui risulta che i valori pr1m1 possi
bili di t' sono soltanto 2, 3, 5, 7, e, se il genere è tre, il valore 5 si e
sclude. Ne segue che, se t• non è primo, i suoi fattori primi non possono 
essere diversi da 2, o da 3. Infatti sia q un fattore primo di r: se C è .. 
la collineazione a periodo r, la collineazione c"i avrà per periodo q e 
quindi q= 2, 3, 5, 7 : ma se q = 7 abbiamo gia visto che siamo nel caso 
della quartica di KLEIN e r =q= 7 (contro la ipotesi che r non sia pri
mo). Se q= 5, siamo nei due casi trovati nei Ni 7 e 8 e vedremo al N° 
13 che allora non esistono altre collineazioni possibili e quindi r = q = 5 
(contro l ' ipotesi che r non sia primo). Dunque i valori possibili dir sono .. 
della forma: 2"'; 3"; 2• . 3t. Nel 1° e nel 3° caso la c2 è omologia ar
monica e quindi valgono le considerazioni dei Ni 3 e 4 e non troviamo 
tipi nuovi. Se finalmente r = 3" con n> l , la C

1
"-

1 ha il periodo 3, e 
se sarà omologica, valgono le considerazioni del N° 5 : altrimenti potremo 
assumere 

e la f sarà (N° 2) 

f = a x: + b x~ xi x 2 + c x3 x~ + d Xa x~ + e xi x~ = O , 

dove e =l= O e c, d non possono insieme annullarsi altrimenti f si spezza. 
Tenendo presente questo, si ponga 

c = (P Xt fJ" x2 x 3) 
xi x2 xa 

e si esiga che C appartenga ad f e si vedrà come necessariamente debba 
essere n= l. 

La discussione è quindi esaurita : non sono possibili altri casi all'in
fuori di quelli trovati. 

È necessario riassumerli classi:fìcandoli a seconda del valore del pe
riodo ed enunciando, volta, a volta, le caratteristiche proiettive più rimar
chevoli. 

10. Periodo uguale a due lcfr. il N° 1). 
Si ha un solo caso 

f=ax!+ bx~+ c= O, 

dove a è una costante; b e c due binarie in xi e x 2 dei gradi rispettivi 
2 e 4. La collineazione C è 

- -·----



. 614 LE QUARTICH~ PIANE PROIJ<:TTIVE A SÈ STESSE • 

Il centro di omologia è uno dei 21 punti doppi della Steineriana; l'asse 
è una del~e 21 tangenti quadruple della Cayleyana (l): ogni punto comune 
all'asse e alla curva (ch"A non sia singolare) è un punto sestattico. 

11. Periodo uguale a tre. (cfr. Ni l n 2). 
Si hanno due casi a seconda che la O è omologica, o no. 
l" Gaso. La O sia omologica e rappresentabile _ con 

La q uartica è 

dove qJ è una binaria biquadratica in x1 , x2 • 

La curva possiede 4 flessi sull'asse di omologia (x3 = O) con le rela
thre -tangenti concorrenti nel centro di omologia (00 l), che è per la curva 
un punto di ondulazione (.v1 = O tangente di ondulazione). 

2° Gaso. - La O non sia omologica e rappresentabile con 

La quartica è 

f 4 b 2 + 3+d 3+ 2 2 o =a -x
3 
+ x3 x1 x2 c x3 x1 

x3 x2 
_ e x

1 
x

2 
= , 

dove a, b, c, d, e sono costanti. La retta x 3 = O è, in generale, una bi
tangente di f. 

12. Pm·iodo uguale a quattro (cfr. i ni l e 2). 
Si hanno tre casi distinti. 
l 0

• Gaso - La O sia omologica e rappresentabile con 

La quartica è 

f = x: + qJ (x1 , x2) = O , 

dove qJ (x1 , x2 ) è binaria biquadratica in x 1 x 2 • La curva possiede 4 on-

(1) BERTINI, Le tangenti mu!tipZe della Cayleyana di una quartica piana generale (Atti 
della R. Accade!)lia d()lle Scienze di Torino, vol. XXX~! ( 189~~97 ) , pp. 32:33). _ 
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dulazioni sull'asse di omologia con le tangenti relative concorrenti nel 
centro di omologia (che non può appartenere alla curva). 

2° Caso 

3° Caso 

In entrambi si ha la C non omologica seguente : 

Nel 3° caso la curva possiede sempre un punto doppio: nel 2° caso, 
in generale, non lo possiede. 

13. Periodo uguale a cinque (cfr. i ni 7 e 8). 
1° Caso. 

a=l. 

Sono proprietà comuni a entrambi le seguenti : la curva possiede un 
punto doppio ; le intersezioni del trilatero unito della C con la f sono tutte 
assorbite dai vertici ; la f non possiede altre collineazioni all'infuori di C 
e delle sue potenze. - Specificando i due casi si può agg'iungere che nel 
l o il punto doppio è un nodo, nel 2° una cuspide; nel l o caso la f passa 
per dut>. vertici del triangolo unito di c, nel 2° passa per tutti e tre, etc. 

14. Periodo uguale a sei (cfr. il n° 3). 
1° Caso 

f = a x: + b x! x: + c x~ x2 + d x: = O , 

dove a, b, c, d sono costanti. La C è la seguente : 

a~ = -l. 
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n quadrato e il cubo d1 C sono due omologie con i rispettivi periodi uguali 
a 2 e a 3. Il centro .dell' una omologia esist-e sull'asse dell'altra. 

2° Caso 

con 

La curva possiede un tac-nodo (001) con x2 =O tangente tac-nodale. La 
C di questo 2° caso è proiettivament{' diversa da quella del l o caso : in
fatti la C attuale non ha per 2" potenza una omologia. 

con 

con 

15. Pm·iodo uguale a sette (cfr. il no 8}. 
Esiste un solo caso : la quartica di KLEIN 

f = xi x~ + x2 x: + x3 x: = O 

X a) 
x ' 3 

a7 =1. 

La f possiede altre collineazioni formanti con C il noto Gi
68

• 

16. Periodo ttguale a otto (cfr. i ni 3 e 4}. 
l o Caso. - La quartica di DYOK (1} 

3 4 
/=,2x. =O 

l • 

C = (i x2 - xi x3) . 
xi x2 Xa 

La f possiede altre collineazioni formanti con C il noto G96 • Esse possono 

rappresentarsi con (a x; {3 Xh r IIJ") , dove a, {3 e r sono radici quarte del-
xi 11J2 Xa 

l'unità e i, h, k = 1, 2, 3. 
2• Caso. 

con 

(l ) WALTHER DYCK N otiz iiber eine reguW.re RIEMANN'Iche F liiche vom Guch.lech.te 
drei unà die zugehOrige « Norm.alcurve » vierter Orànung (M:a.thematische Annalen, Bd. XVII 
(1880), pp. 510-516]. 
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C = (a xi a3 x2 Xa) ' as = l . 
xi x2 xa 

La f possiede altre collineazioni che si possono sappresentare con 

(r = l , 2 , ... , 8). 

Esse insieme a C compongono un Gi6 • 

con 

17. Periodo 1~guale a nove (cfr. il NQ 5) 

Esiste un solo caso : 

, f = x~ x2 + x~ + xi x; = O 

c= (a a" t a
4 

X2 .ra) ag = 1 , (a rad. primitiva'. 
xi x2 Xa ' 

Le potenze di C compongono l'intero gruppo spettante a f. 
18. Periodo uguale a dodici (cfr. il N° 5). 
Esiste un solo caso : la quartica di CAPORALI specializzata 

f = ~ x2 + xf + x~= O 
con 

(a rad. primitiva). 

La f possiede altre collineazioni : esse con C formano un G 48 di cui 
diremo nel Capitolo III. 

con 

19. Periodo qualunque tcfr. il N° 5). 

f=x:+~x2 = O 

C= (a xi 
xi 

con · Ja sola condizione 3 + k = r . 

II. 

Teorema fondamentale. 

20. Indichiamo ora con G l'intero gruppo di collineazioni posseduto 
dalla quartica irriduttibile f e consideriamo il caso in cui G contenga delle 
omologie armoniche e Ja f sia quindi una, o più volte, omologico-armonica 
Ricordando il teorema del N° 13 della mia memoria già citata su tali q uar
tiche, si può dire che i centri e gli assi di tali omologie ~:~ono così dispo
sti da potere assicurare sempre, o la esistenza di un solo triangolo inva
riante rispetto alle omologie in parola, ovvero la esistenza di un solo punto 
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e di una sola retta invarianti (e non incidenti) rispetto alle omologie in 
parola. Esiste un solo caso di eccezione : la quartica di KLEIN che per 
ora intendiamo di escludere. A precisare le cose, si può aggiungere che 
esiste il triangolo invariante nei casi II, VI, VII considerati in quel N. 
13 sopra nominato, esiste un punto e una retta invarianti nei casi I, III, 
IV e V del N. stesso. Questo è quanto risulta immediatamente dal teore· 
ma citato, ma evidentemente il numero delle omologie armoniche di G e 
la figura composta con i loro centri e i loro assi, sono invarianti non sol
tanto rispetto alle omologie suddette, ma rispetto anche a ogni altra col
lineazione di G e quindi esisterà o un solo triangolo invariante, o una 
sola retta e punto invarianti, rispetto all' intero gruppo G. Dico che que
sta conclusione vale anche se in G non esiste alcuna omologia armonica. 
Infatti risulta allora dal capitolo precedente che il periodo di una qua
lunque collineazione di G non può essere diverso da 3, o da 5, o da 7. 
Il caso T= 7 si esclude perchè conduce alla quartica di KLEIN (N. 15); 
per T-= 5 esiste un solo triangolo invariante che è il triangolo unito della 
collineazione che ha tale periodo e infatti essa, con le sue potenze, compone 
l'intero gruppo spettante alla curva ( "· 13). Rimane dtmque a considerare il 
caso in cui tutte le collineazioni di G siano a periodo tre e quindi l'ordine di 
G sia 3" (cfr. il N. 9). Ma in tal caso G possiede tm sottogruppo invariante G3 

di 3° ordine composto quinòi con le potenze di una stessa collineazione C a 
periodo tre. Se C è omologica il centro e l'asse compongono un punto e una 
retta invarianti rispetto a G3 e quindi rispetto a G. Se C non è omolo
gica è invariante il triangolo dei punti uniti. Si ha dunque il seguente 
risultato: 

Se una quat·tica irTiduttibile possiède 1m gt·uppo G di collineazioni, o 
e&iste un solo triangolo invat"iante rispetto a G, o esistono 1m punto e 1ttLa 
t·etta invm··ianti e non ·incidenti, o altt·ùnenti la quat·tica è quella .di KLEIN 

e il gntppo è il Telativo G168 • 

21. Ci proponiamo adesso di discutere le eventualità espresse dal pre
cedente enunciato cominciando dal considerare il caso in cui esista un 
punto e una retta invarianti (non incidenti) e non esista alcun triangolo 
invariante. Assumiamo tale punt-o come (001) e tale retta come a:'3 =O. 
Su di essa il gruppo ternario G supposto, subordina un gruppo binario 
g rispetto al quale deve essere invariante l'insieme delle 4 intersezioni 
di f con x3 =O. Dunque il gruppo g è di specie conosciuta, esso è iso
morfo oloedrico col gruppo della piramide, o della doppia piramide, o con 
alcuno di quelli spettanti a poliedri regolari. Ma se si trattasse del grup
po della piramide (semplice, o doppia) esisterebbe sopra x 3 = O una cop
pia invariante di punti: essi insieme a (001) individuerebbero un triangolo 
invariante e saremmo fuori della ipotesi fatta. Dunque g è isomorfo oloe-
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drico con il gruppo spettante a qualche poliedro regolare : ma d 'altra parte 
esso deve possedere, come elemento invariante, l'insieme delle 4 intersezioni 
di x = O con j, dunque g è il gruppo del tetraedro e l'insieme suddetto 
compone un gruppo equianarmonico. Siccome poi in g esiste la identità, 
così esisterà in G la collineazione 

c = (x:t X2 a Xa) con ar = l (a rad. primitiva) , :r.:t x2 Xa 

che è manifestamente una omologia a periodo r col centro -n (001) e con 
asse x 3 =O. 

Dunque la nostra quartica f sarà omologica ed t' non può avere altri 
valori che 2, o 3, o 4 (cfr. il N. 1). Ma se fosse 1' = 3, il gruppo g am
metterebbe almeno un punto invariante : quello d'incontro di x= O con 
la tangente a f nel centro di omologia (cfr. il N. 11). Sarà quindi 1' = 2 
ovvero r = 4 e in entrambi i casi l'equazione di f sarà della forma se
guente: 

a x: + b x~ + c = O , 

dove a è una costante, b una binaria quadratica in X:t x 2 e c una binaria 
biquadratica equianarmonica (pér quanto abbiamo visto sopra). Ma (001) 
e x 3 = O debbono essere invarianti rispetto a G, sa,rà dunque invariante 
rispetto a g la coppia di punti (distinti, o no) secondo i quali b =O in
contra x 3 = O: il che abbiamo già dichiarato essere impossibile. Occorre 
quindi che la forma b sia nulla identicamente, cioè che r sia uguale a 4 
e la f sia la seguente 

con la c equianarmonica. Ne segue (cfr. il capitolo seguente) chef è la 
quartica di CAPORALI specializzata, e G il G48 relativo. 

22. Passiamo ora al caso in cui esista un triangolo invariante che as
sumeremo subito come fondamentale, di guisa che tutte le collineazioni 
di G si potranno rappresentare con sostituzioni della forma : 

(1) 

dove i h k è una permutazione qualunque di 123. 
Suddistinguiamo poi il caso attuale in due, a seconda che esiste, o 

no, in G una colline-azione a periodo tre. Esista questa collineazione C. 
Può essere che G si componga (\Sclusivamente delle potenze di C: se ciò 
non accade, discutiamo un momento l'effetto che C produce. Essa permu
terà circolarmente i tre lati del triangolo invariante supposto, ovvero li 
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terrà fissi. Quando li permuti circolarmente, O non può essere omologica: 
assumendo per punto unità un punto unito di O avremo 

o==(:~ 
e quindi f avrà la forma seguente : 

3 3 + d ..y; x~ x~ + e xi x 2 x3 ~ x = O , 

dove a, b, c, d, e sono costanti. Le altre sostituzioni di G saranno della 
forma (1); dovendo esse spettare a f ne segue che a e fJ sqno radici quar
te dell'unità., quando a, o d sieno diverse da zero; ovvero, radici settime 
quando si abbia a= d= e= O. Per conseguenza G o coincide con G116 
(cfr. il N. 16}, oppure con Gi68 (cfr. il N. 1:>), o altrimenti è sottogruppo 
dell'uno, o dell'altro. 

Quando invece la O tenga fissi i lati del triangolo invariante essa. 
può essere omologica e quindi rappresentabile con 

e la f con (cfr. il N. 11} 

x: xi + cp (xi , x2) = O , 

dove cp è binaria biquadratica in xi , x2 • Ora si osservi che se esiste un'al
tra omologia ciclica di 3° ordine diversa da O, o da 0 2, si perviene a1la 
quartica di CAPORALI specializzata e quindi G è G 48 , o gli appartiene 
come sottogruppo (cfr. il N. 29 del Capitolo seguente). Rimane dunque a 
vedere quel che accade quando O e o~ sono le sole omologie di 3° ordine 
spettanti a f. Allora ogni altra collineazione di O ha la forma 

Esigendo la appartenenza alla f si trova anzitutto la condizione a = ~' 

(per la presenza indispensabile dei due termini x: xi , x~ , altrimenti f si 
spezzerebbe), dopo di che si trova che, o G appartiene al G48 , ovvero si 
compone delle potenze di una stessa collineazione (non appart.enente a G48). 

Se poi la O, pure avendo il periodo tre, non è omologia, avremo : 

(2) 
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f = a x; + b x~ mi x 2 + c x~ x3 + d mi x3 + e mi m~ = O , 

dove a, b, c, d, e sono costanti e il triangolo fondamentale è il supposto 
triangolo invariante. E ora ogni altra collineazione O' di G dovendo spet
tare a f è della forma 

O'= (P xi Y X2 xa) 
xi X2 :va 

a meno che c e d non sieno uguali. Se non lo sono, si osservi che e =F O 
e che, d'altra parte, uno almeno dei due termini mi x 3 , xi m3 ci deve es
sere se no f si spezza ; e per la stessa ragione non può mancare uno de
gli altri due a x; , b m~ x 1 x2 e quindi si trova 'che G è costituito per in· 
tiero con le potenze di 0'. 

Se poi c e d sono uguali, si aggiunge la sostituzione: 

(x2 xi ~~) 
xi m2 ~~ 

e il gruppo G è generato da quest'ultima e dalla (2) precedente. Allora, 
con evidente trasformazione di coordinate, tali due sostituzioni generatrici 
possono scriversi rispettivamente 

(Y2 Yi Y3) (Y2 Ya Yi) 
Yi Y2 Ya ' Yi Y2 Ya 

e ora manifestamente O appartiene al G96 (cfr. il N. 16). 
23. Non resta a discutere altra ipotesi che (pure esistendo un triangolo 
invariante) non esista in G alcuna collineazione a periodo tre. Ne segue 
(Capitolo I) che il periodo ~- delle collineazioni di G non potrà avere va
lori diversi da 2~ 4, 5, 8, ovvero potrà essere qualsiasi; ma allora G si 
comporrà delle potenze di una stessa collineazione (n. 19). Ciò accadrà 
anche per ~- = 5 (cfr. il n. 13). Se 1· = 8, o G apparterrà al G96, o· sarà 
il G96 medesimo, oppure sarà, o apparterrà al Gi6 inerente alla quartica 

f = m! xi x2 + x: +x: = O 

secondo le considerazioni del n° 16. E se finalmente r = 2 ovvero ~- = 4
7 

è evidente la appartenenza di G al G96 • 

24. Risulta dunque dimostrato il seguente teorema: 
Se una q114rtica piana irridutt·ibile possiede un gruppo fluito di colli

neazion·i, esso è necessa~·iamente uno dei seguenti qui sotto desm·itti, o gli ap
partiene come sottogt·uppo. 

a) Il G168 d'ordine 168 della quartica di KLEIN; 

b) ll G96 d'm·dine 96 della qua~·tica di DYCK ; 

c) Il G48 d'ordine 48 della quartica di CAPORALI specializzata (cfr. li 
Capitolo seguente). -

d) ll Gi6 descritto al tt0 16 e inerente alla qum·tica : 
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f = x~ x1 x2 + x~ + x: = O. 

Esso può ritenersi generato dalle due sostituzioni : 

(
x2 Xt x3) ' (a Xt a:l x2 Xa) s a = l {a rad. primitiva). 
Xt x2 Xa Xt x2 Xa 

e) Ogni gntppo composto con le potenze di 1tna stessct collineazione non 
contenuta nei gruppi precedenti. Il periodo di questa collineazione può es
sere 5, 6, 9, o qualunque, e i casi relativi sono descritti ai n1 13, 14; 
67, 19. 

E ' bene che il lettore osservi che i gruppi precedentemente indicati 
sono tali che niuno può essere sottogruppo del precedente quando anche 
(l'ordine del maggiore essendo multiplo dell'ordine del minore) potrebbe 
nascere il sospetto di una tale dipendenza. Così è ben noto che G188 non 
possiede dei Gl8 • Il G48 non può appartenere al G96 {n° 27). E nemmeno 
il G16 può appartenere al G96 perchè nel G8 del G16 non esiste la omo
logia ciclica a periodo 4 che esiste invece nei G8 di G96 • 

III. 

La qnartica di CaporaJi specializzata. 

25. Fra i casi specificati dal teorema precedente ne segnaleremo uno 
che si è presentato in altri punti della presente memoria e che ora vo· 
gliamo considerare' con qualche dettaglio mettendo in luce particolarmente 
il gruppo di 48 collineazioni che la curva possiede. -- Essa intanto può 
1·iteners·i caratterizzata dall'cwerc 4 ondulazioni in linea retta, jonnanti grup
po equianannonico, con le 1·elative tangenti di ondulazione concorrenti in un 
punto. - Questo fatto mette in evidenza una particolare generazione della 
curva, così da poterla riguardare come caso S}Jeciale della quartica di CA.
PORALI. Ecco come. 

E' noto che tale quartica non è altro che la jacobiana di una retta 
r e di un fascio q; di cubiche sizigetiche: in seguito a ciò si dimostra che 
la stessa curva può anche considerarsi come jacobia.na di una seconda ret· 
ta t·' e di un secondo fascio q;' di cubiche sizigetiche. Ebben~ può acca· 
dere che le rette 1· ed t·' coincidano : ciò avviene quando si prenda per 
retta 1· una delle nove polari armoniche di q;, in seguito a che tale retta 
è anche una polare armonica di q/. Precisamente in tal caso la quartica 
si può ritenere caratterizzata dal possedere quattro ondulazioni allineate 
formanti gruppo equianarmonico con le tangenti di ondulazione concorrenti 
in nn punto. Ciò costituisce quindi il caso attuale e rende ragione della 
adottata denominazione di quartica di CAPORALI specializzata (1). 

( l ) Cfr. 8). 
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26. Assumendo per x~ = O la retta delle ondulazioni, e su di essa 
[per (100 ', 10101] una coppia del covariante sestico del gruppo delle ondu
lazioni, e finalmente per (001) il punto comune alle tangenti di ondula
zione, la, equazione della curva può scriversi (con opportuna disposizione 
del punto unità) 

f = x: + x~ + x: + 2 i VS x~ x: = O. 

Essa è manifestamente priva di punti multipli, e potrebbe anche caratte
rizzarsi esigendo la invarianza rispetto a una omologia, a periodo quattro 
con l'asse di omologia secante equianarmonicamente la curva. 

Ciò premesso, si osservi che il gruppo delle quattro ondulazioni, es
sendo equiauarmonico, è invariante rispetto alle 12 proiettività binarie del 
gruppo tetraedrico. Esso può otteuersi aggiungendo al gruppo quadrinomio 
binario seguente : 

(x2 
X t 

xi) 
x2 ' 

(- X1 
X t 

x2) 
x2' 

( -x2 Xi xi) 
x2 ' 

(Xt xi X2) 
x2 

la sostituzione a periodo tre 

(- x1 + ix2 
X t 

xi+ ix2) . Xi 
Si hanno così, da tutti i prodotti possibili , le dodici sostituzioni del gruppo bi
nario suddetto. Ebbene la binaria biquadratica in xix2 che comparisce inj-0 
rimane invariata per le prime 4 proiettività precedenti : per effetto delle 

altre si riproduce col fattore esterno 2 + 2 i y3 . Perchè dunque tutta la f 
sia cambiata in sè stessa, basta alle prime quattro sostituzioni binarie ag
giungere x3 trasformantesi in a x3 dove a è radice quarta di uno e, alle 

otto rimanenti , x3 trasformantesi in V2 + 2 ·i y3 . Siccome tanto a quanto 

V2 + 2 i Jf3 hanno 4 valori, avremo in tutto 48 proiettività ternarie co

stituenti il gruppo cercato G48 • 

Si può dunque dire : 
La quartica di CAPORALI specializza,ta è invm·iante rispetto a un gt·up

po di 48 collineazioni piane che è isommfo me1·iedt·ico al gt'7tppo del tetrae
dro. Per rappresentare geomett·icamente i 4 elementi fondamentali stt cui opera 
il gruppo tett·a,edrico suddetto, si possono assumere le 4 ondttlazioni allineate.. 
della cm·va. 

27. Per mettere in evidenza le collineazioni a periodo dodici posse
dute dalla curva, osserviamo che il gruppo delle ondulazioni può rappre
sentarsi con x: + x 1 xi = O . Basta collocare i due punti fondamentali su 
x 3 = O così : l'uno sulla curva e l'altro sul punto polare rispetto alle altre 
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intersezioni di f con x 3 =O. Scegliendo opportunamente il punto unità, 
la f può scriversi 

e ora è manifesta la invarianza di f rispetto alla seguente collineazione 
a periodo 12 

dove a è radice primitiva di z12 = l . È questo il caso del N. 18. Si può 
quindi dire : 

La mtrva attuale è l'unica qum·tica irriduttibile dotata di collineaz·ioni 
a periodo 12. 

La presenza di questa collineazione potrebbe servire ·a caratterizzare 
la curva. È notevole che CP, 0", 0 8 sieno tutte e tre omologiche col 

periodo rispettivo 4, 3, 2. Si può dunquP. aggiungere che la nostra curva 
costituisce il solo esempio possibile di quartica dotata contemporaneamente 
delle 3 specie di omologie che una qua.rtica possa pos.~edere (N. 1). 

Dal momento che il G 48 attuale possiede collineazioni a periodo 12 è 
manifesto ehe esso non possa essere sottogruppo di G96 , perchè in G98 

non esistono sicuramente tali collineazioni. 
28. Riprendiamo le omologie 0 3 e 0 4 del N. precedente. L'asse della 

prima taglia f in 4 ondulazioni formanti gruppo equianarmonico, l'asse 
della seconda taglia f in 4 flessi formanti un gruppo armonico. Le 4 tan· 
genti di ondulazione concorrono in un punto del 2° asse, le 4 tangenti di 
flesso concorrono in un punto del l 0• Il punto di concorso delle tangenti 
di flesso non solo esiste snlla retta delle ondulazioni ma coincide con una 
determinata di queste: il punto di concorso delle tangenti di ondulazione 
è sulla retta dei flessi ma naturalmente non appartiene a f. Se si consi
dera come è costruito il triangolo fondamentale del N. precedente, si vede 
che si può costruirne altri tre in uguali condizioni. Essi hanno a comune 
un vertice e il lato opposto (centro e asse della omologia a periodo 4): 
gli altri due vertici sono costituiti, per ciascun triangolo, da una ondula
zione e dal suo punto polare rispetto alle tre rimanenti : 

Esistono dunque in G48 quattro sottogntppi G12 composti ciascuno dalle 
potenze d·i una collineazione a periodo 12. 

Infine le proprietà dei flessi possono riassumersi nel seguente enunciato : 
La quatiica di C.A.PORALI specializzata possiede 4 ondulazioni e 16 flessi. 

Le 4 ondulazioni compongono un gt·uppo equia.narmonico su di una retta e 
le tangenti relative concot·rono in un puuto. I 16 flessi compongono 4 gruppi 
armonici sopra 4 t·ette di un fascio equianarm01~ico che ha per centro il punto 
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cmnune alle tangenti di ondulazione suddette. L e 4 tangenti dei 4 flessi di 
~tn gruppo armonico concorrono in un punto di ond1tlazione così che ogni 
gntppo armonico di 4 fl essi è cooTdinato a un pttnto di ond~tlaz·ione . 

La curva possiede 12 omologie di cui 7 a periodo 2, una a periodo 
4 e quattro a periodo 3. 

29. Finalmente osserveremo che se una quartica piana irriduttibile 
possiede due omologie a periodo tre (che non siano l'una il quadrato del
l'altra) la curva è necessariamente l'attuale. 

Infatti se f possiede umt omologia~ a periodo tre l'equazione potrà 
scriversi (N. l) 

x ; x1 + <p(x 1 , x2) = O , 

dove <p è binaria biquadratica in x 1 x2 • Il centro d'omologia (001) è punto 
di ondulazione con x 1 = O tangente relativa : l'asse d'omologia è x3 = O. 

La cubica polare del centro si compone dell'asse contato due volte 
e della tcmgente suddetta. Questo dimostra che se esiste un'altra omo
logia a periodo tre, che non sia il quadrato di quella già esistente, è 
impossibile la coincidenza dei due centri delle due omologie medesime, 
come pure è impossibile che il centro della 2" omologia esista sopra 
x 3 =O fperchè questo centro è punto di ondulazione, mentre i punti 
comuni a x 3 =O e a f sono flessi e al più punti singolari (N. 12)]. Se
gue che il centro della 2"' omologia non è unito per la prima, per cui 
applicando la prima al centro della 2" , troveremo 4 ondulazioni in li
nea retta formanti gruppo equi anarmonico e con le tangenti relative con
correnti nel punto comune agli assi delle due omologie, il che caratte
rizza precisamente la quartica di CAPORALI specializzata. 

O UNI 40 





LE CURVE PIANE DI QUAR'l" ORDINE 

(MONOGR.A.FI.A.) 

[Giorn. di Mat.ca 1910] 

n presidente scritto ha per iscopo di dare in forma espositiva le pro
prietà prineipali, sin qui conosciute, delle curve piane di quart'ordine, 
distribuendole secondo i vari metodi e indirizzi, seguiti sin ora, nello stu
dio delle curve suddette. Sono omesse, naturalmente, gran parte delle di
mostrazioni, ma io confido che il lettore desideroso di approfondire l'ar
gomento, possa facilmente ritrovarle nelle Memorie originali che le con
tengono, dietro le indicazioni bibliografiche sparse nei punti più notevoli. 

Ho diviso il lavoro in due parti principali: la prima riguarda le pro
prietà generali comuni a ogni quartica piana: l.a seconda si sofferma a 
considerare quelle quartiche speciali che, per particolari circostanze, fu
rono oggetto di maggiore studio e di più elaborata considerazione. La 
Monografia si chiude con la indicazione di ulteriori ricerche da fare e di 
varie questioni ancora da risolvere: le une e le altre si presentano, a mano, 
a mano, che l'argomento si svolge, ma ho preferito riunirle tutte alla fine 
per richiamare più vivamente su di esse l'attenzione del lettore. Un indice 
abbastanza dettagliato permette di ritrovare con facilità i punti principali 
della monografia. 

Una parte del presente lavoro è stata già riassunta allo scopo di com
porre l'articolo « Allgemeine Theorie der ebenen Kurven vim·ter Ordnung » 
per la nuova edizione tedesca del Repertorio di E. P ASOAL di recente 
pubblicazione. 

Il lettore troverà ad ogni occasione le notizie bibliografiche che più 
interessano, ma fin d'ora mi preme di segnalare alla sua considerazione 
il capitolo « Spezielle ebene algebraische Ktwven >> della << Enciclopedia >> il 
quale, nella sua prima parte, per opera del KOHN, tratta ampiamente le 
cubiche e le quartiche piane. 
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PARTE PRIMA 

CAPITOLO I. 

Classificazione, forma e generazione. 

l. Classificazione e fanna. - Indichiamo col simbolo 04 una curva 
piana irriduttibile del 4° ordine o, come diremo più brevemente, una 
quartica piana. Essa può rappresentarsi analiticamente annullando una 
ternaria biquadratica irriduttibile a coefficienti reali. Una retta qualunque 
del piano di 0 4 la incontra in 4 punti. La ternaria suddetta dipende da 
14 coefficienti: ne segue che per 14 punti presi in posizione generica nel 
piano suddetto passa una (l) ed una sola 04• Se invece tali punti hanno 
posizioni particolari, può darsi che essi non siano sufficienti a individuare 
la curva. Così, ad esempio, se essi sono scelti fra i 16 punti comuni a 
due 04 ne segue che vi passano = 1 04 formanti un fascio di cui i 16 
punti suddetti compongono il gruppo dei punti base. 

Una 04 può possedere nodi, cuspidi, punti isolati, bitangenti e fles_ 
si (tacendo, per adesso, di singolarità più complicate le quali saranno 
oggetto di particolare considerazione al N. 42). Se ai numeri che rappre· 
sentano gli enti precedenti si aggiungono quelli che esprimono l'ordine 
e la classe di 04, si ottengono le cosidette caratteristiche Pliickeriane fra 
le quali passano dei legami algebrici costituenti appunto le formule di 
PL iiCKER. Escludendo i casi di singolarità superiori rimangono quelli e. 
spressi dalla tabella del SALMON a pag. seguente (2). 

Per l'inteligenza di questa tabella il lettore tenga presenti le nota
zioni del SALMON che indica con 1n l'ordine, oon ~ il numero dei punti 
doppi a tangenti distinte, con k il numero delle cuspidi e con n, 1:, i i nu
meri ordinatamente duali cioè: classe, bitangenti e tangenti di flesso. 

2. Il metodo più antico per classificare le quartiche piane è una e
stenzione immediata di quello che serve anche oggi per classificare le co
niche, e cioè il numero e la specie dei punti all'infinito. La retta all'in-

(l) CHASLES. Paris 0. R. 37 (1853) p. 372, 437: JONQUIRRES. J. de math. (2)1 l, 
(1856) p. 411; H. I. St. S~HTH. An11. d'i mat. (2) 3 ( 1869), p. 218; SIEBECK. A nn. di mat. 
(2) 3 (1869) p. 65 j VALENTINER. Nyt. Tidsskr . 3 (1892), p. 33. 

(2) SALMON. « 0u1've piane>> p. 302 (traduzione francese di CHEMIN, Parigi 1884). In 
questa traduzione, n ella tabella nominata, sono da rilevare due sviste tipografiche ine
renti alle specie ivi designate coi simboii IV e V. Ciò risulta subito dal confronto 
con la tabella qni riportata. 
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finito del piano di 04 può presentare (come qualsiasi altra retta di tale 
piano) i seguenti casi principali: 4 intersezioni reali, due intersezioni 
reali e due immaginarie coniugate, quattro intersezioni immaginarie di
stribuite in due coppie coniugate. Questi casi possono poi dar luogo a 
suddistinzioni notevoli, quanto evidenti, allorchè si tenga conto delle radici 

1n b k n 't i D 

l 4 o o 12 28 24 3 

4 l o lO 16 18 2 

4 o l 9 lO 16 2 

4 2 o 8 8 12 l 

4 l l 7 4 10 l 

4 o 2 6 l 8 l 

4 3 o 6 4 6 o 

4 2 l 5 2 4 o 

4 l 2 4 l 2 o 

4 o 3 3 l o o 

multiple eventuali. PLiiCKER in base a queste distinzioni e suddistinzioni 
enumera ben 152 specie e di ciascuna assegna la equazione . in forma 
canonica (l). 

ZEUTHEN si è particolarmente occupato della forma dei rami reali di O 4 
e ne ha dedotto un metodo di classificazione che non dipende più dai 
punti all'infinito (2). Egli comincia dall'osservare che i rami reali di una 
curva possono distinguersi in due specie e cioè: pari, o dispari, a seconda 
che sono incontrati da una retta in un numero pari, o dispari, di punti. 

{l) EULER. Introductio in analysin infinitorun~ 2. L ausanne 17 48, p. 139; CRAMER. 
Introduction à l' analyse des lignes courbe3 algèbriques, Genève 1750; PLiiCKER. Algebraische 
Kurven., Bonu 1839. 

(2) ZEUTHEN. Math. Ann. 7 (1874), p. 411; C.ULEY. Phil. Mag. (4) 29 {1865), p. 105, 

\ 
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Se la curva è priva di singolarità non può avere più di un ramo dispa
ri: ne segue che le curve d 'ordine pari, e per conseguenza le quartiche, 
posseggono soltanto rami pari e siccome il numero dei rami reali non può 
superare di una unità il genere, così ne viene che una 0 4 avrà uno, o due, 
o tre, o, al più, 4 rami reali che saranno tutti rami pari. Si presenta 
opportuna a questo punto la considerazione delle bitangenti di 0 4 e la 
loro divisione in due specie. L'Autore chiama bitangente di P specie ogni 
bitangente che abbia i punti di contatto immaginari coniugati, ovvero 
esistenti su di un medesimo ramo reale, e bitangente di seconda specie 
ogni tangente comune a due diversi rami. Le bitangentidi l"' specie sono 
sempre 4: il numero delle altre è zero, quattro, dodici, o ventiquattro. 
Ne segue che 8, al più, sono i flessi reali. L'Autore chiama ovale il ramo 
reale privo di bitangenti, lo chiama unifolium, bifolium, trifolium, qua
drifolium, quando ne possiede ordinatamente una, due, tre, o quattro. 
Analizzando tutte le eventualità possibili inerenti a queste distinzioni, 
egli trova 36 specie di quartiche non singolari e dopo, con un passaggio 
al limite, egli classifica anche le quartiche singolari. 

Il KLEIN ha posto la discussione, intorno ai punti reali, su di un al
tra base mediante la considerazione della superficie di RIEMANN inerente 
alla curva e relativi integrali Abeliani (l). 

Ma la classificazione che ci sembra più opportuna è quella che ha 
per base il genere ed è adottata anche da KOHN nel già citato articolo 
dell'Enciclopedia. Siccome il genere può avere i valore o, 1, 2, 3 (Ufr. 
il N. I), così è naturale la distinzione delle quartiche in altrettante spe
cie. Le quartiche considerate in questa prima parte hanno il genere tre. 
Ma anche alcune di quelle descritte nella 2"' parte hanno il genere tre, 
e volta, per volta, non man~heremo di enumerare espressamente il genere. 

3. Generazione. - La maggior parte dei metodi di generazione di 
0 4 è così collegata alla teoria delle bitangenti che reputiamo più oppor
tuno parlarne nel Capitolo V dedicato completamente allo studio della in
teressante configurazione a cui esse dànno luogo. 

Prescindendo dunque da tali metodi rimangono principalmente a consi 
derarsi i due seguenti che ora esporremo. 

L'uno non è che un caso parlicolare della generazione di una curva 
piana di ordine n mediante due fasci proiettivi di curve degli ordini r 
ed 8 in guisa che n= r + 8. Ne consegue dunque la generazione di 04 

come luogo geometrico dei punti d'incontro delle curve corrispondenti 

(l) KLEIN. Math . .&nn. 10 (1876), p. 11. 
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di due fasci proiettivi di coniche, ovvero di due fasci proiettivi: uno di 
rette e uno di cubiche. 

Per descrivere l'altro si consideri una conica e una cubica, nel me
desimo piano; si dimostra allora che il luogo geometrico dei 4 · poli di 
ciascuna tangente della conica, rispetto alla cubica, è una quartica pia
na (ll. Quali altri vincoli geometrici colleghino la conica e la cubica alla 
quartica risulerà dal N. 10 di questa Monografia. 

CAPITOLO II. 

La teoria della polarità. 

4. Curve polari. - Un punto qualunque del piano di C4 individua 
tre curve polari, rispetto a C4 , le quali sono degli ordini tre, due, uno, 
e si chiamano rispettivamente cubica, conica e retta polare (o anche pri
ma, seconda e terza polare). Se l'equazione di C4 si scrive in coefficienti 
simbolici sotto la forma: a4x c= O e se con yi , y2 , y3 si iRdicano le coor
dinate omogenee di un punto generico del piano di C4 , le equazioni 
delle tre curve polari del punto, sono ordinatamente: 

Quando il punto di coordinate yiy2y3 appartenga a C4 , l'ultima equa
zione scritta è anche quella della tangente a C4 in quel punto. Questi 
fatti geometrici non sono che casi particolari della teoria generale della 
polarità sispetto a una curva di qualsiasi ordine n. 

Sono invece caratteristiche per la quartica C4 le considerazioni se
guenti. Ricordiamo che in generale due curve l'una di ordine n e l'altra 
di classe n rappresentate rispettivamente dalle due equazioni anx = O , 
cxnu =O si chiamano apolari, o coniugate, o armoniche, quando è nullo il 
loro invariante simultaneo ana. A scanso di equivoci noi adotteremo l'ultima 
denominazione suddetta quando ne sia il caso. Per n= 2 il significato 
geometrico dell'annullarsi dell'invariante sopra indicato è così conosciuto 
che è inutile il ricordarle. Ebbene: data una conica generica (del piano 
di C4) riguardiamola come inviluppo e sia m2u =O la sua equazione. Me
diante la equazione a4x = o, rappresentante la nostra C4 , viene conse
guentemente a individuarsi una conica luogo rappresentata dalla equazione 
a 2ma2x = O e che evidentemente può riguardarsi come il luogo di un punto 
tale che la sua conica polare sia armonica alla conica-inviluppo data. 

(l) Cfr. in ordine cronologico: S.HMON. Zoo. cit. p. 321; GERBALDI. Renàio. Palermo 
(8193)1 7, p. 178; CIANI . Renà. llt. Lomb. 1895. 



632 LE CURVE PIANE DI QUART10UDINE (~IONOGRAFIA). 

La a2,a200 = O si chiama la conica polare di m 2., =O rispetto a 04 : in
vece m2,, =O si chiama conica antipolare di a2,.a2

00 =O ll '. Risulta così 
che una conica inviluppo ha una ed una sola conica polare. Viceversa 
si dimostra che una qualsiasi conica-luogo ha una ed una sola conica anti
polare. Vi è anche un modo assai semplice per calcolare l'equazione 
dell'antipolare mediante quella della conica-luogo data. Si può dunque 
dire che una quartica generica stabilisce una corrispondenza biunivoca 
fra le coniche-inviluppo e le coniche-luogo del suo piano. Questa corri
spondenza si può anche opportunamente rappresentare nello spazio a 5 
dimensioni di cui i punti e gli iperpiani sieno posti in corrispondenza 
biunivoca con le coniche-inviluppo e le coniche-luogo del piano di 04• 

Basta a tal uopo considerare, in tale iperspazio, la iperquadrica rappresen
tata analiticamente dalla equazione del N. 9 la quale ha per discrimi
nante l'invariante sestico di 0 4• Un punto e un iperpiano (dell'iperspazio 
suddetto) che sieno polo e polare rispetto alla iperquadrica in parola rap
presentano rispettivamente una conica-inviluppo e la conica-luogo polare 
nel senso già stabilito. Ne risulta così che la corrispondenza in parola è 
biunivoca :finchè il discriminante della iperquadrica sia differente da 
zero (2). Maggiori particolari saranno esposti al N. 9. 

Finalmente la cubica polare di un punto individua la propria Hes
siana e la propria Cayleyana che sono state considerate la prima volta da 
CAPORALI (3) sotto il nome di polohessiana e polocayleyana del punto. 
Indicando con y1y2y3 le coordinate del punto e con a 4

00 = b4
00 = c 4

00 = O 
una serie di simboli equivalenti rappresentanti 0 4 , le equazioni della po
lohessiana e della polocaleyana del punto suddetto sono le seguenti: (4} 

(abc) 2 a00 b00 c00 ay by Cy =.-:O (abc) (abu) (actt) (bcu) ay by cy =O. 

Se poi nella seconda si siguardano le ui cost. e le y variabili si ha 
l'equazione della Gr (cioè della jacobiana della rete delle coniche polari 
miste di tutte le infinite coppie di punti situate sulla retta r le cui 
coordinate sono le ui). 

5. Poligoni coniugati. - - In generale un gruppo di n punti costitui
sce un poligono coniugato, rispetto a una curva di ordine n, quando que-

(l) REYE. J. f. tnath. 78 (18i3). 
CAPORALI. Me1norie di Ge01netria, p. 35-l, Pellerano, Napoli 1888. 
(2) SCHERRER. Ann. di tnat. i2) 10 (1882), p. 212. 
SEGRE. Ann. di mat. (2 ) 20 (1892 ), p. 237 . 
CIANI. Rend. Linc. (5) 4 (1895 ),p. 274. 

(3) CAPORALI. loc. cit. p. 345. 
(4) CIANI. Ann. di _tnat. (2) 20 (1892), p. 257. 
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st'ultima è armonica alla curva di classe n composta dagli n punti sud
detti. Nè si esclude che questi punti possano avere posizioni particolari. 
Per esempio, possono essere in linea retta. In tal caso si presenta 
spontanea la ricerca dell' inviluppo delle rette che tagliano la curva in 
un gruppo di n punti formanti un poligono coniugato alla curva. Se n 
è dispari tale inviluppo è indeterminato, ma se n è pari esso è rap
presentato dalla equazione (ab1t )" = O essendo a"ro = b11x =O la curva. 
La definizione si estende anche ad un (n+l)-gono coniugato chiamando 
così ogni gruppo di n + l punti tali che presi ad n, ad n, essi compon
gano altrettanti n-goni coniugati. Ebbene, non c'è da fare che n = 1 per 
ottenere quanto è inerente (l ', sull'argomento, alla quart ica O 4• Si chiamerà 
dunque coniugato ogni quadrangolo i cui i 4 vertici compongono una curva 
di 4 .. classe armonica a 0 4• Se si esige che i 4 vertici siano in linea ret
ta, l'inviluppo di tale retta è uno dei più notevoli contravarianti di 0 4 ; 

la sua equazione è (abu J4 =O e ne parleremo al N. 8. Un pentagono si 
dirà coniugato a O 4 quando lo siano tutti i quadrangoli che si ottengo
no escludendo un vertice del pentagono medesimo. La 04 possiede oo5 

pentagoni coniugati. Fissati due vertici i tre rimanenti possono variare 
e descrivono . una quintica. Vi sono oo1 coppie di punti ognuna delle 
quali è comune a oo2 pentagoni coniugati: tali coppie descrivono il cosi
detto covariante S (Cfr. il N. 7'. Esistono oo1 pentagoni coniugati alla 
quartica e iscritti nel suo covariante S: ogni punto di S è vertice co
mune a 18 pentagoni. 

6. Polilateri polari. - Più interessante e più ampia è la teoria dei 
polilaterali (2}. In generale un p-latero si chiama polare rispetto a una 
curva O., di ordine n, quando l'equazione della 0., possa scriversi ugua
gliando a zero una combinazione lineare delle potenze n esime delle forme 
lineari rappresentanti i p lati del polilatero. La condizione necessaria e 
su~ciente perchè un p-latero sia polare ri spetto a una 0 11 , è che tutte 
le curve di classe n, iscritte in esso, sieno armoniche rispetto a O,,. Ne 
segue che se p> N (n) la ricerca dei p-lateri polari non ha alcun inte
resse perchè allora esistono infinite curve di classe n iscritte nel p-latero 
e fra queste ve ne sarà almeno una armonica rispetto a 0 11 • Nel caso 

(l) Cfr. in ordine cronologico: 
ROSANES. J. f. Matk. 76 {1873}, p. 323. 
ScORZA. Ann. di mat. (3) 2 (1899) p. 329. 
MANFREDINI. Giorn. di mat. 40 (1902), p. 16. 

(2) La Memoria più importante sull' argomento è quella già citata di SCORZA, anche 
perchè riassume le ricerche antecedenti. Un accenno della teoria dei polilateri polari è 
anche in CAPORALI (l.oc. cit. p. 348). 
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dunque delle quartiche basterà considerare i soli valori per p< 14. Ma 
anche per p · 14, 13, 12 si hanno risultati di scarso interesse. Situando 
poi il p-latero in posizioni particolari, il numero p può abbassarsi :fino a 
6 senza che per questo la quartica cessi di essere generica. Se poi si e
sige soltanto che essa sia irriduttibile il numero p può abbassarsi sino 
a 3. Quando sia p= 3, 4, 5 la quartica, pure essendo irriduttibile, è però 
particolare e ce ne occuperemo espressamente n ei capitoli VI e VII. Ri
mangono dunque a considerarsi qui i soli casi di p= 6, 7, 8, 9, 10, 11. 
Riassumendo rapidamente le proprietà inerenti a questi casi, si hanno i se· 
guenti teoremi (dovuti principalmente a ScoRZA.'. Una 0 4 generica possie
de oo3 esalateri polari. Fra questi ve ne sono oo2 di cui 3 lati concorro
no in un punto. Vi sono oo6 ettalateri polari. Date tre rette arbitrarie, 
vi è in generale uno ed uno solo ettalatero polare (di una quartica così 
individuata,) che abbia tre Iati su quelle tre rette. Fre questi oo6 ettala
teri ve ne sono x} costituiti da sei lati di un quadrangolo completo e da 
un altra retta in posizione generica rispetto ai lati suddetti. Esistono 
oog ottolateri polari. Prese 4 rette arbitrarie esse fanno parte di 00

1 ot
tolari polari. I nove-lateri polari sono oo12 ; i decalateri sono oo15 , gli un
dici-lateri sono oo18• E qui ci arrestiamo per le ragioni anzidette. 

CAPITOLO III. 

Enti geometrici invariativi. 

7. Covarianti. - Una idea semplice quanto geniale per trovare dei 
covarianti di una qualsiasi curva di ordine n è dovuta a CLEBSCH ed è 
esposta in una Memoria ormai classica sulle quartiche piane (1). Basta a 
tale scopo scrivere l'equazione della polare rma di un punto qualunque e 
dopo annullare un inva.riante di questa polare. Le eoordina.te del punto 
suddetto vengono così a essere vincolate da una relazione algebrica che 
è l'equazione del covariante cercato. In tal modo la ricerca di una gran 
parte dei covarianti di nna curva di ordine n si fa dipendere da quella 
degli invarianti di curve di ordine inferiore ad n. Questo concetto ap
plicato alla cubica polare di un punto, serve a CLEBSCH nella citata Me
moria a trovare i seguenti covarianti segnati (a), (b), (c) : 

(1 ) CLEBSCH. J. f. Math. 59 (1861 ). p. 125. - Questa importantissima Memoria con. 
tiene però nn errore là ove si afferma che il contravari ante 'l' coincide con l'inviluppo 
armonico (Cfr. il N. 8 della presente monografia). Ma, all'infuori di questo, può dirsi 
che quasi tutto il contenuto dell'attuale Capitolo III è parte essenziale della Memoria 
suddetta. Diciamo cosi non solo per attirare l ' interesse del l ettore sulla Memoria in pa
rola, ma anche per risparmiarci di citarla ad ogni passo. 
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(a) 11 covariante S = O è il luogo di un punto la cui cubica polare 
è equianarmonica (ossia ha nullo l'invariante S '. Annullando tale inva
riante si trova l'equazione del covariante S in forma simbolica così : 

(a be) (abd) (acd) (bcd) a, b, c, d,= O 

dove a 1
, = b' , = c4

, = d 1
, =O sono serie di simboli equivalenti di 04 • 

Questo covariante è dunque una quartica. I suoi coefficienti sono di 4° 
grado in quelli di 04 • Servendosi di una denominazione introdotta al N. 4, 
si può dire che il covariante S è il luogo dei punti le cui polohessiane 
sono triangoli e anche il luogo dei vertici di questi tiangol i. È privo di 
punti singolari t1) (se la 04 è generica'. Essendo il suo ordine ordine U· 

guale a 4 era naturale di proporsi la questione ili vedere se una quartica 
generica possa riguardarsi come covariante S di altre quartiche. La que
stione è stata risoluta affermativamente da ::5coRZA dimostrando che qua· 
lunque quartica può, in generale, riguardarsi come covariante S di altre 
36 quartiche (2). Esiste una ed una sola quartica irriduttibile coincidente 
col proprio covariante S l3). È la cosidetta quartica di KLEIN (Cfr. il N. 21). 

(b) ll covariante T= O è il luogo dei punti le cui cubiche polari so
no armoniche. Se ne ottiene l'equazione annullando l'invariante T della 
cubica polare di un punto. Il covariante T è dunque una sestica. L'equa· 
zione è la seguente: 

(abc) (def J2 (abd) (cwe) (bcf) ax b, c, d, e,j, = O 

dove 

sono serie di simboli equivalenti. 
(c) Se finalmente si annulla il discriminante della cubica polare di un 

punto P, il luogo descritto da P sarà la Steineriana di 04• La sua. e
quazione sarà dunque rappresentabile con 8 3 - T 2 =O. Essa è quindi 
del 12° ordine. Si dimostra inoltre che possiede 21 punti doppi a tan
genti di:'!tinte: le cubiche polari di questi 21 punti si spezzano ciascuna 
in una retta e in una conica \4). La stessa curva possiede 24 cuspidi nei 
24 punti comuni a S = o, e a T= O. Ognuna di queste cuspidi ha la 
cubica polare che è cuspidata a sua volta. 

Il p'rocesso applicato sin qui alla cubica polare dì un punto, può ap-

(l) CIANI. Rend. Linc. (5) 4 (1895 ', p. 274. 
(2) ScORZA Math. Ann. 52 (1899), p. 457. 
(3) Ciani. Palermo Rend. 14 ( 1900), p. 16. 
(4) LAGUERRE. Oeuvres 2, p. 375; C . R. (187-l). 

SCORZA. Ann. di 1nat. (3) 2 (1898j, p. 162. 
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plicarsi anche alla conica polare: essa ha un solo invariante {il discrimi
nan te); annullandolo troveremo un altro covariante di Cl : esso sarà dun
que il luogo di un punto la cui conica polare si spezza, cioè l'Hessiana 
di 0 4 • Essa può anche riguardarsi come il luogo di un punto per cui 
passa la propr ia propria polohessiana. Se ne troverà dunque l'equazione 
ponendo x = y nella polohessiana del punto y (N. 4) e si troverà che la 
Hessiana è rappresentata da 

(abc)2 a
2
"' b2

"' c2
"' = O • 

E ssa taglia C 4 nei 24 flessi. 
8. Contravadanti . - Applicando il noto principio di trasporto di 

CLEBSCH ai principali invarianti di una binaria biquadratica si perviene ai 
tre seguenti conti-avarianti segnati (a) , (b), (c). 

(a) Il contravariante equianarmonico è l'inviluppo delle rette che ta
gliano la O~ in gruppi equianarmonici. La sua equazione è (a b 7~)4 =O e 
in questa forma è già stato considerato al N. 5 quale inviluppo delle 
rette seganti 0 4 in un gruppo di punti coniugato a 0 4• È una curva di 
4"' classe e di 2° grado nei coefficienti di 0 4 • Costituisce quindi la forma 
invariantiva di grado minimo. 

(b) Il contravariante armonico è l'inviluppo delle rette che segano 
armonicamente Cl . L'equazione è (abu? (acu)2 (bet~)2 = O. È dunque una 
curva di 6" classe e di 3° grado 0 4 • 

(c ) Un terzo contravariante può anche considerarsi ottenuto col me
todo sopra descritto, scrivendo l'equazione di 0 4 in coordinate di rette. 
Se P = O , Q = O sono l'equazioni dei due contravarianti (a) e (b), la 
equazione di questo terzo contravariante sarà della forma P 3

- 6 Q2 = O. 
Le 24 tangenti comuni a P= O, Q= O (l) sono manifestamente le 24 
tangenti di flesso di 0 4 • 

Ai contravarianti precedenti aggiungeremo questi altri contrassegna.ti 
(q;), (1p), (x), {.Q) scelti fra i più notevoli \2). 

(q;) La Cayleyana di 0 4 è l'inviluppo delle rette che uniscono i punti 
corrispondenti dell'Hessiana e della Steineriana. Tale corrispondenza va in
tesa così : se A è un punto dell 'H essiana la conica polare di A si spezza 
in due rette che si tagliano in un punto A ' della Steineriana, e la cubica 
polare di A' ha un punto doppio in: A : ebbene A e A' sono punti corri-

(1} LAGUERRE. J. de math. (3} 1 (1875), p. 265j Oetwrea 2 p. 221, 398. 
KOHN. Wien. Ber. 942 (1 887), p. 318. 
JEFFERY B tbll. Soo. ntath. Franoe 17 (1889 ', p. 176; Qttart. J. (34) 1890, p. 250 

(2) Per ulteriori interpretazioni geometriche di forme invariantive veggasi special
mente: MAISL'\'0. Giorn. di mat. 19 (1881), p. 198 
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spondenti delle due curve suddette. J\'[entre A descrive l'Hessiana, A' de
scrive la Steineriana e la retta AA' inviluppa la Cayleyana.. Le sue carat
teristiche pliickeriane si ottengono ben facilmente desumenuole dalle for
mule generali che le dànno per la Cayleyana di una quah;iasi curva di 
ordine n (1 ). Risulta così che nel caso attuale la classe è uguale a 18 e 
che esistono 126 tangenti doppie. È notevole osservare che esse sono tutte 
assorbite da 21 tangenti quadruple costituite dalle 21 rette che fanno par
te delle 21 cubiche polari spezzate (2). 

('\IJ) L'inviluppo 1!J di CLEBSCH è quello individuato dai lati dei trian
goli polohessiani. CLEBSCH credette di averne dimostrato la coincidenza 
con l'inviluppo armonico : ma la dimostrazione è errata (3). Tale coincidenza 
non può mai avvenire. L'inviluppo ljJ e la Hessiana hanno le caratteristiche 
pliickeriane duali uguali fra loro (4) : 'li' è dunque della 6" classe ecc. 

(X) Fra i punti del covariante S si può istituire una corrispondenza 
chiamando corrispondenti due punti che sieno ciascuno un vertice del 
triangolo polohessiano dell'altro: onde nasce la considerazione dell'invilup
po delle rette che uni:,;cono punti corrispondenti del covariante S. Il con
travariante che così si trova è la Steineriana di 0 4 : hanno uguali le ca
ratteristiche pliickeriane duali (4). Dunque il contravariante X è della 12"' 
classe ecc. 

(.Q) Richiamando la definizione già data (N. 4) di conica antipolare 
di una data conica-luogo, consideriamo il caso in cui quest"ultima sia una 
retta doppia. N e segue che ogni retta del piano di C-t (considerata dop· 
piamente) individua la propria conica antipolare. Ebbene il contravariante 
(.Q) di CLEBSCH è l'inviluppo delle rette che sono tangenti alle proprie 
coniche antipolari. Esso è di 4 classe e di 5° grado nei coeffiienti di 04• 

n contravariante equianarmonico e l'attuale (.Q) costituiscono i più note
voli contravarianti di 4" classe. 

9. Invarianti. I due più notevoli, dal punto di vista dell'interpretazione 
geometrica, sono l'invariante cubico e il sestico. 

Cominciamo dal l 0 : si chiama cubico perchè è di 3° grado nei coef
ficienti di 04 e può rappresentarsi simbolicamente con (abct. Noi lo indi
cheremo con A. 

L'annullamento di A esprime la condizione necessaria e sufficiente 

(l) Cfr. p. es. SALllfON, loc. ci t., p. 507. 
(2) BERTINI. Atti Ace. Torino, 32 (1896-97\, p. 32. 
(3) Cl A>.'< L A nn. di 1nat. (2} 20 (1892), p. 257. 
(4) CIAJ.'<I. Rend. Linc. (5) 4 (1895), p. 27!. 
(5) Cfr. SALllfON. loc. cit. p. 377; MAlSANO. loc. cit. p. 198 e seg. 



638 LE CORVE PIANE DI QUART,ORDINE t~IONO(}RAFIA). 

perchè 04 sia armonica col proprio inviluppo equianarmonico. L'inva
riante cubico comparisce anche in una formola notevole che rappresenta 
analiticamente tutti i covarianti di 4° grado e di 4° ordine di 04 • Si di
mostra infatti (5) che tali covarianti appartengono tutti al fascio S + J..Aj =O 
dove S ed A hanno i significati già conosciuti ed f =O è l'equazione di 0 4• 

L'invariante sestico può scriversi sotto la forma del seguente deter
minante simmetrico di 6° ordine : 

a11u au22 a11aa a1112 lLu2a attat 

a2211 0·2222 a22aa a2212 a222a a22a1 

aaa11 aaa22 aaaaa aaat2 aaa2a aaaat 

at211 at222 a12aa a1212 a122a at23t 

a2a11 a2a22 a2aaa a .23t2 a2323 a233t 

aatu aa122 aataa aau2 aat23 aatat 

dove è da tener presente la equazione di 0 4 nella forma simbolica a4
00 =O. 

Risulta allora che il precedente determinante può riguardarsi come il di
scriminante della seguente iperquadrica (dello spazio a 5 dimensioni) 

a11ux\ + a222~22 + 0 aaaaala + n1212X
2
4 + a2a23X

2
5 + aatatx\ + 

+ 2a1122X1X2 + 2a1!33XtXa -+- 2aw2X1X4 + 2ai!23XtX5 + 2a113tXtX6 + 
+ 2a22aaX2Xa + 2a2212X2X4 + 2a222aX2X5 + 2a223tx2x6 + 
+ 2aaat~ax4 + 2aaa2axax5 + 2aaaat xax6 + 
+ 2at223x4x 5 + 2at23tx4x6 + 
+ 2a233tx5x6 = O • 

È questa la iperquadrica già nominata nel N. 4 ed apparisce chiaro 
adesso il significato dell'invariante sestico (quando si riprendano le consi
derazioni in proposito fatte al N. 4 suddetto). L'annullarsi di tale inva
riante, esprime la condizione necessaria e sufficiente perchè la corri~pon
denza fra coniche luogo e coniche-inviluppo, stabilita da 0 4, non sia più 
completa ed abbia invece delle eccezioni. Quali sieno queste eccezioni e 
quale altra interpretazione geometrica più notevole abbia l'annullarsi del
l'invariante sestico, vedremo meglio nel Capitolo VII trattando le quar
tiche particolari tl ). 

(l ) Per non esorbitar e dal nostro campo, essenzia lmente g eometrico, tralasciamo di 
occuparci della. ternaria biquadratica. come ente algebrico. Però non possiamo a meno di 
citare la importante l\f emori a di E. PASCAL, premia ta. dalla R. Ace. di Napoli (Atti) (2) 
12 (1905) p. 1). In essa sono considerati i casi di decomposizione in fattori della t érna· 

ria suddetta o, oiò che è lo stesso, la. decomposizione di 04 in curve di ordine inferiore. 
Veggasi anche : EMMY NOETHER. J. f. Math. (1908) p. 134 1 e Diss. F.rlangen, 1903). 
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CAPITOLO IV. 

I sistemi di coniche e di cubiche inviluppanti C 4 • 

10. Sistemi di coniche inv-iluppanti C4• Fra i sistemi di curve invi
luppanti C, i più notevoli sono costituiti da coniche e da cubiche. Comin
ciamo dalle coniche. 

Una C4 generica può sempre riguardarsi come inviluppo di 63 diversi 
sistemi di coniche che si chiamano le 63 serie di coniche inviluppanti. 
Ciascuna serie è quadratica e ex:}, L'equazione di una tale serie è della 
forma 

dove 

U=O, V=O, W=O 

sono tre coniche, e À il parametro della serie. Ad essa appartengono le 
due coniche U e W ma non la V. L'equazione di C4 può scriversi, con· 
seguentemente, sotto la forma UW = VZ, la quale dimostra che gli 8 punti 
di contatto di U e W, con C4 esistono sulla V. :re segue che la condizio
ne necessaria e sufficiente affinchè due coniche inviluppanti appartengano 
alla stessa serie, e che gli 8 punti di contatto con C4 esistano su di una 
medesima conica. In una stessa serie esistono 6 coppie di rette le quali 
dunque vengono a costituire 12 bitangenti di C4• Ma, di queste, diremo 
con maggiori dettagli nel Capitolo che segue, interamente dedicato alla 
importante configurazione delle bitangenti. Ogni serie di coniche invilup
panti è contenuta in una rete che adesso vogliamo considerare. Così la 
serie precedente è contenuta nella rete 

Ora è noto che una rete di coniche può sempre riguardarsi come rete 
di coniche polari rispetto a una cubica: indichiamo con V' nna tale cubica 
per la rete precedente; d'altra parte i tre numeri .F, 2.1., l possono riguar
darsi come le coordinate omogenee di un punto variabile su di una coni
ca <p (al variare di À) : dunque C4 si potrà riguardare come l'inviluppo 
delle coniche polari dei punti di q; rispetto a VJ, o anche come il luogo di 
un punto la cui retta polare, rispetto a 'lj!, è tangente a q;, o finalmente 
come il luogo dei poli delle tangenti di q; rispetto a V'· Si perviene così 
alla generazione di C4 già data al N. 3. 

Si può aggiungere che se ci c2 sono due coniche della serie precedente 
e quindi polari dei punti Mi M2 di q;, la conica che passa per gli 8 punti 
di contatto di c1 c2 con C, è la polare rispetto a 'ljJ del punto d'incontro 
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delle tangenti a cp in Mi e JJf2• Le curve cp e tp sogliono chiamarsi curve 
direttrici di 04 , e coniche generatrici quelle della serie relativa. Ogni se. 
rie di coniche inviluppanti individua una coppia di curve direttrici cp e '!' 
e viceversa. E sistono 63 coppie di tali curve, cioè 63 morli diversi di ri
guardare 0 4 come l'inviluppo delle coniche polari dei punti di una conica 
rispetto a una cubica (1). 

Seguendo un concetto analogo si può anche definire 0 4 come l'invi. 
luppo delle coniche polari di una retta cp' rispetto a un'altra quartica '!'', 
ovvero come il luogo di un punto la cui conica polare rispetto a '!'' tocca 
cp'. Approfittando di questa definizione si dimostra facilmente che i sei 
punti della Steineriana che corrispondono a sei punti allineati della 
Hessiana esistono su di una stessa conica. 

Se si adotta una ben nota definizione di CREMONA, si può dire che 
la seconda polare pttre di una retta, ?'ispetto a ttna quartica piana generica, 
è un'altra qua1·t·icct generica. La retta q/ e la quartica tp' si chiamano an
cora le direttrici di 0 4 • Ne segue che ogni retta, del piano di 0 4 , si può 
assumere come direttrice e le possibili quartiche direttrici compongono un 
sistema lineare triplo e hanno tutte sulla retta medesima quattro contatti 
tripunto. Si può anche aggiungere che le Hessiane delle quartiche diret
trici inviluppano la quartica fondamentale 0 4 (3). 

l l. Siste1ni di Cttbiche inviluppanti 0 4• - I sistemi di cubiche invilup
panti la nostra 0 4 sono 64 e ciascuno è triplamente infinito. Essi si dividono 
in òue specie. Quelli eli l .. specie sono 36 e ognuno contiene un sistema 
=i di cubiche spezzate in una retta e in una conica: la retta è una tan
gente di 0 4 , la conica è tritangente e passa inoltre per i due ulteriori 
punti d'incontro della tangente suddetta con 0 4 • :reua rappresentazione 
di RESSE (Cfr. il N. 13) ognuno di questi sistemi può mettersi in corri
spondenza con tutti i punti dello spazio. 

I sistemi di cubiche inviluppanti di 2,. specie sono 28 e ciascuno è 
individuato cla una bitangente di 0 4 • Rappresentando questa bitangente 
col lato xi clel triangolo fondamentale, l'equazione di 0 4 può scriversi 
xi 03 = 0 2

2 dove 03 =O è una cubica appartenente al sistema individuato 
dalla bitangente suddetta e 0 2 =O è una conica. Così risulta chiaro che 

( l) PLiiCKER. loc. cit. p. 228; STEINER. J. f. Math. 49 (1855), p. 265, oppure « Wer

ke • 2, p. 605 j HESSE. J. f. Math. 5'> (1857), p. 83, p. :.!79 j ARONHOLD. Berlin Monatb
sber. (18 64), p. 505; GEISER. J. f. Math. 72 (1870), p. 370 j AMESEDER. Wien. Ber. 85 
(1882), p. 3ll6; SALMON. loc. cit. p. 317; KOHN. J. f. Math. 107 (1890), p. l e (1891), 
p. 5; WIRTINGER. Untersuaheng ii.ber Thetafttnktionen.Leipzig 1895; C t ANI, Istit. Lotnb. 
Rend. (2) 28 (1895), p. 659. 

(2) CIANI. Istit. Lomb. Renà. (2) 28 (1895), p. 959. 
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i sei punti di contatto di una cubica 0 3 =O del 2° sistema con la 0 4 e 
i punti di contatto della bitangente relativa x1 =O appartengono sempre 
a una stessa conica. I 12 punti di contatto di due cubiche appartenenti 
a un medesimo sistema di l"' o di 2"' specie esistono su di una terza cubica. 
In ciascun sistema di cubiche ve ne sono 64 che hanno, ciascuna, con 
0 4 , tre contatti quadripunto. Finalmente, un teorema che serve a dare una 
prorietà caratteristica, per due cubiche di un medesimo sistema, è il seguente: 
due cubiche inviluppanti 0 4 appartengono a un medesimo sistema di l"' o 
di 2"' specie a seconda che abbiano una conica tritangente comune, ovve
ro tre intersezioni allineate (1). 

CAPITOLO V. 

La configurazione delle bitangenti. 

12. Le numerose e belle proprietà di questa cfz. sono state investi
gate da. molti autori e con diversi metodi. Esporremo qui i principali in 
ordine cronologico. 

Metodo di Steiner-Pliicker (2'. - Le ricerche di questi due illustri geo
metri hanno il loro fondamento nelle 63 serie di coniche inviluppanti 0 4 

di cui abbiamo già trattato nel capitolo precedente. Riprendiamo dunque 
a considerare una di tali serie. Abbiamo già notato che essa contiene sei 
coppie di bitangenti di 0 4 • Considerando i punti d'incontro delle due bi
tangenti di ogni coppia, si hanno 6 punti che esistono su di una stessa 
conica armonica a tutte le coniche della serie, quando esse sieno riguar
date come coniche-inviluppo. Si può dunque dire che i 378 punti d' incon
tro, a due, a due, delle 28 bitangenti esistono, a sei, a sei, sopra 63 coniche 
armoniche alle 63 serie suddette. Se ab = O , c d= O sono due coppie di 
bitangenti della stessa serie, questa può rappresentarsi con la equazione 
À2 ab + 2 l V+ cd = O dove V= O è la conica che passa per gli 8 punti 
di contatto di a, b, c, d con 04 • La equazione di 04 è V 2 = abcd. Sicco
me la coppia ab può associarsi con ciascuna delle altre 5 coppie della serie, 
così, tenendo anche conto del numero delle serie, si trova che le coniche 
come V sono 315. Ne segue che i punti di contatto delle bitangenti con 
04 esistono, a 8, a 8, sopra 315 coniche (3). Le sei coppie di rette esistenti 

(l) RESSE. J. f. Math. 49 (1855) p. 243, 279 oppure • Werke » p. 319, 345. 
CLEBSCH. Math. An·n. 3 (1871) p. 45; NOETHER. Munchen Abh. 17 (1889 ) p. 105. 
RosATI. Giorn. di mat. 38 (1900), p. 165. 

(2) 3TEINER. loc. oit.; PLiiCKER, id. id. 
(3) SALMON, loo. oit. p . 317; NOETHER. Math . .dnn. 15 (1879), p. 89; 46 {1895); Mun

chen Ber. 25 (1895), p. 9:i; E. PASCAL. Renà. Lino. (5) l (1892) p. 385, 417; (5) 2 
(1893), p. 8. 

0I4NI H 
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in una medesima serie di coniche inviluppanti, compongono un gruppo di 
12 bitangenti che si chiama <<gruppo Steineriano >>. Esse toccano una stes
sa curva di 3" classe che è la Cayleyana della rete di coniche cui appar · 
tiene la serie. A tale curva sono tangenti i lati rimanenti dei 6 quadran
goli formati (ciascuno) dai 4 punti di contatto delle bitangenti di ogni 
coppia, mentre i punti diagonali relativi esistono su di una medesima 
curva che è la Jacobiana della rete. Tale Jacobiana è evidentemente l'Hes
siana della cubica '\jJ del N. 10, come la curva di 3" classe sopranominata, 
ne è la Cayleyana (l ). Se ab = O , od = O , ef = O sono 3 coppie di bitan
genti di uno stesso gruppo Steineriano requazione 04 si può porre sotto 
la forma 

a Yab + p Y cd + y Y ef = O • 

Confrontando due gruppi Steineriani si trova che possono essere col
legati in due modi sostanzialmente differenti a seconda che abbiano 4, o 
6 bitangenti comuni. N el primo caso si chiamano sizigetici, nel 2 · azige
tici \2). Quando due gruppi sono sizigetici, con le 4 bitangenti comuni si 
possono formare due coppie dell'uno e due coppie dell'altro. Ecco un 
esempio: 

ab cd , ef , gh , ij , kl 

ac bd mn , op , qr , st 

e allora esiste un 3·' gruppo sizigetico con entrampi che è: 

ad , be , uv , wx , yz , 9?'\jJ • 

Si ha quindi una terna di gruppi sizigetici, a due, a due, e le 28 bitan
genti sono così esaurite. Esistono 315 terne siflatte. Due gruppi azigetici 
sono invece così costituiti che le loro coppie possono farsi corrispondere 
in guisa che due coppie corrispondenti abbiano sempre una bitangente 
comune. Eccone un esempio: 

ab , cd , ef , gh , ij , kl 

am , cn , eu , gx , iz , k'\j! 

ed è notevole che le bitangenti non comuni formino un 3° gruppo azige
tico con entrambi. E sso è 

b1n , dn , t~~ , hx , jz , l'\j! • 

(l) SALMON, loc. eU. p. 320; KOHN . W ien Monatsh. l (1890), p. 71, 129. 
H UMBERT. Paria 0. R . 120 (189 5), p. 863. 

{2) FROBEN IUS. J . f. Math. 103 (1 888), p. 151. 
CIANI I st. Lomb . .Reud. (2) 28 (1895), p. 659. 
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Si ha quindi una tema di gruppi azigetici, a due, a due. Essa contiene 
18 bitangen t i. Esistono 336 tali teme. 

13. Metodo di Hesse (l). - Esso consiste nel riferire la quartica C4 

a una notevole figura stereometrica di cui il nucleo è un ottagono gobbo. 
Nelle particolari relazioni geometriche fra C4 e tale figura stereometrica 
risiede la ingegnosità e la fecondità del metodo di RESSE. Eccone la so
stanza. Siano 

le equazioni di tre quadriche : esse individuano la rete : 

a a~~ -f- P b2
00 -f- y C

2
00 ==: 0 

che ha per punti base gli otto punti comuni alle tre quadriche date e 
quindi a ogni altra quadrica della rete. Tutti i coni della rete sono indi
viduati da quei valori a , p, r che annullano il discriminante della pre
cedente equazione. Ebbene, scriviamo l'equazione che esprime l'annullarsi 
di questo determinante e poi, riguardando a p r come coordinate omogenee 
di un punto in un piano, interpretiamo tale equazione, che è di 4° grado 
in a, p, y, come quella che rappresenta una quartica generica C4 • Si viene 
cosl a stabilire una corrispondenza biunivoca fra questa C4 e la sestica 
gobba luogo dei vertici dei coni della rete. Infatti ogni punto di C4 ,indi
vidua un sistema di valori di a, p, r annullante il discriminante in parola 
e quindi individua un cono della rete e per conseguenza il suo vertice: 
viceversa un corio della rete, e per conseguenza il suo vertice, individua 
un sistema di valori di a, p, r annullante il discriminante e quindi un 
punto di C4• Una relazione lineare fra a p r individua, nel piano di C4, 

una retta e nello spazio un fascio di coni contenuti nella rete: ai 4 punti 
in cui la retta incontra C4 corrispondono i 4 coni del fascio. Se la retta 
è bitangente a C4 il fascio corrispondente possiede due coni doppi: la cnr· 
va base del fascio si compone di una cubica gobba passante per 6 degli 
8 punti base della rete e della retta che congiunge i due rimanenti. Si 
può cosl istituire una corrispondenza biunivoca fra le bitangenti di C4 e 
i lati dell'ottagono gobbo completo che ha per vertici gli 8 punti base sud
detti. Questa corrispondenza non solo è importante come utile raffronto fra 
due notevoli cfz.ni l'una costituita dalle bitangenti di C4 e l'altra dall'ot
tagono suddetto, ma anche per utile notazione da applicarsi alle bitangenti 

(t) REssE. J. f. Math. 49 (1855 ), p. 279 e anche « Werke» p. 376, 
CAYLEY. J. f. Matll. 68 (1868), p. 176. 
SALMON. loc, oit . p . 327. 
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medesime. Indichiamo con i numeri 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 i punti base 
della rete: con le loro combinazioni binarie si potranno rappresentare le 
bitangenti di 04 • Ci serviremo ora di questa notazione per segnalare al
cuni importanti aggruppamenti di bitangenti. 

Anzitutto le 378 coppie di bitangenti si rappresentano con i due tipi 
di simboli equivalenti (12. 13), !12. 341. 

Esistono 1260 terne di bitangenti tali che i sei punti di contatto e
sistono su di una conica. I simboli relativi sono di due tipi e cioè : 

(12. 23. 34) e (12- 34. 56). 

Esistono 315 quaterne di bitangenti con gli otto punti di contatto su 
di una conica, e ne abbiamo già parlato al N. 12. Scriveremo ora i nuovi 
simboli di queste quaterne, che sono pure di due tipi, ossia: 

(12 . 23 . 34. 41) e (12 . 34. 56. 78). 

Fra i gruppi di sei bitangenti ne segnaleremo due specie. Quelli di 
una specie sono rappresentati dai tre seguenti tipi : 

(12 . 23 . 31 . 45 . 56 . 64) ; (12 . 34 . 35.36 . 37 . 38) ; (12 . 13 . 14 . 56 . 57 . 58). 

La proprietà geometrica che li caratterizza, è che le bitangenti di cia
scuno toccano una medesima conica.. I gruppi di questa specie sono 1008. 

I gruppi di 6 bitangenti dell'altra specie si rappresentano mediante 
questi altri tre tipi : 

(12 . 23. 31. 14. 45 . 51); (12 . 23. 34. 45 . 56 . 61) ; (12 . 34. 35 . 36 . 67 . 68) 

e ciascuno è caratterizzato dal fatto che le sei bitangenti si dividono in 3 
coppie in modo che i tre punti doppi delle tre coppie sono allineati. I 
gruppi di questa specie sono 5040. 

14. Metodo di Aronhold {1). Questo metodo può farsi dipendere dalle 
osservazioni seguenti. Consideriamo il sistema =2 di tutte le curve di 3a 
classe tangenti a 7 rette fisse in posizione generica. Due curve O e O' del 
sistema hanno altre due tangenti comuni di cui indichiamo con P il punto 
d'intersezione. Tenendo fisso O e facendo variare O' (nel sistema suddetto) 
il punto P descrive una retta r tangente a O e che si chiama la coresi· 
duale di O rispetto al sistema delle 7 rette date. Così una curva O del 
sistema individua. una retta r ta.ngente a O e coresiduale. Viceversa una 
retta r qualunque si può sempre riguardare come coresiduale (e quindi 

(l) ARONHOLD. Berlin Monatsber. (1864), p. 499 j FROBENIUS- J. f. Math. 99 (1886), 
p. 290; CAYLEY. J. f. Math. 68 (1868), p. 176; KOHN. J. f. Math. 107 (1890), p. lj TI· 
MERDING. Math. Ann. 53 (1900), p. 19::!; CLEBSCH . Math. Ann1 3 (1871), p. 45 j STURM. J. 
f. Math. 70 (1 86!!), p. 229. 



LE CURVE PIANE DI QUART'ORDINE (MONOGRAFIA). 645 

tangente) di una curva O del sistema. Siccome O è del 6° ordine cosi la 
r la incontra ulteriormente in altri 4 punti che so o punti di contatto di 
O con altre 4 curve del sistema : non esistono altre curve del sistema ca
paci di toccare O. Ciò premesso, r;sulta facilmente che il luogo geometri
co dei punti di contatto di due curve del sistema è una quartica 0 4 , e 
poche altre considerazioni dimostrano che 0 4 è generica. Le 7 rette fisse 
date sono 7 bitangenti. Per determinare le altre 21 s i osservi che, fra le 
curve del sist-ema, ve ne sono 21 spezzate in una conica e un punto. Ba
sta infatti considerare la conica tangente a 5 delle rette date e il punto 
comune alle due rimanenti per ottenere una di tali curve spezzate. Eb
bene le 21 rette coresiduali di queste 21 curve spezzate sono le 21 bitan
genti cercate. 

È da notare che la costruzione di queste ultime si può fare linear
mente. Il gruppo delle 7 rette che ha servito di punto di partenza è un 
gruppo particolare : esso è costituito in modo che i 6 punti di contatto di 
3 qualunque di esse non esistono su di una stessa conica. Un tal gruppo si 
chiama, un sistema completo di ARONHOLD. Esistono 72 tali sistemi con
tenenti una data bitangente: ne esistono 16 contenenti due bitangenti 
arbitrarie e il nunero totale di tali sistemi è 288 (1). 

15. Metodo di Geiser (2 ). Questo metodo ha qualche affinità con quello 
già esposto di RESSE e con un altro che descriveremo al N. 18 in quanto 
che pone in relazione le bitangenti di 0 4 con una interessante cfz.ne dello 
spazio. 

A tale scopo il GEISER osserva che il cono circoscritto a una super
ficie cubica (non singolare), da un suo punto, è del 4° ordine e che la sua 
sezione con un piano qualunque può riguardarsi come una quartica gene
rica 0 4 • Le 28 bitangenti di 0 4 provengono dalla intersezione del suo pia
no col piano tangente alla superficie nel verticP del cono suddetto e dalle 
proiezioni (dal vertice medesimo) delle 27 rette della susperficie. È utile 
osservare che la prima bitangente nominata non viene a trovarsi in condi
zioni dissimetricbe dalle altre 27 come potrebbe far credere il modo di
verso col quale viene ottenuta. Si viene cosl a collegare la cfz.ne delle bi
tangenti di 0 4 con quella delle 27 rette di una superficie cubica e le molte 
proprietà conosciute della seconda possono servire a trovare altrettante 
proprietà della prima. 

16. 111etodo di lVoether-De Paolis (3). Questi Autori riguardano una 

(l ) Per un facile riassunto di questa teoria veggasi anche: SALJIION. loo. ci t . p. 331. 
(2) GEIBER. Math • .A.nn. l {1869), p. 129. 

ZEUTHBN. Math . ..Jnn. 8 (1875), p. l, 



L),: CURVE PIANE DI QUART10RDINE (MONOGRAFIA), 

quartica piana generica come curva limite di una trasformazione piana 
doppia di 3° ordine e di l o genere e svolgendo questo concetto ritrovano, 
con metodo facile e uguale, la più gran parte delle proprietà conosciute, 
sino allora, delle bitangen ti di O 4 altre aggiungendone di nuove. "el citato 
lavoro di D E P AOLIS è part icolarmente notevole la semplicità con la quale 
vengono a stabilirsi le equazioni delle 28 bitangenti in parola. 

17. Metodo delle cm·atteristiche. Un'altra utile rappresentazione delle 
bitangenti di 0 4 può ottenersi mediante le cosidette caratteristiche dispari 
di genere 3. Ciascuna bitangente può rappresentarsi col simbolo : 

(
i j h) 
i, ji hi 

dove ij h, i 1 j 1 h1 sono numeri uguali a zero, o a uno, e inoltre la somma 

iii + jji + hhi 

è dispari (2). E P ASCAL svolge questo concetto in gran parte di una ela
borata Memoria nella quale, fra altro sono studiate le bitangenti di 0 4 • 

Secondo questa rappresentazione, ad es. una quaterna di bitangenti i cui 
punti di contatto sieno su di una conica, viene rappresentata da 5 carat
teristiche dispari tali che le somme degli elementi che occupano i mede
simi posti sieno tutte pari ecc. (3). 

18. Metodo suggerito dalla configurazione di Kummet·. L'idea di porre 
in r elazione la cfz.n• delle bitangenti di 0 4 con una figura stereometrica, 
attuata già con i metodi prima esposti di BESSE e di GEISER, può essere 
utilmente e ulteriormente sfruttata mediante la nota superficie di KUMMER 
con 16 punti doppi. 

È stato appunto il KUMl\1ER a osservare, per primo, che per una 04 

generica si potevano condurre oc4 superficie della specie suddetta (4). Era 
dunque naturale di studiare più a fondo il legame che poteva stabilirsi, 
per tale via, fra la cfz.ne delle bitangenti di 0 4 e quella inerente ai punti 
doppi di una delle = 4 superficie sopra nominate specialmente dopo la pub
blicazione di una ben nota femoria di CAPORALI (5 ) che, alle proprietà 
già conosciute della cfz.ne di KUMMER, molte altre interessanti ne aggiunge 
va così da avere di tutte insieme un quadro completo. Lo studio in pa-

{l) NOETHER, Erlangen. Ber. l (1878), p. 81 e Miincken. Abk. 17 (1889). 
DE PAOLIS. Mem. Linc. (3) 2 (1878), p. 152. 

(2) NOETHER. Milncken Ablt. 17 (1879), p. 105 ; Matk. Ann. 38 (1889), p. 354. 
RIEMANN. Werke, !l Aufl. p. 487, 

(3) PASCAL. Ann. di mat. (2) 20, 21 (1892-93). 
(4) KUMMER. MonatBb. Berl. 1864. 
(5) CAPOI\ALl· loc. cit. p. 86. 
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rola costituisce parte essenziale di una mia memoria (l} di cui adesso mi 
permetto di riassumere i ri sultati principali. A tale scopo sarà utile aver 
presente anche la cosidetta. cfz.n• di KLEIN che viene individuata da una 
data cfz.ne di KUMMER, cioè la figura composta. da 6 complessi in invo
luzione, dalle 15 coppie di assi delle involuzioni gobbe che ne nascono ecc. 

I 16 piani doppi di una superficie di Ku:tOIER passante per 04 ta
gliano il suo piano in un gruppo di 16 bitangenti che chiamasi « un 
gruppo di KUMMER >>: le 12 bitangenti, che avanzano, compongono un grup
po Steineriano secondo la denominazione introdotta nel N. 12. Due tali 
gruppi (di KUMMER e di STEINER) si chiamano complementari. Essi sono 
cosl collegati che variando la cfz.ne di KUMMLR attorno alle 16 bitangen
di un gruppo di KUMMER e assumendo tutte le oo4 posizioni possibili e 
quindi variando conseguentemente i 6 complessi relativi, non variano i 
6 poli del piano di C 4 rispetto ai 6 complessi suddetti. Essi sono i 6 
punti doppi delle 6 coppie di bitangenti che compongono il gruppo Stei
neriano complementare del gruppo di KUMMER primitivo. Ciò può espri
mersi anche cosl: una cfz.ne di K UMMER e la relativa cfz.ne di KLEIN 
che la prima individua, sono così legate che facendo variare in tutti i 
modi possibili la prima intorno ad una sua sezione piana, la seconda va
ria ugualmente intorno alla propria sezione col medesimo piano. È anche 
interessante la figura costituita dalle 15 coppie di punti d'incontro delle 
15 coppie di assi fondamentali della cfz.ne di KLEIN. Chiamiamo per bre
vità punti M, tali punti che sono in numero di 30. Essi possono costruirsi 
senza uscire dal piano della quartica. A tale scopo si osservi che sopra 
ogni lato dell'esagono completo, formato coi sei poli suddetti, viene segnata 
una involuzione mediant~ i lati del quadrangolo completo che ha per 
vertici i 4 rimanenti poli esterni al lato suddetto. Ebbene i punti doppi 
di questa involuzione sono i due punti M situati su quel lato, e siccome 
questi lati sono 15, si possono cosl ottenere tutti i 30 punti Jf richiesti. 
Questi esistono anche, a tre, a tre, sopra 60 rette m con le quali si pos
sono formare 15 quadrilateri di vertici M. Le 60 rette m passano, a tre, 
a tre, per 320 punti in guisa che con i q uadrilateri suddetti, si possono 
formare 20 terne desmiche associate a due a due. 

Dalla nota proprietà che i 6 piani · doppi della cfz.ne di KUMMER, che 
passano per uno stesso punto doppio, riescono tangenti a un medesimo 
cono quadrico, ne segue immediatamente che le 16 bitangenti di un 
gruppo di KUMMER sono, a 6, a 6, tangenti a 16 coniche. Queste e le bi
tangenti suddette sono dunque costruite cosl che ciascuna delle prime è 
tangente a 6 delle ~:>econde, e viceversa. Essendo 63 i gruppi di KuM-

(1) CIANI . .Ann. di mat. (3) 2 (1899), p. 53. 
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MER si ritrova per altra via che il numero totale delle coniche in parola è 
1008 (cf. il N. 13). La considerazione delle cosidette rette R di CAPORA
LI, inerenti alla cfz.n• di Kul\D\IER, conduce subito a concludere che i 
plmti d'incontro, a due, a due, delle 16 bitangenti di un gruppo di KuM
MER esistono, a 3, a 3, sopra 240 rette le quali passano a loro volta, a 3, a 
3, per 1280 punti: 320 sono quelli di specie già conosciuta: gli altri 960 
sono di specie nuova. 

Riunendo poi insieme tutta la cfz.n• dei 63 gruppi di KUMMER si 
può enunciare il seguente teorema: i 378 punti d'incontro, a 2, a 2, delle 
28 bitangenti stanno, a 3, a 3, sopra 5040 rette :re le quali passano, a 3, a 
3, per 6720 punti 8 e 60480 punti k. Ogni retta n contiene 4 punti 8 e 
36 punti k. I 6720 punti 8 stanno, a 4, a ·4: sopra 15120 rette a. I 60480 
punti k stanno, a 3, a 3, sopra 20160 rette c che passano, a 3, a 3, oltre 
che per i 6720 punti s per altri 15120 punti. 

Sapevano già per altra via che i punti d'incontw a 2 a 2 delle bi
tangenti esistono, a 6, a 6, sopra 63 coniche (N. 12). Col metodo attuale 
si può aggiungere, in proposito, qualche cosa di più accertando la esi
stenza di altre 2835 coniche ognuna delle quali contiene non soltanto 6, 
ma bensì 8 dei punti suddetti. Queste coniche sono tanto più notevoli 
inquantochè ciascuna passa anche per 8 dei punti contrassegnati M. A 
causa di questo, tali coniche furono chiamate le coniche dei 16 punti. 

In fine della Memoria è indicata poi una semplice costruzione di una 
delle 00 4 cfz.nl di KUMMER passanti per 0 4 segnalando anche di quale 
arbitrarietà si possa usufrurire nella costruzione medesima (1). 

SECONDA P ARTE 

Qnartiche particolari 

CAPITOLO VI. 

Le quartiche auto-protettive. 

19. Una qnartica piana si chiama auto-proiettiva quando esiste alme
no una collineazione periodica, nel suo piano, capace di trasformarla in 

(1) Veggasi pure: 
KOHN. Wien. llfonatsh. l (1890), p. 100 
WIRTINGER. Untersuchu·ngen uber Thetafunktionen, Leipzg, 1895. 
TIMERDING. J . f. Math. 122 {1900), p. 209. 

Non possiamo lasciare l'argomento delle bitangenti di 04 senza citare anche il bel 
libro di H. WEBER (Lehrbuch der Algenra, Braunscheweig, 1899) nel quale un intero Ca
pitolo è dedicato alle bitangenti della qnartica piana come geniale applicazione dei grup
pi di sostitnziont. 
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sè stessa. Una qua.rtica generica non è auto-proiettiva: le quartiche auto
proiettive sono dunque quartiche particolari. 

Le questioni inerenti a questo proposito possono porsi in vario mo-
do. Si può cominciare dal ricercare quali condizioni debbono essere a
dempiute perchè una collineazione periodica e una quartica siano in tal 
guisa collegate che la seconda sia invariante rispetto alla prima. Tale 
questione, che si presenta per prima, in questo genere di studi, è stata 
risoluta da S. KANTOR assegnando, per ogni caso trovato, la forma cano
nica della equazione relativa (l '. Si presenta poi la questione di decide
re se e in quali casi una stessa quartica possa essere trasformata in sè 
medesima da diverse collineazioni periodiche: sorge così e si amplia il 
concetto di gruppo formato da tutte le collim'azioni rispetto a cui una 
quartica può essere invariante. n problema è stato risoluto da WrMAN per 
tutte le quartiche non singolari (2). E finalmente la risoluzione completa 
del problema per tutte le quarticbe irriduttibili (singolari e non singola
ri) è contenuta in una mia Memoria di recente pubblicazione (3). Ne rias
sumeremo i risultati essenziali descrivendo qui tutti i gruppi trovati e 
dando per ognuno la equazione della relativa quartica auto-proiettiva. 
Ecco questi gruppi: li indicheremo col simbolo G11 dove n è l'ordine. 

a) n Gi68 che ha per invariante la quartica di KLEIN di cui l'equa
zione può scriversi così: (cfr. il N. 21) 

xt3x2 + x23xa + xaJxt =O. 

b) Il G96 di cui è invariante la quartica di DYCK (cfr. il N. 22). L'E

quazione della curva è · 
x/+ x24 + Xa4 =O. 

o) Il G•8 che ha per invariante la quartica di CAPORALI specializza
ta la di cui equazione può porsi sotto la forma 

x34 + <p(xtx2) =O 

dove <p è una binaria biquadratica ed equianarmonica m x 1x 2 (cfr. il N. 26). 
d) n G16 caratterizzato dalla seguente quartica invariante: 

Xa2..r.tx2 +x t 4 + X/ = O. 

Mentre per il G161 , il 0 98 , il G 48 rimandiamo il lettore rispettivamente 
ai Numeri 71, 22, !36 (come sopra abbiamo accennato) per l'attuale G16 

(meno importante) daremo subito la rappresentazione analitica mediante 
le seguenti sostituzioni: 

(1) S. KANTOR. .Acta Math. 19 (1895 ). 
(2) WIMAN. Stockholm Bihang till Handlingar 21 (1895) N. 3. 

(3) CIANI, .Rtnd. Paltrmo 28, (1909). 
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dove t· = l , 2 ... 8 e a è radice 8" primitiva dell'unità. 
e) I gruppi composti dalle potenze di una stessa collineazione non 

contenuti nei casi precedenti. Essi sono i seguenti: 
Il G5 individuato dalla collineazione: 

a"'= l. 

Le curve invarianti si riducono ai due tipi: 

x22xtx3 + x2xt3 + x34 =O 

Il G6 individuato dalla: 

dove a è radice sesta primitiva dell'unità. Esso spetta alla quartica 

x32xta + xtax2 + x2' =O. 

E finalmente il G11 individuato dalla 

dove a è radice nona primitiva dell'unità. La quartica relativa è 

xas x2 + Xt4 + Xt x23 =O. 

Si può aggiungere ehe il periodo della collineazione può avere un 
valore qualsiasi t· nel caso in cui la curva sia la seguente : 

Xa 4 + Xta x2 = O 

e la collineazione sia 

con a radice primitiva di xr = l essendo 3 + k =r. 
20. Può interessare di sapere quali, fra le collineazioni descritte nel 

numero precedente, sono omologie (1). È notevole che queste omologie aie
no tutte armoniche all'infuori dei casi seguenti : 

(!) CIANI. Rtnd. Palermo. 13 (1899), p. 347. - Per il caso poi in cni tali omologie 
eieno simmetrie ortogonali veggasi la mia tesi di abilitazione in Annali scuola norm.. 

sup. di Pisa 1889. 
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dove q; è una bi]laria biquadratica in x 2 , x3 • Le omologie spettanti a que
sti casi hanno il periodo uguale a 4, o a 3 rispet tivamente. Nei rimanenti 
casi ogni quartica omologica è necessariamente omologico-armonica e può 
esserlo in più modi quando esista più di lilla omologia armonica che tra
sformi la curva in sè stessa. Il cent ro di ogni tale omologia è un punto 
doppio della Steineriana., l'asse è parte della cubica polare del vertice. 

Il numero di queste omologie può essere 1, 3, 5, 7, 9, 15, 21. Gli 
ultimi due casi, che sono i più interessanti, sono realizzati rispettivamente 
dalla quartica di D YCK e di KLEIN già nominate nel numero precedente. 

21. Quartica di Klein. - Fra tutti i casi segnalati nel N. 19 sono 
particolarmente interessanti qnelli indicati con a), b), c) : le quartiche re
lative portano i nomi di KLEIN, di DYCK e di CAPORALI specializzata. Di 
questa ultima tratteremo a suo tempo (N. 26) considerando prima la quar
tica di CAPORALI nel caso generico (N. 24). 

Delle altre due esporremo adesso le proprietà principali comincian
do da quella di KLEIN. Essa costitui sce, fra tutte le quartiche autoproiet
tive, il caso massimo e presenta anche l'interesse massimo. Fu scoperta 
da KLEIN (1) insieme al relativo gruppo d'ordine 168 di cui essa è inva
riante, e dopo KLEIN varii Autori ebbero ad occuparsene (2). 

La curva è di genere tre e quindi non ha punti muJtipli. Una delle 
caratteristiche più notevoli è che il tangenziale di un flesso è un altro 
flesso. Ecco, più particolarmente, di che si tratta: sia A un flesso della 
curva, B il suo tangenziale: questo è, di nuovo, un flesso: se con C s'in
dica il tangenziale di B, anche C è un flesso ed ha per tangenziale il 
flesso A. Ne segue che ABC è un triangolo che ha per vertici 3 flessi e 
per lati le tre tangenti di flesso relative, onde l'equazione della curva, ri
ferita a tale triangolo, può scriversi così: 

xi3x2 + x23x3 + x 33a;i =O. 

Esistono 8 triangoli come ABC : di guisa che essi esauriscono così i 
24 flessi. Un altra proprietà caratteristica della quartica attuale è la coin
cidenza col proprio covariante S (N. 7). Si può fa re una semplice rappre
sentazione analitica del suo gruppo G168 assumendo come gruppo di rife-

(l) KLEIN. Math. A.m1. 14- (1879), p. 428. 
(2) CLEIN-FRICKE Vo1·lesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionmt, Leipzig 

1892, p. 675, 678, 701. 
BRIOSCHI. R e!td. L incei (3) 8 Ù884), p . 164. 
HASKELL A.mer. J. 13 (1890), p. l. 

CIANI, Re11d. PalerntO 13 (1 899), p. 347; id. 14 (1900), p. 16; A.nn. di mat. (3) 5 
(1901 ), p. 33. 
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rimento uno dei sottogruppi ottaedrici in esso contenuti. Si scrivano a 
tale scopo, sotto la forma 

(dove ikl è una qualunque permutazione di 123), tutte le collineazioni del 
gruppo ottaedrico suddetto. 

Le quartiche invarianti rispetto a questo gruppo sono tntte e sole 
quelle del fascio 

~x,4 + 6l.2'x/xk2 = O , 

dove }, è il parametro del fascio. Ebbene, si ottiene il Gi68 aggiungendo, al 
gruppo ottaedrico precedente, la collineazione : 

~ fL (x2 - xi) + 2 X3 fL (xi - x2) + 2:r.3 #
2 (.z;i + x2) l 

Ì xi X2 Xa ~ 

dove fL = 1 +; ('7. Nel fascio esistono due quartiche di KLEIN: basta 

., ~ - L+ i (7 d · · · · l' . fì . . d. ~ 
~are 11. == 

2 
ove 1 segni superwn e g m er10r1 1 11. e fL vanno 

presi· insieme. Abbiamo già osservato che la quartica attuale è covariante 
S di sè stessa. Le altre 35 quartiche di cui essa è covariante S (cfr. il 
N. 7) si dividono in due specie : 14 sono in varianti, ciascuna, rispetto a 
uno dei sottogruppi ottaedrici di Gi 68 ; le altre 21 lo sono, ciascuna, rispetto 
a uno dei sottogruppi di 8° ordine. I 24 flessi sono collegati anche da al
tre proprietà (oltre quelle esposte): ad es. essi esistono, a 8, a 8, sopra 
14 7 coniche e, a 6, a 6, sopra altre 112 coniche ognuna delle quali ultime 
taglia la quartica nei punti di contatto di una medesima bitangente (1). 

22. Q~tartica di Dyck. Dopo la quartica di KLEIN, per numero di col
lineazioni in sè, viene quella di DYCK. Essa ne conta 96 e il loro grup
po è il G96 rappresentato da tutte le sostituzioni possibili del tipo 

dove con i k h si indica un qualunque permutazione di 123, e con a fJ r 
tutte le possibili radici biquadratiche dell'unità. La c. attuale si può ca
ratterizzare mediante l'esistenza di un trilatero polare (N. 6) riferendo al 
quale la curva, se ne può scrivere l'equazione nella forma canonica 

(l) CIANI. Ann. di mat. (3) 5 (1901), p. 33. 
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xi 4 + x2 4 + x3 4 = O • 

Si può aggiungere che essa possiede 12 ondulazioni distribuite in 
quattro quaterne armoniche sui lati del triangolo fondamentale. Il cova

riante S è indeterminato. Il covariante T e l'Hessiana si compongono del 
suddetto triangolo contato due volte. La Steineriana si riduce al medesi
mo triangolo contato quattro volte (1). Esiste un tessuto di coniche apolari. 

CAPITOLO VII. 

Altre qnartiche speciali di genere tre. 

23. Abbiamo già considerato, nel numero precedente, due interessanti 
quartiche speciali di genere tre. La loro importanza proveniva dall'esi
stenza di due notevoli gruppi di collineazioni rispetto ai quali esse sono 
in varianti. 

Indipendentemente da questo carattere, esistono altre quartiche par
ticola.ri di genere tre non meno interessanti delle precedenti. Vogliamo 
considerarne le principali. 

Qua.t·tiche di Clebsch e di Lu•·oth. Abbiamo già visto al N . G che una 
quartica generica non ammette polilateri con un numero di lati inferiori 
a 6. Le quartiche dotate di pentalateri polari sono dunque speciali : esse 
prendono nome da CLEBSCH che per primo ne ha constatata la esistenza t2) 

e sono caratterizzate analiticamente dall'annullarsi dell'iuvariante sestico 
con la caratteristica uguale a 5. Esse ammettono una conica apolare (cioè 
una conica la quale, riguardata come inviluppo, ha la conica polare in
determinata (N. 4)). La esistenza di un pentalatero polare trae sec•) la e
sistenza di ex} di teli pentalateri tutti circoscritti alla conica suddetta ed 
iscritti nel covariante S~ il quale, in questo caso, è, esso pure, una quar
tica speciale e prende nome da LiiROTH che per il primo se ne è occu
pato (3). Onde una quartica di LiiROTH non è altro che il covariante S 
di una quartica di CLEBSCH. Viceversa, ogni quartica circoscritta a un 
pentalatero è una quartica di LiiRO'l'H (ossia può riguardarsi come cova
riante S di un'altra quartica il cui invariante sestico si annulla con la 
caratteristica 5). Si può dunque dire che una quartica di LftROTH è ca-

{l) DYCK. Math . .dnn. 27 (1880), p. 473, 510. 
CAYLEY. Papers. 101 p. 603. 
MASONI. Rend . .dcc. Na]XJli 21 (1882), p. 45. 
SCORZA . .dnn. di mat. (3) 2 (18tl9), p. 329. 

{2) CLEBSCH. J . f . Mat. 59 {1861 )1 p. 125. 
(3) LiiROTH . Math. Ann. l (1869)1 p. 37; 13 (1878), p. 548 .• 

GRASSI. Giorn. di 111at. 38 (1900)1 p. 244. 
FRABM. Math. Ann. 7 (1874)1 p. 635. 
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ratterizzata dall'essere circoscritta ad uno, e quindi a oo1 pentalateri polari. 
Abbiamo detto al N. 7 che una quartica geuerica ha 24 cubiche 

polari cuspidate. Se si tratta della quartica di CLEBSOH le 24 tangenti 
cuspidali non sono distinte, ma coincidono, a 3, a 3, nelle 8 tangenti 
alla conica apolare, nei punti in cui essa incontra il covariante S. I 24 
poli rispettivi, cioè le 24 cuspidi della Steineriana (N. 7) formano 8 trian
goli circoscritti alla conica suddetta e al covariante S. Queste 24 cuspidi 
sono allineate, a 3, a 3, sopra le 8 tangenti suddette. Finalmente la condi
zione necessaria e sufficiente perchè una quartica sia di CLEBSOH può 
anche esprimersi esigendo che il suo covariante S ed il suo inviluppo e
quianarmonico sieno due curve armoniche fra loro (1). 

24. La qt,art·ica di Caporali. - La cosiddetta quartica di CAPORALI è 
specialmente notevole perchè costituisce uno dei pochi casi in cui la cfz.ne 
dei flessi assume un particolare interesse. Sulla quale cfz.n• mi sia con
cesso, poichè l'occasione lo porta, la seguente digressione. 

Se si riflette alle numerose e svariate proprietà geometriche che gode 
1a cfz.n• dei flessi di una cubica piana generica si è facilmente indotti a 
presumere che altrettanto debba accadere per la cfz.ne dei 24 flessi di una 
quartica generica. Che questa presunzione abbia avuto credito risulta da 
tracce evidenti di tentativi fatti per uno studio sistematico di tale cfz.n•. -
Fra altro si cercò di dimostrare che la conica passante per 5 flessi di 0 4 
passa anche per un sesto flesso. Ma la dimostrazione è errata (2). Propria
mente, :fin ora, non si può in generale affermare altra proprietà geometriea, 
inerente alla suddetta cfz.n•, all'infuori di quella che colloca i 24 flessi nei 
24 punti d'intersezione della 04 con la sua Hessiana. Poca cosa invero se 
si pensa che una tale proprietà vale per qualsiasi O.,. - Tutto questo in 
generale: ben s'intende. 

Se la 04 si specializza possono allora balzar fuori particolarità e fatti 
geometrici salienti. Ad es. basta appena che quattro flessi sieno in linea 
retta per potere affermare che altrettanto accade per i loro tangenziali. Già 
nelle quartiche autoproiettive abbiamo avuto esempi di qualche notevolez
za nella cfz.n• in discorso (Numeri 21 e 22) e anche se ne avrà esempio 
Belle quartiche singolari. Ma il caso più caratteristico si presenta con la 
quartica di CAPORALI di cui adesso esporremo le proprietà principali (3). 

(l ) SCORZA. Ann. di 1nat. (3) 2 (1899), p. 329) . 
(2) Cfr. ad es. LORIA. Bollettino di matemat'iaa, Ottobre-Dicembre 1906. 
(3) Un primo elenco di queste apparve in una Nota del CAPORALI stampata dalla R. 

Ace. di Napoli (Rendia. Dicembr e 1882). Altri accenni più, o meno espliciti a questa cur
va si trovano n el volume delle Memorie già citato, a p. 336, 340, 349 e in due lettere 
dirette al Prof. SEGRE e da questi pubblicate (Ann. di mat. (2) 2l.l (1 892), p. 274). Per 
una esposizione sistematica d elle proprietà finora conosciute di questa quartica, veggasi 
la mia Memoria in Re1ld . Aca. Napoli (3) 2 ( 1896), p. l 26. 
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Prima di tutto ecco la definizione della curva (che può servire anche 
a generarla•. Si chiama quartica di CAPORALI la Jacobiana di una retta r 
e di un fascio cp sizigetico di cubiche. Questa Jacobiana è ùi 4° ordine, 
è priva di punti multipli e quindi è di genere 3. Una prima proprietà no
tevole è che essa ammette una seconda generazione come Jacobiana di 
una seconda retta 'r' e di un secondo fascio cp'. Più precisamente ciò ri
sulta dalla proposizione seguente: la quartica di CAPORALI generata come 
Jacobiana del fascio sizigetico 

cp = xta + x23 + Xaa- lxlx2xa =O 

e della retta r- u:t: =o, ammett-e una seconda generazione uguale alla 
prima, come J acobiana dell'altro fascio sizigetico seguente : 

cp' = xt3(uaa- u23) + x23\t~ta- 1~a3) + Xa~(u23 - - ut3) + 

+3u2u 3x2x 3(u2x2- 1~3x3)+3t~3u1x3x1 (u3x3-t~1x1)+3u1 u2x1 x2•u1x 1 -tt2x2)+ 
+l[u2uaXt(uaxa2_ ua:ra 2)+uautx2{ut:r.az_uaxt 2)+utu~a(u~t r _ utx/i]-=--0 

e dell'altra retta: 

r' = utxt(u23- ua3) + 1~~2· ua3- utJ) + uax3(ut3- u23) =O. 

L'equazione della quartica è la seguente : 

c,= utxt(x23- x23) + u~2(xa3- Xt3) + uaa:a(xt3- x23) =O. 

I due fasci cp e cp' sono pro"iettivi e generano l'Hessiana di C4 • 

Ebbene la quartica così generata ha 12 flessi nei vertici dei 4 trila
teri sizigetici di cp e altri 12 nei vertici dei 4 trilateri sizigetici di cp'. In 
questo modo la cfz.ne dei flessi di o., si riannoda a quella di cfz.ni tanto 
note quanto interessanti inerenti a cubiche ed è inutile insistervi. 

Dal punto di vista proiettivo la quartica di CAPORALI è definita me
diante i fatti geometrici seguenti : 

Essa possiede una schiera di coniche apolari (1); 
è armonica col proprio inviluppo equianarmonico. 

Le condizioni analitiche equivalenti sono : 
L'in variante sestico si annulla con la caratteristica uguale a 4 (tre 

condizioni distinte ì ; (N. 9) 
è nullo l'invariante cubico (N. 9) (un'altra condizione). 

La curva viene quindi a dipendere da 10 costanti. 

(l) Il quadrilatero circoscritto a tutte le coniche della schiera è dunque nn quadri
latera polare- Quando questa sola condizione sia soddisfatta, e non altra., la 04 è quella 
studiata da DEL PEzzo in Rend. Ace. di Napoli 22 (1892), p. 203 ; veggasi anche CAPORALI 

loc. cit. p. 349, 
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Un'altra notevole generazione di questa 0 4 può ottenersi mediante 
due serie oo1 di quadrangoli iscritti, di cui i lati la segano armonica
mente e di cui i punti diagonali descrivono l' Hssiana. 

25 . La rete sizigetica d·i quat"tiche. - Riprendiamo l'equazione della 
curva precedente 

1ttxt(x2J - xaJ) + 1t2x2(:ra3- Xt3) + uaxafxtJ - x23) =O. 

Considerando le u; come parametri, tale equazione rappresenta una 
rete di quartiche di CAPORALI dotata di 12 punti base nei 12 vertici dei 
4 trilateri esistenti nel fascio q;. Tali 12 punti sono 12 flessi per ogni 
quartica della rete. Per estensione di linguaggio, come si chiama fascio 
sizigetico di cubiche ogni fascio di cubiche i cui 9 punti base sieno flessi 
per ogni cubica del fascio, così si dirà che una rete di quartiche è sizi
getica allorquando esistano 12 punti comuni, a tutte le quartiche della rete 
i quali sieno, per tutte, altrettanti flessi. Ebbene : l'esempio rappresentato 
dalla equazione precedente è appunto un esempio di rete sizigetica. È dunque 
naturale di chiedersi se ve ne siano altri. La risposta è negativa e si può -
così affermare che l'unica rete sizigetica di quartiche è quella rappresen
tata dalla equazione prec~dente e costituita. per intiero da quartiche di 
CAPORALI. 

26. La quctrtica di Caporal·i specializzata. Riprendendo l~ considerazioni 
del N. 24 vogliamo segnalare un caso speciale notevole della quartica di 
CAPORALI: quello in cui le rette r ed t-' coincidano. Ciò avviene quando 
la posizione comune che esse assumono costituisce una delle nove rette 
polari armoniche del fascio q; e conseguentemente anche di q;'. ll caso è 
importante perchè allora la curva acquista carattere invariantivo rispetto 
a un gruppo di 48 collineazioni già considerato al N. 19. 

La curva attuale può anche cara.tterizzarsi mediante il possesso di 4 
ondulazioni in linea retta formanti un gruppo equianarmonico con le re
lative tangenti concorrenti in un punto. N e segue che, con opportuna ed 
evidente scelta degli elementi di riferimento, la sua equazione potrà seri
versi così: 

x4
3 + x\ + 2iVS x\ x~2 + X 4

2 = 5 . 

Per avere le collineazioni del suddetto Gts si scrivano prima quelle, 
formanti un gruppo tetraedrico, che trasformano in sè stessa la binaria 
biquadratica in x 1 x 2 che figura nella precedente equazione. Esse si otten
gono scrivendo quelle del gruppo quadrinonio: 
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(dove i h è una qualunque permutazione di 1, 2) e aggiungendovi la se· 
guente : 

Si qttiene così il G ,8 binario che trasforma in sè stessa la binaria 
suddetta. Ebbene, per avere le cercate collineazioni del G48, basta aggiun
gere, alle sostituzioni del gruppo binario quadrinomio precedente x 3 , che 
si trasforma in ax3 , dove a è radice quarta dell'unità e alle altre rima-

4 ------:==-
nenti x 3 che si trasforma in x 3 Y 2 + 2i ff. E siccome tanto quest'ultima 
radice 4", quanto a. hanno 4 valori si perverrà così dal G12 binario suddetto, 
al G48 ternario richiesto. Esso è dunque isoformo meriedrico col gruppo 
del tetraedro. 

Altre particolarità geometriche della curva attuale sono le seguenti : 
essa possiede, oltre le 4 ondtùazioni già nominate, altri 16 flessi i quali 
si distribuiscono in 4 quaterne armoniche su 4 rette di un fascio equia
narmonico che ha il centro nel punto comune alle 4 tangenti di ondula
zione (1). 

27. Quartica desmica, o di Humbm·t (2). Si chiama quartica desmica, 
secondo HUMBERT, la sezione piana generica di una superficie desmica di 
4° ordine. La curva non ha, in generale, punti multipli, per cui il suo 
genere è 3. Indipendentemente da considerazioni spaziali, si dice che una 
quartica è desmica quando appartiene a un fascio di quartiche nel quale 
esistono 3 curve composte ciascuna di quattro rette (quadrilateri desmici, 
o fasciali). Tali rette sono tangenti a una medesima curva 0 3 di 3" classe. 
I 4 punti di contatto con 03, dei lati di un quadrilatero desmico, sono al
lineati su di una tangente a 03• Ripetendo la considerazione per gli altri 
due quadrilateri desmici, si trovano tre tangenti di 0 3 passanti per un me
desimo punto. La condizione perchè una quartica sia desmica si può e
sprimere geometricamente esigendo che esistano 3 bitangenti tali che i 
loro punti di contatto siano vertici di un quadrilatero completo che abbia 
per diagonali le bitangenti suddette: dopo di che esistono in conseguenza 
altri 5 siffatti quadrilateri. Lo SCHUR (3) ha dimostrato che questa quar
tica può riguardarsi come un caso particolare di quella di LiiROTH. 

(l) CIANI. Ist. L01nb. Rend. (2) 33 (1900), p. 1700; Rend. Palenno 28 (1909). 
(2) HUMBERl'. J. de tnath. (4) 6 (1890), p. 423 j id. (4) 7 (1891). 
(3) 8CHUR. J. f. Math. 95 ( 1883), p. 217, 

CU.Nl 
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CAPITOLO VIII. 

Le quartiche di genere due (iperellittiche). 

28. Se la 0 4 è di genere due essa ha un punto doppio e viceversa 
ed è una curva iperellittica {l}. La g' 2 che le dà il carattere iperellittico 
è segnata su di essa dal fascio di rette che ha il centro nel punto doppio. 
Cominciamo dal considerare il caso in cui le tangenti, nel punto doppio 
sono distinte (nodo, o punto isolato). Allora dalla tabella del N. l risulta 
l'esistenza di 16 bitangenti e di 18 flessi. La classe è 10. Le 16 bitangenti 
compongono un gruppo di KuMM.ER. Vi sono altre sei rette ciascuna del
le quali ha due coppie di punti ·coincidenti a comune con 04 , ma non 
sono bitangenti iu senso proprio: esse costituiscono le 6 tangenti tirate, dal 
punto doppio, a toccare 04 altrove, e si sogliono chiamare le bitangenti 
improprie. Delle 63 serie di coniche inviluppanti del caso generale, ve ne 
sono 30 ordinarie [composte, cioè di coniche quadritangenti]. I gruppi Stei
neriani corrispondenti si compongono ciascuno di 4 coppie di bitangenti 
proprie e di un paio di bitangenti improprie contato due volte. Ogni co
nica dei rimanenti sistemi inviluppanti, è tritangente a cl e la taglia nel 
punto doppio. Ciascun gruppo Steineriano corrispondente si compone di 6 
bitangenti proprie e tli 6 improprie : ogni coppia contiene una di ciascuna 
specie. 

Circa alla generazione delll"attuale 04 si può dire che si otterrà una 
quartica con un punto doppio quando si pa.rticolarizzi nel modo seguente 
alcuno dei metodi dati in generale : 

a) nella generazione mediante due fasci proiettivi di coniche, basta 
che i due fasci abbiano in comune un punto base (N. 3). 

b) nel metodo di RESSE, basta che due vertici dell'ottagono gobbo 
coincidano (N. 13); 

o) nel metodo di ARONHOLD, basta che a delle 7 bitangenti di llJ). 

sistema di ARONHOLD passino per un medesimo punto (N. 14); 

(1) Ecco un elenco dei principali lavori inerenti a queste curve: 
ROCH. J. f. Math. 66 (1866), p. 1H; BRILL. Math. Ann. 6 (1872), p. 66; HUMBERT. 

J. de math. (4) 2 ( 1886), p. 239; KOHN. Wien. Ber. 95 (1887)1 p. 321; BOBECK. Wien. 
Denkschr. 53 (1887), p. 119; ANDOYER. Ann. Tonlonse 3 (1889); KLEIN. Math. Ann. 36 
(1890), p. 59; JEFFERY. Qztart. Joztrn. 24 ( 1890), p. 250. 

Per una rappresentazione paramet.rica non razionale della curva veggasi : CLEBSCH. 

Math. Ann. l (1869), p. 170. 
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d) nel metodo di GEISER basta che il centro di proiezione sia so
pra una delle 27 rette della superficie cubica (N. 15) (1). 

Finalmente è caso particolare notevole quello nel quale le tangenti 
nodali sono anche tangenti di fiesso (punto nodale infiessionale si chiama 
allora il punto doppio), di guisa che tali tangenti hanno tutte le loro in
tersezioni con 04 assorbite dal punto doppio (2 ). 

Anche la quartica desmica (N. 27 ) può avere un punto doppio e HuM
BERT medesimo ha considerato questo caso (3). 

Se poi il punto doppio è una cuspide, la · solita tabella del N. l ci 
dice che esistono 10 bitangenti e 16 flessi. La classe è 9. La quartica 
cuspidale è stata ogget.to di studio da parte di varii Autori (4). 

29. La conica di Bertini. Abbiamo già osservato nel N. precedente 
che per il punto doppio di 0 4 si possono condurre 6 rette a toccare al
trove la curva. Ebbene, si dimostra facilmente che i sei punti di contatto 
esistono su di una medesima conica. Questo teorema non è che un caso 
particolare di uno più ampio riguardante in generale una curva di grado 
n con un punto (n- 2)P1" , ed è dovuto a BERTINI (5) onde il nome di co
nica di BERTINI alla conica sopra nominata. 

Questa conica e il punto doppio di 0 4 individuano una inversione 
quadrica che trasforma la curva in sè stessa (6). Cominciamo cosl a tro
vare un primo esempio di quartica trasformata in sè stessa da una corri
spondenza fra i punti del suo piano che non è più lineare. Altri esempi 
vedremo in seguito. 

CAPITOLO IX. 

Le quarticbe di genere uno (ellittiche). 

30. Una quartica con due punti doppi, ovvero con una singolarità e
quivalente (ad es. un tac-nodo) è di genere uno e ammette quindi una 

(t) Per un'altra generazione della curva veggasi BOBECK. loc. cit. 
(2) BRIOSCHI. Math. Ann. 4 (1871), p. 95 i Opere, t. V, p. 199. 
(3) HUMBERT. J. de math. (4) 7 (!891), p. 385. 
(4) Veggasi particolarmente: RICHMOND. Quart. Juo1·n. 26 (1892), p. 5. 
(5) BERTINI. Rend. Li1w. (3) l {1877), p. 92 i CAPORALI ha proseguito, in quest'ordi

ne Ili idee, in una interessante nota Nota (loc. cit. p. 164). 
(6) ROBERTS. Ltmdon. Math. Soa. 35 (1894), p. 151; DE VRIES. Nieuw. Arah. (2ì 3 

1897), p. 158. La cfz. nei flessi è stata considerata, in questo caso, da BRILL. Math. Ann. 
13 ( 1878), p. 175 e da RrcHMOND. Quart. Journ. 26 (1892), p. 5. 
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rappresentazione parametrica per funzioni ellittiche (1). Se i punti doppi 
sono distinti la .;urva acquista una particolare importanza, dal punto di 
vista metrico, quando con una trasformazione omografìca tali punti ven
gano trasportati nei punti ciclici del piano della curva. Dal punto di vi
sta proiettivo invece è indifferente che i punti doppi suddetti sieno nei 
punti ciclici, o altrove. Noi considereremo particolarmente il caso in cui 
i punti doppi sieno i punti ciclici : così dal lato proiettivo non avremo al
cuna specificazione notevole ; mentre un vantaggio indiscutibile ne verrà 
per le proprietà metriche. 

Se i punti ciclici sono due nodi la 0
4

, si chiama « bicircolat·e » se 
sono due cuspidi si chiama << Oat·tesiana >> . 

31. Quat·tiche bil;ircola·ri generiche (2). Come dianzi abbiamo detto, una 
quartica si chiama . bicircolare se ha due punti doppi (a tangenti distinte) 
nei ptmti ciclici del suo piano. Secondo la tabella del N. l la curva pos
siede 8 bitangenti e 12 flessi. La classe è 8. Da ciascun punto doppio si 
possono tirare 4 tangenti a toccare altrove la curva: si hanno così due 
quaterne le quali hanno il medesimo birapporto : il suo valore può assu
mersi come modulo della curva. Ne segue che i 16 punti d'incontro di 
queste tangenti esistono, a 4, a 4, sopra 4 coniche passanti per i punti doppi 
e siccome questi sono i punti ciclici così ne segue che tali coniche sono 
cerchi, onde si ha il teorema che afferma la esistenza di 16 fuochi, a 4, a 

(l) CLEBSCH. J. f. Matk. 6<1 (1864) ; CAYLEY. Cantbr. Trana. 14 (1889), p. 484; 8IE
BECK, J. f. Math. 57 ( 1860), p. 359 i 59 (186 1), p. 173. 

Per altre proprietà inerenti a queste curve veggasi : RICHMOND. Quart. Jm~rn. 32 
(1900), p. 63; A.liiESEDER. Wien. Ber. 87 (1883), p. 15; JEFFERY. Lonàon. Matk. Soc. 21 
(1896), p. 287 o 

(2) A. cominciare da questo punto, sino alla fine della presente Monografia, si pre
sentano, quasi senza interruz10ne, quartiche particolari che, dal punto di vista metrico, 
fnrono oggetto di studio, in tempi abbastanza lontani dai nostri, quando cioè i metodi 
di ricerca non avevano acquistato la generalità che oggi li caratterizza. È merito non 
piccolo delle vedute moderne quello di avere inquadrato nella teoria delle curve piane alge
briche (come casi particolari metrici) la più gran p arte delle curve studiate dagli antichi. 
L'interesse di queste curve dal punto di vista proiettivo è scarso: non altrettanto può dirsi 
dal punto di vista metrico, e particolarmente dal punto di vista storico. È perciò che 
chi scrive abbandona, d'ora in avanti, in gran p arte, le citazioni particolari rimandan
do il lettore alla 2"" edizione del bel libro di LORIA intitolato: Spezielle algebraiecke u11à 
transcen r'ente ei,P-ne Kurven. (Leipzig nnd .Berlin. Teubner 1910). Ad ogni occasione sarà 
quindi richiamato il numero della pagina preceduto brevemente dal semplice simbolo 
C LORIA ». 

Veggansi anche i due libri seguenti : 
BASSET. An elementary treatiee on cubie anà quartiea Curvea (Cambridge (1901). 
WIELEITNER. Spezielle ebene Kurven (Leipzig 1908). 
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4, sopra 4 cerchi. Può darsi che qualcuno di questi si componga di due 
rette (di cui una all'=), onde ne viene la possibilità che 4 fuochi sieno 
in linea retta. Vi sono 4 sistemi di cerchi inviluppanti la curva. Ciascuno 
può riguardarsi come generato da un cerchio mobile di cui il centro si 
muova su di una conica fissa (conica deferente) e tagli ortogonalmente un 
cerchio fisso (cerchio direttore). Le 4 coniche deferenti sono confocali e i 
4 cerchi direttori sono, a 2, a 2, ortogonali. Esistono 4 trasformazioni anal
lamatiche della curva in sè stessa: esse sono quelle individuate dai 4 cer
chi direttori suddetti. Per ogni centro d ' inversione passano due bitangenti 
della curva. Relativamente al modo di rappresentarla analiticamente, si può 
dire che se Ci , C2 , C3 , sono 3 cerchi inviluppanti dello stesso sistema, 
l'equazione della curva si può porre sotto la forma 

Ai ~ + l2 f7f; + la Y Ca = O · 

Assumendo per assi cartesiani gli assi della conica deferente, l'equa
zione acquista quest'altra forma : 

(x2 + '!/)2 + w.x;2 + by2 + ex + ay + e = O • 

Aggiungeremo anche che, relativamente a queste quartiche, può farsi 
una teoria dei poligoni iscritti tutt'affatto simile a quella che PoNOELET 
ha fatto per le coniche (1). 

32. Qtw,rtiche bicircolari speciali (spiriche di Pet·seo, ovali di Cassini). 
È caso particola.re notevole quello nel quale il centro di un cerchio diret
tore è sopra un asse della relativa conica deferente. Allora la C4 gode 
simmetria ortogonale rispetto a tale asse e ne ammetterà un'altra di tali 
simmetrie quando il cerchio e la conica suddetta sieno concentrici. In que
st'ultimo caso ~a curva si chiama « spirica di l.Jerseo >> e si può anche ot
tenere tagliando un toro con un piano parallelo all'asse. Le spiriche si 
possono pure riguardare come curve isoptiche di due coniche (!3 ). 

Un caso particolare interessante delle curve precedenti è realizzato 
allorchè, riguardando una ·spirica di PERSEO come sezione piana di un 
toro, il piano della curva riesce tangente al toro medesimo. La curva pren
de allora il nome di lemniscata di BooTH (3). 

Se poi i punti ciclici, oltre essere doppi, sono anche inflessionali la C, 
prende il nome di <<OvALE DI CASSINI» (4). In ciascun punto doppio le tan-

(1) SALMON. loo. oit., p. 339. 
BABSET. loo. ci t., p. 133. 
LORIA. p. 114. 

{2) LORIA. p. 124. 

(3) LORIA. p. 134. 

{4) LORIA. p. 208. 
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genti relative esauriscono i vi le loro intersezioni con 0 4 • La curva si può 
definire metricamente come il luogo di un punto tale che il prodotto delle 
sue distanze da due punti :fissi (fuochi} sia costante. Se 2a è la distanza 
fra i due punti, e k2 il valore del prodotto suddetto, l'equazione della 
curva può scriversi : 

(x2 + y2)2 - 2a2(X2 - y2) = k 4 
- a\ 

Se k <a la parte reale della curva si compone di due ovali esterne 
l'una all'altra. Se k =a la curva acquista un 3° punto doppio nell'ori
gine e diviene la lemniscata di BERNOULLI di cui parleremo al N° 37. 

Se k > a y21a parte rea.le della curva è costituita da una sola ovale. 
Ogni parallelogrammo iscritto nella curva e ad essa concentrico, è tale 
che la somma algebrica degli angoli, sotto i quali si vedono i lati oppo
sti da un punto della curva, è costante. 

33. Qttartiche Oat·tesiane. - Se i punti ciclici sono due cuspidi la 
quartica si chiama Cartesiana come già altrove abbiamo accennato (1). La 
curva può riguardarsi come il luogo di un punto le cui distanze da due 
punti :fissi moltiplicate per due numeri costanti dànno una somma co
stante. Si dimostra allora l'esistenza di 3 fuochi in linea retta. Se con 
e', e", e"' si indicano le distanze di un punto qualunque di 04 dai fuochi, 
si ha 

ae' + f3e" + re"' = o 
dove a, {3, y sono costanti. 

La curva si può anche riguardare come l'inviluppo del sistema di 
cerchi 

l 2kB + 2lA + k 2 =O 

dove A= O è un cerchio, B =O una retta (che risulta bitangente a 0
4
), 

k una costante e ). un parametro variabile. Ne risulta l'equazione sotto 
la forma 

A 2 = k3B. 

In coordinate polari essa può scriversi 

e2 
-- 2(m +n cosw)e +p= O 

dove m, n, p sono costanti e il polo è un fuoco. N e segue che 4 punti 
della curva che sieno allineati, sono tali che la somma delle loro distan
ze dal fuoco suddetto è costante. Per p = O il polo diviene un punto 
doppio e si ha la lumaca di P ASOAL: se di più 1n = n il punto doppio 

(1) LORIA P· 174, 



U~ CURVE PIANE DI QUART'ORDINE (MONOGRAFIA). 663 

suddetto è una cuspide e si ha la cardioide. Ma entrambi questi casi l particolari saranno inclusi nel Capitolo seguente dedicato appositamente 
~ alle quartiche razionali. 

\ CAPITOLO X. 

Le qoartiche di genere zero (razionali). 

34. La nostra 04 sia di genere zero (1). Ne segue che le coordinate 
omogenee di un suo punto si potranno esprimere mediante funzioni ra· 
zionali intere di 4° grado di un parametro 'J.., (ovvero mediante binarie 
biquadratiche in À e /-l)· Questa sempliche rappresentazione fornisce il 
mezzo più opportuno e più semplice per determinare i punti singolari 
della curva, i suoi flessi e le sue bitangenti. Si perviene anche a deter
minare con facilità l'equazione della curva in coordinate di rette, consi
derando la binaria biquadratica in l e fA. che si ottiene sostituendo, nella 
equazione di una retta ~fre =0, in luogo della x1 le binarie biquadratiche cor
rispondenti. Fra i molti modi di studiare la 0 4 attuale, è notevole quello 
che ne deduce le proprietà principali per proiezione dalla curva gobba ra
zionale di 4° ordine, intersezione di due quadriche tangenti fra di loro in un 
punto (2\. 

35. Quartiche trinodali. - Chiamasi trinodale ogni 0 4 dotata di 3 
punti doppi tutti a tangenti distinte (3). Una tale 0 4 possiede 4 bitan
genti e 6 flessi (N° 1 ). La classe è 6. Gli elementi più notevoli inerenti 
alla curva dànno luogo alla considerazione di varie coniche di cui enu
mereremo ora le principali. Sono tangenti ad una stessa conica le 6 tangenti 
nodali, ad una seconda conica sono tangenti le 6 rette che dai nodi si possono 
condurre a toccare altrove la curva: sono tangenti ad una terza conica le 6 tan
genti di flesso. Esistono su di una 4" conica i 6 flessi, su di una 5a gli 8 punti 
di contatto delle 4 bitangenti, sopra una 6" giacciono i 6 rimanenti punti d'in
contro, con 04 , delle 6 tangenti nodali, e finalmente su di una 7" i 6 
punti di contatto delle tangenti a 0

4 
condotte dai punti doppi. - Il luo. 

go geometrico dei punti tali, che tirando da essi le 6 tangenti a 0 4 i 
punti di contatto esistano su di una stessa conica, è una cubica notevo
le anche per altri legami geometrici che la collegano a 04• 

(l) LORIA. p 107. 

(2) STAHL. J. f. Math. 101 (1887), p. 300. 
(3) Una. Memoria. che riassume i principali risultati conosciuti intorno a queste 

curve è di DE VRIES. Archiv. 'l'eyler (2) 7; (1900). 
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Un metodo fecondo per investigare le proprietà della curva consiste 
nel trasformarla quadraticam~nte in un~ con~ca. A~ es. si scriva l'equa- ~ 
zione di 0

4 
, riferendola al tnangolo det punt1 doppi, nella forma seguente: ( 

aX\x2
2 + bx

2
2X

2
3 + cxl3x\ + 2x1:2>2X 3(dx1 +eX2 + fXJ3) =O ~ 

ovvero: 

a (2-) 2 + b (.2:_)
2 + c (..!_)2 

+ 2d ~ · _2_ + 2e .....!:..... ~ + 2f .....!:_ • ~ = O 
Xa Xt x2 x2 Xa Xa xt xi x2 l 

l 
ed ora basta applicare la inversione x.; = - per trasformare 0 4 in una 

Xi 

conica. 
Un caso metrico notevole, della attuale 04 , è la T1·isecante così no

minata perchè può essere utilmente adoperata nel problema della trisezio
ne di un angolo (1). Essa possiede due nodi a distanza finita e uno al
l'infinito e passa semplicemente per i punti ciclici del piano. 

36. Qum·tica trinodale inflessionale, o lemniscata proiettiva. - Col no
me di lemniscata proiettiva, il BERZOLARI indica la quartica trinodale le 
cui tangenti nodali sono anche tangenti di flesso (2). Egli mette in rela· 
zione la geometria della curva con la geometria del quadrilatero e del qua
drangolo piano osservando che la 04 attuale può riguardarsi come parte 
della Stei.neriana del quadrilatero completo formato dalle 4 bitangenti della 
curva. Se abccl sono queste rett-e e k =O la conica dei 14 punti del pre
cedente quadrilatero, l'equazione di 04 può scriversi sotto la forma note
vole : abcd + k1 = O. I punti diagonali del quadrilatero in parola sono i 
tre punti nodali inflessionali di 0 4• I 4 punti di contatto di due bitangenti 
qualunque e i due nodi allineati col punto comune a tali rette, apparten
gono a una stessa conica. Si trovano così 6 coniche notevoli intimamente 
collegate a 0 4• 

Nel N° precedente abbiamo avuto luogo di considerare una cubica luo
go geometrico di un punto P tale che appartengano ad una stessa coni
ca i punti di contatto delle 6 tangenti condotte da P a 0 4 • Ebbene1 nel 
caso attuale tale cubica è indeter,minata: cioè da qualunque punto del pia
no partano le 6 tangenti a 0 41 sempre i punti di contatto esistono su di 
una medesima conica: se poi il punto giace su 0 4 le tangenti che toccano 
altrove 0 4 si riducono a 41 e i punti di contatto sono in linea retta. 

(l) LORIA. p. 228. 
(2) BERZOLA.RJ. Rend. Istit. Lomb. (2) 37 (190-i), p. 277 e p. 304. 
Questo lavoro composto di due Note (seguentes! una all'altra) riaasume tutte le pro

prietà proiettive couosciute in argomento e a-ltre interessanti ne aggiunge. 



LE CURVE PIANE DI QUART10RD1NE (MONOGRAFIA). 665 

La curva attuale è anche notevole perchè costituisce uno dei pochi 
casi in cui la configurazione dei punti sestatici ha qualche interesse (l l. 
Infatti si dimostra che tali punti (in numero di 12) costituiscono le ulte
riori intersezioni (fuori dei nodi) dei lati del quadrangolo polare del qua
drilatero abcd, e anche punti di contatto delle coppie di tangenti semplici 
tirate a 0 4 dai vertici di abcd omologhi (polari) dei lati del quadrangolo 
suddetto. 

L'autore considera anche i più notevoli covarianti e controvarianti di 
0 4 • Le proprietà trovate e tutti gli enti geometrici considerati si collegano 
poi mediante il gruppo di 24 collineazioni trasformanti in sè stesso il qua
drilatero abcd e tutta la intera configurazione. Questo carattere invarian
tivo di 0 4 è particolarmente messo in evidenza scrivendone l'equazione 
sotto la forma : 

x\x~2 + xz~za + xzax\ =O 

dove il triangolo di riferimento è il diagonale del quadrilatero suddetto. 
Si può dunque dire che la 0 4 attuale è anche una notevole quartica 

autoproiettiva e quindi rientra nelle specie descritte nel Capitolo VI. 
37. Lem1_~iscata di Bernmtll·i. - È un caso parti colore metrico della 

quartica trinodale inflessionale considerata nel N" precedente (2) : basta che 
due nodi sieno nei punti ciclici del piano. Può dunque esser riguardata 
come una particolare ovale di CASSINI (N. 32). Trattando ùi queste ovali 
fu dato infatti il modo di ottenere l'equazione della 0 4 attuale particola
rizzando le costanti che entrano nelle equazione di una Cassinoide gene
rica (basta fare k =a (N. 32)). Tale costante k riceve allora questa note
vole interpretazione geometrica: essa rappresenta la radice quadrata della 
metà dell'area racchiusa dalla curva. Fra le molte definizioni metriche del
la 0 4 attuale, sono notevoli quelle che la collegano all'iperbole equilatera. 
Così essa può riguardarsi come podaria, rispetto a una tale iperbole, del 
centro della iperbole stessa. È per questo che la lemniscata attuale si chia
ma anche lemniscata iperbolica. Tralasciamo poi le molte proprietà spet
tanti alla curva ma aventi carattere infinitesimale, perchè esorbitano dal 
nostro campo. 

38. Quat-tiche che sono contmnporaneamente bicuspidali e nodali (lumaca 
di Pa.scal). - Se una quartica possiede due cuspidi e un nodo risulta 
dalla tabella del N. l che possiede una bitangente e due flessi: la classe è 
uguale a 4. Si può dunque dire che le caratteristiche pliickeriane duali 

(l) BASSET. Quart Journ. 35 (190:l), p. l. 

(2) LORIA. p. 214. 
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siano uguali, ed è notevole che ciò accada solo in questo caso (per le cur
ve rli 4 ° ordine). 

Il più interessante caso metrico di questa specie è costituito dalla lu
maca di PASCAL (1) che ha le due cuspidi nei punti ciclici e il nodo a 
distanza finita. Essa è dunque anche una particolare quartica Cartesiana, 
come abbiamo già veduto al N. 33 dove l'equazione fu posta in coordi· 
nate polari nella forma 

e= a+ b cosw. 

Ecco le principali generazioni di questa curva : 
È la podaria di un punto M rispetto a nn cerchio. 
Il raggio del cerchio è a : la distanza di M dal centro del cerchio è 

b ; essendo a e b le costanti che figurano nella equazione sopra indicata. 
È la concoide di un cerchio (precisando, è la concoide di M rispetto 

al cerchio che ha per diametro il segmento compreso fra M e il centro 
del cerchio precedente di raggio b. La lunghezza costante da riportarsi è 
uguale ad a). 

È la inversa di una conica: essendo centro d 'inversione un fuoco. 
È la rulletta generata da un punto connesso al piano di un cerchio 

il quale rotola sopra di un altro cerchio di ugual raggio. 
39. Quart,iche tt·icuspidali l2). - Se una quartica ha tre cuspidi essa 

possiede una bitangente, è priva di flessi ed ha la classe uguale a 3 (cfr. 
la tabella del N. 1). Dunque la 0 4 attuale può riguardarsi come la duale 
della cubica n oda le di cui sono ben note le molte proprietà. N e segue che 
le proprietà proiettive rlella o! in parola, essendo le duali di quelle della 
cubica suddetta, presentano una scarso interesse. Quando però si tratti di 
casi metrici particolari, le proprietà in parola possono specializzarsi rispetto 
ai punti ciclici cosi da dare origine a teoremi e costruzioni notevoli ed ele
ganti. Noi n e daremo due esempi: l' ipocicloide di STEINER e la cardioide. 

40. Ipocicloide di Steiner. La curva descritta da un punto di un cer
chio mobile che rotola su di un altro fisso si chiama epicicloide, o ipoci
cloide secondo che il rotolamento avviene all'esterno, o all'interno del cer
chio fisso . L'ipocicloide generata nel caso particolare che il raggio mobile 
sia la 3" parte di quello del cerchio fisso, è l'ipocicloide ti·icuspide, o di 
STEINER dal nome del primo che la considerò. 

Il punto descrivente la curva si colloca sul cerchio fisso in tre posi
zioni che sono le 3 cuspidi : i raggi del cerchio suddetto passanti per quei 
3 punti sono le tre tangenti cuspidali relative. Da una ben conosciuta Me-

(l) LORIA. p. 178. 
(2) LORIA. p. 153 . 
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moria del CREMONA (l) togliamo le seguenti proprietà (fra le più interessanti). 
Anzitutto la Ci attuule si può ritenere caratterizzata, fra le quartiche tricu
spidali dall'essere bitang·ente alla retta all' oo nei punti ciclici. Tutte le 
tangenti della curva compongono una :xJ

1 di coppie di rette perpendicolari 
cosl che i punti di contatto di due tangenti perpendicolari esistono su di 
una 3"' tangente. Si hanno dunque infiniti angoli retti i cui lati toccano 
la curva; il luogo dei vertici è un cerchio c. Le normali della curva in
viluppano un'altra ipocicloide di STEINER inversamente omotetica alla 
prima. n centro di omotetia è il centro di figura; il rapporto di omotetia 
è di 3 a l. Chiamando ortogonale un quadrangolo completo di cui i ver
tici sieno costituiti da quelli di un triangolo e dal suo ortocentro, si vede 
che esistono infiniti di questi quadrangoli circoscritti alla curva. n luogo 
dei punti diagonali è il cerchio c. 

Due tangenti perpendicolari della curva attuale possono riguardarsi 
come asintoti di un fascio di iperbole equilatere; considerando tutte le 
oc1 coppie di tangenti perpendicolari si ha una rete di iperbole equilatere; 
l' ipocicloide di STEINER non è altro che la Ca.yleyana della rete. I ver
tici di ogni quadrangolo ortogonale circoscritto alla curva sono i punti 
base di un fascio della rete. 

Le 2 seguenti generazioni della curva sono legate a un trilater_o che 
le sia circoscritto. Esea è l'in viluppo degli assi di tutte le parabole iscrit
te in tale trilatero ed è anche l'inviluppo di tutte le rette di SIMSON re
lative a tale trilatero. 

Sono anche da segnalarsi queste altre generazioni. 
È il luogo dei centri delle coniche diametrali ordinarie, o l'inviluppo 

dei diametri, di una quartica di genere 3 bitangente alla retta all' oo nei 
punti ciclici (2). 

È il luogo del polo, rispetto a un triangolo, di una retta che ruota 
attorno al centro del cerchio circorcritto al triangolo (3). 

41. La Cm·dioide (4). È la quartica tricuspidale che ha due cuspidi 
nei punti ciclici e la 3"' distanza finita. Essa è dunque una particolare 
quartica Cartesiana (N. 33) e può anche riguardarsi come un caso parti
colare della Lumaca di P ASC AL. 

Ecco alcune generazioni della curva : ve ne ba fra di esse che sono ma
nifestamente casi particolari di altre date per la Lumaca di P ASOAL (N. 38). 

(l) CREMONA. J. f. Math . 64 (1864) p. 104. 
(2) Cu ... ~. Ann. Scuola nonn. di Pisa 1889. 
(3) CIANI. Rend. Istit. Lomb. (2) 28 (1895), p. 659. 
{4) L ORIA. p. 153 . 



668 LE CURVE PIANE DI QUART10RDINg {MONOGRAFIA). 

È l'epicicloide di un cerchio rotolante su di un altro di ugual raggio. 
È la podaria di un punto di una circonferenza rispetto alla circonfe

renza medesima (a= b; N. 38). 
È l'inversa di una parabola ri spetto al fuoco. 
L'area racchiusa dalla cardioide è 6 volte quella del cerchio di cui è 

concoide, ovvero ! di quella del cerchio di cui è podaria. 

42. Quat·tiche dotate di singolaTità superim·i (1). Fra quelle dotate di 
un tac-nodo (equivalente a due punti doppi) citeremo le due seguenti: la 
concoide di NICOMEDE e la lemniscata di GERONO. 

La concoide di Nicomede (2). È la concoide di una retta; è caratteriz
zata proiettivamente dall'esistenza di un tac -nodo e da un ulteriore punto 
doppio (il polo\. Il tac-nodo è il punto all'oo della retta suddetta la quale 
è la tangente tac-nodale. 

a 
L 'equazione in coordinate polari è e=--+ l. n polo è nodo, CU· 

cosw 

spide, o punto isolato secondo che l~ a. 

La lemniscata di Gm·ono (o cut·va a otto). Si può caratterizzarla dalla 
stia equazione, in coordinate cartesiane, che è y4 = y2 

- x2
• Essa possiede 

un tac-nodo all'oo (essendo la retta all'oo la tangente relativa) e un nodo 
a distanza :finita (nell'origine). Il ramo reale a distanza :finita assomiglia 
per la forma alla lemniscata di BE.RNOULLI e ha quindi la forma di un 
otto (onde il nome) (3). 

Quat·tica con punto triplo. - Assumendo il punto triplo come punto 
fondamentale (001) l'equazione della curva in coordinate omogenee può 
scriversi ax3 -+- b = O, dove a e b sono binarie in x 1x 2 dei gradi 3 e 4 
rispettivamente. La equazione a= O rappresenta complessivamente le 
tre tangenti nel punto triplo. Se esse sono tutte distinte il punto triplo 
conta come tre punti doppi (nodi). 

( l) SALMON. loc. cit. p. 303; cfr. anche il libro di BASSET (gia. citato}, p. 103 e seg. 
(2) LORIA. p. 136. 
~3) Un altro esempio metrico notevole di qnartica. ta.c-nodale è fornito dalla. « com:al6 11 

luogo di nn punto tale che il prodotto delle dne dist anze da. un punto fisso e da. una. 
retta fissa. sia. costante (LORIA, p. 205). La curva. ha. all'infinito nn tac-nodo, essendo la. 
r etta suddetta la. tangente ta.c-nodale, ma. in generale non ha. altri punti doppi; per 
cui il genere non è zero, ma. uno. 
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Questioni da risolvere. 

l. Sopt·a alcnne ctwve invariantive. 
Fra i molti covarianti già conosciuti di 0 4 non sembra che sia stato 

considerato il seguente luogo geometrico che pure presenta una costru
zione molto semplice. Sopra ogni tangente di 0 4 si costruisca il coniu
gat-o armonico del punto di contatto rispetto alle ulteriori due interse
zioni della tangente con la curva: studiare l'insieme di tutti i punti cOSì 
costruiti. Prima di tutto sarà bene accertare che non ogni punto del pia
no di 0 4 appartiene al luogo. Poi sarà utile collegare un tal luogo alla 
considerazione delle tangenti di flesso e delle bitangenti, e forse da que
sto collegamento dipende il più opportuno inizio della ricerca. 

Fra i contravarianti citeremo l'inviluppo delle coppie di rette che co· 
stituiscono le coniche polari dei punti della Hessiana, come esempio di 
contravariante semplice e poco studiato (nel caso di 0 4). l\ferita poi sicu
ramente studio ulteriore il contravariante Q di CLEBSCH (N° 8). La pola
rità che esso individua pare collegata da vincoli semplici, quanto poco no
ti, con la polarità rispetto a 0 4• 

2. Studio di alcune configurazioni collegate a 0 4. 

Tralasciamo la cfz.ne delle bitangenti ormai studiata e considerata 
sotto moltissimi aspetti. Quanto a quella dei :flessi, per una 0 4 generica, 
è ormai certo che finora fu studiata ed è poi indubitabile che lo studio 
fu infecondo (N° 24'. Invece per 04 particolari tale studio ha dato i suoi 
frutti (Numeri 21, 24, 25, 26). TI trovare qualche nuova particolare 0 4 per 
cui altrettanto accadesse potrebbe avere uno speciale ~nteresse. 

Passando ad altre cfz.n•, ci sembrano degne di studio le seguenti: 
a) la configurazione dei tangenziali dei flessi (chiamando tangen

ziale di un flesso il punto in cui la tangente relativa incontra ulterior
mente la curva). Lo studio potrebbe utilmente cominciarsi da quelle 0 4 

particolari nelle quali (come dianzi abbiamo detto) la cfz.ne dei :flessi fos
se già stata riconosciuta dotata di belle ed interessanti proprietà. 

b) La configurazione dei 21 punti doppi e delle 24 cuspidi della 
Steineriana, quella dei relativi punti corrispondenti della Hessiana, quel
la delle 21 tangenti quadruple della Cayleyana ecc. (N° 7 e 8). 

c) La configurazione dei punti sestatici (NO 36). 
3. Sopra la polarità fm coniche-inviluppo e coniche-luogo. 
Ogni conica del piano di 0 4 , considerata come inviluppo, individua 

la propria conica polare; considerata invece come luogo, individua la 
propria conica antipolare (N° 4). 

Può darsi che polare e antipolare di una stessa conica coincidano ' 
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Esisteranno part icolari 0 4 per cui ciò accada, per tutte le coniche del 
piano, ovvero per una infinità d 'ordine inferiore a 5 ' 

Ancora: Può una conica coincidere essa stessa con la propria polare ' 
Esigere una tale coincidenza significa particolarizzare 0 4 ~ E in che mo
do ~ Se le due questioni ammettono soluzioni, ne consegue subito la op
portunità dello studio delle configurazioni nascenti dalle coniche aventi i 
requisiti richiesti. 

4. Intorno al 1netodo di Hesse . 
Nel metodo di RESSE (:N° 13), per lo studio delle bitangenti, si pone 

in relazione una figura stereometrica con una figura piana, e dalle pro
prietà rlella l" si deducono proprietà della 2". Si potrebbe fare il con
trario. Dedurre cioè dalle proprietà già conosciute della quartica piana, 
proprietà nuove della sestica gobba (di genere tre) che con la quartica 
piana è in corrispondenza biunivoca (secondo la costruzione di RESSE' . 

5. Una estensione ine1·ente alla quartica di Klein. 
La quartica di KLEIN (Na 2 i) si può ritenere caratterizzata nel modo 

seguente: sia A un fiesso e B il suo tangenziale; B sia di nuovo un 
fiesso e O il relativo tangenziale, e finalmente O sia un 3" fiesso che ab
bia per tangenziale A. In tal guisa ABC è un triangolo i cui vertici 
sono flessi e i lati le relative tangenti di fiesso; l'equazione della curva 
riferita a tale triangolo può porsi sotto la forma 

xl3x2 + x23Xa + Xa3xi =O. 

Dopo di che esistono, in conseguenza, 7 altri triangoli come ABO. 
Come questi fatti geometrici possono estendersi~ Chiamiamo, per bre

vità, catena di flessi una tal successione di flessi ABG .. . MN così che 
ciascuno sia tangenziale del precedente e l'ultimo del l 0 (B tangenziale 
di A, O di B, ecc ... N di M e A di N) e diciamo ordine della catena il 
numero dei flessi che la compongono. L 'ordine miuimo possibile è 3; il 
massimo sembrerebbe 24. Ebbene: la quartica di KLEIN porge l'unico e
Rempio conosciuto finora di <<catena di fl essi ». Essa possiede 8 catene di 3" 
ordine ciascuna e basta che ne esista una perchè in conseguenza ne esistono 
altre 7. Si domanda dunque: E sisteranno altre quartiche dotate di catene 
di flessi d'ordine superiore a 3 ~ Di quale ordine sono tali catene ~ L'e
sistenza di una catena d 'ordine n, non trarrà sempre seco l'esistenza di 
altre catene ' E di qual'ordine ~ E in qual numero ~ 

6. Sop1·a le qnat·t-iche razionali. 
Per intendere bene la questione che intendiamo sottoporre al giudizio 

del lettore, cominciamo dal considerare, non una quartica razionale, ma una 
qualsiasi 0 4 di genere qualunque. Sia r una retta generica del piano di 
0 4 segante la curva nella quaterna di punti ABOD. La considerazione del 
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birapporto (ABOD) sttlla r conduce a due contravarianti ben conosciuti a 
seconda che (AllOD) è una quaterna armonica, o equianarmonica. Nel P 
caso la classe dell'inviluppo è 6, nel 2° è 4. Se la 0 4 si rappresenta con 

a,x/ = b,x/ = Cx
4 = 0 

le equazioni relative sono rispettivamente 

(abtt) 1(bcn)'(amtr = o , (abtt)4 = o 
[indicate brevemente con P= O, Q= O (cfr. il N. 8)]. 

Sia ora la 0 4 razionale e si ricorra alla sua rappresentazione parame
trica; indichiamo con rn, n, p, q i valori da attribuirsi al parametro per 
ottenere rispettivamente i punti A, B, o, D. Ebbene, alla nozione di bi
rapporto (ABOD) sulla r, si aggiunge ora una nuova nozione (che prima 
non aveva significato ', quella cioè del birapporto (tnnpq), o se si vuole di 
(ABOD) sulla 0 4 • Si presentano dunque due nuovi cont.ravarianti ossia 
l'in viluppo delle rette ?' per cui (mnpq) è armonico e quello delle rette t' 

per cui (mnpq) è equianarmonico. Ricorrendo alla rappresentazione para
metrica di 0 4, si vede facilmente che il l 0 è di 3" classe e il 2° è di 2" 
(ossia è una conica). Essi sono dttnque d'istinti da P= O , Q = O 1il dub
bio che P= O, Q= O sieno curve doppie si toglie subito). Questo fatto 
non è stato forse finora avvertito e in ogni modo non appare sfruttato 
abbastanza, quando si pensi ai legami geometrici (probabilmente assai in
teressanti) che collegano fra di loro questi quattro invihippi e tutti con 
la 0 4 fondamentale. 

7. Sopm la quar·tica dotata di dtte nod'i e tma cuspide. 
Fra i molti esempi metrici citati non ve ne è alcuno di quartica do

tata di due nodi e una cuspide (l'unico caso in cui la classe è 5). Il tro
vare un tale esempio, con particolare posizione degli elementi singolari 
rispetto a i. punti ciclici, potrebbe condurre forse a proprietà metriche no
tevoli. Nè sarebbe inutile considerare anche il caso proiettivo, anzi con
verrebbe probabilmente cominciare da questo. Lo studio sarebbe assai fa· 
cilitato da,lla razionalità della curva e da una disposizione opportuna del 
triangolo di riferimento (rispetto agli elementi singolari della curva me
desima). 
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SOPRA LE COLLINE.AZIONI SP.AZULI 
[Periodico di Mat: 1910] 

l. Lo scopo essenziale di questo modesto scritto è rli esporre i casi 
pm notevoli della collineazione spaziale deducendoli, con metodo semplice 
e uniforme dalle due proposizioni fondamentali, che reggono tutta la teoria 
e che ora qui ricordo esplicitamente ammettendole come dimostrate. 

La prima è la seguente: << esiste una ed una sola collineazione spa
ziale che fa corrispondere ai cinque punti A, B, O, D, E, ordinatamente 
i cinque punti A', B', O', D', E ', Unica condizione restrittiva è che 4 
qualunque dei 5 punti A, B, O, D, E non siano in un piano e che al· 
trettanto possa dirsi dei 5 corrispondenti A', B', 0', D', E'. 

La seconda è questa: se una collineazione possiede 5 punti uniti di 
cui 4 qualunque non esistenti in un piano, tutti i punti dello spazio sono 
uniti per tale collineazione (il che si suole esprimere, più brevemente, 
dicendo che la collineazione è identica). 

Ebbene, in base a. queste due proposizioni, io riguarderò la collinea
zione definita dai 4 punti uniti ABOD (non esistenti in un piano) e da 
una ulteriore coppia di punti corrispondenti distinti 111M', in guisa dun
que che la collineazione resulti individuata facendo corrispondere ai 5 
punti. 

A, B, O, D, M 

ordinatamente i 5 punti 
A, B, O, D, M', 

e mi proporrò di considerare, separatamente, tutti i casi possibili che può 
presentare la posizione della retta MM' riguardo al tetraedro ABOD (che 
chiamerò tetraedro fondamentale ). - Quando si tenga conto della restri
zione imposta alla prima delle proposizioni, dianzi ricordate, si vede che 
i casi in parola si riducono ai seguenti: 

a) La retta MM' non incontra alcuno spigolo del tetraedro ABOD. 
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b) La retta MM' incontra uno ed un solo spigolo del tetraedro sud
detto. 

c) La retta MM' si appoggia a due spigoli opposti senza passare per 
alcun vertice. 

d) La retta MM' passa per un vertice del tetraedro (e non incontra 
altri spigoli all'infuori di quelli che concorrono in tal vertice). 

Corrispondentemente si vedrà che saranno attuati i casi più notevoli 
rispettivamente: 

a) della collinea.zione generica, 
b) della collineazione assiale, 
c) della collineazione biassiale, 
d) della omologia solida. 
Vengono con ciò ad essere esclusi altri casi della collineazione spa

ziale: ciò non è dubbio (ad es. si escludono, in tal modo, quelli per i 
quali i punti ABOD non siano tutti reali, e quelli nei quali i detti punti 
non sono tutti distinti ). Ma è altrettanto non dubbio che i casi esclusi 
presentano minore interesse, specialmente dal punto di vista degli inva
rianti assoluti della collineazione, la nozione dei quali (nei casi esclusi) o 
svanisce, o si presenta in forma più complicata. 

Chiudo queste poche parole d'introduzione pregando il cortese lettore 
a non cercare nelle pagine seguenti più di quello che, di proposito, vi è 
espresso!... Dunque: niuna novità· nelle proposizioni: se qualche novità 
vi può essere è soltanto nella uniformità del metodo di esposizione, che 
è quello recentemente seguìto nelle mie lezioni universitarie di Geometria 
proietti va. 

2. Oollineazioni del tipo generico. - Cominciamo dal considerare il 
caso (a) del n. precedente. La collineazione sia dunque determinata dal 
tetraedro fondamentale ABOD, esigendo che i suoi vertici sieno punti 
uniti, e dalla coppia di punti corrispondenti distinti M1lf', dati in guisa 
che la retta llfilf' non inèontri alcuno spigolo del tetraedro suddetto. Dico 
che non esistono altri punti uniti all'infuori di A, B , O, D. Infatti: se ne 
esistesse un altro, esso dovrebbe giacere in una faccia, almeno, del te
traedro fondamentale altrimenti (per la 2" proposizione del numero prece
dente) la collineazione sarebbe identica e quindi M ed 111' dovrebbero 
coincidere. Ebbene, sia dunque unito un punto E della faccia ABO. Se 
E non appartiene a nessuna delle costole di ABOD (situate in ABO); 
nel piano ABO abbiamo i 4 punti uniti ABOE di cui tre non sono in 
linea retta: dunque tutti i punti di tale piano sono uniti: ne segue che 
è unita ogni retta per D, perchè contiene due punti uniti, cioè D è il 
punto in cui essa incontra la faccia ABO: dunque coincidono le due 
rette DM, DM', ossia la retta MM' passa per D il che è contro la ipotesi. 
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Se poi E esiste sullo spigolo AB, tutti punti di AB sono uniti e quindi 
sono uniti tutti i piani per CD, perchè ciascuno può riguardarsi come 
individuato da C, D e dal suo punto d'intersezione con AB: dunque 
coincidono i piani che· da CD proiettano M ed M', ossia la retta MM' si 
appoggia allo spigolo CD il che è ancora contro la ipotesi. Dualmente si 
vede che non esistono altri piani uniti all' infuori delle facce ùel tetraedro 
ABCD. E infine se una retta è unita, è anche unito ogni suo punto d'in
contro con le faccie suddette e quindi essa è uno spigolo del tetraedro 
medesimo. Dunque: 

« La collineazione att1~ale non possiede altri punti, rette e piani uniti, 
all'infuori dei vettici, spigol·i e facce del tetraedro fondarneutale >>. 

Noi diremo che questa collineazione appartiene al «tipo generico >>. 
3. Sieno MM', NN' due coppie qualunque di punti corrispondenti. 

Le due quaterne di piani che dallo spigolo AB proiettano le due qua.terne 
di punti CD .llN, CDM'.N' si corrispondono e quindi sono proiettive: ta· 
gliandole con la retta CD troveremo su di essa due quaterne proiettive 
di punti. Indicando dunque con R, R', S, S' le intersezioni di CD, ordi
natamente, con i piani che da AB proiettano M, il!', N, N' avremo: 

CDRS 7\ CDR' S' 
ovvero 

(CDRS1= (ODR'S') 
che si può anche scrivere : 

(CDRR')=(CDSS') =costante. 
Si ha dunque il teorema: 
«Se da uno spigoÌo AB del tetraedro fondamentale ABCD, si proiet

tano due punti corrispondenti qnalunque MM', sullo spigolo opposto CD, è 
costante il valore del birapporto della quaterna fonnata ordinatamente da 
C, D e dalle due p1·oiezioni sudddte >>. n valore di questa costante si chia
mera << inva.riante assoluto>> relativo allo spigolo CD. (Si esclude il valore 
uno, altrimenti tutti i punti di CD sono uniti e, ovviamente, si escludono 
i valori zero e infinito). 

4. Si hanno cosl sei · invarianti assoluti (tanti quanti gli spigoli di 
ABCD), ma non sono tutti indipendenti. Cosl ad es., se sono dati tre 
di essi inerenti a tre spigoli concorrenti in uno stesso vertice di ABOD, 
i rimanenti sono determinati perchè rimane in tal modo individuata 
la collineazione. Ciò esprime il seguente teorema (che ora dimostreremo): 

<< La collineazione attnale è determinata quando sia dato il tetraedro 
fondamentale e i tre invarianti assoluti inerenti a tre spigoli concorrenti in 
un medesimo vertice ». 

Per precisare le cose stabiliremo di leggere le quaterne inerenti 
agli invarianti assoluti suddetti, cominciando dal vertice comune. Ciò 
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premesso, sieno 10 12 , 13 i tre invarianti assoluti inerenti agli spigoli 
AB, A C, AD, concorrenti in A. Allora, per trovare il corrispondente di 
un qualsiasi dato punto M, proiettiamolo da CD, DB, BO successiva
mente sopra gli spigoli opposti AB, AC, AD in Q, R, S, e dopo deter· 
miniamo, sopra tali spigoli, tre punti Q', R', S', in guisa che si abbia: 

(ABQQ') = 11 ; (ACRR') = 12 ; (ADSS') = 13• 

Poi proiettiamo i punti così trovati Q', R', S' rispettivamente da 
CD, DB, BO.: il punto M' d'intersezione dei tre piani che si ottengono 
sarà il punto cercato corrispondente a M'. 

<< I tt·e invarianti assoluti J..1 J..2 J..3 debbono essere tutti disttgttali » In
fatti, se due fossero uguali, ad es. 11 = 12 seguirebbe 

ABQQ'I\ACRR' 
e quindi le tre rette BO, QR, Q'R' s'incontrerebbero in nn medesimo 
punto che sarebbe unito: onde sulla BO avremmo nn 3° punto unito il 
che è impossibile (n. 2). 

5. La collinea.zione che ha lo stesso tetraedro fondamentale unito 
ABCD e i cui tre invarianti assoluti inerenti al vertice A sono gl'inversi 
di 11 12 13, si chiama la collineazione mversa di quella data. Se la colli
neazione data si indica con Q, la sua inversa si suole indicare col sim
bolo Q-1• La ragione del nome e del simbolo sta in questo: se a un 
punto M qualunque si applica la collineazione Q pervenendo così a M', 
applicando dopo la collineazione Q-1 a M' si ritorna in M. Infatti chia
miamo JJ1" il corrispondente di M' secondo la Q- t, e con Q", R", S" 
le proiezioni di 11l", ordinatamente da CD, DB, BO, sugli spigoli opposti: 
avremo dunque: 

(ABQ'Q") = ~; (ACR'R") = ~; (ADS'S")= ~ 
i 2 3 

cioè 
(ABQ"Q')=lfi (ACR"R')=J..2 ; (ADS"S')=À3 

e per conseguenza (n. 4} 

ABQQ'I\ABQ"Q'; ACRR'I\ ACR"R' 
ADSS'(:,ADS" S' 

cioè Q", R", S" coincidono ordinatamente con Q, R, S, e quindi anche 
M" con M'. Questo dimostra l'affermazione fatta dianzi. 

<< Una collineazione del tipo generico non può mai coincideTe con la 

propria inversa >>. Infatti ciò richiederebbe J..1 = ~ , ]..2 = 
1
1 

, J..3= 
1
1 

e quin-
1 2 3 

di: 11
2 = J.l = 13

2 = 1, ossia gli in varianti assoluti non potrebbero essere 
disuguali il che è impossibile (n. 4). 

li piano all'infinito individua due piani che gli corrispondono nella 
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· collineazione diretta e nella inversa. Essi si chiatnano i piani limiti di 
entrambe. 

6. Collineazioni del tipo assiale. Passiamo ora a considerare il caso (b) 
del N. l. Cioè la retta MM' incontri uno ed uno solo spigolo AB del te
traedro fondamentale A BCD. Segue subito che è unito ogni piano per AB 
giacchè sono uniti i tre piani ABC, ABD, ABMM', ma non ogni punto 
di AB è unito, altrimenti sarebbe unito ogni piano per OD (come indi
viduato da OD e dalla sua intersezione cou AB), e quindi coincidereb
bero i piani CDM, CDJ.l1.', ossia la retta MM' incontrerebbe anche OD il 
che è contro la ipotesi. Dunque, mentre la retta AB è in viluppo di piani 
uniti essa non è luogo di punti uniti : essa contiene i due soli punti A, 
B e non altri. Ne segue che ogni punto di CD è unito, perchè comune 
alla retta unita OD e al piano unito che lo proietta da AB. Dunque CD 
è invece luogo di punti uniti, ma non inviluppo di piani uniti e due soli 
piani per CD sono uniti, cioè: ODA e ODB. Non vi sono altri punti u
niti, perchè, se ne esistesse un altro, indicandolo con E, si vedrebbe che E 
dovrebbe essere esterno ad AB e allora sa-rebbe sempre possibile aggiun
gere ai tre p1mti A, B, E due punti della retta CD, così da ottenere cin
que punti uniti (di cui 4 qualunque non esistono in un piano) e quindi la 
collineazione sarebbe identica (N. 1), il che è impossibile perchè M ed M' 
sono due punti distinti. Dualmente si vede che non vi sono altri piani 
uniti all'infuori di quelli descritti. N o i diremo che la collineazione attuale 
appartiene c al tipo assiale». Dunque si ha: 

<< ln una collineazione del tipo assiale sono punti ttniti tutti quelli di 
una retta r e altri due situati su di una t·etta s sghemba con r. Dualtnente: 
sono piani uniti tutti quelli che passano pet· s e altt·i due : quelli che da r 
proiettano i due punti uniti giacenti sopt·a s >>. 

Esiste dunque un asse luogo di punti uniti, ma non inviluppo di 
piani uniti e un altro asse (sghembo col primo), che è invece inviluppo 
di piani uniti, ma non luogo di punti uniti. Chiameremo il primo: l'asse 
di punti uniti; e il secondo l'asse di piani uniti. Non esistono altri punti 
nè piani uniti all'infuori di quelli descritti. 

7. Se M è un punto qualunque, il piano che passa per M e per l'asse 
di piani uniti, è unito e quindi contiene il punto M' corrispondente di M. 
Quindi: 

« Tutte le rette che congiungono due punti cor1·ispondenti si appoggiano 
all'asse di piani uniti >>. 

Dualmente: tutte le rette intersezioni di due piani corrispondenti si ap
poggiano all'asse di pttnti uniti. 

Ora una retta unita è contemporaneamente congiungente di punti 
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corrispondenti e intersezione di piani corrispondenti; per conseguenza si 
può dire che : 

«Nella collineazione attuale sono rette unite i due ass i e inoltre ttttte 
quelle dei due fasci che si ottengono proiettando l'asse di pttnti uniti dai due 
punti uniti che giacciono sull'asse di piani uniti>>. 

N o n esistono altre rette unite. 
8. La considerazione dei due fasci precedenti conduce subito a que

st'altro teorema : 
<< Una collineazione del tipo a11siale possiede due e dtte sole omologie 

piane subordinate: esse hanno in comune l'asse, che è l'asse di punti uniti 
della collineazione : i centTi sono i due punti uniti dell'asse di piani uniti ». 

Gli invarianti assoluti di queste due omologie piane si chiameranno 
gli invarianti assoluti de1la collineazione. Fissiamo che la quaterna che 
individua l'invariante assoluto di una omologia piana, sia ordinata nel 
modo seguente: un punto qualunque, il suo corrispondente, il centro d'o
mologia, il punto d'incontro della sede della quaterna con l'asse di omo
logia ; allora si può enunciare una proposizione del tutto simile a quella 
del N. 4, cioè: 

<< I due invat·ianti assoluti di una collineazione del tipo assiale debbono 
essere disugttali >>. 

Infatti siano A, B i centri delle due omologie subordinate: condu
ciamo per AB un piano a incontrare in R l'asse di punti uniti: se PP' 
sono due punti corrispondenti sopra AR e QQ' altri due punti corrispon
denti sopra BR (secondo le due omologie suddette) ; i due invarianti in 
parola sono i due birapporti 

(PP'AR), (QQ'BR). 

Se essi fossero uguali ne seguirebbe 

PP'AR7\ QQ'BR 

e quindi le tre rette AB, PQ, P'Q' dovrebbero passare per uno stesso 
punto che evidentemente sarebbe unito per la nostra collineazione, e quindi 
sull'asse AB di piani uniti esisterebbero tre punti uniti il che è impos· 
sibile (N. 6). 

9. c: Una collineazione del tipo assiale è determinata dalle Stte due omo
logie subot·dinate purchè esse sieno sottoposte alle seguenti condizioni: 

« Sieno situate in piani differenti, 1na abbiano l'asse in comune (e sia, 
naturalmente, la retta intersezione dei due piani); 

<< i centri non sieno incidenti al comune asse suddetto, e gl'invat·ianti 
assoluti sieno disuguali ». 

Quando queste condizioni sien.o adempiute l'asse di punti uniti della 
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collineazione resultante è l'asse di omologia suddetto, e i due ulteriori punti 
uniti della collineazione sono i relativi centri di omologi.a. Indichiamo in
fatti con A e B i centri e con ,. l'asse delle due omologie (in posizione 
sghemba con la retta AB). Sia M un punto qualsiasi esterno alla 1' e alla 
AB, e indichiamo con R il punto ove il piano ABM incontra la 1' : proiet
tiamo poi M da A e da B rispettivamente sopra BR e AR nei punti Q 
e P. Sieno Q' e P' i corrispondenti di Q e P nelle due omologie date : 
essi giacciono rispettivamente sopra BR e AR, così che le rette AQ', 
BP' esistono nel piano ABR e quindi s'incontrano in un punto che indi
cheremo con M'. Prendiamo finalmente sopra t· due punti C, D diversi da 
,. e consideriamo la collineazione che ha i quattro punti uniti A, B, c, D 
e in cui M, 111' sono punti corrispondenti. Essa è del tipo assiale perchè 
la retta MM' incontra il solo spigolo AB del tetraedro unito ABCD ( "· 6): 
manifestamente le omologie date sono ad essa subordinate, non solo ma 
si può anche diie che la costruzione precedente Rerve a trovare il corri
spondente M' di un punto generico M. 

ll teorema ora dimostrato si esprime afferma.ndo che: 
<< Una. collineazione del tipo assiale è detet·minata qttando sieno dati: 

l'asse di pttnti uniti, i dtte punti uniti ttlteTiori (stt di una retta sghetnba 
con l'asse in parola) e i valori dei due invarianti assoluti •· 

10. La collineazione assiale che ha gli stessi punti uniti di quella 
data e i cui invarianti assoluti sono inversi rispettivamente di quelli della 
data (in guisa dunque che le due omoloèie piane subordinate dell'una, 
sieno inverse di quelle dell'altra) si ciama la col/.ineazione inversa della data. 

Indicando quella data col simbolo Q, ci serviremo del simbolo Q-1 

per l'inversa. La ragione del nome e del simbolo è identica a quella già 
addotta, in uguale occasione, al n. 5. Infatti la costruzione del numero 
precedente dimostra che se Q trasporta M in M', la Q-1 trasporta M' in M. 

« Una çollineazione del tipo assiale non può mai coincidere con la pro
pria inversa». 

Indicando infatti con 11 , l 2 gl'invarianti assoluti di Q , quelli di 

Q-1 saranno ..!.._ ' .!.._e quindi se !J e Q-1 coincidessero dovremmo avere 
Ài À2 

11
2 = l 2

2 =l, ma il valore uno va escluso altrimenti la corrispondente 
omologia sarebbe una identità: dunque 1..1 = l 2 =- l, cioè gl'invarianti 
assoluti dovrebbero essere uguali, ciò che è impossibile (n. 8). 

I due piani che corrispondono al piano all' infinito secondo la Q e 
la Q-1 , si chiamano i piani limiti di Q o di Q-1 • Siccome due piani 
corrispondenti si tagliano secondo una retta che si appoggia all'asse di 
punti uniti (n. 7), così ne viene che: 
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<< I piani li?niti di ~wa collineazione del tipo assiale sono paralleli 
all'asse di p~tnti ttniti >> . 

11. Oollineazioni del tipo biassiale. - Passiamo adesso al caso (c) 
del n. l. Cioè la retta MM' si appoggia ai due spigoli opposti AB, OD 
del tetraedro fondamentale ABOD. Il ragionamento fatto al n. 6 è ora 
simmetrico rispetto a entrambi gli spigoli AB, OD: per ciascuno passano 
3 piani uniti e quindi tutti sono uniti, da cui segue immediatamente che 
l'uno e l'altro sono anche luogo di punti uniti. Si dice allora che la col· 
lineazione appartiene al tipo biassiale. 

Dunque : << Una coll-ineazione del tipo biassale possiede dtte assi sghembi, 
ciascuno dei quali è contemporaneamente luogo di punti uniti e inviluppo 
di piani uniti». 

Non esistono altri punti uniti. Infatti se ne esistesse uno sarebbe 
possibile considerare, insieme ad esso, altri 4 punti uniti (due sopra cia
scun asse) in guisa da avere 5 punti uniti di cui 4 non esistenti in un 
piano: la collineazione sarebbe identica (n. l) mentre M ed M' sono due 
punti distinti per ipotesi. Dualmente si vede che non esistono altri 
piani uniti. 

12. Conduciamo per un punto qualunque P dello spazio la retta ap
poggiata ai due assi r ed s della nostra collineazione: siccome i due pun
ti di appoggio sono uniti, così la retta in parola è unita e quindi con
tiene il corrispondente P' di P. 

Tenendo presente anchf\ la considerazione duale si può dire che: 
«In una collineazione biassale ogni retta che congiunge due punti cM-ri

spondenti è anche retta d'incontro di piani co'rrispondenti e si appoggia a 
entrambi gli assi della collineazione >> . 

D'altra parte ogni retta unita, che non sia luogo di punti uniti, con
giunge punti corrispondenti ed è intersezione di piani corrispondenti. 
Quindi: Sono rette unite gli assi e tutte quelle che incontrano entra?nbi gli 
assi. Non esistono altre rette unite. 

13. Sieno PP' due punti corrispondenti qualunque e H, K, i punti 
in cui la retta PP' incontra gli assi r, s della collineazione: dico che il 
birapporto (PP'HK) è costante al variare della coppia PP'. L'afferma
zione è evidente se la retta HK rimane fissa e P, P', variano conseguen
temente su di essa, giacchè allora viene a subordinarsi, sopra tale retta, 
una proiettività rettilinea di cui H e K sono punti uniti e PP' due punti 
corrispondenti qualunque. Consideriamo poi un'altra coppia di punti cor
rispondenti Q, Q', su di una retta diversa dalla HK e siano E, F, i 
punti in cui la QQ' si appoggia a r, s. Tiriamo le due rette corrispon
denti PQ , P' Q' , e da un punto T della prima conduciamo la retta t a 
incontnue r ed s. Il punto T' deve esistere sulla t e d'atra parte anche 
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sulla P'Q', quindi ne viene che la t incontra pure la P'Q'. Allora con
siderando i 4 piani che da t proiettano le quattro rette PQ, P' Q' , r, s, 
si vede subito che le due quaterne PP' HK, QQ'EF sono proiettive 
(come sezioni della quaterna di piani sopra nominata). Dunque 

(PP'HK) = (QQ'EF). 

Resulta quindi il teorema seguente: 
<<In una collineazione del tipo biassiale è costante il birapporto della 

quaterna rettilinea jonnata ordinatamente da un pttnto qualttnque, dal suo cM·
'rispondente e dai due punti nei qttali la retta che congittnge i punti corri-
3pondenti sttddetti si appoggia agli (tss·i della collineazione >>. 

Il valore di questo birapporto si chiama « invm·iante assoluto » della 
collineazione. È interessante il caso in cui tale valore è l'unità negativa, 
per una ragione che vedremo nel prossimo numero. Quando ciò accad 
la quaterna in parola è armonica e la collineazione prende allora il nome 
di involuzione gobba. 

In ogni caso è manifesto che : 
<<La collineazione biassiale è individuata quando siano dati gli assi e 

l'invariante assoluto» . 
Infatti se r ed s sono gli assi dati (sghembi) e À è l'invariante asso

luto, per trovare il corrispondente M' di un punto qualsiasi JJ[ basterà ti
rare da M la retta appoggiata a r e s : se H e K sono i punti di appog
gio, dovremo dopo trovare, su tale retta, il punto M' tale che sia 

(MM'HK)=À 
e la costruzione sarà così ottenuta. 

14. Indichiamo col simbolo Q la nostra collineazione e col simbolo 
!r1 quella che ha gli stessi assi di Q, ma il cui invariante assoluto 
è inverso di quello di Q. Chiameremo Q-1 la inversa di Q. La ragione 
del nome e del simbolo è la stessa di quella già addotta in occasioni ana
loghe nei numeri 5 e 10. 

Se cioè al punto M corrisponde M' nella Q, si dimostra facilmente 
che a M' corrisponde M nella Q-1• Infatti indicando con M" il corrispon
dente di M' nella Q-t, osserveremo che i tre punti ili, M', .Jf" sono in 
linea retta tperchè Q e Q - 1 banno in comune gli assi). Indicando con H 
e K i punti in cui tale retta incontra gli assi r, s, avremo: · 

e quindi 

cioè: 

(MM'HK) = À, (M'M"HK) = ~ 
l 

(M"M'HK) =l 

M.M.' HKf\M" Ji' HK 
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dunque Jlf ed 21!" coincidono, il che prova l'affermazione fatta. 
Può una collineazione biassiale coincidere con la propria inversa' 

Perchè ciò accada bisogna che sia 1 = - ~- , cioè À = ± 1, ma 1 =l si 

esclude altrimenti Q è identica, quindi À = - l. 
Dunque: l'unica collinea.zione biassiale che coincida con la pTopt·ia in

versa è la involuzione gobba >> (N. 13). 
15. I piani corrispondenti al piano all'infinito, nella Q e nella Q-1, si 

chiamano i piani lirniti dell'una, o dell'altra. Siccome due piani corrispon
denti si tagliano secondo una retta appoggiata a entrambi gli assi, cosl 
si può dire che 

«I 'piani limiti di una collineazione b·iassiale sono paralleli a entrambi 
gli assi della collineazione >>. 

Si può anche aggiungere che: 
<<La distanza fra un piano limite e uno degli assi è uguale alla di

stanza fra l'altro piano limite e l'altro asse>>. Infatti, sulla retta che mi
sura la minima distanza fra gli assi, consideriamo i corrispondenti R' e R" 
del punto R 00 di tale retta (nella Q e nella Q-1) e osserviamo che avre
mo (indicando con H e K i punti in cui la retta in parola si appoggia 
agli assi) : 

cioè: 

ovvero: 

ed anche: 

(Roo R'HK) = (R ~"HK 
00 ) 

Kii'- iiii' 
HR' 

iiR" - iili'' 
KR" 

KH HK 
HR' = KR" 

e quindi, in valore assoluto, HR' = KR", KR' HR", il che prova l'as-
serto. 

16. Omologie solide. Finalmente non manca che l'esame del caso (d) 
del N. l: cioè la retta MJJ!' passa per un vertice A del tetraedro fonda
mentale e i punti M, M' non esistono in alcuna faccia del tetraedro me
desimo. Segue subito che sono uniti tutti i punti del piano BCD (perchè 
in esso sono uniti B, C, D e il punto d'incontro colla retta che contiene 
i tre punti A, M, M'). 
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La collineazione attuale si chiama << ttna 01nologia solidlt >>, A è << il 
centro di 01nologia », il piano BOD è « il p·iano di 01nologia ». Dunque: 

<<In una omologia solida sono p1mti uniti : il centt·.o, t1ttti i ptmti del 
piano di omologia e non altri >>. Se esistesse infatti un altro punto P sa
rebbe possibile scegliere, nel piano di omologia, tre punti in guisa che 
insieme a P e al centro di omologia si avessero cinque punti uniti, di cui 
4 non esistenti in un piano, e la collineazione dovrebbe essere identica 
(N. 1), il che è impossibile perchè M, ed M' sono due punti distinti, per 
ipotesi. 

<< Dualmente si vede che i soli piani uniti sono : il piano di omologia 
e tutti quelli passanti p e·r il centTo di omologia >>. 

17. Ogni retta passante per il centro A è unita perchè congiunge 
due punti uniti til punto A e la intersezione sua col piano di omologia). 
Se dunque N ed N' sono due punti corrispondenti qualunque le rette 
AN, AN' debbono coincidere, cioè i tre punti A, N, N' sono in linea 
retta. Quindi : 

<< In ttna ornologia solida due punti corrispondenti sono sempt·e allineati 
col centro e, d?taltnente, due ]Jiani corTispondenti si tagli«no sempt·e in una 
retta esistente sul piano di omologia >>. 

Il punto d'incontro di una retta col piano di omologia è unito, ed è 
anche unito il piano che la proietta dal centro ; dunque si ha che : 

« Due t·ette corrispondenti si tagliano sul piano di omologia ed esistono 
in un piano passante per il centro di 01nologia >> . 

Una retta unita, se non è luogo di punti uniti, congiunge punti cor
rispondenti e quindi ne segue: 

«Sono t·ette unite (e non altt·e) quelle del piano di onwlogia e quelle 
passanti pet· il centro di 01nologia ». 

18. Sieno M, M' due punti corrispondenti qualunque: sulla retta che 
li congiunge consideriamo il centro A di omologia e il punto H d'incon
tro col piano di omologia: dico che il birapporto (MM'AH) non varia al 
variante della coppia jJfM'. Il teorema è evidente se la coppia MM' varia 
sulla retta AH, perchè, su tale retta, viene a individuarsi una proiettività 
rettilinea subordinata in cui A, H sono punti uniti. Se poi la retta che 
congiunge altri due punti corrispondenti NN' è diversa dalla MM' si può os
servare che le due rette MN, 11I'N', essendo corrispondenti, si taglieranno 
in un punto S del piano di omologia, per cui indicando con K il punto 
d'incontro di tale piano con NN' ne seguirà che le due quaterne 

M.l!'AH, NN'AK 

saranno prospettive da S e quindi 

(MM' AH) =(NN' AK) 
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il che prova l'asserto. Si può dunque enunciare il seguente teorema: 
« In ~uta omologia solida è costante il valore del birapporto della qua

terna t·ettilinea costituita O?"dinatamente : da un puuto, dal SlW corr-ispon
dente, dal centro e dal punto d'i1wontt·o della sede della quatet·na, col piano 
di ornologia ». 

n valore di questa costante si chiama « invariante assoluto >> della 
omologia. È interessante, come vedremo, il caso in cui questo valore sia 
l'unità negativa e quindi la quaterrra suddetta sia armonica. Allora la o
mologia prende il nome di omologia arnwnica. 

19. Una mnologia solida è determinata quando sia dato il centro A, il 
piano d'onwlogia :n: e una coppia di punti cot·risponde.nti MM' allineati col 
centt·o (ed esterni a :n:ì. 

Infatti (poichè noi escludiamo il caso in cui A sia incidente con :n:) 
sarà sempre possibile scegliere tre punti BGD in :n:, in guisa che resulti 
individuata la collineazione in cui A, B, G, D sono punti uniti ed M, M' 
corrispondenti. Siccome la retta 11LM' passa per A così ne segue che tale 
collineazione è l'omologia cercata (N. 16). Dato un punto N est-erno alla 
retta MM', per costruirne il corrispondente basta osservare che esso deve 
trovarsi sopra la AN e sulla corrispondente alla 111 N, la quale è subito 
costruita percbè passa per M' e per il punto d'incontro di MN con :n:. La 
costruzione cade se N è sulla retta MM': ma vi si può rimediare costruendo, 
avanti, una coppia di punti corrispondenti esterni a tale retta e valendosi 
dopo di questa nuova coppia per trovare N'. 

20. L'onwlogia. è anche detenninata qnando sia dato il centt·o, il piano 
di omologia e il valore dell'invm·iante assoluto A». Perchè se A è il centro 
e :n: il piano dato, per trovare il corrispondente di nn punto qualsiasi M, 
basta congiungere Jtl con A, trovare il punto H in cui tale retta incon
tra :n: e, dopo, costruire su di essa un tal punto M', così che si abbia: 

(MM'AH)=l. 

20. L'omologia solida che ba lo stesso centro e lo stesso piano d'o· 
mologia rlella data, ma il cui in variante assoluto sia inverso di quello della . 
data, si chiama omologia inversa. Se quella data si indica con Q, la in
versa si indicherà con Q -1. 

La ragione del nome e del simbolo è la. solita (numeri 5, 10, 14). Se, 
cioè, nella Q al punto M corrisponde M', nella Q - 1 a M' corrisponde Jl{. 

Infatti chiamando con M" il corrispondente di M' in frl si osservi che 
M, ili' M" esistono su di una retta per A: se H è il punto in cui essa. 
incontra il piano di omologia avremo : 

(MM'A,H)=l; tM'M"AH= ~ 
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e quindi 
(Jh"M'AH) = À 

e per conseguenza 
MM'AH7\ M"M'AH 

il che significa che M ed M" coincidono. 

685 

Può una omologia solida coincidere con la propria inversa 1 Perchè 
l 

ciò accada deve essere ), = T , cioè l = + 1, ma il segno positivo si 

esclude altrimenti Q è l'identità. Dunque À = - 1, ossia (N. 18): 
« IJunica mnologia solida che coincida con la propria inversa è l'omo

logia armonica». 
21. I piani corrispondenti al piano all'infinito in una omologia e nella. 

sua inversa chiamansi i piani limiti dell'una, o dell'altra. Siccome due 
piani corrispondenti si tagliano sul piano di omologia (N. 17), così ne se
gue facilmente che : 

«I piani limiti sono paralleli al piano di mnologia ». 
Se poi si applica il ragionamento del n. 15, riferendolo alla perpen

dicolare tirata per il centro sul piano di omologia, si può aggiungere che: 
<< La distanza fra il centro e un piano limite è uguale, in valore as

soluto, alla distanza fra il piano d'mnologia e l'altro piano limite>>. 
22. Coppie involutorie. - Rimanendo sempre nel campo delle colli

neazioni descritte nei numeri precedenti, diremo che una coppia di punti 
A.A' è involutoria, quando essi si corrispondono tanto nella collineazione 
diretta Q, quando nella inversa Q - 1 • Se tutte le coppie possibili sono 
involutorie allora Q ·e Q - 1 coincidono e la collineazione prende il nome 
di << involuzione spaziale ». Riunendo i teoremi dei numeri 5, 10, 14, 20 
si può dire che: 

<< Le sole invol1tzioni spaziali sono : l'omologia armonica e l'involuzio
ne gobba " · 

All'infuori di questo caso si può porre la seguente questione: può 
una collineazione tJ possedere delle coppie involutorie senza che tutte lo siano 'l 
(senza cioè che Q sia una invol1tzione spaziale 'l) 

Per rispondere a questa domanda cominciamo dall'osservare che se 
esiste una coppia involotaria AA' , ne esistono infinite: la sede comune 
è la retta AA' e su di essa compongono una involuzione rettilinea su
bordinata a Q. Di guisa che la questione si tramuta in quest'altra: << Quan
te involuzioni rettilinee possono essere contemtte nella nostt·a collineazione 
Q, senza che, per questo, Q sia una involuzionc spaziale 'l • 

Se si osserva che le sedi di tali involuzioni rettilinee debbono essere 
rette unite per [) si vede subito che Q non può essere omologia, nè ap-
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partenere al tipo biassiale (perchè l'invariante assoluto, calcolato su tali 
rette unite, sarebbe l'unità negativa e quindi Q sarebbe una involuzione). 

23. Rimangono dunque da esaminar-e le collineazioni del tipo assiale 
e quelle del tipo generico. Per procedere per gradi, proviamo a esigere 
la esistenza di una {e una sola) involuzione rettilenea subordinata, e 
cerchiamo le conseguenze. 

Se Q è assiale la sede supposta non può appartenere come raggio 
unito ad alcuna delle due omologie piane subordinate, altrimenti la omo
logia relativa sarebbe armonica e Q possederebbe infinite involuzioni ret
tilenee subordinate. Dunque la sede non può essere altro che l'asse dei 
piani uniti (n. 6;. Indichiamo allora con Q~ la collineazione che si ottie
ne applicando successivamente due volte la Q. Si vede subito che [)2 è 
biassiaJe ed ha per assi quelli di Q. Riprendiamo le notazioni del n. 8 
chiamando con P" , Q" i corrispondenti di P' , Q' secondo Q , di guisa 
che p :' , Q" saranno i corrispondenti di P , Q secondo Q 2• Ma si ha 

(PP'AR) = (P'P"AR) = l 1 

(QQ'BR) =(Q' Q" BR) = l 2 

dove l 1 e ì..2 sono gl'invarianti assoluti di Q. Segue 

(PP"AR)= (PP'AR) (P'P"AR) = l 1
2 

(QQ"BR) = (QQ'BR) (Q'Q"BR) = À2
2 

e Q 2 essendo biassiale ne viene (n. 13) che 

(PP"AR) = (QQ"BR) 
e quindi 

À.t2=ì..22 

ma non può essere l 1 = l 2 (n. 8), dunque sarà l 1 = - l 2 , cioè Q avrà 
gli invarianti assoluti uguali ma di segno contrario. 

Se poi Q è del tipo generico, la sede della involuzione rettilinea do
vendo essere unita, non può essere altro che uno spigolo del tetraedro 
fondamentale (n. 2). Si ha dunque il teorema: 

« Se una collineazione possiede una involuzione t·ettilinea S1tbm·d·inata 
(e non altre), essa è necessariamente del tipo assiale, o del tipo generico. 
Nel 1° ca.so la sede dell'involuzione è l'asse di piani uniti e i due inva
rianti assoluti sono ugual·i in gt·andezza, ma di segno contt·at·io. Nel 2° caso 
la sede è uno degli spigol i del tetraedt·o fondamentale >> . 

24. Procedendo sempre per gradi esigiamo ora la presenza di due 
(e non più) involuzioni rettilinee subordinate. 

Le sedi saranno sghembe altrimenti esisterebbero, in conseguenza in 
finite involuzioni rettilenee subordinate, e precisamente tutte quelle di una 

--- ---- ""' -·--
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omologia piana armonica subordinata. Il centro sarebbe il punto d 'in 
contro delle due sedi supposte e il piano sarebbe quello individuato dalle 
due sedi medesime. Le sedi essendo sghembe, la collineazione cercata non 
potrebbe essere assiale altrimenti gli invarianti assoluti sarebbero uguali, 
il che è impossibile (n. 8). 

Non resta dunque altra ipotesi (n. 22) che la Q sia del tipo generico 
e le due sedi sieno due spigoli opposti del tetraedro fondamentale. In 
conclusione si può dunque enunciare la seguente proposizione: 

« n massimo nnntet-o di involuzioni rettilinee subOt-dinate che possa con
tenere una collineazioue senza contenerne infinite, è due : la collineazione che 
le possiede è del tipo generico e le sedi delle due involuz·ioni sono due spi
goli opposti del tetraedro fondamentale. 

<< L'unica collineazcione che contenga infinite involuzioni t-etti linee (senza 
perciò essere una invo luzione spaziale · appartiene al tipo assiale e una delle 
sue mnologie piane subordinate è annonica >>. (Le sedi delle involuzioni 
rettilenee suddette costituiscono tutti i raggi uniti di detta omologia piana). 





LE QUINTICHE PIANE AUTOPROIETTIVE 

Estratto dal tomo XXXVI (2° sem. 1913) dei Rtmdiconti del Gircol.o Matemat·ico di Palermo. 

Il problema di cercare tutte le curve algebriche piane che sono in
vari anti rispetto a collineazione del loro piano, è stato risoluto, fin qui, 
in modo completo sino a tutte le curve di 4° ordine (l). Al di là di que
st'ordine, non si conoscon che casi particolari in cui il problema è stato 
trattato. lrra i lavori dedicati a questi casi speciali (2) è da citare partico
larmente una memoria di SNYDER (3) che tratta le curve di 5" ordine. M:a i 
risultati ivi conseguiti, non esauriscono tutti i casi possibili forniti da tali 
curve. Dal proposito di completare le rice rche di SNYDER è nato il pre
sente scritto, alla fine del quale il lettore troverà un quadro riassuntivo 
di tutti i casi che si sono presentati (con la indicazione di quelli già tro
vati da SNYDER) tidando così che il quadro risulti il più completo possibile. 

(l) Tralasciando i casi ovvii delle r ette e delle coniche, veggasi per l e cubiche, ad 
es., la Nota di C. SEGRE: Le co1·rispondenze univoche Bltlle cur·ve ellittiche [Atti della R . Ac
cademia delle Scienze di Torino, XXIV (1889), pp. 731-7 56. In detto lavoro il caso delle 
cubiche ellittiche è trattato, assai succosamente, ma in modo completo, a piè delle pa
gine 751, 752. Circa alle quartiche mi p ermetto di citare la mia Memoria: Le quartiche 
piane proiett'ive a sè sf.esse [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXVIII (2o 
semestre 1909), pp. 217-232) anche perchè in essa sono r apidamente riassunti i risultati 
precedenti in argomento . 

(2) A. WIMAN, Ueber die hype1·elliptische1t Gurven mtd diejenigen vont GeBchlecltte 
p= 3, 1oelche eindeutige Tra.mformationen in sich zulassen [Bihang till Kongl. Svenska Ve
t enskaps-Akademiens Handlingar, Bd . .X Xl (1 895), No 1]; A. WIMAN, Ueber die algebrai_ 
echen Curve1t von dcn Geschlechtel'lt p= 4, 5 1111d 6, welche eindentige Transforntationen iu sich 
besitzen [Ibid ., Bd. XXI (1895), Jo. 3); F. GERBALDI, Sul gmppo semplice di 360 colli
neaz·ioni piane [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXII (1 898), pp. 23-9!; 
t. XIII (1899), pp. 161-1 99; t . XIV (1900), pp. 66-114; t . XVI (1902), pp. 129-154]. 

(3) V. SNYDER, Plane QuinUc Gm·vcs which PosseBB a Group of Linear Tra11Bjormation1 
[American Journal of l\1athematics, vol. XXX (1908 ), pp. 1-9]. 

CIANI. 
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È strumento principale delle presenti ricerche, un certo covariante cu
bico (n" 5), la cui considerazione, del resto, dovrebbe essere utile anche 
nello studio più ampio delle quintiche piane generiche. Certo è che nel 
caso attuale, delle quintiohe autoproiettive, esso è di un ausilio vera
mente prezioso. In sostanza, si tratta di questo: siccome ogni collinea
zione capace di trasformare in sè stessa una q uintica, deve fare altret
tanto di tutti i covarianti della curva, così è naturale di approfittare di 
quelli di essi che sono d'ordine inferiore a cinque, allo scopo di ridurre 
il problema a casi già noti. Fra ta.Ii covarianti quello che meglio si pre
sta è il covariante cubico sopra indicato. Per tal modo il problema delle 
collineazioni, trasformanti in sè una quintica, viene a dipendere da quello, 
già completamente risoluto, delle collineazioni capaci di trasformare in sè 
una cubica. 

r. 
Le collineazioni spettanti a quintiche piane. 

I valori possibili per i relativi periodi. 

l. Cominceremo dal presentare la seguente questione: come possono 
essere collegate una curva piana del 5" ordine (o come sul dirsi, più bre
vemente, una quintica) e una collineazione del suo piano affinchè la pri
ma sia invariante rispetto alla seconda. 

Per ragioni ovvie ci limiteremo al ca . .>o in cui la quintica sia irridut
tibile e la collineazione sia periodica, le quali condizioni saranno sempre 
supposte nel seguito. Ogni quintica avente i requisiti ora descritti sarà 
chiamata autoproiettiva e si dirà che essa è dotata della collineazwne in 
parola, ovvero che la possiede, o che le spetta. 

2. L'esempio più semplice è quello delle cosidette quintiche binomiali 
la cui equazione può ridursi a contenere soltanto due termini. 

Indicando con x y z le coordinate omogenee di un punto della curva (l) 
si hanno così i due tipi: 

z5 -+- x4 y = O , z5 + x3 y 2 = O • 

Se una collineazione O deve appartenere a uno di essi, occorre ma
nifestamente che il triangolo fondamentale sia invariante, e quindi O po
trà rappresentarsi con la sostituzione : 

(axx a~y :) , 

(l) Perchè la lettura della pr esente memoria possa più facilmente collegarsi col lavoro 
di SNYDER [loc. ci t . ::!] ne adot ter emo anche le n otazioni servendoci dei simboli x y z per 
indicare le coordina-te omogenee di un punto (piuttosto che i simboli più usati xi x2 x3). 
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dove a è radice primitiva dell'unità e di grado uguale al periodo r di O. 
Esigendo che O appartenga all'una, o all'altra, delle due curve precedenti 

,. -3 
si trovano le condizioni : k = r - 4 per la prima, k = --

2
- per la se-

conda. Ciò significa che, nel primo caso, r non è sottoposto ad alcuna con
dizione, nel secondo alla sola restrizione di esser un numero dispari. 

In entrambi i casi non vi è limite superiore per t·. È perciò che noi 
intenderemo, di qui in avanti, che le quintiche binomiali vengano tacita
mente escluse dalle nostre considerazioni. Una quintica binomiale è sem
pre autoproiettiva. 

3. Dopo le quintiche binomiali considereremo le quintiche omologiche. 
La collineazione da attribuirsi alla quintica sia, cioè, una omologia. Essa 
poh·à rappresentarsi con la sostituzione 

y 
y 

az) 
z ' 

ar = l (rad. primit.), 

dove r è il periodo. 
Scriviamo l'equazione di una quintica genericaf5 nel modo seguente: 

fs= a z5 + a 1 z
4 + a2 z

1 + a3 z~ + a4 z + a5 =O, 

dove a è una costante e a; sono binarie in x y di grado uguale all'indice 
i . Esigendo la in varianza di fs, rispetto alla sostituzione sopra indicata, 
si perviene ai seguenti casi : 

(l) Per r=2: f 5 = a1 Z
4 -r a3 z

2 + a5 = O . 

(2) Per r=3: f 5 =a2 z3 +a5 = 0. 

(3) Per r= 4: fs = a1 z
4 + a5 = O . 

(4) Per r=5: fs=a zs+a·s=O . 

4. Determinate così anche le quintiche omologiche potremo escludere 
d'ora in avanti che la collineazione da attribuirsi a una quintica sia orno
logica, e, per procedere con un certo ordine, cominciamo dal cercare quei 
casi in cui il periodo è una potenza del 2. 

Per ,. = 4, si ha 

l5) fs= a z4 x+ b z2 x2 y +c;} y3 + cl :r5 + e x3 y2 + f x y4 =O 

che è dotata della 

O = (~ y y izz) . 

Per r = 8, la f 5 può ridursi alla forma : 

fs = Z
4 x + z2 l + X 1 y> = O 
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e possiede la 

a
3 

y z) 
y z ' 

a8 =l (rad. primit.). 

5. È necessario aòesso dimostrare che la (6) non possiede altre col
lineazioni all'infuori della O già indicata e delle sue potenze. Ricorreremo 
perciò al covariante cubico d i f 5 • Esso può ottenersi scrivendo l'equazione 
della prima polare di un punto (x1 y1 z1) e annullandone poi l'invariante 
cubico. Si perviene così ad una equazione di terzo grado in x 1 y1 z1 che 
rappresenterà il covariante cubico cercato {l). Si avverta però di intro
durre, prima, nella (6) i coefficienti binomiali allo scopo di potere appro
fittare delle espressioni già calcolate dell' invariante in parola, in base ap
punto alla presenza dei coefficienti suddetti (2). 

Si trova cosl che il covariante cercato è il seguente : 

3 x3 + 4 zl y = O • 

Questo deve quindi possedere tutte le collineazioni spettanti a j 5 • 

Esse sono dunque tutte del tipo 

(axx p: :). 
Esigendo che appartengano alla (6), si ricade necessariamente nella 

collineazione già esistente, od in qualche sua potenza. 
6. La (6 1 è irriduttibile. Infatti è evidente, anzitutto, che non se ne 

distacca alcun lato del triangolo fondamentale, cioè nessuna delle rette 
unite della collineazione posseduta dalla curva. È dunque impossibile che 
se ne distacchi qaalsiasi altra retta, perchè, applicando a quest' ultima la 
collineazione in parola, f 5 dovrebbe comporsi di otto rette. Finalmente non 
può far parte di / 5 alcuna conica irriduttibile, perchè ninna è invariante 
rispetto alla collineazione suddetta. 

7. Dalle considerazioni del N. 5 risulta che i casi r = 2, 4, 8, già de
scritti, costituiscono tutti quelli nei quali r può essere una potenza del 2. 
Infatti, se una f 5 possedesse una collineazione O a periodo 1· = 2", con 

n> 2, possederebbe anche la 0 2n -
3 che ha il periodo 8 e quindi ricadrem

mo nella (6) che è l'unico caso possibile di j 5 dotate di collineazioni a pe-

(l ) Esso potrà dunque riguardarsi come il luogo di un punto la cui prima polare 
rispetto a j 5 è armonica col proprio inviluppo equianarmonico. Cfr. la mia monografia; 
Le Cttrve piane di qum·t'ordine [Giornale di Matematiche di Battagliui, vol. XLVLI (1910)1 

pp . 259-304]. 
(2) Veggasi, ad es. : G. SALMON, TraUé de Gémnét·rie analyt-ique (Gottrbes plmtes) de

stiné à jaire suite att Traité des Swtions coniques, traduit par O. CHEMIN1 l ère édition 
(Paris, Gauthier-Villars, 1884), p ag. 371. 
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riodo 8. Ora dal N. precedente risulta che una tale f 5 non possiede altre 
collineazioni all' infuori di quelle descritte. 

8. Passiamo ora a i casi in cui il periodo r della collineazione suppo· 
sta sia 3 od una potenza di 3. 

Escludendo le quintiche omologiche già considerate, per t' = 3, si ha: 

(7) f 5 _a z5 + b il x y + c z2 x3 + d Z
2 y3 + e z x'2 y2 + f x• y + g x y4 = O , 

che è dotata della collineazione 

(
a x 
x 

Per r = 9 si è condotti alla 

(8) 

alla quale spetta la collineazione: 

a
3 y z) 
y z ' 

a 11 =l (rad. primit.). 

È facile dimostrare, con un ragionamento analogo a quello del N. 5, 
che la (8! non può possedere altre collineazioni all' infuori di quella già 
descritta e delle sue potenze. Infatt i il covariante cubico (N. 5) della (8) 
è x 2 z =O. Sono dunque invarianti , ri spetto a qualsiasi collineazione spet
tante a f 5, i lati x= o, z = O del triangolo fondamentale, dopo di che 
risulta subito che tale deve essere anche y = O. Segue allora immediata
mente che, se una collineazione. deve appartenere alla (8), essa non può 
essere che quella indicata, od una sua potenza. 

Un ragionamento simile a quello del N. 6 prova poi che la (8) è ir
riduttibile. 

9. I casi, già considerati, di t'= 3 , 9 esauriscono tutti quelli nei quali 
il valore del periodo è 3, od una sua potenza. Infatti (come nel no 7) se 
esistesse una f 5 dotata di una collineazione O a periodo 3" con n::> 2, 

alla stessa f 5 spettert-bbe la collineazione 0 3
"-

2 la quale ha il periodo 9: 
la f 5 supposta sarebbe dunque la (8). 

10. Vengono adesso quei casi in cui il periodo della supposta colli
neazione O non contiene altri fattori primi che 2 e 3 e quindi t' = 2m.3". 
Ora se m> 2, spetta a f 5 tale potenza di O il cui periodo è 8 e quindi 
si cade nella (6); se n> l spetta a f 5 tale altra potenza di O il cui pe· 
riodo è 9 e quindi si cade nella (8). 

Dunque le sole eventualità di questa specie da esaminare sono ,. = 6, 
ovvero r = 12. 

11. Sia r = 6. Indicando al solito con O la collineazione supposta 
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spettante a j 5, si vede che 0 2 può essere omologica, o no. In quest'ulti· 
mo caso si può prendere: 

C =(a x a2 
y z) 6 - x y z , a =l (rad. primit .), 

la quale spetta ai due seguenti tipi : 

(9) f 5 = a x 4 y + b X 2 y?. z + c y3 z1 + d z5 = o, 
(10) f 5 = a x2 y3 + b x2 z

3 + c y4 z + d y z4 = O. 

Se invece 0 2 è omologica, si ha: 

-y z) 
y z ' 

a6 = l (rad. primi t. ), 

la quale spetta a: 

(11) f 5 = a z4 y + b z2 x3 + c z2 y3 + d x3 y2 + e y5 = O. 

{12) 

Per r = 12 si hanno due casi seguenti: 

/5=x4y+y3z2+z5=0 

a cui spetta: 

(13) 

che possiede: 

c=(axx a
3 

y z) 
y z ' 

a 12 
-- l (rad. prrm' t't)· . ' 

12 l d . 't) a = lra . pnm1 .. 

12. Bisogna accertare che nè la {12), nè la (l 3) posseggono altre colli· 
neazioni all'infuori di quelle già indicate e delle loro potenze. 

A tale scopo si osservi che il covariante cubico della (12) è y3 = O. 
Dunque y = O è invariante per qualsiasi collineazione spettante alla curva. 
Segue che è invariante {100) e x3 y =O quartica polare di (100): quindi 
anche x= O è invariante e per conseguenza {001). Ora la qnartica polare 
di quest'ultimo punto· si compone di tre rette passanti per (100 ) e di 
z = o, per cui, infine, pure z = O deve essere invariante. In conclusione 
debbono essere invarianti, separatamente, i lati del triangolo fondamentale; 
dopo di che l'affermazione fatta sopra risulta facilmente. 

Quanto alla (13', si troverà che il suo covariante cubico è X 2 y = o, 
onde la invarianza di x = O e di y = O rispetto a qualunque collineazione 
spettante a / 5 • Ne segue la invarianza di (001) e, dopo, quella di (100) 
e1 successivamente, l'altra di z = O. Sono dunque invarianti i lati del 
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triangolo fondamentale, rispetto a qualsiasi collineazione spettante a f 5, e 
la conclusione è identica a quella per la (12), 

Un ragionamento simile a quello del n° 6 serve poi a dimostrare che 
tanto la (12) quanto la (13) sono irriduttibili. 

13. Passiamo ai casi in cui r sia multiplo di 5. Vedremo che basterà 
esaminare i casi di 1· = 5, 10, 15. 

Per r = 5, escludendo le quintiche omologiche già considerate, si tro
vano i seguenti tre tipi : 

(14) f 5 = a x5 + b !l + c z5 + d x y2 z2 + e ;1fl y z = o, 
(1:>) fs= a z4 x + b z2 y3 + c z xz y2 + d x' y =c o, 
(16) fs = a z4 y + b z3 x2 + c z x y1 + d X

3 y2 = O. 

(17) 

(18} 

(19) 

Esse posseggono la 

a 2 y z) 
y z ' 

14. Per r = 10 si hanno tre specie. Due sono le seguenti: 

fs = xS + y5 + x y2 z2 = o, 

fs = z4 x + z2 y3 + ~ y = O. 

Ad entrambe spetta la 

O=(~x a10 =l (rad. primit.). 

La terza è 

a cui spetta 

a10 = l (rad. primit.). 

15. Le (17) e (18) non posseggono altre collineazioni all'infuori di 
quella già descritta e sue potenze. Infatti il covariante cubico della (17) 
è Xl= 0: dunque x= O è invariante rispetto a qualunque collineazione 
spettante a f 5 : segue che tale è anche (001) e per èonseguenza x y2 z che 
è la prima polare di (001). Sono dunque invarianti separatamente i lati 
del triangolo fondamentale e così risulta subito l'affermazione fatta. 

Quanto alla (18), si osservi che il suo covariante cubico (dopo avere 
introdotto i coefficienti binomiali) è il seguente: 

3 y3 + 4 x z2 = O. 

Questa cubica deve dunque essere invariante rispetto a tutte le colli-

. 

r 
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neazioni spettanti a f.,. Dunque altrettanto deve accadere dei lati del 
triangolo fondamentale e quindi, etc. 

16. n covariante cubico della (19}, è, previa introduzione dei coeffi
cienti binomiali, 

Si vede di qui che questo covariante non può mai essere indetermi
nato, giacchè dovrebbe (altrimenti) laj5, essere binomiale, o spezzarsi. Dun
que, z ==-: O deve essere sempre invariante ri spetto a qualsiasi collineazione 
spettante a f 5 • Inoltre (100) è centro di una omologia armonica pure spet
tante a f 5 e x= O è l'asse corrispondente. Questa omologia è la 5"' po
tenza di O (nè possono esisterne altre), dunque anche x= O deve essere 
invariante e pure y =O che è la tangente in (100 ). In conclusione deb
bono essere invarianti i lati del triangolo fondamentale. Se si vuole al
lora che la (19) possegga altre collineazioni, oltre quelle descritte, si trova 
che deve essere c = o, per cui la j 5 può ridursi alla forma 

(20) /r:, _ z5 + .r4 y + y5 = O 

e le collineazioni che essa possiede sono costituite dalla 

a16 y z) 
y z ' 

a 20 = 1 (rad. primit.) 

e dalle sue potenze, e quindi ,. = 20. 
Il solito ragionamento del n• 6 dimostra poi la irriduttibilità della (20). 
17. Per r = 15 si hanno le tre seguenti specie: 

(21} 

che possiede la 

O=(ax ,x 
(22} 

a cui spetta la 

o-(a; 
(23) 

alla quale spetta la 

a'5 = l (rad. primit.); 

a15 -- l (rad. prJ.mJ·t ) · . ' 

O __ (a x a11y z) x y z , a' 5 = l (rad. primit.). 

18. Esaminiamo ora se le ultime tre quintiche trovate godono di altre 
collineazioni oltre quelle descritte. Cominciamo dalla (21). Però non si può 
ricorrere :'\>l suo cOVl'\>riante cubico perchè è indeterminato. Ricorreremo 
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perciò al covariante sestico che si ottiene annullando l'invariante sestico 
della prima polare di un punto ri spetto a fs {1). Tale covariante è x 4yz =o, 
e siccome esso deve possedere tutte le collineazioni spettanti a j.,, così 
ne s~gue la invarianza del triangolo fondamentale e si conclude che il 
gruppo di collineazioni posseduto dalla (21) è d 'ordine 30 e può esser ge
nerato dalla collineazione O, già esistente, a cui si aggiunga l'omologia 
armonica 

(~ ; :) . 
Quanto alla (22), si trova che il suo covariante cubico è x 2 z = O e 

quello della {23) è costituito dal triangolo fondamentale, per cui, in en
trambi i casi, esso deve riuscire invariante rispetto a tutte le collineazioni 
spettanti a fs· Dopo di che si vede che la (22) non possiede altre colli
neazioni oltre la C già descritta e le sue potenze, e la (23) possiede inoltre 
la omologia armonica 

(~ ; ;) 
per cui il gruppo completo della (23) è di ordine 30 come per la {21). 

19. Dal n. 13 in avanti, abbiamo considerato per t· i valori 5, 10, 15, 
20. Essi rientrano nella espressione più generica di 

r = 5"'. 2". 3P (m>O), 

e vogliamo ora dimostrare che altri valori di t· compresi nella espressione 
precedente, sono impossibili. Infatti per n =p =O e 1n > l esisterebbe 
una tal potenza di C ii cui periodo sarebbe 5. La fs dovrebbe dunque 
essere una delle seguenti: (4), 114), (15), (16). Ora su queste si esperimenta 
facilmente che non posseggono collineazioni di periodo r = 5"' di cni una 
qualche potenza sia la collineazione a periodo 5 già esistente. Dunque 
intanto m = l e inoltre n e p non possono contemporaneamente annul
larsi. Ne segue che esiste una tale potenza di C il cui periodo è l O, ov
vero 15, oppure 20. Ma in ciascuno di questi casi (N i 14, 15, 16, 17, 18), o 
non esistono altre collineazioni, oltre quelle con i periodi suddetti, od e
siste al più una omologia armonica spettante a f 5 e non contenuta fra le 
potenze delle collineazioni indicate. 

L'affermazione fatta è dimostrata. 
20. Andiamo finalment~ a considerare quei casi in cui t· (periodo della 

supposta collineazione spettante a fs) è un numero primo maggiore di 5. 
Scriviamo questa collineazione sotto la solita forma 

(1) Questo covariante sestico è dunque il luogo geometrico dei punti le cui prime 
polari suno quartiche di CLEBSCH. Cfr., ad es. la mia monografia, loc. cit. 5) pag. 286. 
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{Jy 
y 

con ar = pr = 1, essendo t• primo e > 5 e a =j= {J. 
Ordiniamo poi la equazione dij5 in z, scrivendola nel modo seguente: 

f = a z5 + a 1 z
4 + a2 z

3 + a 3 z~ + a4 z + a.5 = O , 

dove a è una costante e le a sono binarie in x, y, di grado uguale al 
loro indiee. 

Valgono allora le seguenti osservazioni. 
Sopra ogni lato del triangolo fondamentale viene a subordinarsi una 

proiettività binaria di periodo 1· rispetto alla quale deve essere invariante 
il gruppo dei punti d ' intersezione del lato con f 5 • Siccome r > 5, cosl 
ne segue che le suddette intersezioni sono tutte assorbite dai vertici del 
triangolo in parola. 

Le ai per effetto della O debbono tutte riprodursi, a meno di un fat
tore esterno. Ne segue che ogni ai non può contenere più di un termine, 
perchè, se ai contenesse ad es. i due termini : 

dovrebbe essere: 

cioè: 

am-n= ~m-n; 

il che contraddice le ipotesi fatte. 
Finalmente il termine che costituisce a5 non pua mancare, altrimen· 

ti j 5 si spezza. 
21. Tenendo conto di queste osservazioni, una facile discussione di· 

mostra che tutti i casi di r primo > 5 si riducono ai seguenti: 

(24) 

con 

(25) 

con 

Per r = 7 si hanno 4 tipi distinti che sono: 

O=(axx a~y ;), a7=1; 

/ 5 = z4 y + z x~ y2 + x5 = O 

o=(ax - x 



(26) 

(27) 

(28) 

con 

(29) 

con 
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f 5 = il y2 + z x y3 + xs = o; 

fs = z2 x , + z y4 + x4 y = O. 

Queste ultime posseggono la 

O =(a X . a6 y z) . a 7 = l. 
- x y z ' 

Per r = 11 si ha una sola specie che è: 

O=(aX - x 

Finalmente per r = 13 si ha pure una sola specie che è 

o=(ax - x 
alo y z). 

y z 

699 

22. Per vedere se le quintiche del n° precedente posseggono altre 
collineazioni, oltre quelle ivi descritte, basta calcolare il covariante cubico. 

Si perviene così ai seguenti risultati (previa introduzione, nelle ri
spettive equazioni, dei coefficienti binomiali, o polinomiali). 

Il covariante cubico di (24) e di (29) è il triangolo fondamentale. 
Dunque esso è invariante rispetto a qualsiasi collineazione spettante a fs· 
Si trova così che il gruppo completo di collineazioni spettante alla (24) è 
d'ordine 21 ed è generato dalle due 

O=(axx a~ y 
:) ' O'=(~ z ~)' a 7 = l y y 

e quello spettante alla (29) è d'ordine 39 ed è generato da 

o=(ax a lO y 
:) ' C'=(Y z :) ' al3 =l. - x y -x y 

Quanto alle rimanenti, (25), t26), (27), (28), si dimostra che non pos
seggono altre collineazioni, all' infuori di quelle già descritte, desumendo 
(dal calcolo del covariante in parola) che i Iati del triangolo fondamentale 
debbÒno rimanere invarianti per qualsiasi collineazione spettante alla cur
va. Dopo ciò è lecito rappresentare una tale collineazione sotto la forma 

(axx ~i :) 
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e quindi dedurne la coincidenza con le collineazione già considerate, o 
con loro potenze. 

Cosl il covariante cubico della (25) è y z·2 = O. Sono dunque inva.rianti 
y = o, z =O e quindi anche (100) e per conseguenza pure la prima pola
re di (100) che si compone di una cubica irriduttibile e di x= O. Dunque 
infine anche x= O è in variante. 

Il covariante cubico della (26) è 

x (3 z2 
- 4 x y) = o, 

da cui risulta subito la invarianza delle tre rette x = o, y =o, z -= O. 
Il covariante cubico della (~7) è x2 z =O. Sono dunque in varianti 

x= o, z =O e quindi anche (010) e per conseguenza pure i due rima
nenti vertici del triangolo fondamentale e il lato y = O che li congiunge. 

Anche il covariante cubico della (28) è x·2 z = o, per cui x = o, z = O 
sono iuvarianti e quindi (010), da cui segue che lo è (001) e finalmente 
y =O tangente in (001). 

In ultimo, un ragionamento analogo e quello del n• 6 può servire a 
dimostrare che le quintiche ora considerate sono irriduttibili. 

23. Non manca che discutere il caso il cui 1·, non essendo primo, 
ammetta però un fattore primo k maggiore di 5. Dal n° ~l risulGa che k 

deve avere uno dei valori 7, 11, 13. Posto allora 1· = h k, indicando con 
C la collineazione supposta, si vede che f 5 (possedendo ogni potenza di 

r 

O) possederà Oh la quale ha il periodo k. Necessariamente dunque j 5 
sarà una delle quintiche del n° 21 e conseguentemente h= 1, r = k. Il 
caso supposto è impossibile. 

Riassumendo, si può dire che la questione posta al principio di que
sta prima parte della presente memoria è completamente risoluta: i valori 
possibili per il periodo 1' sono i seguenti: 

2, 3, 4, 5, 6, 7' 8, 9, lO, 11, 12, 13, 15, 20. 

II. 

I gruppi di collineazioni spettanti a quintiche piane. 

24. Le considerazioni svolte sin qui mettono in evidenza il caso pm 
semplice del problema che stiamo per trattare: quello in cui il gruppo 
è costituito esclusivamente delle varie potenze di una medesima colli
neazione. Ci proponiamo adesso la ricerca dei ca-si rimanenti. Indichia
mo con n l'ordine del gruppo cercato e con G, il gruppo medesimo. An
zitutto, si vede subito che se n contiene un fattore primo r maggiore di 
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5 si ricade in casi già considerati. Infatti in G., figurerà sicuramente 
qualche collineazione a periodo 1" ed essendo r > 5 i valori possibili di 
r saranno 7, 11, 13 (cfr. ni 21, 23) e quindi, o G, sarà esaurito dalle po
tenze di una medesima collineazione, oppure i valori possibili per n sa_ 
ranno 21, 39. In ogni modo la j 5 relativa è già stata considerata ed è 
una delle seguenti: 124), (25), {26), (27), (28), (29). 

25. Rimane l'ipotesi in cui n non contenga fattori diversi da 2, da 
3, da 5. 

Cominciamo dal supporre che n sia una potenza del 2. Allora G., 

contiene sicuramente un sottogruppo commutativo diverso dall'identità. 
Una collineazione di questo sottogruppo deve avere per periodo un divi
sore di n, cioè una potenza del 2, e quindi essa, oppure una sua potenza, 
sarà una omologia armonica,., la quale dovrà dunque essere permutabile con 
qualunque altra collineazione di G,. Ma quest'ultima, avendo per periodo 
di nuovo una potenza del 2, è una omologìa armonica, ovvero lo è una 
qualche sua potenza. Si perviene così ad ammettere in G,. la esistenza di 
due omologie armoniche permutabili e quindi tali che l'asse dell ' una passi 
per il centro dell 'altra. Esse dunque potranno rappresentarsi con le due 
sostituzioni 

(- xx yy z) 
z ' (~ - y 

y 

e ne risulta subito che esse non possono appartenere ad una stessa f 5 ir
riduttibile. 

Quindi i soli casi possibili in cui n è una potenza del 2, sono costi
tuiti da quelli già considerati nella prima parte: in ognuno di essi il 
gruppo è esaurito dalle potenze di una stessa collineazione. 

26. Ad analoga conclusione si perviene nell'ipotesi in cui n sia una 
potenza di 3 (e con uguale ragionamento) . Infatti una collineazione del 
sottogruppo commutativo, od una sua potenza, ha il periodo 3 ed altret
tanto può dirsi di qualunque altra collineazione di G,.. Esistono dunque 
in G., due collineazioni, a periodo tre, permutabili fra loro. Se sono .orno
logiche, l'asse dell'una passerà per il centro dell'altra e quindi potranno 
rappresentarsi con 

y 
y (~ {Jy 

y 

e queste non possono appartenere ad una medesima f 5 irriduttibile. 
Se una di queste collineazioni è omologica e l'altra no, per il fatto 

che sono permuta,bili, dovt·anno potersi rappresentare con 

(
a x 
x 

y 
y (

a x 
x 

z)-
z ' 
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e di nuovo il loro possesso rende f 5 riduttibile. 
Se finalmente nè l'tma nè l'altra sono omologiche avranno gli stessi 

punti uniti, ciascuna sarà il quadrato dell'altra e il G,. sarà o un G3 e 
la / 5 sarà la (3), o la (7), o altrimenti il G,. sarà un G9 e la f 5 sa.rà la (8). 

La conclusione è dunque perfettamente analoga a q nella del n. 25 : 
se n è una potenza del 3, i soli casi possibili sono costituit i da quelli già 
considerati nella prima parte : in ciascuno di essi il gruppo è formato 
dalle potenze di una stessa collineazione. 

27. Se poi n è una potenza del 5, il ragionamen to dei n. 25 e 26, 
applicato a questo caso, dimostra che si perviene a un solo caso nuovo 
che è il seguente : 

(30) 

che possiede il G25 costituito da tutte le collineazioni rappresentabili con 

{Jy 
y 

Queste però non esauriscono tutte quelle che spettano alla (30) giacchè 
il covariante cubico è formato dal triangolo fondamentale e quindi ap
partengono alla (30) (inoltre) tutte quelle che sono rappresentabili col 
gruppo totale di sostituzioni sopra le tre lettere x y z. P er tal modo la 
(30) viene a possedere il G1~0 generato dal G25 precedente a cui si ag
giungano le due collineazioni : 

(
y z x) 
x y z ' (y x:) . 

x y 

28. Passiamo al caso in cui n contiene i soli fattori primi 2 e 3 e 
quindi n= 2". 3k. Segue k =l altrimenti esiste in Gn un sottogruppo G9 

e quindi (n. 26, 8, 9) la f 5 è la (8) e si ha n= 9. Anche h= l. Ilifatti 
se h> 2 esiste in Gn un sottogruppo G8 e quindi (n. 25, 4, 5, 6, 7 ) la 
j 5 è la (6) e si ha n= 8. Se h= 2, siccome k = l così ne viene n= 12. 
Se G,. è costituito dalle potenze di una stessa collineazione, si ricade in 
casi già considerati (n. 11 '· Altrimenti si vede facilmente che, in ogni 
modo, G12 deve possedere una collineazioue a periodo 3 e una a periodo 
4 permutabili fra loro. Ammettendo la esistenza di quest' ultima la f 5 sarà 
la (3) o la (5) e dopo, esigendo il possesso di una collineazione a periodo 
tre permutabile con quella a periodo quattro già esistente, non si trovano 
casi nuovi. 

29. Se dunque n= 2 11.3k, l'unica eventualità che rimane a discutere 
è n= 6. Volendo poi escludere i casi già considerati in cui G6 è formato 
dalle potenze di una stessa collineazione, si è necessariamente condotti 
al G6 generato dalle due seguenti : 
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(
y x z) 
x y z . 

La j 5 relativa è quel caso particolare della (7) in cui è c = d,j = 9. 
Essa dunque può scriversi nel modo seguente: 

(31) m z5 + xyz (nz2 +p xy) + (x 1-t-l) (q z2 + t·xy) =O. 

30. Sia adesso n= 21'. 5". Anzitutto si vede che k = 1, altrimenti 
esiste un sottogruppo d'ordine 25 e si ha la (30). Ugualmente si vede che 
h non può superare 2, perchè, per h= 3, esiste un sottogruppo d 'ordine 
8 e si ha la (6). Dunque i soli valori di n di questa specie che riman
gono da esaminare sono n = 20, n= 10. 

Per n= 20 si vede che esiste un solo sottogruppo G5 che sarà quindi 
invariante. Esisterà anche almeno un sottogruppo G" che sarà dunque 
compost<> con le potenze di una stessa collineazione O a periodo 4 (n. 25). 
N e segue che 0 2 sarà una omologia armonica trasformante G5 in sè stesso. 
Ciò posto, la presenza del G5 induce a ritenere che la f 5 sarà una delle 
seguenti: 

(4), (14), (15), (16). 

Discutiamole separatamente. 
La l4) può scriversi: 

j 5 = a z5 + b x 5 + c x 4 y + d x3 y2 + e x 2 y 3 + f x y4 + g y5 = O 

e il G5 è costituito dalle potenze di 

(: ~ azz), 

L'omologia armonica 0 2 potrà dunque rappresentarsi con 

(- ~ ~ :) 
e perchè appartenga a f 5 deve essere b = d = f = O. Segue che O non 
può scambiare x con y e quindi avremo 

O = (a x f3 y z) con a2 = - [32 = - l. 
x y z 

Ma se O deve appartenere a j 5, deve anche essere f3 = l, a = + i, 
e inoltre e = o, e si cade nella (20). 

Quanto alla (14), occorre che (]2 trasformi in sè stesso il triangolo 
fondamentale. Si è così condotti ai due tipi 

a x5 + b y5 + d x y2 z2 == o, 

a x5 + y' + z5 + d .~2 x y2 + e z x3 y = O 
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e ()2, è (x Y - z) per il l 0 tipo, (y x z) per il 2°. Ma il l o tipo 
x y z x y z 

non è che la (17) e inoltre n =--= 10. Quanto al 2°, esso deve possedere 
altri G4 e quindi altre omologie armoniche, altrimenti è n= 10, e queste 
omologie armoniche debbono trasformare in sè stesso il triangolo fon
damentale, ciò che richiede d= e =O e si cade nella (30). 

Scrivendo la (15) : 

1~ = a Z4 x + b z2 y 3 + c z x 2 y2 + d X
4 y = O 

si vede che 0 2, se deve appartenerle, non può permutare due lati del 
triangolo fondamentale e poichè niuno dei tre coefficienti a, b, d può an
nullarsi (se no f 5 si spezza) si vede che deve essere c = o, 

02 = (~ ; -;) 
e si cade nella (18) e inoltre n= 10. 

Finalmente la (16) va esclusa perchè non può manifestamente pos
sedere, (senza spezzarsi, o essere · binomiale) alcuna omologia armonica ca
pace di trasformare in sè stesso il triangolo fondamentale. 

In conclusione n= 20 non conduce a casi nuovi. 
31. Per n= 10 le considerazioni del n . precedente provano la esi

stenza di un solo sottogruppo G5 invariante. Le rimanenti collineazioni 
sono omologie armoniche e debbono trasformare in sè il sottogruppo sud· 
detto. n possesso di questo gruppo esige (come nel n° precedente) che la 

/ 5 sia una delle seguenti 

(4), (14), (15), (16) 

e, in ciascuno di questi casi, bisogna esaminare se è possibile aggiungere 
una omologia armonica capace di trasformare in sè stesso il triangolo in
variante. L'unico caso possibile è quello della (14) dove però b e c sieno 
entrambi differenti da zero. Allora l'equazione può ridursi alla forma 
seguente: 

(32) 

e il gruppo G10 è generato da 

a 2 y z) 
y z ' (

x z y) 
x y z ' 

32. Sia n= 3h.5k. Segue h= 1, k = l altrimenti esiste. un sottogruppo 
d'ordine 31> e un altro d 'ordine 5k i quali (ni 26, 27) non possono es
sere altro che il G9 della (8), od il G25 della (30). 

D'altra parte per r = 15 si osserverà che il numero dei sottogruppi 
G5 e quello dei sottogruppi G3 deve essere rispettivamente 5 p+ 1, 
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3 q t 1, e che, infine, nel gruppo non possono esistere che collineazioni a 
periodo 3, o a periodo 5, o a periodo 15. Ne ri sulta che il gruppo cercato 
deve essere composto dalle varie potenze di una medesima collineazione, 
a periodo 15, il che non porta niun caso nuovo (n° 18). 

33. Le considerazioni svolte dal u 0 25, fino a questo punto, inducono 
a concludere che rimangono ad esaminare i casi di 

n = 2h. 3k. 51 

nella sola ipotesi in cui nessuno degli esponenti sia nullo. Ma se h> 2 
esiste un sottogruppo G2,. e vale il n° 25, se k > l esiste un sottogruppo 
G3k e vale il n° 26, se finalmente l> l esiste un G5 l e vale il no 27. 
Per conseguenza rimangono da considerare soltanto i casi di 

n= 30, n=60 

il che adesso faremo. 
34. Sia dunque n= 30 : allora G, non può essere un gruppo sem

plice. Esso conterrà quindi un sottogruppo G,, il cui ordine n' sarà un 
divisore di 30 e quindi avrà uno dei seguenti val od : 

2, 3, 5, 6, 10, 15. 

Se n' = 15 si ha la (21), o la (22), o la (23). Per le considerazioni del 
n° 18, il G30 cercato non esiste per la (22): per la (21), o (23) è quello 
ivi descritto. 

Se n'= 10 si ha la (17), o la (18), o la (19 ), o la (32). Ma, per le con
siderazioni dei N. 15 e 16, si vede che le prime tre non posseggono alcun 
G30 • Quanto alla (32 •, siccome G10 deve ess re in variante, così bisogna 
potere aggiungere una collineazione, a periodo 3, che trasformi il triangolo 
fondamentale in sè stesso. Segue b = O e si cade nella (21). 

Se n' = 6 si ha la (9), o la (lO), o la (11), o la \31 ). ln tutti i casi è 
impossibile aggiungere una collineazione, a periodo 5, che lasci invariato il 
triangolo fondamentale, all' infuori del caso (31), in cui si faccia n p=q=O, 
ma allora si cade nella (23) già considerata. 

Se n'= 5 si ha la (4), o la (14), o la (15), o la (16). Bisogna aggiun
gere una collineazione a periodo 3 che trasformi, in sè stesso, il G5 già 
esistente. Si trova così un G15 e quindi si ricade nei casi già considerati 
cioè nelle \21ì, (22), (23). 

Se n'= 3 si ha la (2), o la (7). È adesso una collineazioue a periodo 
5 che bisogna aggiungere così che trasformi in sè stesso il G3 esistente e 
di nuovo si perviene a un G 15 , etc. 

Se n'= 2 si ha la (1). Bisogna aggiungere una collineazione, a perio
do 5, che lasci invariato (001) e z =O. Si è così condotti, o alla (19) con 
d= o, oppure alla (17). Ma nè l'una nè l'altra posseggono altre collinea-

CU.Nl. 45 
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zioni (N. 16 e 15), oltre quelle del G10, che in tal modo viene a formarsi. 
In conclusione per n = 30 non si hanno casi nuovi. 
35. È impossibile che n sia uguale a 60. 
Infat ii è anzi tutto impossibile che il supposto G60 sia composto dalle 

potenze di una stessa collineazione di cui 60 sia il periado (N. 23). 
È anche impossibile che il G60 che si cerca sia un gruppo semplice. 

Infatti esso sarebbe isomorfo oloedricamente col gruppo dell'icosaedro e 
quindi conterrebbe 5 sottogruppi G12 • l\fa le fs che posseggono G12 sono 
soltanto le (12i e ( 13 ', in forza delle consideraziOni del N. 28, e inoltre 
alle (12) e (13) non spettano altre collineazioni all' infuori di quelle del 
G12 suddetto (N. 12 \. 

Non manca che esaminare se G60 possa essere un gruppo composto. 
Esso ammetterà allora un sottogruppo invariante G .. ' il cui ordine n' sarà 
un divi sore di 60. Se n' è un divisore anche di 30 valgono le considera
zioni del N. precedente. Altrimenti n' avrà uno dei valori seguenti: 

4, 12, 20, 30. 

l\fa se n'= 12, · 20, 30 valgono i Ni 11, 16, 18 e in tutti quei casi 
Gn' è il gruppo C\Ompleto delle collineazioni spettanti a fs· 

Rimane a discutere il caso n' = 4. La fs relativa è la (3), o la (5). 
Bisogna aggiungere almeno una collineazione a periodo tre, rispetto alla 
quale, il G .. esistente sia invariante e si è condotti alla (12), la quale non 
possiede altre collineazioni che quelle del G12 ivi descritte. 

La discuss·ione e esaut·ita. 

Riassunto. 

Al quadro riassuntivo delle specie trovate premettiamo le seguenti 
osservazioni (1). 

Le ai sono binarie in x, y di grado uguale al loro indice. 
I simboli a, b, c, d, c, f, g, 1n, n, p, q, ,., rappresentano numeri reali 

generici. 
Le quintiche binomiali e trinomiali contenute nel quadro sono irri

duttibili. Le rimanenti sono anche irriduttibili (almeno finchè i loro coef
ficienti sono generici, cioè non vincolati da alcuna condizione). 

Sono ovvie alh·e rappresentazioni semplici per alcune delle forme tro
vate. Avverto di questo il lettore che desiderasse confrontare i miei ri
sultati con quelli di SNYDER (nella memoria citata in principio). Uosì la 

(1) I risultati espressi da questo quadro furono oggetto di comunicazione al Con
gresso delle Scienze t enutosi in Genova l 'ottobre 1912. 
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f 5 simmetrica in x , y possiede una omologia armonica avente per asse 
x - y = O e col centro in (l - l 0). La f 5 in variante per la sostituzione 

circolare (; ~ ~) possiede una collineazione, non omologica, a periodo 

3 e quindi è identica con la (7 ). La j 5 · in varian te rispetto al gruppo to
tale di sostit uzioni sopra x yz possiede il G6 generato dalle due collineazioni : 

(~ ~ ~)' (
y x z) 
x y z 

e quindi è identica con la (31). 
Di fronte ad ogni specie è indicato lo stesso numero col quale essa 

è stata precedentemente contraddistinta (nello svolg im ento del lavoro). Ciò 
allo scopo di rintracciare più facilmente il punto in cui essa è stata trovata. 

Le specie già trovate da SNYDER portano la indi cazione del numero 
col quale questo autore le ha contrassegnate. 

Ciò premesso il quadro è il seguente : esso si svolge in base all'or
dine n del gruppo tin sen so crescente). 

a = 2 (Una specie) : 

(l) j 5 = a1 z
4 + a3 z

2 + a5 =O . 

Il G2 è costituito dalle potenze di 

(x y - z) . 
x y z 

n = 3 (Due specie) : 

l" specie: 
(2) 

Il G5, è costituito dalle potenze di 

(: y az) a 3 = l. 
y z ' 

2" specie: 

\7 ) j 5 = a z5 + b z~ x y + c z~ x3 + d z2 y~ + e z x~ y2 + f x4 y + g x y4 = O. 

Il G3 è costituito dalle potenze di 
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n = 4 (Due specie): 
l "' specie: 

(3) / 5 - a1 z' + a 5 = O. 

Il G4 è costituito dalle potenze di 

(x v iz). 
x y y 

2"' specie: 

(5) f 5 =a z4 x+ b z2 x2 y +c z2 y3 +d x5 +e x 3 y2 + jx ?/=O. 

(4) 

(14) 

(15) 

(16) 

(9) 

(lO) 

Il G4 è costituito dalle potenze di 

(
x -y iz). 
x y z 

n= 5 (Quattro specie): 

l"' specie: 

/ 5 =a z5 + ~ = O. 

Il G5 è costituito dalle potenze di 

(x y az) a5= l. 
x y z ' 

2"' specie: 

33 specie: 

4"' specie: 

In queste tre ultime specie il G5 è costituito dalle potenze di 

13 specie : 

2"' specie: 

x~y 

y 

n = 6 (Quattro specie): 
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In entrambe il G6 è costituito dalle potenze di 

(a x a 2 y z) 
x y z ' 

a6 =l (rad. primit.). 

3• specie 

(11) 

[(5) e (3) di SNYDER). 

n G6 è costituito dalle potenze di 

(
a x - y z) 
x y z ' a6 = l (rad. primit.). 

4'" specie: 

(31) / 5 = 1n z5 +x y z (n z2 +p x y) + (x3 +!/)(q z2 + r x y) = O 

SNYDER]. [(13) di 
n G6 è generato dalle due collineazioni: 

(axx -y :) ' a3 =1; y 

n = 7 (Tre specie): 

l• specie: 

(25) 

n G7 è costituito dalle potenze di 

(~ 

a'= l. 
2• specie: 

(26) 

3• specie: 

(27) 

x 
y 

Per entrambe il G7 è costituito dalle potenze di 

a'= l. 

n= 8 (Una specie): 

(6) lo = z• x + zz ya + x3 y2 = O. 

:) . 

709 
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(8) 

(17) 
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n G8 è costituito dalle potenze di 

(a .... x a
3 

y z) 
"' y z ' 

as =l (rad. primit.). 

n = 9 (Una specie): 

/5 = ,x:3 y2 + y3 z2 + z5 = O. 

n G9 è costituito dalle potenze di 

l"' specie: 

a
3 

y z) 
y z ' 

a9 = l (rad. primi t .). 

n = 10 (Quattro specie) : 

((2) di SNYDER]. 

2" specie : 
(18) 

In entrambe il G10 è costituito dalle potenze di 

(
a x a7 y z) 
x y z ' 

alo = l (rad. primit.'. 

3" specie: 
[(19ì f 5 =a z5 + b x 4 y + c x2 y3 + d y5 = O. 
[(9) di SNYDER]. 

Il Gto è costituito dalle potenze di 

(
a x a 11 y z) 
x y z ' 

a 1
" = l (rad. primit.). 

4"' specie: 
(32) f 5 = y5 + z5 +a x5 + b x y2 z2 + c x 3 y z = O. 

(28) 

Il G10 è generato dalle due collineazioni : 

a~ y 
y a5 =l; 

n= 11 (Una specie): 

(x z Y). 
x y z 

f 5 = Z
4 y + z x y3 + x5 = O. 

n G11 è costituito dalle potenze di 
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n= 12 (Due specie): 
l"' specie: 

(12) 

Il G 12 è costituito dalle potenze di 

(axx 
2"' specie: 

a8 y z) 
y z ' 

at2 =l (rad. primit.). 

(13) fs = z4 y + xs z2 + ys = O 
((10) di SNYDER). 

Il G12 è costituito dalle potenze di 

at2 = l (rad. primit.). 

n= 15 (Una specie): 

(22) fs _ x 3 y 2 + ya + z5 = O 
[(6) di SNYDER). 

Il G15 è costituito dalle potenze di 

a6 y z) 
y z ' 

a.li'> = 1 (rad. primit.): 

n= 20 (Una specie): 

(20) fs - z5 + x4 y + ys = O 
((8) di SNYDER ). . 

Il G20 è costituito dalle potenze di 

at6 y z) 
y z ' 

a2o =l (rad. primit.). 

n= 21 (Una specie): 

(24ì fs= x3 y2 + ys z2 + z3 x2 =O 
[(12) di SNYDER]. 

Il G21 è generato dalle due collineazioni: 

(axx a3 y ;) ' a 7 =l; (~ z ~)· y y 

n=30 (Due specie): 
l"' specie: 

(21) f5=x3 yz+ys+zs=O 

({7) di SNYDER). 

7tl 
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n G30 è generato dalle due collineazioni: 

(
a x u12 1y z) 

Z 
, u15 =l rad. primit.); 

x y 

2"' specie: 
(23) 

n G30 è generato dalle due collineazioni : 

n15 = l (rad. primi t .); 

n= 39 (Una specie): 

(29) / 5 = X
4 y + y4 z + z4 x = O 

[(11) di SNYDER). 

Il G39 è generato dalle due collineazioni : 

(30) 
[(I 4) di SNYDER). 

aiO y z) 
y z ' 

n= 150 (Una specie): 

/5 = X
5 + y5 + z5 = O 

Il G15" è generato dalle collineazioni: 

(~ ~ y z) 
y z ' 

l "' specie 

f(l) d.i SNYDER]. 

2"' specie: 

[(14) di SNYDERj. 

Quintiche binomiali (Due specie): 

cfr. il n° 2. 

(x z yz)· 
x y 

z) z . 

Ma per entrambe il gruppo non è più finito (nel senso che esso sia 

/ 
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costituito di un numero finito di collineazioni). Così la l" specie pos
siede la collineazione 

ar = l (rad. primit.), 

dove il periodo ?' può essere grande a piacere, e la 2"' possiede 

r-3 

a ~ z) 
y z 

ar = l {rado. primit.), 

dove r è sottoposto alla sola condizione che ?' -
3 

sia intero positivo e 
2 \ 

quindi può essere più grande di qualsiasi grandezza assegnabile. 





,, 
l 
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ALCUNE COSTRUZIONI INERENTI ALLA QU.A.RTICA PIANA 
DOTATA. DI UN PUNTO DOPPIO 

[Giorn. di Mat:ca 1915] 

Le seguenti considerazioni , di carattere semplice e quasi elementare, 
hanno avuto origine della lettura di due N o te, l'una del BRiosom, l'altra 
del CREMONA, di cui l'argomento è la quartica piana con un punto dop
pio (1 ). Avverto però che il presente scritto è affatto indipendente da tali 
Note. La parte essenziale è la costruzione presentata al N. 4 e forse a
vrei potuto limitarmi a indicarla., senz'altro aggiungere, nella sicurezza 
che un lettore esperto troverebbe subito il modo di giustificarla: se invece 
-ho aggiunto quei dettagli che conducono nel modo più semplice a dimo
strarla e a delucidarla, è perchè mi lusingo che la facile lettura di tali 
schiarimenti possa invogliare qualche giovane studente a proseguire in 
questo indirizzo che, per quanto modesto, non è sicuramente privo di un 
certo interesse. 

l. Consideriamo, in un piano, due fasci proiettivi di raggi non con
centrici, nè prospettivi. Indicandone i centri con R, R' e assumendo que
sti due punti come (100), (010), due raggi corrispondenti potranno rap
presentarsi con 

dove À è il parametro della proiettività. I due fasci in parola generano 
la conica c2 : 

Xt x2 - Xaz= O 

la quale è tangente a x1 = O , x2 = O, rispettivamente in R' R. Queste 

(l) BRlOSCHI, Les tangentes doubles à une aot1rbe du qtwt7·ième ordt·e at•eo tm point dou
ble. Math. A.nnaJ. Bd. 4, pag. 95. 

CREMONA, Observaliotl8 gémnét1"iques à p1·opos de la Note de M. Bt·ioschi: Sur les tangen· 
tu doubles d'mte courbe du 4e ordre avec un point dottble lbid. pag. 99. 

-------~~ -- -- - ---
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tangenti si tagliano in P= (001) che è il cosidetto centro di còllineazione. 
La proiettività così definita viene a istituire una corrispondenza biu

nivoea, fra i punti del piano-ambiente, riguardando un suo punto generico 
M come la intersezione dei due raggi a, b' che lo proiettano da R, R', e 
assumendo come punto corrispondente quello dove si tagliano i raggi a' , b 

corrispondenti ad a, b', nella proiettività in parola. Indicando con N il 
corrispondente di M si vede che la retta MN passa per P1 che M ed N 
sono coniugati rispetto alla conica a2 e che quindi , sulla retta MN, è ar
monico il gruppo formato da M N e dai punti d'incontro di tal retta con 
la conica medesima. Si conclude dunque che la corri spondenza così co
struita è una inversione quadrica di HIRST avente P come centro e a2 

come conica d'inversione. La già attuata disposizione degli elementi di ri
ferimento permette di rappresentare analiticamente questa inversione me
diante la sostituzione: 

I= ~ xi Xa X2 ::ra xi X2 l 
1 X1 X2 Xa ~ 

da effettuarsi sopra le coordinate omogenee xi x2 x 3 del punto generico 
M. La I non è che una particolare trasformazione quadratica che ha per 
triangolo fondamentale quello di riferimento . .A..d una retta generica del 
piano ambiente corrisponde quindi una conica circoscritta al triangolo sud
detto: fanno eccezione le rette passanti per P ciascuna delle quali è u
nita, e quelle passanti per R alle quali corrispondono le rette passanti per 
R' secondo la proiettività definita in pi·incipio, per cui può dirsi che que
sta proiettività sia contenuta nella inversione I. 

2. .A..lla figura precedente si aggiunga ora una cubica a3 , nel piano 
ambiente, sottoposta alla sola condizione di essere irriduttibile e di avere 
un punto doppio nel punto P centro della inversione I. Siccome è scopo 
di questa Nota di indicare la possibilità pratica delle relative costruzioni 
mediante riga e compasso, così osserveremo subito che la costruzione della 
cubica c:l in parola si può facilmente ottenere riguardandola, ad esempio 
come la curva corrispondente ad una conica passante per P in un altra 
inversione quadrica la quale sia sottoposta alla condizione di avere il centro 
ancora in P ed esterni alla conica suddetta i due rimanenti punti fonda
mentali. Tenendo presente la già attuata posizione del triangolo fondamen
tale, si vede che l'equazione della cubica c3 potra scriversi sotto la forma: 

2 UX3 +V= 0 

dove u e v sono binarie in xi , x 2 , dei gradi rispettivi 2° e 3° e dove il 
.fattore 2 è stato posto per comodità dei calcoli che seguiranno. 

3. Costruite, in tal guisa, le curve c2 e c3 consideriamo il seguente 
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luogo geometrico. Sopra ogni secante comune alle due curve e passante 
per P, si costruisca la coppia armonica alle due coppie di pnnti costituite 
dalle intersezioni della secante con l'una e con l'altra delle due curve sud
dette. A scanso di equivoci è bene osservare subito che (pure essendo P 
doppio per c3) le due intersezioni con c3 , si intendono costituite da P e 
dall'ulteriore punto d'incontro della secante medesima con c3 • Per ottenere 
l'equazione del luogo cercato, si osservi che si possono rappresentare ana· 
liticamente tutti i punti della secante in parola tenendo fisso il rapporto 

~ delle prime due coordinate e facendo variare la terza cordinata x3 x2 
cosl da riferire i punti suddetti ai valori del parametro a;3• Ora una cop· 
pia di punti, come MN del numero precedente, formant-i un gruppo ar· 
monico rispetto alle due intersezioni con c2 , non sono altro che due punti 
corrispondenti secondo la inversione I e quindi (N. l): 

.N = (x t ' x2 ' x~:2) . 
Indicando poi con L il punto in cui la retta tlfN incontra c3 , fuori 

di P, si desume dalla equazione di c3 : 

L = ( x1 , x2,- 2:) . 

D'altra parte: 

P= (O, O, l). 

Se dunque il gruppo MNLP deve essere armonico occorre e basta 
che sia: 

cioè: 

(l) 

la quale equazione rappresenta una quartica con un punto doppio in P. 
È dunque questo il luogo cercato. 

4. Viceversa è facile vedere che l'equazione di una quartica piana con 
un punto doppio (nodo), in generale, può ridursi alla forma (1). Va soltanto 
escluso il caso particolare in cui le tangenti nodali sieno anche tangenti 
di fiesso. Infatti, escludendo qnesto caso, si può esser sicuri che la retta 
che unisce i due tangenziali TT' del punto doppio in parola, non passa 
pel punto doppio medesimo. Allora indicando con P. questo punto, con 
R, R', le ulteriori intersezioni della i:etta TT' con la curva; basta riferirla 

, 
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al triangolo PRR' perchè la equazione relativa assuma la forma (l) del 
numero precedente (l). 

Vale dunque la seguente costruzione: 
<<Date in WL piano una coniccb e WUb mtbica. dotata di ttn punto doppio, 

se sopnt ogni seca.nte comww, passante pel pw.to dopp io, si costntisce la cop· 
pia armonica alle coppie d'intm·sezione con le dtte mtrve, il ltwgo geomet?"ico 
dei pttnti component·i tali infinite coppie Cb1"11Wniche, è ttna quartica che ha 
un punto doppio nel punto n01ninato e le relat·ice tcbngenti noda.li coincidenti 
con qttelle della cttbica >> . 

Per la migliore intelligenza della costruzione è uti le aggiungere i se
guenti schiarimenti. Le due curve sieno irriduttibili e sottoposte alla con
tlizione restrittiva che la conica non passi per il punto doppio della cu
bica. È da intendere che le due intersezioni della secante in parola, con 
la cubica, siano da riguardarsi costituite dal punto doppio (contato per 
uno) e dall' ulteriore punto comune della secante con la cubica medesima . 
Dalla generazione precedente si esclude il caso particolare in cui le tan
genti nodali sieno anche tangenti di flesso (quello che dal punto di vista 
delle trasformazioni birazionali costituisce << la forma normale iperellittica >> ). 

5. Chiamando, per brevità, curve generatrici, la conica e la cubica si 
vede che: 

<< La conica generatrice· non è altt·o che la conica fondamentale della 
inversione quadt··ica I di Hit·st che trasfor1JUb la qttartica ·in sè stesscb essendo 
centro d'inversione il punto doppio dellcb cut·va .. La couica in parola passa 
dunque pet· i S&i punti di contatto delle tangenti condotte alla qu.wrt-ica., dal 
suo punto doppio, e quindi coincide con la coniccb di Bertini » {2). 

Si può aggiungere che la involuzione razionale g'2 sulla quartica, che 
basta ad imprimerle il cm·attere iperellittico, è da riguardarsi come con
tenuta nella inversione I suddetta. 

<< Quanto infine alla ettbica generatrice si vede Sttbito che essa viene ad 
essm·e la p1·i1na polat·e del ptmto doppio -rispetto alla qttm·tica generata >> . 

6. Un altro modo di generare la nostra curva discende dalle seguenti 
considerazioni . Riprendiamo a considerare due suoi punti M , N allineati 
col punto doppio P . Le rette che proiettano M, N, dai punti R, R' del 
n. l si incontrano in due punti A, B che appartengono manifestamente 
alla conica generatrice. Ne segue che le tangenti a tale conica in A e B 
si incontrano in un punto L della retta MN che è coniugato armonico di 
P rispetto alla coppia l\fN. Dunque L appartiene alla prima polare di P 

(l) J. DE Vmxs. La qtta1'iiqne noclale. Arohives T eyler. s . II. t. IX. 
(2) Cfr. ad es. il N. 29 della mia monografia: Le curve p iane di 4·> ordine. Giorn. 

di matematiche di Batt., v. XL V Hl ( l o della Ja serie). 
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cioè alla cubica generatrice. Rovesciando il procedimento si ha quindi 
quest'altra costruzione della nostra quartica. 

<< Se da ttn punto quctlttnqtte della mtbica generat1·ice si conducon o le 
tangenti alla conica generatrice e se ne proiettano ·i punti d·i contatto da 
R , R', gli ttlterim·i due punt·i d'·incont1·o di qtteste proiettant·i forniscono due 
punti della qttartica allineati col suo puuto doppio >> . 

7, Una terza generazione della curva si può desumere dalla conside
razione di una corrispondenza fra i punti della conica generatrice che si 
istituisce mediante le osservazioni seguenti. Preso un punto qualunque A 
della conica in parola, lo si congiunga con R, si cerchino poi i tre punti 
in cui la retta RA incontra ulteriormente la quartica (oltre R) e si proiet
tino questi tre punti da R': segando questi raggi con la conica suddetta 
si troveranno tre punti B, C, D che riguarderemo come come corri spon
denti, di A. È ovvia la costruzione inversa. Si La così, s ulla conica ge
neratrice, una corrispondenza t3, 3 1 che vogliamo ora rappresentare ana
liticamente. A tale scopo, scrivendo per disteso le due binarie che entrano 
ne!l'equazione della curva, questa può porsi sotto la forma: 

Sieno ora: 
A= (12 , l, l) 

due punti qualunque della conica generatrice: essi saranno corrispon
denti, secondo il senso già stabilito dianzi, se le rette RA, R'B s'incon
treranno in un punto l\'[ della nostra quartica, dopo di che s'incontreranno 
in un punto ~ della stessa curva anche le rette R' A , RB e inoltre M ,N, 
saranno allineati con P. Tenendo presenti le coordinate di A, B, R, R' 
si trova che quelle di l\1 , N, sono date da : 

M = {ÀJ-t , l , l) N = (ltt ' l ' J-t). 

Esigendo che M (e quindi N) appartenga alla quartica, si perviene 
alla seguente relazione : 

Essa collega i parametri 1, fl, di due punti corrispondenti sulla co
nica e individua quindi la corrispondenza cercata la quale viene a essere, 
per tal guisa, un sistema simmetrico (3 , 3). Proiettando questo sistema 
simmetrico da R, R', viene a istituirsi una corrispondenza della stessa 
specie fra i raggi dei fasci che banno i centri in q nei punti e nasce così 
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una ulteriore generazione della nostra quartica come il luogo dei punti 
d ' incontro dei raggi corrispondenti dei due fasci. 

8. Chiuderemo queste poche osservazioni segnalando due curve in
variantive notevoli. L'una è un covariante e si può riguardare come la 
curva corrispondente alla cubica generatrice nella inversione che tramuta 
la quartica in sè stessa. L 'equazione di questo covariante è quindi: 

vx3 + 2~tx1 x 2 = O 

che rappresenta un'altra quartica con un punto triplo nel punto doppio 
della quartica primitiva. Riprendendo le notazioni dei numeri precedenti, 
si vede subito che la retta :MN incontra il covariante in parola, oltre che 
nel punto triplo, nel suo punto K d' incontro con la AB. Ora se s'indica 
con S il punto in cui MN incontra RR' si vede che è armonico il gruppo 
MNSK, da cui si trae che la quartica covariante in parola è anche la 
corrispondente della retta RR' nella involuzione di JoNQUIÈRES che ha 
per curva fondamentale la quartica primitiva. 

L'altra curva invariantiva, di cui sopra, non è altro che l'inviluppo 
delle rette che uniscono i punti corrispondenti della conica generatrice 
secondo il sistema (3, 3) del numero precedente. Con le solite notazioni 
si riscontra che la retta AB del nostro inviluppo non è altro che la po
lare del punto L della cubica rispetto alla conica generatrice. Dunque 
l'inviluppo in parola si può riguardare come la curva polare reciproca 
della cubica, rispetto alla conica generatrice, il che permette di scriverne 
subito l'equazione sotto la forma : 

n 3 (a~ti + bu1 ~t2 + ett1
2) - (m~t23 + ntt2

2lt1 + ptt2~t 1 2 + qtt/) =O. 

Quest'in viluppo è dunque un contravariante di 3" classe, dotato di 
una tangente doppia, ecc., ecc. 



SOPRA ALCUNI GRUPPI NOTEVOLI 

DI TRASFORMAZIONI QUADRATICHE PIANE. 

Estratto dal tomo XLli (1917) dei .8end'iconti del Oircolo Matemat·ico di Palermo 

Le trasformazioni quadratiche le quali intendo presentare al Lettore, in 
questo scritto, hanno la proprietà fondamentale di trasformare, in sè stes
sa, la figura composta da due gruppi, di quattro raggi ciascuno, corrispon
denti in due fasci proiettivi non concentrici e situati nel medesimo piano. 
La semplicità estrema di questa configurazione invariante (che è, per co
sì dire, il nucleo dello studio attuale) mette in evidente interesse la con
siderazione del gruppo generato dalle trasformazioni in parola che è dell'8° 
ordine se le due quaterne di raggi sono generiche, del 48° se sono armo
niche e del 96 6 se sono equianarmoniche. Le più notevoli di queste tra
sformazioni sono inversioni di HIRST, altre sono involutorie con 4 punti 
uniti , le rimanenti hanno il periodo 37 o 4, a seconda dei casi. 

Ma l'interesse aumenta pensando alle possibili applicazioni. L'esem· 
pio più espressivo viene dato dalla quartica piana con due punti doppi, 
giacchè è ben noto che le due quaterne di tangenti alla curva, tirate da 
tali punti, sono proiettive. Nasce dunque l'idea di applicare, a tali qua
teme, le considerazioni svolte in questa Nota, così da far ritenere che le 
propriet.:'Ì della configurazione attuale possano cambiarsi in altrettante pro
prietà della quartica ellittica. Avverto però che un tale cambiamento non 
sembra nè facile , n è conforme alle più ovvie ed immediate previsioni: o
serei dire che anzi s i presenta addirittura in contraddizione con propo
sizioni comunemente accettate (almeno nel caso metrico speciale in cui i 
centri dei fasci sieno i punti ciclici e quindi la quartica sia bicircolare). 
Il dimostrare quanto questa contraddizione sm fondata, come e perchè 
si giustifichi, sarà oggetto di una prossima pubblicazione dedicata esclusi
vamente alle quartiche piane che sono invarianti rispetto a trasformazio
ni quadratiche. 

CtA.N I . 
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IL CASO GENERICO. 

1, In un piano abbiasi due quaterne proiettive di raggi: 

a b c d 1\ a' b' c' d' 

in due fasci non sovrapposti e sieno x y z le coordinate omogenee di un 
punto qualunque del piano. Assumendo due punti fondamentali nei centri F 
ed F' dei due fasci e il terzo punto fondamentale G1 nel centro della col
lineazione della proiettività suddetta, scriveremo : 

F=(l, O, O); F'= (O, l, O); 01 =(0, O, 1). 

Allora tale proiettività si può rappresentare esigendo che sieno cor
rispondenti i due raggi: 

l y - z = o, x- l z = o 
dove l è un paramento. La conica k1, che essa genera, è quindi rappre
senta da: 

kt = lx y- z2 = Ol· 
Indicando con a, p, y, ~, . quattro valori generici del parametro 1, 

rappresenteremo cosl le due quaterne ab c d, a' b' c'd': 

a - ~ay-z =O!, b = IPY- z =O!, c= jyy-z= O/, d'= \by- z= O! 
a'= !x- az=- O!, b' = !x- (Jz =O!, c'= )x- yz = Oj, d'= 1x- ~z =O! 
da cui segue : 

a· a'= (a2
, 1, a); b·b' = ((J\ 1, (J); c·c' = (y2

, l, y); d·d' =W, 1, ~) 

ed è ovvio verificare che questi punti esistono sopra k1• Ciò premesso si 
vede facilmente che esiste una inversione quadrica di HntsT che ha il 
Centro in 0 1 e per conica fondamentale k1 , la quale trasforma in se stessa 
la configurazione descritta sinora subordinando fra i fasci di centri F ed 
F' la proiettività dinanzi menzionata. Questa inversione che indicheremo 
col simbolo 1'1, può rappresentarsi analiticamente con la sostituzione: 

(l) 
yz 

y 

da intendersi nel senso che, per attuarla, debbano sostituirsi alle coor
dinate x, y, z di un punto qualunque, ordinatamente i prodotti x z, y z, x y. 

2. Insieme alla inversione T1 si può constatare, analogamente, l'e
sistenza di altre tre inversioni T2 , T3 , T4 , che adempiano un ufficio a
nalogo. Basta perciò osservare che da: 
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segue: 
a b c d 1\ a' b' c' d' 

a b c d 1\ b' a' d' c' 

a b c d 1\ c' d' a' b' 

ab c d 1\ d'c' b' a' 

e quindi possiamo ripetere, ogni volta, le considerazioni del N. precedente. 
Indicando ordinatamente con 0 2 , 0 3 , 0 4 , i centri di queste nuove inver
sioni e con k2 , k3 , k4 , le relative coniche fondamentali si trova: 

02 = !(l_P (y +B) -- r B (a+ p), (a+ p)- (r +B), (a fJ- r B)! 

03 = !a r (p+ B) -p B (a+ y), (a+ r) - - (p + B), (a r- fJ B)l 

04 = :aB (p+ y)- p r (a+ B), (~+B) - (p+ y) , (aB- fJ rl! 
e per le coniche fondamentali ordinatamente: 

(a y-p ()J (z2 +x y)- la p (r + B)-r () (a+ P) l y z --j(a +P} -(r +a)! x z = o, 
(a y-p B) (z2 + xy)- !a y (P+ BJ-P B (a+ y)! y z- !(a + y)-(p +B) : xz =o, 
(aB-P y) (z2 + x yl-la B (,8 + y)-fJ y (a+ B) l y z-!(a +{))-(p+ y)! x z =O. 

3. Le formule precedenti possono compendiarsi osservando che se con 
l?n, n, p ) si indicano le coordinate di ùno qualsiasi dei tre centri 0 2 , 0 3 , 

04 , la relativa conica fondamentale è: 

(2) p (z2 +x y) - 1n y z - n x z = O. 

In tal guisa la corrispondente inversione viene ad essere rappresen
tata mediante la sostituzione: 

~
(p x - 1n z) (p z -m y) , (n x- p z) (n z -p y) , (n z -p y) (p x - 1n z)~ 

(3 ) • 
x y z 

Così si può intendere che questa sostituzione serva a rappresentare 
tutt'e tre le inversioni T2 T3 T4 : basta perciò porre per .m, n, p, le coor
dinate dei centri rispettivi lN. 2), come per ottenere le rispettive coniche 
fondamentali basta fare la stessa sostituzione nella equazione (2). 

4. Le inversioni Ti T 2 T 3 T4 sono, a due, a due, permutabili. Con
sideriamo infatti due qualunque di esse: ad es. Ti T 2 • 

Servendosi delle (l ) e l3) si vede che si ha: 

_ _ ~' (pz-myì(px - mz), (nz-py )(nx-pz), (nx-pz)(pz--my)~ 
(4) T 1 T 2 - T2 T1 = · 

x y z 

Si perviene così a una nuova trasformazione quadratica che ha per 
punti fondamentali F, F' e il punto (mp, np, mn), e quattro punti uniti che 
sono quelli comuni alle due coniche degeneri: 
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n x 2 
- 2 p x z + m z2 = O , 1n J/ - 2 p y z + n z~ = O • 

Dalla 

segue inoltre : 

(Ti T2)2 = Ti T2 '1'2 Ti= Ti 'J'Z2Ti = T\ = l, 
cioè anche Ti T2 è involutoria. 

5. Consideriamo adesso il prodotto T 2 T3 Ti . Osserveremo perciò che 
indicando con (111 2 n2 p 2) (m3 n3 p 3) le coordinate di 0 2 e di 03 e ponendo: 

si trova: 

P2P3- 1n2 n3 =·q i 1n2p3 - 'ln3P2 = 1"; 

n2Pa - P2 n3 = 8 ; P2Pa- n2 1na =t; 

_ ~(q z + r y) (q x+ r z), (s z +t y) (s x+ t z), (s z +t y) (q x+ r z)~ 
T2 Ta Tt= 

x y z 

Ora l'inversione quadrica che ba per centro (rt, qs, - qt) e per conica 
fondamentale : 

q t (~2 + xy) + r t y z +q s x z =O 

è rappresentata da (N. 3) : 

~ t~ (q z + r y) (q x + r z) , q2 (s z +t y) (s x+ t z) , - q t (s z + t y) (q x+ r z) l 
~ x y z ~ 
la quale trasformazione coincide con T2 T3 Ti purchè si abbia 

q=-t 

cioè 

2 P2Pa = 'ln2 n3 + n2 'ln3 

il che si verifica subito ponendo per 1n2 n2p 2 , m3 n 3 p 3 i rispettivi valori 
dati nel N. 2. Dunque, intanto, il prodotto '1'2 '1'3 'l 'i è una inversione. 

6. Questo fatto induce a ritenere elle '1'2 '1'3 1'i debba coincidere con 
T4 • La conferma di questa induzione si ottiene osservando che le condi
zioni affiuchè la in versione 1'2 1'3 'l't coincida con q nella che ha p.er cen
tro (1n, n, p) e per conica fondamentale: 

p (z2 + x y) - m y z --- n x z = O 

sono: 

t·t:qs :- qt=?n:n:p 
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le quali, a causa di t = - q, divengono: 

ms+rn-=0, tn~-pr=O. 

Ebbene queste si verificano subito prendendo per m, n, p, le coordi
nate di 0 4 ( " · 2) e per r, s, t, i rispettivi valori dati nel N. 5. 

Dunque effettivamente 

da cui: 

Si conclude quindi : 
<<Le quattt·o inversioni T1 T2 T3 14 sono, a dtw , a due, pennutabili. Il 

prodotto di dtw qualttnqne di esse eqttlvale al pt·odotto delle dtte rintanenti, 
come i l prodotto di tre qualsiasi equivale alla quarta. Da tali p·rodotti, a due, 
a due, si ottengono, per conseguenza, tre sole nttove trasfonnazioni che sono 
a.ncora quadt·atiche e involutm·ie (1na non invm·sioni•. Aggittngendo l'identità 
si vimte a format·e un gt·uppo G8 , di ottavo ordine, rispetto al quale la con
jigut·azione attuale è invat·iante. Esso possiede, com e sottogruz!pO qttadt·inomio 
iuvat·iante, quello costituito dai t·re pt·odotti 1~z Tk e dall'identi tà>>. 

7. Essendo le T11 a periodo due e permutabili fra loro, ne segue che 
ciascuna è invariante rispetto a una qualunque delle rimanenti. Infatti da 

segue 

ma 

e quindi 
TJ;I Tk TJz = Tk 

Però bisogna bene intendersi sul valore dell'affermazione precedente. 
Quando si dice, ad esempio, che T2 è invariante rispetto a Ti , ciò significa 
che se a due punti PQ corrispondenti (secondo la T2 ) si applica la T 1 i nuovi 
punti RS, che così si ottengono, sono ancora corrispondenti secondo la T2 
medesima. Per indurre poi da ciò che il centro di T 2 rimanga invariato 
per opera della T 1, bisognerebbe che alla retta PQ corrispondesse, se
condo la T 1, la retta RS, il che non è perchè T 1 è quadratica e non li
neare. È dunque naturale che il centro di T2 non sia invariante rispetto 
a Ti. Il che, del resto, resulta subito anche applicando, a tal centro, la 
T;1 T2 T 1: esso rimarrebbe invariato se fosse un punto unito per T2 il 
che non è. D 'altra parte è invece indubbio ed evidente che sia invariante 
rispetto a T1 la conica fondamentale di T2• 
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8. :Mediante le trasposizioni attuate sopra le rette a b o d, a' b' o' d' 

delle due quaterne, le trasformazioni del gruppo G8, descritto al no 6, pos
sono rappresentarsi con i seguenti simboli: 

Ti= (a a') (b b') (o o') (d d') 
T2 =(ab') (ba') (o d') (o d'} 
T3 = (a o') (b d' ) (o a') (d b') 
T 4 = (a d') (bo') (cb') (d a') 

Ti T 2 = T 2 T1 = T3 T4 = T 4 T3 = (a b) (o d) (a' b') (o' d') 
Ti T3 = T3 Ti = T 2 '1'4 = T 4 T 2 = (a o) (b d) (a' o') (b' d') 
Ti T 4 = T 4 Ti= T 2 T3 = T3 T 2 = (a d ) (bo) (a' d') {b' o') 

identità. 

Circa poi alla composizione del gruppo attuale si può osservare che 
<< esso è ismnorfo oloedrioo col gruppo genet·ato dalle quattTo omologie ar
moniche individttate dai vertici e dalle facce di uno stesso tetraedTo, alle 
quali omologie vengono ad aggiungeTsi i l01·o pTodotti, a due, a due, cioè le 
tTe involuzioni gobbe che hanno peT assi gli spigoli opposti del tetTaedTo e 
l'identità». Le collineazioni di un tal gruppo possono rappresentarsi con 
la sostituzione: 

dove le x1 della linea inferiore sono le coordinate omogenee di un punto 
generico dello spazio, e venga stabilito che a ciascuna debba esser sosti
tuita la corrispondente della linea superiore combinando i segni in tutti 
i modi possibili. 

9. Abbiamo già osservato al n° 4 che le trasformazioni quadratiche 
costituite dai prodotti T 11 • Tk, pure essendo involutorie, non sono inversioni 
e posseggono ciascuna quattro punti uniti che adesso vogliamo meglio 
considerare. Ad esempio, due punti uniti della Ti . T2 sono evidentemente 
quelle due intersezioni M, N, delle coniche ki k2 che sono diverse da F e 
da F'. I due rimanenti punti uniti PQ esisteranno, manifestamente, sulla 
retta 0 1 02 componendo su di essa la coppia armonica alle due coppie 
d'intersezione di tale retta con le coniche k1 e k2• Siccome poi il prodotto 
T3 • T4 equivale a T1 • T2 (n° 6) cosl ne viene che M, N sono anche i punti 
d'incontro di k3 con k4 (fuori di F ed li'') come pure i punti M N esiste
ranno sulla retta 0 3 0 4 e comporranno, su di essa, la coppia armonica 
alle due coppie d'intersezione della retta medesima con le nominate co
niche k3 e k 4• Si può aggiungere qualche altro particolare. Ad esempio, 
le coniche k1 e k2 sono le seguenti (n° l e 2): 
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xy- z2 =O 

(a.,B - y ~ ) (z2 + xy) - 1 a.,B (y + ~)- yc) (a+ ,BJi yz - 1 (a +.Bl - (y + c)) j xz= O 

Per individuare i punti M, N, basta osservare che un punto varia
bile, sopra k1, ha per coordinate (12

, 1, À), quindi M ed N saranno deter
minati dalla equazione in l : 

Ebbene, vogliamo dimostrare che la coppia M N separa armonica
mente, sopra k11 le due coppie di punti (a. a', b . b'); (c. c', d. d'). Infatti 
queste due coppie di punti sono individuate, sopra kv dai valori a, ,8, y,d, 
del parametro l (no l): indicando dunque con Àt 12 quei valori di l che 
individuano la coppia armonica in parola avremo: 

cioè: 

da cui: 

(a ,8 11 À2) = -l; (yd À1 À2) =-=- l 

2 (a ,8 + 11 12) = (À1 + 12) (a+ ,Bi 

2 (y d+ li 12) = (Ài + 12) (y +d) 

2 (a fJ- y d l 
Ài + 12 = (a + ,8) - (y + d)' 

À l _ a. ,8 (y +d) - y d (a+ {J) 
i 2- (a+ ,8) _ (y +<l) 

il che prova come li e À2 siano radici della (5) e quindi la nostra affer
mazione è dimostrata. 

Si può dunque concludere che : 
« I punti uniti delle tre tmsformazioni T~o. Tk sono le 12 intersezioni, a 

due, a due, delle quattro coniche fondamentali ki k 2 k3 k4 (all'-i?ifum·i dei punti 
P ed F'). Sopra ciascuna di tali coniche esistono quindi sei di tali punti 
c01nponenti il covariante sestico della binaria biquadratica rappresentata dai 
quattro punti di tal conica in cui s'incontrano i raggi delle due quate1·ne 
abcd, a'b'c'd'. 

I medesimi p~tnti uniti esistono anche, a due, a due, sopra i sei lati 
del quadrangolo completo i cui vertici sono i quattro centri d'inversione e 
sopra ciascun la.to, co1npongono la coppia at·monica alle due coppie d'inter
sezione del lato con le due coniche fondamentali 1·elative ai due centri si
tuati su quel medesimo lato>>. 

IL CASO ARMONICO. 

10. Le due quaterne ab c d 1\ a' b' c'd' siano armoniche. In tal caso 
oltre: 

a b c d (\ a' b' c' d' 7\ b' a' d' c' (\ c' d' a' b' 1\ d' c' b' a' 

abbiamo anche: 
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a b c d (\ a' b' d' c' (\ b' a' c' d' (\ c' d' b' a' (\ d' c' a' b' 

e quindi, imitando il ragionamento dei ni l e 2, si vede che, alle inversio
ni del caso generico, vengono ad aggiungersene altre quattro provenienti 
dal confronto della quaterna ab c d con ciascuna delle tre riman enti 
della seconda linea precedente. 

P er considerare il gruppo di trasformazioni, che per tal guisa è ge
nerato, comincia mo da scrivere nel modo seguente le t rasformazioni del 
gruppo generico (n° 8): 

Ti= (a a'J (b b') (c c') (d d'); 

T 2 .:=(a b') (b c~') (c d') (cl c'); 

T 3 = (a c') (b d') (c a') (d b'); 

T4 = (a d') (b c') (c b') (d a'); 

T'i = identità 

T '2 =(a b) (c d) (a' b') (c'd') 

T'3 = (a c) (b d) (a' c') (b' d') 

T'4 = (a d ) tbc) (a' d') (b' c') 

Così ciascuna T 'h di sinistra è ottenuta molt iplicando la T" corri
spondente di destra per Ti . 

Nel caso attuale vengono ad aggiungersi, come abbiamo osservato so
pra, le seguenti 4 inversioni che scriveremo ponendo di faccia a ciascuna 
il proprio prodotto per Ti : 

T5 =(a a') (b b') (c d') (d c'); 

T 6 =(ab') (ba' ) (c c') (d d'); 

T7 -=- (a c') (b d') (c b') (d a'); 

T8 =(a d') (b c') (c a') (d b'); 

T'5 =(c d; (c'd') 

T' 6 = (a, b) (a' b') 

T'7 =(a c b d ) (a' d' b' c') 

T'8 =(a d b c) (a' c' b' d'). 

Mediante tutti i prodotti possibili vengono infine ad aggiungersi le se
guenti che accoppieremo nel solito modo: 

T
9 
= (ab' ba') (c c'd d'); 

T10 = (a a' b b') (c d'd c'); 

Tu =(a c' b d') (a' d b' c); 

'f12 =(a d' b c') (a' cb' d); 

T13 = (ab' ba') (c d'd c'); 

T14 =(a c' b d') (a' c b' d); 

T15 = (a d' b c') (a' d b' c); 

Ti 6 =(a a' b b') (c c'd d'); 

T' 9 = (a b) (c'd') 

T'10 =(c d) (a' b') 

T1
11 =(c~ c) (b d) (a' d') (b' c') 

T'i2 =(a d) (b c) (a' c') (b' d') 

T'13 =(a b) (c d) 

T'i4 =(a cb d) (a' c' b' d') 

T'1s =(a d b c) (a' d' b' c') 

T'16 = (a' b') (c'd') 

11. Vogliamo dimostrare cbe queste sostituzioni formano un gruppo 
di ordine 32. A tale scopo osserveremo che le 16 sostituzioni Th permu-
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tano fra loro i due fasci di centri F, F', mentre le altre 16 sostituzioni 
T/, li lascia no entrambi invariati. Ebbene, cominceremo dal dimostrare che 
queste ultime formano un gruppo G16 di 16° ordine. Perciò considereremo 
ogni sostituzi one Ti, composta di due : una che opera sopra i raggi a b c cl 
di F e l'altra sopra i raggi c~' b' c'd' di F'. Scriviamo queste due sostitu
zioni l'una di faccia all'altra, per ogni Ti, dividendole nelle 4 specie se
guenti 

l identità l identità ~ 
l"' specie 

(a bl (c d ) (a' b') te' d') 

l (a c) (b d) l (a' c') (b' d') Ì 
(a d) tbc) (a' d' ) tb' c') l 2" specie 

l (a b) l 
(c d) 

l (a cb d) l 
Ì (a d b c 

(a' b' ) t 3"' specie 
(c'd' ) 

(a' c' b' d') ) 
' 4"' specie 

(a' d' b' c') l 

È facile adesso constatare che le l 6 sostituzioni 'l'h. si ottengono as
sociando, in tutti i modi possibili , due sostituzioni del quadro precedente, 
una di sinistra e una di destra, sottoponendol e alla sola condizione di 
appartenere alla stessa specie. Per scri vere poi le rimanenti 16 sostitu
zioni T,. basta moltiplicare le 16 sostituzioni 'l'], così ottenute per '1.'1• Ciò 
premesso, per dimostrare che le 16 Tf. formano gruppo, consideriamo il 
prodotto 'l'], T/. di due qualunque di esse e osserviamo che le due sostitu
zioni di cui si compone ogni Tj, (una sopra ab c d, l'altra sopra a' b' c'd') 
sono permutabili. Allora, di scutendo tutti i casi possibili , si giunge alle 
seguenti conclusioni. 

di 

Se entrambe le T/. Tk sono della stessa specie il prodotto è. di l " specie. 
Se una è di P e una di 2" il prodotto è di 2". 

Se una è di l"' e una di 3"' il prodotto è di 3"'. 

>> » >> » l " >> >> >> 4" >> » >> >> 4". 

>> >> » » 2"' >> >> >> 3"' » >> » » 4". 

>> » » >> 2" » » >> 4"' >> >> >> >> 3"' . 

>> >> » » 3& » » >> 4"' >> >> >> >> 2"'. 

È così dimostrato che le lG sostituzioni T{. formano un gruppo Gt6 

16° ordine. 
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n. Passiamo infine a dimostrare che tutte le 32 sostituzioni descritte 
al n° lO formano un gruppo G32• Osserveremo perciò che, per definizione, 
si ha : 

(6) 

da cui, essendo T~ = 1, 

(7) 

È poi facile constatare che : 

(8) Ti T'11 = T1 

Allora, il prodotto di due qualunque sostituzioni del no 10 può pre· 
sentare i seguenti casi: 

T/.. Tic; T11 . Tf.; T], . Tk; T11 Tk. 

Il primo caso è gia stato considerato nel n° 11 e quindi si può 
scrivere: 
(9} Tf.. Tk= T{ 

Nel secondo caso, per le (8), (9), si ha: 

Th . T{o = Ti T:., T~ = Ti T~ = T • . 

Nel terzo caso per le (8), (7 \, segue: 

T{. . Tk = Tf. Ti T:,. = T,., T~, . 

e quindi, ricadendo nel secondo caso, si avrà.: 

T/.. Tk= Tv· 

Nel quarto caso per le (7), (8', (6), (9): 

Th . Tk = Th Ti Tk Ti = TI. T1 T1 = TI. TI= T' 

e il teorema è dimostrato in ogni caso. 
13. Il gruppo G32 , ora individuato, possiede, come sottogruppo inva

riante, il Gi6 formato dalle sostituzioni TI., il quale Gi6 funziona in G32 

in modo perfettamente analogo a quello di un gruppo alterno qualsiasi 
nel relativo gruppo totale. Un sottogruppo notevole del Gi6 è il G8 for
mato dalle: 

Tf T~ T; T~ T{t Tb T{3 T~6 

e questo G8 contiene, a sua volta, il sottogruppo quadrinomio costituito 
dalle prime quattro delle sostituzioni precedenti. Un altro sottogruppo 
notevole del G32 è il G8 del caso generico formato dal gruppo quadrinomio 
precedente con l'aggiunta di Ti T2 T3 T4 etc. etc. 

14. Così le 32 trasformazioni Th, T{., del G32 sono caratterizzate me
diante le sostituzioni che operano sopra le otto rette: ab c d, a' b' c'd'. Si 
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può dimostrare che tali trasformazioni sono tutte quadratiche. Infatti il 
G32 attuale si ottiene aggiungendo, al G8 del caso generico, le quattro in
versioni T5 T 11 T7 Tg (n° 10). Ora tanto queste ultime quanto le trasforma
zioni che compongono il Gg, sono tutte quadratiche e biunivoche. Tutti 
i loro prodotti possibili saranno dunque intanto delle trasformazioni bira· 
zionali. V 'ha di più : ciascuna delle trasformazioni generanti il G32 subor· 
dina delle proiettività che scambiano i fasci li' ed F' fra loro, o che li 
trasformano ciascuno in se stesso. N e segue che anche il prodotto di un 
numero qualunque di tali trasformazioni generanti G32 si potrà sempre 
riguardare collie ottenuto riferendo proiettivamente due coppie di fasci di 
raggi il che basta per assicurare che tale prodotto sarà una trasforma· 
zione quadratica. 

15. Circa al periodo di queste trasformazioni esso è messo in evidenza 
dai simboli adoperati nel n° 10. Così hanno il periodo due le: 

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 Tg T~ T~ 1 ~ T~ T~ T~ T; o Th T~2 T~3 T{6 

mentre le rimanenti (prescindendo dall'identità) hanno il periodo 4. Circa 
alle prime si può aggiungere che le otto T, sono inversioni rispetto a 
coniche non degeneri aventi in comune due punti fondamentali F ed F'. 
Le T~ T~ T~ T~ T~ T~ T~o T~1 T~2 non sono inversioni ma però sono sempre 
involutorie (con 4 punti uniti ciascuna). Finalmente le T; 3, 'li~ sono inver
sioni rispetto a coniche degeneri in coppie di rette e si può ottenerne la 
rappresentazione analitica, direttamente, nel modo seguente. Consideriamo la: 

Tf6 = (a ' b') (c' d'). 

Il simbolo che la rappresenta dice che sono invaria.nti le rette a, b, c, d, 

cioè sono invarianti tutte le rette passanti per F. Siccome poi essa è 
quadratica e involutoria, così ne segue che sarà una inversione col centro 
in F e finalmente poichè subordina intorno a E'' l'involuzione individuata 
dalle coppie ra' b'J, (c'd'), la conica fondamentale della inversione sarà co
stituita da una coppia. di rette passanti per F'. Indichiamone l'equazione 
complessiva con : 

h x 2 + 2 k x z + l z2 = O. 

Allora, l'inversione che ba il centro in F- (100) e per conica fonda· 
mentale la coppia precedente è la seguente : 

y (h x+ k z) 
y 

Percbè questa coincida con T'16 bisogna e basta che sia operata la 
sostituzione (a' b') (c'd'). Ricordando (n° l) che si ha: 
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l o i a = lx-az= i' 

c' = l x - r z = o ! ' 
si trovano le condizioni : 

b' = l x - fJ z = o !, 
d'- ! x-Bz=OI 

h a fJ + k (a + {J) + l = O 

h r B + k (r + B) + l = o 
da cui si possono ricavare k, k, l, prescindendo da un fattore di propor
zionalità che non ha influenza. Si conclude così che 

) 

x in z l (a fJ- r èl) x+ lr èl (a+ {J) - a fJ (y + èl)] s ! 

la T1
16 trasforma y » y: [(a+ {J)- (y + èl)] x + (y èl- a{J)z ; 

z » z 1 [(a+ {J)- (y + t5)] x+ (r t5- a {JJ z l· 

In modo perfettamente analogo si vede che T'13 è una inversione col 
centro in F' e avente per conica fondamentale una coppia eli rette passanti 
per F. La relativa rappresentazione analitica si attua scrivendo che: 

) 

x in x l[a{J (y+BJ- yt5 (a+fJ)]y+(rt5-a{JJz! 

T'13 trasforma y » z !< a fJ - Y B) Y + [(y + B) - (a+ {J)] z! 

z >> z ;r a fJ (y + c5) - y t5 (a+ {J)]y + (r t5- a .el zl 

16. Per ottenere, nel modo più semplice, le rappresentazioni analitiche 
delle altre trasformazioni dal G32 conviene cercare quelle di T5 e di T6 • 

Perciò si osservi che 

T5 = (a a') lb b') (c d') (d c') 

è una inversione e che può rappresentarsi in modo analogo a quello se· 
guito per le T2 , T3 , T4 del N. 2. La relativa conica fondamentale deve 
passare per F, F' e per i punti : 

a·a'=(aZ, 1, a); b·b' = (f3 2
, 1, {J ); c·d'=(yB , 1, y); d·c'=(y<5, l,B). 

La sua equazione sarà dunque: 

Il centro d'inversione (polo di z = O) avrà per coordinate 12 a fJ, 2, 
(a+ {3)1. Allora, come al N. 3, segue che T5 può rappresentarsi mediante 
la (3) ossia : 

)P x - 1n z) (p z - 1n y) , (n x -p z) (n z- p y) , (n z -p y) (p x - 1n z l 
l !.t y z ~ 
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ponendo: 

1n=2a{J, n=2, p=a+fJ· 

Se invece si prende : 

1/t = 2 y a ' n = 2 ' p = y + ~ 
si trova la rappresentazione di T6 • 

Non riescono ugualmente semplici (malgrado le apparenze) le rappre
sentazioni analitiche delle altre due inversioni T7 e T8 quando si cercllino 
direttamente in modo analogo a quello seguito per T5 e T6 • 

17. Val meglio cercarle con mezzi più indiretti che indicheremo a
desso completando così la rappresentazione analitica di tutte le trasforma
zioni del G32 • Intanto quelle già date si riferi scono alle Ti T2 1'3 T4 1Ni 1, 
2, 3\, alle T'i 6 , T'i 3 (N. 15) e alle T5 T6 , (N. 16). Da queste, moltipli
cando per Ti , si trovauo le seguenti (a prescindere dall' identità) 

T2 Ti= T'2 ; T3 Ti= T'3 ; T4 Ti= T'4 ; T5 Ti= T';; T6 Ti= T'6 ; 

T'i3 · Ti= T13: T'i6 · Tt = Ti6 

dopo di che si trovano le rimanenti e precisamente : 

1'11 = T'i 3 • T'4 ; T'i 2 = T'i 3 • T'3 ; T'i4 = T'4 • T';; T\5 = T 3 • T'5 

T'9 = T'r; • l'ii; T'io= T'r; · T'i 2 ; 1"7 = T\5 • T'i 3 ; 1'8 = T't 5 • T'16 

e infine. 

T7 = T'7 • T1 ; T8 = T'8 • T1 ; T9 -= T'9 • Ti; T10 = T'1,,· Ti; T11 = 1'11 • Ti 

T12 = T12 • Ti , T14 = T'14 · Ti; J;t; =T't;· Ti · 

e lo scopo è pienamente raggiunto. 
18. Si può dunque concludere, riassumendo, che <<Nel caso in cui le 

due q~taterne ab c d, a' b' c'd' sieno annoniche, esistono 31 trasfonnazwni 
quadnttiche le quali, insieme all'identità, compongono un gntppo G32 di 32° 
ord·ine 1·ispetto a etti tutta lct configumzione è invariante. Otto di qtteste tra
sformazioni sono inversioni di HIRS1' rispetto a coniche non degenet·i, due 
sono inversioni rispetto a copp ie di 1·ette, altre nove sono 1Jw·e involttt01·ie, 
ma non inversioni j le rimanent·i 12 (prescindendo dall'identità) ha.nno il pe
riodo 4 >> . 

«Sedici di queste trasformazioni pernmtano fra loro i due gruppi ab c d, 
a' b' C' d' : le sedici ·rimanenti li lasciano entrambi invariati e costituiscono 
quj.nd·i tm sottogruppo Gi6 che è il più notevole fra i sottogntppi del G32 
suddetto ». 
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IL GASO EQUIANARMONICO. 

19. Le due quaterne ab o d 1\ a' b' o' d' sieno equianarmoniche. Allora 
alle solite proiettività del caso generico : 

a b o d 1\ a' b' o' d' 1\ b' a' d' o' ;\ o' d' a' b' 1\ d' o' b' a' 

vengono ad aggiungersi quest'altre : 

a b o d 1\ a' o' d' b' 1\ a' d' b' o' 1\ o' b' d' a' (\ d' b' o' a' 1\ 
(\ b' d' o' a' 1\ d' a' o' br 1\ b' o' a' d' 1\ o' a' b' d' 

e quindi, ripetendo il ragionamento dei Ni l e 2, si vede che, in questo 
caso, si aggiungono altre otto inversioni. Per rappresentarle simbolicamente, 
nel modo più ada.tto, insieme a tutte le altre trasformazioni che si gene
rano dai loro prodotti, riprendiamo le notazioni del N. 10 scrivendo nuo
vamente, anzitutto, le sostituzioni del gruppo generico : 

Ti= (a a') (b b') (c c') (d d'); 

T2 = (ab') (ba') (c d') (cl c'); 

T3 = (a c' ) (b d') (c a') (d b') ; 

T4 ==(a d') (b c') (c b') (d a'); 

T'i = identità 

T'2 =(a b) (o d) (ab') (o d') 

T'a= (a o) (b d) (a o') \b d') 

T'4 = (a d ) (bo) (a d') (bo'). 

N el caso attuale, le otto inversioni in parola sono le seguenti otto di 
sinistra. Di faccia a ciascuna è indillato, come al solito, il relativo pro
dotto per Ti . 

T5 = (a a') (b c') (c d') (d b'); 

T6 = (a a') (b d') (cb') (d c'); 

T7 =(a c') (b Il) (c d') (d a'); 

T8 =:(a d') (b b') (c n') (d c'); 

1'9 =(ab') (b d') (c c') (d a'); 

T10 = (a d') \b a') (c o') (d b'); 

T11 =(ab') (b c') (c a') (d d'); 

T12 =(a c') (b n') (cb') (d d'); 

Tr5 = (b c d) (b' d'c') 

T'6 = (b d c) (b' C'd') 

T'7 = (a c d) (a' d'c') 

'1''8 =(et d c) (et' c'd') 

1"9 = (ab d) (a' d' b') 

1'10 =(a d b) (a' b' cl' ) 

'1''11 =(ab c) (a' c' b') 

T'i2 =(a c b) (et' b' c'). 

Infine, da tutti i possibili prodotti di queste 24 nascono le seguenti 
72 che seguiteremo a scrivere, come per l'innanzi, cioè ponendo di faccia 
a ciascuna di sinistra il proprio prodotto per Ti : 

1'13 =(a. o' o b') (et' d d'b); T'ia = (a o b) (et' d' b') 

Ti4 = (a d'd b') (a' c c'b); T'14 =(a d b) (a' c' b') 
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T 15 = (ab' d d') (a' b c'c); 

T16 =(ab' c c') (a' b d'd); 

T17 = (a d'c a'J (b b' d c' ); 

T18 = (a a' d c') (b d' c b'); 

'1'19 = (a c'd al) (b b' c d'); 

T20 = (a a' c d') 1b c'd b') ; 

1 21 = (a d' d c') (a' b b' c); 

T22 =(ab' b c') (a' d d'c); 

T23 = (a d' ba') (c c'd b'); 

T24 = (a 0: d b') (b c' c d' ); 

T25 =(a c'd d') (ba' cb'); 

T 26 =(a c' b b' )(a' c d'd); 

T27 = (a a' b d') (c b' d c'); 

'1'28 = (ab' d a') (b d'c c'); 

T29 = (ab' b d') (c v' d a'); 

T30 =(a c'c d') (a' b b' d); 

T31 =(a a' cb' ) (b d'd c'); 

T32 =(a c'ba') (c b' d d'); 

T33 = (a a' b c') (c d'd b'); 

T34 =(ab' c a') (b c'd d' 1; 

T35 =(a d'c c') (ba' d b'); 

T36 =(a d' b b') (c a' d c'); 

T37 =(a c' b d') (a' d b' c); 

T38 = (a d'cb') (a' b c' d); 

T39 =(ab' d c') (a' c d'b); 

T 40 = (a d' b c') (a' c b' d ) ; 

'1'41 =(ab' c d') (et' d c' b); 

T42 = (a c'd b') (a' b d' c) ; 

T43 =(ab' ba') c d'd c'); 

T44 =(a c'c a') (b d'd c'); 

T45 =(a d'd a') (b c'c d'); 

T 15 = (ab c) (a' b' d') 

'1"16 = (ab d) (a' b' c') 

T'17 =(a d c) (b' d' c') 

T,8 = (b d c) (a' d'c') 

T 19 =(a c d) (b' c'd') 

T'20 = (b c d) (a' C'd') 

T 21 =(a d c) (a' b' c') 

T 22 =-=(ab c) (a' d' c') 

T'23 =(a d b) tb' c'd') 

T'24 == (b c d) (a' d' b') 

T'~;= (a c b) (a' c' d'J 

'1"26 = (a c d) (a' c' b') 

T'27 = (b d c) (a' b' d') 

T 28 =(ab d) (b' d'c') 

T'29 = (ab d) (a' c'd') 

T'30 = (a c d) (a' b' d') 

T1
31 = (b d c) (a' c' b') 

T'32 =(a c b) (b' d'c') 

T'33 = (b c d) (a' b' c') 

T'34 =(ab c) (b' c'd') 

T'35 =(a d b) (a' d'c') 

T'36 =(a d c) (a' d' b') 

T'37 =(a c) (b dJ (a' d') (b' c') 

T' 38 = (a d) (b c) (a' b') (c' d') 

'1''39 =(a b) (c d) (a' c') (b' d') 

T'40 = (a d) (b c) (a' c') (b' d') 

T'41 =(a b) (c d) (a' d') (b' c') 

T 42 =(a c) (b d ) (a' b') (c'd' ) 

T1
43 =(a b) (c d) 

T'u =(a c) (b d) 

T'45 =(a d) (b c) 



736 SOPRA. ALCm< ! GRUPPI NOTEVOLI DI TRA.SFOR~UZIOKI QUADR.I.TICHg PIANE.-

T46 =(a a' b b' ) (c c'd d'); 

T47 = (a a' c c') (b b' d t:V); 

T48 =(a a' d d') (b b' c c'); 

T 46 =(a' b') (c'a') 

1"47 = (a' c') (b' d') 

T'4B =(a' d' ) (b' c'). 

20. Si hanno cosl 96 sostituzioni le quali, come dimostreremo, for
mano un gruppo G96 di ordine 96. Osserveremo anzitutto che le 48 T'h 
di destra del quadro precedente lasciano invariati ciascuno dei due grup
pi ab c d, a' b' c' d', mentre le 48 T,. di sinistra li scambiano fra loro. Per 
scrivere più compendiosamente le 48 di destra è da osservare che ciascu
na si compone di due sostituzioni: l'una che opera sopra i 4 raggi ab c d, 
l'altra sopra i 4 raggi a' b' c'd' (epperò tali due sostituzioni sono permuta
bili). Come nel quadro del n° 11, cosl adesso scriviamo queste due sostitu
zioni una di faccia all'altra dividendole nelle specie seguenti: 

identità 

(a b) (c dl 

(a c) (b d) 

(a d i (b c) 

'(b c d) 

~(a c d) 

((ab d ; 
, (a c b) 

(b d c) 
(a c d) 
(a d b) 

(c~ b c) 

idmtità l 
(a' b') (c'd') 
(a' c') (b' d') 

(a' d') (b' c') 

(b' d' O') l 
(a' c'd' ) 
(a' d' b' ) 

(a' b' c') 

(b' c' d') 

(a' d'c') 

ta' b' d') 

(a' c' b') 

l a specie 

2"' specie 

3"' specie 

Ebbene è facile ri scontrare che, per ottenere le 48 sostituzi·oni TI, del 
n° precedente, basta associare (come n el n ° 11) una sostituzione di destra 
con una di sinistra, del quadro ora scritto, in tutti i modi possibili, sot
toponendo però tali due sostituzioni alla condizione eli appartenere alla 
medesima specie. Ottenute poi le 48 1'/. basta moltiplicarle ciascuna per 
T1 per ottenere le rimanent i 1',. del n o precedente. 

21. Ciò premesso dimostriamo intanto che le 48 T/, formano gruppo. 
È da osservare perciò che il prodotto 'l'j, . TI. di due tali sostituzioni può 
presentare i seguenti casi : 

Se entrambe sono eli l "' specie il prodotto è di l "' specie 

>> >> » 2" » >> >> >> )) 3.. >> 

>> >> >> >> 3" >> >> >> >> >> 2" ~ 
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Se una è di la specie e l'altra è di 2a il prodotto è di 2a 

» » » >> 2a >> >> >> 

>> » >> >> 3"' » » >> 

>> » 3"' » 
» » la » 

» 

>) 

» >> la 

» » 3"'. 

Resulta così dimostrata l'esistenza del G 48 formato con le T1,. 
Infine per dimostrare che tutte le 96 sostituzioni Th e Tf._ formano 

un gruppo G96, basta applicare al caso attuale le considerazioni del n° 12 
sostituendo al G16, ivi riguardato, il G48 ora accertato. 

22. Le trasformazioni in parola vengono caratterizzate mediante le 
sostituzioni che esse operano sopra i simboli a b c d, a' b' c'd' ed è quindi 
ovvio ricavarne il periodo. Così dunque (prescindendo dalla identità) se 
ne hanno 27 involutorie, 32 a periodo 3 e 36 a periodo 4. Fra quelle in
volutorie ci sono 12 inversioni rispetto a coniche proprie, 6 inversioni 
rispetto a coppie di rette (analoghe alle T~6 , T~3 del n° 15) : le rimanenti 
9 hanno, ciascuna, 4 punti uniti. 

Ripetendo poi il ragionamento del n° 14 si conclude che tutte le 
trasformazioni in parola sono quadratiche. 

23. Circa alla rappresentazione analitica, basta considerare che, per 
per generare il G96 attuale, è sufficiente aggiungere al G8 del caso generico 
le inversioni T5 T6 ••• T12 (no 19). Prendiamo dunque a rappresentare 
una di esse : ad es. la 

T 5 =(a a') (b c') (c d') (d b'). 

Ora la relativa conica fondamentale passa, anzitutto, per F ed Ji'' e 
quindi l'equazione è del tipo: 

(10) e2 +h x y + k x z +l y z =o. 
Essa inoltre passa per i quattro punti : 

a a'= (a2, 1, a ì; b c'- ({Jy, 1, {JJ; c d'= (y, (), 1, y); (d b' = ({Jo, 1, ()). 

(11) 

Esigendo questi 4 passaggi si trovano le condizioni 

l 
a + h a + k a 2 + l = O 

fJ +h r + kfJr + z =o 
r+h{)+kr{)+l=O 

()+h f3 + k{J d+ l= o. 

le quali coesistono perchè : 

CU.Nl 

a a a 2 l 

{J 

l ~ 
r fJr 
() r () 
{J {31) 

l 
l =o 
l 
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esprime la condizione, per ipotesi soddisfatta, affinchè le due quaterne 
ab c d, a' b' c'd' sieno equianarmoniche. Così l'equazione della conica fon
damentale è precisata potendo calcolare h, k, l, da tre qualunque delle (11). 

Allora., tenendo presente che la conica d'inversione è la (10), che il centro 
d'inversione deve essere il polo (rispetto ad essa) di z = o, cioè il punto 
(l, k, - h), si ottiene facilmente la seguente rappresentazione analitica 
di T5 : 

j (z + l y) (h x+ l z) , (z + k x ) (h y + k z) , - (h x+ l z ) (h y + k z) Ì 
ì x y z j 

e lo scopo è raggiunto. 
24. Riassumendo i principali resultati conseguiti, nel caso equianar

monico, si ha il seguente enunciato: 

<< Se le dtw qtwterne a b c d 1\ a' b' c' d' sono eqttianat'1JWniche, esistono 
95 trasformazioni quadt·atiche le quali, insieme all'identità, co1npongono ttn 
gruppo G96, d·i 01·dine 96, 1·ispetto a cui la configumzione è invariante. 
Dodici di qtteste trasformazioni sono invm·sioni di Hù·st 1'ispetto a coniche 
non degeneri, sei sono inversioni 1·ispetto a coppie di rette, altt·e nove sono 
involuto1·ie (a 4 pttnti uniti ciasmma). Delle 1·imaneuti, 32 hanno il periodo 
3 e 36 hanno il periodo 4. 

Il sottogntppo più notevole di questo G96 è il G48 fonnato dalle tra
sfonna<:ioni che opet·ano sepat·atcunente sopra a b c d e sopra a' b' c' d' : le 48 
1·i1nanenti invece scambiano fra lo1·o i dtte gt·uppi suddetti ab c d, a' b' c'cl' >> . 



LE QUA.RTICHE PIANE INVERTIBILI 
[Giorn. di Mat.ca: 1919] 

Il vecchio problema di trasformare in se stessa una quartica piana 
mediante una inversione per raggi vettori reciproci, si collega agli studi 
sulle proprietà focali delle quartiche bicircolari. 

Il primo a riconoscere l'esistenza di quattro tali inversioni, per ogni 
quartica della specie suddetta, è stato CASEY in una elaborata Memoria 
la cui pubblicazione risale al1871 (1). Però, mentre l'Autore presenta una 
di queste inversioni nel modo più semplice, mediante la generazione della 
curva quale inviluppo di un cerchio mobile, desume poi le altre tre inver
sioni, dalla prima, attraverso una costruzione complicata dalla quale non 
apparisce affatto il legame simmetrico che collega tutt'e quattro le inver
sioni in parola alle due quaterne di tangenti condotte alla curva dai suoi 
punti doppi (punti ciclici del suo piano). Anche il SA.LMON, per tacere di 
altri Autori, riassumendo nel suo ormai classico trattato « Sulle mwve pia
ne >> quanto si era fatto sino allora intorno alle proprietà focali delle quar
tiche bicircolari, sfiora e, per così dire, rasenta il problema senza risol
verlo (2). In ogni modo nè egli, nè altri (ch'io sappia) ha studiato sinora, 
in relazione alla curva, il notevole gruppo (di ottavo ordine) di trasforma
zioni quadratiche che viene generato dalle quattro inversioni in parola e di 
cui è nucleo la figura, dianzi ricordata, delle due quaterne di tangenti ti
rate alla curva dai punti ciclici (3). 

(l ) CASEY, • On the Bicircular Quarties ». Transact. Irish Accad. vol. XXIV, p. 457, 1871. 
(2) Cfr. p . es. a pag. 339 e seg della traduzione francese di O. CHE!IHN1 Paris, 1884 

Ganthier-Villars. 

(3) La costruzione di questo gruppo può farsi indipendentemente dalla quartica e 
dai punti ciclici partendo da due quaterne corrispondenti di raggi in due fasci proiet
tivi compiani e non concentrici secondo la mia Nota <<Sopra alcuni gruppi notevoli di tra- · 
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Tali inversioni hanno i loro centri esterni alla quartica, ma ampliando 
il concetto di inversione per raggi vettori reciproci, nella ben nota inver
sione quadrica che porta il nome di HIRST e quindi abbandonando anche 
i punti ciclici, si affaccia la possibilità che il centro d'inversione appar
tenga alla quartica e per conseguenza (dovendo la curva essere invariante) 
sia un suo punto doppio. La que,;tione è stata risolta, in senso afferma
tivo, la prima volta, da DE VRIES (l) e, con qualche restrizione, vale per 
ogni punto doppio (2). 

Dopo DE VRIES, un Autore inglese, il RICH.A.RDS (3), per via sinte
tica, ha preso a considerare tanto il caso del centro esterno alla curva, 
quanto qm~llo del centro esistente sulla curva per le quartiche uninodali 
e binodali. Ma per queste ultime è incorso in un errore che verrà rilevato 
al N. 42 della presente Memoria. 

Invogliato a trattare l'argomento, per disteso, ho redatto questo lavoro 
nel quale mi sono proposto, prima, di esaminare (in tutti i casi possibili) 
quali circostanze si esigono perchè una quartica piana sia invariante ri
spetto a una inversione quadrica di HIRST (non escludendo le eventua· 
lità che la conica fondamentale dell'inversione degeneri in una coppia di 
rette, o che contenga il relativo centro); di ricercare, poi, quali e quante 
di tali inversioni possano esistere per la stessa. quartica; di studiare, in· 
fine, pel' quel che mi è riuscito, i gruppi e le relative configurazioni ge
nerate dalle inversioni in discorso. 

Il lettore troverà dunque qui riunito ed esposto con maggiore preci
sione della consueta (così almeno mi lusingo! ) quanto di più notevole si 
era fatto sinora sull'argomento, con l'aggiunta di quel poco che mi è parso 
nuovo e interessante. I casi trattati riguardano specialmente le q uar
tiche binodali, le cuspidali, le tac-nodali e le trinodali: queste due ultime 

sjon1tazioni quadratiche piane • pubblicata nei Rend. del Ciro. Mat. di Palermo nell'Otto· 
bre 1917. 

Veggasi anche • MONTESANO. • S!t alcuni g·rttppi chiusi di trasformazioni involtttorie nel 
piano e nello spazio>>. Atti Istit. Veneto, Tomo Go, serie 6&, 1888. Anzi, a questo proposi
to, debbo dichiarare che, quando pubblicai la mia Nota suddetta, non conoscevo il lavoro 
del prof. MONTESANO. Informato poi dall' .A.. e presa cognizione del lavoro medesimo, debbo 
adess<• riconoscere che, ivi, l'esistenza del gruppo era già stabilita, in modo semplice 
ed elegante, per via sintetica, por non trovandovisi messa in rilievo la figura nucleo co
stituita dalle due quaterne di rette sopra indicate, nè essendovi traccia alcuna di col
legamento con la quartica piana. 

(L ) J. DE VRIEs. <<La qttartique nodale» . .A.rchives Taylei s. II, t, IX 1904. 
(2) CIANI. « .Alctme costruzioni inerenti alla qua1·tica piana dotata di un punto doppio >>. 

Giorn. di math. vol. LIII (1915) Go della 3& serie. 
(3 ) RrCHARDS. « .A geometrica! prooj oj some of tke property oj 1wdal quarties ». Quar

terly, vol. XLII, 1911. 
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specie sono quelle che parmi conducano a risultati più notevoli (Cap. IV 
e V) . Non pretendo, con questo, di avere esaminato tutti i casi partico· 
la.ri possibili: credo di avere considerato i più importanti: quelli in cui 
gli ommessi potrebbero ritenersi compresi (1 ). 

La ricerca non è esaurita: rimane fra altro, una questione importante 
da risolvere e per la quale ogni tentativo mi è riuscito vano s inora. Ec· 
co di che si tratta. Consideriamo, ad esempio, la binodale la quale è in
variante rispetto a sei inver~ioni (N. 14). Si domanda: il gruppo che esse 
generano è discreto, o continuo~ Per adesso, non si può affermare altro 
che generano un gruppo di discreto (un G8) quelle quattro di esse che 
hanno i centri esterni alla curva. Ma aggiungendo le due rimanenti che 
hanno i centri nei punti doppi, il gruppo rimarrà discreto, ovvero si per
verrà al gruppo oo1 continuo di trasformazioni birazionali spettante a ogni 
curva ellittica~ Ugualmente si può presentare la questione per la trino
dale che ammette nove inversioni che la trasformano in sè stessa. Or bene 
relativamente ai gruppi che esse generano non si può affermare altro (per 
il momento) che l'esistenza di tre gruppi quadrinomi i quali saranno na
turalmente sottogruppi dell'intiero gruppo generato. Ma questo sarà discre
to, o continuo! Soltanto nel caso della tac-nodale la questione è comple
tamente risoluta. L' intiero gruppo è discreto. 

Chiudo queste poche linee d ' introduzione spiegando alcune denomi
nazioni usate a scopo di brevità. Dirò che una inversione quadrica di 
HIRSl' (più brevemente: una inversione) spetta, o appartiene, o è posse
duta da una quartica, quando la curva è invariante rispetto a tale inver
sione, nel qual caso la curva medesima sarà chiamata invertibile onde la 
ragione del titolo del presente lavoro. È poi sottinteso che le quartiche 
oggetto di questi studi sono sempre supposte irriducibili. 

CAPITOLO l. 

Le varie specie di quartiche invarianti rispetto a una data inversione. 

l. Cominceremo dall'osservare che una inversione può presentare varii 
casi a secondo che la conica fondamentale è propria, o degenere, oppure 

(l) ~ poi indubbio che, ove si volesse ricorrere a considerazioni spaziali, si potreb· 
bero sistematicamente ottenere tutti i casi trattati all'infuori della uninodale mediante 
opportuna proiezione della quartica di la. specie alla maniera di SEGRE cfr. « Surfa
ces àu 4 ordre a coniqu.e double » in Math . .A.nnal Bd 24 pag. 324. Non si vede però come, 
con questo mezzo, si possano conseguire le rispettive rappresentazioni analitiche delle 
cercate inversioni. 
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a secondo che si assoggetta il centro d' inversione ad appartenere, o no, 
alla conica medesima. 

Associando, in tutti i modi possibili, queste eventualità si è condotti 
ai seguenti casi : 

a) La conica fondamentale sia propria : il centro d' inversione non 
le appartenga. 

Assumendo tal centro come (001), collocando i due rimanenti punti(lOO) 
(010) nei due rimanenti punti fondamentali dell'inversione e, infine, di· 
sponendo opportunamente del punto unità, si può prendere per conica fon
damentale: 

z2 -xy =O 

e quindi si può rappresentare la inversione mediante la sostituzione : 

yz 
y 

da effettuarsi sopra x, y, z, coordinate omogenee di punto. 
b) La conica fondamentale sia degenere: il centro d' inversione non 

le appartenga. Mantenendo (001) nel centro, si può prendere per conica 
fondamentale 

yz- zz =O 

e l'inversione può rappresentarsi con 

ya 
!J 

c) La conica fondamentale sia propria e il centro d'inversione le 
appartenga. Assumendo (100) nel centro e 

y2 -xz= O 

come conica fondamentale, l' inversione è 

' ya 
y 

d) Se infine la conica è degenere e il centro le appartiene, esso non 
può trovarsi nel punto d'incontro delle due rette che costituiscono la co
nica fondamentale, altrimenti anche la inversione stessa degenera. Biso
gna dunque che il centro si trovi sull'una delle due rette in parola e non 
sull'altra. l\fa allora la inversione si riduce alla omologia armonica che ha 
il centro nel punto nominato e per asse l'altra retta sopra indicata. 

2. Si presenta adesso il seguente problema. 
Assoggettando una quartica a possedere una inversione7 nei varii casi 
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considerati nel n. precedente, quali specie si trovano' Discuteremo separa
tamente tali casi suddividendo ciascuno in due, a seconda che si esige che 
il cent ro d'inversione esista, o no, sulla quartica. Però escludiamo fin d 'ora 
il <\so (d,) che conduce naturalmente alle quartiche omologico-armoniche 
già mpiamente studiate (l l . · 

Cominciamo dunque dal caso (a) del N. precedente aggiungendo l'i
potesi che il centro d ' inversione appartenga alla quartica. Ne segue che 
esso è doppio per la curva la quale è inoltre obbligata a · passare per i 
rimanent i punti fondamentali. Dopo di che, esigendo l'appartenenza alla 
curva della inversione: 

yz 

y 

si è facilmente condotti alla forma seguente : 

(l) (ax2 + bxy + cy2
) (z2 + xy) + z (daP + ex 2y + fxy2 + gy3

) = O 

che è quella del N. 7 della mia Nota già citata << .Almme costruzioni ine
'renti alla quartica p iana dotata di un punto doppio >> . Richiamando le con
siderazioni di quella Nota si trae che la curva precedente costituisce il 
caso generico della quartica dotata di un punto doppio. Il vertice (001) 
del triangolo di riferimento è il punto doppio : gli altri due sono i rima
nenti punti d'incontro, con la curva, della retta che unisce i tangenziali 
del punto doppio. Si escludono dunque soltanto i casi in cui tale riferi
mento sia impossibile (ad es. il caso del nodo inflessionale). La conica fon
damentale dell'inversione passa per i sei punti di contatto delle tangenti 
condotte alla curva dal punto doppio, ossia è la conica di BERTINI ine
rente a tal punto (2). 

3. Se poi, pur rimanendo nel caso (a), il centro d'inversione deve es
sere esterno alla quartica si vede subito che gli altri due punti fonda
mentali risultano doppi per la curva e si è condotti alla seguente equa
zione: 

(2) a (z4 +xV)+ z (i+ rry) (bx + cy) + z2 (dx2 + exy + fy2) = O. 

Sorge così la questione di sapere se questa quartica sia la più gene
nerale poss ibile fra quelle dotate di due punti doppi. La risposta, che è 
affermativa, sarà data nel capitolo II. 

(l ) Cfr. ad es. l a mia Memoria: I varii tipi possibili di quarliche piane più volte omo
logico -arntoniche. Rend. del Ciro. matem. di Palermo. T. XIII. 1899. 

(2) P er maggiori particolari intorno a questa conica of. la mia Nota già citata: 
Alcune costruzioni ecc. ecc. 
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Scrivendo l'equazione precedente nelle due forme 

si vede che le due coppie di tangenti nodali sono 

Si noti bene che esse non si corrispondono nella proiettività che la 
inversione, spettante alla quartica, subordinata fra i fasci di raggi cbe 
hanno i centri nei due punti doppi. Accade invece cbe alle tangenti no· 
dali in (100) corrispondono le due rette che da (010) proiettano i due 
rimanenti punti dove y = O incontra la quartica fuori di (100), e alle tan
genti nodali in {010) le altre due rette che da (100) proiettano le due ri
manenti intersezioni di x= O con la curva medesima [fuori di (010Jl-

4. Passiamo al caso (b) suddividendolo, come il precedente, in due a 
seconda che il centro d' inversione esiste, o no, sulla quartica. Nel primo 
sottocaso esso sarà doppio per la curva la quale è costretta a passare 
(semplicemente) per il residuo punto fondamentale (100 ) dell'inversione. 

Dopo di che, esigendo il possesso dell'inversione stessa, da parte della 
curva, si perviene alla equazione : 

(3) (z2 + ~) ax' + bxy +c~)+ z (dx3 + ex2y + fxy2 + gy3
) =O. 

Le tangenti nodali sono : 

a.xz + bxy + cy2 = O • 

La z = o, corda dei tangenziali del nodo, tocca ulteriormente la cur
va in (010) che è il punto doppio della conica fondamentale dell'inversione. 

Il sotto-caso attuale può dunque rigua.rdarsi come un caso limite di 
quello considerato al N. 3: basta perciò supporre, ivi, che la corda dei 
tangenziali del nodo sia tangente altrove alla curva, e allora nel punto 
di contatto convergono le due rette che compongono la conica fondamen
tale dell'inversione. 

5. La inversione sia ancora .quella del N. precedente, ma il centro sia 
esterno alla curva. Ordinando l'equazione della quartica in z e osservando 
che, per le ipotesi fatte, il coefficiente di z4 non può esser nullo, si vede 
che, dalla equazione trasformata deve anzitutto staccarsi il fattore esterno 
y 4 e si è così condotti alla equazione: 

da cui risulta che (100) è un tac-nodo, con z =O tangente tac-nodale, o 
un punto triplo (se d= O) con z2y = O tangenti relative. 
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6. Rimane da discutere il caso (c) del N. l. Se non che la suddivi
sione fatta, per i casi antecedenti, non ha ragione d'essere per questo, per
chè il centro d' inversione deve appartenere alla quartica: infatti se si con
duce una retta per il centro C suddetto e si indica con D il suo secondo 
punto d'intersezione con la conica fondamentale, si vede che due delle 
quattro intersezioni di tal retta con la quartica sono interne al segmento 
finito CD e due esterne e ciò per quanto D possa avvicinarsi indefinita
mente a C nella rotazione della retta CD attorno a C nel piano della quar
t ica. Dunque C appartiene alla quartica e quindi è doppio per essa. 

Allora, esigendo che C sia doppio pel' la curva ed esigendo poi la 
invarianza rispetto all'inversione si trova l'equazione: 

(5) 

e di nuovo si vede che (100) è un tac-nodo con z =O tangente tac-nodale. 
Abbiamo così trovato due forme di equazione per la quartica tac-nodale: 
la (4) e la t5). Ma nel capitolo IV vedremo che sono distinti soltanto ap 
parentemente e che possono riguardarsi come pertinenti alla stessa curva 
(N. 35) e, ciò che più importa, alla quartica tac-nodale generica. 

CAPITOLO II. 

La quartica binodale. 

7. Ci proponiamo adesso di esaminare, con qualche dettaglio, i casi del 
capitolo precedente in riguardo specialmente al numero e alle varie specie 
di inversioni spettanti alla medesima quartica e agli eventuali gruppi che 
esse generano. Tralasceremo però le quartiche rappresentate dalle equa
zioni (l) e (3) nei quali la curva ha un solo punto doppio rimandando il 
lettore, desideroso di maggiori particolari, alla mia Nota più volte citata 
«Alcune costruzioni ecc. ecc. >>. 

Passiamo quindi alla curva (2) ponendo il problema di sapere se essa 
rappresenti, o no, il caso generico della quartica binodale. 

8. È perciò necessario premettere alcune osservazioni intorno alle reti 
di coniche passanti per due punti fissi e alle serie quadratiche in esse 
contenute. Assumendo come punti fondamentali (100) , (010), i due punti 
suddetti, la rete potrà rappresentarsi con 

z2 (a1 + la2 +fUta)+ xy (b1 + Àb2 + p,b3) + 
+ yz (c1 + lc2 + p,c3) + zx (d1 + ld2 + p,d3) = O 

dove À e p, sono i parametri della rete. Per semplificare la rappresenta
zione, scegliamo, per individuare la rete, le tre coniche determinate dalle 
coppie di valori di ). e p, soddisfacenti alle seguenti condizioni 
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l bt + 'Ab2 + fiba = O 

Ì d1 + 'Ad2 + ficl3 = O 

1 b1 +ì.b2 +fib3 = O 

l Cl + ÀC2 + fiCa = 0 

l c,+ .ì..c2 +fiCa = O 

Ì d 1 + .ì..d2 + ftcl3 = o 
Tali coniche saranno rappresentate rispettivamente da equazioni del 

seguente tipo : 

z (n~y + nz) = O z(px+ qz) =O 1·z
2 + sxy = O • 

Assumendo poi per rette y =o, x = O le 

my + nz = O px + qz = O 

e disponendo dal punto unità per modo che sia r = s, le tre coniche in 
parola saranno 

zy=O zx=O z'+xy=O 

e quindi la rete, che esse individuano, potrà rappresentarsi con : 

z2+xy+'Azy+ fiZX =O 

dopo di che si vede che la Jacobiana della rete è costituita da z =O e 
dalla conica 

z2- xy =O. 

È ovvio adesso riconoscere che la inversione del N . l (a) cioè: 

yz 

y 

trasforma in se stessa ogni conica della rete. Tale inversione è collegata 
alla rete in guisa che la conica fondamentale dell'inversione è conica Ja
cobiana della rete e il centro d ' inversione è polo, ri spetto a tal conica, 
della retta che congiunge i punti base della rete. 

9. Ricorderemo adesso che una bitangente di una quartica individua 
sempre una serie quadratica di coniche inviluppanti di cui la bitangente 
suddetta, insieme ad altra (ben determinata) fa part.e. 

Questa proposizione, dimostrata nei trattati per una quartica generica 
e per una bitangente propria, ha bisogno di conferma quando la qua.rtica 
sia binodale e la bitangente in parola sia una tangente tirata da uno dei 
punti doppi della curva. La conferma si può ottenere nel seguente modo. 
Assumendo (100) e (010) nei due punti doppi, l'equazione della quartica 
può scriversi nelle due forme equivalenti : 

x2 (ay2 + byz + cz2) + xz (dy2 + eyz + fz2) + z2(my2 + nyz + pz2
) =O, 

y2 (a.x 2 + dxz + 1nz2) + yz (bx 2 + exz + nz2) + z2 (c.v2 + fxz + pz2) =O 
dalle quali si desume che le equazioni delle due quaterne di tangenti 
tirate dai punti doppi sono : 
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(dy2 + eyz + /z2
)
2

- 4 (ay2 + byz + cz2
) (my2 + nyz + _pz2

) = O 

(bx2 + exz -j-nz2
)
2

- 4 (ax·'- + dxz +m~) (cx! -+- jxz + _pz2
) =O. 

Cioè: 

y4 (d! - 4a1n) + y3z (2ed- 4an- 4b?n) + 
+ yV (e2 + 2df- 4a_p - 4C?n- 4bn) + 
+ yz3 (2ef- 4b_p - 4cn) + z4 (p - 4_pc) = O, 

z4 (n2 - 4_pm) +;h; (2en - 4_pd- 4/m) + 
+ z2a;2 ( e2 + 2bn - 4a_p - 4C?n - 4df) + 
+ zx3 (2eb - 4af- 4cd) + x4 (b 2 - 4ac) = O. 

747 

Escludiamo che i punti doppi sieno due cuspidi (caso che verrà trat
tato a parte nel Capitolo III0 ) il che significa: 

b2- 4ac =f: O 

e, conseguentemente, che è impossibile il distacco del fattore z dalle due 
precedenti quaterne. Osserviamo, poi, che possiamo ancora disporre del 
punto (001) collocandolo nel punto d 'incontro di una retta della l"" qua
terna con una retta della seconda. Ne segue che è adesso lecito supporre 
il distacco di un fattore y dalla l"" e di un fattore x dalla 2", il che e· 
sige che sia 

f2- 4_pc =O n 2 - 4pm=0 

con _p * O altrimenti ne seguirebbe f = n = O e la quarti ca avrebbe un 
terzo punto doppio in (001), il qual caso sarà considerato a parte {nel 
Capitolo V 0 ). Si può dunque prendere 

p 
c=-

4_p 

n2 
1n=-

4_p 

e allora si vede che l'f'quazione della quartica può acquistare la seguente 
forma: 

l jxz + nyz + 2_pz2 l2- 2xy 1 z2 (fn - 2e_p) - 2a_pxy - b_pxz - 2_pdyz 1 = O 

ciò che dimostra come la curva si possa riguardare come l'inviluppo della 
seguente serie quadratica di coniche : 

À2xy+2l jfxz+nyz+2_pz"! + 
+ 2 1 z2 (jn- 2e_p) - 2a_pxy - 2b_pxz- 2_pdpz ! =O. 

Così la conferma invocata al principio di questo n.o è conseguita. 
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10. - La serie precedente è contenuta nella retè 

).xy +2ft jfxz + nyz + 2p.z2 1 + 
+ 2! z2 (jn- 2ep) - 2apxy- 2bpxz- 2pdyz! =O 

che ha due punti base in (100), (010) e quindi appartiene alla specie de· 
scritta al n.o 8. Ne segue che ]a inversione, ivi individuata , trasforma in 
se stessa ogni conica della serie e quindi anche la quartica. Ecco dunque 
trovata, intanto, una inversione spettante alla nostra curva. In modo a
nalogo, ne troviamo altre tre come questa. Infatti, osserviame che per 
'}.. = + 2 yap si ottengono due coniche degeneri, della serie in parola, da 

cui si stacca z = O. Le due rette rimanenti saranno quindi due bitan
genti proprie convergenti nel centro d ' inversione. Avanzano dunque, nella 
serie, quattro coniche degeneri costituite, ciascuna, da una tangente ti
rata alla curva da (100 ) e da una tangente tirata da (010). Per }. = oo 
(nella serie) si trova così la coppia xy. Indicando con ~th, vk, wl le tre 
rimanenti coppie in modo che le due quaterne di tangenti tirate dai punti 
suddetti sieno : 

yhkl 

si potrà dire che tali quaterne saranno corrispondenti nella inversione in 
discorso e quindi proiettive (l) nella proiettività che tale inversione su
bordina fra i fasci di centri (100) e (010). Ora dalla proiettività 

seguono le altre tre: 

xu v 1V 7\ y h k l 

xuvwf\hylk 

xuvw(\klyh 

x 1t v 10 7\ l k h y 

Come dunque associando la x alla y si è trovata la serie cui appar
tengono le coppie: 

vk wl 

così, associando successivamente la x alla h, alla k, alla l, si troveranno 
altre tre serie a cui appartengono ordinatamente 

X h 

Xk 

Xl 

uy 

ul 

uk 

(l) Cfr. 8AUION1 loc. ci t. pag. 3<!0. 

v le 

vy 

v h 

wl 

w h 
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e saremo pervenuti alle altre tre serie di coniche inviluppanti cercate e 
conseguentemente alle a.ltre tre relative inversioni spettanti alla qnartica. 

Queste quattro inversioni subordinano, fra i fasci di centri {100), 

(010), le quattro proiettività precedenti. Le relative coniche fondamentali, 
piuttosto che riguardar! e come J acobiane delle reti contenenti le serie 
(alla maniera del n.0 8), si possono, più semplicemente, ritenere come ge
nerate dalle proiettività in parola e allora i relativi" centri d' inversione 
non sono altro che i centri di collineazione delle proiettività medesime. 
Per ognuno di essi passano due bitangenti della curva. 

Risulta così dimostrato che la (2) del n.0 3 rappresenta effettivamente 
la q uartica binodale generica. 

11. Alle quattro inversioni precedenti, spettanti alla quartica, si ag
aggiungono poi le altre due che hanno i centri nei punti doppi e per co
niche fondamentali le rispettive coniche di BERTINI secondo le conside
razioni del n.0 2. Vediamo adesso come si possano stabilire le rappresen
tazioni analitiche inerenti. Riprendiamo quindi l'equazione (2; dd n.0 3 
(che ora sappiamo spettare alla binodale generica) e cerchiamo la inver
rsione della curva che ha il centro nel nodo (100) cominciando dal cer
care la relativa conica fondamentale (conica di BER'l'INI secondo il n.0 2). 
Ne indicheremo con n~,k i coefficienti incogniti e ne scriveremo l'equazione, 
ordinandola in x, nel seguente modo : 

x~ m11 + 2 X (1n12 y + n~13 z) + {m22 y
2 + 2 1n23 y z + m33 z2

) =O. 
Ordinando ugualmente la l2 ) del N. 3 si ha: 

X
2(a y ' +by z + dz2

) + x(c y2 z +e y z2 + b z~) + ft/ z2 +c y z~ +az~= O. 
Sia ora y = l z una retta per {100) così che un suo punto generico 

possa rappresentarsi con (J.l , À , l) ove J.l varia al variare del punto sulla 
retta. Le sue intersezioni con la conica e con la quartica sono dunque 
date da: 

J.l2 1n11 + 2 J.l (m12 À. + md + (nt22 l2 + 2 m23 À. + 1naa) = O 
J.l2 (a À.

2 + b À. + d)+ J.l (c À.~ + e À. + b) + (! l2 + c À + a) = O. 

Perchè la conica ma/ = O sia fondamentale per l'inversione che ha il centro 
in {100) e appartiene alla quartica, bisogna e basta che l'armonizzante 
delle due precedenti equazioni in J.l, cioè l'espressione 

1n11 (j À.
2 +c À +a)+ (1n22 À

2 + 2 m23 À. + m33) (a À.2 + b À. +d) -

- (m12 À. + 1nd (c À2 +e l+ b) 

sia nulla indipendentemente da À.. Si trovano così le seguenti condizioni : 
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m22 = O 

2 a m 23 - c nt12 = O 

a nt33 + 2 b 1n23 + f nt11 - c m13 - e m12 = O 

b m33 + 2 d m23 + c 1n11 - e 1n13 - b nt12 = O 

d m33 + a m11 - b m13 = O 

le quali servono a individuare la conica cercata. 
Per dedurne i valori delle ?ltik, si può ad es. ricavare dalla 2"' e 

dalla 5• : 

Sostituendo nella 3" e nella 4" si trova: 

1n12 (b c - -a e)+ m13 (b f-a c) + m33 (a
2 - dj)= O 

1n12 (c d -a b)+ m13 (b c - a e)+ m33 (ab - c d)= O. 

Si può dunque prendere : 

l bf - ac 
m12 = 2a b c - ac 

a2 - dfl 
ab - cd 

la2 -dj 
m13 = 2a b cd a - -

be- ae l 
cd -ab , 

l be - ae 
maa = 2a cd - ab 

bf- acl 
be- a.e ; m2a =c l bf- ac 

be - ac 
a2 - djl 
ab- cd , 

l l a2- dj 
?nu = 2 b ab - cd 

be --- ae 1- d l be - ae 
cd -ab cd- a.b 

bf- ac l ì 
be- ae ' 

e la conica m:»2 = O è cosl determinata. 
12. Non manca altro che trovare le formo le dell'inversione il cui 

centro è (100) e la cui conica fondamentale è quella dianzi determinata. 
A tale scopo si osservi che, dato un punto P =(x y z), le coordinate di 
un altro punto allineato con P e col centro d'inversione (lOO ·, possono 
ra.ppresentarsi con (x + l, y, z) : le intersezioni della retta che contiene 
questi punti con la conica rn:»2 = O sono date da: 

mu (x~+ 2lx + À.
2) + 2(x + l)(1n12y + 1n13z) + m22y2 + 2m23yz + 1n23 z

2= o, 
ovvero ponendo ?nx2 =f(xyz) : 

).,l mu +l aj +i (xyz) =o. a x 
I ndicando con 11 12 le radici di questa equazione, il valore di l che serve 
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a individuare il corrispondente P' = (x' y' z') di P, nella inversione in pa
rola, è dato dalla condizione : 

cioè da 

Avremo dunque: 

x' =,..- 2/(xyz) ' ..... ò/ ,y=y, ' z =z 

a x 

Tenendo dunque presente che 

l ( ò/ ò/ òl) f (xyz) = -
2 

x- + y - + z -
ax òy òz 

si può rappresentare la inversione cercata mediante la sostituzione : 

' ( ò/ ò/) 

t
-y-+z-

òy az 
z 

ò/ l 
'z ~x j 

In ugual modo si procederebbe per ottenere le formole dell'inversione 
(spettante alla curva) avente il centro \O lO) e per conica fondamentale la 
relativa conica di BERTINI. 

13. In conci usione, }a q uartica binodale possiede sei inversioni. Sorge 
dunque la questione di identificare il gruppo che esse generano. Come 
già si è dichiarato nell'introduzione, non si è in grado, per ora, di risol
vere la questione. Si può soltanto affermare che, se si escludono le due 
inversioni che hanno i centri nei punti doppi, le quattro rimanenti gene
rano un notevole gruppo di 8° ordine la cui esistenza e rappresentazione 
analitica può ottenersi , indipendentemente dalla quartica, collegandola alla 
figura nucleo invariante che è formata da due quaterne proiettive di raggi 
in due fasci e per la quale rappresentazione analitica mi riferisco alla mia 
Nota già citata del Circolo Matematico di Palermo. Per collegare il gruppo 
in parola alla quartica, basta supporre che le due quaterne suddette siano 
quelle delle tangenti condotte alla curva dai suoi punti doppi. 

Rimane poi a vedere se, aggiungendo a tal gruppo le due inversioni 
escluse, si generi un gruppo discreto, o continuo, nel quale ultimo caso 
potrebbe anche essere l'intiero gruppo oo' delle trasformazioni birazionali 
spettanti a ogni curva elittica. 
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14. In ogni modo i risultati conseguiti si possono riassumere nel se
guente enunciato : 

<< La qttat·tica binodale possiede sei invet·sioni. Due hanno pet· centri i 
nod·i e per coniche fondamentali le t·elative coniche di BERTlNI. Le quattt·o 
rimanenti hanno pm· co11iche fondamentali qttelle generate dctlle qttattro proiet
tività che intm·cedono fra le due quatenw di tangenti tirate dai nodi: i relativi 
centri d'inversione sono i centri di collineazione di tali proiett-ività. Per 
ogni centro passano dtte bitangent·i propr·ie clella cm·va. Queste quattt·o in
versioni sono, a due, a dtte1 penntt 'abili : il pt·odotto di cltte qttalunque di 
esse eqtti·vale al pt·oclotto delle dtte ri1nanent-i, come il prodotto di tt·e qual
siasi eqwivale alla qtuwta. Da tali proclotti, a dtte, a due, si ottengono qttind·i 
tre sole mwve trasformazioni che sono anc01·a quadratiehe e involtttorie (1na 
non invenioni). Esse, insieme alle qttaltro inversioni in discot·so e all'iden
tità, costituiscono ttn grttppo G8 d·i ottavo m·cline r·ispetto al qttale la quat·tica 
e la configurazione formata dalle due quctterne di tangenti sopra indicate 
sono invariant·i (1). 

15. Nel caso in cui tali due quaterne siano armoniche, od èquianar
moniche, esistono altre inversioni spettanti alla configtuazione delle due 
quaterne e generanti gruppi più ampii, ma sempre discreti, di trasforma
zioni quadratiche che possiedono naturalmente come sottogruppo il G8 del 
caso generico. Questi gruppi più ampi sono di ordine 32 nel caso armo
nico, di ordine 96 nel caso equianarmonico (2). Nasce dunque la que
stione di sapere se tali G32 , o G96 , possano spettare non solo alla confi
gurazione composta. dalle due quaterne di tangenti tirate dai nodi, ma al
l' int iera quartica nei rispettivi casi armonico, od equianarmonico. La que
stione si risolve negativa.mente nel seguente modo. Riprendendo le nota
zioni della mia Nota, si indichino con abcd, a'b'c'd' le due quaterne in pa-

(l) Questo gruppo è isomorfo oloedrico con quello costituito dalle 4 omologie armo
niche che hanno per centri e piani fondamentali i vertici e le facce oppos~e di nno stes
so tetraedro, dalle involuzioni gobbe che sono i prodotti, a due, a due, di tali omologie 
e dall'identità. Le collineazioni di nn tal gruppo po~sono rappresentarsi mediante le 
sostituzioni : 

dove le Xì sono coordinate omogenee di nn punto generico dello spazio e venga stabilito 
che a ciascuna della linea inferiore si sostituisca lR corrispondente della linea superiore 
combinando i segni in tutti i modi possibili. È poi ovvio che questo gruppo spaziale 
spetti alla quartica gobba di la specie essend o il tetraedro suddetto quello autopolare 
rispetto a tutte le quadriohe del fascio di cui la quartica è curva base. 

(2) Cfr. i N. 18 e 24 della mia Nota, più volte citata, del Circ. matem. di Palermo. 
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rola e si ricordi che ogni inversione del G8 individua una serie di coni
che inv iluppanti la curva e in varianti ciascuna rispetto aU' inversione (n. 10). 
Così la inversione 

1'1 = (a n') (b b') (c c') (d d') 

individua una serie a cui appartengono, come coniche degeneri , le coppie 
(a et') (b b\ (c c'1 (d d'). Ora si osservi che una coppia di bitangenti, anche 
improprie come (a a'), indiv idua una sola serie di coniche inviluppanti. In
fatti per ottenere la conica generica di tal serie basta segare la quartica 
con una conica qualunque del fascio che ba per base i punt i di contatto 
di a e a' : allora i 4 rimanenti punti d ' intersezione di tal conica con la 
quartica sono i 4 punti di contatto della conica suddetta Il ). 

Ebbene, nel caso armonico (secondo il n. 10 della mia Nota', la in-
versione 

1'5 =(et et' ) (b b' ; (c d') (d c') 

non può spettare alla quartica, altrimenti la coppia (età) apparterrebbe 
alle due serie inviluppanti relative a '1'1 ed a '1 5• 

gualmente, nel caso equianarmonico, la coppia (et ((! ) apparterrebbe 
(secondo il n. 19 della mia Nota) oltre che alla serie gia indicata 

(et a') (b b') {c c') (d d') 

anche all 'al tra 

(a a' ) (b c'; (c cl') (d b') 

il che è impossibile. In conclusione dunque: 
<< I cctsi in c~ti le due quaterne di tangenti, cO'Iulotte dcti nodi, sieno ar

moniche, oel eqniana?'?IWniche, non conducono a ntwve inversioni SlJettanti 
allct qnat·tica >>. 

16. Si può infine domandare che cosa accada se uno dei punti doppi 
della quartica diviene una cuspide e l'altro rimane nodo. Si vedrebbe fa
cilmen te allora che una delle quattro tangenti t irate dal nodo verrebbe 
assorbita dalla retta che lo uni sce alla cuspide. Seguitando a indicare con 
z tal retta, con xtww le quattro tangenti tirate dalla cuspide, con hkl 
quelle condotte dal nodo, le quattro proiettività del n. 10 vengono ad es
sere, ora, le seguenti : 

Xttv Lr (\ zhkl (\ hzlk (\ klzh 1\ lkhz 

e q uindi, dal confronto della prima quaterna con le rimanenti, risulta la 
generazione delle quattro coniche fondamentali relative alle inversioni del 

( l ) Cfr . ad es. El\RIQUEs-Cur sa ;r, Teoria geomet.rica delle equaz ioni, Volume I, ·pag. 
302 (Bologna, N. Zanichelli, 1919). 

CHNI 
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n. 10. Si vede dunque che ciascuna di tali coniche riesce tangente a una 
delle quattro rette xuvw e che quindi, sopra queste rette, si trovano (uno 
su ciascuna) i quattro centri d' inversione, ecc. ecc. 

CAPITOLO III. 

La quartica bicuspidale. 

17. Per trattare il caso della quartica bicuspidale riprendiamo l'equa
zione (2) del n. 3 che ora sappiamo spettare al caso generico della quar
tica con due punti doppi (n. 10). Imitando il procedimento del n. 9, scri
veremo l'equazione in parola nelle due forme equivalenti: 

x} (dz2 + bzy + ay2
) + xz (bz2 + ezy + cy2

) + z~ (az2 + czy + fy2
) =O 

y 2 (fz2 + czx + ax2
) + yz (cz2 + ezx + bx~) + z2 (az~+ bzx + dx

2
) =O 

allo scopo di dedurne le equazioni delle due quaterne di tangenti tirate 
dai due punti doppi sotto la forma : 

(6), y4 (c2- 4af) + 2y3z (ec- 2ac- 2bf) + y 2 z2 (e 2
- 2bc- 4df- 4a2

) + 
+ 2yz3 (eb- 2ab - 2cd) + z4 W- 4ad) = O 

(7), Z
4 (c2

- 4af) + 2z3x (ec- 2ac- 2bf) + z~ x 2 (e2
- 2bc- 4df- 4a2) + 

+ 2zx3 (eb- 2ab- 2cd) + x 4 (b2 - 4ad) =O. 

Introduciamo adesso l'ipotesi che {100) e (010) sieno due cuspidi, cioè che 
si abbia: 

b2 - 4ad = c2 
- 4af = O • 

Allora da ciascuna delle quaterne precedenti si stacca z = O (la retta che 
unisce le due cuspidi). Rimangono dunque tre tangenti tirate da ciascuna 
cuspide. Inoltre, dalla (6) si stacca anche y = O e x = O dalla (7), il che 
significa che convergono nel centro d ' inversione (001) una delle tangenti 
tirate dall' una cuspide e una tirata dall'altra. Dopo di che la (6) e (7) s' 
riducono alle due coppie di rette: 

2y2 (ec - 2ac - 2bf) + yz (e! - 2bc- 4df - 4a2
) + 2z2 (eb- 2ab- 2cd; =O 

2z2 (ec - 2ac - 2bf) + zx (e2 - 2bc- 4df- 4a2
} + 2x2 (cb- 2ab- 2cd) =O 

le quali sono tagliate negli stessi punti dalla retta: 

(8) x (eb - 2ab - 2cd) = y (cc - 2ac- 2bf) 

come è facile verificare osservando che tali punti hanno le medesime due 
prime coordinate 

x = ec - 2ac -- 2bf , y = eb - 2ab - 2cd 
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e per terze coordinate z le radici della equazione : 

2z2 + z ( e2 
- 2bc - 4df- 4~2 ) + 

+ 2(ec- 2ac - 2bf) (eb- 2ab- 2cd) ==O. 

755 

Osservando adesso che la retta (8) passa per (001) si trova la nota 
proposizione: 

<< T1·e dei nove punti d'incont1·o delle due te1·ne di tangenti, tirate dalle 
due cusp-idi, sono all·ineat·i e qu·indi i sei -rimanenti appartengono ad una 
stessa conica >> . 

18. Indichiamo con mnp, m'n'p' le due terne di tangenti in discorso 
in guisa che sieno allineati i punti mrn', nn', pp'. Essendo z la congiun
gente delle due cuspidi, le due quaterne 1nnpz, 1n'n'p'z sono prospettive e 
ne segue: 

rn n p z 1\ n' rn' z p' 7\p' z m'n' i\ z p' n' rn'. 

Si trae dunque : 
<<Nel caso della quartica bicuspidale, le inversioni che hanno i centri 

esterni a,lle Cttspid·i si r·iducono a tr·e (da qnattr·o che et·ano per la binodale). 
I centr·i sono i punti rnrn', nn', pp', e quindi sono all·ineati >>. 

Le coniche fondamentali sono quelle generate dalle tre proiettività 
sopra indicate. Così ad es. la conica fondamentale dell'inversione che ha 
il centro in mm', passa per i punti mn', nrn', per le cuspidi ed ivi tocca 
le rette rn, rn' e così via per le rimanenti. 

19. Per veder meglio le modificazioni che avvengono nel passaggio 
dalla binodale alla bicuspidale, adottiamo la seguente disposizione degli e
lementi di riferimento che serve anche a distaccare dalla quartica la con
figurazione formata dalle due terne rnnp, rn'n'p' rendendola affatto indi
pendente dalla curva. Mantenendo (100), (010) nei centri dei fasci mnp, 

· m'n'p', collochiamo (001) nel punto rnrn', e (1, 1, l} in nn'. Così la retta 
x - y =O è quella che contiene i punti rnrn', nn', pp'. Non manca che di 
fissare le equazioni di p, p', il che faremo indicando con (1, 1, J.) il loro 
punto d'incontro (sopra x - y = O). Avremo dunque : 

m= jy = Oj n= jy - z = OÌ p= jly - z = 01 
rn' = jx =O! n' = lx - z =-= Oj p'= jkr. - z = Oj 

Allora la inversione che ha il centro in mrn' = (001} subordina fra i 
fasci di centri (100), (010) la proiettività 

rnnpz 1\ zp'n'rn' 

e quindi la conica fondamentale passa per i punti np' , pn' , per le cuspidi 
(100). (010), toccando ivi rn ed rn'. Essa è dunque: 



z2
- 'A.xy =O 

e, per conseguenza, tale inversione può rappresentarsi con 

Ii = l x; ·; :y l· 
Analogamente, quella che ha per centro nn' = (l , l , 1) subordina fra 

fasci di centri (100) , (OlOj, la proiettività 

1nnpz 1\ p'zm'n' 

e, per conseguenza, la relativa conica fondamentale passa per i punti mp', 
pm', per le cuspidi (100), (010) toccando ivi n ed n'. Essa è quindi : 

z2{1 - À) + À (x- z) (y - z) =O. 

Dunque la relativa inversione è: 

I
2 
= \ (x- z) (Ày - z\, (y - z) (ÀX- z\, l( x - z) (y - z) 1 • 

l x y l'l ! 
Finalmente, quella che ha per centro pp' = (l,l,À) subordina, fra 

fasci di centri (100), (010 ', la proiettività: 

mnpz 1\ n'1n'zp'. 

La relativa conica fondamentale passa per mn' , 1wt', per (100), (010) 
toccando ivi p e p': essa è dunque: 

z2 (À - l ) + (Ày - z) (ÀX - z) = O 

e quindi le relativa inversione sarà: 

I = l (lx - z) (y - z) , (ly- z) (x- z), (lx - z) (ly - z) ! 
3- ( x y z ,. 

Scrivendo la ultime due inversioni trovate sotto la. forma: 

I = l pn' np' ì,nn' ~-
2 ( x y z 

si vede subito che : 

Da cui si ha: 

- ~up' pn' 
I3 = x y 

I3 I 2 Ii = ~ ~ : : l 

7'P' l 
z l 

che è l'omologia armonica di centro ~l - l O) e di asse x - y = O. Dun· 
que intanto : 
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<<Il prodotto delle tre invm·sioni che hanno i centri allinectti è l'omo· 
logia annonica che ha p et· asse la retta dei centri e p eT centt·o d'onwlogia 
quel punto della t·etta delle cusp idi che è coni1tgato at·monico della interse
zione con l'asse, Tispetto alla coppia delle cuspidi medesime ». 

20. Chiamando con 14 l'omologia precedente, si potrà dunque scrivere: 

12 la Ii= 14 

da cui 1213 = 14 Ii. Si vede poi direttamente che 

le~ Ii= Ii le~. 
Quindi: 

e analogamente: 

Ii I 2 = I 2 Ii = I 3 I 4 = I 4 I 3 

Ii I3 = I3 Ii = I2 I • = I4 I2 

da cui ne viene che il prodotto (in qualsiasi ordine) di tre delle quattro 
trasformazioni 

equivale alla quarta. Si può dunque dire che: 
« Il gmppo G8 , d·i ottavo ordine, di tmsjonnazioni quadratiche in·vo

lutm·ie spettante ctlla qttartica binod,ale generica (n. 14), si modifica, nel ca
so speciale in etti i nocli siano sostituiti da cuspidi, sostituendo a una delle 
qul),ttt·o invm·sion-i una omologia armonica: ma la struttura del gruppo rin~a· 
ne la medesima. >> 

21. Non manca che di adattare l'equazione della quartica bicuspidale 
alle esigenze volute dalla speciale disposizione acquisita, nel n. 19, dagli 
elementi di riferimento. Allo scopo, riprendiamo l'equazione della binodale 
generica del n. 9 ed esigiamo, anzitutto, il possesso della omologia armo
nica I 4 del n. precedente, il che significa la simmetria in x e y. Ne segue 

d=b m=c n=f. 

Dopo di eh~ si ha una sola condizione da adempiere perchè 
doppi sieno cuspidi ed è 

b2
- 4 a c= O. 

punti 

Introdotte queste condizioni, nelle equazioni delle due quaterne di 
tangenti tirate da (100) e (010) calcolate in quel n. 9, si verificherà il 
distacco, da entrambe, del fattore z e basterà dopo esigere che le due 
terne rimanenti siano identiche con 

y (y - z) (). y - zì =O 

x (x - z) (À x - z) = O. 
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Si otterranno cosl le ulteriori condizioni: 

2 (e b - 2 a l - 2 b c): ( e2 
- 2 b l- 4 a p - 4 C

2
) : 2 (e l- 2 b p - 2 l c) = 

=À: -(À+l): l 

le quali, con le precedenti, serviranno a dare, alla equazione della bicuspi· 
dale, la forma cercata. 

C.A.PITOLO IV. 

La qnartica tac-nodale. 

22. È indispensabile premettere alcune considerazioni sopra le reti di 
coniche tutte tangenti a una stessa retta in un medesimo punto. Assu
mendo questa retta come z = O e (100) come punto di contatto, l'equa
zione della rete sarà del tipo: 

y 2 (ai À + a2 !J. + aa) + z2 (bi À. + b2 !J. + b3) + 

+ y z (c1 A+ c2 !J. + ca) + z x (di A+ d2 !J. +da)= O 

dove À. e !J. sono i parametri della rete. Ebbene, per individuarla, possia
mo scegliere le tre coniche determinate da quelle coppie di valori A e !J. 
le quali soddisfano alle seguenti condizioni; 

~ ai À. + a2 !J. + aa = O ; bi .ì.. + b2 !J. + b3 c.= O ; ci À. + c2 !J. + ca = O 

1 bi À. + b2 !J. + ba = O ; di À. + d2 !J. + da = O ; di À. + d2 !J. + da= O. 

Tali coniche saranno quindi del tipo: 

z (m y + n x) = O ; y (p y + q z) = O ; r y2 + 8 z2 = O 

e l'equazione della rete potrà scriversi sotto la forma 

À. z (m y + n x) + !J. y (p y + q z) t· y2 + 8 z2 = O. 

Si vede allora che la Jacobiana della rete si compone di z =O e delle altre 
due rette: 

(9) 

passanti per {100). _, 
23. Osserviamo adesso che il fascio : 

{lO) 

appartiene alla rete (per A = 0). Esso è costituito da infinite coppie di 
rette formanti una involuzione intorno a {100) e di cui i raggi doppi, do
vendo appartenere alla J acobiana, non possono essere altro che le due ret
te (9) del n. precedente. Questo si può confermare analiticamente notan
do che i raggi doppi in parola si ottengono per quei valori di fJ. che so· 
no radici dell'equazione 
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p}q~- 4psp, - 4t·s = O. 

Indicandoli con p,1 fl-2 si avranno per s i due valori 
2 2 

s - q flt • 
- 4(pp,1 + r) ' 

Sostituendo questi valori di s nella (10) si trovano i raggi doppi rappre
sentati da 

2y(Jl-1p + t•} + qp,1z = 0 

2y(!l2P + t·) + qp,2z = O • 

Formandone l'equazione complessiva e tenendo presente che 

si cade nella (9) del n. precedente e così la desiderata conferma è ottenuta. 
24. I raggi doppi del n. precedente possono essere utilizzati per sem· 

plificare ulteriormente la rappresentazione analitica della rete. Nulla vie. 
ta di assumere come equazione complessiva di tali raggi 

y2-z2=0 

di guisa che il fascio del n. precedente può rappresentarsi con 

y2 + z2 + lyz = O. 

Aggiungendo quindi una conica tangente a z =O in (100), noi scrivere
mo l'equazione della rete nella forma: 

y2 +;l+ "Ayz + p,(ay2 + bz1 + cyz + dZX} =O. 

Risulta di qui che tutte le coniche della rete, dalle quali si stacca z, si ot
tengono per l -t p,a = O e sono rappresentate da : 

z! - dx + y(aì.. - c) + z(a - b)! = O 

Esiste dunque nella rete un fascio di coniche da ciascuna delle qua
li si stacca z = O. Le rette rimanenti compongono a loro volta il fascio 

- dX + y(al- c)+ z(a- b)= O 

a cui appartiene y = O. Segue che il centro del fascio precedente è sulla 
coniugata armonica di z = O rispetto alla coppia y2 

- z2 = O formata dai 
raggi doppi del n. precedente. Le coordinate di un tal centro sono (a-b,O,d). 
È dunque lecito assumerlo come (001}, il che significa supporre a= b. Con 
ciò l'equazione della rete diviene 
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e cambiando parametri: 

y2 + z2 + l' yz + fl 1 xz = O • 

Allora è ovvio constatare che la in versione 

yz 
y 

" del n. l(bl trasforma in se stessa ogni conica delle rete. 
25. Riunendo i risultati delle osservazioni fat te nei precedenti N. 22, 

23, 24, si può dire che : 
In una rete eli coniche tangent i a una stessa retta,, in un medesimo 

punio, esiste una involuzione eli coppie eli r ette intorno al punto, i cui 
raggi doppi, insieme alla t angente comune suddet ta, formano la Jacobiana 
della rete. L 'altro fascio eli coppie eli rette, esistente nella rete, è for
mato dalla tangente comune (riguardata come parte fissa) e cla un al tra 
retta variabile intorno a lm punto situato sulla coniugata armonica della 
tangente comune rispetto alle due rimanenii rette Jacobiane. L'inversione 
che ha per centro tal punto e, per conica fondamentale, quella costituita 
dalle due rimanenti rette Jacobiane suddette trasforma, in se stessa, ogni 
conica della rete. 

26. Applicheremo adesso le osservazioni precedenti alla quartica tac
nodale nel modo che segue. 

Ponendo (100) nel tac nodo e assumendo z = O come tangente tac
nodale, l'equazione della curva potrà scriversi: 

x2 z2 + 2xztt + v = O 

dove u e v sono binarie in y e z dei gradi rispettivi 2 e 4. Escludiamo 
per ora il caso in cui u sia nullo iden t icamente (sarà questo un caso da 
considerarsi a parte nel n. 37). L'equazione complessiva delle tangenti 
tirate alla curva dal tac-nodo è 

tt2 - v = o. 

Indicando con abcd i quattro fattori lineari in y e z in cui si decompone 
il primo membro di questa equazione in guisa che si abbia identicamente 

a.bcd = u2
- v 

saranno a= O , b = O , c = O , d = o, le equazioni delle quattro tangenti 
tirate dal tac-nodo. 

Si vede allora che le tre serie quadratiche di coniche 

l 
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J..lab + 2J.. (xz + ~t) + cd = O 
À

2ac + 2J.. (xz + u) + bd = O 
ì,2ad + 2J.. (xz + ~t) +be= O 

inviluppano la quartica perchè si ha identicamente 

(xz + ~t)2 - abcd = x2 z2 + 2uxz + v. 
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(l) 

Ora, ciascuna di queste tre serie è contenuta in una rete della specie 
descritta nel n. precedente e quindi le tre inversioni, spettanti alle tre reti 
e ivi descritte, spetteranno, alle tre serie e per conseguenza anche alla 
qnartica tac-nodale. In relazione alla quale si può aggiungere, evidente
mente, che i centri d'inversione saranno i punti diagonali del quadrangolo 
completo formato dai 4 punti di contatto delle tangenti tirate dal tac-nodo 
e le tre coniche fondamentali saranno costituite dalle tre coppie di rette 
componenti il covarhtnte sestico della binaria abcd = O. 

27. È poi notevole il fatto che il prodotto delle tre precedenti inver
sioni equivalga ad una quarta inversione e precisamente a quella che ha il 
centro nel tac nodo. Per dimostrare questa affermazione anrlremo per gradi. 
E' prima necessario particolarizzare ulteriormente la posizione degli ele
menti di riferimento rispetto alla quartica. Mantenendo llOO) nel tac-nodo 
e z = O per tangente tac-nodale, assumiamo come (001) uno dei tre centri 
d ' inversione la cui esistenza è già stabilita dal n. precedente. La relativa 
conica d'inversione è composta da una coppia di rette passanti per (100', 
d'altra parte si noti che la tangente tac-nodale deve rimanere invariata 
per opera di tale inversione: dunque disponendo opportunamente anche 
del punto unità, sarà lecito rappresentare tale conica con 

y2
- z~ =O 

e quindi l'inversione in parola sarà quella del n. l (b) cioè 

yz 

y 

e l'equazione della quartica assumerà la forma (4) del n. 5, che noi scri
veremo ora più opportunamente così : 

x 2 z2 + 2.vz , m (l + z~) + 2nyz i + 
+ p (y4 -t . z 4

) + 4qyz (y~ + z2
) + 6ry1z2 = O 

e si può intanto concludere che tale equazione rappresenta effettivamente 
la tac-nodale generica. 

(l) Segue che i punti di contatto di a, b, c, d, con la. quarta. esistono sulla. conica 
x z + u =O, ma. 4 (di ~questi sono nel tac-nodo, dunque x z + u =O deve essere la 
conica d'inversione del n. 32. 
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28. La posizione di x= O non è ancora completamente fissata essendo, 
per ora, sottoposta alla sola condizione di passare per il centro d'inver
sione M= (001). Ebbene esigiamone il passaggio per il centro N di una 
altra delle tre inversioni trovate nel n. 27. Indichiamo poi con A, B, O, D 
le intersezioni della retta 1\IN con la quartica, con hh' , kk' le due coppie 
di rette componenti le coniche fondamentali inerenti ai centri 1\f, N, con 
H' la coppia armonica a hh', kk', in guisa che hh', lck' ll', costituiscano 
il covariante sestico di abcd =o, {N. 26}, Sieno infine HH', KK', LL' le 
tre coppie d ' intersezione delle hh', kk', ll' con la retta MN (cioè con x= O). 
Allora se AB, OD e AC, BD sono le coppie di punti corri~pondenti, nelle 
due inversioni in discorso di centri M ed N, segue che sono armonici i 
gruppi: 

ABHH' , CDHH' , ACKK' , BDKK' 

il che significa che HH', KK' sono due coppie del covariante sestico di ABCD. 
Dunque, necessariamente la 3" coppia è LL'. In conclusione, per la di
sposizione data agli elementi di riferimento, deve accadere che le due bi
quadratiche 

rappresentanti rispettivamente le 4 tangenti tirate dal tac-nodo e le 4 proiet
tanti da {100} i punti d'incontro di M N con la quartica, débbono avere 
il medesimo covariante sestico. 

29. Per calcolare questo covariante si osservi che una coppia è già 
conosciuta : è y' - z2 = O (n. 27). 

Quanto alle altre, è da notare che le due biquadratiche in discorso 
individuano il fascio 

u 2 + À:v =0 

di binarie biquadratiche aventi tutte in comune il covariante in parola. 
E siccome u2 è un quadrato perfetto così segue che una seconda coppia 
sarà u = o, ossia : 

11~(y2 + z2
} + 2nyz = O 

dopo di che la terza coppia, dovendo essere armonica a entrambe le due 
coppie già conosciute, sarà necessariamente : 

n(y2 + z2 + 21nyz = O. 

Dunque il covariante sestico cercato è : 

lm(y2 + z~) + 2nyz! ln(y2 + z2
} + 2n~yz! IY2 

- ~li = O. 

Ora il calcolo diretto del covariante sestico di v = O conduce alla se
guente forma: 
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[p 2 
- 3pr + 2q2

] [q(l + z4 + 6yV) +(p + 3r)yz(y2 ·t- z2
)] [y2

- z2
] = O 

e siccome fra i coefficienti p , q, ,. non si suppone alcuna relazione, così 
sarà in generale : 

p 2 
- 3pr + 2q2 =l= O 

e quindi, la condizione espressa alla fine del n . precedente, si ottiene esi
gendo che le due binarie 

im(y2 + z2) + 2nyz! jn(y2 + z2) + 2myz! =O 

q(y4 + z4 + 6y2 z2) + (p + 31·)yz(y2 + z2) = O 

rappresentino lo stesso gruppo di quattro punti. 
Si perviene così alla condizione 

(11) 

adempiut!J, la qua.Ie, si può ritenere che l'equazione 

(12) a;2 z2 + 2xz )1n(y2 + z2) + 2nyzl + 
+ p(y4 + z4

) + 4qyz(y2 + z2) + 6ry2 z2 = O 

rappresenti la quartica tac-nodale con gli elementi di riferimento nella 
posizione voluta. 

30. Siamo ora in grado di rappresentare analiticamente le tre inver
sioni spettanti alla curva e la cui esistenza è già stata dimostrata al n. 26. 

Abbiamo già constatato l'appartenenza alla curva (n. 27) della 

yz 
y 

col centro (001) e con la conica fondamentale y2 - z2 = O. Le due rima
nenti banno per conica fondamentale le altre due coppie del covariante 
sestico del n. precedente, cioè : 

n(y2 + z2) + 2tnyz = O 

1n(y2 + z2
) + 2nyz = O • 

Il centro N della prima deve esistere sopra x = o, e sulla coniugata 
armonica di z = O rispetto alla coppia fondamentale e quindi : 

N= (O , nt,- n). 

Quanto al centro della seconda, avendo presente che deve esistere sulla 
coniugata armonica di z = O rispetto alla coppia fondamentale ed esigendo 
poi la invarianza della quartica, si trovano le sue coordinate nella forma: 

12(?n2 -n2), n, -m!. 
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Così le due rimanenti inversioni si potranno rappresentare con 

dove 

_ ~(m2 - n2) [2m (y2 + z2) + 4nyz + xz] , tw 
I3= 

x y 

t= 1ny + nz w=ny + mz. 

31. Si può desiderare una conferma diretta della spettanza di I 2 e 13 

alla nostra quartica (quanto a I 1 la conferma è ovvia). E ssa può essere 
guidata così: cominciando da I 2 , si osservi che, attuandola s ulla equazione 
della curva nella forma (l2 1 del N. 29, si t rova, a meno del fattore w\ 

x~z2 ;m 2 - n~)2 + 2xz (m2 - n 2) l m (t2 + w2) - 2ntw! -t

+ p (t"1 + w4
) - 4qtw (t2 + w2) + 6rt?w 2 = 

= (m2 - n2)2 fx2 z2 + 2xz )m (y2 + z2) + 2nyz!] + 
+ (t+ z1

) [p (m4 + n4
)- 4qmn (m2 + n2) + 6nn2n2) + 

+ 4yz {y2 + z2
) [mn ( 1n~ + n2

) (p + 3r) - q {m4 + n4 + 6m2n2
)] + 

+ 6y2z2 [21Jm2n 2 - 4qmn (1n2 + n2) + ,. (m1 + n 4 + 4?n2n2)] • 

La conferma desiderata è dunque realizzata se valgono le seguenti re· 
!azioni: 

p (1n4 + n 4
) - 4q?nn (m2 + n2

) + 61·m n2 =p (nt~ - n?, 

mn (m~+ n~) lp+ 81·) - 9 (m4 + n 4 + 6m2n2
) =q (1n 2

- n 2
)
2

, 

2pm2n2
- 4qmn (m2 +n't) + r (m4 + n4

) + 4m2n2
) = r (1n2

- n2
)
2

, 

che si trasformano tutte facilmente nella seguente 

(p + 3r) mn = 2q (m2 + n2
) 

che è la (11) del N. 29 (la quale è vera per ipotesi). 
Passando poi a I 2 e attuandola sopra l'equazione della quartica, si 

trova, a meno del fattore t 4, 

(m2
- n2

)
2 j2m (y2 + z~) + 4nyz + xzl 2 + 

+ 2 (m2 
- n2

) )2m ly2 + z2
) + 4nyz + x.z j !- m (w2 + t 2

) + 2ntw j + 
+p W+ w 4

) - 4qtw (t2 + w 2
) + 61·t2w2 = 

= (m2 - n2)2 [a;2 z2 + 2xz jm (y2 + z2) + 2nyz!J + 
+ (y4 + z4

) [p (m4 + n4
) - 4qmn (m2 + n2) + 6rm2 n2] + 
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+ 4yz (y2 + z2) [mn (m2 + n2) ip + 3r) - q (nt4 + n4 + 6m2n3)] + 
+ 6y2 z2 [2pm2n2- 4qmn (1n2 + n2) + r (m4 + n4 + 4m~n3) ] = O 

765 

dopo di che la verifica rientra in quella precedente. 
32. Dalle rappresentazioni analitiche di Ii I 2 I 3 del N. 30 risulta : 

(xz (m2 - n 2) , - tw 
Ii I2 = I2 Ii = } 

( x y 

e quindi: 

_ ~·2m (y2 + z2) + 4nyz + xz , - yz , - z2 ~ 
Ii I2I3 = 

x y z 

c:he è una nuova inversione (spettante naturalmente alla quartica) col cen· 
tro nel tac-nodo (100) e avente per conica fondamentale: 

m (y2 + z2
) + 2nyz + xz = O . 

L'affermazione fatta al principio del N. 27 è dunque dimostrata. La 
conica precedente può ritenersi caratterizzata dal passaggio pel tac-nodo 
(toccando ivi la tangente tac-nodale) e per i quattro punti di contatto delle 
tangenti condotte dal tac-nodo medesimo. Questa nuova inversione è dun
que del tipo (o) del N. l e quindi si può dire che le due forme (4), (5) 
trovate nei N. 5 e 6, per l'equazione della tac-nodale, rappresentano la 
stessa curva che è la tac-nodale generica. 

33. Indicando con I 4 l'ultima inversione trovata nel n. precedente, 
risulta: 

Ii I 2 I 3 = I 4 ; Ii I 2 = 12 I 1 ; Ii2 = I 2l = I 3
2 = I 4

2 =identità. 

Ne segue: 

~=~~~;~=~~~;~=~~4 

Cioè ciascuna delle quattro inversioni in parola può riguardarsi come il 
prodotto delle tre rimanenti. Inoltre, dalle precedenti relazioni risulta anche: 

Ii I 2 = I 2 Ii = I 3 I 4 = I 4 I 3 

e analogamente (o direttamente) si verifica pure: 

I 2 I 3 = I 3 I 2 = Ii I 4 = I 4 Ii 

e infine: 

e si conclude che il gruppo generato dalle attuali inversioni è isomorfo 
oloedrico (ma proiettivamente diverSOJ col G8 del n. 14 spettante alla bi
nodale generica. 
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34. I risultati acquisiti fin qui, in questo Capitolo, possono riassu
mersi nel seguente enunciato: 

« La qttartica tac-nodale possiede quattro inversioni. Tre di esse hanno 
per centri i pu.nti diagonali del quadrangolo formato dai quattro punti di 
contatto delle qttattro tangenti tirate dal tac-nodo alla cm·va. Le coniche fon
damentali relative sono costituite dalle tt·e coppie eli rette che catnpongono il 
co·vm·iante sestico della quaterna di tangenti sttdclette. La quarta invet·sione è 
il pt·odotto delle pt·ime tt·e, ha il centt·o nel tac-nodo: la t·elativa conica fon
damentale passa p er qttesto punto medes·imo, tocca ivi la tangente tac-nodale 
e taglia ultm·ionnente la quat·tica nei quattro ptmt·i di conta.tto delle nominate 
tangenti condotte dal tac-nodo >>. 

<< Qtteste qttattro inversioni sono, a due, a due, · penmttabili, il pt·odotto di 
due qualtmqtte eqttivale al pt·odotto delle due rimanenti, come il prodotto di 
tre qualsiasi equivale alla quarta >> . 

<<In conclttsione il gt·uppo che esse generano, dell'ottavo ordine, è iso
tnorfo oloedt·ico (benchè proiettivamente distinto) a quello relativo alla bino
dale del n . 15 >> . 

I casi di quartiche tac-nodali incontrati mediante le equazioni (4) e (5) 

dei n. 5 e 6 non sono distinti: spettano a una medesima curva : alla tac
nodale generica. 

35. Passeremo infine a considerare . qualche caso speciale di quartiche 
tac-nodali. Vediamo, ad esempio, che cosa accade quando la curva viene 
a possedere un ulteriore punto doppio (oltre il tac-nodo). 

Riprendiamo perciò l'equazione della tac-nodale nella forma del n. 27: 

x 2z2 + 2xz2 ! m(y2 + z~) + 2nyz 1 + p(y4 + z4) + 4qyz (y2 + z2) + 6ry2z2 = O 

dove (100) è il tac-nodo, con z =O tangente tac-nodale. 
Una delle tre inversioni possedute dalla curva e aventi il centro e

sterno alla curva medesima è 

yz y2 l 

y z l 
col centro in (001) e y2 - z2 =O per conica fondamentale. 

Introduciamo adesso l'ipot-esi di un altro punto doppio : esso dovrà. 
essere unito, per l'inversione precedente, altrimenti la curva si spezza e 
quindi dovrà esistere sulla conica precedente. Assumendo per x= O la 
congiungente di (001) con questo punto doppio, potremo scriverne le coor
dinate nella forma (011 '· La nostra equazione sarà quindi adattata a 
queste nuove esigenze di riferimento se saranno soddisfatte la condizioni 

tn+n=O 

p+ 4q + 3r =O 



LE QUARTICBE PIANE INVERTIBILI. 767 

le quali esprimono che le coordinate del nuovo punto doppio annullano le 
tre derivate parziali rispetto a (.t;' y, z. Dopo di che l'equazione può seri
versi: 

x2 z2 + (y - z)2 1 2mxz +p (y + z)2 + 4qyz 1 =c O 

e quindi si vede che, dal tac-nodo, si possono tirare le sole due tangenti 
(proprie) 

(y2 + z2
) (m2

- p)- 2 y z (1n2 +p + 2 q)= O 

le quali vengono permutate l'una nell'altra dalla sopra indicata inversio
ne che, nel caso attuale, è quindi l'unica che permane delle _tre (con i 
centri esterni alla curva) esistenti nel caso generico (n. 34). 

36. Quanto infine alla inversione avente il centro nel tac-nodo, le 
formole del n. 28 e seguenti non valgono adesso perchè la disposizione 
allora adottata degli elementi di riferimento è adesso inattuabile. Però, 
imitando il procedimento dei n. 11 e 12, si trova facilmente che tale in
versione di centro {100) ha per conica fondamentale 

m (y - z)2 + x z = O , 

e può rappresentarsi con 

J = ~ 2 m (y -xz1
2 
+x z 

Ponendo poi 

'!JZ 

y 

' -yz ' 
y 

si vede subito che 

~ 
2m(y- z)2 + z , - yz , yz·3 f 

IJ=Jl= 
x y 

e riflettendo che: 

12 = J2 = (1J)2 =identità , 

segue che l, J, IJ, 1, compongono un gruppo quadrinomio. Si conclude 
quindi: 

« Se al tac-nodo si viene ad aggiunget·e un punto doppio, le t·re invet·
sioni che hanno il centro estemo alla c-ut·va (n. 34) si t·icltteono ad 1ma sola 
la cui conica fondamentale è costitwita dalle d1te tangenti tirate dal tac-nodo: 
il centt·o relat·ivo è sulla c01·da di contatto di tali tangenti. Permane poi 
l'inversione che ha il cent1·o nel tac-nodo (N. 34). 

« Qtteste due inversioni sono pm·m1ttabili. Esse, insieme al loro pt·odotto 
e all'identità, compongono un gruppo quadt·inomio >>. 
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Alle due precedenti inversioni spettanti, alla curva, viene natural
mente ad aggiungersi una terza: quella che ha il centro nel punto doppio 
aggiunto, e per conica fondamentale la relat iva conica di BERTINI secondo 
le considerazioni del n. 2 (4). 

37. Un altro caso particolare notevole accade allorchè nella equazione 
della tac-nodale del n. 36: 

x 2z2 + 2xzu + v = O 

la forma u è nulla identicamente e l'equazione si riduce a 

x2z2 +v= O. 

Allora, le quattro tangenti condotte dal tac-nodo sono rappresentate da 
v = O ed hanno i loro punt i di contatto sopra x = O. Cadono dunque le 
formole del n. 30 essendo m = n = O e bisogna ricorrere a un altro trian
golo fondamentale per rappresentare le tre inversioni che hanno i centri 
esterni alla curva. È però notevole che il loro prodotto equivalga alla 
omologia armonica : 

y 

y 

manifestamente spettante alla curva. Per dimostrarlo, e insieme, per rap
presentare nel modo più opportuno le inversioni in parola, assumiamo v 
sotto la forma canonica scrivendo: 

v -= y 4 + z1 + 6py~ z2 

se non che non è più lecito assumere z=O come tangente tac-nodale (a meno 
di una ulteriore specializzazione che vogliamo evitare). Scriveremo dun
que l'equazione della quartica nella forma : 

x 2 (ay + bz)2 + y 4 + z~ + 6py2 z 2 = O 

dove la tangente tac-nodale è adesso ay + bz = O. 

(l) Nel caso speciale del « Cappa proiettivo >> [RETALI], «Sopra una corrispo11de11za 
(m , n) •>, (l:; ti t . Lomb. s . IL Vol. XXXII)], il punto doppio ulteriore è nn modo infies
sionale. 

L'equazione della curva può scriversi sotto la forma 

ax2 22 = (a:2 + y2) y2; 

(cf. ad es. L ORIA, « Specielle algebraischen und t•·anszende1ttem ebene kurven >>, pag. 196. 
(Teubn er, Lipsia, 1910;. Ma in questo caso p articolar e le tre inversioni degenerano n elle 
tre omologie armoniche che hanno per centri e assi i vertici e i lati opposti del triangolo 
mediante il quale l'equazione della curva assume la forma precedente. 
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Si trova allora che le tre inversioni che hanno centri esterni alla 

curva sono le seguenti : 

I
1 

== ~ - x(:y + bz) y(- ay + bz) 
y 

col centro (O , b , a) e con la conica fondamentale 

xz=O; 

I
2 
= l x(ay: bz) z(by +az) 

!l 

z(ayz- bzl 

y(by :-az) l 
col centro in (O, a,- b) e con la comca fondamentale 

y2- z2 =O; 

z(by- az) 
y 

y(az-; by) l 
col centro in (O, a, b) e con la conica fondamentale 

y2 +z2 =O. 

I centri sono dunque allineati sopra x = O ed è facile riconoscere che: 

y 
y 

Indicando con I• questa omologia, si riconosce facilmente che: 

l- x(ay + bz) z(by + az) 
IJa .::.._- I3Il = Iti4 = I4I2 = ,.,. ' ..... y 

y(- ay + bz) 
y 

, y(az- by) 1 . 
z ~ ' 

, y(by + az) l· 
fS ' 

, z(ay - bz) l· 
z ' 

e risulta anche come il prodotto di tre qualunque delle I 1I 2I 3I 4 equival· 
ga alla rimanente. 

Si conclude dunque : 
«Il caso attttale si può far discendere dalla tac-nodale generica del N. 34, 

supponendo che i centt·i d'inversione, esterni alla curva, sieno allineati e che 
la rim..anente inversione (che ha il t;entt·o nel tac-nodo) degener·i nella omolo
gia m·monica col cent1'o nello stesso punto e con l'asse ~ttlla 1·etta d'allinea
'mento suddetta.. Questa o1nologia prende il posto della nominata rimanente 
inversione anche nel gruppo G8 il quale però 1nantiene l'isomorjismo oloe
drico pt·i1nitivo >>. 

CI.U(( 
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CAPITOLO V. 

La quartica trinodale 

38. Scegliendo per punti fondamentali i punti doppi e disponendo op
portunamente del punto unità, noi scriveremo l'equazione della curva sot
to la forma 

Q = a2 y2 z2 + b2 z 2 a;2 + c2 a;2 y2 + 2xyz(x + y + z) = O. 

Per ogni coppia di punti doppi esistono due serie quadratiche di co
niche iaviluppanti. Ad es. per (100), (010) passano tutte le coniche delle 
due serie 

l 2c2xy + 2Àcz (bx ± ayi -1 c2xy + 2 (l+ ab ) z 2 + 2 (z + y) 1 =O; 

infatti l'equazione della quartica può scriversi: 

cz (bx + ayW + c2x.y 1 c2xy + 2 (1 +ab) z2 + 2z (x+ y) 1 = o . 

Dunque (N. 8) esisteranno, corrispondentemente, due inversioni spettanti 
alla quartica le cui coniche fondamentali saranno Jacobiane delle reti con
tenenti le serie alla maniera del N. 10. I relativi centri d'inversione si 
potrebbero determinare riguardandoli come poli di ::: = O, rispetto alle co
niche Jacobiane suddette (N. 8), ma, nel caso attuale, giova meglio osser
vare che per l=± l (in entrambe le serie precedenti) si ottengono due 
coniche degeneri di ciascuna delle quali fa parte x= O: dunque le due 
rimanenti rette, in ogni serie, saranno due bitangenti secantesi nel centro 
cercato (N. 10). Si trovano così le equazioni delle 4 bitangenti di Q nella 
seguente forma {l l : 

t1 = ! x (be - l) + y (ca- l)+ z (ab - l) = O 1 ; 

t2 = j x (be- l) - y (ca+ l)- z (ab+ l)= O l ; 
t3 = 1- x (be+ l)+ y (ca- l) - z (ab+ l= O j ; 

t,= !- x (be+ l) - y (ca+ l)+ z (ab- l)== O!, 

(l) DE VRIES, «La quartiq~te trinodale », pag. 31. (Archives Teyler, Série II, T. VII 
Première partie). Con i simboli attuali la coniea che passa per gli otto punti di contatto 
delle 4 bitangenti è : 

C=: lx2 (l- b2c2) + y2 (l- c2a2J + z2 (L- a2b2) + 2xy + 2yz + 2zx = 01 
ed è facile riconoscere che si ha identicamente : 
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e si vede che i centri delle due inversioni in parola sono 
t
2 

t3 e le coniche fondamentali rispettivamente : 

b (ab - l ) zx - (b -a) xy +a (l -ab) zy =O 

b (ab+ l) zx - (b +a) xy +a (1 +ab) zy =O. 

Queste possono anche ritenersi caratterizzate mediante le coppie di 
tangenti che si possono condurre, alla curva, dai due punti doppi (100), 
(OlOJ, secondo le considerazioni del N. 11. Considerando il quadrilatero 
completo formato con tali coppie, si vede che due vertici opposti sono in 
(100) , (010): ebbene le due coniche in parola possono ritenersi individuate 
dal passaggio di entrambe per i tre punti doppi della quartica, e di cia
scuna per una delle rimanenti coppie di vertici opposti del nominato qua
drilatero. 

39. Ripetendo le considerazioni del N. precedente, per le residue cop
pie dei punti doppi della curva, si verranno a individuare, in tutto, sei in
versioni, spettanti alla curva medesima, con i centri nei vertici del qua
drilatero t1 t2 t3 t4 formato con le bitangenti. Per rappresentare analitica· 
mente queste inversioni e renderne più facilmente maneggiabili le formole 
relative, faremo le seguenti posizioni : 

b--a= Pc 

- (c+ b) = 1)~1 a 

- (a+c) = n'b 

- (b+al=p'o 

b (1- be)= na 

c {1 - ca)= Pb 

a(l-ab) = 1nc 

b (l + be) = n'a 

c (l + ca) =p' b 

a (l+ ab)= m'c 

ym'a- wn'o = u'a 
, l l 

znb-ypb=ub 

(r]J
1
o- Z1n' c= u' c 

c (be -l) =Pa 

a (ca- l)= mb 

b (ab - l)= ne 

c (be + l) =p' a 

a (ca+ l)= 1n'b 

b (ab + l) = n' 0 

YPo- Z1~o = Ve 

l , l 
Z1na-XPa=Va 
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Allora le sei inversioni in discorso possono rappresentarsi come segue: 

y 

n centro è il punto ti t2 =(ma naPa) e la conica fondamentale è 

l u' v' 
Ia, = a a 

v 

n'a U
1
aZ 

y 

Il centro è t 3 t 4= (1n' ana' P a) e la conica fondamentale è 

p' aXY - nl
1 a yz + n'a zx = O . 

l '»tb Vb e ub vb 
Pb :b x~ Ita= 

x y 

Il centro è ti t 3 =(mb nbpb) e la conica fondamentale è 

1nbyz - nbzx+PbXY =O l m'b vb' z u'b v'b l l l 
124 = 

Pb1:bX 
:r. y 

Il centro è ( , l l ) t2 tl = 1n b n bP b e la conica fondamentale è 

m'byz - n1b ex+ p'b xy =O. 

- t ?ncUc Y ne Ve X U: Ve~ Iu= 
x y 

Il centro è ti tl = (mc ne Pc) e la conica fondamentale è 

ne zx - Pc xy + 1nc y z = O. 

~ l l 
n' 0 v'c x U

1

czV
1

c~ 1ncUcy 
I23= 

x y 

n centro è t 2 t3 = (m'c n'c P' c) e la conica fondamentale è 

n'c zx - p'cxy + m'cyz =O . 

Per la maggiore chiarezza di queste formole si tenga presente che i 
tre gruppi contenuti nelle parentesi grandi si deducono successivamente 
l'uno dall'altro con le permutazioni circolari : 

(abc) (1nnp) (xyz). 

Invece i due gruppi contenuti in una medesima parentesi grande si 
ottengono l'uno dall'altro con le trasposizioni : 
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(nn') (pp') (vv'). 

Le tre parentesi grandi sono inerenti alle tre dia.gonali del quadrila
tero completo formato con le quattro bitangenti t1 t2 t3 t4 • 

Effettuando, sopra la quartica Q, le inversioni ora rappresentate, si ve
drebbe facilmente che la equazione di Q si riprodu0e moltiplicata per certi 
fattori esterni che debbono quindi esser supposti diversi da zero. Si ven
gono così a escludere (oltre i valori nulli di abc) anche alcuni di quelli 
per i quali si abbia: 

40. A questo punto si presenterebbe naturalmente il problema di 
caratterizzare il gruppo generato dalle sei precedenti inversioni. Ma il ri
solvere la questione non pare tanto semplice quanto il proporla (Come 
già abbiamo dichiarato nella introduzione). Non si può nemmeno afferma
re che il gruppo generato sia discreto (o continuo). 

Quel che si può dire soltanto è che formano coppie di inversioni per
mutabili le seguenti 

di guisa che nascono i seguenti tre gruppi quadrinomi: 

I 12 , I 34 , I 12 I 34 , identità ; 

I 13 , I 24 , I 13 I 24 , identità; 

I 14 , I 23 , I 14 I 23 , identità; 

i quali saranno a loro volta sottogruppi dell'intiero gruppo generato. 
Con le sei nominate inversioni non si possono formare altre coppie 

permutabili, il che naturalmente contribuisce a fare elevare l'ordine del 
gruppo generato nella ipotesi non affatto provata (e nemmeno forse pro
babile!) che tale ordine sia finito e quindi il gruppo sia discreto. 

41. Alle sei inversioni precedenti spettanti alla trinodale generica, 
si aggiungono poi quelle tre che hanno i centri nei tre punti doppi e per 
coniche fondamentali le rispettive coniche di BERTINI (1). Seguendo il 
metodo dei N. 11, 12 e ponendo per brevità: 

2x (b2 + c2 - 2) + a2 (c2y + b2z = u1 

2y (ca+ a2 - 2) + b2 (a2z + c3x) = u2 

2z (a2 + b2 - 2) + c2 (b 2x + a 2y = n3 

(l) DE VmEs: cfr. l' ultima Memoria citata. 
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tali tre inversioni possono rappresentarsi come segue: 

I centri sono rispettivamente in (100) , (010) , (001) e le coniche fon· 
damentali sono ordinatamente: 

x2 (b2 + c2- 2) + a2 (c2xy + b2xz + yz) =O 

y2 (c2 + a2- 2) + b2 (a2yz + c2yx + zx) =O 

z2 (a2 + b2 - 2) + c2 (b2zx + a2zy + xy) =O. 

Le J 1 , J 2 , J 3 non sono a due a due permutabili. 
42. I risultati conseguiti in questo capitolo possono riassumersi cosl: 
« La quartica tt·inodale possiede nove inversioni. Sei di esse hanno i 

centri nei vertici del quadrilatero completo formato dalle quattro bitangenti 
della curva. Le relative coniche fondamentali passano t1ttte per i tt·e nodi, 
e, ciascuna, per 1tna delle rimanent·i coppie di v~t·tici opposti dei tre quadt·i· 
lateri fo ·rtnati .associctndo le d·ue tangenti t·it·ate da un nodo con le ltltt·e due 
timte da un altro tlodo nelle tre maniere poRsibili >>. 

<< Le rimanenti tra inversioni spettanti alla quartica hanno i centri nei 
tt·e nodi e per coniche fondamentali le rispettive coniche di Bert-ini ». 

N ella citata ~ ota di RICHARDS (pag. 240, cor. 7) vengono attribuite 
alla trinodale, oltre le precedenti, altre sei inversioni che però non le spet
tano. Infatti ciascuna di esse avrebbe per conica fondamentale una cop
pia di lati del triangolo nodale: quanto al centro d'inversione relativo (di 
cui il RICHARDS non parla) si può dire che dovrebbe essere esterno alla 
curva altrimenti, se le appartenesse, sarebbe doppio e la curva, possedendo 
quattro punti doppi, si spezzerebbe. Ebbene, se la quartica deve posse
dere una inversione, a conica fondamentale degenere, col centro esterno 
alla curva, valgono le considerazioni del N. 5 che conducono alla tac-no
dale e non alla trinodale. 

43. Chiuderemo il capitolo con l'esame di qualche caso speciale. Sup
poniamo che uno dei tre punti doppi della quartica Q (ad es. (001)) sia 
una cuspide. 
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Scrivendo la Q del N. 38 nella forma : 

z2 (a2y 2 + 2yx + b2x 2
) + 2zxy (x+ y) + cx2y 2 =O 

si vede che s i è condotti alla condizione 

a2 b2 =l. 

775 

Prendendo ab= l , si vede che le quattro bitangenti della trinodale 
generica (N. 38) si riducono a due e precisamente a t2 e t3 : le rimanenti 
t
1 

t4 divengono le due tangenti tirate dalla cuspide. 
Delle se i inversioni i cui centri sono esterni alla curva, si perde la 

1 14 a causa di 1nc =ne= O, le altre 5 permangono ed hanno i centri in 
quei cinque vertici del quadrilatero formato dalle due bitangenti e dalle due 
tangenti condotte dalla cuspide che sono esterni alla curva. Rimangono poi 
naturalmente le tre inversioni che hanno i centri nei tre punti doppi. In 
tutto dunque la curva possiede 8 inversioni. 

44. - Più interessante è il caso in cui due dei punti doppi sono cu
spidi e il terzo è un nodo, onde la curva potrebbe chiamarsi la << luma
ca p ·roiettiva » (1). Riprendendo l'equazione della trinodale generica (n. 38)1 

si vede che (100), (010) saranno due cuspidi quando 

b2 c2 = a2 et = l 

da cui 

2- b2 2- l a_ ,c--21 a 

dopo di che l'equazione può scriversi : 

x z yz 
a2 z2 (x2 + y~) + (1,2 + 2 x y z (x+ y + z) = O. 

Cosl le tangenti cuspidali sono: 

a2 z+y= O 

e le tangenti nodali : 

a2 (x 1 + y2
) + 2 x y = O. 

Se dunque si vuole che il terzo punto doppio (001) sia un nodo (e 
non una cuspide anch'esso) bisogna escludere per a2 i valori + l. 

Dopo di che si vede che le quattro bitangenti t1 t2 t3 t4 della trinoda
le generica, si riducono alle seguenti (n. 38) per be = ca = l 

(l) Giacchè se le due cuspidi sono nei punti ciclici la curva è la «Lumaca di Pascal » 
cf. ad es. L ORIA (loc . ci t . pag. 177) e S .UMON id. pag. 355. 
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t
1 
= !z = Oj congiungente le due cuspidi, 

t2 = 12y + z (a~ + l}= O l tangente tirata dalla cuspide (100}, 

t3 = 12x + z (a2 + l}= O 1 tangente tirata dalla cuspide (010), 

t4 = 12 (x+ y) + z (1 - a2
) = O j unica bitangente propria. 

Le formule inerenti a questo caso non possono farsi discendere spe
cializzando quelle del n. 19 inerent.i alla quartica bicuspidale, perchè la 
disposizione ivi adottata degli elementi di riferimento esclude la presenza 
di un ulteriore punto doppio della curva. 

45. Continuando invece a servirsi delle formlùe inerenti alla trinoda
le (n. 29) si vede che si ha 

na =-= Pb = Pa = 1nb Pc = O. 

Dunque si perdono le I 12 , I 13 • La I 14 si riduce alla omologia armonica: 

y 

che ha per asse x= y e per centro (1, - 1, 0). Le tre I 23 , I 24 , I 34 hanno 
i centri nei vertici del trilatero t2 t3 t, . 

In conclusione « La L'IMn(wa pt·oiettiva possiede sei inversioni : tt·e sono 
quelle della trinodale generica che hanno i centri nei tre punti doppi : le 
altre t·re hanno i centri nei vertici del trilatet·o formato dalla bitangente e 
dalle tangenti tirate dalle cuspidi. Nel passaggio dalla tt·inodale alla cut·va 
attuale, si pèrdono dunque due inversioni e la terza degenera nella omologia 
at·monica che ha per centro il pttnto d'incontro della bitangente con la retta 
che congiunge le cuspidi e pet· asse la retta che passa per i l nodo e per il 
pttnto d'incontro delle tangenti cuspidali>>. 

46. Se poi anche il terzo punto doppio è una cuspide la quartica è 
tricuspidale (ipocicloide proiettiva). L'equazione può scriversi sotto la 
forma (1}: 

::e y2 + y2 z2 + z2 x 2 + 2 x y z (x + y + z) = o 
che proviene dalla trinodale generica Q del N. 39 per 

a2 = b2 = c2 = - l. 

(l) Ad es. SALMON, loo. oit. pag. 363. È ivi da notare nn errore di stampa. L'equa· 
l l l l l l 

zione dever essere x-~+ y-~+ z-~= O e oon x~+ 11~+ z~= O. 
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Le tre cuspidi sono nei vertici del triangolo fondamentale. Le tre tan
genti cuspidali convergono nel punto unità. La bitangente è la retta unità. 

Facendo ab = be = ca= - l nelle formule del N. 39 si vede che si 
pèrdono le inversioni I 34 , I 23 , I 24 e le rimanenti I 12 _, I 13 , I 11 si riduco· 
no rispettivamente alle omologie armoniche 

y 

cui assi sono ordinatamente : 

y 
y 

z=x 

~l 

x=y 

convergenti in (1, l, l} e di cui i centri sono: 

x 
y 

(O, 1, - - l} (1, o, - l) (1,- l, O) 

situati sopra x+ y + z = O. Permangono le tre inversioni J 1J 2J 3 soltanto. 
Dunque: 

« La quartica tricuspidale possiede solamente le tr·e inversioni che hanno 
i centri nelle cuspidi e per coniche fondamentali le relati·ve coniche di Ber
tini. Delle sci r·irnanenti inversioni, spettanti alla trinodale gener·ica, tre si 
perdono, le altr·e tre degenerano nelle tr·e omolog·ie annonic.'•.e i cui centri so
no nei punti d'incontro della bitangente con i lati del triangolo formato dalle 
tre cuspidi e di cui gli assi sono le tangenti cuspidali ~. 

Si può aggiungere, ovviamente, che queste tre omologie generano il 
gruppo di collineazioni di 6'' ordine rappresentato dal gruppo totale di 
sostituzioni sopra xyz. Le due rimanenti collineazioni del gruppo (a pre
scindere dall'identità) sono a periodo tre (ciascuna è il quadrato dell'al
tra) e hanno per punti uniti quello dove convergono le tre tangenti cu
spidali e i punti di contatto della bitangente con la quartica. 

4 7. Infine, come esempio di quarti ca trinodale in cui tutte le nove 
inversioni del caso generico (N. 42) degenerano in altrettante omologie ar
moniche si può citare la Lemniscata proiettiva (1} la cui equazione può 
soriversi: 

x2 y2 + y2 z2 + z' x2 = O • 

Le quattro bitangenti sono : 

x+y+z =o,- x+y+z=O ,x- y+z=9 ,x+y -z=O 

(l) BERZO LARI. « S"lla Lenmi-Bcata proiettiva ». Rend. lstit. Lomb. s. II, Vol. XXXVII 
1904. 
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I centri delle suddette omologie costituiscono i vertici del quadrila
tero delle bitangenti e quelli del relativo triangolo diagonale (i quali ul
timi sono i tre nodi della curva); gli assi relativi sono i lati del quadrangolo 
associato e quelli del nominato triangolo diagonale. Queste nove omologie 
fanno parte dell'intero gruppo di collineazioni spettanti alla curva. D grup
po è ottaedrico e permuta in tutti i modi possibili i lati del quadrilatero 
sopra indicato (1). 

(l) CIANI. « Cont·ribttto alla teoria del gruppo di 168 collineazioni piane >>. Ann. di ma
tematica, t. V. serie III. 



INTORNO AD ALCUNI COVARIANTI DI CURVE 

ALGEBRICHE PIANE 

(Rendic. Istit. Lomb. 1920) 

1. - Data una curva algebrica piana Cm di ordine n, il modo più 
semplice per ottenere dei covarianti di C,., dipendenti da un punto qual
siasi P del piano della curva, è di costruire le n - l polari di P ri
spetto a C,.. 

Lo scopo di questo breve scritto è di richiamare un alt ro metodo, 
ugualmente semplice, per ottenere altri covarianti della stessa specie cioè 
dipendenti dalla posizione di P. Drco <<di t·ichiamare >> perchè l'idea che sto 
per sottoporre al giudizio del Lettore è così ovvia che appare inverosimile 
come ad altri non si sia presentata. In ogni caso (senza discutere affatto 
su priorità di sorta, chè proprio non ne vale la pena) io confido che un 
qualche interesse possa essere riconosciuto in una applicazione che ne 
farò al caso più elementare in cui C,. sia una cubica. 

2. - Ecco dunque di che si tratta. Consideriamo le infinite trasver
sali tirate per il punto I- a incontrare la curva C,. ognuna in n punti e, 
sopra ciascuna di esse, consideriamo lo stesso covariante rispetto al gruppo 
delle n intersezioni suddette. Se questo covariante (binario) è rappresentato 
da m punt i, si viene così ad individuare un luogo geometrico che costi
tuisce manifestamente un covariante \ternario) di C,. dipendente da P. 

Per fissare le idee collochiamo (001) in P e scriviamo la equazione 
della curva C,. in coordinate omogenee x , y, z, nella consueta forma : 

C,. = ! ao z,. + a1 z"-1 + . . . + a,._1 z a,. = O ! 
dove le ai sono binarie in x , y, di grado uguale al loro indice (e quindi 
ao è una costante). Una retta passante per (001) può· rappresentarsi con 
w = k y e quindi un punto mobile su di essa avrà per coordinate (k, 1, l). 
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Le n intersezioni di questa retta con c .. sono dunque date dalla seguente 
equazione in l : 

a'0 l"+ ai À"-1 + .... + a',._ 1 À +a'.,== O 

dove a'; è ciò che diviene a; per x= k, y = 1). Ebbene consideriamo 
adesso un covariante (binario) del gruppo di queste n intersezioni e siano 
m, p, rispettivamen te l'ordine e il grado di tale covariante per modo che 
esso potrà rappresentarsi nella seguente forma: 

b0 l"'+ b1 li"'- 1 + ... + b.,. __ 1 À +b.,. = O 

dove le b; sono funzioni razionali, intere, omogenee di grado p nelle a';. 
Sostituendo ora, nell' ultima equazione, le a; alle (~'; e z a l si otterrà 

l'equazione del luogo cercato per il quale si potrà dlmque dire che: 
<< Se il covar·iante binat·io conside1·ato, sopra ogni tt·asversale di Cn pas

sante per P, è di ordine m e di grado p, il covat·ia.nte ternario corrispon
dente di P rispetto a Cn è 1ma cu1·va (li ordine m+ p con un punto p-pio in P. 

3. - L 'esempio più semplice è fornito dal caso in cui C., sia una 
cubica e il covariante binario, sopra ogni trasversale passante per P, sia 
rappresentato dal gruppo Hessiano delle tre intersczioni con la cubica. 
Secondo le considerazioni del N . precedente viene così a generarsi una 
quartica che ha in P un punto doppio e che chiameremo << Hessiana di 
P 1·ispetto a C3 >> e indicheremo brevemente col simbolo C4• 

È da osservare che se due delle tre intersezioni suddette coincidono, 
il relativo gruppo Hessiano si riduce al punto di coincidenza contato due 
volte; se poi coincidono tutt'e tre il gruppo Hessiano è indeterminato. 
N e segue che ogni tangente condotta da P a C3 è tale anche per C 4, non 
solo, ma anche i relativi punti di contatto coincidono. Dunque la conica 
polare di P rispetto a Ca non è altro che la conica di BERTINI rispetto 
a C4 (l). Se infine P esiste sopra qualche tangente di fiesso di C3, questa 
tangente si stacca da C4• 

4. - Per calcolare l'equazione di C4 non c'è che da particolarizzare 
il processo indicato al N. 2 scrivendo quella di Ca nella forma: 

Ca = j a0 z3 + 3 ai z2 + 3 a.2 z + a3 = O l 
dove le a1 sono binarie in x, y , di grado uguale all'indice (e quindi a0 è 
una costante). 

Si trova così: 

C4 =l (a0 a2 - ai2
) z2 + (a0 a 3 - ai a2) a+ ai aa - a2

2 =O 

(l) Cf. ad es, il n. 29 della mia monografia «Le c11rve piane di 4 ordine». Giorn. di 
Matem. : Vol. XL VIII. 
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cioè 0
4 

è una quartica con un punto doppio in P= (001) come abbiamo 
già veduto nel N. precedente. 

Disponendo (come è lecito) dei rimanenti elementi di riferimento in 
guisa che la conica polare 0 2 di P rispetto a 0 3 possa rappresentarsi con: 

02 = ! z2 
- x y = O ! . 

si trova: 

e quindi: 
0 4 = j xy(z2+xy) -za=O! 

da cui identicamente: C= 0 2
2 - z 0 3, il che conferma che le 6 tangenti 

tirate da P a 0 3 e relativi punti di contatto spettano anche a 0 4• 

Dunque: 
« L'Hessiana di 1tn punto P (in posizione gene1'ica 1·ispetto a 0 3) è una 

quartica che ha in P w1 · pu1~to doppio le cui tangent'i nodali sono tangenti 
alla conica pola're · di P 1·ispetto a 0 3• La retta che ttnisce i taugenziali di 
P è b'itcutgente in essi alla quart,ica,. Le sei tangenti tirate da P a 0 3 e ?'e
lativi punti eU contatto sono tali anche 1·ispetto all' Hessiana in parola. 

5. - Viceversa: una quartica nodale sottoposta alla condizione che 
la. retta congiungente i tangenziali del nodo sia bitangente ivi alla curva, 
potrà essa considerarsi come Hessiana del nodo rispetto a una qualche 
cubica 03 1 La risposta è affermativa e può desumersi dalle seguenti os
servazioni. Prima di tutto si può dichiarare che la soluzione del problema, 
se c'è, deve essere unica, perchè se esist-essero due tali 0 3 esse avrebbero 
in comune le sei tangenti tirate dal nodo della quartica e i relativi punti 
di contatto tN. 3) i quali v~rrebbero così ad assorbire più dei nove punti 
che le due 0 3 avrebbero in comune qualora fossero effettivamente distinte. 

Ciò premesso si osservi che l'equazione di una quartica nodale può 
scriverai sotto forma : 

C 4 = ! (x y + z2
) a2 + z a3 = O ! 

dove ct2 e a :t sono binarie in x, y, dei graùi 2 e 3. Con ciò il nodo è in 
(001), z = O è la congiungente i tangenziali del nodo e i due rimanenti 
punti fondamentali sono gli ulteriori punti comuni a tale congiungente e 
a 0 4 (1). 

Se ora si esige, in più, che z = O sia bitangente nei tangenziali del 
nodo, bisogna che sia 

(l) Cfr. la mia nota «Alcune costruzioni inerenti alla quartica piana dotata d 'mi punto 
doppio>>. Giorn. di Matem. Vol. Llll. 
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e quindi: 
0 4 = 1 (x y + z2

) x y + z aa =O ! 
d'onde si ricava (N. 4) per la cercata Ca : 

03 = [ z3
- 3 z x y - aa - O !· 

Quindi : << ogni quartica nodale cosiffatta. che la congittngente i tm~gen

ziali d-el nodo sia bitangente, in essi, ctlla curva, si può Tiguardm·e come 
Hessictna del nod.o 1·ispelto a u1w cubica l(t qttale può 1·itenersi pienamente 
detenninata dall'avae in conwne, con la quaTtica, le sei tangenti tù·ate dal 
nodo e i ·relativ i ptmti di contatto >> . 

G. - Specializzando la posizione del punto P r ispetto a 0 3 si otten
gono casi particolari notevoli di cui adesso vogliamo considerare i prin
cipali. 

Cominciamo dal supporre che P appartenga a Ca (pur essendo un 
punto generico della curva\ 

Collochiamo iu P, come al solito, il punto fondamentale (001), assu
mendo poi per x= O la t angente ivi a 0 3• Dopo di che si vede facil
mente che è lecito disporre dei rimanenti elementi di riferimento in guisa 
che la conica polare di P rispetto a 03 sia : 

02 = l x z - y2 = o l . 
Allora per l'equazione di 0 3 si ha la seguente forma: 

Ca = 1 3 x z2 
- 6 y2 z + aa = O l· 

dove aa è una binaria cubica in x, y. Ne risulta per 0 4 , Hessiana di P 
rispetto a Ca : 

O 4 = l x 2 z2 
- 2 x y 2 z + 4 y - x a3 = O l 

ovvero 

dove 

T= !3yt-xaa=OI 

rappresenta le quattro tangenti condotte da P a Ca· 
Queste eq nazioni dimostrano che : 
« Le H essiana di un punto generico P di C3, 1·ispetto a Ca 1nedesirna, 

è una qtta1·tica sottoposta alle segt~enti condizioni: 
ha un tac-nodo in P, 
la 1·elativa tangente tac-nodale è la tangente in P a 0 3, 

le quatt·ro tangenti tirate da P a Ca e 1·elat-ivi punti di contatto sono 
tali anche p e1' l' Hessiana in parola ». 
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È però da osservare che queste proprietà non sono sufficienti a ca
ratterizzare tale Hessiana, giacchè è facile riconoscere che esse spettano 
a tutte le quartiche del fascio : 

C2
2 + 1 T = O 

mentre una sola di esse è la Hessiana suddetta (1 = 1). 
7. _ L'ultima osservazione del N. precedente dimostra che non è 

lecito ri spondere affermativamente alla seguente que11tione: una quartica 
tac-nodale potrà sempre riguardarsi come Hessiana del tac-nodo rispetto 
ad una qualche C3 ~ Infatti una tale quartica basta a individuare il fascio 
di cui è parola nel N. precedente e d 'altra parte si può osservare che, se 
il problema ammette 8oluzione, questa non può essere che unica, giacchè 
se le C

3 
risolventi fossero due, esse dovrebbero avere in comune il punto 

p e la relativa tangente ivi e inoltre le quattro tangenti condotte da P 
e i rispettivi punti di contatto (cioè più di quanto comporta il numero 
dei loro punti comuni). 

8. - n seguente calcolo conferma la previsione del N. precedente. 
Si osservi che collocando (001) nel tac-nodo e assumendo x=-= O come 

tangente tac-nodale l'equazione di una quartica tac-nodale può scriversi 
nella forma 

ci= l x2 z2 + 2 z x a2 +a"= o l 
dove a2 e a4 sono binarie in :r., y, dei gradi due e quattro (l). Le quattro 
tangenti tirate da (001) a c. sono ~appresentate da: 

T= l a"- a22 =O l· 
La conica: 

0 2 = l x z + a2 = O! 
passa per il tac-nodo di C4 , è tangente ivi alla tangente tac-nodale e pas
sa per i punti di contatto di T-= O con C4, giacchè si ha identicamente: 

C4=C22+'J.'. 

Per maggior semplicità osserveremo che si può disporre dei rimanenti 
elementi di riferimento in guisa che l'equazione di 02 assuma la forma: 

zx-y2 =0 

e quindi 

( l) Cfr. ad es. il mio lavoro «Sopra le quartiche piane in"Vertibili:. » ora in corso di 
stampa nel Giorn. di Mat. Vol. LVII. 
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Cerchiamo adesso C3 sottoponendola, anzitutto, (N. 6) a passare per 
(001), a toccare ivi x= O e ad avere per conica polare di (001) la 

C - . 2-0I 
2 = lz x - y- l 

il che conduce alla seguente forma : 

Ca = 3 z2 x - 6 z y 2 + a3 = O 

dove aa è una binaria cubica in x, y , che ora determineremo esigendo che 
le tangenti tirate da {001) a C3 sieno rappresentate da T= O. Allo sco
po, scriviamo per disteso 

a3 = 1n x 3 -+- n x
2 y +p x y2 + q y3 

, 

a4 = a x4 + b [lp y + c x 2 y 2 + d x y3 + e y4 

dove è da intendere a4 come conosciuta e a3 come funzione incognita. Ma 
le tangenti condotte da (001) a Ca sono : 

aa x- 3 y4 =O 

e quello condotte dallo stesso punto a C4 : 

T= _a4 -y
4 =0:. 

Bisogna dunque che i coefficienti di queste due ultime equazioni 
sieno proporzionali, il che serve a trovare i coefficienti 1n, n, p, q e quindi 
conduce alla seguente equazione: 

l 
Ca = l s2 x- 2 y 2 s + 

1 
_ e (a x3 + b x? y + 

+ c x y2 + d y3
) + o l 

che si può anche scrivere così: 

l (a -- e y 4
) Ca = z2 x - 2 y2 z + l - e 4 x = O. 

Con questo la C3 è determinata, ma l'Hessiana di (001) rispetto a 
Ca non si può dire che sia la C4 data. Per ora questa Hessiana non è 
sottoposta ad altra condizione che di appartenere al fascio 

C2
2 +l T= O. 

Calcolando direttamente questa Hessiana, servendosi della C3 prece· 
dente, si trova 

C' 3 = l C2 2 + e 3 l T= O ! 

mentre per la C4 data avevamo: 
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0 4 = j 0 2
2 +T= O!. 

P erchè dunque 0'3 e O~ coincidano bisogna che: 

.3 
--=1 
e-1 

os ia e = 4 che è la condizione cercata affinchè (nel sistema di riferimento 
adottato) la domanda posta al principio del N. 7 abbia risposta affermativa. 

9. - In conclusione dunque, data una O~ tac-nodale, non si può di
re altro che essa individua una Ca tale che l'Hessiana del tac-nodo, ri· 
spetto alla O a medesima, appartiene al fascio: 

c4+lT=O 

dove T= O rappresenta le 4 tangenti tirate dal tac-nodo a 0 4• Si può 
anche aggiungere che la 03, insieme alla tangente tac-nodale di 0 4 , ap
partiene al fascio precedente. 

10. - Abbiamo già osservato, al N. 3, che se per il punto P passa 
una tangente di flesso di Ca questa deve staccarsi dall'Hessiana 0 4 di P 
rispetto a Ca e che ogni punto comune a Ca e 0 4 deve esser punto di 
contatto fra le due curve. 

Si può dunque facilmente prevedere che: 
« L' Hessiana di ~m flesso di Ca, 1·ispetto a Ca, medesima, si compone 

della tangente di flesso e di un alt?·a cubica la quale ha in comune con 0 3 

il flesso suddetto e la rispettiva tangente. Le d~te mtbiche si toccano, inoltre, 
nei tre punti d'incont?'O con la cmnttne pola?"e annonica di flesso medesi?no ». 

Assumendo (001) nel flesso di Ca e x= O z =O per tangente e po
lare armonica relativa si vede che, per l'equazione di 0 3, si ha: 

Ca= 13 zl! x+ aa =O l 
dove aa è una binaria in x, y. E allora si trova subito (N. 4) che la 
Hessiana di (001), rispetto a C3, si compone di x= O e della cubica 

z2 x- a3 = O 

il che conferma il precedente enunciato. 
11. - Analogamente si può prevedere che, collocando P nel punto 

d'incontro di due tangenti di :flesso di Ca, queste due tangenti si stacche
ranno dalla Hssia.na di P e ne residuerà una conica che chiameremo 
<< la conica Hessiana di P r-ispetto a Ca >> . Si può ottenerne la equazione col· 
locando, come al solito, (001) in P e assumendo, per x= o, le tangenti 
di flesso di Ca che per ipotesi convergono in P. È quindi lecito colloca
re (010), (100) nei due flessi relativi, di guisa che (disponendo opportu
namente del punto unità) l'equazione di C3 potrè scriversi nella forma: 

CtlNI. 50 
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03 _ l z3 + x y (x+ y + z) = O l 
Dopo di che, il calcolo del N. 4 conduce alla seguente equazione: 

0 2 == 13 z2 
- x y + 9 z (x + y) = O 1 

rappresentante la conica Hessiana di (00 l ). 
Dalle precedenti equazioni, per eliminazione di x + y, si t rova; 

(x y + 3 z?f ~= O 

il che significa che 0 3 e 0 2 sono fra loro bitangenti (fuori dei flessi 
(100), (010). 

Dalla equazione di 0 3 si desume pure. che (1,- 1, O) è il terzo flesso 
situato sopra z = o, che x = y è la polare armonica relativa e quindi l'o
mologia armonica 

y 
è quella che ha il centro in (1, - 1, O) e per asse x = y e trasforma 03 

in se stes::!a. Ma anche O~ gode della stessa proprietà il che significa che 
la corda di contatto fra 0 2 e Ca passa per il flesso (1,- 1, 0). 

Riassumendo abbiamo quindi: 
«La con·ica Hess·iana del p1mto d.' incontro d·i dtte tangenti di flesso di 

C3 , taglict Ca nei due flessi rispettivi e le è bitcmgente altrove : lct n:. la,tiva 
corda di contatto passa p er il terzo flesso d·i Ca che è a.llineato con i pt·i
mi due». 

12. - Un ultimo éaso particolare notevole lo si ha collocando P in 
un punto generico della Hessiana di 0 3 • Assumendo, come al solito, (001) 
in P e (010) nel punto d ' incontro delle due rette (che compongono la co
nica polare di (001) rispetto a 0:1), si vede che può scriversi: 

0 3 - ! a z3 + 3 b ~2 x + 3 c z x 2 + a3 = O l 
dove a, b, c, sono costanti e a 3 è una binaria cubica in a:, y. 1\fediante il 
solito calcolo del N. 4 si trova per la 0 4 (Hessiana di P rispetto a 0 3): 

c.J. == : (a c - b2
) z2 x 2 +(a aa - b c X :

1
) z +x (b aa - c2 x")= o l 

da cui risulta che (001) è una cuspide di C4 con x= O tangente cuspi
dale e con {010) tangenziale di {100). 

Quindi si può dire che : 
« L' Hessia.na di una c·ubica piana è contemporaneamente ·il ltwgo dei 

punt·i le cui Hess·iane, t·ispett.o alla cubica, sono cuspidate, il luogo d·i tali 
cuspidi e anche il luogo dei r-ispettivi tangenziali. L' ùtviluppo delle ta.ngenti 
cuspidali t·elative è la Oayleyanct della cubica medesùna ». 
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[Rendic. Isti.t. Lomb. 1921] 

11 metodo esposto nell'ultima mia Nota (di titolo analogo alla presente) 
pubblicata in questa autorevole raccolta scientifica (11, viene applicato, nel 
presente scritto, ad una superficie cubica ricavandone alcuni covarianti 
che mi sembrano degni di un qualche interesse. 

1. Sia dunque data una superficie cubica S, tutt'affatto generica, e 
per un punto P qualunque dello spazio. e, sopra ogni retta passante per 
P, immaginiamo di costruire i ùue punti componenti il gruppo Hessiano 
rispetto alle tre intersezioni di tale retta con S. Si otterrà cosl una su· 
perficie, covariante di P rispetto ad S, la quale costituirà la immediata 
estensione allo spazio di quanto si contiene nella mia citata Nota. Insie
me al caso generico sembrano interessanti i casi particolari che si otten
gono specializzando la posizione di P rispetto ad S. 

2. Quanto al caso generico, la relativa equazione si desume subito, 
per estensione allo spazio, dai N. 2 e 3 della mia Nota. Indicando con 
v, x, y, z le coordinate omogenee di un punto dello spazio, scriveremo 
l'equazione di S nella consueta forma 

S =i a0 v
1 + 3 ai v2 +- 3 a2 v + a3 =O i ... (1) 

dove le a; sono ternarie in x, y, z di grado uguale all'indice (e quip.di a0 

è una costante). Collocando (1000) nel punto P e tenendo presente l'equa
zione dell'Hessiano della (1), riguardata come una equazione in v, si tro
va che il luogo geometrico cercato è rappresentato da 

(a" a2 - a 1
2) v2 + (a0 a3 - a 1 a2) v + ai a3 - a~~= O. 

( l) CIANI, Intorno ad alc~tni covarianti di curve a~gebrichs piane. Questi Rendiconti: 
Vol. LUI: fase. 2-4 . 
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Esso è dunque una superficie di 4° ordine con un punto doppio in P. Noi 
la chiameremo « la Hessiana di P 1·ispetto ad S » e la indicheremo con H . 

3. Nell' ipotesi che P abbia posizione generica, rispetto ad S, noi sem
plificheremo la equazione di H assumendo gli elementi di riferimento in 
guisa che la quadrica polare di P rispetto ad S sia rappresentata da 

Q = i vz + x 2 + y2 + z2 = O ! 
e quindi 

e per conseguenza: 

H= Ì (x2 + y2 + z2
) v2 + a 3 v - ( x~ + y2 - z2)2 =O ~ . 

Si osservi adesso che se una binaria cubica è costituita da un punto 
doppio e uno semplice, il relativo gruppo Hessiano si riduce al punto 
doppio contato due volte e che se la binaria in parola è costituita da un 
punto triplo, il gruppo Hessiano è indeterminato. Ne segue che il cono 
circoscritto da P ad S è tale anche per H e che le sei rette osculatrici 
di S passanti per P appartengono per intiero ad H. Esse sono quelle co
muni ai due coni : 

x2 + y2 + z2 = O ' aa = O • 

Il cono circoscritto da P, tanto ad S quanto ad H, è 

az a+ 4 (x~+ y·J + zz)3 =O 

ed è ovvio che passa per le sei rette precedenti. Queste, insieme alla se
stica gobba intersezione di S con Q, costituiscono la curva di contatto 
del cono suddetto con H, mentre soltanto la sestica suddetta è eli con
tatto per lo stesso cono con S. Ciò resulta analiticamente anche dalla i
dentità 

H= v S - Q2 • 

L'equazioni trovate dimostrano pure come il cono 

x2 + yz + z2 =O 

osculatore di H in P seghi H {oltre che lungo le sei rette in parola) an
che secondo quella conica di tal cono che è situata in v = O. Infine il 
piano di quest'ultima tocca H lungo la conica medesima. 

Raccogliendo, si ba dunque: 
«L' Hessiana di un punto P rispetto a ttna superficie C1tbica S (non pas

sante pet· P) è una snperficie H di quarto ordine che ha un punto doppio 
in P e che passa p er le sei rette osmtlatrici di S che si jJOssono condu1-re 
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da p, Il cono oscnlatm·e d,ella supet:ficie H in P, il quale passa evidente
mente pet· le sei 1·ette prececlenti, incontnt poi ttlterionnente H secondo una 
conica il cui piano tocca, (lungo di essa) H ed è il pictno polare di P ri
spetto ctd S. Inoltt·e le superficie H ed S hanno in cmmme il cono cù·co
scl·itto da P. L a sestica gobba, interse.zione di S con la qnadrica polare di P, 

1-ispetto ad S, è cm·va di contatto dello stesso coniJ per entTa,rnbe le superficie. 
\Evidentemente per completare poi la curva di contatto con H bisogna 
a«rrit1ngere le sei rette più volte ricordate). 
aeh . 

4. Consideriamo adesso qualche caso speciale. Se 

et" a2 - ai 2 

è mùlo identicamente, si osserverà che, in generale, tale espressione ugua
gliata a zero rappresenta il cono circoscritto alla quadrica 

a0 v
2 + 2 a i v + a2 = O 

dal punto (1000). Nel caso quindi in cui l'espressione in parola sia nulla 
identicamente, tale cono sarà indeterminato e quindi la quadrica suddetta 
sarà costituita da un piano doppio : ma essa è la polare di P_ (1000) 
rispetto ad S. Assumendo tale piano come v= O sarà dunque lecito sup
porre ai , a2 nulli identicamente, dopo di che 

S = )a0 v
3 + a3 = O l 

e quindi 

H= ja0 a,3 v= Oj . 

Si può dunque dire che 
« Se la supmjìcie cubica S è cosiffatta, che esista un punto la cui qua

drica polaTe sict un piano doppio (non passante p el punto), l' Hessiana del 
punto, t··ispetto ad S, si compone d:i tale piano e del cono cubico che si ot
tiene proiettando, dal punto suddetto, lit sezione del piano in parola con ta 
supm:ficie S. L e generatrici di questo cono sono osculat1·ici di S nei punti 
in cui essa è segata dal piano in discorso. 

5. Facciamo poi il caso in cui P appartenga ad S. Possiamo allora 
disporre degli elementi di riferimento in guisa che la quadrica polare Q 
di P rispetto ad S sia 

Q- lv x- y z =O l 
e quindi 

S - )3 v2 x - 6 y z v + a = O l 
Allora, mediante il calcolo del N. 2, si trova : 

H= jx 2 v2
- 2 v x y z + 4 y 2 z2 -x a3 = O! . 
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ciò ehe dimostra che : 
«Se P appat·tiene ad S, la Hessiana H, relativa, ha un tac-nodo in P. 

Il piano ta.ngente ad S in P è anche il piauo tangente singolare di H Tela
t-ivo al tac-nodo e tocca H lungo le d1te 1·ette osculatt·ici di S in P (1) ». 

6. Se P trovasi sopra una delle 27 rette di S, questa retta è doppia 
per la superficie H. Infatti, in questa ipotesi, ]a quadrica polare di P ri
spetto ad S passa per tale retta. È dunque lecito, nel1a rappresentazione 
del N. precedente, scegliere questa retta per x= o, y = O e inoltre esi. 
gere che nella ternaria cubica a 3 manchi il termine in zs, dopo di che l'e
quazione di H dimostra subito che ]a retta in parola è doppia per H. 
« Ne segue che se P tt·ovas·i nel punto d'incontro di dtte t·ette di S, la su
pe1'jicie H le possiede come t·ette doppie» e quindi rientra nella categoria 
delle superficie di quart'ordine a conica doppia (2). 

7. Più interessante è il caso in cui la superficie cubica S possegga 
tre rette concorrenti in un punto e situate in un piano (tangente ad S 
nel punto). Allora essa prende il nome da Eckardt (che è stato il primo 
a considerarla) e ((punto di Eckat·dt >> si chiama il punto in cui conver
gono tali tre rette (3). 

L'equazione di una tale superficie si potrà scrivere nella forma: 

S = j3v2 x+ 3 v x a1 + a3 .:=O! 

TI punto di Eckardt è P= (1000) e ]e tre rette di 8, che i vi convergono 
stanno sul piano x= O (che è tangente ad S in P) e sul cono cubico a3 = O. 

Calcolando allora l'Hessiana H di P rispetto ad s, secondo il N. 2, 
si trova che H si compone di 

x=O 

e della superficie S' seguente : 

S = ! v2 x + v x a1 + x a1
2 - a3 -= O l 

da cui si vede che S' è nuovamente una superficie di Eckardt relativa 
al punto P. Le due superficie S ed S' si tagliano lungo le tre rette che 
convergono in P e si toccano lungo la sezione col piano 

a1 + 2 v= O 

(l) Questa superficie è r appresentabile s ul piano e appartiene alla specie studiata 
da NOETHER in « Ueber rationalen F Uich.en vierter Ondnung ». M:ath. Annal. Bd. 33. 

(2) Per ques te superficie e specialmentfl p er i loro molti e svariati casi particolari 
vegga.si la memoria di S EGRE : « Stufaces du 4e ordre à conique double » Math . Anna!. Bd. Z4. 

(3) ECKARDT. Ueber diejen·igen Ji'liichen dritten Grades auf denen sich drei gerade l.inielt. 
in einent P11nkte schneiden. Math. Annal. Hd. 10. 

CIANI. Salle superficie alyebrich.e lintmetriche. Rendic. Ace. Lincei 1890, 
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che è il polare armonico di P rispetto ad entrambe. Dunque : 
«Se p è 7tn punto di Eckardt, per la superficie cubica S, la Hessiana 

di p 1·ispetto ad S, si compone del piano tan,qente in P ad S e di un altra 
sttperficie cub·ica S' per la q7tale P è mwvamente un p1mto di Ecka1·dt. Le 
due supm:ficie si ta.gliano lungo t1·e rette convergenti in P, sit1tate nel co
·mune piano ta.ngente, ivi, e si toccano lungo la cubica sezione del piano po
lare armonico di P (che è il medesimo rispetto ad entrambe le superficie). 

Ecco dunque come da una superficie di Eckardt se ne possano otte
nere infinite altre costruendo le successive Hessiane del punto di Eckardt 
relativo. E dall 'esame delle rispettive equazioni è facile desumere che dopo 
un numero finito di tali costruzioni è impossibile ricadere nella superficie 
primitiva di guisa che, in niun caso, può accadere di ottenere un ciclo 
finito, chiuso (per così dire) di tali superficie. 

8. Consideriamo finalmente il caso in cui P esista sopra l'Hessiana 
di S il che significa che la quadrica polare di P rispetto ad S sia un cono. 
Riprendendo l'equazione di S del N. 2, si osservi che questa quadri ca è: 

a0 v• + 2 at v+ a2 :-=O 

Se questa deve essere un cono, assumendone il vertice P' come punto 
{0001), ne segue che ai e a2 , le quali non contenevano la coordinata v, non 
contengono adesso nemmeno la z. Dunque, nella equazione di H del N. 2 
il coefficiente di v2 non contiene altro che x e y e quindi tal coefficiente, 
uguagliato a zero, rappresenta una coppia di piani passanti per la retta 
PP'. Segue quindi che P è punto doppio biplanare per H e la retta in
tersezione dei piani, che compongono il cono osculatore di H in P , è la 
retta PP'. 

Se inoltre P è uno dei 10 punti doppi della Hessiana di S (cioè uno 
dei vertici del pentaedro di Sylvester) è noto che la quadrica polare di 
P rispetto ad S è una coppia di piani. Assumendo la retta comune a tali 
piani come 

v=O 

ne segue che 

a0 v2 + 2 ai v + a2 

deve essere una binaria quadratica in v e z il che significa che 

ao a2- at2 =O 

rappresenta il piano z =O contato due volte. Dunque P è punto doppio 
uniplanare per la propria Hessiana H rispetto ad S. 

9. Viceversa : ammettiamo che l'Hessiana H di P ri spetto ad S ab
bia in P un punto doppio biplana.re. Riprendendo la solita equazione di . 
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S del N. 2, specifichiamo le notazioni ponendo : 

a0 = a , a 1 = b x + c y + d z , 

a2 = e x2 + f y2 + g z 2 + 2 h x y + 2 k y z + 2 l z x 

e quindi 

= x 2 (a e- b2) + y2 (af- c2) + z2 (a g - d2 + 
+ 2 x y (a h- b c)+ 2 y z (a k- c d)+ 2 z x (a l- d b). 

Allora, tenendo presente l'equazione di H del N. 2, si vede che la 
condizione perchè P sia punto doppio bi planare per H è: 

ossia: 

e quindi 

oppure 

a e - b2 

ah- be 

al- db 

l a 
b 

c 

d 

a 

b 

a h-b e al-db 

a f - c~ a k ·-- c d = O 

ak- c d ag - az 

b 

e 

b 

e 

h 

c 

h 

f 
k 

a=O 

c 

h 

f 
k 

d 

k 

g 

d 

k 

g 

=0 

=0 

Nel 1° caso P appartiene ad S ed è punto doppio uniplanare per H 
(perchè è tac-nodo, secondo il N. 5). Nel 2° caso si vede che la quadrica 
polare di P, rispetto ad S, è un cono, cioè P appartiene all'Hessiana. 

10. Possono questi due casi riunirsi in un solo allorchè P trovasi 
sulla linea parabolica di S. Piuttosto che servirsi dei calcoli del N. pre
cedente, giovano allora le seguenti osservazioni. 

Anzitutto, la presenza di P sopra S esige a0 = O nella (1) del N. 2, 
per cui si ha 

e quindi 
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H = l ai 2 v2 +ai a,2 v - ai a3 + a22 = !. 
La quadrica polare di P = (1000) rispetto ad S è 

2 ai v+ a2 =O 

793 

Se p deve essere sulla linea parabolica, tal quadrica deve essere un 
cono. 1\'fa ai = O è il piano tangente alla quadrica in P, dunque ai = O 
sarà adesso tangente anche al cono a2 = O (che ha il vertice in P). Ne 
segue, dall' ultima equazione di H, che la sezione di ai =O, con H , è co. 
stituita dalla generatrice lungo la quale ai = O tocca il cono a2 =O con
tata 4 volte. Il che è in pieno accordo con la conclusione del N. 5 per
chè quando P è un punto parabolico di S le due rette osculatrici di S 
in p debbono ben coincidere. Dunque: 

« Se p è un punto pambolico di S, la specializzazione ultet·iore, che ac
quista perciò i l tac-nodo di H in P, è che il piano tangente singolare rela· 
t·ivo non ha altm linea in comune con H all'infuori della retta oscttlatrice 
di S in P (la quale perciò deve esser contata quattro volte per costituire 
per intiero la linea suddetta). 

11. Come conclusione finale si può dunque affermare che: 
« Mentt·e l'Hessiana di un p1mto P. rispetto a una superficie mtbica S, 

ha ivi un punto doppio conico se P ha posizione genm·ica relativamente a S, 
questo punto diviene biplanare se P appartiene alla Hessiana di S, diviene 
uniplanat·e se P è uno dei vert-ici del pentaedro di Sylvester, diviene tac-nodo 
se P appartiene ad S >>. 

In altre parole : 
« Il luogo geomett·ico di un p1mto la cui Hessiana risvetto a una super

ficie mtbica S ha nel punto medes'i?no un punto doppio (a cono osmtlatot·e de
genere in una coppia di piani) è costituito dalla supet'jicie stessa S e dalla 
sua Hessiana ». 



SOPR.A LE INVOLUZIONI SIZIGETICHE 

DI FORME BINARIE BIQUADR.ATICHE 

[Atti Società Lig11stica 1925] 

1. - È noto che si chiama, fascio sizigetico di cubiche piane quello 
individuato da una cubica piana e dalla sua Hessiana. Si ottiene così 
un fascio di curve che hanno tutte in comune i :flessi che sono i nove 
punti-base. Siccome la forma Hessiana di una binaria biquadratica è an
cora una binaria biquadratica così, per ovvia estensione di linguaggio, si 
può chiamare sizigetico il fascio che esse individuano e poichè infine 
questo fascio (nella rapprentazione geometrica consueta su di una retta) 
individua, a sua volta, una involuzione di punti (che è di 4° ordine), per 
tal modo è venuto il nome di involuzione sizigetica al fascio suddetto 
(determinato dunque da una binaria biquadratica e della sua Hessiana) (1). 

Da una memoria che sto elaborando sopra la quartica gobba di 2" 
specie, nella quale ha importanza fondamentale la involuzione in parola, 
stralcio le seguenti semplici osservazioni intorno alle involuzioni sizige 
tiche suddette completando quanto già si conosce su di esse dalle ormai 
classiche lezioni di Clensch-Lindeman (2). 

2. - Adottando la forma canonica, rappresenteremo una tale invo
luzione mediante la equazione ben conosciuta 

Xt4 +6lx/x~/+x24 = O 

dove l è il parametro delle involuzione ogni valore del quale individua 
un gruppo deUa involuzione medesima che, per brevità chiameremo si
zigetico. 

(t) Vedi ad es. BERZOLARI: • 8-11i contbi·nanti dei Bistenti di forme binarie an-nessi alle 
qiUirtiche gobbe" · Annali di mat. Serie II. T. XX. 

(2) Vedi ad es. La traduzione F rancese di A. 13enoist. T. J pag. 284 . Gau thier-Villars. 
Parigi 1903. 
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Per l==;+ 2._ si hanno i tre quadrati perfetti sizigetici che 
- 3 

chiameremo i tre gruppi doppi. Le basi relative sono 

e costitui scono tre coppie armoniche, a due, a due, formati il covariante 
sestico di ogni gruppo sizigetico. 

Per l 1l2
- l} = O si hanno i 3 gruppi armonici. 

Per 3 l 2 +l-= O si hanno i due gruppi equianarmonici. 

3. - Indicando con l 1 il valore del parametro che individua l'Hes
sia.no del gruppo l si trova subito 

(l) 
e quindi: 

« Ogni gruppo sizigetico è Hessiano di altri due gn~ppi siz'iget-ici ». 
Annullando il discriminante della precedente equazione (in l) si trova 

3l/+l =o. 
Cioè: 
« I due gruppi suddetti coincidono se il gruppo considerato è equianar-

11Wnico >> . 
Dividendo la (l) per (l À1)2 e dopo passando al limite, per l = =, si 

trova che anche À1 = = : risolvendola per À1 si ha 

(2) 

e si ottengono gli altri due valori per cui À = À1 e sono + + . Quindi 

si può dire che: 
<< I soli gruppi doppi siziget·ici sono quelli capaci di coincidere, ciascu

no, col proprio Hessiano. 
4. - Indicando con l 2 il valore del parametro À corrispondente al

l'Hessiano di À1 , si ha dalla (2) del N. prec. : 

(
l- 3 Àt )2 

1-3 _6_À_ 

À2= (l-3J..2) -
6---

6À 

(l) Clebs<.h-Lindemann. loc. cit. pag. 297. 

9 l 4 + 18 l 2
- l 

12 l (1- 3 À2
) 



cioè 
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Esigendo che sia 'A2 = 'A , si trova 

- · 9 'A4 + 18 À2
- l 

12 'A (1 - 3 'A") 
=À 

ovvero 

27 i,4 + 6 'A2
- l= o .... 

(3 'A2 + l) (9 'A2 -l)= o 
ma per 9 ')..2 - 1 =O si ritrovano i gruppi doppi (N. 2) e rimane 

3 'A2 + l= o 
ossia gruppi equianarmonici (N. 2). 

Dunque: 

7!17 

(l) 

« I dtte gntppi equianannonici sizigetic'i sono, ciascuno, l'Hessiano del
l'altro (1) . .Non esiste altm coppia di gruppi sizigetici dotati di tale pro

pt·iettì ». 
5. - Lo Steineriano del gruppo 'A è dato da 

(l) 

quindi intanto : 
« Lo Steineriano di nn gt·uppo sizigetico è ancora sizigetico. 
Se si esige che sia 'A'== 'A si cade nella (l) del N. 4, il che esprime come: 
~ I soli gntppi sizigetici capaci di coincidere con i propt·i Steineriani sono 

i gruppi doppi e quelli equianarmonici ». 
Se invece si vuole che sia li = l' si è condotti alla equazione 

1 - 31' 
l 

alla quale soddisfano i gruppi doppi e quelli armonici. Ora è ovvio che 
un gruppo doppio abbia Hessiano e Steineriano coincidenti perchè tal 
gruppo è Hessiano e Steineriano di se stesso. All'infuori di questo caso 
ovvio, non vi sono che i gruppi armonici che adempiano alla condizione 
imposta. Si conclude che: 

« Ciascuno dei tre gruppi armon·ici ha Hessiane e Steineriano coincidenti. 
Questi relat·ivi gruppi coùwidenti sono quelli doppi >> . Più precisamente: 

X1
4 + X 2

4 = O ... (l= O) ha per Hessiano-Steineriano (xi x 2)
2 =O ('A==) 

x 4 + 6 2 2 + 4 ( ( 2 2 2 (, l ) 1 x1 x 2 x2 = o ... l = l ) >> x, - x2 ) = O • . • il.= 3 

x• - ·~ z 2+ , 4_ ( 1 u xi x2 x2 _O ... l=- l) » 
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In tal guisa ogni gruppo armonico viene riferito a un gruppo doppio 
che è il proprio Hessiano-Steineriano. 

6. - La (l) del N. precedente può scriversi 

3 l~ + 24 l 3 l' + 6l2 - l = o 
dalla quale risulta che: 

« Ogni gruppo sizigetico è steiner·ia.no di alt'ri qua.ttro ». 

Ora è notevole che la binaria biquadratica che si ottiene dalla prece
dente rendendola omogenea rispetto a ),, sia equianarmonica sempre (cioè 
indipendentemente da l'). Nasce così, al variare di l', un fascio di binarie 
biquadratiche tutte equianarmoniche. Si può dunque aggiungere la osser
vazione seguente: 

<<I quattro valori del pm·ametro l che inclividuauo qttattt·o gruppi si
zigetici clotati di un nwdesimo Steineriano, formano (et lm·o volta e sempre) 
ttn gruppo equianannonico >>. 

7. - Rappresentiamo su di una retta i gruppi della involuzione si
zigetica in discorso, riferendo ogni punto della retta e il corrispondente 
gruppo, allo stesso valore del parametro l. In tal guisa, al gruppo sizigetico 

X/+ 6 2 X12 X22 + ::C24 = 0 

corrisponde, sulla retta , il punto le cui coordinate omogenee sono date da 

JJ_ -'A 
l2 - . 

Or bene, i gruppi sizigetici armonici ed equianarmonici sono indivi
duati rispettivamente da (N. 2): 

À ( A2 - l)= o 
3 /..2 +l= o 

l 
mentre i gruppi doppi si hanno per l = oo , ± 3 . I punti corrisponden-

ti di questi gruppi sono dunque rappresentati, sopra la retta in parola, 
dalle seguenti binarie: 

A = (113 -l~ J..22 =O) 

D = (9 11
2 12 - 12

3 = O) 

E= (3 ),1
2 + 122 =O) 

per 

» 

>> 

gruppi armonici 

>> >> doppi 

» » eqnianarmonici 

dalle quali risulta che le prime due sono ciascuna la forma Q dell'altra (lì 
mentre la terza è l'Hessiana di entrambe. 

(l ) Clebsch-Lindemann, loc. ci t. pa.g. 272. 
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Si ha dunque: 
<<Nel rifer·imento precedente, le dtte b·inat·ie ettbiche rappresentant·i l'mut 

i gruppi sizigetici annonici e l'ctltnt i gruppi doppi, sono l'una la forma Q 

dell'altm, tnentt·e la binat·ia quadmtica t·app'resentante i dtte gntppi eqtti
a.nannon-ici è lct comune H essiana delle prime due». 

s. _ Abbiamo già osservato, al N. 3, che un gruppo sizigetico è 
Hessiano di altri due. Indicando con 1 e ~~ i due valori del parametro 
caratterizzanti due gruppi dotati dallo stesso Hessiano, dovremo avere 

(N. 3) 

l - 312 -l- 3112 

). 11 

da cui 

ed essendo 11 =f= 1 rimane 

31A1 +l= o. 
Quindi: 
«Nel solito rifet·ùnento del N. precedente, le infinite copp·ie di punti che 

rappt·e.~entano, sulla retta, le infinite coppie di gntppi che ltcwno l'Hessilti!O 
in comune, costitttisco il o ttna inroluzione, ilt quale ha pet· punti doppi i Tap· 
pt·eaentanti dei dtw grupp·i equianannon·ic·i (N. 3} >> . 

9. - Quel che si è fatto precedentemente riguardo all'Hessiano può 
farsi anche per lo Steineriano. Se due gruppi siziget ici 1, l 1 debbono a
avere lo stesso Steineriano, sarà (N. 5) 

- 3 1. - 6 12 + l - 3 114 -- 6 11 ì + l 
r• 11" 

da cui escludendo 1 = l 1 si ricava 

3 (121)3
- 6 (U1)~ + 111 + A2 + 11

2 =O ... (l) 

Dunque: 
«Alla osservazione già fatta al N. 6, dalla qttale 1·isulta che tm grup

po sizigetico ne ind·ividtta alt1·i tre che con esso lumno in conwne lo Ste·ine
riano, si può aggiungere, adesso, che fra i valori del panunetro 1 camtte
rizzanti due gruppi dotati dctllo stesso Steiner·iano passa la relazione ( 1} 
precedente che è 1m sistmna simmetrico d-i 3° grctdo ». 



RICERCHE SOPRA LE QUARTICHE RAZIONALI GOBBE. 

E stratto dal tomo LH (1928) dei Rendiconti del Circolo Mate1natico di Palermo. 

Stralcio dalle mie lezioni di Geometria superiore, tenute l'anno scorso 
nell'Università di Firenze, le seguenti considerazioni, intorno alle quarti
che razionali gobbe, le quali non solo confermano proprietà già conosciute, 
ma altre ne aggiungono (a guisa di complemento) che mi sembrano degne 
di un qualche interesse. Nella larga bibliografia, intorno a queste curve 
mi valgo specialmente di due belle memorie [una di BERZOLARI (l) e una 
di GERBALDI (2)] alle quali spesso si collega questo mio studio e alle quali 
rimando il lettore desideroso di maggiori dettagli bibliografici. 

CAPITOLO I. 

Osservazioni sopra la superficie di Steiner. 

l. La quartica razionale gobba è talmente collegata alla superficie di 
STEINER che è indispensabile di richiamare, anzitutto, quelle sue proprietà 
fondamentali che più si adattano al nostro scopo. 

Cominciamo dalle due forme più notevoli della sua equazione. La 
prima si ottiene riferendo la superficie al « tetraed1·o doppio» (ossia a quello 
formato dai suoi piani doppi) ed è (3) : 

(l) y~ + y x 2 + y x3 + y x4 = O 

ovvero, in forma raziona.le : 

(2) 2.' xt - 4 .2: ~ Xk + 6 2.' x; x~ + 4 .2: x~ xh Xk - 40 x1 x2 x3 x4 = O • 

{l) L. BERZOLARI, Sui combina-nti dei sistemi di forme binarie annessi alle curve gobbe ra· 
zionali del 4o ordine [Annali di Matematica pura ed applicata, serie II, t. XX (1892), 
pp. 101-162] 

(2) l<'. GERGALDI, La S1,perfici.e di STEINER studiata nella S1ba rappresentazione analitica 
mediante le forme ternarie quadratiche (Stamperia Reale di Torino di I. Vigliardi, 1881). 

(3) F. GERBALDI1 loc. ci t. (2), pag. 45. 

CU.Nl 51 
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La seconda si ottiene invece riferendo la superficie alle tre facce y1 

y2 y 3 del triedro individuato dalle tre rette doppie e al piano y4 determi
nato dai tre coniugati armonici del punto triplo (sopra ogni retta doppia) 
rispetto alla coppia di punti uniplanari della superficie situati su tale retta. 
Per brevità chiameremo << tett·aedro singolare >> della superficie un tal te
traedro e allora la relativa equazione è {l) : 

(3) Yi Y~ + y; Y~ + Y~ yi- 2 Yt Y2 Ya Y4 = o 
2. Il modo più semplice per passare dalla (2) alla t3) del N. prece

dente consiste nell'osservare che la (2) può scriversi così : 

(xi + x2 - x 3 - x4)
2 (xi - x2 - x3 + xt)2 +(xi - x2 - x3 + Xt)2 

(xi - x2 + x 3 - xir + (xi - ~ + x3 - xt? (xi + x2 - x 3 - xtl2
-

-2(xi+x2-x3-x4)1x1 - x2 - x3+x4)(x1- x2+x3-x4\(x 1+x2+x3+x4)=-0 

dopo di che si vede che la cercata trasformazione è : 

Ya =xi - X2 + Xa - X4 , y, = X1 + :1:2 + Xa + X4, 

da cui segue che i piani doppi, riferiti al tetraedro singolare, sono: 

{l) ~ Yi+Y2+Ya+Y4=0, 

1 - Yi + Y2 - Ya + Yi = O , 

Yi - - Y2 - Ya + Yt = O, 

- Yt - Y2 + Ya + Yt = O. 

Sulla (3) del N. precedente si verifica facilmente che la quadrica po
lare, rispetto alla superficie, di un punto generico, situato su di una retta 
doppia, per esempio (O, O, 1, A) è y~ + y; - 2 A y1 y2 = o, il che significa 

che si compone di due piani passanti per tale retta (i quali coincidono, 
quando sia A= + 1, in quelli rappresentati rispettivamente da y1 + y2=0~ 
Questo conferma che tutti i punti di una retta doppia sono biplanari ad 
eccezione del punto triplo e di due che sono uniplanari (2). Se inoltre, so
pra ciascuna retta doppia, si costruisce il coniugato armonico del punto 
triplo rispetto alla coppia dei punti uniplanari, ivi esistenti, si ottengono 
i tre vertici del tetraedro singolare giacenti sulla faccia opposta al punto 
triplo (come abbiamo già osservato nel N. 1). 

3. Il cono osculatore alla superficie, in un punto uniplanare, si ri· 

(l) F. GERBALDI, loc. cit. (~), pag. H. 
(2) Mi pare che questa denominazione sia da preferire a quella di punti cuspidali 

(GERBALDI, loc. cit. (2), pag. 44), perchè più coitsona a quella Cremoniana della teoria 
generale delle superficie. 
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duce ad un piano che, contato due volte, costituisce la quadrica polare 
del punto. I sei punti uniplanari individuano cosl i seguenti sei piani: 

Yt +y2= 0 , Ya + Y1 =O' 
elle chiameremo « piani osculanti ». È ovvio constatare che le loro traccie, 
sopra y

4 
= o, sono lati di un quadrangolo completo i cui vertici (in quel 

piano) banno per coordinate: 

(l' l' l); (- 1 , l, l); (l' -l' l ) ; (l' l' -l). 

n relativo triangolo diagonale è il fondamentale (in y4 = 0). Le rette 
che proiettano da (O, o, o, l) i vertici di tale quadrangolo possono in· 
tendersi rappresentate parametricamente da (l , l , l , l); (- l , l , l , A.) ; 
{l , _ 1 , 1 , A.); (l , l , - l , l). Per l = l , nelle prima parentesi, e 
A= __ 1 nelle rimanenti si ottengono i vertici del tetraedro doppio (N. 2). 

Dunque: 
<~I sei piani osculanti costituiscono le facce del quadt·ispigolo completo 

individua.to dalle quattro 1·ette che dal punto tt·iplo proiettano i vet·tici del te
traedro doppio. Il trispigolo diagonale è q~tello formato dalle tre rette doppie». 

4:. Ogni piano oscnlante, passando per una retta doppia, sega ulte
riormente la superficie in una conica la quale, per ragioni che dichiarere
mo in seguito al N. 33, chiameremo <<conica complen~entare >> . Si hanno 
dunque sei coniche complementari. Esse passano tutte pel punto triplo . 

.Ad esempio, quella situata in y1 - y 2 =- O può essere rappresentata 
parametricamente da (2 l, 2 l, 2l\ l+ 2l2

) e per l= O si ha (O, O, O, 1). 
È anche facile constatare il loro passaggio, a tre, a tre, per i seguenti punti: 

{2, 2, 2, 3) ; {2, - 2, - 2, 3) ; (- 2, ~' - ~, 3) ; (- 2, - 2, 2, 3) . 

Cosl, ad esempio, passano per (2 , 2 , 2 , 3) quelle situate in y1 - y2 = 
= O , Y2 - y3 = O , y3 - y1 = O ecc. ecc. Dunque : 

« Le sei coniche complementari passano tutte pel punto triplo e, a tre, 
a tre, per altri q~tattro punti della supe?:ficie ~ (vertici di nn tetraedro che 
chiameremo << complementm·e >, ). Si può aggiungere che dalle relative coor
dinate risulta : 

<< ll tetraedro cmnplementat·e è mnologico di quello doppio, essendo cen
tro di onwlogia il p1mto triplo, piano fondamentale, la faccia opposta al punto 

sud-detto (nel tett·aedro singolare) e ~ l'invariante assoluto~ (quando il rela-
2 

tivo birapporto sia valutato nel seguente ordine: nn vertice del doppio, 
il corrispondente del complementare, il centro d'omologia, e il punto d'in
contro della retta che contiene questi tre punti col piano di omologia). 
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Sarebbe anche ovvio, con le formule ora introdotte, di confermare i 
noti vincoli di posizione fra il tetraedro doppio e il singolare (1). 

5. Pinalmente è indispensabile di metter bene in evidenza il gruppo 
di collineazioni spaziali rispetto al quale la superficie di STEINER è inva
riante. 

Riferendo la superficie al suo tetraedro doppio mediante la equazione: 

Yx1 + Yx2+ Yx; +Yx4 =O 

(già segnalata al N. lì, è ovvio che le collineazioni in parola possono es
sere rappresentate dalle sostituzioni : 

dove i, h, k, l è una qualunque permutazione di l, 2, 3, 4. 
Dunque queste collineazioni sono 24 (compresa l'identità) e permuta

no in tutti i modi possibili i piani doppi tenendo fissi inoltre punto e piano 
unità, cioè il punto triplo e la faccia opposta nel tetraedro singolare. Esse 
compongono uno dei cinque gruppi quaternari ottaedrici possibili (2). 

Se invece si ricorre al riferimento della superficie dj STEINER al suo 
tetraedro singolare mediante l'equazione : 

Y~ Y~ + y; Y! + Y~ Yi - 2 Yt Y2 Y3 Yh = O 
[già segnalata (3) del N. l) si vede subito che le collineazioni in parola 
possono rappresentarsi con le sostituzioni 

dove i, h, k è una qualsiasi permutazione di 1, 2, 3, e la scelta dei se
gni sia fatta in guisa che il prodotto y1 y2 y3 , nella sostituzione, non 
cambi segno. Adesso il punto invariante è (0001) e il piano invariante è 
y 4 = O (punto triplo della superficie e faccia opposta nel tetraedro singo
lare). Quest'ultimo modo di rappresentazione del gruppo quaternario in 
parola, ha il vantaggio di mettere subito in evidenza il gruppo ternario 
(piano) che esso subordina sopra y 4 = O e che costituisce il gruppo ottae
drico piano (3). 

{l) GEHJ3ALDI, loc. cit. (2), pag. 44. 

(2) E' il G;!. Vedi la mia Memoria, Sopra i gruppi finiti di collineazioni qu.aternarie o
loedricam.ente isommfi con quelli dei polied·ri regolari [Annali di Matematica pura ed appli• 
cata, serie III, t. VIII (1903), pp. 1-37). 

(3) Vedi l'altra mia Memoria, Contrìbuto alla teoria del gmppo di 168 collineazioni 
piane [Annali di Matematica pura ed applicata, serie III, t. V. (1901) pp. 33-55). 
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6. Per la maggiore semplicità di descrivere le collineazioni del grup
po quaternario in discorso conviene servirsi di quest'ultimo riferimento. 

Cominciamo dalle tre involuzioni gobbe che hanno per assi le tre cop
pie di spigoli opposti del tetraefu'o singolare. 

\Yt , - y2 , - Y3 , Yl/ , ~- Yt ' Y2 ' - Ya ' Y4l' ~- Yt , - Y2 ' Ya , Y4/. 

~y 1 Y2 Y3 y4\ Ì Yt Y2 Y3 Y4\ Ì Yt Y2 Y3 Y4\ 
Vengono poi sei omologie armoniche che hanno per piani fondamen

tali i sei piani osculanti ( "· 3) e per centri i punti dove questi piani ta
gliano quegli spigoli del tetraedro singolare esistenti sulla faccia opposta 
al punto triplo. Però è indispensabile por mente al modo col qaale i pia
ni fondamentali suddetti debbono essere associati ai relativi centri. Ciò 
risulta dai due seguenti esempi : 

~ Yt Ya Y2 Y4 ~ che ha il centro in (O, 1,- 1, O) e per piano fondamen-
Yt Y2 Y3 Y4 

tale Y2 + Y3 = O 

c e a 1 cen ro m ~ Yt , - Y3 , - Y2' Y4 ~ h h .1 t . (O, 1, 1, O) e per piano fonda-
Yt Y2 Y3 Yl 

mentale y2 + y3 = O. 

Per tal guisa dunque il centro dell'una giace sul piano fondamentale 
dell'altra. 

Dopo, sono da segnalare otto collineazioni assiali a periodo tre divise 
in quattro coppie così che quelle di una coppia sono ciascuna il quadrato 
(o l'inversa dell'altra) e hanno in comune gli elementi uniti. Gli assi di 
punti 1miti relativi sono le rette che dal punto triplo proiettano i vertici del 
tetraedro doppio, gli assi di piani uniti sono le intersezioni della faccia 
del tetraedro singolare, che si oppone al punto triplo, con le facce del 
tetraedo doppio suddetto. 

Eccone un esempio : 

Ya Yt 

Y2 Y3 
r= 1, 2. 

Le rappresentazioni parametri che dell'asse di punti uniti e dell'asse 
di piani uniti sono rispettivamente 

(l' l' l' À) ; 

Infine si hanno sei collineazioni a periodo quattro con quattro punti 
e quattro piani uniti, per ciascuna, che si possono distribuire in tre coppie. 

Ecco una di tali coppie 
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~ - Yt ' - Ya ' Y2' Y4 l 
Ì Ya Y2 Ya Y4 ~ ' 

~ - Yt , Ya ' - Y2 ' Y4 l . 
~ Yt Y2 Ya Y4 ~ 

Ciascuna è il cubo (o l'inversa) dell'altra. n quadrato di una qualun
que di esse è una delle t re involuzioni gobbe segnalate e precisamente la 

~ Yt 
- Y2 -ya 

Y1 ~. 
Yt Y2 Ya Y4 

I punti uniti (comuni) sono i seguenti: 

(l O O O), (O O O l ), (O l i O) , (Ol- i O) 

di cm 1 primi due costituiscono il punto triplo e un altro vertice del te
traedro singolare. I due rimanenti esistono sullo spigolo del tetraedro sud
detto opposto a quello che contiene i primi due e compongono, su tale 
spigolo, la coppia armonica a quella formata dai vertici del tetraedro e a 
quella dei centri delle omologie già segnalate. 

Si hanno così 23 collineazioni quaternarie aggiungendo alle quali l'i
dentità si ottiene il gruppo cercato. 

7. N el sistema di coordinate x1 , mentre la descrizione geometrica non 
è così espressiva come col sistema y1 , per contro la rappresentazione ana
litica si può notevolmente semplificare decomponendo ciascuna sostituzione 
nei suoi cicli. 

Per tal guisa le tre involuzioni gobbe possono rappresentarsi così 

le sei omologie armoniche sono le seguenti : 

le quatt ro coppie di collineazioni assiali, a periodo tre, possono scriversi 
così: 

con r =l, 2, 

e infine, per le tre coppie di collineazioni cicliche, a periodo quattro, si ha: 

con r= 1, 3. 

Fra i sottogruppi sono specialmente da segnalare il quadrinomio che 
è costituito dalle tre involuzioni gobbe e dall' identità il quale spetta alla 
quartica gobba generica (N. 10), l'alterno (tetraedrico) che spetta alla 
quartica equianarmonica (N. 49) e uno di ottavo ordine che si può gene
rare aggiungendo una delle sei omologie precedenti al sottogruppo qua
drinomio e che spetta alla quartica armonica (N. 40). 
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CAPITOLO Il. 

La involuzione sizigetica sopra una quartica razionale gobba. 

s. n punto di partenza è una mia Nota intitolata Sopra alcuni g1•up
p·i l-inem·i q1,aternctt·i dotati di quaTt·ica, o di qu intiche gobba t•azionale in
vat·iante (1). Sia dunque 0 4 una quartica gobba razionale generica. Le 
coordinate di un suo punto qualsiasi si esprimeranno mediante forme bi·· 
narie biquadratiche che si potranno sempre riguardare quali quarte po
tenze di forme lineari. Basta, a tale scopo, riferire 04 al tetraedro dei 
suoi quattro piani stazionari. 
Queste coordinate potranno dunque assumersi così: 

x1 =M•, x2 =N\ X3 =P1
, x4 =Q" 

dove M, N, P, Q sono forme lineari binarie e la biquadratica binaria 

MNPQ=O 

rappresenterà complessivamente i quattro punti di contatto dei piani 
stazionari. Inoltre, scegliendo, sopra 04, come coppia di riferimento quella 
armonica ad M N , P Q si vede che si potrà scrivere 

M= a l + b p,, N = a l - b p,, P = b À + a p,, Q = b À - a p,, 

dove a, b sono costanti e l, p, le variabili delle binarie in parola, di guisa 

che~ sarà il parametro disteso sopra 0 4• 
p, 
In conclusione dunque noi assumeremo, come rappresentazione para· 

metrica della nostra curva 0 4, la seguente: 

x, = (al+ b p,)\ x 2 = (a l - b p,)4, x 3 = (b À +a p,)4
, x 4 = (b À- a p,)4• 

Con denominazione più consona chiameremo <<piani iperosculanti >> i 
piani stazionari e << p1mti iperosc1tlati » i relativi punti di contatto. La 
binaria che rappresenta questi ultimi è 

con 

dove è da intendere che i valori h=+ 2 sono da escludere in quant<l 
che i punti iperosculati e quindi i piani iperosculanti, non essendo allora 
più distinti, non possono assumersi questi ultimi, come facce del tetraedro 
fondamentale. Per il birapporto dei punti iperosculati si ha poi: 

(l) Rendiconti del R. Istituto Lombardo (li Soie:Qze e Lettere !!lerie II
1 

vol, :xx;x Vll 
(1904), pp. 341-353, 
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h-3 
(M N p Q) =h+ 2" 

9. La binaria biquadratica l dei quattro punti iperosculati e la sua 
Hessiana individuano un fascio che si chiama sizigetico per ovvia esten
sione di linguaggio (dalle cubiche piane) e siccome i relativi gruppi, di 
quattro punti ciascuno, rappresentanti le forme del fascio, costituiscono 
una involuzione, così, in definitiva, tali gruppi si sono chiamati « sizige
tici • e << involttzione s·izigetica » la involuzione in parola (1). Essa può rap
presentarsi con: 

À 4 + ft4 + 6 tl2 ft2 = o 
dove t è il parametro ogni valore del quale individua una forma del fa
scio e quindi un gruppo sizigetico. 

In particolare per t = - : si ottiene il gruppo dei punti ipero-

8Culati, per t W -- l) = O si hanno i tre gruppi armonici, per 3 t~ + l = 

= O si hanno i due equianarmonici, per t= oo, + ~ si hanno i tre 

gruppi doppi {cioè i tre quadrati perfetti). Le tre coppie relative com
pongono il covariante sestico comune a tutti i gruppi sizigetici (2). 

10. Ciò premesso è ovvio constatare che le tre involuzioni binarie: 

(l) (
À -p.) 
À ft ' (r ~), 

generano rispettivamente le seguenti involuzioni gobbe: 

(2) 

ognuna delle quali trasforma Ct in se stessa. Insieme all'identità esse 
compongono il gruppo quadrinomio quaternario (già segnalato al n° 7) ri
spetto al quale la C, generica è invariante 2

). È uno dei tre gruppi qua
drimoni quaternari possibili ~) e lo indicheremo con G!. 

Mediante queste formule è facile riconoscere le seguenti · circostanze 
geometriche. 

Gli assi delle tre involozioni gobbe sono gli spigoli opposti del te
traedro che ha per vertici i punti 

A=(l,l,l,l); B=(1,1,-l,-l); C=(l,-1, - 1,1); D=(l,-1,1,-1). 

(l) Vedi la. mia Nota Sopra le involuzioni 1izigeticlw di forme binarie biquadralicle 
(Atti della. Società Ligustica. di Scienze e Lettere, Vol. IV, pa.g. 243]. 

(2} Vedi la. 11).ia. Nota citata precedentemente (1). 
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1 tre spigoli .AB, .A C, .A D, sono le tre corde principali di C4 i cui 
punti di appoggio sono rappresentati da : 

A !l (.1.4 - !l4) = o. 
Più particolarmente, lo spigolo A B è intersezione dei piani : 

Ct
2 (xi - x2) + b2 (xc~ - X;J) = O , 

b2 (x1 - x2) + a2 (x~ - x3) = O 

osculatori di C~ rispettivamente in A= o, Il= O. 
Lo spigolo .A C è intersezione dei piani : 

(a- i br (x1 - x 4) + (a+ i W (x3 - x2) = o, 
(a+ i b)2 (x1 - x4) + (a -i b)2 (x3 - x2) = O 

osculatori di C4 in À. = 1, !J. = +i. 
Lo spigolo .A D è intersezione dei piani : 

(a - b)2 (xi - x3) + (a + W (x, - x2l = O , 

(a + b )2 tx1 - x3) + (a - W (x4 - x2) = O 

osculatori di C~, in A= !J. = l; À. = -Il= l . 
Dunque: << La cttt·va C4 è inva.riante t•ispetto a tre involuzioni gobbe i 

cui ass·i sono le tt·e coppie di spigoli opposti del tetmedro formato dalle facce 
del triedro principale della cttrva e, come quarta faccia, dal piano che contiene 
i tre coniugati armonici del vet·tice del tt·iedt·o suddetto rispetto aj, punti di ap
poggio della mu·va con le tre corde principali. Tali ptmti di appoggio sono 
rappt·ese-ntati analiticamente dalle tre copp·ie del covat·iante sestico dell' invo
luzione sizigetica (n° 9) >> . Aggiungendo, a tali tre involuzioni gobbe l' iden
tità, si ottiene il gruppo· quadrinomio quaternario G1 gia indicato (ni 7 e 4 . 

10) rispetto a cui C4 è invariante. Il tetraedro suddetto sarà chiamato bre-
vemente << il tetraedro pt·incipale d.i C4 >>. A suo tempo, quando metteremo 
in relazione la C4 con la superficie di S'J'EINER, di cui C4 è una asinto
tica, vedremo che il tetraedro principale e l' iperosculante di C4 non sono 
altro che il tetraedro singolare e quello doppio della superficie suddetta. 

11. Con le denominazioni introdotte nei ni precedenti ne segue cbf 
« Ogni gruppo sizigetico, sopm C4 , è invariante rispetto al gruppo G! e, vi-

ceversa, ogni quatet·na di punti di C4 , invar·iante t·ispetto a G! , costituist;e 
un gruppo sizigetico ». 

Ogni gruppo sizigetico individua un tetraedro al quale daremo l'ap
pellativo di sizigetico. Si banno così = 1 tetraedri sizigetici. Il luogo dei 
vertici è, ovviamente, C 4 • 

Al no 24 sarà considerato l' inviluppo delle fa(lce. 
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Le quadriche invarianti, rispetto a GI4, formano il sistema lineare oo3 

seguente 

~ !'(;2·i + À (x1 x2 + x3 :r4) + f.l. (xi :r3 + x2 X4) +,(xi x4 + X2 xa) =O 

da cui resulta facilmente che una quaterna generica di rette invariante 
appartiene a una serie rigata sopra una quadrica del sistema. In partico
lare dunque: 

«Le quattro tangent·i a 04 nei quatt·ro p1mti di un gr1tppo sizigetico ap
pa1·tengono a una stessa serie 1"igata (1) >>. 

12. Tagliando la curva 04 con un piano Ua: = O si trova una binaria 
biquadratica in À e 1.1. che scriveremo così : 

(l) 

dove 

(2) 

Ne segue 

(3) 

m, = a4 (u1 + u2) + b4 (u3 + U 4) , 

n= 4 ab [a2 (u1 - u2) + b2 (u3 - u4)] , 

p = 6 a2 b2 ~ ui , 

q= 4 ab W (u1 - u2) + a2 (u3 - n4)l, 

r = b4 (u1 + u2) + U 4 (u3 + U 4). 

6 (1n + r) - h p =-= O 

a4 + b4 
dove h= ---- come nel n° 8. Dividendo la (l) per f.1.4 e ponendo a2 bz 

À • l -==a, no1 a scriveremo nella forma : 
f.l. 

(4) 

e la (2) così : 

(5) 

Se dunque si indicano con ai a2 a3 a4 le radici della (4) si avrà 

6 (ai a2 a3 a 4 +l)- h~ a; ak =O 

la quale apparisce quindi come la condizione necessaria affinchè 4 punti 
di 0 4 individuati dai valori : 

(1) BERZOU.RI1 loc. ci t. pag. 160, 
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À 
del parametro a=- siano in nno stesso piano (1). 

f.1 

811 

13. La condizione è anche sufficiente. Abbiansi infatti quattro numeri 
a

1 
a

2 
a

3 
a 1 collegati dalla relazione (5) del N. precedente e dimostriamo che 

essi si possono riguardare come quattro valori del parametro a, disteso 
su c

1
, individuanti quattro punti situati in un piano. Tutto si riduce a 

cercare le coordinate u ; di questo piano espresse per le a1 • 

A tale scopo sia : 

m a·1 +n a3 +p a2 + q a + r = O 

la equazione in a avente per radici a 1 a2 a 3 a 4 vincolate dalla relazione (5) 
del N. precedente. Ne segue: 

6 (..!:... + l) - k _.!_ = o m m 
ossia: 

6 (r + 1n) - k p = O 

che è la (3) del N. precedente. D 'altra parte la l • e 3• delle (2) e la 2• 
e 4• pure delle (2) dello stesso N. precedent~ dànno: 

n a2
- q b2 

ut - 1L2 = 4 ab (a4- b4)' 

e con ciò anche le (3) del N. precedente sono soddisfatte. 
Non manca che di risolvere le precedenti rispetto alle ui • Nelle for

mule che per tal guisa s~ ottengono, si moltiplichi poi, nei secondi mem-

b . l ~ tto d. . l. , 2 (a4 - b4) . . h n, pe ~a re 1 proporzwna Ità ---- e Sl osservi c e: 
1n 

n 
-=-Ia· m • ' 

Si vedrà così che, per le u, , coordinate cercate, si possono prendere 
le seguenti: 

(1) ÀRMENANTE, Sulle curve gobbe razionali del 4o ordine [Giornale di Matematiche la 
Se . ' 

r.Ie, . V~l. 11 e 12 (1873-74)), Sono due memorie che saranno citate anche in seguito. 
Qui CI BI riferisce alla h , pag. 221. Vedi anche BERZOLARI, loc. cit., pag. 116. 
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b2 X a.; ah ak - a2 X a; 
4ab 

b2 X a; - a 2 X a; ah ak 

4ab 

dove è da tener presente che fra le a; passa la relazione : 

6 ( a1 a 2 a3 a 4 -+- l) - h X a; ak = O • 

Così lo scopo è raggiunto. Il risultato di ARMENANTE-BERZOLARI si 
completa quindi mediante le (l) precedenti che dànno le coordinate u, del 
piano contenente quei quattro punti di 0 4 che sono individuati dai valori 
a; soddisfacenti all'ultima sopra indicata relazione. 

14. È da notare il caso pa.rticolare in cui essa sia soddisfatta indi
pendentemente da h. Scrivendola nuovamente: 

(1) 
si vede che ciò accade quando: 

ai a2 a3 a 4 + l = O , 

Allora, ricordando che si ha (N. 13) : 

p 
- = Xa;ak, 
t n 

segue p= o, r + tn =O e quindi dalla (2) del N. 12 si ha .X Ui =O il 
che significa che il piano u"' =O passa pel punto A =(l , l, l, l l ver· 
tice del triedro principale di 0 4 (N. 10). Viceversa, se questo accade 
.X tL; =o e quindi p =c O, dop_? di che m + t • = O (N. 12) e quindi 

ai a2 a3 a 4 + l = O , .X a, ak = O • 

Dunque : << I piani passanti pel vertice del triedt·o principale di C, (e 
soltanto essi) segano la curva in quattro punt·i i etti valor·i del parametro 
soddisfano la relazio1w fondatnentale (l) precedente indipendentemente h>>. 

15. Tale relazione serve a confermare rapidamente resultati già 
noti. Ad esempio esisteranno gruppi sizigetici pia.ni ' 

Per un gruppo sizigetico si deve avere, partendo dal valore a: 
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Ponendo questi valori nella relazione fondamentale (5) del N. 12 si 

trova: 
12 az -t- h (a4 + l)=-= O 

e ricostituendo la omogeneità : 

A_• + .u· + ~~ ).2 .u2 = o . 

Cioè « esiste un solo gruppo piano sizigetico ». Lo individua il valore 

t = + nella rappresentazione dei gruppi sizigetici adottata nel N. 9. Sic

come poi ogni gruppo sizigetico è inva.riante rispetto a G! (N. 11) così 
può aggiungersi che esso esiste nell'unico piano invariante, cioè in~ x 1 = O. 

Se nella medesima relazione si fa a 1 = a 2 =a, {J1 = {J2 = {J essa di

diviene: 

6 (a2 {P + l) -h (a2 + {J! + a {J ) =-:O 

e collega i due valori del parametro individuanti i punti di contatto di un 
piano bitangente a C!. La dipendenza fra a e {J è un sistema simmetrico 
di 2o grado il che conferma che una tangente di C 4 si appoggia ad altre due. 

16. Cerchiamo le condizioni perchè tre punti di C4 siano allineati. A 
tale scopo, ordinando in a 4 la solita relazione fondamentale (5) del N. 12 
la scriveremo così: 

a 4 j6 a1 a2 a3 - h (a1 + a 2 + a 3)! + j6- h (a1 a 2 + a 2 a 3 + a 3 ai)! =O. 

Ora se a1 a2 a3 individuano tre punti allineati di C 4 , questi, insieme 
a. un altro punto quasiasi a 1 di C4 , debbono individuare quattro punti 
complanari. 

Bisogna dunque e basta che la precedente relazione sia soddisfatta 
indipendentemente da a4 • Si trova dunque: 

(l) ~ 6 a 1 a2 a 3 - h (a1 + a2 + a 3) =O, 
~ 6- h (ai a 2 + a 2 a 3 + a 3 a1) =O, 

che sono le condizioni cercate. Discuteremo a suo tempo l'ipotesi h = O. 
(Cap. V). Essendo dunque h=)= O si elimini h e si troverà: 

{2) ai a2 a3 (a1 a 2 + a2 a 3 + a 3 ai ) - (a1 + a2 + a 3) =O 

che si può assumere come prima condizione d 'allineamento dei tre punti 
al a2 a3 • Soddisfatta questa (che è indipendente da h) bisogna poi a.ggiun
gere una qualsiasi delle (1) (che la rimanente resulterà di conseguenza). 

17 · Si osservi adesso che si soddisfa alle (l) del n° precedente pren
dendo: 
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Dunque a1 a2 a3 si possono riguardare come radici della seguente e. 
quazione in z 

6 h z3 + 6 h {3 z2 + 3 6 z + {3 h2 =O 

e così al variare del parametro {3 si otterranno le CXJ
1 terne di punti al

lineati di O, , cioè le 00
1 trisecanti, di 04 costituenti, com'è ben noto, le 

generatrici di una serie rigata sopra la quadrica che passa per 0 4 (n° 26). 
18. Sempre nell'ipotesi h =l= o noteremo anche come le (1) del no 16 

possano scriversi così : 

Dunque se a individua un punto P generico di 0 4 , gli altri due va· 
lori del parametro che individuano i due punti 0 4 allineati con P, sono le 
radici della seguente eq nazione in z: 

(l) 

(2) 

z2 h (6 az+ h) - z a (36 - hz) + h (h a 2 + 6) = O 

Se in questa si fa z =a si trova: 

h2 -13 
a4 + l + 2 h a2 = O 

che è del 4° grado in a. Ecco la conferma della esistenza di quattro tan
geuti-secanti di 04 e la (2) fornirà i quattro valori di a inerenti ai rela
tivi punti di contatto. Se invece si vogliono i punti di secanza dovremo 
annullare il discrimante della (l) rispetto alla z. Si trova così: 

(3) 4 + -+- h
4 + 72 h

2 
- 432 2 - o 

a l ' 8 h3 a - . 

Rendendo omogenee le (2) e (3) esse divengono rispettivamente: 

.(4 + u4 _.;.... h2 - 12À.z z_ O 
r l 2h P--' 

)..4 + 4 + h
4 + 72 h

2

- 432 .A? 2 =0 
P- 8~ P- ' 

e in relazione al parumetro t (n° 9) si può dire che i gruppi sizigetici dei 
punti di contatto e di secanza delle quattro tangenti-secanti di 04 si ot
tengono rispettivamente per: 

h2
- 12 

t = -1-:2-:h:--' 
h4 + 72 hz- 432 

t=--= 48 h3 
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e quindi costituiscono l' Hessiano e lo Steineriano del gruppo individuato 

iperosculati (n• 9). Onde la nota h ' ll d . t' da t = _ 
6 

che e que o e1 pun 1 

proprietà : 
«n gmppo sizigetico dei p1tnti ipm·osculati ha per Hessiano e Steine-

1.iano 1-ispettivarnente quello dei punti d·i contatto e di secanza delle quattro 

tm~genti -secanti (l)>>. 

Ricordando che il gruppo sizigetico piano è individuato da t = ! 
(no 15), si trova facilmente che il suo gruppo Hessiano è anche quello dei 
punti di contatto suddetti (il che non è da meravigliare perchè ogni grup
po sizigetico è Hessiano di altri due (2). Si può dunque aggiungere : 

« I due gntppi sizigetici che hanno pet· Hessiano quello dei p1tnti di con
tatto delle tangenti-secanti sono i l gruppo piano e quello dei punti iperosculati >> . 

19. Riprendiamo la relazione fondamentale (5) del n° 12 esprimente 
la condizione di complanarità dei quattro punti ai a2 a3 a 4 di 04 • Facen
dovi ai= a2 = a 3 =a, a4 =a' essa diviene 

l) 2 (a3 a'+ l)- h a (a+ a')= O 

e collega i velori del parametro di due punti A = (a), A' = (a') tali che 
il piano osculatore in A sega ulteriormente la curva 04 in a'. Diremo che 
.A' è « osculante » di A e A << osculato » di A'. La relazione (3) individua 
sopra 0 4 una gi3 che ha per punti uniti, ovviamente, i punti iperosculati. 

Essa pone in evidenza che ment.re un punto di 0 4 ha un solo oscu
lante, ba invece tre osculati. Ordinandola in a essa può scriversl così: 

3 h 2 b +l_ a -;:;-;a --;;-a ,_o. 
~a ~ a 

Indicando ne le radici con ai a2 a 3 , avremo dunque : 

Ne segue: 

a' (ai+ a2 + a 3) +ai a2 + a2 a3 + a3 ai= O, a1 a2 a3 a'+ l= O 

il che dimostra che quattro punti ai a2 a3 a' esistono in un piano passante 
per A (n° 14). Onde il teorema noto: 

(l) ARMENANTE1 loo, oit. (13)1 l• Memoria, pag. 229, BERZOLARI, loc. cit. (l) pag. 116. 
(2) CIANI, loc. ci t. (lO), pag. 244. 

(3) ARMENANTE, loc. cit. (13), la Memoria, pp. 223-232. 
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« I tre pu,nti osculati di un medesimo osculante giacciono in un piano 
pa.ssante pet· l'osculante e pel vertice del triedro pdncipale della mtrva 0 4 2) ~. 

20. Mentre dunque un punto percorre 0 4 , il piano che passa per es
so e per i suoi tre oscnla.ti ruota interno al vertice del triedro principale. 
Cerchiamo l'inviluppo di un tal piano mobile. A tale scopo osserviamo 
che si ha (n° 19) 

, h , 2 a'2 +h , 
a1 + a2 + a3 + a = 2a' + a = 2 a' , a1 a2 a3 a = - l 

, l h a' h a'2 + 2 
al a2 aa +a (al a2 + a2 aa + aa ai)= -71-2 =- 2 a' 

dopo di che le (l) del no 13 divengono 

u1 =- a12 (2 a2 +h b2
) + 8 ab a' - (b a2 + 2 b~) , 

u2 = a'2 (2 a2 +h b2 ) + 8 ab a'+ (h a2 + 2 b2), 

7t3 = a'2 (h az+ 2 b2) - 8 ab a'+ (2 a2 +h b2
) , 

u4 = a'2 (h a2 + 2 b2
) - 8 a b a' - (2 az+ h b2

). 

Si ottengono così le u; come funzioni quadratiche, non omogenee, di un 
parametro a', il che dimostra che questo inviluppo è nn cono quadrico (1). 
Esso ha il vertice in quello del triedro principale di 0 4 lperchè dalle pre
cedenti segue ~ ui = O). 

21· Il valore a' che individua l'osculante di A =(a) si ottiene risol· 
vendo rispetto ad a' la (l) del n° 19. Si trova così: 

(l) a' 
-2a3 - ha· 

Indicando quindi con a" il valore che individua l'osculante dell'oscn· 
lante di A avremo : 

(2) 

Può accadere che sia a= a"' Una soluzione ovvia è fornita da un 
punto iperosculato chè per un tal punto si ha manifestamente a =a' = a". 
All'infuori di queste soluzioni si presentano i punti di appoggio di una 
corda principale. Dunque il problema proposto è quello di cercare le cor· 
de principali di 0 4 • Tre le conosciamo di già.. Ne esisteranno altre! Seri· 
viamo perciò il 2° membro della (2) precedente nel seguente modo: 

(1) ARMENANTE1 loc. cit. 13), Ja Memoria, pp. 223-232. 
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-16 fls + 2 a6 h {12 + h2) -a' h! (20 + h2) + 2 a 2 h {4 + 3 h2) - 4 h2 

a· _ 4 h2 aH+ 2 a~ h (4 + 3 h2J- a·' h2l20 + h2) + 2 a2 h (12 + h2
) - 16 

Uguagliandolo ad a , si presenta per prima soluzione a= O e quindi 
dalla (l) a' = oo. Si ottiene cosl la corda principale AB i cui punti di 

J. l 
appoggio sono dati da a = -;; = O, a + --,; = oo (n° 10). Esclusa questa so-

luzione, non rimane altro che uguagliare numeratore e denominatore della 
precedente frazione. Si è cosl condotti a: 

(a4 - l) {a4 + 1- h a2) =O 

e quindi: 

a 4 --l= O, 

che, rese omogenee, divengono rispettivamente: 

La prima conduce alle due rimanenti corde principali gia note (n° 10), 
la seconda ai punti iperosculati (n° 8). 

Dunque, in conclusione: 
• La cm·va 0 4 non possiede altre corde principali oltre q1wlle già 

conosci1de >> . 
32. I quattro osculanti di un gruppo sizigetico formano a loro vol

ta, evidentemente, un altro gruppo sizigetico. Indicando con t e t' i va
lori del parametro che individuano i due gruppi (n° 9) si cerca la rela
zione che vincola t e t'. 

A tale scopo basta osservare che i gruppi in parola possono inten
dersi rappresentati da: 

a4 + l + 6 t a2 = O, a'4 + l + 6 t' a'2 = O 

purchè fra a e a' passi la {l j del n° 19. Avremo dunque: 

t'=- _.!._ (a'4 + 1) 
6 a12 

dove a' è dato dalla (1) del n° 21. A calcoli fatti ecco la relazione cercata 

3 ti W+l2 ht+4r- 3 t (h'+24 h2 +576 t2
- 48)- 8 h W+72 t2

- 4 =o 
23. Faremo un'applicazione della relazione ora trovata alla ricerca 

dei punti osctùati (n° 19) del punto di secanza P di una tangente-secan
te r di 04 • Uno è, manifestamente, il punto di contatto di r perchè il 
piano osculatore a 04 in tal punto passa per t' e quindi per P. Anzi 

CURI. 52 
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questo punto di contatto va contato due volte, quale osculato di P, giae. 
chè essendo la sviluppabile osculatrice di 0 4 l'inviluppo dei suoi piani o
sculatori, per ogni punto di essa, e quindi per P, passano due piani O· 

sculatori infinitamente vicini. Dtmque dei tre punti osculati di P (n° 19) 
due sono riuniti nel punto di contatto di r e uno è da determinare. Se- · 
gue che anche il gruppo sizigetico al quale P appartiene (cioè quello dei 
punti di secanza delle tangenti secanti) ammette due gruppi sizigetici o
sculati: uno è il gruppo dei punti di contatto delle tangenti-secanti sud
dette e uno è da determinare. A tale scopo ricorderemo (n° 18) che tal 
gruppo dei punti di secanza è individuato dal seguente valore del para-

metro: 
h4 + 72 h2 

- 432 
48 h3 

Basterà dunque sostituire questo valore a t' nella relazione del n° 
cedente. Si ottiene cosl: 

w - 12 h t - 12f {h4 - 24 h2 
- 192 h t - 48) = o 

la quale conduce al gruppo: 

h~- 12 h t - 12 = o (contato due volte) 

e all'altro : 

h'' - 24 h2 - 192 h t - 48 = o (contato una volta). 

La prima ci dà il seguente valore di t: 

h2
- 12 

t= 12 h 

che individua il gruppo dei punti di contatto delle tangenti-secanti (no 
e conferma la previsione geometrica dianzi fatta. 

La seconda dà : 

h4 - 24h2 - 48 
t = --...,.-19::-:2::-h::----

e individua il 2° gruppo cercato. Un facile calcolo prova che esso è 

Steineriano del gruppo sizigetico piano (t= ! (n° 15)) . In conclusione 

« Il gruppo sizigetico dei punti di secanza delle tangenti-secanti ha 
gruppi sizigeti~i osculati quello dei relativi punti di contatto (valutato 
volte) e lo Steineriano del gruppo piano>>. 

Riunendo questo risultato a quello della fine del n° 18 si può 
giungere ora che: 
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« Il grttppo sizigetico piano ha pet· Hessiano e Steineriano i due gruppi 
osculati di quello jonnato dai punti di secanza delle tangenti-secanti » . 

24. Sia M N P Q un tetraedro sizigetico generico e quindi per i re
lativi valori del parametro, disteso su C 4 , si avrà: 

M:=:(a), N= (-- a), P=(!)· Q=(-+)· 
La faccia N P Q, opposta ad M, incontrerà ulteriormente 04 in un 

altro punto M'= (a') che chiameremo «il 'res,iduo,. di M. I quattro punti 
N p Q M' essendo in un piano avremo, per la (5) del n° 12, 

6 ( a a' + a2
) + h (a3 a' + l)= O 

da cui 

(l) a'=-

Questo può servire a trovare l'inviluppo delle facce dei tetraedri si
zigetici a cui acce.nnammo nel no 11. Infatti, in accordo con le notazioni 
del n° 12, facciamo: 

e troveremo: 

ha4+12a2+h ha4+12a2+h 
u(ha2+6J ' ..Ea;ahak= a~(ha2+6) ' 

Sostituendo questi valori, nella (1) del n° 13, si otterranno le u, e
spresse come funzioni razionali, intere, non omogenee, di un parametro e 
poicbè il grado è sei, cosl si conclude che si tratta di una sviluppabile 
di sesta classe. 

25. P er il punto M"= (a"), residuo di M'= (a'), avremo dunque se
condo la (1) del n° precedente: 

,_ 6a'2 +h _ l6 (6a2 +h)2+ha2 (ha2 +6? l (ha2 +6la 
a -- a'(ha'2 +6J - h (6 a·t + h)3 + 6 (6 a ' =f h) (h a2 + 6)2 a2 

Potrà ~'Jtl." coincidere con M! Avremmo cosl due punti M ed M' re
sidui uno dell'altro. Facendo a" = a si trova la condizione : 

a= a 16 (6 a2 + h) +h a2 (h a2 + 6)2 ! (h a2 + 6) 
h (6 a2 + h)3 + 6 l6 a2 +h) (h a2 + 6)2 a 2 

. dalla quale segue subito a= O e quindi dalla (l ) del n° precedente 
a' = oo, il che conduce ai punti di appoggio della corda principale A B 
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con C4 (n° 10). Ma allora non si può più parlare di tetraedro sizigetico 
e la soluzione è da scartare. Rimane dunque da uguagliare numeratore e 
denominatore della precedente frazione, il che conduce a: 

h (h2 - - 36) [(a4 +l) h+ 12 a2] (a4 - l ) = O. 

Ora la soluzione a 4 
- l = O è da escludere perchè relativa alle altre 

due corde principali di c.j e quanto all'altra: 

(a4 +l) h+ 12 a2 =O, 

12 
resa omogenea, diviene À4 + fl4 + ----,;-- a 2 =O. Essa è anche da scartare 

perchè conduce al gruppo piano (n° 15) e quindi, anche in questo caso, 
non si pùò parlare di tetraedro sizigetico. Non rimane quindi altro che: 

h(h2- 36) =o 
ma in tal caso la C4 è armonica e sarà considerata a parte (Cap. V 0 ). La 
discussione è quindi esaurita. 

CAPITOLO III. 

Qnadriche notevoli individuate da 04 • 

26. Esistono alcune quadriche collegate alla curva 
proprietà che ci proponiamo adesso di esaminare. 

La più importante è quella che passa per C4 • Per trovarne la equa
zione, il modo più semplice è di riguardarla come generata dalle trise
canti di C4 (n° 17). 

Consideriamo perciò tre punti di C4 allineati corrispondenti ai va· 
lori di ai a2 a3 del parametro a disteso sulla curva. Avremo dunque ln° 16): 

Poniamo adesso a 1 + a2 + 1!3 = {3 e indichiamo con r il valore del 
parametro inerente a un punto qualsiasi di C4 • Potremo quindi 

Ora ai , a2 , a 3 , y , sono i valori del parametro inerenti a 
punti di C4 in un piano (perchè i primi tre sono allineati). Quindi 
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coordinate 1~• di tale piano si otterranno dalle (l) del no 13 (e mediante 
le precedenti formule) nel seguente modo: 

ui = 4 a b j 6 h a4
- b

4 
h2 ,8 r l+ W (h2 ,8 + 36 r)- 6 h a2 (~ + y) 1 (a

4 + b4
) , 

u
2 
= 4 ab j 6 h a4 

- b4 h2 ,8 y ! - 1 b2 (h2 ,8 + 36 y) - 6 h a2 (,8 + y) 1 (a4 + b4 ), 

u
3 

= 4 a b ! c~4 h2 ,8 y - 6 h b4 ! + j 6 h b2 (,8 + y) - a 2 (h2 ,8 + 36 y) ! a4 + b4), 

u
4 
= 4 ab 1 a4J~2 ,8 r - - 6 h b4! - i 6 h b2 (,8 + y) - a2 (h2 ,8 + 36 y) ! at + b4). 

Esse dunque dànno le coordinate di un piano passante per una tri
seca.nte generica di 0 4 espresse in funzioni r azionali intere di 2° grado 
\non omogenee) nei due parametri ,8 e y e quindi costituiscono una rap
presentazione parametrica, quale inviluppo, della quadrica cercata. In co
ordinate di punto essa è : 

H= !5 (h2- 4) ~x~ + 2 (52 - 5 h2) (xi x2 + x3 X4) +(h- 2) (h 2 + 14 h -

- 16) (xi x 3 + x 2 x4) + (h+ 2) (- h2 - 14 h- 16) (xi x 4 + X 2 x3) = O 1 

e rappresenta la quadrica passante per 04 • Una delle sue serie rigate è 
formata da trisecanti e l'altra da unisecanti della curva (1 ). 

27. Riprendiamo adesso la (1) del n° 12 che ci dà le intersezioni del 
piano u"' =O con 04 , cioè: 

(1) 
dove i coefficienti sono indicati dalle (2) di quel medesimo n° con la con
dizione: 

(2) 6 (m + r) - h p = O. 

Calcolando la H essiana della (l) precedente e inòicando con rn', r', p', 
i coefficient i relativi corrispondenti ad tn, t·, p della (l) si trova: 

m' = 3 (8 m p - 3 n 2
), t-' = 3 (8 r p - 3 q2

), p' = 6 (24 1n r + 3 n q - 2 p 2
). 

Ebbene, si domanda che cosa accade se anche, per questa Hessiana, 
è soddisfatta la relazione analoga alle (2) ossia : 

6 (tn' + 1·')- hp'= O. 

Sostituendo i valori trovati dianzi e notando che 11~ + r = h: si ottiene: 

2 p 2 h - 3 (n + q)'- 8 h tn t• +n q (6 - h)= O. 

In questa poniamo i valori di 1n, n, p, q, r, dati dalle (2) del nO 12 
e osserviamo che si ha : 

(l) GERBALDI1 loc. cit. 3), pag. 52. 
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Si trova così : 

32h (u1u2+u3u4) +t h -2)! (h+6 ) (u1ud-tt2u4) + (h+2f (h- 6) (u2u3+u1u4) =O 

che rappresenta una quadrica inviluppo iscritta nel tetraedro iperosculante. 
In coordinate di punto la sua equazione diviene: 

M= 14 (4 - h2
) I x'2i + 8 (h2 + 4) (x1 x2 + x3 x4) + 

+ (h-2) W+4h+20) {x 1x 3+x2x 4) + (h+2 ) (- hz+4h-20) (x1x4+~2x3) =O! 
Per dichiararne la proprietà caratteristica chiameremo (brevemente) 

Hessiano di un piano, il gruppo Hessiano del gruppo dei quattro punti 
in cui il piano taglia 0 4 • 

Allora, dallo sviluppo precedente e dal n° 12 risulta che : 
« I/invilttppo dei piani il cui Hessiano è piano è la p1·ecedente quadriCG 

M. Essa è iscritta nel tetraedro iperoscttlante e anche nella s1:iluppa.bile bi· 
tangente di 0 4 • (perchè l'Hessiano di un gruppo doppio è se stesso\ Ri· 
guardata come luogo di punti, si vede pure che .: contiene le quattro ta• 
genti a 0 4 nei quattro punti iperusculati ~- Infatti, per ciascuna, passano tre 
piani dell'inviluppo dianzi considerato e cioè il piano iperosculante e i 
due individuati dalle due tangenti di 0 4 che si appoggiano alla tangente 
in parola (n° 15). 

Siccome l' inviluppo è una quadrica, così per tale retta passeranno 
infiniti piani dell' inviluppo medesimo, cioè la retta in discorso apparterrà 
alla quadrica. << Essa è dunque la M di BERZOLARI (l ) ». 

28. Dalla stessa equazione (l ) del no precedente hanno origine i due 
problemi (già notoriamente risoluti) inerenti agli inviluppi dei piani che 
segano O, in gruppi armonici, od equianarmcnici. Cominciando da 
st' ultimo, per risolverlo, basterà annullare l' invariante i (2) della 
zione sopra-indicata pervenendo così alla seguente quadrica inviluppo 
(iscritta anche questa nel tetraedro iperosculante) : 

(tt1 u3 + u2 u4) (h- 2)2 + (u1 u4 + 1t2 u3) (h+ 2)z + 16 (u1 u2 + u 3 u,) =O. 

Qualunque piano passante per una generatrice di questa quadrica, 
appartenendo all' inviluppo, taglia 0 4 secondo un gruppo di punti per 
quali è nullo l'in variante i: dunque fra questi infiniti piani ve ne RaJ'IUlnu. 

tre per cui è nullo anche l'invariante cubico j (3). 

(l ) BERZOLARI1 loo. cit . 1), pag. 127. 
(2) Vedi ad es. CLEBBCH-LINDEMAMN, Vorlesungen iiber Geometrie (Leipzig, 

T. I, pp. 284-297. 
(3) Vedi ad es. CLEBSCH·LINDEMANN, l. c. 20), pp. 285-297-299, 
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:Ma se una binaria biquadratica ha nulli contemporaneamente i due 
invariauti i e j essa ha un punto triplo (l) cioè i tre piani suddetti sono 
osculatori di O 4 , Quindi « la quadt·ica precedente è anche il luogo delle rette 
pe1' ciscuna delle quali si possono condut•t•e t·re piani osculatori alla curva 
0

4 
(ossia è la E di BERZOL.ARI) (2) ". 

In coordinate di punto l'equazione è : 

E:::= !W- 4) X X
2>- 2 W+ 28) (xi x2 + x 3 x,)+ 

+ (2-h) (h2-2h-t-8) (xlx3-t-x2x4) + (h-t-2) W+2h+8) (xix4+x2x 3) =O!. 

Quanto ai piani seganti 0 4 in gruppi armonici, è ben noto che essi 
inviluppano la superficie di STEINER (3 ). 

La conferma si ottiene molto semplicemente annullando l' invariante 
j della solita equazione (1) del no 37 e pervenendo cosl alla z u, uh uk =O 
che rappresenta la superficie di STEINER in coordinate di piani· 

Dalla circostanza dianzi ricordata che cioè una binaria biquadratica 
che ha nulli gli in varianti i e j possiede un punto triplo, ne segue che: 

« La svilttppabile osettlatt·ice di G4 (che cmne si sa è di 6"' classe) è 
quella cornune alla quadt·ica E e alla supet:ficie di STEINER ». 

29. Le altre due quadriche da segnalare sono le seguenti. 
Una è il cono (già incontrato al n° 20} inviluppo del piano che passa 

per un punto generico di 0 4 e per i suoi tre osculati. n suo vertice coin· 
cide con quello del triedro principale di 0 4 e, in coordinate di pU1'lto, la 
sua equazione è la seguente : 

Q= )3 W - 4) X x\- 2 (20 + 3 h2
) (xi x 2 + x3 x4) + 

+ (2 - h) W+-2h-t-16) (xixd-x2x4) + (h-t2) W- 2h+l6) (xix4-t-x2x3) =o:. 
È il cono Q di TIERZOL.ARI (4). 
L'esistenza dell'altra dipende dalle seguenti considerazioni. Le formole 

del no 8 rappresentano, al variare di h, oo' O, che sono tutte iperosculate 
dai quattro piani fondamentali. Ebbene: <<in ciascuno di essi il luogo dei 
punti iperosculati è una conica. Le quattt·o coniche che così si ottengono ap· 
partengono ad una stessa quadrica che è qtwlla di cui si tratta >> . Infatti, 
dalle indicate formule del no 8, si vede che il punto 0 4 iperosculato da 
x,= o, si ottiene per l= a, p.= b e quindi le sue coordinate, in x4 =o, 
sono: 

(l ) Loc. ci t. 21). 
(2) BERZO LARI, lo c, oit. l ), pag. 127, 

(3) E. BERTINI, Dim.oatrazion.e di un teorema relativo alla quartica gobba di 2• apecU 
[Bollettino della Unione Matematica Italiana, F ebbraio 1923, pag. t]. 

(4) BERZOLARI, loc. cit, 1), p ag. 127, 
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Dividendo tutto per a4 b4 e osservando che si ha: 

si vede che, per le coordinate in parola, si può prendere : 

(h+ 2)\ (h- 2)\ 16 

e allora è ovvio constatare che esse soddisfano la equazione : 

x~ + x~ + x~ - 2 x1 x2 - 2 x2 x3 - 2 x3 x1 = O 

che è indipendente da h e rappresenta una conica in x4 =O . .Analoga
mente si trovano le altre tre coniche negli altri tre piani fondamentali . .Allora 
la quadri ca che contiene tali quattro coniche è manifestamente la· seguente: 

T= l~ x: - 2 ~Xi Xk = O l ' i, k, == l, 2, 3, 4 

ed è quella cercata [la T di BERZOLARI (1)]. 
30. Ricorrendo alla trasforma~ione di coordinate, indicata nel n° 2, l'e· 

quazioni dianzi trovate si semplificano così: 

H= )16 h2 y~- (l~+ 2)(h-6? y: +(h- 2) (h+6)ly: +16(4- h2
) Y! =O(, 

M- )2(36- h1)y~- h (h+6)(h+2)y~ + h(h-6)(h-2) y: +2(h2-4)!f! =O!, 

E= j(h2 + 12) [- 4 y~ + (h+ 2) y~ + (2 -h) Y!] + 4 (h2 
-- 4) y~ = Oj, 

Q= j- 64 y~ + (h + 2)3 y: + (2 - h)3 Y! = O!, 

T= jY~ + y: + y:- Y! =O!. 
Ora esse sono riferite al tetraedro principale comune a tutte le oo1 

04 che si ottengono al variare del parametro h (n° 8). 
Questo tetraedro è autoconiugato rispetto a tutte [arl eccezione, ari· 

gor di termini, per Q che, essendo un cono col vertice in (0001), ha in
determinato il piano polare del vertice]. 

È anche facile constatare le seguenti identità : 

H- M= 18 W- 4ì T, 

H+E=12(h2 -4) T, 

H+ Q = 16 (h2 - 4) T. 

In conclusione dunque: 

(l ) BERZOLARI1 loo. oit. (1 ), pag. 27. 
(2) BERZOLA.RI, loo. oit. (1), pp. 26-27. 
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<< Le c-inque quadt·iche, B, M, E, Q, T, appartengono ad tbn medesimo 
fas c-io (2) di supet"jìcie autoconiugate t·ispetto al tetraedro pt·inc-ipale della c-ur
va 0 4 la quale viene così a individuare la quartica d i pt·ima specie base del 

f ascio >> . 
È da notare che, variando il parametro h, varia 0 4 , ma non il tetrae

dro principale, variano anche le prime quattro delle quadriche sopra in
d icate e descrivono ciascuna una serie cubica. Invece non varia la rima
nente quadrica T (che è indipendente da h) e che si può quindi riguardare 
come il luogo geometrico delle infinite quartiche di l" specie basi degli 
infiniti fasci suddetti (variabili anche questi al variare di h). 

CAPITOLO IV. 

La 04 in relazione alla superficie di SuiNER. 

31. Riprendiamo la rappresentazione parametrica della nostra curva 
O.t mediante le formule del n°. 8 : 

(l) x 1 = (aÀ + bft)4
, x 2 = (aÀ- bft).t, x3 = (bÀ + aft)•, x 4 = (bÀ - af/-)4. 

È ovvio adesso verificare che la 0 4 esiste sulla superficie di STEINER 

rappresentata dalla (l) del n. l cioè da: 

(2) Yx1 + Y~+Vx; +~=o 
purchè i segni dei radicali vengano presi in modo opportuno (ad es. po· 
sitivi il l o e il 4° e negativi il 2° e il 3°). 

Dopo di che si può intendere che la verifica sia anche fatta sulla e
quivalente della (2) precedente data in forma razionale che è la (2) del 
n°. 2. 

Ora si tenga presente che il parametro disteso sopra 0 4 è 

Quindi, per ogni valore di : si ottiene una 0 4 esistente sopra la stessa 

superficie di STEINER ( giacchè la (2) è indipendente da :) . 

« Oiasctbna di tali 0 4 è asintotica per la supm"jìcie di STEINER >>. 
Infatti il piano tangente, in un punto P generico della superficie, la taglia 
in due coniche passanti per P ed in P deve essere osculatore alle due 
asintotiche della superficie che s'incrociano i vi. Ora la conica osculante, 
in un punto di una curva gobba, è contenuta nel piano osculatore ivi 
alla curva (l): quindi le due coniche dianzi indicate saranno le osculanti 

( l ) BERZOLARI1 loc. oit., pag. 134. 
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in P alle due asintotiche uscenti da P. Dunque per dimostrare che C4 è 
asintotica, basterà prendere la conica osculante di C4 in un suo punto 
generico P e far vedere che essa appartiene alla superficie. Tale conica 
si può rappresentare parametricamente così (l) : 

x 1 = (aÀ1 + bJJ-1)2 (aì.. + bJJ-)2, 

x 3 = (bì..1 + aJJ-1)2 (bì.. + ap.)2, 

x 2 = (aÀ1 - bJJ-1)2 (aì..- bJJ-)21 

x 4 = (bÀ1 - a!J-1) 2 (bÀ - al');, 

dove è da ricordare che ~ è il parametro disteso sulla curva C4 e 
l' 

À 
-

1
- è quel valore di esso che individua il punto P di tal curva. Ebbene 

f.Lt 
sostituendo questi valori di x., nella (2) precedente, si vede subito che 

essa è soddisfatta indipendentemente da ~, ~ purchè i segni dei ra-
fJ. f.Lt 

dicali sieno presi in modo opportuno (ad es. come dianzi, positivi il 1° e 
il 4° e negativi il 2° e il 3°), dopo di che la verifica può intendersi fatta 
anche sopra la equivalente (2) del no 2 che ha forma razionale. 

<<Tutte queste =' C, kanno in comune il tett·aedro iperosculante e il 
tetraedro principale che sono t·ispettivamente il tetraedt·o doppio e quello sin
golare ddla Sttpet"jicie di STEINER di cui le oo' C4 sono asintotiche». 

32. Abbiamo già osservato che H è la quadrica passante per C, 
(n° 26). In tal guisa H e la superficie di STEINER (avendo in comune la 
G ,) si taglieranno, ulteriormente, in un'altra curva di 4° ordine C', che 
adesso vogliamo rappresentare parametricamente. Anzitutto anche G', sarà 
razionale (2 ), inoltre, esistendo sopra la superficie di STEINER, sarà bitan
gente ai suoi piani doppi, di guisa che la sua rappresentazione parame
trica sarà del tipo : 

x, = (mì..2 + nÌ..JJ- + PJJ-2)2, 

Inoltre, siccome le tre involuzioni gobbe (2) del no 10 trasformano 
in se stesse la superficie di STEINER, la quadrica H e la curva C4, cosl. 
trasformeranno in se stessa anche 0'4 subordinando, sopra di essa, tre 
involuzioni binarie che sarà sempre lecito rappresentare con le (l) del 
n° 10. E cosl. la rappresentazione parametrica di 0'4 potrà assumersi nel 
seguente modo : 

x 1 = (mÀ2 + nÀJJ- + PJJ-2)2, 

x3 = (pÀ2 + nÀJJ- + mJJ-2 )2, 

(l) BERZOLARI, loc. cit. p. 134. 

x2 = (tnÀ2 - nÀJJ- + pfJ-2)2, 

Xa = (pì..2- nÀJJ- + mJJ-2)2. 

(2) L. CREMONA, Intorno alla curva gobba del quart'ordine per la quate paesa una 1or. 
superficie di secondo grado (Annali di Matematica pura. ed applicata, serie I, t. IV, pp. 
71-101]. 
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È ovvio adesso constatare che i valori precedenti delle x.; verificano 
la equazione della superficie di STEINER nella solita forma (1) del n° l 
(purchè si scelgano i segni dei radicali nel solito modo: positivi il l o e 
il 4°, negativi i due rimanenti;. Dop-o di ciò, per determinare i valori 
ancora sconosciuti di tn, n , p , basta esigere che le x.; precedenti soddisfino 
all' equazione della quadrica H del no 26 indipendentemente da À e fl· 

Scartando alcune soluzioni che saranno considerate a parte (Cap. Vo e 
VI0 ), dopo un calcolo alquanto laborioso, ma non difficile, si trova: 

m = 2 a3 b, n= a4 - b', p = - 2 a b3
• 

Si ha quindi per O', la seguente e definitiva rappresentazione para
metrica: 

(l) 

x 1 = j2 a 3 b 1..2 + (a4
- b4

) l p.- 2 a b3 p.2l 2
1 

x2 = j2 a3 b 12 -- (a' - b') ). p. - 2 a b3 p.2! 2, 

x3 = 12 a3 b p.2 +(a'- b') À p.- 2 a b3 ).21a, 
x,= ;2 a3 b p.2 - (a4 - b') l p.- 2 a b3 1..21\ 

:Noi chiameremo la 0'4 {così individuata) la « complementat·e di 0 4 •· 

Riguardo alla superficie di STEINER 1 0'4 non è asintotica perchè i 
piani doppi della superficie (che sono adesso i piani di riferimento) non 
sono iperosculanti della curva ma soltanto bitangenti. 

In conclusione : 
<< L'equazione H = O del n° 26 (o la sua equivalente del n° 30) rap

p1·esenta, al variare del parametro h, una sm·ie cx:.i (cubica) di quadriche 
ciascuna delle quali taglia la Sttpe1jicie di STEINER secondo due qttartiche 
di etti una è asintotica della superficie e l'altra no. Le infinite qtwt·tiche a cui 
così si pm·viene hanno in comune il tetraed1·o principale che è il tetraedro 
singolm·e della superfic-ie di STEINER ». 

33. Vogliamo adesso considerare alcuni casi particolari notevoli che 
possono presentare le asintotiche suddette. Ricordando (no 8) che la bina
ria biquadratica che rappresf'nta i quattro punti iperosculati di O, è: 

).4 +p.' -h 12 p.2 = o 
si vede che essa è armonica quando h (h2 - 361 =O e che è equianarmonica 
per h2 + 12 =O (1). Dunque se si chiama armonica, od equianarmonica, 
una O, quando tale sia la quaterna dei punti iperosculati si può dire che: 

« Fra le asintotiche . della sttperficie di STEINER ve ne sono tre armo
niche e due equianat·moniche ». 

(l) CLEBSCH·LINDEMANN, loc. cit. (20), pp. 297-298. 
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Questi casi speciali saranno studiati a parte nei Cap. V 0 e VI0 ). 

Vediamo se, fra le asintotiche suddette, ve ne siano di riduttibili. È 
intanto evidente che se di una tale 04 fa parte una conica, la 0 '4 com
plementare è la conica stessa ossia 0 4 è costituito da una delle quattro 
coniche di contatto dei piani doppi (contata due vol te). 

Se invece di 0 4 fa parte una retta, questa sarà necessariamente 
una delle tre rette doppie della superficie. Allora esigendo che la quadrica 
H passi per una tal retta si vede, dalla relativa equazione del no 30, che 
si è condotti ai seguenti casi: 

per h=2, H si riduce alla coppia di piani 2 2 
Y1- Yz = 0 

>> h=-2, » » >> » » >> )) 2 -y2 =o 
yl 3 

>> h= 00 >> » >> » » :. >> 
2 2 

y2-ya= 0 • 

In ciascuno di questi casi la nostra 0 4 si compone di una retta dop
pia della superficie (che deve esser contata quattro volte perchè doppia 
per H e per la superficie di STEINER). La 0 '4 complementare~ allora, viene 
quindi a essere costituita dalle <<due coniche complementari >> appoggiate a 
tale retta (e questo giustifica la relativa denominazione introdotta nel n° 4). 

34. L'equazione della quadrica, data nel n° 30, dimostra facilmente 
il passaggio di tale superficie (indipendentemente dal parametra h) per gli 
otto punti seguenti (l) 

(2, 2, 2, 3~; (2,- 2,-2, 3); (- 2, 2-2, 3); (-2,-2, 2,3) 

-(2, 2,2, -3); (2,-2,-2,-3); (-2,2,-2,-3); (-2,-2, 2,-3) 

I primi quattro sono i vertici del tetraedro complementare (n° 4), i 
secondi corrispondono ai primi nella omologia armonica che ha per centro 
il punto triplo e per piano fondamentale la faccia opposta nel tetraedro, 
singolare della superficie di STEINER (n° 1). 

Si può dunque presumere che tutte le 0'4 complementari passino per 
i ver tici del tetraedro suddetto. 

La conferma di questa presunzione si raggiunge osservando che se, 
nella rappresentazione della 0'4 mediante le (l) del n° 32, si fa ').,=a, 
J-t = b, si trova il punto (9, 1, 1, 1,) dopo di che le tre involuzioni gob
be del n° 10, spettanti anche alle O' 4 , provano il passaggio anche per gli 
altre tre punti : 

(1, 9, l, l); (1, l, 9, l); (1 ' l, l' 9); 

quali, insieme al primo, non sono altro che i vertici del tetraedro com-

(1) GERBALDI, loo. oit. (2), pa.g. 54. 
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plementare nel sistema di coordinate Xi del no l. Dunque: 
« Sopra la superficie di STEINER tutte le quat·tiche c01nplementat·i delle 

asintotiche passano pm· quattro punti che sono i vertici clel tetraedt·o C01nple 
mentat·e » (onde il nome n° 4). 

35. Se si assume come tetraedro fondamentale il tetraedro singolare 
della superficie di STEINER (passando dalle Xi alle Y• come nel n° 2) le 
rappresentazioni parametriche di 04 e 0'4 divengono rispettivamente le 
seguenti: 

(l) 

(2) 

y1 = (a4 - b4) (l' - 1i ), 

y2 = 4 ab (a2 
- b2

) À p. (À2
- p.2) , 

y3 = 4 ab (a 2 + b2
) À p. (À2 + p.2

), 

Y4 = (a4 + b4) (14 + P-4) + 12 az b2 12 P-2. 

Yt = (?nz - pz) (À4- P-4), 

y2 = 2n (m -p) l p. (12 - f.1.2 ), 

y3 = 2n (m + p 2
) l p. (12 + fl2), 

y4 = (nt2 +p) (À4 + p.4)+2 (n2 + ?np) 12 p.2, 

dove m= 2 a 3 b, n= a4 - b4, p= -- 2 a b3 come nel no 32. 
Da queste resulta che 0 4 e 0'4 hanno in comune il tetraedro princi

pale e i punti di appoggio con le corde principali. 
36. Tutte le superficie di STEINER aventi per tetraedro singolare l'at

tuale tetraedro fondamentale formano il sistema lineare oo3 seguente: 

{l) 

per a= (3 = y = - l si ott iene quella di esse sulla quale la 0 4 rappre
sentata dalle (l) del n° precedente è asintotica. Se si esige soltanto che 
0 4 appartenga alla (l) precedente (senza esigere che sia anche asintotica) 
si trovano le condizioni: 

In particolare, per a= o, e quindi : 

4a-h+6 
y= h-2 

resulta che, dalla superficie corrispondente, si stacca y 1 e rimane la super
ficie cubica: 

K = ! (2-h) (h + 6) y~ y1 +\6-hj (h + 2) y~ y1 + 2{h2 - 4) y2 y3 y4 ==O! 
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che è una rigata avente per direttrice doppia la y 2 =o, y 3 =O e per 
direttrice semplice la y1 = o, y4 = O. 

Essa può essere generata mediante il movimento della retta che u
nisce il punto (1, O, O, p ), della direttrice doppia, col punto (O, 1: q, O) della 
semplice purchè i due parametri p e q sieno vincolati dalla relazione: 

(2- h) (h+ 6) q2 + (6- h) (h+ 2) + 2 (h2- 4)p q= o. 
In tal caso la quadrica H (n. 30) e la rigata cubica K si tagliano 

lungo la 0 4 e residualmente secondo due rette (1) le quali possono rap. 
presentarsi in forma parametrica (l) così: 

l +).(h+ 6) fh2 - 4, + (h+ 6) fh 2 - 4, (h - 6) (h + 2), 

37. Cerchiamo infine la binaria biquadratica che rappresenta i quattro 
punti iperosculati di O' 4• 

A tale scopo riprendiamo le (1) del no 32 rappresentanti 0'4 e osser
viamo che la binaria biquadratica dei quattro pul!ti d 'intersezione di 0'4 

con un piano generico ttx = O è : 

.'.4 1 n~2 (u1 + u2) +p2 (u3 + u4) l+ À3 p.. 2n l m (u1 -u2
2) +p (u3 - u!)! + 

+ ).2 p.2 1 n2 + 2 p m l ~ Ui + Àft
3

• 2n 1 p (u 1 - u 2) +m (u3 - u4)! + 
+ p.41 p2 (u1 + u2) + 1n

2 (u3 + ut) 1 = O 

dove 1n, n, p hanno i valori indicati al no 32. 
Ora, indicando con tn', n', p', q', r', ordinatamente i coefficienti della 

precedente binaria, resulta che si ha : 

(nt' + r') (n2 + 2 mp)- p' (m2 + p 2) =O. 

Sostituendo per m, n, p, i valori suddetti (n° 32) e dividendo per 
m' si trova. 

( t•') p' l+ m (12 - h2
) + 4 h m' = o. 

'J.. 
Se dunque si indicano con {11 {J2 {J3 {14 i valori d(> l parametro -

p. 
(disteso su 0'4) individuanti i quattro punti in cui 0'4 incontra il piano 
ux = O, si ottiene: 

{l+ {11 fJ2 P a fJ 4) (12 - h2
) + 4 h~ p, fJk = o 

che apparisce quindi quale condizione necessaria affìnchè quattro punti di 

{l) CREMONA1 loc. cit. (29)1 pp. 293-294. 
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0'4 siano complanari. Dopo di che un ragionamento analogo a quello del 
no 13, dimostra che essa è anche sufficiente. 

P er p1 = P2 = p3 = p, si ha la condizione affinchè il piano sia ipero
sculante. Ripassando a forma omogenea si trae che: 

24 h l'+ Jl-4 + À2 Jl-2 = o 12- h2 

è la binaria biquadratica che individua i quattro punti iperosculati di o'~ 

(cioè la forma cercata (1). 

CAPITOLO V. 

Il caso armonico. 

38. Molte delle proprietà segnalate finora, per una 0 4 generica, acqui
stano particolare interesse se la 0 4 è armonica, se cioè è armonica la bi
naria biquadratica che rappresenta i quattro punt i iperosculati, in guisa 
che essi si distribuiscono in due coppie armoniche fra loro. La condizione 
analit ica corrispondente (già indicata al no 33) è h •.h2 - 36) = O e quindi, 
h = o, oppure h = + 6. Ora, scegliere la soluzione b =O (piuttosto che 
le altre due), non vuol dire altro che assumere come coppia fondamentale 
À ft =O (sopra 0 4) la coppia armonica alle due sopra indicate. 

Avremo dunque la solita rappresentazione parametrica del no 8: 

x1 = (a À + bft)\ ~r.3 = (bl + aft' ), x'= (b À- afl-)4 

con h = ·0, cioè a4 + b4 = O. Segue subito che, in questa ipotesi, i due 
punti 

P= (b', b', a', a4) , p'= (a 1
, at, b4, b4), 

individuati da À = o, e da ft = O coincidono in uno solo le cui coordinate 
assumeremo cosl : 

(1, l , - l, - 1). 

Dunque questo punto è doppio per 0 4 e (più precisamente) è un 
nodo essendo À = o, ft =o, i valori che individuano i due rami della 0 4 

che s'incrociano nel nodo. 
Viceversa: se si esige che 0 4 abbia un nodo ne segue che essa è 

armonica. (Se mai l'unica condizione restrittiva è che i quattro piani ipe
rosculanti sieno distinti). Infatti le tre involuzioni binarie, su di essa, 

(l) ARMENANTE1 loc. cit. ( 13)1 l" Memoria, pag. 221. 
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subordinate alle tre involuzioni gobbe possedute da 0 4 (n° 10), debbono 
trasformare in se stessa la coppia dei valori del parametro (disteso su 
0 4 ) che individua i due rami passanti pel supposto nodo. Dunque la cop
pia in parola sarà una di quelle che compongono il covariante sestico 
della forma rappresentante i quattro punti iperosculati. Assumendo questa 
coppia come l p,= O, i punti di 0 4 che essa individua (nella solita rap
presentazione parametrica del no 8) saranno quindi: 

Se dunque si esige che P e P' coincidano, secondo la ipotesi fatta, 
occorre che si abbia: 

cioè 

ma per a4 = b4 si ha h= 2, caso escluso al n° 8, rimane a" + b4 = o, 
ossia h= O, il che significa che 0 4 è armonica (n° 33). 

Dunque : « Per ttna C4 irriduttibile le due condi~ioni di avere un punto 
doppio (nodo), o di essere armon·ica sono equivalenti. La coppia dei valori 
del parametro individt~ante i due rami passanti pel nodo, è quella arnwnica 
alle due coppie (a lot·o volta a1·1noniche fra di lot·o) costitt~enti i quattro 
punti iperosculati >>. 

39. N el caso attuale, conviene spesso sostituire alla considerazione 
dell'involuzione sizigetica (n° 9) l'altra più semplice dell'involuzione qua
drica ordinaria costituita dalle infinite coppie di punti armoniche rispetto 
a quella che individua i due rami di 0 4 passanti pel nodo. 

Essa può rappresentarsi con la sostituzione: 

essendo A = o, p, = o, la coppia nodale. È anche da osservare che questa. 
coppia J.. J..L = O del covariante sesti co: 

A p, (l4 - p,4) = O 

e m condizioni dissimmetriche rispetto alle altre due )..2 + p,2 = o, giacchè 
essa separa armonicamente le due copie (armoniche a loro volta) di punti 
iperosculati, il che non può dirsi per alcuna delle altre due rimanenti. 
Noi chiameremo «fondatnentale >> la involuzione quadrica in discorso. 

È poi manifesto che ogni gruppo sizigetico (no 9) è formato da due 
coppie dell'involuzione fondamentale. Però, non viceversa. Affìnchè due 
coppie dell'involuzione fondamentale formino un gruppo sizigetico è ne-
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cessaria una condizione che, nella sua forma più espressiva sarà indicata, 
al no 46. 

40. Poichè la quaterna dei punti iperoscnlati (sopra 0 4) è armonica, 
il gruppo di peoiettività binarie, rispetto al quale essa è invariante, è 
dell'8° ordine (l ) e si può ottenere aggiungendo al gruppo quadrinomio 
GI del no 10 le seguenti proiettività: 

4 

Naturalmente la involuzione fondamentale è invariante rispetto al 
gruppo così ottenuto. 

Per determinare le collineazioni quaternarie, generate dalle (l) prece
denti, si osservi che valendosi della solita rappresentazione parametrica 
del n° s, si può prendere, nel caso attuale: 

a= l + i, 
dopo di che è facile constatare che la 

genera la 

da cui segue che l'altra: 

b = y2, 

genera la 

e analogamente : 

genera la 

1- i fl 
1

1 = 1- i l flllfl ~~ genera la (xi x3 x2 x4) (xi x3) (x2 X4) = (xa x4). ! À f.-l~ ! l f.-l! (l A~ 

Vengono .:~osì ad aggiungersi al G!, del caso generico, dianzi ricor
dato, queste quattro nuove collineazioni e in tal guisa si perviene al grup
po quaternario di ottavo ordine G! spettante alla 0 4 armonica. Esso ap· 
pa.rtiene, come sottogruppo, ad uno dei cinque gruppi ottaedrici (proiettiva
mente distinti) di collineazione spaziali ~2) . 

41. Ecco le proprietà caratteristiche che lo collegano alla 0 4 armonica. 

( l ) Vedi ad es. F. ENRIQUES- O. CHISINI, Teoria geo11tetrica delle eq1tazioni algebriche, 
Bologna Zanichelli, T. I, pag. 25. 

(2) Vedi la mia memoria già citata (7). 

CIANI 



Anzitutto acquista adesso particolare interesse una delle tre involu
zioni gobbe del sottogruppo quadrinomio (no 10). 

È la (x1 x 2 ) (x 3 x,) che subordina, sopra C4 , la involuzione fondamen
tàle ed è quindi invariante rispetto al G! attuale. 

Ricorrendo alle notazioni del n° 10 con le quali si indicarono con 
A, B, C, D, i vertici del tetraedro principale della curva, si vede che i1 
nodo è in B e che gli assi della involuzione in parola sono A B e C D. 
Ma la retta AB non può chiamarsi corda di C4 perchè i suoi estremi coin
cidono, ma può ancora riguardarsi come intersezione dei piani oscula.tori 
in essi (ai due rami di C4 che s'incrociano nel modo). Dunque: 

«Nel caso attuale, le corde p1·incipali vere e propr·ie si 1·iducono a 
dtte (l); la terza è sostituita da.lla retta che unisce il nodo della curva al 
punto cmnune alle prime due ed è la intersezione dei p·iani osculatori, ai due 
rami di c{) passanti pel nodo>>. 

Le collineazioni quaternarie che vengono ad aggiungersi in questo ca
so al a: sono dunque le seguenti (n° precedente): 

Le prime due sono omologie armoniche con i centri rispettivi : 

H= (1, - 1, O, O); K =(O, O, 1, - l) 

e con piani fondamentali : 

X 3 - X4 = 0 · 

Le due rimanenti sono inverse l ' una dell'altra, hanno il periodo qua t· 
tro, hanno per comune . quadrato la involuzione gobba invariante (a:1 a:2) 

(x3 x 4) e hanno anche in comune i quattro punti uniti seguenti: 

(1, l, l, l); (1, l, -l, -l); (i,- i,- l, l); (-i, i, -l, l) 

Ecco come si collegano questi elementi uniti col tetraedro principale 
A B C D. I centri di omologia H e K sono i punti di appoggio dello spi
golo C D con gli spigoli opposti (x1 = o, x2 = O), (x3 =o, x4 = O) del te
traedro iperosculante, i piani fondamentali sono quelli dei triangoli AB K, 
A B H in guisa dunque che il piano fondamentale dell' una omologia. pas
sa per il centro dell'altra. I quattro punti delle due rimanenti collinea
zioni sono costituiti dal vertice A del triedro principale, dal nodo B e da 
quella coppia, sopra lo spigolo C D, che è armonica alla C D e alla H K. 

(l) G. LORIA, C!l,.Ve sghembe BpllCiali algebriche e traacendenti. Bologna. Za.nichelli, Vol. 
11 pa.g. 303. 
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Mettendo tuUo questo in relazione con la superficie di STEINER (ni 5, 
6, 7) si può dire che : 

« Le t1·e asintotiche annoniche di una supetjicie di STEINER (n° 33) 
hanno i nodi in quei t-re ve-rtic·i del tet-raed-ro singolare della superficie che 
giacciono sulla faccia opposta al punto triplo. Fra. le collineaz·ioni che tra
sfonnano in se ciascuna di tctli asintotiche sono specialmente da notat·e d1te 
omologie annoniche. Si ottengono così le sei omologie armoniche spettanti alla 
supe1jicie in pa1·ola (e già segnalate al n° 6) >> . 

42. L'esistenza delle due omologie, dianzi indicate, mette in evidenza 
i due coni quadrici che proiettano la 0 1 attuale dai centri d'omologia re-

. lat ivi. Un terzo cono quadrico è, ovviamente, quello che la proietta dal 
punto doppio. Dunque per 04 passeranno oo1 quadriche. Per trovarle gio. 

va valersi dalle (l ) del n o 35. Tenendo presente (n o 40) che a= l +i, b = Y2, 
tali formule divengono : 

Yt = P-4 
- - ).4, 

Y2 = 2 y2 A, /.l (/.lz- Àz), 

y2 = 2 i y2 À ft (ft2 + ).2
), 

Y4 = 6 iÀz fll. 

Adesso il nodo è in {1000) e i centri di omologia in (O, 1, 1, O) e 
(O, 1, - 1, 0). Mediante le precedenti è facile vedere che la 04 è la. curva 
base del fascio di quadriche seguente 

a 19 (y~ + yi)- 8 Y! ! +P j 3 Y2Ya- 4 Yt Y• ! =O 

le quali si toccano tutte in (1000) avendo ivi per piano tangente comune 
y4 = O. I tre coni del fascio di cui sopra è parola sono i seguenti 

9 (y2- Ya)z - 8 y~ + 24 Yt Yt =o, 
9 (y2 + Ya)z - 8 y~- 24 Yt Y• = o, 
9) y~ + y3

2
) - 8 y~ = O 

(per a= 1, f3 =- 6) 

(per a = 1, f3 = 6) 

(per f3 = 0). 

I primi due sono quelli che proiettano 0 4 dai centri delle due omo
logie sopra indicate, il terzo è quello che la proietta dal suo punto doppio 
e rappresenta adesso la quadrica H del caso generico (no 30), cioè il luogo 
delle trisecanti intendendo che ciascuna di esse ha due punti di secanza 
riuniti nel punto doppio della curva. Le tangenti nodali (contate ciascuna 
due volte) stanno a rappresentare le quattro tangenti-secanti del caso 
generico, così come il piano di queste due (che è y4 =O) contiene l'unico 
gruppo sizigetico piano (ni 18 e 15). 

In conclusione d un q ne : 
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<<La C4 a-r·monica, è curva-bctse di ~tn fa,scio di q1badTiche che si toccano 
in un punto (nodo di C4) . Qtbindi se si chiama, secondo l'uso, quartica di 
seconda specie quella p er la quale passa una sola quad1·ica, qtwsta q~balifica . 
è i1npropt·ia per una C4 armon'ica (pure trctttandosi semp1·e di una curva 
razionale) >> . 

43. Quanto alla quadrica M del caso generico, conviene ricorrere alla 
sna equazione come inviluppo (no 27), la quale nel caso presente di 
h= O si riduce a: 

(ui - u2) (ua - u4) = O 

cioè si spez~a nei due punti (1 , - l, O, O); (O, O, 1,- l) che sono i centri 
delle due omologie spettanti a O 4 (n° 41). 

Quindi la sviluppabile bitangente (che come è noto è di 4" classe) 
si spezza nei due coni quadrici che dai centri suddetti proiettano O 4 

(n° 27) e così anche le quattro tangenti nei punti iperosculati passano, a 
due, a due, per tali centri. 

Abbiamo esaminato così le particolarità più notevoli delle due qua
driche H ed M; le altre E, Q, T non presentano interesse speciale per 
la 0 4 armonica. 

44. · Conviene piuttosto osservare come si specializza la condizione af
fi.nchè quattro punti ai a2 a3 a4 della curva siano in un piano, cioè la 
(5) del no 12. Facendovi h= O essa diviene: 

ai U2 aa a4 = - l. 

Da questa per ai = a 2 = a 3 = a, a 4 = a' si trova 

a3 a'+ l= O 

che vincola il valore a inerente a un punto generico di 0 4 a quello a' del 
suo osculante (n° 19). Ne segue che i quattro oscillanti di a1 , a2 , a3 , a4 , 

sono rispettivamente 

Se quindi: 

sarà anche: 

l 
-~· 

4 

E quindi : << I quatt1·o punti osculant{ di quattro punti complanari di 
una 0 4 ar11wnica, sono a lot·o volta complanat·i (l) >>. 

{l) LORI.A., loc . cit. (36), Vol. I, pag. 304-. 
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45. Anche la relazione del no 24 che collega i punti M== (a), M' (a'), 
di cui il secondo è residuo del primo, si semplifica notevolmente riducen

dosi alla: 

a+ a'= O 

il che significa, che la coppia Jlf llf', nel caso attuale, appartiene alla invo
luzione fondamentale e i punti M ed llf' sono l'uno il residuo dell' altro. 
Viceversa, se questa condizione è soddisfatta la GJ è armonica (n° 25) 

Dunque, nel caso attuale, se llf .. 11', N N', sono due coppie della in
voluzione fondamentale appartenenti a un medesimo gruppo sizigetico, ri
prendendo le considerazioni del no 24, ne viene che il piano dei tre punti 

· N N' ]1' è tangente in .M' a 0 4 e il piano NN' ili è tangente in M, come 
anche i piani M M'N JJI M'N' sono tangenti rispettivamente in N ed 11"_ 
Quindi: 

<< Ogni tetn~(Jd?·o sizigetico di una 0 4 annoni ca è ·tar e che c-iascuna fac
cia è tangente c~lla m~rva in un vertice e secante nei tre ?"imanenti, in gtdsa 
che tutte le inte-rsezioni delle facce con la curva sono assorbite dai vm·tiC'i. Gli 
spigoli sono altrettante corde, ma nessuno cl·i essi è tangente [perchè le tan
genti-secanti sono tutte assorbite dalle tangenti nodali ~n° 42)). Accade 
dunque che << le tangenti in Jlf ed ]![' si appoggiano alla 1·etta N N' e vice
ve?·sa le tangenti in N ed N' si appoggiano alla JII M'». 

46. Ora è notevole che basti la esi stenza di un tetraedro sizigetico 
così fatto per affermare che la 0 4 è armonica. 

Abbiasi infatti un tetraedro sizigetico M N P Q tale che la faccia op
posta ad M sia tangente in uno dei tre vertici rimanenti. Sia dunque (no 24): 

M== (a), N==(- a), Q==(-~) 
e riprendiamo la (5) del n. 12: 

(l} 

esprimente la condizione di complanarità per i quattro punti a 1 a2 a 3 a4 • 

Se il piano N P Q deve essere tangente a 0 4 in N, essa deve essere sod
disfatta da : 

e quindi diviene: 
h(a4 -l)==O 

ma per a 4
- l= O si hanno coppie di punti di appoggio di corde prin

cipali (n. 10), il che deve escludersi perchè M N P Q vuole essere un vero 
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e proprio tetraedro (non ridotto a una coppia di punti). Dunque h = O e 
0 4 è armonica (n. 48). 

Se il piano N P Q deve essere tangente in P, la (l) precedente deve 
soddisfarsi con : 

l ex.=- (i"""' 

e si trova h = - 6. Se finalmente il piano in parola deve essere tangente 
in Q, la (l) medesima deve soddisfarsi con: 

e si trova h = 6. Ma con h = + 6 di nuovo 04 è armonica (n. 38). 
La nostra affermazione è cosl dimostrata. Si può .dunque concludere 

(avendo presente anche la fine del n . 45) che: 
<<Sopra una 0 4 armonica la condizione necessaria e sufficiente perchè 

due coppie di punti della involuzione fondamentale compongano un gruppo 
sizigetico, è che la corda individuata dai punti dell'una coppia si appoggi 
alle tangenti nei punti individ1tati dall'altra coppia >> . 

47. Passiamo infine a considerare la O~ complementare di una 0 4 ar
monica. Si osservi perciò che in generale si ha (n. 32) : 

m2 + p2 = 4 a2 b2 (a' + b•) = 4 h a 4 b4 • 

Dunque nel caso attuale, essendo h= O (n. 38), risulterà 

m2 +P2 =O. 

Allora le (2) del n. 35 dimostrano che O~ passa due volte per (1000) 
corrispondentemente ai due valori l= O, ft =O, cioè (1000) è un nodo 
anche per 0 4 la quale quindi è armonica (n. 38), ma non è asintotica per 
la superficie di STEINER. Infatti, se lo fosse, lA xi date dalle (l) del n. 32 
e che riferiscono O~ ai piani doppi della superficie suddetta dovrebbero es
sere delle quarte potenze. Occorrerebbe dunque che fosse: 

(a' - b4
)2 + 16 a' b• = O 

cioè: 
aB+ bs 

a' b' + 14 =O 

ed avendosi : 

ne seguirebbe: 
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e saremmo condotti al caso equianarmonico (n. 48) e non all'armonico. In 
conclusione dunque: 

«La quartica co1nplernentare, sulla superficie di STEINER, di una sua 
asintotica arrnonica, è anch'essa armonica, ma non asintotica, e le dtte curve 
hanno il nodo in cornune ». 

CAPITOLO VI. 

n caso equianarmonico. 

48. Esso si realizza con h2 + 12 = O (n. 33). Segue che i due gruppi 
sizigetici <<piano >> e « iperosculato ,. coincidono. Infatti la relazione pre-

, . . 2 h t ~ . ] .. cedente puo scnvers1 h= -- 6 e sot o questa .LOrma espnme a comci-

2 h 
denza suddetta (nn. 15 e 9). Viceversa, dalla - = - - si risale alla 

h 6 
h2 + 12 =o. 

Dunque si può dire che: 
<<La condizione necessaria è sufficiente perchè la curva 04 sia equiana

monica,, è che i quattro punti iperoscttlati siano in un medesi?no piano >>. 
4.9. Analogamente a quanto si fece al n. 40, per la O~ armonica, os

serveremo che, nel caso attuale, la quaterna dei punti iperosculati, essendo 
equianarmonica, sarà invariante rispetto a un guppo _di proiettività bi
narie che è di 12° ordine [gruppo tetraedrico (l)]. Per ottenerlo basta, ad 
esempio, aggiungere alle sostituzioni (1) del n. 10, la sostituzione seguente 
a periodo tre : 

Costruito così il gruppo binario tetraedrico suddetto, per ottenere il 
G12 quaternario rispetto al quale 0 4 è invariante, si osservi che, nella 
consueta rappresentazione parametrica di 0 4 (n° 8), si può prendere 
adesso: 

b=2· 

Dopo di che si vede che la S precedente 

{l) ENRIQUES·CHISINI1 loo. oit. (34), T. l, pag. 26. 
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trasporta M in 

N » 

)) Q >> 

>> p )) 

l l +i+~- i)y3~N, 

- ~l + i+~. - i ) y3~Q ' 

~- l+ i +
2
(1 +i) VS ~M' 

~--l + i~ {3(1 + i) !p' 
e quindi risnl terà che la S genera la collineazione quaternaria: 

(x1 x2 x 4) 

che trasformerà 0 4 in se stessa. Aggiungendo questa collineazione al 
gruppo quadrinomio G! del n° 10, si ottiene il gruppo quaternario di 
12° ordine rispetto al quale la 0 4 attuale è invariante. Esso è uno dei 
tre possibili grnppi tetraedrici dello spazio a tre dimensioni ed è non sol
tanto isomorfo oloedrico, ma anche proie.ttivamente identico al gruppo di 
rotazione del tetraedro regolare (1). 

50 Riprendiamo là (l) del n° 19 che collega il valore a, del parame
tro di un punto generico di 0 4 , a quello a' del suo osculante. Risolvendola. 
rispetto ad a' si trova : 

a' 
- 2 a 3 - h a· 

Ora il residuo a" di a è dato dalla (l} del n° 24, cioè da: 

, 6 a 2 +h 
a - - ...,...---::----

- ha3 +6a 

Se si esige a'= a" (qualunque sia a) si trova h2
--\- 12 =O che e

sprime la equianarmonia di 0 4 (n° 48). Dunque: 
<< Il 1·esid1w e l'osculante di un punto qnalunque di ?tna O, equia

na?·monica coincidono. Viceversa, questct condizione caraitet·izza la O 4 equia· 
narmonica >>. 

51. Fra le quadriche considerate nel capitolo III la più interessante, 
nel caso attuale, è la E riguarda come inviluppo (nO 28). Dalla relativa 
equazione, ivi riferita al tetraedro iperosculante di 0 4 , si ottiene la se
guente che è riferita invece al tetraedro principale (mediante la trasfor
mazione di coordinate del no 2): 

(l ) Vedi la. mia. Memoria. più volte citata (7). 
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E= l(4- h2
) ~ti+ 4 (h- 2) 1t;- 4 (h+ 2) ui +W+ 12) u! =O l 

.N el caso attuale essendo h2 + 12 = O la E diviene: 

E= \ 4 ui +(h - 2) tt~ - (h+ 2) ui = O l , (con h2 + 12 = O) 

su 

che rappresenta una conica in coordinate di piani giacente in x 4 = O. 
Dunque 

<< Nel caso att'u.ale l'invil1tppo E, cioè quello dei piani seganti O, in 
gntppi equiarmonici, è fonnato da oo1 fasci di piani i cui assi sono le 
tangenti della conica suddetta. Esse costit~tiscono anche la totalità delle rette 
pe1· ciascuna delle quali passano t're piani osculittm·i della curva >> (n° 28). 

52. Considerando finalmente la O' 4 complementare si vede che, nel 
caso attuale, è anch'essa equianarmonica. Infatti la binaria biquadratica 
rappresentante i punti iperosClùati di G' 4 è, nel caso generico, (n° 37) : 

14 + n4 + 24 h 12 2 = O . 
r 12- h"! fl 

Ora la condizione perchè questa sia equianarmonica è (n° 9): 

( 
4 h )2 

3 . 12 - h2 + l = o 

ossia h2 + 12 = O che è soddisfatta per ipotesi. Dal no 4 7 risulta poi che 
O' 4 è anche asintotica della superficie di STEINER. 

Dunque «nel caso attuale la quadrica H (n° 30) taglia la S1tperjicie 
di STEil'.TER secondo due quat·tiche entra1nbe equianarmoniche ed entrambe a
sintotiche della superficie >>. 



ALCUNE OSSERVAZIONI SOPRA LA SUPERFICIE DI STEINER 

(Renàic. Iltit. Lomb 1930] 

SUNTO. - Una notevole corrispondenza biunivoca, fra i punti della superficie di 
Steiner, stabilita mediante una costruzione dovuta al Sig. • Olafur Danielsson », viene 
ottenuta, dall'A. della seguente Nota, iu modo più diretto e più semplice, mediante 
proiezione, sulla superficie, dal suo punto triplo, di una particolare corrispondenza 
quadratica piana. 

l. - Le seguenti osservazioni, intorno alla superficie di STEINER, 

mi vengono suggerite dalla lettura di un interessante articolo comparso 
recentemente sopra i << Mathmnatischen .Annalen >> (1). 

Il Lettore voglia scusarmi se, per uniformità di linguaggio, io mi ri
ferisco a notazioni e nomenclature che ho già adoperato in riguardo alla 
superficie di STEINER (in un mio precedente lavoro dedicato alle quartiche 
razionali gobbe (2)). lvi denotai col nome di tetraedro singolare della 
superficie, quello che ha per facce i piani delle rette doppie (a due, a due), 
e per 4" faccia il piano individuato dai tre punti, sopra tali rette, che 
sono i coniugati armonici del punto triplo rispetto alle 3 coppie di punti 
uniplanari della superficie situati sopra le rette medesime. 

Riferendo la superficie a questo tetraedro, la equazione assume la nota 
forma classica 

xt2 xi+ xi xa2 + xa2 Xt2- 2 Xt x2 Xa x.= O 

e siccome la sezione piana in x 4 = O è la << Lemniscata proiettiva » 

a:t2 x22 + x2z Xaz +x32 Xt~ =O 

(l \ OLAFUR DA.NIELSSON, « Ueber Korrespondierende P.unku der Steinerschen Fliiche 
vierter Ordntmg und die Hauplpunkte der1elbe1~ ». Math: Aonal. Bd. 102. 

(2) E. Cu ... '<I, « Ricerche Bopra le qt,artiche ra;ionali gobbe :t. Rendic. Ciro. Matemati
co di Palermo. T. LII. 
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dalla quale vengono a dipendere le osservazioni che mi propongo di fare, 
così è indispensabile premettere alcuni particolari, inerenti a tale curva, 
richiamantloli da un ben noto lavoro di BERZOLARI sull'argomento (l'. 

2. Ricorderò dunque che la curva L in parola è una particolare quar
tica piana trinodale di cui le sei tangenti nodali sono anche tangenti in
fless ionali di guisa che, in ciascun nodo, vengono assorbite tutt~ e 4 le 
intersezioni delle relative tangenti con la cuTva, la cui equazione riferita 
al triangolo nodale può scriversi nella forma già indicata nel numero pre
cedente 

L = lxi2 r22 + x22 xl+ xa2 xi2 =O!. 

Le tangenti nodali suddette possono rappresentarsi, a coppie, mediante 
le equazioni 

da cui risulta subito che esse inviluppano la conica 

xi2 +xl+xa2 =O. 

La curva L possiede le seguenti 4 bitangenti 

xi + x 2 + x 3 = O , - xi + x 2 + x3 = O , xi - x 2 + x 3 = O , 

xi + x2 - x3 = O 

le quali compongono un quadrilatero la cui «conica dei 14 punti>> è la 
conica precedente. Rispetto a questa, i poli delle 4 bitangenti suddette sono 

(1,1,1); (- 1,1,1); (1,-1,1); (1,1,-1) 

e il fascio delle coniche passanti per questi 4 punti può rappresentarsi 
mediante la equazione 

xi 2 +l x 22 - (l+ l) x3
2 = O • 

Ciò posto è facile constatare che la ben nota involuzione piana rap· 
presentata da 

può intendersi che sia quella dei punti coniugati rispetto a tutte le co
niche del fascio precedente e quindi può ritenersi determinata esclusiva
mente dalla cUTva L mediante la seguente proposizione: 

« Ogni lemniscata proiettiva individua una invol1~zione piana costituita 
dalle coppie di punti coni1~gati rispetto al fascio d.i coniche i cui p1tnti -base 
sono i poli delle 4 bitangenti della curva rispetto alla conica inviluppata 

(l) L. BERZOLARI, « Sulla leml.iscata pritttiva ». Questi Rendic. Serie II. Vol. XXXVII. 



dalle 6 tangenti nodali della curva. medesima. Essa è quella indicata con 
J nella citata memoria di BERZOLARI (n. 2). Analiticamente essa può 
farsi dipendere dalla L con le formule 

dove f è il P membro della equazione di L. 
È dunque lecito parlare (senza possibilità di equivoci) della involuzione 

piana individuata dalla curva L (rispetto alla quale però si noti bene, L 
non è invariante, ma viene cambiata nella conica delle sei tangenti nodali)· 

3. Venendo adesso alla superficie S di STEINER, è utile anche di 
osservare come l'unica sezione piana che sia una lemniscata proiettiva, è 
quella prodotta da x 1 =O. Infatti, preso un punto 1lf qualsiasi sopra una 
delle rette doppie, si cerchino le rette passanti per M e tali che (per cia
scuna) M assorba le 4 intersezioni con la superficie S • .A tale scopo sia M 
sulla retta doppia 

e quindi abbiasi 

M =(O, O , y3 , y") . 

Congiungiamolo con un punto N che potremo sempre supporre esistente 
in x 3 = O e quindi così che si abbia 

N = (z1 , z2 , O , z;~) . 

Allora, la retta M N sarà rappresentata parametricamente da 

e le sue intersezioni con S saranno date dalla equazione 

14 zt2 z22 - 2 13 p. zt z2 z, Ya + 

+ j.2 p.2[Yaz (ztz + z22)- 2 Zt z2 Ya Y<~] =O. 

Perchè dunque le intersezioni della retta M N con S, siano tutte as
sorbite da M, occorre che sia 

escludendo ovviamente y1 =O , z2 =O, y3 =o, rimane 

z4 =0 e Ya2 (ztz+z2~)-2ztz2YaY<~=0 

il che dà due valori per 5.. Dunque le rette cercate sono due e si ap-
~ -

poggiano allo spigolo (x 3 =O , x 4 =O) del tetraedro fondamentale. Se dun-
que si vuol tagliare la superficie S con un piano passante per llf, in guisa 
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che L1f sia, per la quartica sezione, un nodo inflessionale, il piano deve 
esser quello delle due rette dianzi trovate, ma allora esso passa per lo 
spigolo (x 3 = O , x;~= O) e quindi è facile constatare che l'unico piano 
passante per tale retta lin guisa che anche i punti d ' intersezione con le 
rimanenti 2 rette doppie di S siano anch'essi 2 nodi-inflessionali) è il 
piano x 4 =O. L'affermazione fatta al principio di questo numero è dun
que dimostrata. 

4. Prima di procedere oltre è naturale di domandarsi di quale 
natura sia il luogo generato da tutte le coppie di rette llf N della specie 
descritta nel numero precedente (si potrebbero opportunamente chiamare 
<<rette iperosculat·rici >> ). Quale sarà dunque il luogo delle infinite coppie 
di rette iperosculatrici nei punti della retta doppia x 1 = O , x2 = O Y. La 
risposta è facile. 

Riprendendo perciò l'equazione del numero precedente 

. Yaz (zt2 + z22)- 2 zt z2 Ya y, =O' 

resulta subito che i due punti di appoggio con (Xa = O , x, = O) delle due 
rette iperosculatrici passanti per llf, compongono una coppia armonica con 
quella formata dai punti d'incontro della retta medesima (x3 = O , x,= O) 
con i piani osculanti 

x 1 ±x2 =O . 

passanti per la retta doppia suddetta (vedi il numero 3 della citata mia 
Nota). Dunque il luogo cercato è una superficie cubica rigata gobba che 
ha per direttrice doppia (x1 =O, x2 =O) e per direttrice semplice (:r.3 =O, 
x, = O) . L'equazione della superficie è 

x 3 (x1
2 + x 2

2)- 2· x 1 x2 x,= O. . . (l) 

Infatti siano M= (O, O, À, l); N= (l , f-t, O, O), l'uno sulla prima 
direttrice e l'altro sulla seconda e quindi la retta Ji N sia rappresentata 
parametricamente da 

x 3 =J..., (2) 

Le suE> intersezioni con la superficie S sono date da 

a• f-t2 + a2 [).2 (1 + J-t2) - 2 }. f-t = O . 

Se la retta M N in parola deve essere iperoscnlatrice in M, occorre 
che sia 

l (1 + J-t2 - f-t 2 = o 
ma allora resnlta immediatamente che le (2) soddisfano la (l) indipenden
temente da a. 
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Riassumendo si ha dunque : 
<< Il l~togo d-elle r ette iperosculatrici della supm:ficie di STEINER, nei 

p~tnti di ~ma sua r etta doppia, è ~ma sup m:ficie cubica rigata gobba che ha 
p er di1·ettr·ice doppia la retta suddetta e p er dù·ettrice semplice lo sp igo lo op
posto nel tetraed1·o singola1·e delle supm:fici e di Steiner. La involuzione che 
le generat1·ici della rigata C'ltb·ica suddetta segnano, sopra lo spigolo in pa
rola, ha, p m· punti doppi, q~telli d'incont1·o con i p iani osculanti che passano 
p er la 1·etut doppia in discorso >> . 

5. Siamo ora in grado di applicare le considerazioni svolte sin qui, 
all'argomento che è oggetto principale della Nota del Sig. O. DANIELSSON 
già citata in principio. Egli stabili sce, fra i punti della superficie di 
STEINRR, la seguente corrispondenza biunivoca. Preso un punto generico 
P = (yi y 2 y3 y4) sopra la superficie, egli considera i tre piani che lo proiet· 
tano dalle 3 rette doppie della superficie che sono i seg uen ti 

xi Y2 - X2 Yi = O ' X2 Ya - Xa Y2 = O ' Xa Yi -xi Ya = O · · · (3ì 

e che si tagliano quindi lungo la retta T P che proietta P dal punto 
triplo T della superficie. Poi osserva che le 3 coppie di piani osculanti 
passanti per le 3 rette doppie sono i seguenti 

xi + ~=O , x 2 + x 3 ==O, x3 + xi= O... (4} 

Ebbene i tre piani coniugati armonici dei tre piani (3}, rispetto alle 
tre coppie precedenti, risultano questi 

e quindi si tagliano lungo una retta che passa per il punto triplo T e 
incontra ulteriormente la superficie di STEINE&, in un punto P' che è il 
corrispondente di P secondo la costruzione del Sig. DANIELSSON. 

Ora è facile vedere che se si rappresenta la superficie di STEINER 
sul piano x4 = O , mediante proiezione dal punto triplo T, le immagini di 
P e P' hanno per coordinate 

(yi , Y2, Ya , O); (y2, Ya , Ya , Yt , Yt Y2, O) 

cioè sono corrispondenti nella involuzione piana stabilita dalla << Lemni
scata proiet t iva >> della superficie di STEINER, secondo le considerazioni 
del numero 2 di questa Nota. E ' poi manifesto che le coordinate di P e 
P' possono assumersi così 

P= (y y y Yi
2 

Y2
2 

+Y2
2 

Ya
2 

+ Ya
2 Yi~) 

- i l 2J 3l 2 
Yi Y2 Ya 

'-( Yi
2

+Y2
2

+Ya
2

) P = Y2 Ya ' Ya Yi ' Yi Y2 ' 2 i 
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Resulta dunque (giacchè è lecito parlare della Lemniscata proiettiva 
sulla superficie di STEINER quale unica curva di tale specie ivi esistente 
n. 3)) la seguente proposizione: 

«La cot-rispondenza stabilita jm i punti a,ella superficie di STEINER, 

rnediante la cost1·uzione del Sig. DANIELSSON, s·i pttò ottenet·e p ,roiettando, 
sopt·a la superficie, dal suo pttnto triplo, la involttzione 11iana individuata 
dalla Le1nniscata proietUva esistente sopt·a la Sttperjicie medesima». 

In altre parole, la corrispondenza di D.A.NIELSSON si specchia, per 
proiezione dal punto triplo, sopra la involuzione piana della Lemniscata 
proietti va. 
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DELLE QUALI E' INVERSA. DI SE STESSA RISPETTO ALL'ALTRA. 

Estra.tto da.l Per-iodo di Maternatiohe 1931. 

1. Date due coniche k1 e k2 , in un medesimo piano, diremo, per bre
vità di linguaggio, che k2 è inversa di se stessa, rispetto a k1 , allorchè 
kz è invariante, rispetto a una inversione quadrica di HIRST1 la quale ha 
per conica fondamentale k1 • In tal caso, indicando con P 1 il relativo cen
tro d'inversione, ogni trasversale per P 1 , nel piano delle due coniche, le 
taglia in un gruppo armonicò di punti e quindi il contravariante armonico 
di k1 e k2 (inviluppo dell~ rette seganti armonicamente k1 e k2) e che è 
della 2a classe, si spezza in due punti di cui uno è P 1 • Indicando con 
P2 l'altro punto, ne segue che anche ogni retta passante per P2 , nel pia
no suddetto, taglierà le due coniche in un gruppo armonico di punti e 
quindi P 2 e k2 potranno riguardarsi quali centro e conica fondamentale 
di una nuova inversione quadrica di HIRST, rispetto alla quale la conica 
k1 sarà invariante. Dunque intanto si può dire che 

« La condizione perchè la conica k 1 s·ia fondamentale, pe~· una inversio
ne qua.drica di HIRST, -rispetto alla quale la conica k 2 sia invariante, è iden
t-ica con quella che si t·ichiede perchè k 2 sia fondamentale pe-r una inversione 
t·ispetto a cui k 1 sia invariante. Essa può espri?net·si esigendo che il contra
variante armonico delle due coniche, riguardato quale inviluppo di 2"' classe, 
si spezzi in dt~e punti (i quali vengono ad esset·e i centri delle due inversioni). 

La posizione dunque delle due coniche è mutua e, col linguaggio dianzi 
adottato, si può dire che ciascuna è inversa di se stessa rispetto all'altra. 
Alla configurazione, che esse vengono cosl a comporre, sono destinate le 
seguenti elementari considerazioni le quali non hanno pretesa alcuna di 
originalità, ma mirano soltanto a collegare, in modo semplice, il linguaggio 
geometrico con l'algoritmo algebrico (in ciò che riguarda lo studio della 
configurazione in parola). 

CU,NI , 
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2. Indicando con A, B, O, D i 4 punti comuni alle 2 coniche k1 e 
k

2 
(nell' ipotesi che essi siano tutti reali e distinti) e tenendo presente che 

il contravariante armonico di k1 e k2 è tangente alle 8 tangenti in .A, B, 
O, D a k1 e k 2 , ne segue che tali 8 
tangenti si distribuiranno in due qua
teme di rette convergenti nei centri 
d ' inversione P1 e P2 (secondo la quì 
annessa figura.) in modo dunque che 
AB sia corda di contatto per le tan
tangenti tirate da P 1 a k1 e per quelle 
tirate da P 2 a k2 e analogamente O D 
sia corda di contatto per le tangenti 
tirate da P 2 a k1 e per quelle tirate da 
P 1 a k2 • Così P 1 ha per polare A B 
rispetto a k1 e O D rispetto a k2 , co
me P 2 ha per polare AB rispetto a k2 e 
O D rispetto a k1 • Segue che le rette 
OD e .AP2 sono coniugate rispetto a k1 

e quindi (indicando con M il 2° punto 
d' intersezione di A P 2 con k1) ne vie

ne che il gruppo O D A M, sopra k, è armonico e quindi lo è anche 
A (O I> P 1 .M) il quale risulta formato dalle due rette che da A proiettano 
O D e dalle due tangenti in A alle coniche k1 e k2 • 

Si conclude dunque che << data la conica k1 , si possono scegliet·e ar
bitt·at·iantente le corde A B, CD, dopo di che la 2a conica k2 riesce comple
tatnente detenninata dal passare per i punti A, B, C, D e dall' esset·e ta,n
gente, in A, alla coniugata annonica della tangente, i vi, a k1 , T·ispetto alla cop
pia di t·ette A C, A D. Siccome poi le rette A O, B D si tagliano in un 
punto della congiungente di P 1 con P 2 e altrettanto accade di A D, BO, 
così ne segue A (P1 P2 O D ) :n: B (P1 P2 D 0). Ma il gruppo A (P1 P 2 O D1 è 
armonico, come dianzi abbiamo osservato, dunque è armonico anche 
B (P1 P2 D 0) cioè le tangenti a k1 e k2 (in B) formano un gruppo armo
nico con B D, B O. Analogamente si vede che sono armonici i 2 gruppi 
O (P1 P 2 A B), D (P1 P 2 BA) e la configurazione attuale si può completare 
a partire dalla conica k1 e dalle due corde arbitrarie A B, O D. 

Si può aggiungere che se O, D sono i punti ciclici del piano delle dne 
coniche, esse divengono due cerchi ortogonali, di guisa che tutta la confi
gurazione attuale è identica (proiettivamente) a quella individuata da due 
di tali cerchi. 

3. Cerchiamo adesso la condizione analitica esprimente il vincolo geo
metrico che collega le due conichf\ k1 e k2 • A tale scopo conviene riferì-
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re le due coniche al triangolo diagonale del quadrangolo AB C D, il qua
le triangolo è autoconiugato rispetto ad entrambe. Le loro equazioni sa· 
ranno dunque del tipo seguente (in coordinate di punto) 

l.J:2 + 1ny2 + nz2 = O , 

e in coordinate di retta 

1nnu2 + nlv2 + l1nw2 = O , 

dove x, y, z sono coordinate di punto e u, v, w quelle di retta. 
Vengono cosi a individuarsi (secondo le mie notazioni (l)) i seguenti 

in varianti 

.1-aaa = lmn, .1-bbb = pqr 

.1-abb = lqr + mrp + npq , .1-aab = pmn + qnl + rlm 

di cui i primi due sono discriminanti e gli ultimi due sono gli armo
nizzanti (1). 

Ora, con questo riferimento, il controvariante armonico è (l) 

7t1
2 (mr + nq) + u2! (np + lt·) + u3

2 (lq + mn) =O 

e quindi il suo discriminante risulta 

(mt· + nq) (np + lr) (lq + mp) 

che equivale a 

.1-abb .1-aab - .1-aaa .1-bbb • 

Se dunque questo contravariante deve essere degenere (n. 1), si tro· 
va la condizione 

Llabb Llaab = Aaaa Llbbb • 

Quindi « La condizione algebrica ajjinchè due coniche siano cia.smtna inve-rsa 
di se stessa, t•ispetto all'altra, p7tÒ espt·ùnet·si esigendo che il pt·odotto dei due 
discriminanti delle d?te coniche sia uguale a quello de·i loro armonizzanti (4 ). 

(l) CIANI: Il metodo delle coordi1wte proiettive omoge~~ee, pag. 86, 2 a ed ., « Stein ». 

(2) Fra le varie denominazioni che ha ricevuto l' invariante simultaneo a! delle due 

coniche a, ·- O, a.~ = O, la più propria sembra quella di « armonizzante» in analogia al

l' in ,·ariantt> di tale nome inerente a due binarie quadrati che. Se a!= O, è dunque natu
rale di chiamare « annoniche » le due coniche piuttosto che << apolar·i ». Siccome poi le 
veci delle due coniche possono essere scambiate, riguardando la l• come inviluppo e la 
2r. come luogo, cosl due coniche individuano 2 armonizzanti. 

(3) CIANI, loo. cit. pp. 89-95. 
(4) Veggasi anche SALMvN: Sezioni coniche. Traduz. DINO, p. 336. 
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4. Ci proponiamo infine di rappresentare analiticamente le due inver
sioni inerenti a k1 e k2 e di cui è parola nel n. l Ma prima è opportuno 
cambiare il sistema di riferimento, di cui si è fatto uso nel N. preceden
te, assumendo per la , conica k1 l'eq nazione 

k1 = jxy - z2 = O! 

dopo di che l'inversione I 11 rispetto alla quale k1 è fondamentale, si può 
rappresentare, assai semplicemente, mediante la sostituzione 

yz 

y 

Il centro d'inversione è in (001) la cui polare è z = O. Per scrivere adesso 
l'equazione di k2 , si assume per retta AB della nostra figura la z =O e 
si osserva che k 2 è obbligata a passare per {1, o, O); (O, 1, O) e ad essere 
invariante rispetto a I 1 • Si trova così per k2 una equazion!3 ~ella forma 

k2 = lz2 +xy+ayx+bzx =O j. 
n contravariante armonico di k1 e k2 è quindi (vedi la citazione ll) 

del N. precedente) 

u3 (au1 + bu2 - ìt3) =O 

cioè si spezza nei due punti (l) 

(O, o, l) ; (a, b, - l) 

e quindi, secondo le notazioni del n. 2, si ha 

P 1 = (O, o, l ) ; P2 - (a, b, - 1). 

Quanto infine alle due rette AB, C D della figura esse sono rappre· 

sentate da 

a= O polare di P 1 rispetto a k1 e di P 2 rispetto a k2 

bx + ay + 2z = O » >> p2 )) 

5. La 2" inversione I 2 ha il centro in P 2 = (a., b,- l) come abbiamo 
visto nel N. precedente. Per rappresentarla analiticamente, si osservi che, 
dato il punto M (x, y, z), per trovare il corrispondente Al t, si può con-

(l ) Anche il covariante armonico si spezza e precisamente nelle due rette 

bx + ay + 2 (l± Jl ab- l ) z =O (vedi pag. 91 del mio citato libro). Queste due rette 
convergono nel punto d' incontro di AB con C D e naturalmente poi (com'è ben noto) 
debbono contenere gli 8 punti di contatto delle 4 tangenti comuni a k1 e k2 • 



LA CONF IGU RAZIONE COSTITUITA DA DU E CONICHE CIASCUNA ECC. 85a 

giungere M con P2 e prendere poi la intersezione di questa congiungente 
con la polare di M rispetto a k2 • Facendo le seguenti posizioni 

u = x + az , v = y + bz , t = ay -+- bz , w = bx + z 

si trova cosl che I 2 può rappresentarsi mediante la seguente sostituzione 

v w 
y 

ed è facile verificare che J2 = identità, come del resto risulta immediata
mente dalla sopra indicata costruzione geometrica. 

Dalle espressioni trovate per Ii e I 2 risulta subito 

lut vw - ... 1ct~ 
Ii I2 = I2 Ii = x y .. l 

cioè I
1 

e I 2 sono due operazioni permutabili e il loro prodotto è la nuo
va trasformazione (che indicheremo con I 3 ) rappresentabile con la sosti

tuzione 

v w 
y 

6. Questa I 3 è dunque ancora una trasformazione quadratica ed è an
che involutoria, giacchè si ha 

I : = (Ii I 2)2 = Ii I 2 Ii I 2 = Ii I 2 I 2 Ii = I 1 I ; Ii = Ii = identità, 

ma non è una inversione. Essa può riguardarsi costituita dalle infinite 
coppie di punti coniugati rispetto al fascio di coniche individuato dalle 
due seguenti 

-f= jb2 x2 - az y 2 + 2bxz- 2ayz =O! 
q; _ •b2 x 2 + az2 + 2xz = O l . 

l ' 

Infatti , dato il punto (x, y , z), il suo coniugato rispetto a tutte le 
coniche del fascio suddetto, ha per coordinate (ordinatamente) i minori 
tratti della matrice 

of of of 
a x ay oz 
a q; o q; a q; 

o x By oz " 
ossia, con le notazioni del N. 5, 

bw - at bx- ay l· w o ~~ 
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Queste coordinate risultano dunque proporzionali a 

1- aut, w(bx - ay - bu), at1.c 1 

ovvero a 

j - aut, - avw, atw l 
e, in definitiva, esse possono prendersi nel modo seguente 

l ut, V'W, - tw! 

e l'asserto è provato. Si può aggiungere che tre punti fondamentali di 
I 3 sono 

(1, O, O); (O, 1, O}; (~, b, - ab) 

e i punti uniti 

(ab, bh - ab); (ak, bk, - a.b); (ah bk -ab)· ' ' ' (ak, bh, - ab) 

con 

7. Le trasformazioni quadratiche I 1 , I 2 , I 3 dei N. precedenti soddi
sfano dunque alle seguenti condizioni : 

I~= I i = I i=- identità, I 1 12 = I 2 Ii= I 3 • 

Si può aggiungere adsso 

e analogamente 

Ii Ia = Ii Ii 12 = Ii I2 = I2 

It Ia = Ii I2 Ii = Ia Ii 

I2 Ia = Ii ' I2 Ia = Ia I2 . 

Si conclude quindi che 
« Le q1tattro opera.zioni 

Ii , 12 , 13 , identità, 

compongono 1tn gruppo quadrinotnio rispetto al q~tale tutta la configurazione 
è invariante ». 

, 



INTORNO ALLA TERZA FORMULA DI PLUCKER 

[Giorn. di Mata : 1932] 

1. - La lusinghiera recensione della mia « Intt·oduzione alla Ge01netria 
algebrica" (l) comparsa nel fascicolo del l 0 luglio decorso del Period·ico di 
Matemat·ica, per opera dell'amico e collega Prof. F. ENRIQUES (e della quale 
gli rendo adesso pubbliche grazie), mi ha indotto a pensare ad un'altra 
dimostrazione della 3"' formula di PLliCKER (che collega le note caratte
ristiche di una curva algebrica piana) diversa da quella esposta nella 
<< Introd1tzione l? suddetta e che fida semplicemente (alla maniera di CRE
MONA) sopra un computo di costanti le quali , implicitamente, vengono 
ammesse indipendenti fra di loro (ed è ben noto che questa ipotesi, 
pure corrispondente al vero, non è di facile accertamento). 

In questo proposito, ricorrerò adesso alla enumerazione dei flessi, co
me nel trattato ENRIQUES-CHISINI, (21 ma seguendo però t utt'altra via 
di quella percorsa dai Ch.mi Autori suddett i e, mi sembra, in modo molto 
più semplice. E ssa si fonda sopra alcuni importanti resultati dovuti al 
compianto Prof. C. SEGRE e pubblicati in una memoria che è stampata in 
questo medesimo Giornale (3), 

2. - È però indispensabile premettere alcune osservazioni. 
La prima è la seguente: 
<< I n ~tn flesso 01'dinario della cur·va jonda1nentale f = O, essa e la s·ua 

Hessiana H= O, hanno bensì 1m punto in comune, 1na non la 1nedesima tan
gente>> . 

Infatti, assumendo (001) nel flesso e x 1 =O come tangente relativa, 
la equazione f = O, ordinata in x3 , sarà del tipo seguente 

(l) « Cedant » Autogr afie - Padova, 1931. 
{2) Lezioni sulla teoria geonoetrica delle equazioni algebriche. Vol. I. p. 263. - Zanichelli, 

Bolo gua. 

(3) « Le molteplicità nelle intersezion.i delle cttrve algebriche ». Giorn. d,i mat. B~TTAGI;INI, 
Vol. XXXVI, 1898. . 
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f = xtx3n-l+(axf z+bXtx2)x3n-2+ (cXt 3-+dxt zx2+extxl+g.v23)xan- a+··· = O 

dove a , b , o , d , e , g sono constanti. 
Calcolando l'Hessiana si trova 

H= 

2ax3n-2+··· bxan- 2+··· 

bx3n-2 +··· (2ex1+6ga:2)x3n- a+··· 

(n-1)X3"-2+··· 

b(n-2)x1x 3n-a+... =O 

(n-1)x3n-2+··· b(n - 2)x1x3n-a+··· (n-1)(n- 2)X1X3"-
3+··· 1 

dove, in ogni termine del determinante, si sono t ralasciat i quelli di grado 
inferiore ad n - 3. Sviluppando e ordinando in x 3 , si vede che il termine 
di grado più elevato in x 3 è 

x 3an-7(n-1) jb2(n-2) x1- 2 (n- 1) (ex1+3gX2l!· 
Questo conferma il passaggio di H = O per il flesso (001), ma esclude 

anche che le due curve f = O , H =-= O i vi si tocchino, perchè altrimenti 
sarebbe g = O , nel quale caso (001) sarebbe un punto di ondulazione e 
non un flesso ordinario. 

3. - Vediamo poi che cosa accade se f = O ha un punto doppio a 
tangenti distinte (nodo). A llora, collocando (001) nel nodo e assumendo 
x1 = o, x2 = O quali t angenti nodali, avremo 

f = xtx2x3n-2 + a1x3n-a + ... = O 

dove a3 è una binaria cubica in x 1x 2 ecc. L 'Hessiana è 

H= 

dove, come prima, si sono t ralasciati i termini in x3 di grado inferiore 
ad n- 3. Sviluppando, si trova che il termine di grado più elevato in 
x3 è 

(n--2)2xtx2x3an-.s 

Dunque: << Un nodo ordinario di f=:. o, è tale che ancke per H= O 
e le tangenti nodali delle dtte curve coincidono. 

4. - Se invece si tratta di una cuspide si potrà scrivere 

f = X/xa n- 2 +aan-3 + ... = O 

dove (001) è la cuspide e x1 = O la relativa tangente cuspidale. 
D calcolo della Hessiana reca 
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ò2a 2x n- 2+--3-xan-3+ 
3 òX/ ... 

H= a2a __ a_Xa''-3+··· 
axiax2 

2(n-2)x1x3n-3+··· 

da cui resulta che il termine di grado più elevato in x 3 è 

a2a 
- 4 (n-2fxa3n-9:x;12 ---i . 

ax2 

857 

=0 

Ora, è da osservare che, essendo la cuspide ordinaria, la binaria a 3 

contiene anche x 2 e quindi segue che « 1tna cuspide ordinaria di f= O, è 

wn punto triplo, p er H = O e due tangent·i, in questo puuto triplo, coincido
no con la tangente cuspidale di f =O .». 

5. - Ciò premesso, basta applicare, ai casi dianzi considerati i re
sultati contenuti nella citata memoria di C. SEGRE, intorno al numero 
delle intersezioni assorbite da un punto comune a due curve algebriche 
piane allorchè sieno noti gli ordini di molteplicità di tale punto, rispetto 
a ciascuna curva, anche quando ci sieno, ivi, più tangenti comuni e co
munque riunite (1). Allora, resulta che ogni nodo e ogni cuspide assorbono, 
rispettivamente, sei, oppure otto intersezioni della curva con la propria 
Hessiana nella ipotesi che si tratti di nodi e cuspidi ordin~~>ri (cioè non di 
specie superiore). 

Dunqu~, in conclusione, se la curva è di ordine n o possiede d no
di e k cuspidi (ordinari) il numero i dei flessi (ordinari) è dato da 

(l ) i= 3n(n-2) - 6d- Bk ... 

6. - Da questa è facile risalire alla 3• formula di PLi:iCKER (nella 
forma Cremoniana). Infatti, l'ultima relazione si può scrivere 

i= 3[n(n - l)- 2d- 3k]- 31t + k. 

Ma la parentesi quadra vale la classe 1n (per la l a formula di PLi:i

CKER) e quindi 

i=3m-3n+k 

che scriveremo così 

(2) k- i= 3(n- m) 

(1) Per applicazione di questi resultati, ai casi sopra considerati, si può utilmente 
vedere anche : BERTINI • Complementi di Geometria proiettiva - Bologna, Zanichelli 1928. 
In questo bel libro a pp. 135, 136, il giovane Lettore troverà., nella sua forma la più 
espressiva, l 'enunciato che riassume i r esultati di C. SEGRE. 



81S8 INTORNO AT.LA TERZÀ FORMULA DI PLUCKER. 

Ora dalle prime due formule di PLiiCKER si ricava 

2(d- t) + 3(k-i} = (n-·m) (n=m) 

dove t è il numero delle bitangenti. Sostituendo, in <luesta, per k - i il 
valore dato dalla (2 ) resulta 

(3) 

Adesso 

d_ t= (n -n~) (n+1n-9} 
2 

dalle (2} e (3) si ricava 

d + 2(k 
. n(n + 3) 1n(m + 3) 

-t - 1.) = 2 - ---'----::2=-=---....:.. 

la quale si può anche scrivere così 

n(n+3) - d - 2k 
2 

che è la 3" formula di PLiiCKER nella forma richiesta. Essa dunque può 
essere sostituita dalla (l) del num. precedente che serve ad enumerare 
i flessi. 
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[An·n.e Ro: Scuola Normale S~tpre. di Pisa. 1932] 

... c non v'li campo si bene mietuto ohe nulla 
offra all'opera delle spigolatrici, non v'è argo
mento cos\ trito che non permetta, a ohi lo rioon· 
templi con sguardo fresco ed acuto, di arricchir· 
lo di qualche ulteriore osservazione » ... G. ScOR· 
ZA: La matematica conte arte. Congresso delle Scien
ze. Trento, Settembre 1930. 

l. - Chiamerò brevemente « triangolo tangenziale » di una cubica piana, 
ogni triangolo che si possa ordinare in guisa che ciascun vertice sia il 
tangenziale di quello che lo precede. Ammessa la esistenza di un tal 
triangolo e assumendolo come fondamentale, è ovvio che, disponendo op
portunamente del punto unità, l'equazione della curva possa scriverai nella 
forma seguente 

(l) 
dove le xi sono coordinat~ omogenee di punto e t è una costante. « È 
q1testa la fonna canonica alla quale allude il titolo di questo tnodesto sct·itto. 
Per stabilirla, tutto si riduce a dimostrare che qualsiasi cubica generica 
possiede almeno un triangolo tangenziale. Intanto, la invarianza della (l) 
rispetto alla collineazione (x1x 2x 3) che permuta circolarmente x1x:rv3 , dice 
che se un triangolo tangenziale esiste, i suoi vertici debbono essere per
mutati circolarmente da una delle collineazioni a periodo 3 spettanti alla 
cubica. 

2. - Ciò premesso, si osservi che la Hessiana della (l) è la seguente 

(2) Xi +x~+~ - t2(x~x2 + x~x3 + x:x1) - 2(t3 +3)x1x2x3 = O. 

Dalla coesistenza della (l) e della (2) si rivela cosl che i flessi della 
(l) esistono anche sulla 
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(3) x~ + x~ +x; - 3x1x 2x 3 = O 

la quale si spezza nelJe 3 rette 

(4) 
) 

aX1 + a2
X 2 + x 3 = O, 

a
2
X 1 + ax-2 + x 3 = O, con a l = l 

x1 + x2 + x3 = o, 
che sono i lati (uniti) del triangolo cui vertici sono punti uniti della 
collineazione a periodo 3 

(xtx2xa) 

già segnalata alla fine del numero precedente. Questo triangolo è dunque 
un triangolo inflessionale della cubica fondamentale (1). Si è dunque in
dotti a ritenere che, mediante una trasformazione del tipo seguente 

!Yt =a (aXt + a2 x2 + x3) 
y2 b (a~x1 + ax2 + x3) 

Y3- c (xt + X2 + Xa) 

(5) 

si possa passare dalla forma (1 ) alla forma canonica consueta 

(6) Yi+Y~+Y~+6lytY2y3=0. 

Per comodità di calcolo è più semplice tentare il passaggio inverso dalla 
(6) alla (l) mediante le (5 ). Si trova allora, con tutta facilità, che lo scopo 
è raggiunto se le a, b, c vengono sottoposte alle seguenti condizioni 

(7) ~ a3 + 'b3 ~ c3 
+.6Àabc =O 

1 a3 
a} + b3 a + c3 = O 

adempiute le quali, la (6) si trasforma nella (1) con 

a3+b3+cl-3Àabc 
t - ---'-;;--:-'--::-;;--;;-;-----;;--

- ala+b3a2+c3 

3. - In questo modo, la possibilità della trasformazione in parola 
dipende da quella di 3 valori per a , b , c (nessuno dei quali sia nullo) 
capaci di soddisfare le (7) . Ora, se si riguardano le a,, b, c suddette quali 
coordinate omogenee di punto, in un piano, si vede che le (7) rappresen
tano due cubiche (una generica e una equianarmonica) dotate di un me
desimo triangolo infl.essionale (il fondamentale), ma non dei medesimi flessi. 
Cosl, ad esempio, quelli della 1• situati sopra c = O sono rappresentate 
da a 3 + b3 =O e quelli della 2• da al a+ b3 =· O. Non sono dunque due 
cubiche sizigetiche, che allora si potrebbe senz'altro affermare la esistenzà. 
di 9 punti comuni ad entrambe ttLtti distinti. In ogni modo si potrà as
serire che questi punti comuni effettivamente distinti, sono in numero 
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finito non superiore a nove, il che assicura che una al1neno delle trasfor
mazioni (5) esiste e quindi esiste almeno un triangolo tangenziale capace 
di fare assumere alla equazione della cubica fondamentale la forma (l) 
che può quindi assumersi, manifestamente, quale una nuova equazione 
canonica (l'invariante assoluto venendo cosl a dipendere dall'unico para
metro t). Quanti sieno poi questi triangoli tangenziali vedremo in seguito 
(n. 7 e seguenti). 

4. - Ma prima di procedere oltre è indispensabile eliminare un pa
radosso sul quale potrebbe fermarsi l'attenzione di chi osservasse che dal 
fascio sizigetico 

y~ + y~ + y~ + 6lyt Y2 Ya = o 

siamo passati, mediante la trasformazione (5), al fascio 

xi x2 + x: x3 + xi x1 + 2 t x1 x2 x3 = O 

che evidentemente non è più sizigetico avendo raccolto i suoi punti base 
nei tre nuovi punti fondamentali. La contraddizione si toglie subito con
siderando che i coefficienti a, b, c che figurano nella trasformazione sud
detta dipendono da À mediante le equazioni (7) alle quali debbono soddi
sfare, e quindi variano al variare di l. N o n esiste dunque una trasforma· 
zione << unica >> che faccia passare contemporaneamente da tutte le curve 
dell'un fascio a quelle dell'altro e quindi non accade che i punti-base del 
1° si trasformino in quelli del 2°. 

5. - Occorre anche ricordare rapidamente quali e quante sieno le 
collineazioni spettanti a una cubica piana (ri spetto alle quali essa è inva
riante), allo scopo di rappresentarle analiticamente nel modo il più adatto 
per stabilire, anche nei casi particolare più consueti, il numero dei trian
goli tangenziali. 

Dunque, nel caso generico, assumendo la consueta forma canonica 

(8) 

si può osservare che le collineazioni che la lasciano invariatà si ottengono 
sostituendo successivamente a 

Yt' Y2, Yai 

(ayi, a2!/h, Yk); 

dove i, h, k è una qualunque permutazione di 1, 2, 3 (identità compresa) 
e a3 = l. Siccome tali permutazioni sono 6, si ottengono in tal guisa le 
18 collineazioni del caso generico. 

Nel caso equianarmonico è noto che si può fare À =O e vengono 
cosl ad aggiungersi !e altre 36 seguenti 
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Adesso, nel caso della cubica generica, applicando a (Ll1) le collineazioni 
del no 5 si trovano i seguenti nuovi triangoli infiessionali 

(L12) 

( L13) 

(LI") 

(Lls) 

(LI6) 

bJ cJ y~ + cJ a 3 ?/a + aJ b3 y~ - 3az bz c2 Yt Y2 Ya = o, 

b3 c3 !l~ + c3 a 3 Yi + a3 b3 y~ - 3a~ bz cz Yt Y2 Ya = o, 

b3 c3 y; + c3 aJ y~ + a3 b3 Yi - 3az b2 cz Yt !12 Ya = o, 
b3 c3 y~ + c3 a 3 Yi + a 'l b3 Yi - 3az b! cz Yt Y2 Ya = o, 

b3 c3 y~ + c3 a3 y~ + a3 bJ y; - 3az bz c2 Yt Y2 !/3 = O. 

Due qualunque di questi sei triangoli Ll1 non possono coincidere, altrimenti 
bisognerebbe che due dei tre cubi 

a\ b\ c3 

fossero uguali. Ma, ad esempio, per a3 =a\ la 2• delle (7) dà anche 
a3 = c3 e quindi ponendo a3 = b3 = c3 =m e osservando che la 16 delle 17) 
puo scriverai 

(a3 + b3 --t- c3
)
3 = - 216ì._3 a3 b3 c3 

ne seguirebbe (essendo (n~ =F O) 

8ì._3 +l= O 

ma allora la cubica fondamentale si spezzerebbe in 3 rette (1) e il pro
blema dei triangoli tangenziali non avrebbe più senso. Dunque 

« Ogni triangolo infleslionale, come y 1 y2 y3 =O, i ndividua sei triangoli 
tangenziali >>. 

8. - Osserveremo adesso che i triangoli L11 e L12 sono corrispondenti 
nelle 3 omologie armoniche seguenti 

~Yt' 
1 Yu 

~ Yt, 

1Yu 

\Yu 

1Yt' 
che spettano alla cubica fondamentale, che hanno i centri nei tre flessi 

(O, 1, -l); (O, a,- l ) 

situati sopra la retta inflessionale y 1 = O e che hanno per assi le tre po
lari armoniche relative 

Y2- Ya =o, ay2 -ya= O 

convergenti in (1, o, O). Dunque questi due triangoli sono iscritti in una 

(l) Crun: : loo. oit., no 126. 
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medesima conica, formano un esagono di STEINER e sulla conica si distri
buiscono in tre involuzioni costituendo, ivi, una configurazione proiettiva
mente identica a quella dei 6 punti doppi in un piano doppio di una su
perficie di K u :llMER tre volte tetraedroidale (1). Due tali triangoli tangen
ziali li chiameremo << coniugati». 

9. - Un facile calcolo conduce a trovare le seguenti espressioni per 
i vertici dei triangoli tangenziali Lli del n° 7 

( L11) (a, b, c); (aa, a2b, c); (a2a, ab, c); 

{L12) (a, c, b) ; (aa, c, a2b) ; (a2a, c, ab); 

(L! a) (c, b, a) ; (c, a2b, aa); le, ab, a2a) ; 

{L14) (b, a, c); {a2b, aa, c) ; (ab, a2a, c); 

{L15) (b, c, a); (a2b, c, aa); (ab, c, a2a); 

{L16) (c, a, b); (c, aa, a2bl ; (c, a2a, ab) 

ed è ovvio constatare la esistenza delle seguenti 9 coppie di triangoli 
tangenziali coniugati : 

L11 e L12 iscritti entrambi nella conica a2 y 2 y 3 - bcy~ = O ; 

L! i e L1a )) >) >) >> b2 Ya Yt - cay~ = O ; 

LI i e L14 iscritti entrambi nella conica c2 y 1 y2 - a b Yi = O; 

L12 e L15 >> )) >> )) c~ y1 y3 -aby~=0; 
Ll2 e L16 » » >) ,. b2 Yt Y2 - a c y~ = O ; 

L1a e L15 » )) >> >> a2 Yt Y2 ·- b c Yi =O; 

L1a e L16 >> )) >> >> c2 y2 y 3 - a b y~ = O; 

Ll 4 e L15 >> >> )) >> b2 y2 y3 - a c y~ = O; 

L14 e L16 )) >> >> )) a2 Yt Ya - b c y~ = O • 

Si conclude dunque: 
<< I sei tt·iangoli tangenziali, individuati da 1tn medesimo triangolo in

fl essionale si clistt·ibuiscono ùt nove copp'ie di triangol'i coni1tgati, in guisa che 
quelli di ogni coppia sono iscr,itti in una tnedesima conica sttlla qttale i sei 
ve1·tici si corrispondono secondo tre involuzioni , componendo così 1ma conji· 
gMrazione pt'O'Ìettivatnente identica et quella di sei p1mti doppi in un piano 
doppio di 1ma sttpet:ficie d'i Kutnmer tre volte tett·aedroidale. 

(2) Veggasi ad es. CIANI: Alcwne osservazioni sop·ra la conjig1wazione di Kmnmer, Giorn. 
di Matematica, vol. XXXVI. 

CIANI 55 



866 UNA NUOVA FORMA CANONICA DELLA TERN ÀRIA CUBICA. 

10. - Circa alle nove coniche del numero precedente, si può osser· 
vare che esse appartengono, a tre, a tre, ad altrettanti fasci-schiera nel 
seguente modo 

a~y2ya -- bcyi=01 
b2 Y2 Ya - c a Yi = O l 
c2 Y2 Ya - a b Yi = O) 

a2 Y3 Yi - b c y~ = o~ 
b2 y3 y1 - c a y; = O 
c2 y3 y1 - ab y~ = O 

a2 Yi Y2 - b c Y~ = o~ 
b2 Yi Y2 - c a Yi = O 
cz Yi Y2 - a by~ = O 

del fascio-schiera y2 y 3 + 7'1/i = O 

del fascio-schiera y3 y1 + hy~ =O 

del fascio -schiera '!h y 2 + hyi -= O • 

Jj} poi manifesto che ciascuna di queste coniche, di ognuno di questi fa· 
sci-schiera, taglia la cubica fondamentale secondo un esagono di Steiner 
(n. 8), ma soltanto per tre di esse (in ciascun fascio -schiera) accade che 
l'esagono suddetto sia costituito da una coppia di triangoli tangenziali 
coniugati nel senso stabilito nel n. 8. 

Si può anche aggiungere che le coniche in parola possono distri
buirsi nei seguenti sistemi, invarianti ciascuno, rispette al 0 18 di colli
neazioni spettanti alla cubica generica 

!
a

2 
Y2 Ya - b c Yi = 0 

a2 Ya Y1 - b c Yi = O ; 
a2 Yi Y2 - b c y~ = O 

b2 
Y2 Ya - c a Yi = O 

}b3 Ya Yi - c a y~ = O ; 
tb2 y1 y2 - c a y~ =O 

cz '!12 Ya - a b Yi = O 
~c' y3 y;- ab y~ =O. 

/c' Yi Y2 - ab Y! =O 

11. - Siamo cosl pervenuti alle nove coniche precedenti partendo 
dal triangolo inflessiovale y1 y2 y3 = O. Ebbene, partendo da un altro dei 
tre rimanenti triangoli inflessionali della cubica generica e ripetendo lo 
stesso procedimento, si troveranno altre nove coniche. Osserveremo adesso 
che nessuna delle prime può coincidere con alcuna delle seconde. Infatti, 
nella ipotesi contraria, dovrebbe una delle prime passare per due vertici 
del secondo triangolo inflessionale suddetto e non per il terzo vertice. 
Questo è impossibile: giacchè i vertici dei tre rimanenti triangoli infles
sionali hanno per coordinate 

(1 'l'l); 
(a, l, l); 
(a2, l , l); 

(a , a2, l); 

(l , a , l); 

(l, a 2, l); 

(a2, a , l) 

(l , l , a) 

(1 , l , a~) 

e se si impone il passaggio di una delle prime 9 coniche suddette, ad 
esempio della 
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a2 Y2 Ya - b c Yi = O 

per uno solo dei vertici suddetti, si vede subito che ne consegue il pas
saggio per i due rimanenti 

Dunque si conclude che le coniche circoscritte a coppie di triangoli 
tangenziali coniugati , sono nove per ogni triangolo inflessionale e quindi, 
in totale, 36 << t1ttte distinte )), Ne segue che due qualunque di queste co
niche, provenienti da due diversi triangoli inflessionali, non possono es· 
sere circoscritte ad un medesimo triangolo tangenziale, giacchè se questo 
fosse, per eRempio, Llt del n. 9, applicando a LJ1 una qualunque delle o
mologie armoniche rispetto a cui la cubica fondamentale è invariante, il 
triangolo Llt si trasformerebbe in LJ2 , o Lla, o LJ4 (n. 9) e quindi le due 
coniche suddette, dovendo contenere i vertici di LJ1 e LJ2, o di Llt e Lla, o 
finalme di LJ1 e Lll, dovrebbero coincidere il che abbiamo visto dianzi es. 
sere impossibile. Quindi niuno dei 6 triangoli tangenziali provenienti dal 
triangolo inflessionale y1 y2 y 3 = O secondo il n. 7, può coincidere con 
alcun dei triangoli di uguale specie provenienti da uno dei tre rimanenti 
triangoli inflessionali. Si conclude dunque che 

« La cubica generica possiede 24 triangoli tangenziali >> . 
E come ciascuno appartiene a 3 coppie di triangoli coniugati (n. 9), 

. h l' . 24'3 36 . ' l . così ne vrene c e ta 1 coppre sono - <>- = , cwe tante quante e com-_, 

che prima considerate. Si può dunque aggiungere che 
<< I 24 triangoli sttddetti si distribuiscono in 36 coppie di triangoli co

niagati (e quelli di ogni coppia sono iscritti in una medesi1na conica)». 
12. - Passiamo alle cubiche dotate di un punto doppio. Riprendiamo 

perciò la (1) 

(12) 

Al variare del parametro t si ha un fascio di cubiche i cui punti-base 
son tutti assorbiti dai vertici del triangolo fondamentale che è tangenziale 
per ogni cubica del fascio. Ne segue dunque che nel fascio non esiste al
cuna cubica costituita da una retta e da una conica propria chè, eviden. 
temente, una tal curva così composta non può ammettere triangoli tan
genziali. L'unica curva riduttibile del fascio è il triangolo fondamentale 
(t= oo) giacchè, dal calcolo della Hessiana, risulta (n° 2) che essa è l' u
nica curva del fascio capace di coincidere con la propria Hessia.na. Ciò 
premesso, siccome ogni cubica del fascio è invariante rispetto alla colli
neazione, a periodo 3, che produce il ciclo (x1 x 2 Xa), così ne segue che se 
esiste nel fascio una cubica irriduttibile dotata di un punto doppio, que
sto (dovendo essere unico per tal curva) dovrà coincidere con uno dei tre 
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punti uniti della collinea.zione suddetta, cioè con uno dei tre punti seguenti 

(13) (1, 1, l ) ; (a, a2
, l ) ; (a2

, a 1). 

Allora., annullando le 3 derivate prime del 10 membro della (12) prece
dente si trova 

2x1 x 2 + x~ + 2tx2 x 3 = O 

2x2 x3 + xi + 2t,.c3 x1 = O 

2x3 x 1 + x; + 2tx1 x2 = O 

e sostituendo in questi valori dati dalle ll3) si trova 

3 
t=-- , 

2 
3 

t=- -a, 
2 

3 ? 

t= - - a · 
2 

che individuano così le seguenti tre cubiche del fascio 

xi x 2 + x~ x3 + x; x1 - 3x1 x 2 x3 = O 

che ha un punto doppio in (l , l, l); 

xi x2 + x; x 3 + x~ x1 - 3ax1 x2 x!l = O 

che ha un punto doppio in (a, aZ, l); 

xi x2 +x~ x3 +x~ x1 - 3a1
X 1 x2 x3 =O 

con un punto doppio in (a1
, a, 1). 

Le coniche polari di ciasctmo di questi punti doppi sono, rispet
tivamente 

(ax1 + a2x 2 + x 3) (a?X1 + ax2 + X3) = O 

(x1 + x2 + x3) (ax1 + a2
X 2 + x 3) =O 

(xt + X2 + xa) (a2
X 1 + ax2 + x 3) =O 

cioè sono le congiungenti del punto doppio con i 2 rimanenti punti uniti 
della collineazione iu discorso. Dunque ciascuna di tali coppie di rette, 
costituenti le tangenti nodali, è formata da due rette, distinte. Quindi niu
no di tali punti doppi è cuspide, ossia 

« La cubica ettsp·idale non possiede t'l''iangoli tangen.ziali >> . 
13. - Per vedere poi quanti sieno questi triangoli (nel caso della 

cubica nodale) ripeteremo il procedimento del no 2 che consiste nel par
tire dalla nota e consueta forma canonica 

Y~ + y; + 6yt Y2 Ya = O 

e nel cercare di portarla alla forma 
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x; X2 +x~ x3 + x~ x1 - 3x1x~3 =O 

mediante una trasformazione del tipo (5). Si è così condotti alle seguenti 
condizioni 

(12) l 
a3 + b3 + 6abc = O 

a'3a+b3 = O 

2 (a 3 + b 1 
- 3abc) + a (a 3 + b3 a) = O 

che però si riducono a due sole indipendenti, giacchè dalla prima si ricava 

a 3+b3 
3abc=- --- , 

2 

il qual valore, sostituito nella terza, la rende identica alla seconda. 
Anche adesso, come nel caso generico, il triangolo tangenziale 

x1 x 2 x3 =O 

viene trasformato, mediante le {11 ), nel triangolo ~1 del no 7 cioè 

(15) 

dove però le a, b, c debbono soddisfare le (14) precedenti e le collinea
zioni spettanti alla cubica Ùodale sono quelle descritte alla fine del n° 5. 
Si osservi adesso che a? =!= b3 in forza della seconda delle (14). Dunque il 
triangolo 

(16) 

è diverso da (10) e allora è manifesto che le collineazioni spettanti alla 
cubica nodale, dianzi indicate, o lasciano invariati ciascuno dei triangoli 
(15) e (16) o li permutano l'uno nell'altro. Si hanno dunque così due trian
li tangenziali e precisamente, con le notazioni del n° 7, essi sono Ll1 e L14 

cirrcoscritti alla conica 

C
2 Yt Y2 - aby~ = O 

e siccome adesso la cubica non possiede altri triangoli come y1 y 2 y3 = O, 
così si conclude che 

<<La mtbica nodale possiede due sol'i triangoli tangenziali (che sono co. 
niugati nel senso stabilito nel n• 8) >>. 

14. - Così la ricerca inerente alla posizione e al numero dei trian
goli tangenzia,li è esaurita in tutti i casi possibili. Ma però non posso 
chiudere questa breve esposizione, senza prevenire una osservazione che 
si presenterà spontanea al lettore e che si compendia nella seguente do
manda: perchè non servirsi , nella ricerca attuale

1 
della rappresentazione 
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parametrica della cubica ~ Ecco la risposta. Dalle considerazioni svolte, 
apparisce quale intimo legame vincoli i triangoli tangenziali ai triangoli 
inflessionali. Ebbene, nel caso della cubica ellittica, la rappresentazione 
parametrica, mediante funzioni ellittiche, si ottiene riferendosi ad un trian
golo che ha troppo scarsa attinenza a qualsiasi triangolo inflessionale (l) 
ed è quindi naturale il prevedere che la ricerca, tentata per questa via, 
si presenti meno semplice di quella dianzi esposta. È diverso il caso delle 
cubiche razionali: in queste si, la rappresentazione parametrica risolve 
rapidamente il problema confermando subito i resultati dei ni 12 e 13. 

Infatti la forma canonica consueta dalla cubica nodale 

Y~ + y; + Yt Y2 Ya = o 
consente di assumere la seguente rappresentazione parametrica 

Yt=ll, Y2=À, Ya=-W+l) 

di guisa che la tangente del punto P1 = (11) è 

y1 (2l~ - l) + y2 (2l1 - Àf) + y~ = O. 

Cercando le intersezioni di questa retta con la cubica si trova 

Dunque il tangenziale P2 di P 1 è individuato del valore del parametro l 
pel quale si ha 

cioè da 

l -v 
l 

Ciò premesso, ecco successivi tangenziali a cominciare da P1 

P 3 =(-l~), 

Per ottenere un triangolo tangenziale bisogna c4e P 4 coincida con 
P 1 ossia bisogna che sia 

(l) Veggasi ad esempio BIANCHI: PttnziQni d·i variabile complessa, l• edizione, p. 371. 

(Pisa, Spoerri, 1901). 
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cioè 

che equivale a 

(J.~ + l) (l~ - J..i + l) =o, 

ma per 

1~+1 =o 
si trovano i 3 flessi della cubica i quali costituiscono tre soluzioni da 
escludere. Rimane dunque 

l~ -li+ l =0 
la quale serve a individuare i due triangoli tangenziali del n. 16. 

Per la cubica cuspidale la forma canonica è 

YaY~- Y~ =o 
con la rappresentazione parametrica 

Yt = l ' Y2 = À , Ya = 1
3

• 

Ebbene, la tangente in P 1 = (À1) è 

Yt ·2Ài- Y2·3À~ + Ya =o 
e quindi le sue intersezioni con la cubica sono date da 

(lt -1)2 (À + 2lt) =o 
e per conseguenza il tangenziale P 2 di P1 è individuato da 

l+2J..t =o 
e quindi 

P 2 =- 2À1• 

Ecco quindi i successivi tangenziali a partire da P 1 

P= (À1), P 2 = (-221), P 3 = 411, P4 = -- 821• 

Come dianzi , occorre che si abbia 21 = - 8J..1, ossia 11 = O che fornisce 
la sola soluzione possibile che è il flesso della cubica (la quale però è da 
scartare). Dunque la cubica cuspidale non possiede triangoli tangenziali 
(n. 15). 

15. - Riunendo varie osservazioni fatte precedentemente quà e là 
in varii punti della presente nota intorno al fascio 

xi x2 + x; x 3 + xi x1 + 2tx1 x2 x3 = O 
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(dove t è il parametro del fascio), si può dire che i 9 punti-base sono 
tutti assorbiti dai tre punti fondamentali di guisa che ognuno di essi 
conta per tre e quindi due cubiche qualunque del fascio si osculano nei 
punti suddetti. Se vale la pena di proporre un nome, si può dunque 
chiamarlo un fascio di cubiche osculanti: brevemente « fascio osculante • 
(da contrapporre al <<fascio sizigetico ,> ). Esso possiede un solo triangolo 
che è il fondamentale (n. 15) il quale costituisce la sola cubica ridutti
bile del fascio. Vi sono tre cubiche irriduttibili con un nodo, per cia
scuna, nei tre punti uniti della collineazione a periodo tre rispetto alla 
quale è invariante ogni curva del fascio (n. 15). Non vi sono cubiche cu
spidali ecc. ecc. 



IN'J'ORNO ALLE BIQUINTUPLE DI RETTE. 

[Rendic. Ace: Lincei 1933] 

l. ll prof. B. Segre, in una elaborata e interessante Memoria pub
blicata negli <<Atti» di questa illustre Accademia (1), chiama quintupla 
di t·ette un aggruppamento costituito da 5 rette (dello spazio ordinario) tali 
che, a 4, a 4, in tutti i 5 modi possibili, abbiano una sola trasversale 
comune. Si perviene così a 5 trasversali le quali compongono, a loro volta, 
una nuova quintupla e le due quintuple sono in mutua dipendenza (cioè 
si trovano in condizione simmetrica l'una rispetto all'altra). Ciò significa 
che 4 rette qualsiasi della 2"' quintupla. posseggono una sola trasversale 
comune che è una delle 5 rette della prima quintupla-, onde il nome di 
biquintupla dato all'insieme delle due quintuple. Indicando quindi con 

le 10 rette delle due quintuple così rappresentate, si può dire che cia
scuna retta è incidente alle 4 rette d'indice differente da.} suo che appar
tengono alla quintupla a cui essa non appartiene, ed è sghemba con le 
rimanenti. L'analogia con una « bissestupla » di rette di una superficie cu
bica generica è manifesta e spiega l'origine della denominazione biquin
tupla. 

Ebbene il prof. B. Segre, in una Nota recentemente pubblicata nei 

{l ) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 
(2) B. SEGRE, Le piramidi inscr-itu e circoscritte al~ quadriche di 84 e una notevole con 

figurazione di rette dello spazio ordinario ( . Memorie della R . accademia dei Linoei . , 
Serie lV, vol. II, fase. VIII, 1927) 
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Rendiconti di questa Illustre Accademia {1), rivendica a sè stesso e giu
stamente, in confronto di vari .Autori stranieri, la priorità di quanto 
riguarda la esistenza e lo studio di queste biquintuple, ma io mi permetto 
di fare osservare, a mia volta, che la esistenza e lo studio suddetto (a 
parte il nome di biquintuple) trovasi già in una mia Memoria, molto an
teriore, la cui pubblicazione risale al 1902 (2). In questo lavoro, i due 
raggruppamenti costituiti da due quintuple hanno origine dallo studio di 
un particolare gruppo icosaedrico di collineazioni spaziale e le 10 rette 
delle 2 biquintuple nascono dai cinque sottogruppi tetraedrici relativi 
(due da ciascuno). Con le notazioni del prof. B. Segre, le coppie che cosl 
hanno origine sono (ai bi), (a2 b2), (a3 b3), (a4 b4l, (a5 b5), ciascuna essendo 
invariante rispetto ad uno dei suddetti sottogruppi. (Vedi pp. 2, 13, 20, 
21 della mia citata Memoria). 

(l) B. SEGRE, Revenàicazione ài priorit<Ì • Rendiconti Acc. Lincei ,., fase. 9, 1932. 
(2) E . CIANI Sopra i gr·nppi finiti ài oollin•azioni qttaternarie oloeàricam.entfl uo111orji 

con quelli dei polieàri regolari. «Annali di Matematica , , t. VII, Serie IH, Milano 1902. 



OSSERVAZIONI SOPRA ALCUNE QUARTICHE PIANE 

studiate nei fascicoli 4° e 5° (1934) di queste 

« Esercitazioni matematiche » 

[Circ. Mat:oo di Catania 1934) 

l. - A p. 41 del fascicolo 4° suddetto, è proposto e sviluppato lo 
studio della quartica piana rappresentata dalla equazione cartesiana 

Lo studio (molto ben condotto) è del prof. C. Carcaterra e mette in 
rilievo le proprietà metriche della curva quali resultano dalla precedente 
equazione. Ma essa possiede anche qualche notevole proprietà proietti va che 
vale la pena di rilevare. 

2. - Intanto, si può osservare che, in coordinate omogenee x,y,s. 
essa è proiettivamente identica con 

(l) 
e sotto questa forma trovasi già considerata in una mia pubblicazione (l) 
(di molti anni indietro). 

La curva può essere caratterizzata proiettivamente dalle seguenti 
condizioni : 

(a) Possiede un nodo inflessionale ~in (0,0,1), con x _ o, y = O relati· 
ve tangenti nodali-inflessionali); 

(b) Il gruppo delle 4 tangenti tirate, dal nodo suddetto, a toccare al
trove la curva, è annonico e le due coppie an~wniche, che esse compongono, 

(1) CIANI, Le quartiche piene proiettive a ae BtuBe. Rendic. Circ. Mat. di Palermo. T. 
XXVIII, 1909, pp. 225-229, 
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hanno per coppia armonica ad entnunbe qttella costita dalle tangente nodali 
in pat·ola. 
La condizione ta) si soddisfa scrivendo la equazione nella forma 

xyz2 +<p= O 

dove <p= O è una binaria quartica in :r:,y, che rappresenta il gruppo delle 
4 tangenti tirate dal nodo a toccare altrove la curva. I 4 punti di con
tatto esistono sopra z = (). 

Dall'adempimento di questa condizione (al, consegue la invarianza 
della curva rispetto alla omologia armonica rappresentata dalla sostituzione 

(2) 

Questa omologia ha per centro il nodo inflessionale e per asse la retta 
z = O suddetta, sulla quale sono allineati i punti di contatto delle 4 tan
g~nti dinanzi indicate. La, cubica polare del nodo inflessionale si compone 
di tale asse e delle due tangenti nodali-infleHsionali . 

La condizione (b) si realizza con 

<p= x'+ Y4· 

Si può inoltre disporre del punto unità per rendere uguali i tre co
efficienti che figurano nella equazione, in guisa così che essa assuma la 
forma definitiva {ll. 

La quartica è di genere due (iperellitica\. 
3. -- n fatto più saliente che la riguarda è la invarianza, non solo 

~ispetto alla omologia (2 1, ma rispetto a tutto un gruppo G16 di 16 colli
neazioni piane che può intendersi generato dalle due sostituzioni 

ciy 
(3) 

y 

con a8 =l {a rad. primit.) 
Il gruppo è manifestamente oloedrico isomorfo a quello della doppia 

piramide ottagonale. 
Esso contiene i due sottogruppi quadrimoni seguenti 

~ 
x y -z 

~ ~ 
y x z 

~ ~ : x - z 
~ ; 

identità 
x y z x y z y z 

l iz 
l4) 

x y - z 

~ ~ 
-y x iz 

~ ~ 
y - X 

identità 
x y z x y z x y z 

Ciascuno di questi gruppi è costituito dall' identità e da 3 omologie 
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armoniche i cui centri ed assi sono vertici e lati di uno stesso triangolo 
in guisa che ciascuna omologia ha per centro un vertice e per asse il 
lato opposto. Tali triangoli sono 

Essi vengono permutati fra loro per opera della prima delle sostitu
zioni (3) e quindi altrettanto accade dei due sottogruppi suddetti. 

Essi hanno in comune la omologia {2) e quindi sono cinque lA omo
log ie armoniche rispetto alle quali la curva è invariante. Chiamando « o. 

mologico-annonica >> ogni quartica piana che goda invarianza rispetto ad 
una omologia armonica, si può dunque dire che: 

La nostra. qua1·tica è C'inque volte mnologico-annonica {l). 
Quattro centri di omologia e cioè 

(l, l , O) ; (l,- l , O) ; {l, i, O) ; {l , -i, O) 

sono allineati sopra z = O e i 4 assi relativi 

passano per {0,0,1} in guisa dunque che questo punto (0,0,1) e z =-=O so
no centro e asse della quinta omologia spettante alla curva e la cui rap· 
presentazione analitica è data dalla (2). Quest'ultima omologia è la più 
notevole, fra le 5 suddette, spettanti alla curva, perchè invariante rispetto 
al G16 totale e quindi, nel gruppo di doppia piramide a cui G16 è isomor
fo oloedrico, viene a rappresentare la simmetria rispetto alla base comune 
delle due piramidi. Chiameremo dunque tale omologia col nome di << omo

logia principale >> spettante alla curva e le 4 rimanenti con quello di 
<< onwlogie secondm·ie >>. 

4. - È particolarmente importante, rispetto alla nostra quartica, il 
fascio-schiera di coniche rappresentato da 

e ogni conica del quale è ovviamente invariante rispetto alla omologia 
principale dianzi descritta. 

La importanza si può desumere dallle seguenti considerazioni: 
Un facile calcolo {2) porta alla seguente equazione per il contrava

riante equia~rmonico della nostra quartica (cioè inviluppo delle rette che 
la segano equianarmonicamente) 

(l) Veggasi anche: CIANI, I vm·ii tijJi possibili d·i quart-iche pil't volte omowgico-armoni
che. Rendic. Circ. Mat. di Palermo. T. XIII, 1899, p. 34 7. 

(2) Veggasi ad es. SALJ\ION: O•wve pia11e, p. 371. 
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u2 v2 + 12w4 = O 

dove u , v , w sono coordinate omogenee di retta. 
Tale inviluppo si spezza manifestamente nelle due coniche 

uv ± 2i y3 w2 = O 

e in coordinate di punto 

8 J'3 xy + iz2 = O 

le quali ultime appartengono al fascio-schiera (5). 
Accade altrettanto del covariante S (luogo di un punto la cui cubi

ca polare è equianarmonica, o ciò che è lo stesso, la cni polohessianana è 
un triangolo (l). Per trovarne la equazione basta scrivere la cubica pola
re di un punt.o (X1 y 1 z1) che è 

e dopo annullare l'invariante S che esprime la condizione perchè tale cu
bica sia equianarmonica (il che significa che la sua Hessiana è un trian
golo). Si trova cosl una condizione in X 1 y 1 z1 che dà la equazione cerca
ta(2). Sostituendo a X 1 y1 z1 le coordinate correnti xyz, si trova 

144X2 yl + z4 = O 

che si spezza nelle due coniche 

12Xy + ia2 =O 

appartenenti nuovamente al fascio schiera (5 ). 
Finalmente, si può aggiungere che l'invariantè cubico della nostra 

quartica è nullo (3) il che significa che essa è arnwnica col proprio con
travariante equianat·monico. (4) 

5. Per cercare i flessi della nostra quartica (che cadono fuori del no
do inflessionale) basta calcolare l'Hessiana che è 

48x3 y3 + xyz4 - 8z~ (x4 + y 4 ) = O 

Combinando questa con la (1), si vede che i flessi cercati esistono sopra 

16x2 y2 + 3z4 = O 

e quindi sono 16 punti comuni alla quartica e alle due coniche 

( l ) CIANI, Monografù sulle quarticlul pialle, Giorn. di Mat.ehe Vol. XLVIII. 
(2) 8ALMON: l. c. p. 273. 
(3) 8ALMON: l. c. p. 371, 
(4) CIANI : Veggasi la citata «Monografia» (n . 9). 
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4xy+i(3z2=0 

le quali appartengono ancora al fascio schiera (5 ) Dunque I flessi p1·op1·i 
(~ivè ftwri del nodo inflessionale) sono 16 e giacciono, a 8, a 8, sopra due 
coniche bitangenti fra di loro. 

6 Finalmente cerchiamo le bitangenti proprie escludendo quindi le 4 
rette che, uscendo dal nodo, vanno a toccare altrove la curva. A tale sco
po basterà combinare la sua equazione (1) con quella di una retta 

z=ax+ by 

non passante per \00 l). Un facile calcolo conduce a stabilire la esistenza 
delle 4 seguenti quaterne di bitangenti 

z=+V4+2Y2 (x+y) passanti per (1, - l, O) 

z = + V- 4 + 2 Y 2 (x - y) )) )) (l, l, O) 

z=+t4+2)"2 (ax+u'yl >} )) (l, i, O) 

z =+v- 4 + :q/2 (<IX .. a~y) ~ )) (1,- i, O) 

Si conclude dunque 
Le bitangenti proprie sono 16 e, a 4, a 4, passano per i 4 centri delle 

omologie secondarie spettanti alla curva (i quali centt·i poi sono allineati sul
l'asse z = O della omologia p1·incipale). 

Si può anche osservare che la cubica polare di (l, l, O) è costituita 
da x+y=O [che è l'asse della omologia secondaria di cui (l, 1, O) è cen
tro] e dalla conica non degenere 

4 (x2 
- xy + y') + z2 = O 

e quindi: 
Gli 8 punti di contatto di ~iascuna delle qttatel'ne di bitangenti dianzi 

indicate, appa.t·tengono ad una stessa conica (pervenendo così a 4 di tali 
coniche). 

7. Le altre due quartiche che vogliamo segnalare, sono quelle rappre
sentate dalle due seguenti equazioni cartesiane 

x4 + xz yz _ az yz = 0 .. . 

4x4 
- 4R2 x 2 + R 2 y2 = O .. . 

(Fase. 5° Marzo 1934 p. 84) 

(Fase. 5° 1\'Iarzo 1934 p. 87) 

In coordinate omogenee xyz (e disponendo del punto unità) queste so
no proiettivamente identiche alla 

x4 + xz yz + yz zz = 0 

Essa possiede un tac-nodo in (001) con y =O tangente tac-nodale e 



880 OSSERVAZIONI SOPRA ALCUNE QUARTICHF~ PIANE. 

un nodo infiessionale in (010} con x 2 + z~ = O relative tangenti nodali
inflessionali. 

La retta x= O è la congiungente i due punti singolari suddetti e la 
z = O è la coniugata armonica di x=O rispetto alla coppia delle tangenti 
n oda li -inflessionali suddette. 

8. L'osservazione principale è che la qzuwtica (supposta irriduttibile) è 

individuctta dal possesso dei d1te punti singolm·i della specie descritta e cioè 
tac-noc1o e nodo inftessionale. 

Infatt i, cominciamo dall 'esigere la presenza del tac-nodo assumendolo 
come (001} e con y = O tangente tac-nodale e perciò esigiamo prima la 
presenza di una cuspide in (00 l) con y = O tangente cuspidale. Si è così 
condotti alla forma 

kz" y2 + zcp + tp = O 

dove k è una costante e cp, tp sono binarie dei gradi rispettivi 3 t' 4 in 
x, y e quindi del tipo 

cp = ax:• + bx2y + c x y2 + d!f 

tp ==. 1nx4 + nx~y + px~ y 2 + qxy~ + 1·y4 

Se adesso (001} deve essere tac-nodo, bisogna che le intersezioni della 
tangente cuspidale con la quartica sieno t utte assorbite dal tac-nodo, il 
che porta a = O • 

.Aggiungiamo adesso la esi stenza di un nodo che potrà assumersi eo
me (010) il che porta 

d=q=r=O 

Ordinando in y , la equazione della nostra curva diverrà 

y 2 (kz2 + cXz + pX2
) + y (bX2 z + nx3

) + mx4 =O 

dove dunque 

kz2 +c:vz+px2 = 0 

sarà la equazione complessiva delle tangenti nodali in (010). Se, inoltre, 
quest' ultimo deve essere un nodo-infless ionale bisogna che le intersezioni 
delle tangenti nodali suddette s iano tutte assorbite dal nodo (010) il che 
esige b = n= O altrimenti, scrivendo l'ultima equazione della quartica · 
nel modo' seguente 

y 2 (kz2 + cxz + pX2
) + X 1 (byz + nxy + ntx2

) = O 

si vedrebbe che le due rette 

kz2 + c:cz + p x2 = O 
e la conica 
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bys + nXy + mx2 = O 

s'incontrerebbero in punti esterni a (010) e appartenenti alla quartica. 
Rimane dunque per la equazione di quest'ultima, 

y2 (kz~ + cXz + px~) + n~ = O 

È ancora disponibile z =O sottoposta, per adesso, alla sola condi
zione di passare per (010). Ebbene, collochiamola sopra la coniugata ar
monica di x = O (la congiungente dei punti singolari) rispetto alla coppia 
delle tangenti inflessionali suddette, il che porta c = O. 

Dopo di che, disponendo del punto unità, si perviene alla equa
zione definitiva 

(6) 

che può ritenersi la forma canonica della equazione della quartica piana 
clotata di wt tac-nodo e di 'ltn nodo injlessionale. 

9. - Siccome il tac nodo conta come due punti doppi, nella valuta
zione dPl genere, cosl la presenza ulteriore nel nodo intlessionale riduce 
il genere a zero. La, qua·rtica è dunque razionale e la rappresentazione pa· 
rametrica è la seguente (in forma omogenea) 

x = 21ft (12 + tJ-2
) y = 4i.F tJ-2 

; z = 1, 4 
- fl-4 

Per AtJ. = O si ha il tac-nodo, per 11 + tJ-2 = O si ha il nodo infles· 
sionale. 

La curva è invariante rispetto al gruppo quadrinoinio di collineazioni 
individuato dal triangolo fondamentale (n. 3 '· 

L 'Hessiana si compone della tangente tac-nodale contata due volte 
e della quartica 

x2 y2 + 6x2 z2 + y2 z2 _ xt = ~ 

Questa, combinata con quella della quartica fondamentale, cioè con 
la (6), conduce alla seguente 

(x2 - 2z2) = O . 

Dtmque i flessi esterni ai punti doppi sono i 4 punti d'incontro del

la curva con le due rette 

x 2-2z2 = O 

Quindi : la nostra q'l~at·tica possiede i 4 flessi pt·opri 

+l"6 + 2i vs. 
10. - Quanto alle bitangenti proprie (cioè non passanti per alcuno 

dei punti singolari della curva) si può osservare che se 

56 
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z=ax+ by 

deve essere una bitangente, combinando questa equazione con quella 
della curva, si trova che deve essere un quadrato perfetto il primo mem
bro della seguente equazione 

xt -t x2 y2 (1 + a2) + 2abxy3 + b2 y4 = O 

Sviluppando e confrontando risulta 

1n=0 b1n =ab 

Ma b =F O altrimenti la bitangente supposta passa per (010) che è il 
nodo inflessionale e quindi non è bitangente propria. Dunque a= o, do
po di che si è condotti alle due rette y + 2z = O. 

Quindi la curva pos11iede dtte bitangenti proprie passanti per (100). 



QUADRANGOLI E QUADRILATERI COLLEGATI 
ALLE CUBICHE ELLITTICHE PIANE 

[Ciro. Mat.co di Catania 1935] 

1. Quadrangoli. - ll Prof. P. Cattaneo, in una elegante Nota pub
blicata in queste medesime Esercitazioni matematiche (l), chiama << quadran
golo diagonale>> ogni quadrangolo iscritto in una cubica piana Ca (di ge
nere l} il cui triangolo diagonale sia pure esso iscritto in Ca. La esistenza 
di questi quadrangoli si trova già affermata in Salmon (2) (come, del resto, 
avverte anche il Cattaneo). Basta condurre da un punto di C3 le tan
genti (altrove) a Ca medesima perchè i 4 relativi punti di contatto for
mino un quadrangolo della specie descritta. Però il Cattaneo dimostra 
anche il teorema reciproco. Se, cioè, 4 punti di Ca sono vertici di un 
quadrangolo diagonale, essi si possono riguardare come punti di contatto 
di 4 tangenti a Ca condotte da un suo punto. Considerando una tangente 
t qualunque di C3 di cui P sia il punto di contatto, è noto che si chia
ma « tangenziale » di P l'ulteriore punto P' in cui la t incontra C3• Eb
bene l' .A. suddetto chiama P << l'antitangenziale » di P', di guisa che men
tre un punto generico di C3 ha un solo tangenziale, esso ha 4 antitan
genziali. Usando questo linguaggio l' .A. può dunque enunciare il teorema 
reciproco suddetto, affermando elle i vertici di un quadrangolo diagonale 
di C3 sono gli antitangenziali di un altro punto di Ca merlesima. È dun
que lecito assumere come fondamentale il triangolo diagonale del sud
detto quadrangolo e collocare i vertici di quest'ultimo in 

(1 ' l ~ l} (-l'l' l} (l' -l'l} (l' l' -l), 

(1) P. CATTANEO, S"ZZe cubiche piane ellittiche, Esercitazioni matematiche, (Circolo 
matematico di Catania), Vol. VII. Fase. 6, 7, 8. 

(2) SALMON, Curve piane, Traduzione francese di Chemiu, p. 190. 
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di guisa che l'A. trova, per Ca, la seguente equazione (salvo le diverse 
notazioni): 

(l) 
In questa rappresentazione i vertici suddetti sono gli antitangenziali 

del punto P= (a, p, y) che appartiene a C3 , come è ovvio verificare. È 
poi notevole, come osserva l'A., che il triangolo diagonale in parola, in
sieme a P, componga un nuovo quadrangolo diagonale c~e Egli chiama 
« deri·vato » del primo e i vertici di questo derivato sono gli antitangen· 
ziali di P' = (py , ya , apj ecc. ecc. 

2. Mi permetto di aggiungere le seguenti considerazioni. 
La (1), al variare di a , p, y, rappresenta una rete di cubiche i cui 7 

punti base sono costituiti dai 4 vertici del quadrangolo e dai 3 del suo 
triangolo diagonale, cosicchè si può dire che il passaggio di una Ca per 
questi 7 punti , impone 7 condizioni1 tutte indipendenti, alla Ca medesima. 
È poi ovvio accertare che tutte le Ca della rete che passano per P=(a,p,y), 
passano anche per P' = tPr, ya, ap). Se dunque si osserva che P' è il 
tangenziale di P rispetto alla Ca (individuata da a , p , y) e che P P' sono 
anche coniugati nella polarità rispetto alle coniche del fascio i cui punti 
base sono 

(1 ' l ' l) 

si conclude che: 

(-1 , 1,1) (1,-1,1) (l'l'- l l , 

Il tangenziale di ~m punto P di ~tna 0 3 ellittica si p~tò anche riguar
dare come il conùtgato P' di P nella polat·ità individuata dal faseio di co
niche i cui p~mti base sono i 4 antitangenziali di P rispetto a 0 3• 

Si può dunque dire che P e P' si corrispondono tanto nella involu
zione individuata dalla rete di cubiche in parola, quanto nella involuzione 
quadratica stabilita dalla polarità suddetta. Si realizza così un esempio 
(che mi sembra interessante) e che può esprimersi nel seguente modo: 

L a involuzione piana individuata 1nediante ~tna rete di cubiche dotata 
di 7 punti base1 segnalata (com1è ben noto) per primo da Geiser1 coincide1 

nell'esempio att~w.le1 con q~te lla qnadratica individuata dalle coppie di pttnti 
coniugati1 nella polat·ità1 rispetto alle coniche di 1tn jascio1 in quanto1 nel 
caso particolare suddetto1 esse hanno lo stesso effetto. 

Esse però, nella ben nota classificazione delle involuzioni piane do
vuta a BERTINI, appartengono a due tipi birazionalmente distinti (1). 

(l) Precisamente ai tipi (a ) e (c) considerati dall'Autor e suddetto n elle sue Ricerche 
Bulle trasformazioni univoche invo l1~torie nel piano, Ann, di Matematica. S. II, T. VIU, 
pp. 244-45 . 

Nella Memoria (dello stesso Autore) che ha. per titolo Sopra una claBse di trasfor-
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3. Riprendendo la equazione (l) della Oa si trova che i rimanenti 
punti d 'incontro della curva con i lati del triangolo fondamentale sono 

(O' ~' y) (a, O, y) (a,~,O) 

e quindi le relative tangenti, ivi, a Oa sono 

a <W - r2
) x - fJr2 y + {J2yz = o ; 

ì'z ax + {J (rz - al) y - ya2 z = o; 

- a,B2x + a2fJ!i + r (a'1 - ~~) z == O. 

Ebbene, si può osservare che queste tre rette convergono nel punto 
P" di coordinate 

{Jy [a2 ( ~z + yz) _ p2y2] , ya \f12 (y2 +az)_ yza2J , a{J [rz (a2 +W)_ a2 {12], 

che appartiene a Oa ed è anzi il tangenziale del punto P' del n. 2 (in 
guisa che mentre P' è tangenziale di P, P" lo è di P'). n modo più sem
plice di verificare tutto questo è di scrivere l'equazione di Oa nel se
guente modo 

ax (y+z) (y-z) + {Jy (z+x) (z-x) + yz (x+y) (x-y) =O 

e quella della tangente a Oa in P' così 

dopo di che è facile osservare che le coordinate di P" soddisfano entrambe 
queste ultime equazioni. Si può dunque dire che: 

Dal triangolo fondamenta~e att~tale se ne ded~tce subito un altro ism·itto 
nel pt·i1no e in Ca che gode della stessa pt·oprietà del pt·imo, in q~tanto le 
tangenti a Ca, nei suoi tt·e vertici, concon·ono in un p~tnto nuovamente ap
partenente a Ca· 

4. La rete di cubiche (l) merita qualche altra osservazione. La di
sposizione dei punti base indica che la rete contiene le seguenti terne di 
rette. Quattro di esse sono costituite (ciascuna) da tre lati del quadran
golo diagonale concorrenti in uno stesso vertice del quadrangolo medesimo 
(per i seguenti valori] 

mazioni univoche involutorie, id, id, id, a p. 19, si dimostra che la involuzione quadratica 
in discorso si può ridurre, mediante una trasformazione birazionale, all'omologia ar
monica, cioè al tipo (a) dianzi indicato. D'altra parte, il Prof. BERZOLARI, mi fa os
servare che l 'esempio attuale trovasi già. descritto da E. WEIR in • Sitzungsb. Ak. Wien 
58 {1868) •, senza, naturalmente, che ivi venga segnalata la coincidenza dell'effetto di 
due tali involu1.ioni, giacchè la classificazione « Bertiniana » (dal punto di vista delle 
trasformazioni birazionali} allora non era nemmeno all'orizzonte!.,. 
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(oc = {3 = y) , a= {3 = - y) , ({J = r =-a} 7 (y =a=-~)]. 

Le tre rimanenti sono formate (ciascuna) da un lato del triangolo dia
gonale e dai due lati del quadrangolo ehe passano per il vertice opposto 
al lato suddetto 

[per {3 = r = O , r = a = O , a = {3 = O]. 

La Hessiana della Ca generica della. rete è 

a (y2 _ ~2) xa + {3 (a2 __ y2) y3 + y (~2 _ a2) 2a + 
+ (a2 + [32- 2y2) ({Jx- ay) xy + ([32 + r2- 2a2) (yy- {Jz) yz + 

+ (y2 + a2 
- 2~2} (az - y x) zx =O 

la quale conferma la esistenza delle terne di rette dianzi constatata (si 
noti che l'Hessiana di 3 rette convergenti in un punto è indeterminata). 

Quanto ai noti invarianti S e T de1la Ca medesima, si potrebbe dar 
loro una interpretazione geometrica anche più significante della consueta, 
riguardando a , {3 , r come coordinate omogenee di un punto, in un piano 
e quindi riferendo ogni tal punto a quella Ca della rete che è indivi
duata dai medesimi valori di a , {3, r (o ad essi proporzionali). Nascerebbe 
così una corrispondenza biunivoca fra i punti del piano suddetto e le 
cubiche della. rete. Allora le equazioni 

rappresenterebbero, sempre nel piano in parola, due curve, l'una del 4° 
e l'altra del 6° ordine, luogo geometrico dei punti le cui Ca -corrisponden
ti sono equianarmoniche, od armoniche. 

5. Quadrilateri. - Diremo che un quadrilatero completo è iscritto 
in una C3 , quando essa passi per tutti i suoi vertici. La esist-enza di que
sti quadrilateri può farsi dipendere, molto semplicemente, da quella ben 
nota (l) delle coniche tritangenti a Ca mediante la semplice osservazione 
seguente: 

Considerando un triangolo is~ritto in una C3 , si può di?nostrare come, 
esigere che siano allineati i tre rimanenti punti d' incontt·o dei lati con C3 

(fuori dei vertici), ovvero esigere che i vertici del tt-iangolo siano i punti di 
contatto di una conica tritangente7 ivi7 a Ca sono condi zioni equivalenti. 

Infatti, assumendo come fondamentale un triangolo iscritto in Ca, la 
sua equazione potrà scriversi così 

(l) Veggasi ad es. PASCAL1 Reptrtorio di Matematiche Sttperiori1 l& edizione, Vol. II 
pag. 252. 
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1ny2z +m' yz~ + nz2x +n' zx2 + px2y +p' xy2 + qxyz = o, (2) 

dopo di che i rimanenti punti d' incontro dei lati del triangolo suddetto 
con 03 (fuori dei vertici) sono 

lO, rn', - m) (n, O,- n') (p',- p' 0). 

Esigiamo adesso che questi tre punti sieno allineati e assumiamo que
sta retta come retta unità il che significa fare 

1n= 1n', n=n', p =p' 

e allora l'equazione di 03 diviene 

03 = l(x + y + z) (myz + nzx + pxy) + kxyz = 01 (3) 

dove 

k= q- (m+n +p). 

Resulta allora che la conica 

o~ = l myz + nzx + pxy = o l 
non ha altri punti comuni con 03 che i fondamentali e che quindi è tri
tangente, ivi, a 03 essendo 

py + nz =O, mz + px =O, nx + 1ny =O (4) 

le tre tangenti relative. 
Viceversa, prendiamo una conica circoscritta al triangolo fondamen

tale quale la o~ ' e consideriamo una o~ circoscritta pure allo stesso trian
golo quale la seguente 

1niy2z + m'iyz2 + niz2x + n'izx2 + pix2y + p'ixy2 + q'xyz =O. 

Allora le tangenti a O~, nei punti fondamentali, sono le (4), quelle tan
genti a O~ negli stessi punti sono 

Piy+n'1x=0 m1z+p'ix=O ·nix+m'iy=O (4) 

Se la O~ deve essere tritangente a O! occorre che le (4) e le (5) rap

presentino le stesse rette, ossia occorre che 

p n 
-=-, 
Pi n i 

m p 
---, 
?1t1 p i 

da cui 

e quindi 



888 -QUADRANGOLI E QUADRILATERI COLLI~GATI ALLE CUBICHE ELLITTICHE PIANI~ . 

tnt nt Pt- tn't n't p'1 =o, 
che è la condizione perchè i rimanenti punti comuni a 0 2 e a O~ e ai lati 
del triangolo fondamentale (fuori dei vertici) sieno allineati. c. d. d. 

l 

6. Ciò premesso, è ovvio che ogni conica tritangente a 03 individua 
un quadrilatero iscritto nella curva medesima. I suoi lati sono quelli dfl 
triangolo dei punti di contatto e la retta sulla quale sono allineati i ri
manenti punti d ' incontro di C3 dei tre lati suddetti. Viceversa: 1m qua
dt·ilatero iscritto in Ca individua 4 coniche tritangenti : una per ciascuno 
dei 4 triangoli che si ottengono scegliendo, in tutti i modi possibili, tre 
dei quattro lati del quadrilatero. Ora bisogna osservare che, (con ragio
namento analogo a quello pel quale ad una retta generica del piano di 
03 si associa la sua « satellite >>) si può associare anche ad ogni conica 
tritangente una retta satellite. Infatti, indicando con 02 la supposta co
nica tritangente, con A, B, C i punti di contatto e con a, b, c le rispet
tive tangenti comuni a 0 2 e Oa, le due cubiche costituite da O a e dall'in
sieme delle tre rette a, b, c, hanno sei punti comuni assorbiti in A, B, C 
(ciascuno contato due volte) e quindi i rimanenti tre punti comuni saran· 
no in linea retta, il che vuoi dire che su questa retta giaceranno i tan
genziali dei tre punti suddetti (1). È dunque naturale di chiamare questa 
retta la << satellite» della conica 0 2• 

7. Ebbene vale adesso il seguente teorema : 
Le satelliti delle quattro coniche tr·itangenti a C3, individ1wte da un q1ta

dt·ilatet·o iscritto, secondo il n. pt·ecedente, coincidono in 1tna sola e stessa 
retta la quale è anche satellite dei q1tattro la.ti del quadt·ilatero medesinw. 

Si può verificare tutto questo riprendendo la equazione della Ca nella 
forma già adottata nel n. 5, cioè 

03 = !myz (y + z) + nzx (z + x) + pxy (x+ y) + pxyz = O! 

e dopo scrivendo le equazioni delle quattro coniche tritangenti nel modo 
seguente: 

c~ = !tnyz + nzx + pxy = o: ; 
C~= jPy (x+ y) + nz (z + x) + (q - tn) yz = O! ; 
0~11 = jtnz (y + z) + px (x + y) + (q - n ) zx = O! ; 
o~v _ ;nx (z +a:)+ tny (y + z) + (q -p) xy = O! . 

(l) Veggaai ad es. anche PASCAL, Zoc. cit. 
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Con questa disposizione degli elementi di riferimento, il quadrilatero 
iscritto è rappresentato da 

x=O, y=O, z=O, x-j-y-j-z = O 

e le coppie di vertici opposti sono le seguenti 

!A= (l, O, O); A'= (O, 1,- l) ' !B = (O, 1, O); B' _ (1, o, - l) j ; 

1 C = (O, O, l) ; C' = (1, - 1, O) j . 

Ciò premesso, scriviamo adesso le equazioni delle seguenti tre coppie 
di rette 

a = [py + nz = O] , 

b = [mz + px = O l , 
c= [nx + my= O], 

a' = [(n +p - q) x - rn (y + z) = O] ; 

b' = [1p +m- q) y- n (z +x)= o l; 
c'= [(nt-j- n - q) z - p (x+ y) =O] 

che sono tangenti alla C3 ordinatamente nelle coppie dei vertici opposti 
dianzi indicati con 

(A ,A') (B , B') (C , C'). 

Ebbene è facile allora constatare che 

la C~ passa per i punti A, B, C e che è ivi tangente an a, b, c 

>> c n 
2 

» CIII 
2 

>> CIV 
2 

Dopo 
con b', di 

>> » >> A, B' 
' 

C' >> >> a, 

>> » » A' 
' B, C' >> >> a' 

' 
>> >> >> A ' 

' 
B' 

' 
c >> >> 

l a, 

di che basta osservare che i punti d'incontro di a con 
c con c' sono ordinatamente i seguenti 

A"= [m (n- p), n (n+ p- q), - p (n+ p- q]; 

B" _ [- nt (p + nt - q), n (p - m), p (p +m - q) l ; 
C"= [1n (1n +n - q), - n (1n +n - q), p (m - n)] 

b' 
' 

c' 

b' c' 

b' 
' 

c. 

a' di b 

e infine che A", B", C" appartengono a C3 e sono allineati sulla retta 

mnp (x+ y + z) +(q - m- n - p) (npx + pnty + mnz) = O 

che è la satellite richiesta e cosl il teorema è dimostrato. Esso può an
che esprimersi affermando che 

I vertici opposti di un q1tadrilatero ism·itto in una C3 (ellittica) hanno 
lo stesso tangenziale. 

I tre tangenziali che così si ottengono, dalle tt·e coppie di vertici oppo
sti suddetti, sono allineati s1tlla t·etta satellite dei 4 lati e delle 4 coniche 
tritangenti individuate dal quadrilatero medesimo (n. 6). 
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8. Per mettere meglio in vista le considerazioni del n. precedente 
vale la qui annessa :figura. Le rette a tmtto pie1w sono i lati del quadri
latero, quelle punteggiate sono le tangenti e la retta a tratto e punto è 
la satellite. 

\ 
\ 

\ 

9. È da notare infine che si può dare una forma alla equazione di 0 3 

che è simmetrica rispetto ai quattro lati del quadrilatero iscritto, assu
sumendo, come trilatero fondamentale, non quello costituito da tre qual
siasi dei lati suddetti, come nel n. 5, ma invece il trilatero diagonale del 
quadrilatero suddetto, dopo di che, con evidente e opportuna scelta del
l'elemento unità questi lati possono rappresentarsi con 

x+y+a=O,-x+y-f-z=O, x-y+z=O,x+y-a=O 

e i vertici con 

(O, l, l ) ; (O , l, - l) ; (1, O, l) ; (1, O, - l ) ; (1, 1, O) ; (1,- l, 0). 

Con questa notazione il quadrilatero attuale è il polare del quadran· 
golo del n. 2 rispetto alla conica covariante x2 + y 2 + z2 =O che è la co
sidetta conica dei 14 punti di ·tutta la configurazione (1). 

(l) Vedi ad es. CI.L'ii, .Alcune osservazioni sopra la conji.gurazimte di Kummer, Giornale 
di Matematiche Vol. XXXVI (5o della 2a. serie) (n. 11). 
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Esigendo il passaggio di una 0 3 per i ver t ici suddet t i, si trova la 
equazione 

mx (z2 + y2 _ x2) + ny (x2 + z2 _ y2) + pz (y2 +- x2 _ z2) + q{),yz = o 
dove però, naturalmente, m, n, p, q sono diverse dalle 1n, n , p, q dei nn. 
5, 6, 7. Questo conferma che il passaggio per i 6 punti in parola impone 
alla 0 3 sei condizioni linearmente indipendent i (e al variare di m, n, p , q 
si trova un sistema lineare oo3· di cubiche). 



SOPRA UN FASCIO SIZIGETICO DJ SUPERFICIE CUBICHE 

[Rendic . .Ace.: Lincei 1935) 

l. In evidente analogia col noto fascio sizigetico di cubiche piane, 
chiamerò, con uguale denominazione, il seguente fascio di superficie cubiche 

dove le xi sono coordinate omogenee di punto nello spazio e 1.. è il pa
rametro del fascio. Le sezioni piani delle facce del tetraedro fondamentale 
sono costituite da altrettanti fasci sizigetici di cubiche piane. 

2. Prima di procedere nello studio proposto, credo utile qui richia
mare le seguenti nozioni riguardanti alcune classi di superficie cubiche. 

Se accade che per un punto P di una superficie cubica S3 , passino 
3 rette di S3 , esistenti in un piano n, il punto P si chiama di Eckardt 
(dal nome del primo autore che considerò questo caso particolare): anche 
il piano n prende ugual nome e così pure la superficie Sa· 

Escludendo il caso che P sia doppio per Ba, si vede facilmente che 
la quadrica polare di P si spezza in due piani di cui uno è n e l'altro n' 

che non passa per P e si suoi chiamare il piano polare armonico di P. 
Questo punto P è doppio per Hessiana e quindi è un vertice del pen
taedro di Sylvester. La superficie 83 è invariante rispetto alla omologia 
armonica che ha il centro in P e per piano fondamentale n' (polare ar
monico di P) (1). 

(2) Vedi ad es. la mi<> Nota, 81~lle superficie algebriche simntetricke, in «Rendiconti 
R. Ace. Naz. dei Lincei », vol. IV, 1890. - De Paolis chiama fiesso di 83 nn punto P 
di Eckardt, perchè ogni sezione piana di 83 per tale punto ha ivi nn flesso e quindi, 
in analogia con le cu!Jiche piane, è naturale di chiamare piano polare armonico di P 
quello sopra indicato con :n' (che cioè fa parte della qnadnca polare di P senza. pas
sare per P). Veggasi, DE PAOLIS, .Ricerche sulle superficie di 30 ordine. Nota II. «Atti R. 
Ace. Lincei •, 18807 p. 10. 
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Viceversa se Sa è invariante, rispetto a una omologia armonica, ri· 
sulta facilmente che il centro è un punto di Eckardt e il piano fonda
mentale è il piano polare armonico relativo. Una Sa può contenere tutti 
i 10 vertici del pentaedro di Sylvester (realizzando così il caso massimo). 
Si ottiene allora la supe'rficie diagonale di Clebsch (1). 

3. Considero adesso il caso in cui la Sa (supposta non rigata) sia in
variante rispetto ad una involuzione gobba di assi t' ed s. Pensando alle 
rette unite della involuzione (che sono appoggiate ad r ed s) resulta fa
cilmente che uno degli assi suddetti appartiene a S3 : sia r. 

Assumendo questa retta come (x1 = O , x 2 = O) la involuzione gobba 
in parola si può rappresentare con la sostituzione 

1 = l xi X2 - Xa - x4 ! 
xi x2 Xa x4\ 

dopo di che, esigendo la invarianza di S3, rispetto a I, si trova per la sua 
equazione la seguente forma 

ax~ + bxi x2 + cxi x; + dx~ + exi x~ + jx1 x; + gx2 xi + hx2 x!+ 

+ kx1 x3 x4 + lx2 x3 x 4 = O • 

Allora la quadrica polare di un punto (O, O, À, l) generico di r, si 
può rappresentare così 

xi [xa (2 el+ k) + xdk À + 2f)) + xdxa g J.. +l)+ x4 \lÀ+ 2 b l= O 

la quale si spezzerà in due piani se accadrà che le due parentesi quad~;e 
annullate rappresentino lo stesso piano per la qual cosa occorre che sia 

la quale, essendo di 2° grado in J.., dimostra che sopra r ci sono due 
punti di Eckardt. Si conclude dunque: 

Se una S3 , priva di punti doppi, è incariante rispetto a una involu· 
zione gobba, uno degli assi della invol~tzione appa1·tiene ad Sa .e sopra tale 
asse ci sono d~te punti di Eckm·dt. Ne consegue la invarianza di Sa rispetto 
anche alle due ornologie annoniche individuate (nel modo scritto nel n. 2) 
dai due punti s~tddetti. Il prodotto di queste omologie è la involvzione in 
pm·ola. Se si aggiunge la identità si pm·viene così ad uno dei tre g1'Uppi 
quadrinmni possibili di collineazioni spaziali e precisamente al G~' descritto 

(l) Vedi a.d es. l'altra. •mia. Nota: Sulla. Bl~perjlcie diago11ale di Clebsch.. • Rendiconti 
R. Ace. Lincei », vol. VII. 1931. 
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in un altro mio lavoro (1). La Sa è quindi invat·iante 1·ispetto a tale G7'· 
4. Finalmente, prima ancora di passare allo studio, oggetto principale 

del presente scritto, occorre considerare il caso di una Sa invariante ri
spetto a una omologia spaziale a periodo 3. Assumendo il centro di que
sta supposta omologia quale punto (O O O l) e il piano fondamentale quale 
x

4 
= O , essa potrà rappresentarsi con la sostituzione 

ax4 ~ con a3 = l (a rad. primit.). 
x4 

Esigendo adesso la invarianza di Sa, rispetto a questa omologia, si 
trova per Sa la equazione seguente 

ax:+u3 =O 

dove a è una costante e ua una ternaria in xi x 2 m3. 

Segue cb e la quadrica polare di (O O O l) è il piano doppio x!-= O. 

Viceversa: suppongo la esistenza di un punto la cui quadri ca polare 
sia un piano doppio non passante per il punto. 

Scrivo la equazione di Sa nella consueta forma 

dove le tt; sono ternarie in xi x 2 xa di grado pari all'indice (e quindi U 0 è 
una costante). Assumendo il punto suddetto quale (O O O l) e il piano 
doppio quale X 4 = o, la condizione supposta trae che ui , u2 siano iden
ticamente nulle, dopo di che resulta la invarianza di S3 rispetto alla O· 

mologia cubica dianzi rappresentata. Calcolando poi l'Hessiana di Sa si 
vede facilmente che essa si compone di x 4 = O e del cono cubico che da 
(O O O l) proietta l'Hessiana di ua =O. Dunque: 

Per una superficie cubica Sa sono condizioni equivalenti le seguenti: 
a) Esistenza di un pttnto la cwi quadrica pola1·e sia ttn piano doppio 

non passante per i l punto; 
b) Invarianza rispetto ad tma omologia a periodo tre che ha per centro 

e piano fondam entale il punto e il piano suddetti. 
Siccome poi l'Hessiana di Sa si compone del piano in parola e del 

cono cubico che dal punto suddetto proietta la Hessiana della sezione di 
Sa col piano medesimo, così ne viene che i nove flessi di tale sezione sono 
altrettanti punti doppi della superficie Hessiana nominata e quindi al· 

(1) CrANI, Sopra i gruppi finiti di collineazioni quaternarie oloedricd•nente isomorfi con 
quelli dei policd•·i regolari. "Annali di Matematica '>, to. VIIl, ser . III, p. 4, 1902. 
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trettanti punti di Eckardt di S3• La conferma analitica di questo si con
segue scrivendo la equazione di s3 così 

ax~ +xi + x~+ x;+ 6 b.x:1 x2 x3 = O 

e osservando che ad es. la quadrica polare del punto P = (l , - l , O, O) 
si compone dei due piani 

di cui il l o tangente a s3 in p e quindi la taglia in tre rette i vi con
vergenti e il 2° è piano polare armonico relativo (n. 2). 

Ecco dunq1w t·ealizzato 1m esempio d·i sttperficie cubica dotata di nove 
punti di Eckm·dt (nei nove .flessi snddetti). Le 27 rette della sttperficie si 
distribuiscono in nove terne di Eckanlt, i cui pictni passano tutti pet· il 
punto la cui quad1·icct polare è i l piano doppio p iù volte nmninctto. 

5. Prendiamo ora in esame il fascio sizigetico 

(l) 

Cominceremo dall'osservare che tutte le S3 del fascio passano per 
6 seguenti punti 

A =(l , - l , O , O) 

A'= (O , O , l , -l) 

B = (O , l , - l , O) 

B'= (1 , O , O , - l) 

4 

C= (O , l , O , -- l) 

C'= {l , O , - l , O) 

quali esistono sul piano X x,= O e costituiscono i vertici del quadri-
l 

latero secondo il quale tale piano sega le 4 facce del tetraedro fonda
mentale. Ciascuno di tali punti è di Eckardt per ciascuno S3• Ad es. la 
quadrica polare di A_ si compone dei due piani 

il primo dei quali è tangente ad S3 in A e il secondo è il piano polare 
armonico relativo (n. 2). L'omologia armonica elle ha il centro in A e per 
piano fondamentale il polare armonico suddetto, trasforma ogni s3 in se 
stessa e può rappresentarsi con la sostituzione 

Dunque intanto : 
Tutte le sttpe1jìcie del fascio posseggono sei punti di Eckat·dt ne·i sei 

ptmti A A', B B', C C' sopra indicati. Essi costituiscono le 3 coppie di ver
tici opposti del quadt·ilatero secondo il q1tale il piano 1mità tagl·ia i 4 piani 
fondamentali x., = O • 
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Sono dunque da riguardarsi come punti-base del fascio e costituiscono 
quindi 6 vertici del pentaedro di SYLVESTER comuni a tutte le B3 del 
fascio. 

6. Per trovare, per ogni B3 del fascio, i rimanenti 4 vertici di tale 
pentaedro, si osservi che la quadrica polare del punto (l- l, l, l, l} può 
rappresentarsi così À. (x2+x3+x4}2 + 4 l 2 x1 (x2+x3 +x4) +(l - l ) x~= O 
il che dimostra che essa si spezza nei due piani 

À. (x2 + x3 + x4} + axi = O 

l-À 
x 2 + x3 + x 4 + --xi =O a 

dove a soddisfa alla condizione 

À. (l - À.) + a= 4 ì._2 
a 

e quindi è radice della equazione di 2° grado in a 

a2 - 4 À.2 a + À. - À.2 = O. 

Ecco dunque trovati i vertici richiesti che indicheremo come segue 

M = (l - l, l, l, J,) 

p = (l, l, l - l, l} 

N= (l, l -l, l, l); 

Q = (l, l, l, l - À.} • 

Le facce del pentaedro saranno dunque le seguenti 

xi + x 2 + x 3 + x 4 = O 

- (l + l ) xi + À. (x 2 + x3 + x 4) = O 

- (À. +l) x2 + À. (xa + X4 +xi)= O 

- (ì.. + l) xa + À. (x4 + xi + x2) = O 

- (ì.. +l) x4 + À. (xi+ x 2 + x3) =O 

contenente AA' BB' CC' 

>> NPQBCA' 

» 

>> 

>> 

PQMC' A' B' 

QMNAB' C 

MNPBC' A 

La conseguente rappresentazione analitica della B3 generica del fascio 
sarà dunque del t ipo seguente 

le (.f xJ+ r- (À. +l) xi+ À. (x2 + Xa + x4W + 

+ [- (l+ l) X2 + À. (xa + X 4 +xi W+ [tì.. +l) x3 + À. (x4 +xi+ x2W + 

+ [- (À. + l) x 4 + À. (xi+ x 2 + x3)P =O . 

dove k dovrà essere determinato in modo che si annulli il coefficiente 
di x~ Xk e che il rapporto fra il coefficiente di xi Xh xz a quello di x~ sia 
uguale a 6 h (e ciò dal confronto dell' ultim a equazione con la t l ) del n . 5). 

C IANI . 67 
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Si trova così che queste due condizioni equivalgono all'unica per cui 
k = - À (2 À' + À + 1). 

Finalmente il calcolo della Hessiana conduce alle due forme equivalenti 

4 14 .S x~ Xh Xk - - 2 13 [.E x; + .E x~ Xl• +.E x~ Xh Xk + 4 xi x2 x 3 x4] + 
+ 12 [.E x~ Xh + 2 .S x~ xl] - x 1 x2 x3 x4 = O ; 

213 .E xt + À2 (21- l) .E x~ Xk- 2 À2 .S x~ x~+ 

+ 2 1' (1 - 2')..) .E x~ x~. Xk +(l+ 8 13
) xi x2 x 3 x 4 = O · 

7. Ogni 8 3 del fascio è manifestamente in variante rispetto a tutte le 
collineazioni spaziali rappresentabili mediante la sostituzione 

dove i, h, k, l è una permutazione qualsiasi di 1, 2, 3, 4. Esse tengono 
fissi il punto e il piano unità. 

Dttnque queste collineazioni co1npongono ttn gru,ppo di 24° ordine sotto
gruppo di quello totale sopra 5 elmnenti. Pt·ecisamente qttello dotato di un 
pttnto e un piano inva·rianti (che nella 1·app1·esentazione analitica attuale co
stituiscono il pttnto e il piano unità). Esso è dunque il G;! della mia Me· 
moria già citata sopm i gntppi finiti d·i collineazioni ecc. (n. 5). È però 
da avvertire che gli elementi di riferimento adottati ivi sono diversi dagli 
attuali. Questo G;! è dunque un gruppo ottaedrio, ma proiettivamente 
distinto da quello costituito dalle rotazioni in sè dell'ottaedro regolare. 

Questo G~! contiene le seguenti 6 omologie armoniche 

(xi x2) che ha per centro A = (1, - 1, o, O) e per piano fond.1e xi - x2 =O 

(x3 x4) » » A'= (O, o, 1, - l) » » x3 - x4 =O 

(x2 x 3) » >> B =(O, 1, - 1, O) >> >> x2 - x 3 =-=O 

(xi x4) >> >> E'= (1, o, o, - l) » » xi- x4 =0 

(x2 x4) >> )) 0 =(O, 1, O, - l) >> » x2 - x4=0 

(xi x3) >> >> O'= (O, 1, o, - l) >> » xi- x3 =O. 

Contiene poi le seguenti tre involuzioni gobbe 

di cui gli assi sono le tre coppie di spigoli opposti del tetraedro fonda
mentale. Le collineazioni a periodo tre come (x1 , x2 , x 3 ) sono assiali: esi
ste cioè un asse di punti uniti (l, l , l , l) e uno di piani uniti chè è 
quello del fascio xi + x 2 + x3 + ì..a:4 = o, ma il primo non è in viluppo dei 
piani uniti, come il secondo non è luogo di punti uniti. 
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Finalmente le collineazioni a periodo 4, come (xi x 2 x3 x4', hanno i 4 

punt i uniti 

(1, ] ' l , l) ; (1, - l, l, - l ) ; (1, i, - l, -i) ; (1, - i, - l, i) 

formanti un tetraedro le cui facce sono i 4 piani uniti. 
Quanto ai sottogruppi, è da notare il quadrinomio invariante costituito 

dalle t re involuzioni gobbe suddette e dalla identità (è il G! della mia 1\fe. 
moria più volte citata). 

V i sono naturalmente altri tre sottogruppi quadrinomi, ma nessuno è 
invarian te. E ssi sono del seguente tipo: [(x; x2) ; (x3 x 4) ; (x i , :.r2) (:r 3 , :.r4); 
identità] e appartengono alla specie G~11 già descritta al n. 3. 

La descrizione dei rimanenti sottogruppi si farebbe poi facilmente 
valendosi per la loro struttura del simbolismo adottato in un altro mio 

lavoro (1) . 
8. - Consideriamo alcune particolari superficie del fascio . Ad es. si 

potrebbe domandare se, nel fascio, ci sono superficie diagonali di Clebsch 
(n. 2 •. Siccorue tutte passano per i G vertici AA', BB', CC' del pentaedro 
di SYLVESTER (n. 5 ', così basterà esigere il passaggio per i 4 rimanenti 
Jl!N PQ (n. 6). Si è così condotti alla seguente equazione in À. 

12 l 4 
- 20 l 3 - 3 l 2 + 3 A - 1 = o 

cioè 

quindi 

oppure 

6 l 3
- 13 A2 + 5 A- l= o. 

1\fa per À. = - .2_ si ha 
2 

cioè 

e allora S3 si spezza nel piano .X xi= O e nella quadrica propria 

(l) CIANI, Contributo alla teoria del gmppo di 168 collineazioni piane. « Ann. di Ma
t ematica», to . V, ser. III, pp. 8-9, 1900. 



900 SOP RA UN F ASCIO SIZI G KI': CO DI SUPE HFICIE CU BI CHE. 

4 

2: x~ - 2: x, x, = O. 
• l 

Rimane quindi l'equazione di 3° grado 

6 ~? - 13 12 + 5 l - l = o 
il cui di scriminante non è nullo. Dunque L e superficie diagonali irriclut
tibi li del f ascio sono 3. 

9. -- Si cercano adesso le superficie del fascio che hanno per Hes
siana un tetraedro (per analogia di linguaggio con le cubiche piane e
quianarmoniche, si potrebbero chiamare le S 3 equianarmouiche). Un caso ov· 
vio lo si consegue per l= O (n. 6). Altri due casi sono dati 2 'J..2 + À + 
+ l = O che allora è k = O (n. 6) e nuovamente l'equazione di 83 si 
riduce alla somma di 4 cubi (n. 6). 

Dunque le Sa equianarmoniche del f ascio sono tt·e. 
10. - Altri casi particolari degni di osservazione si hanno per 

À = oo, o per À= ! . Nel primo caso 

Sa = 1 x 2 X a x 4 + x 3 x 4 x 1 + x4 x 1 x2 + x1 x2 x a = O ! 
e si trova la superficie cubica con 4 punti doppi conici (nei vertici del 
tetraedro fondamentale) chfl è la duale della superficie di STEINER (1). 

Per À =~si ha 
2 

4 

e accade che il punto (l, l, l, l ) ha per quadrica polare il piano .};Xi= O 
l 

contato due volte. E sso è una faccia del pentaedro di SYL VESTER. Le 
altre quattro sono 

- 3 xi + x2 + x3 +xl = O 

xi+ ;r2- 3 Xa + x4 =O 

xi - 3 x2 + Xa + x4 = O: 

xi + x 2 + x3 - 3 x 4 = O 

e passano tutte per (l, l, l , 1). Si realizza così la superficie studiata 
nel n. 4 (nei suoi det tagli particolari più interessanti). 

11. - Merita qualche osservazione anche la curva base del fascio che 
manifestamente è del 90 grado. Ma, se ne distaccano le tre r ette rappre
sentate parametricamente (al variare di ft) da 

(l) Vedi ad es., CIANI , Introduzione alla Geometl'ia algebr·ica, p. 325. (Cedam, 1931). 
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(l ' -- l 'ft' - p,) (l 'ft ' - ft' - l) (l 'ft ' - l ' - p,) 
4 

tutte esistenti nel piano Pi = O e formati un triangolo che ha per ver
I 

tici (l , - l , l , - l) ; (l , l , - l , - l ) ; (1 . - l , l , - 1). 
La parte t·esid·ua è dtmqne una sestica gobba. Ogni spigolo del tett·a.edt·o 

fondamenta le è ttna stw. corda. 
Infatti, ad es., lo spigolo x 3 =O , X 4 =O, taglia tutte le superficie 

del fascio nei tre punti 11, a J o,O) dove a è radiche cubica dell'unità ne
O'ativa . 1\Ia per a= l si trova uno dei vertici dianzi nominati: dunque i 
"' due rim anent i appartengono alla sestica suddetta. 

4 
Dal momento che nel fascio c'è una S3 composta del piano ;E xi= O 

l 

4 4 
e della quadrica 2, x~ - :l x, xk =O (n· 8) e che le tre rette facenti parte 

l • l 

4 

della base del fascio esistono in 2, x i = O , segue che la sestica in discorso 
l 

può riguardarsi come intersezione completa della quadrica suddetta e di 
4 

una qualunque altra Sa del fascio, per esempio z x 3 =O \il che può fa
l l 

cilitare l'ulteriore studio della curva). 
12. - Essa è irridttttibile. Infatti si esclude facilmente che possa 

comporsi di 6 rette1 giacchè esse dovrebbero appartenere (per l==) al
la S3 = 1 x2 x 3 X 4 + x 3 X4 xi + x 4 xi x 2 + x1 x2 x 3 !. Ora, le rette di que
st'ultima si conoscono (vedi il n. 204 della mia citata << Introduzione») e 

4 4 -

niuna appartiene alla quart; ca .4 x~ - :2 xi xk =O. È anche da escludere 
l • l 

che la sestica in parola sia composta di due cubiche gobbe, giacchè bi
sogna tener presente che essa deve essere invariante rispetto al G~ già 
notato nel n. 6. Ora, in questo, ci sono delle omologie armoniche e poichè 
non c'è niuna cubica gobba irriduttibile invariante rispetto a una tale omo
logia, bisognerebbe che le due supposte cubiche gobbe fossero trasformate 
l'una nell'altra da ciascuna delle omologie suddette e per conseguenza 
dovrebbe, ognuna di tali cubiche, essere invariante rispetto alle tre invo
luzioni gobbe prodotto delle omologie nominate (a due, a due). Ma il G! 
che tali involuzioni generano (n. 7) non è quello spettante ad una cubi
ca gobba (l ). Finalmente si esclude che la sestica si componga di tre co-

(1) Vedi la mia nota Sopra i gruppi di collineazioni spaziali dotati di cubica gobba in· 
viriante. «Ciro. Matematico di P alermo », to. XVI, 1903 (n. 3). 
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niche perchè i loro tre piani dovrebbero comporre un triedro invariante 
rispetto a G~!· 

13. - Chiuderò queste poche osservazioni facendo rilevare che l'e· 
quazione del fascio sizigetico, sin qui studiato, è caso particolare della 
seguente 

~~~~+~~~~+~~~~~~~~~+ 

+ c5 (x~ + x~ + x : + x!) = O 

(dove le c; sono costanti). Quest'ultima è stata assegnata da A. EMOH 

quale nuova forma canonica rappresentante una superficie cubica gene
rica (1 ~ . L' .A. la ottiene mediante considerazioni iperspaziali (che però non 
sembrano inevitabili). Ma, in ogni caso, è indubbio che questa nuova for· 
ma, per una quaternaria cubica, è particolarmente interessante giacchè le 
sezioni delle facce e spigoli del tetraedro fondamentale dànno le ben note 
forme canoniche della ternaria c binaria cubica. È anche probabile che il 
tetraedro fondamentale attuale abbia relazioni geometriche interessanti col 
pentaedro di SYLVESTER. Nè di queste relazioni è traccia nella citata 
pubblicazione. Così non vi risulta che questo tetraedro sia unico. Se ne 
esistessero varii, è certo che la loro configurazione dovrebbe riuscire in· 
teressante anche indipendentemente dalle sue eventuali relazioni col pen· 
taedro in parola. 

~Ii permetto di osservare che ebbi già a proporre il piano di queste 
ricerche in forma di <<Domanda» nel <<Bollettino dell'Unione Matematica 
Italiana» (anno XII, n. 3, giugno 1933) senza che finora sia pervenuta 
alcuna risposta. 

(l ) A. EMCH, On a new jor1n oj the general cubie B~trjace. « American Journal of· 
1\fathematics ». vo, L III, n 4, october 1!131. 
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