CAPITOLO II.

PROBLEMI PARTICOLARI
SUL MOTO DI UN PUNTO.

¢ 1. Moto di un punto vincolate. — Sup-
poniamo che un punto /2 di massa m, soggetto
ad una forza di vettore F, si muova su di una
superficie o curva levigata fissa o mobile. Intro-
ducendo la reazione incognita 2 della superficie o
curva, diretta secondo il vettore m normale alla
superficie o curva, coll’applicazione della seconda
/e terza legge di NEwTON, possiamo scrivere che

(1) mP'=F 4+ Rn

e questa ¢ I'equazione del moto del punto vin-
_colato.

Se l'equazione della superficie, riferita ad una
terna fondamentale, &

f(x,yizH)=o0,
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da (1) si deducono le equazioni cartesiane

moto, nella forma

2 5 & (-;j a’.?
= A8 b =) A
( )md, +/'r1' ’md['-’ —+
d? = iy
4 P g
m(z’[Z £ 0z

L'integrazione di questo sistema, dopo av
eliminato A, che ¢ proporzionale alla grand
della reazione, dipende da quella di un’equazi
differenziale del quarto ordine. Si introddcon
quindi quattro costanti arbitrarie, unicamente de
,"terminate dalle condizioni iniziali.

. Invece per una curva definita dalle due equa
zioni
Pl fy. 2 0) =0 F (v ¥y sty —0,

riflettendo che il vettore n, diretto secondo un
normale alla curva, ¢ una combinazione lineare
dei due vettori normali alle due superficie £, = ¢
‘e f,==0, si ottengono le equazioni cartesiane
nella forma :

a'2 0
" —s = X + A4 ,f‘~1— X, ,f;; ecc.

- L’integrazione di questo sistema dipende d
quella di una equazione differenziale di second
‘ordine. :
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Possiamo trovare agevolmente le equazioni in-
trinseche ~del movimento; e supponiamo che la
superficie o la’ curva siano fisse. Allora n risulta
normale alla’ direzione del moto; quindi molti-

plicando la' (1) scalarmente per t, avremo

Vi
(4) m g—;:FXt.

Nel caso poi del moto su di una curva fissa, a
questa se ne .possono aggiungere altre due, mol-
tiplicando scalarmente per m, e b, vettori unitari
paralleli alla nomlale p1mcnpa1e e alla binormale
della curva; si ha

(5Y m;—:Fxn‘—»‘arxnl;
o=Fxb+Rnxb;

e queste colle (4) costituiscono le equazioni in-

trinseche del moto.

nguardo alla integrazione dei sistemi (2) e (3)
possiamo notare un caso particolare notevolissimo
in cui pud essere subito assegnato un integrale
primo delle equazioni del moto.

Il punto sia libero (in tal caso supporremo
nella /(1) nulla la reazione) o sia mobile su di
una superficie (o curva) fissa; e la forza che lo
sollecita sia tale che

(6) de/P——a’H

IT essendo una funzxone del solo punto moblle.
£

/
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Il primo membro di (6) esprime, come vedremo,
il lavoro elementare della forza; la funzione II
dicesi energia potenziale ed & definita (a meno.
di una inessenziale costante additiva) dal fatto
che il suo decremento esprime il lavoro elementare
della  forza. Confrontando con quanto fu detto
nel Vol. I, pag. 274 si pud dire anche che la forza

ammette il potenziale — II. Allora la (4) ci da
% dv 4 dv a1l
B s @s

' e quindi integrando

(7). mo? - 2ll=17,

che ¢ un integrale primo delle equazioni del
moto, detto (ne vedremo la ragione) infegrale
delle forze vive o della conservazione dell energia. |
Quando le circostanze suddette si presentano
nel moto di un punto su di una curva fissa, I’ in-
tegrale (7) basta, colle condizioni iniziali, per la
determinazione del moto. Infatti la posizione del
- punto sulla curva (sistema con un sol grado di
liberta) e la sua velocita sono funzioni di un
unico paramento ¢, per es. 'arco o la z del punto,
e della derivata di questo parametro rispetto al
tempo; la (7) si trasforma in una equazione dif-
ferenziale di primo ordine che s’ 1ntegra con una ;
quadratura. ;

ncaldibae
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Nel caso di un punto pesante, scegliendo I'asse z
verticale e positivo in alto si deduce Il =m g z;

e quindi il problema & riducibile alle quadrature.

Nel moto di un punto su di una superficie fissa

e soggetto a forza nulla o normale alla superficie,
dalla (4) risulta v = cost.; il moto ¢ uniforme.
Di pitt dalla (1) si deduce che l'accelerazione &
parallela alla normale alla superficie; cio¢ il piano
osculatore della traiettoria & normale alla super-
ficie e percid il punto descrive con moto uniforme
una geodetica della superficie. (%)

Possiamo ancora osservare che se nel moto di
un punto libero la forza incontra un asse fisso,
per es. l'asse x, procedendo come a pag. 305 !
del Vol. I, risultera I’ integrale 4

( Mz d
(8) m k)l—d—t a’{) &4

che & I’integrale delle aree nel piano y z. Questo
integrale avra pur luogo nel moto di un punto
su di una superficie, se questa & di rotazione in-
torno l'asse x, ferma restando I’ipotesi fatta sulle
forze.

Cid premesso passeremo a sviluppare una serie
di problemi assai importanti sul moto di un punto
libero o obbligato a restare su dl una superficie
o curva levigata.

()EULER Mechanica; 2, Cap. I, Prop. 7 e 8: Cap. 4

4 — MARCOLONGO.
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§ 2. Moto relativo di due punti che si
attraggono con una forza proporzionale
alle masse e funzione della distanza. —
Il punto 2 di massa » & attratto da O (di massa
uno) con una forza d’intensitad 2 f(7); perd I'ac-
celerazione assoluta di 2, diretta da P verso O, &
eguale ad f (7). Riferiamo il moto di P rispetto O
ad una terna di assi ortogonali di centro O e
che, mantenendosi parallela a se stessa, segue,
con moto progressivo il moto di . L’accelera-
zione di O (di strascinamento) & eguale alla
forza con cui O & attratto da 2, divisa per la
massa di O; ha dunque 'intensitd . f(») ed &
‘diretta 'da O verso P. L’accelerazione” comple-
mentare & nulla: e perd l'accelerazione relativa
di P ha per intensita (m -+ 1)/ (7); il problema
proposto adunque si riduce a quello di un punto 2,
di massa «no, attratto da O (riguardato come fisso)
con una forza d’intensita p 7 (7), in cui p =1 + 7.

Dalla cinematica sappiamo gia che la traiettoria
relativa & contenuta in un piano passante per O;
che l'area descritta dal raggio vettore a partire
dalla sua posizione iniziale cresce proporzional-
mente al tempo; e che se O ¢ il polo delle coor-
dinate polari » e 6, si ha !'integrale delle aree

2 49
(9) e e

in cui la costante ¢ esprime il doppio dell’area
descritta dal raggio in un secondo.
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Problenu parhcolan sul moto di un punlo ST

Un secondo integrale & quello delle forze vive;
poiche

— 0
—a’I[=F><a’P=—pf(r)f—’_—(xa’P
— ) dr
e quindi
(10) H(r)=np jf(r) dr;
esso ci da
(11) v+ 2ll(r)="r.

I due integrali (g) e (11) bastano a ricondurre
| problema alle quadrature. 5

Infatti ricordando le espressioni delle compo-
nenti radiale e normale della velocita (Vol. I,
pag. 59) la (11) si scrive

(%)Z; (‘“’) + 2T =1;

si sono ottenute due equazioni differenziali di
. 2 : dh ; o
primo ordine; ricavando e dalla prima e sosti-

tuendo nella seconda, otteniamo subito
k dr Vi o
(12) d[::tl "!)(7)

in cui
2

(13) L!.o(r')=lz—2H(7')—%.
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Di qui, senz’altro,

dr
(14) dt=+H = ; A=+ ————
— Vi (7) s e A

e quindi con due quadrature (che introducono
altre due costanti, oltre /% e ¢) otterremo una
relazione tra ¢ ed » ed un’altra tra § e » che &
poi la equazione della traiettoria relativa.

Le quattro costanti si determinano mediante
le condizioni iniziali.

Per decidere del segno da tenere avanti al ra-
dicale, osserviamo che, essendo data la velocita :
iniziale, sard determinato il segno di 7/, velocita
radiale, per Z==o0; e perd & determinato il segno
del secondo membro di (12) per /==o, .che

/ conserveremo fino a raggiungere quel valore
- di » (se esiste ed & reale) che annulla ¢ (»); dopo
questo valore, si terra il segno contrario e cosi via. |

e poi fosse b (7,) = o, ciot la velocita iniziale

ormale al raggio, vettore, da (12) si ha 7/, =o0; ;
il criterio precedente non & applncablle e dobblamo
valerci del valore di 1

4
|
|
|
|

]

Zr 2 i
se esso, per /=0, & positivo, 7, € un minimo .

- di 7; quindi » cresce col crescere di 7 e nella (12)
terremo il segno positivo fino a che  (») si an-
nulla nuovamente; se invece & negativo, dovremo
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.

tenere il segno negativo. Finalmente se 7' &
nullo, per /=o, si vede subito che tutte le de-
rivate di-#» sono nulle, sempre per /= o0; quindi
y & costante ed abbiamo un moto uniforme su
di un cerchio.

[ punti in cui » & normale alla traiettoria e
quindi » & massimo o minimo, diconsi apsidi; e
la retta che congiunge O con uno di questi punti
dicesi linea apsidale. La traiettoria ¢ simmetrica
rispetto ad ogni linea apsidale. Infatti a partire
da un apside A4, cui corrisponde il raggio vet-
tore @, da una parte- e dall’altra consideriamo
due angoli eguali a' t e limitati dal raggio vet-
tore comune @ e dagli altri due »,, », per modo
perd che entre questi limiti sia ¢ () -+ o; si ha,
dalla seconda delle (14) :

a1

H:—-*—{—cs

ar )
72V ()

a

quindi

e}

2 dr
et

1

(*) Una minuta di'srcussione delle traiettorie trov-’isi in
BOLTZMANN, Vorlesungen iber die Prinzipe der Mechanik,
Leipzig, 1893, 1, pag. 78. Si pud vedere subito che se
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Facciamo una applicazione delle formule pre-
cedenti al “caso in cui la forza varia in ragione
inversa del quadrato della distanza. Avremo suc-
cessivamente

Lo

2

7

S e FUal
= i T=—"F 4

2

dt)

2

La quantita %2 P;’ qualunque siano le condi-

-*4

zioni iniziali, & positiva; sicché posto
4 a 8.
: ¢
- u=— — o
r ¢

2

| 1a sednda delle (14) ci da
du /
dh 5 + i%fﬁf‘.

e di qui integrando

s ’- // 3
g =—acos(/—8;);
s cosy

la forza varia come %, per #’= 1, — 2, — 3 le integrazioni

si effettuano colle funzioni/circolari; la traiettoria & una

conica o una spirale di CQ,TIES; pern =5,3,0,— 4, — 5,— 7

prendendo come variabile « = r -1, oppure, 2, le inte-

grazioni si e{’fettuanq"colle funzioni ellittiche. Cfr. WaiT-

TAKER, A4 Treatrisy’b'n the Analytical Dynamics of Particles
&

and rigid Bodies;”Cambridge, 1904, pag. 8o.
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quindi
?
1+ ecos (6 -—0))

]

dove

» c2 £ hc?
e e e
p e

Dunque la traiettoria ¢ una conica di cui O &
un fuoco, p il-parametro, ¢ I'eccentricita: & dunque
una iperbole, parabola od ellissi secondo che

i Z 0. £F)

(*) BERTRAND ha proposto il problema di assegnare
tutte le forze, che fanno descrivere a un mobile, qualun-
que sieno le condizioni iniziali, una conica. [Comp. rendus,
84, p. 671, 731 (1877)]. Con ragionamento geometrico
egli ha dimostrato che la forza deve intanto passare per
un punto fisso o essere parallela a una direzione fissa.
Cosi semplificato, il problema fu risoluto da DARBOUX .
(Ibid., pag. 270, 936 ; Note XII'a la Mécanique de DE-
spEYROUX) e da Harpuex (Ibid. p. 939), il quale, nella
ipotesi che la forza dipenda dalle coordinate del suo punto
d’applicazione, ha dimostrato analiticamente la proprietd
del Bertrand. s

11 caso generale & stato considerato da STEPHANOS, Sur
les forces donnant liew @ des trajectoires coniques [Journ. fur
r. u. ang. Mathematik, 131, pag. 136 (1906)] e da Hazzi-
paxrs [Ibid., 133, pag. 68 (1908)].

Vedi esempio 5 di questo capitolo; e Pesercizio 6 del :
cap. precedente,
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Se il raggio vettore iniziale 7, ¢ normale all
traiettoria e diciamo 2z, la velocita, w, la velocnté,
angolare iniziali, si I]d

e . — 92 . e 2
Yp=7,0, ; c=7r 0, ; A=1% ) — -

e perd il valore assoluto di e risulta'eguale a
7o’ 0y
1t
& una iperbole, parabola od ellissi secondo che

— 1; si pud quindi dire che la traiettoria .

rlwiZ2p.

Se poi la forza fosse ripulsiva, dovremo cam-
biare nelle formule precedenti ppin — 1 ; si vede
subito che %2> o e quindi la traiettoria ¢ sempre
una iperbole.

Diciamo @ il semiasse maggiore o trasverso
della conica: sara

a=-+ ? =$ﬁ

ot e O Vi

secondo si tratta di una ellissi o di una iperbele.-
Quindi si ha la semplice espressione

el

a

mentre per la parabola, essendo %= o, risulta

L

v

v
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Resta ora ad esprimere » e § in funzione di ¢
e percid limitiamoci
al caso del moto el-
littico.

Sia A4 (Fig. 3) un
estremo dell’asse mag-
giore, £ il fuoco (cen-
tro di attrazione);
descrivasi un cerchio
di raggio O A; da P
si conduca la normale
all’asse e che incontri
in O il cerchio. I.’an-

golo O O A= dicesi anomalia eccentrica.

Se i, j sono due vettori unitari paralleli agli
assi, e K I'altro vettore ‘che coi primi forma la
solita terna, si ha

(P—FYNP xk=c;
inoltre &
P—F=(acosu—ac)i+ bsenuj;
e quindi con semplice calcolo risulta

c=ab(recosu)u.
Integrando e supponendo che sia #=—o per.
t==o0 si ha
¢
—l=—u-—esenu.

ab
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Ricordando che il parametro ¢ p=24>:a, po-
niamo

FPequazione precedente diventa

u—esenuw—nt

v

che. dicesi equazione di KEPLER. Essa permette
di dedurre, per valori sufficientemente piccoli di
e, « mediante / per mezzo di una serie conver-
gente ordinata secondo le potenze ascendenti di e.
Si pud quindi riguardare nota ’anomalia eccen-
trica in funzione del tempo. Dopo cid se x &
P’ascissa O M di P, & noto che

=% WL A

r—a—ex=—a(1 —ecosu);
inoltre
x—ace e (L~+e) (¢ F x
cos B — — f T +cosH=V~1/—i)
@ % 7

donde, per divisione,

b - quindi potremo. ritenere, espressi per 7, il raggio
| vettore e I'anomalia 0. (¥)
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§ 3. Moto dei pianeti intorno al sole. —
e tre leggi che regolano il moto dei pianeti,
supposti ridotti ai loro centri di massa, intorno
al sole, e che prendono nome dal loro scopritore
KEPLER, sono:

1° La traiettoria di un pianeta ¢ una ellissi
di cui @l sole occupa uno dei fuochi;

2° Le aree descritte dal raggio vetlore cre-
scono proporzionalmente al tempo,; (FF)

3° 7 quadrati dei lempi delle rivoluzioni pe-
riodiche stanno fra loro come i cubi dei grandi
assi. (**\‘{\)

Queste leggi permisero a NEwroN di assegnare
la forza di attrazione tra il sole e i pianeti. (¥¥F¥)

In virth della seconda legge (delle aree) la
forza deve passare pel sole; di piu la sua com-
ponente normale & diretta verso il centro di cur-
vatura della ellissi, interno alla ellissi; dunque la
forza & diretta verso il sole.

(*) Per la ricca bibliografia sulla equazione di KEPLER,
vedasi: Bulettin astronomique, 1900.

(**) ]. KEPLER, Astronomia nova, seu physica ceelestis tra- 3
dita commentariis de motibus stellae Martiis, etc., Praga,
1609.

(***) ]. KerLER, Harmonice mundi, etc. Lintz, 1619.

(****) Newron, L c, pag. 362.
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Se p & il parametro di una delle orbite, si:
trova subito (Vol. I, pag. 64, formula (11)) che
la grandezza della accelerazione & espressa da
T e
‘;—f—, essendo ¢ la costante delle aree; se quindi

-

m ¢ la massa di un pianeta, la grandezza della

2
mce: 1
forza & 7 !

9 °

P

Sia 7" la durata della rivoluzione periodica:’
siccome ¢ ¢ il doppio dell’area descritta dal raggio
vettore in una unitd di tempo, si ha

cF—2wab

quindi, ricordando il valore di p, la grandezza
della forza viene espressa da

3
in cui il fattore

5, in virtt della terza legge,

€ costante per tutti i pianeti.

Ma pel principio dell’azione eguale e contraria
alla reazione, questa ¢ pure la intensitd della
forza con cui il pianeta attrae il sole: quindi
detta f una costante assoluta, M la massa del
sole, 'espressione della forza ¢é

Mm

72

i

B
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cio¢ varia in ragione diretta del prodotto delle
masse e in ragione inversa del quadrato della
distanza.

[’estensione di questa legge a due elementi
materiali qualunque, a distanza finita tra loro,
costituisce la legge universale di attrazione o gra-
vitazione. (¥)

L’accelerazione d'un pianeta alla distanza a,
ha per grandezza
47 a

72

W —

Nel caso del moto, supposto circolare, della
luna intorno alla terra avremo: @ = 60 raggi ter-
restri circa; 7 == 27 giorni. Quindi

2ta="©60.40.108%cm. ; T— 24".24.p0% sea
e percid

25k Sros 997
P e S ’ﬂ(cm.,sec e

)

252 60

Partendo invece dal valore dell’accelerazione g

alla superficie della terra, per l'accelerazione ad

una distanza eguale a quella della luna, supposto

che vari in ragione inversa del quadrato della |

distanza, si trova |
zu=968€;—(cm, sec-2);

che & in buon accordo col precedente valore.

(*) Newron, L c., pag. 369. Prop. VI,
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_La costante f, dipendente dalla scelta delle |
unitd fondamentali, dicesi costante di gravitazione
o di GAuss; le sue dimensioni sono quelle di una
forza, divise per m® ed /-*; onde

Vil =P am =52

’

essa esprime la forza che si esercita tra due masse
unitarie all’'unitd di distanza.

Per averne un valore approssimato, nel sistema
di misure fondamentali, si supponga M eguale
alla massa della terra; la forza si riduce al
peso di m cio¢ m g. Fatto » —a (raggio terra)
risulta

g= -;’—fﬂa?-
Ora: p (densita media della terra) = 5,67;
2 Ta = 4 .10" metri; quindi

: 3 9,81 29,43 I
f—— -

2 27tap—8.107.5,_6;= I,9435 10"

ossia
i— 6,67/ 10 %i(cm®, . g1 2}, Sec:=2);

si ha quindi un valore estremamente piccolo. Pil
_ esattamente si & trovato

f=6,6576 (*)

(*) Boys, On the Newtonian Constant of Gravitation.
~ Philos. Trans., London, 186, Part. I, (1895).
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§ 4. Pendolo semplice oscillante nel
vuoto. — Un punto pesante & collegato me-
diante una'sottile asta rigida o un filo, di cui si
trascura il peso, ad un punto fisso; spostato dalla
posizione verticale, il mobile venga lanciato con -
una velocith v, contenuta in un piano verticale.

V4

Fig. 4.

Il moto avverra sempre in questo  piano. Un si-
stema siffatto, quando ancora si prescinda dalla
resistenza dell’aria, costituisce un pendolo semplice
ed il problema del moto & equivalente a quello
del moto di un punto pesante su di un cerchio

verticale.
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Sia a il raggio (lunghezza del pendolo); ® 'an-
golo che la direzione del raggio forma colla ver-
ticale passante pel centro e positiva verso il basso.
Come gia si & osservato, § 1, l'integrale delle

~ forze vive (7) hasta per la determinazione del

moto; si osservi infatti che

3
4

1o
(a’; s =—mgz=—mgacosy

v=—=a

~(contando le z dal centro o punto di sospensione);
. quindi la (7) ci da

9 o

a’ (‘%)2—2gncosac:/1:

e se nella posizione iniziale P, diciamo ¥, il va-
lore di ¢, abbiamo ancora

(15) o ——a (%Q;)-zzag(\fx%—cos @)
~ dove

35 2

.7}0

— Cos @, -

2ag

La (15) & una equazione differenziale di primo
- ordine che, con una quadratura, determina ¢ in
funzione di 2
- Diciamo & la grandezza della reazione normale,
valutata positiva verso il centro del cerchio; la




(5) ci da subito, per la (15),
i

R —m——i—mg Cos @ =

m g (2a -+ 3cosgp).

Se si suppone il punto mobile entro un tubo .
circolare infinitamente sottile, esso esercitera una
pressione sulla parete esterna o interna secondo
che R & positiva o negativa; se invece & colle-
gato col centro mediante un filo sottile, questo -
restera teso se A & positivo, e nei punti in cui
R =o0, tali cioé che

: %
COS?——T“:T(2COS%— ag)
il punto abbandonera il cerchio descrivendo una
solita parabola. Perché cid abbia luogo occorre
che il secondo membro dell’equazione precedente
sia in valor assoluto non magglore di uno.

Occorre ora distinguere tre casi nella dlSCllS-’—

sione della (15). 5
1% Sid |a| > 1; v non pub mai annullarsx{

:
P
-

cale il segno del valore iniziale di z. Il mbbﬁéﬁ

percorrerd il cerchio sempre nello stesso senso

si ha il caso del moto rivolutivo. '
2% Sia“o, = 1; si‘ha

d
P —a (dci)—z;agcosﬂ cf ;

=

5 — MARCOLONGO.
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per ® =nm, v si annulla; e, se la velocitd ini-
ziale & diretta da 7, verso O, il mobile giungera
nel punto A4 piu alto del cerchio con velocita
nulla. La espressione di ¢ mediante # pud otte-
nersi mediante funzioni elementari; basta valersi

delle funzioni iperboliche e porre

»
>

sen —==hi:

N |~

si trova subito che y = ]/i (¢ + 7). Quando ¢
FEe

tende a =, / tende ad infinito; cioé il mobile

raggiungerebbe il punto piu elevato dopo un

tempo infinito. Si ha un caso di molo asintotico.

3. Il moto essendo reale non & possibile che

o= — 1; non resta dunque che supporre o/ < I.

Determiniamo allora un angolo (reale) o, tale che
2

Yy
1=—COSCP1 ‘é’a—"COSZrO;

©, sara acuto od ottuso secondo che a & negativo
o posi_tivo; e inoltre. P1> Por
: Se in particolare il punto viene abbandonato
e p p

- senza yelocité iniziale, v,=o0, sard @, =¢,. La
(15) ci da

(42~
dt

2
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perd deve essere

—PH=P=%-
La velocita, nulla per ¢ = - @, , assume lo stesso
valore per - o; il moto & quindi oscillatorio tra
— o, e +9,. La durata 7 di una semioscilla-
zione & il tempo impiegato a percorrere l'arco
da @, a zero; ciog¢

r)/£- ="'—; ki

Colla sostituzione

sen i gl .sen#z ; k= sen e
2 2 2
si ottiene .
= = a’ u
— k" senu’
o

e con cid 7 viene espresso mediante [’ integrale
ellittico completo di prima specie.

Se poi Py € quindi 9, ¢ molto piccolo, per
modo che si possano ai seni sostituire gli archi,
si ha

Py

sen? L = st e S (9,2 — 9%
3 % e\




(17) Tzﬁl/d

La (17) & la formula classica delle piccole oscil-
lazioni del pendolo semplice; poich¢ 7 risulta in-
dipendente dall’ angolo ©,, massimo scartamento
dalla verticale, si conclude 1 isocronismo delle pic-

cole oscillazioni. (*)

Piu brevemente si pud osservare che dalla (15)

con una derivazione si deduce

=0

‘e quindi, nel caso delle piccole oscillazioni,

d%o
dr?

+4-9=0;

la quale prova che le piccole oscillazioni sono ar-

: e ; a
. moniche e quindi isocrone col periodo ® |/ — .
e z

1
-
i

3

3
.
5
i
:

 Finalmente se si vuole il valére del secondo
~membro della (16), basterd valersi di uno svi-

pag. 256, 475.

~ (*) GauLeo, Discorsi, etc., gia citati, pag.
Vedi ancora: Dialogo sui massimi sistemi. _

Ediz.

139 e seg.

naz.,

7,



luppo in serie: osservando che

I

(1 — 4% sen? u)-T
Sl T g e i

———"I—+—E

r 2 AN T2

A2 sen®zz

e che la serie pud essere integrata termine
termine, risulta facilmente

(18) a 3
=n$1 +§(1.3.5....(27—1)%)2%']' :

S Ve e By el Ou

Cosi volendo tener conto dei termini in @2,
trova :

TV%:n} I —f——fé—g )

Si pud finalmente notare che 21/ Bl rappre
g

*(*) L’interessante problema del pendolo di 1
variabile & stato trattato da LEcorNu, Mém: sur le
dule de longueur variable [Acta math., 19, p. 201, (:
e da PEaxo [Rend. Circ. matem. Palermo, 10, pa

(1896)].
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P

dell’integrale ellittico completo di 1* specie, e

R e i :
supposto g, << 90°, cioe A% = 5 St vede subito che

K= Zht (D) ()]

2 2

T

2

1

S e ke
4

quindi il tempo della caduta di un grave per una

corda & sempre maggiore del tempo della caduta

per l'arco sotteso, purché minore di un quadrante.

Si ritrovano cosi i famosi teoremi di GALILEO. (¥)

-§ 5. Pendolo cicloidale. — Si tratta ancor
~ qui del moto di un punto pesante sospeso ad
un punto fisso mediante un sottile filo flessibile
€ che si costringe a percorrere una cicloide con-
~ tenuta in un piano verticale. Ricordando le pro-
prietd della cicloide e della sua evoluta (Vol. I,
. pagg. 43 e 44) ecco come pud realizzarsi un tal
- pendolo.
SiaA4 O (Fig. 5) una mezza cicloide colla tangente
" in O orizzontale; A O la sua evoluta; un filo sot-
tilissimo lungo quanto Q O=ea, fisso in O,
porta in O una massa z. Il filo, spostato dalla
verticale O O, oscilla in modo che svolgendosi

N

(*) Discorsi, ecc. Giornata 3"
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su A0 (e l’ayéo simmetrico) foggiate a guisa di
pareti metallfche il punto O percorre l'arco di
cicloide A O ed il suo simmetrico.

Lo stadio ‘del moto, che pud farsi ancor qui
col sussidio” della (7),'si fa in modo piut semplice
cosl.

¢

Il segmento P R ¢ eguale all’arco 4 R e sic-
come PC= CR, si conclude che CR & la
metd dell’'arco A4 R; cosi parimente P M & la

meta di P O —=s. La forza che sollecita P, ciogd

il proprio peso, parallela a- O O, pud decomporsi



in una diretta secondo la normale R 2 alla ci-
. cloide e rappresenta la tensione del filo; in
~ un’altra tangenziale secondo P M; e questa sta
all’intero peso m g come P M : CM; cioé come
s:a. Quindi laccelerazione tangenziale, diretta

verso MM, & eguale a = s; e perd l'equazione
L

del moto &

che ha la solita forma dell’equazione del moto
armonico; le oscillazioni sono isocrone intorno
ad O, qualunque sia la loro ampiezza ed il pe-

/

- : a s

riodo & precisamente w ]/ —— . Dunque la cicloide -
&

& fautfocrona per un punto pesante nel vuoto. (¥)

Se il moto avviene in un mezzo la cui resi-
stenza & proporzionale alla velocita, ['equazione
. precedente si muta nella

Ty
di2

ds g 2
— B — + 2—s==0;

dt + A :
d moto & ancora tautocrono. (Vol. I, pag. 75). (¥¥)
(*) C. HuvGHENs, Orologium oscillatorium, Paris (1673); -

ars 1I, Prop. XXV ; Newroy, lib. cit,, I, Prop. XXVI,

pag. 137.
-(‘*) Newron, lib. cit.,, II, Prop. XXVI, pag, 275,



Si pud inversamente dimostrare che la cicloide
¢ la sola curva tautocrona per un punto pesante
nel vuoto. Proponiamoci la ricerca’ di una tale
curva; essa deve essere contenuta in un piano
verticale colla concavita in alto. Sia O il punto
pit basso, colla tangente orizzontale, s l’arco
contato da O; dal punto P,, all'altezza z,, il
mobile venga abbandonato senza velocita iniziale.
Assumendo l’asse z verticale in alto, la (7) cida

£ (o2 :
v-=((l—t> =2g(z0—2),

ed il tempo impiegato a percorrere l'arco Py O

¢ dato ; g ¥
Z\ zg_—:j —
Az Vg, —=z

pensando s come funzione di z. Posto
SESUNR S

e procedendo come nell’esercmo 1 del Cap. I,
affinche¢ il moto sia tautocrono, cioé # mdlpen
dente da z,, occorre che

P k/ 8az
¥ 4 3
a essendo una costante. Con tale valore risulta

z‘\/zg_\/z aj‘ ( )
V4 2 (2 —2z

= 2 2 — z\%
== \/ 2a (arsen e e >
5 o

2o
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cioe

£
't———rcl/A.
g

Se diciamo a l'angolo che la tangente in un
punto’ ~ della curva forma coll’asse orizzontale,

si ha, detto a un vettore unitario fisso

dP #

—~— — —¢%a,ds—acosada,

ds
di_qui con una semplice integrazione, determi-
nando la costante in modo che per 2 a == sia
P = O e poscia ponendo © — 2 & = ,si trova

iy

P— O=agpat+iaa—iac "a

che rappresenta (Vol. I, pag. 43) una cicloide il
~ cui cerchio generatore ha per raggio a.

§ 6. Pendolo sferico. — Trattiamo lo stesso
problema del § 4, nella ipotesi che il punto pe-
" sante venga lanciato in una direzione qualsiasi,

restando su di una sfera col centro nella origine
- degli assi (punto di sospensione del filo).

L’equazione del moto, se d1c1amo R la tensione

| del filo &

' T 3 R
-‘(19) mW:mgk—T(P——()).
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-

Ha luogo il solito integrale (7) che ci da
="+ 2gz;
d’altra parte si deduce pure che

kx<(P—-O0))\P'=o0
e quindi
kx(P—O)\P =¢

(integrale delle aree nel piano equatoriale xy).
Consideriamo la proiezione del punto Z su detto
piano e siano 7 e 0 le coordinate polari di questa
proiezione. I due integrali trovati ci danno dunque

L0 L2 L ooz 20 —e;

e questi insieme alle due relazioni (equazione della

sfera ed equazione derivata)

72 tz¥—at, vy 22 =0,

permettono di ridurre il problema alle quadrature.

Eliminando #" e 6" si ha

a’z_

(o) I e s i il

dt

dove

(21) fl)=(@—2)(h+2g2)—2;

" Problemi particolari sul moto di un punto

i




Con due quadrature conosceremo una relazione
tra z e / e unaltra tra 6 e z; questa, osservando

’

) ; . ; :
che § = arctang — , ¢ l'equazione di una su-
& :

perficie; ed insieme colla sfera definisce la tra-
iettoria. La discussione e le quadrature si fanno
col sussidio delle funzioni ellittiche. (¥)
Possiamo tuttavia accennare a qualche pro-:
prietd generale del movimento.
La f(z) assume valori negativi per z= -4 a

e non potendo essere sempre negativa, si annul-
lera per due valori reali « e 3 di z compresi
tra --a e — a. La traiettoria ¢ quindi sempre
~ limitata da due paralleli che il mobile alternati-
vamente tocca e raggiunge in tempo finito; in-

fatti, l'integrale che si deduce dalla seconda delle)af

(20), esprimente il tempo, si conserva finito poi-

che V f(z) diventa infinitesima di ordine % per?

. z=a,f e inoltre, per questi stessi valori di z,

(%) DureGs, Theorie der ellipt. Funct, Prag, 1876, pp.304-
330; GREexNHILL, The Appl. of elliptic Funct.,, London
1892, p. 214; WHITTAKER, A Treatise on the Analylical

- Dynamics, Cambridge, 1904, pag. 102. 2 i

3
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-'—o0 e percid la velocita essendo diretta se-
condo i corrispondenti paralleli, la traiettoria ri-
sulta loro tangente.

Sia vy la terza radice reale della f(z)=o0 ‘e
compresa tra — @ e — o ; poiche

aptyiat H——a

1 il prodotto & 3 non & maggiore, in valor assoluto,
di a?, risulta vy (2 -+ B) <<o e perd a+f>0; =
ossia il parallelo equidistante dai paralleli estremi
(limiti della traiettoria) giace dalla parte delle =
positive, o, possiamo dire, nell’emisfero sud. Inoltre,
secondo che

2

ath —c

2> 0
% e 3 sono di segno contrario: per es., o positivo
e [ negativo, ma in valor assoluto piu piccolo
di a; oppure sono entrambe positive e > §3.
Nel primo caso la traiettoria taglia 1’equatore e
la sua proiezione sul piano equatoriale risulterd
tangente alle proiezioni dei paralleli estremi e
all’equatore; nel secondo caso tale proiezione sara
solamente tangente alle dette proiezioni.

Nel caso in cui ¢ =0, da (22) risulta § = cost.,
il movimento avviene in un piano meridiano e ri- 7:»
cadiamo nel caso del pendolo semplice; se a =8
il punto si muove "uniformemente su di un paral-
lelo e in tal caso le quadrature si effettuano con»
funzioni elementari. o 2



 Capitolo 11

Quanto al segno da tenere innanzi ai radica
osserviamo che se inizialmente z decresce, terremo
il segno —, 'sino a che z abbia raggiunto il sue
valore minimo [, in cui z'=o0; dopo cid z
cresce e terremo il segno -} ; sino a che z avri
raggiunto il suo valor massimo a; e cosi di se-
guito.

Quanto alla reazione normale, dalla (19) otte~
niamo

(P — O) 5 P" —=nighk x (P — 0)—Rai
derivando- due volte la

Lo (P — O =a?

otteniamo, valendoci ‘successivamente dell’ inte-
~ grale delle forze vive, :

(P—/0)x<P'"+ P?=o0

- ossia

R=%(lz—{—3gz).

Nei punti in cui Z=o0, il mobile si distacca'fj
dalla sfera. Se =z e j3 sono positivi e quindi anche
-z positivo si ha costantemente & >o0; il punto
- non potra mai lasciare la sfera. ‘
- Assal interessante il caso in cui il mobile
compie delle piccole oseillazioni; supponendo inj
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tal caso z poco differente da @; z, molto piccola,
per modo che, trascurando z%;, si possa ritenere
= —2ga, si deduce R=m g. Quindi chia-
mando Q la ‘proiezione di 7 sul piano equato-
riale, dalla (19) si ricava

a0 s k
an T e

cioé O si muove come se fosse soggetto ad una
forza che lo attrae verso. O proporzionalmente
alla distanza. La traiettoria di QO & quindi una

ellissi il-cui centro & O e che viene percorsa

/
/ a oy . .
nel tempo 27:]/ — . Pit precisamente si pud
g

provare che questa ellissi ruota uniformemente in-
torno al centro e nello stesso senso in cui il punto
si sposta sulla sfera. (¥)

Uno dei risultati piu notevoli che risultano

dalla rappresentazione del moto per funzioni el-
littiche nel caso generale, & che le coordinate
orizzontali del pendolo sferico possono esprimersi

razionalmente, mediante il tempo, con funzioni
doppiamente periodiche di 2* specie; la proie-

zione della traiettoria sul piano x ¥y non ha flessi
(*) ResaL, Traité de Mécanique générale, Paris, 1873,
pp. 180-287; si veda ancora per una elegante verifica

sperimentale : Giornale di matem. (3), 5, pp. 257-266

(1914).
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e l'angolo compreso tra un massimo ed un
nimo successivi di » & maggiore di 9o’ (%)

§ 7. Equazioni del moto relativo.
L’applicazione della seconda legge ci da

mP, —F;
e pel teorema di Coriolis (Vol. I, pag. 130).
(23) mP!'—F —mP' —m P!,

da questa equazione possono ricavarsi tre equa-
zioni di 2° ordine rispetto alle coordinate relative
del punto mobile; le quali servono per lo studio
~ del moto relativo. 3
Se t & un vettore unitario parallelo alla tan-
gente alla traiettoria relativa di 2 e notiamo che

(*) Questo problema, che presenta notevoli analogie
con quello del giroscopio (Cap. 5° § 7, 8), ha una ricca
bibliografia. Si possono consultare : LAGRANGE, Méc. analy.,
2, Sect. VIII, pag. 183; Puiseaux, Jour. de mathém. (1),

7, p- 517, (1842); Tissor, Ibid., 17, p. 88, (1852); DEg|

SPARRE, Bull. Soc. scient. de Bruselles, 1884-85, p. 49;

Herwrre. Journ. fir r. und angew. Mathem., 85, p. 216,
- e Sur quelques applications des fonctions ellip. Paris, 188s.
pag. 112; HALPHEN, Traité des fonct. ellip., 2, pag. 126, |
CaaiLaN, Bull. Soc. mathém. de France, 17, (1889). :
Si veda il modello costruito da M. SCHILLING.

e A A
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P'=<t=o0, da (23) si deduce

dF 'r
(24) m —[r{—‘;:(F—mPs)xt.

Vediamo alcune applicazioni.

$ 8. Libera discesa dei gravi nel vuoto,
tenuto conto della rotazione della terra. —
Supponiamo di trovarci nell’emisfero boreale alla
colatitudine A; la terna z, y, z mobile e connessa
colla terra, supposta sferica, sia cosi costituita:
l'asse z sia la verticale del luogo, positiva verso
I'alto; I'asse & tangente al parallelo verso 1'Est
e l'asse y tangente al meridiano verso il Sud.
Nello studio di questi moti relativi si pud pre-
scindere dal moto di traslazione della terra, il
cui centro, nel tempo assai breve in cui accade
il fenomeno della caduta di un grave, pud sup-
porsi dotato di un moto rettilineo ed uniforme,
percorrendo circa 3.710* m. al secondo. Non
terremo dunque conto che del moto di rotazione
intorno alla linea dei poli riguardata come fissa;
il moto di rotazione avendo luogo da Ovest verso
Est, la direzione positiva dell’asse di rotazione &
quella da Nord verso Sud, conforme alle con-
venzioni fatte, La grandezza della velocita ango-
lare &- i

w=—2T7:86400—73.10" ¢ circa

6 — MARCOLONGO.
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e perd

e =—— 3 o',

ossia una quantitd assai piccola. Notiamo ancora
che

rr \ DI .

Ple SR Pl

se quindi la velocita relativa si mantiene entro
limiti ristretti e piccoli, mod 2" & dello stesso
ordine di w e si pud trascurare in una prima

approssimazione e ritenere che
m Pl Pl

Supposto il grave in riposo relativo, in una
regione assai prossima alla terra, la forza che lo
sollecita, misurata colla bilancia o dalla tensione i
di un filo, si riduce al peso, costante e sensibil- =
mente verticale. L’accelerazione & pure costante
e la stessa come se il peso non fosse -cambiato
e la terra non ruotasse; e cid giustifica quanto

- fu detto al Cap. I, § 3.

Possiamo ancora osservare che la . P, nel
caso attuale ha per modulo 7 »?7 [Vol. I, pa-
gina 122, form. (5)], & diretta normalmente e
verso l'asse di rotazione; la — m Pl & quindi
volta in senso contrario e dicesi forza centrifuga.
Si passa poi da questa alla m P sostituendo

~ all’asse di rotazione, alla velocitd angolare, ecc.,
- Passe di rotazione degli assi mobili (che coincide




T —

" Problemi particolari sul moto di un

in questo caso col primo), la velocita relativa, ecc.;
di qui il nome di forza centrifuga composta dato,
da Corioris, alla P!. Siccome F ¢& la forza
dovuta all’attrazione della terra, e in una regione
assal prossima a questa si pud ritenere costante
(vedi Cap. VI, § 2), come P!; cosi risulta co-
stante F — P"; ed il peso, che noi misuriamo

Z

|
L
A

Fig. 6.
colla bilancia, & dunque la risultante dell’attrazione
della terra e della forza centrifuga.

Spingiamo ora piu oltre I'approssimazione. Le
componenti di Q (Fig. 6) secondo gli assi mobili
sono: 0, wsen A, — wcos A; e perd quelle di Pl
sono -

2w (2" sen A+ 3 cosd), —2wa’cos i,
— 2w sen A

punto 83
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e perd dalla (24) dedurremo

2" = —2w(y cosi+ 2 senl}),
{25) {y =2wx cos) ;
l—_ ot opaisen)

e queste equazioni potrebbero integrarsi rigo-
rosamente qualunque sieno le condizioni inizial
di moto. Limitiamoci al caso in cui il grave cade,
senza velocitd iniziale relativa, dall’altezza a e
trascuriamo i termini in ©? rispetto .

Dalle due ultime si ha

Y —owWxcosA , ZF=—2wxsend—g/t;

sostituendo nella prima e trascurando ®? risulta

x"=2wgtsen ],
e successivamente
’ 2 I 2
r=wgiisenl ; x:ngﬁsenl.
Poscia ] =
y'—o0; Z—=—g¢ :
ed infine

I . I =
e send . y—0 z=a——7gt
~ Eliminando 7 tra la prima e la terza, si ha

2

l’equazione della traiettoria che & una parabola
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semicubica. Il tempo impiegato dal grave a rag-
giungere il suolo ¢ \/2a:g¢ ed il punto in cui il
mobile colpisce il piano x y ha per coordinate

2a

~wgsen A(— *, y=o0.
&=

Xz ==

QJ‘H

Avendosi x > o si deduce

Un grave che cade nell’emisfero boreale senza
velocita iniziale devia dalla verticale wverso I Est.

Tenendo conto dei termini in ®»? avremo tro-
vata anche una deviazione verso Sud. Quella verso
Est & stata messa in luce, almeno qualitativamente,
da numerose esperienze. (¥)

$ 9. Pendolo di Foucault — Ferme re-
stando le notazioni del § precedente, supponiamo
che un punto pesante sia connesso con un punto
dell’asse z, di altezza o, mediante un filo sotti-
lissimo. Si tratta di studiare il moto di questo
punto mobile su di una sfera tangente in 4/ alla
terra.

(*) 1l fatto era stato gia notato da GaLiLEo; e Pespe-
rienza eseguita, senza successo da HOOHE, per suggeri-
mento di NEwToN, fu ritentata da GUGLIELMINI, nel 1790
e 1791 a Bologna dalla torre degli Asinelli (alta circa
m. 78); da TapiNi a Bergamo nel 1795 ; da BENZENBERG
(1803) dalla torre di S. Michele in Amburgo (m. 130) e poi
(1804) in un pozzo delle miniere di Schlebusch (m. 100).
Queste esperienze, che in base al calcolo, avrebbero dovuto
dare una deviazione di mm. 10,37 ; 8,91 diedero .col fatto
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Avendosi

2 Ay (r—ap =2,

le equazioni del moto si ottengono dalle (25),
tenendo conto della reazione della superﬁcw'
Avremo quindi 3

Sx" =px—20(y cos X £ 2 send)
(26)< ¥ —py + 2 v 2’ cos A

Z'=pz—a)+20x"sen A — g,
le quali ammettono !’integrale

¥P=h —2gz,

mm. 11,3 ¢ 8,02. Nelle lunghe e laboriose esperienze di
- ReicH (1830-31) in una miniera di Freiberg (m. 158) la
deviazione calcolata in mm. 27,5 risultd di 28,4. Altre
esperienze furono fatte da HaLL in Cambdrige Mass. (1902
Tutte le esperienze poi si trovarono in pieno disaccordo
circa la deviazione verso Sud. Si veda: GILBERT, Les preuves
mécaniques de la rotation de la terre. [Bulletin des Sciences
- mathém. (2), 6: pag. 189, (1882)]; G. Pesci, Sulla de-
viazione meridionale dei gravi, Livorno, 1887.
Recentemente il padre HaGeN ha proposto di ripetere
~ le esperienze valendosi della macchina di Atwoop: La
‘rotation de la ferre, ses preuves mécaniques anciennes el
~ nouvelles. Roma, 1911 ; che sembra dare un accordo mag-
- giore tra teoria ed osservazione. Vedi anche GianNFran-
~ GESCHI in Rivista di Fisica, matem. e scienze naturali,
~ anno 13, 1912 ; Nuovo Cimento (6), 6, (1914). 3

il

i i i
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Eliminando la funzione incognita & tra le due
prime si ha

2y —yax'=z2wcosk (x2' +y7¥)
+2wsen).yz

cioé

(27) dey'—yx'—wcosZ r? 4 y? %
£/ (l’f( SR i :

—2WsenA.y 2

la quale non & integrabile. 'Se perd A =o0, cioé
se l'osservazione ¢& fatta al polo, otteniamo subito
un altro integrale delle (26). Perd partendo da 4/
e muovendoci su di un meridiano, portiamoci al
polo, trasportando la terna x, ¥, z. Avremo da (27)

o / T flesr S T
xy —yr —o@ )=
ciog, in coordinate polari, e come nel § 6:
7?0 —wrr=c.

Potremmo ora procedere come in quel § e ri-
durre il problema alle quadrature, Pitt brevemente
si pud procedere cosl. Riferiamo ‘la posizione del
mobile allo stesso asse z e ad una.coppia d’assi
fissi £, ; i quali saranno dotati, rispetto ai mo- |
bili, di un moto di rotazione uniforme, di. velocita ’
angolare w, da Est verso Ovest, cio¢ di um. moto 3
contrario a quello della terra.




% : : R 1 4
- All’istante 7/, gli assi £ ed x, coincidenti p
{= o0, comprenderanno un angolo ® 7 e perd da
note formule di trasformazione risulta :

Etin=(x+ip)e ™™, (=V—1).

D’altra parte le (26), per A =0, danno

2+ iy =plx+iy)t20i(@ +iy)
2= (z—a)—g;

- quindi
§' +ip'=(p—0)E+71);

e trascurando i termini in ®?, avremo

Bl=pl; p'=pn,s"=p@z—0a) —g
~ che coincidono con le equazioni differenziali del
pendolo sferico. Quindi: »

- Il moto di un punto pesante su di una sfera
posta al polo e mobile colla terra ¢ identico al moto
- di un punto pesante sulla stessa sfera supposta
 fissa rispetto gli assi E, v, z.
~ In particolare se il moto avviene in un piano
* meridiano, per es. quello determinato dall’asse £, 3
abbiamo il moto di un pendolo semplice' oscillante
al polo: dunque:

Il piano di oscillazione del pendolo, al polo, _
g@'ferc‘e inforno l'asse della terra in senso inverso al
molo di rotazione della terra e compira un giro




e

Problemi particolari sul mot

Supponiamo ora fatta I'osservazione alla cola-
titudine 2 ; ma limitiamoci a considerare le pic-
cole oscillazioni del pendolo in un piano verti-
cale per modo \che z e 2z’ possono trascurarsi:
allora dalla (27) deduciamo

xy —yax —owcos k(2?43 =c¢

¢ siamo ricondotti al caso precedente, salvo la
sostituzione di wcos A ad w; onde:

1l piano di gscillazione di un pendolo, alla
colatitudine boreale ), gira in senso contrarvio al
moto diurno della terra colla wvelocita © cos A.

I’inverso avviene nell’emisfero australe.
Lo spostamento in un.giorno sara dato da

86400 . ) COS A =2 T COS A}

e lo spostamento angolare sard\ 360°.cosA; &
nullo all’equatore, massimo ai poli; alla latitudine
di 45° & eguale a circa’ 252°; ciod il piano di
oscillazione si sposta’ di 15’ circa in un minuto
secondo. La teoria precedente illustra una espe-
rienza celebre di Foucaurt. (¥) | '

(*) La deviazione del piano di oscillazione 'del pendolo
era stata gii osservata dagli accademici del 'Cimento; i
quali, ricevendo la punta di un pendolo sopra della pol-
vere di marmo, notarono che la traiettoria era una spi-
rale ovata, che sempre va restringendosi ‘verso il centro
(novembre 1661) [Saggi di naturali esperienze, 3* ed. fio-
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Esercizi.

1. Dimostrare che se in un moto centrale

la forza ¢ espressa da }

melo®)r=*4br3]

la determinazione della traiettoria si riconduce
alle quadrature.

Posto u=1r-1. dalla (11) del Vol. I, pag. 64, si ri- 1
cava 1

A2 u

ﬂé+(1 +b)uy (9 =o,

equazione diff. di 2° ordine completa ed a coefficienti co-
- stanti; ecc.

rentina (1841), pag. 20; e Atti ¢ Mem. inedite dell’Acc,
- del Cimento pubbl. da G. Tarciont TozzerTi, (1780),
- pp- 389 e 669]. Particolareggiate notizie storiche si tro-
- vano in BERTELLI, Ricerche sui piccoli e spontanei moti dei
- pendoli [Bull. di Bibl. di Boncompagni, 6, p. 1, (1872)]; in
- GeNoccHl, Rassegna di scritti intorno alle deviazioni dei pendoli
¢ alla sperienza del Foucaurt [Ibidem, 15, p. 631 (1882)].
- L’esperienza di FoucauLT fu eseguita nel 1851 al Pan-
~ théon a Parigi [Recueil des travaux scientifiques de L. Fou-
: cAULT, Paris (1878), pp. 378-385; Revue scientifique, (4),
18, pag. 548, (1902)].
- Le equazioni (25) su cui sostanzialmente si fonda tutta
-~ la teoria sono di Poisson [Jour. de I’Ecole Polytechn.,
26, (1838), p. 1]. ‘




* Problemi partzsalan sut:

Nel caso particolare in cui ¢(8) = a (costante) ed

9 a .
1+ b=n? posto u=v — ——, risulta

1+b
n*

-1
et —+ Acosn(6-—8,) .
[t

Se 1+ b & negativo, muteremo il coseno circolare nel
coseno iperbolico; se 1 b =0, 7 -1 risulta una funzione
di secondo grado in 6.

[Jacosi, De motu puncti singularis, Journ. f. reine und
ang. Math., 24, p. 5 (1827)]. Pel caso in cui ¢(8) = co-
stante, vedi esercizio 21. Il problema ¢ ancora riducibile

9 (9)
——————; vedi
SIEDE

ARMELLINI, Rend. Acc. Lincei, (5) 21, (2° sem. 1912),
pag. 177].

2. Discutere il caso in cui la forza centrale
¢ della forma

alle quadrature se la forza & della forma

Br—k2r
Si applichi il metodo del § 2; posto u=7r-2 si ha

cdu
\/—k’—{—bu—(klz—{—c?)u?.

1l trinomio in = sotto radice, negativo per #=0, % ,
ha due radici reali e positive tra le quali & compreso u:
quindi la traiettoria ¢ compresa tra due cerchi concen-
trici ai quali risulta tangente. Posto il trinomio sotto la -
forma

28—

—n'(u—a)(u—p)




e fatto
: u=acos’y + @ sen? ?

risulta ¢ = —ZLG; e I’equazione della traiettoria ¢
1 n S

,—2=“005279+Bseﬂ‘ 79'

~ Dalla (9) poi abbiamo

i o1
E a0 dtagce

, €CeIs

’T‘e-q-ﬁsenﬂ’%e a+f5tagi’c_‘e
(2

S
L e

i+ta

72

form. (10); ela ¢ (v), form. (13)

. Se quindi considero un secondo

ue movimenti si trae che a ,, con @ — ———, nel
ve-ta 8

vimento ¢ la stessa funzione di » che 6 nel primo ;




nel secondo movimento, r = F ( —:‘— 5) = Pequézioﬂé’déll?

traiettoria nel primo.
Cosi ad es., se f(r) =0, la traiettoria del secondo mo:
vimento & una retta di equazione r cos 8, = cost.

: s a :
quindi la traiettoria per la forza — & la spirale
wr

S e y
YeoS—— — T,
o 0

si sostituisce il coseno circolare col coseno iperbolico.

4. Traiettoria nel moto centrale dovuto :
forza :

me*r=2(a+4bcos20).
Procedendo come nell’esercizio 1, si ha

d;:-}—u_—(a—}—bcoszo)

Posto
=v—a-}Bcos26,

dove 3 B=2", ci riduciamo ad una equazione omg
quindi

I 1 oo
— =Acos6+4 Bsenb—a — —bcos 26,
r 3 o
che rappresenta una curva di quarto ordine.

5. Stesso problema per la forza
mcr=2(acos2b0 -+ bsen2b -+ )"




L’equazione da integrare, posto
B @==pcos2a , b=opsen2a

| e cambiando 0 in 0 +4-«, ¢

az
;:-{-u_—(pcosze-l-c)'—'

L’applicazione del metodo generale della variazione delle
~ costanti arbitrarie, osservando che:

j‘ senbdb Sy cos 8
(pCO529—|—G)% F)_C(pc0529—}—¢:)%

3 cosbdf 1 sen 6

(e coszO—{—c)% R c(p cosze-{—c)%

i di facilmente

u= A cos b} Bsenb

 applemsartienant ol

_rappresenta una conica.
Nel caso di g =c¢ i due precedenti integrali diventano

3
%(2p)_7(cose)— ,(20) ztauge

n'AcosO+Bsen0+%; =—(25)'—

in coordinate cartesiane,

C(x®+4+»®+xAx+By—1)=0



conica tangente nellorigine all’asse y.

[HavpueN, Comp. rendus, 84, pag. 939 (1877); Dar-
BOUX, ibidem, pp. 760, 936, ¢ Note XII i la Mécanique
de Despeyrous].

6. In un moto centrale, con una trasforma-

zione omografica, si pud supporre il centro al-
1’ infinito.

Poniamo
X dt
\1=7T-,11= ,l{[l——'?',
risulta 3
5
d % I dx d y dl 3y y
S A b =L' s s —0; :
dt, ¥ dt dt d i
dy, dy . wPy o L dy
Bty d i el e

Ma se f & lintensita della forza attrattiva si ha pure

£l
F = 4

che sono appunto le equazioni nel moto di un punto sog-
getto ad una forza parallela all’asse x;.
[ApPELL, L c., 1, pag. 273]




7. Moto di un punto in un piano allor
a forza deriva dal potenziale
U=m[f(r) + mF(0) r-=.

¥
‘La componente della forza secondo la normale al rag-

~ gio, ciot % g—g ci da (Vol. I, pag. 59)
d ,d6 Yed b
Sreby ke ot

(r* Z-i)2=2F(6)+A.

egrando

. Lintegrale delle forze vive poi di

o) () —ro- 20

: g
Eliminando 55 risulta

E

> ecc. o
8. Moto di un punto su di una spirale lo-

tmica, attratto dal polo con una forza pro-

—rio=n (i o[£




" Problemi particolari s

Ma r =emb ; onde

dr e % km
(“—-:tnva S B e __;_*_ =

/ m

Se r decresce col tempo risulta \

r=acosct.

Il moto avviene sempre nello stesso senso; il tempo
impiegato a raggiungere il polo & %:, indipendente "dal
valore iniziale di .

9. Un punto descrive una spirale logaritmica
attratto dal polo con una forza p 7*; alla distanza

a la velocitd & ,. Trovare la velocita e la pres- -
sione sulla curva..

11 teorema delle forze vive ci da
2 U. r!l o | 2 an+ 1
g 2
n+1 71
La componente normale della forza ¢ pr» sena, « es-

sendo ’angolo costante del raggio colla tangente; quindi
la (6) ci da

, (m=+= —1).

2

—%:R—{—y.r"sena;

inoltre 2 indi
1noltr = — uindai
P sena’ q

s p2partiNisena n—43.
2 <1 g g n+I r n-2

A §55 < B S el o
Se n=—3 € Gy = g risulta 1 = R=03 il

punto percorre liberamente la spirale.

7 — MARCOLONGO




Capitolo 11

[Routn, 4 Treatise on fDynamics of a Particle, Cam-~
bridge, 1908, pag. 110]. ;

10. Nel moto prodotto da una forza cen-

trale, funzione della sola distanza, la traiettoria
. 5 0 3 I 3
¢ un circolo di raggio — . In un istante qua-
a

lunque si fa variare infinitamente poco la dire-
zione della velocitd; studiare il moto 3
2 Se F ¢ Pintensita della forza, # =7r-1, si ha
B2 du 9 3

¥ ﬁ'*'"‘:?f?(“) so(uy=a-=E
Poiché 1la traiettoria sia circolare & necessario che

o w@
a c?

a.

In un punto qualunque sia vy la velocita e formi con

: - s T :
il raggio non piu un angolo retto, ma un angolo ——o
(¢ assai piccolo).
La costante ¢ nel nuovo movimento sara ccose. Inol-
_tre porremo
: u=a-4p
~con p funzione di 6, contato a partire dal raggio vettore .
iniziale.
- Trascurando i termini in &? e p?, &

1 3 as' (a)
7?5(")=a+97?(7; 3

~ quindi otteniamo 3

= 2  ag¢(a) X5 7
@ B o i e




Problemi particolari sul moto di un -;u'nto'

Nel caso che

0O<TI— ? (9 5 =%
) (d)
si_ ha
— Asenké.
Ma poiche

( d— otg e 0ssi _(dp =
dr/o R Bl il (7—50—[15

3 . ae S
otteniamo per la costante 4 il valore — o quindi
de =ie
W=—a — ——Ssen .
k

S as ae
Il valore di # & compreso tra a~}—T e a— ?;eper(‘)

pure 7 & sempre compreso tra due cerchi assai pros-

simi alla circonferenza - primitiva. La traiettoria perturbata
¢ tangente a questi due cerchi negli apsidi, comprendenti

I’angolo 5 taglia la traiettoria circolare. In queste con-

dizioni si dice che il primitivo movimento ¢ stabile. Seke
un numero razionale, la traiettoria perturbata & (in prima
approssimazione) una curva chiusa. Il moto ¢ invece in-
stabile se il coefficiente di p nellequazione (x) & nullo o
negativo. Se la forza varia come la potenza » del raggio;
tale coefficiente risulta eguale ad n+3; si ha dunque
stabilita se 4 3 > o.
[TaomsoN a. Tarr, 1. c, I, p. 350]

Un arco A D di ipocicloide é'pefcdrs_q -
da un punto soggetto ad una forza diretta al




. MC=CO:CD, allora mentre P descrive I’ ipocicloide
~ A D, Q descrivera la 4 M; e poichée PE, normale alla
- prima, risulta tangente alla seconda, cosi & vero che 4 M
- & Pevoluta di 4 D.

_grande, descrive una nuova ipocicloide che tocca il cerchio é

~ON esopra NE ed E L descritte due semicirconferenze che 3

- scrittesu CD e CM; se per E traccio una retta che formi

 Capitolo I

centro O del cerchio fisso e proporzionale alla:
distanza. Studiare il moto. :

Ci varremo dello stesso metodo seguito per la cicloide.
Descrivasi (Fig. 7) un cerchio di centro O, e raggio '7
OM=0C?:0D, ¢ sopra CM come diametro un nuovo
cerchio di centro O,. Questo, rotolando entro il cerchio

Fig. 7.

di raggio O C nel vertice 4 della prima ipocicloide. Dico
che A4 M & la evoluta di 4 D. Consideriamo infatti la retta

At

potranno riguardarsi come due nuove posizioni di quelle de-

un angolo NEQ=LEP chestiaad MO N come OM:




Immaginiamo ora che P sia attratto da O con una
forza di intensitd %* . P O e decomponiamola in due: una
secondo la normale P Q, I'altra secondo la tangente P L.
Se 7' ¢ il piede della perpendicolare condotta da O sulla
tangente sard P T' (a meno del fattore %*) la componente
tangenziale.

Posto OC=R, MC=2r, risulta

R+r

: ‘VD:A'TR—'—-zr'

Ch=>27¥

R —
R+2r
Poscia :

PL: Pl —=1a2r:RA29%:
PL:arcoPD=QE:arco4Q0=MC: M D;
perd
PT:arcoPD=(R—+421): 4r(R41);
ossia, detto s Parco P D, la componente tangenziale, &
data da a?s dove 3
. _KRA42rF MO |
4r®R+7 " " MD’
Essendo proporzionale all’arco, il moto ¢ tautocrono col

% T
periodo — .
a

Collo stesso metodo si pud provare che la catenaria &
tautocrona per una forza diretta secondo Pordinata ed eguale -
a k% 7; poiche anche in tal caso la forza tangenziale & eguale e
a ks o

[NewroxN, L c., Lib. I, pag. 139. Prop. LIJ.

2. Trova.re la curva tautocrona per un punte '-'
pésante in un mezzo la cui resistenza & propor—“j
zionale al quadrato della velocita. : %




- Applicando la (4) si ha

S (_J‘l/- a0 dz
S () ﬁ—}—kz — g

~moltiplicando per ¢—2%s ambo i membri, si pud poi pre-
cedere come all’eserc. 1 del Cap. I. Piu direttamente, po-
- niamo '

Bu—1—e—ks;

dtu A5 ds\?
—=e—ks s =5
de° [dF k(dt) }

Se dunque ¢, con a costante,

risulta

dz
a’u: 'e——kf—"
g ds

du 2
g
moto & dunque tautocrono e I’ equazwne dxﬁ’erenzmle
a curva &
d2vsalbi ket
e =-—'(e/“.'— 25
FZaodes s

pub esprimere 7 e poi # in funzione di s.
resistenza del mezzo fosse della forma b -v—{—kfu2 5
noto avvenisse sulla stessa ‘curva, I’equazxone ()

e sostituita da 25

Folds e e
T T EITY) et i
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| i Problemi parhcolan sul moto di un punto

che colla stessa sostituzione si trasforma in

d?u d u a?
ir i
analoga a quella del § 5. Onde una stessa curva &  tau-
tocrona per la resxstenza kv e per hv—+ k72
[LapLAacE, Méc. Céleste, 1, pag. 36. R. LEsLIE] ELLIs,
The mathematical and other Writings, Cambridge (1863),
pag. 94. Sui moti tautocroni vedi anche ApPELL, L c, I,
pag. 324; JULLIEN, Problémes de Méc. ration., 1, pag. 374-
3; e finalmente le monografie di C. OHRTMANN, Le.
7robleme des tautochrones, Roma (1875), e di F. AMODEO:

Avellino (1883)].

13. Trovare in un piano verticale una curva
siffatta che un punto pesante P, partendo senza
velocita da O, percorra un arco qualunque nello
stesso tempo della corda.

Se O P=r forma un angolo 6 con la verticale, volta
in basso, si ha pel moto sulla curva e sulla retta rispet-
tivamente

ds\2 1
(E) =207 — 2. 9r.cosls, r=Tgt’cose

onde

s

o b

cos 0 Vrcosd
. 5 :

t

DR el C

Differenziando si trova RS

cosedr—{-rsenedez-—.cosods:cosG:\/dr’—l—r’de’

s

B N o g T



elevando a quadrato e riducendo

ar
——=cotg 26.dH
=

donde con una integrazione

rP—1r"sen 24,

equazione di una lemniscata con Vasse inclinato a 45"1q
sulla verticale. 3
[Questo problema fu proposto e risoluto da T. BoNaTy, =
Nuova curva isocrona. (Rac. ferrarese di opus. scient., Ve-
nezia 1781, p. 1, app. p. 18). MALFATTI ritrovd la stessa
proprieta per via sintetica nelle curve di Cassini, delle
quali la lemniscata & un caso particolare: Della curva,
cassiniana ¢ di una nuova proprietd meccanica di cui essa
~ » dotata. Pavia 1781. SavLapiNi, Della diseesa dei gravi per 3
la lemniscata, ecc. Mem. Ist. naz. ital. 1, parte 2°, pag. 43
(1806) provd che la proprietd compete soltanto alla lem-

~ niscata, :
Che la lemniscata®fosse un caso particolare della curva
di Cassini era gia stato osservato, forse per la prima
volta, da FErRoNI — De calculo Integralium exercitatio math.

E ~ 14. Stesso problema supponendo il punto
_soggetto ad una forza centrale, proporzionale alla
distanza.

~ Ledistanze di P e di O da C (centro di attrazione) |
A,:s,iano p ed a. Avremo 3

p?=a’+4r* —"2arcosb;
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e poscia pel moto del punto sulla curva e sulla corda

ds\2
7 =k (a® — p®)=FK*(2arcosb —1?%
[t

—d’iz-—k’ﬂarco‘e r?) U—-'o.st
T = (2 S , = Al
Dalla seconda si ricava:

acost —r

k t = arc. cos
acosh

quindi, per la prima,
5

acosb—r ds
arc. cos = e e
acosb V2arcosh—r?
0

Differenziando otteniamo come prima
cosbdr+4rsenfdb=cosbds;

la curva & una lemniscata come nell’esempio precedente. _.;t‘
[O. BonNET, Jour. de Mathém., 9, pag. 116 (1844)].

15. Un punto & mobile su di un cerchio ed
¢ attratto da un punto O di questo con una
forza ¢ (7) funzione della sola distanza. Determi-
nare la forza in modo che la reazione risulti co-
stante. e

Sia r =2 acos 6 'equazione del cerchio, il polo es- 4
sendo in O. Il teorema delle forze vive ci da
v=h—2f@@)dr
Poscia la (5)

12
%:R—}—q;(r)cos 6.



Eguagliando i due valori di v e differenziando si ottien,

TN Esel)=o0

donde
P =2
[SamNnT-GERMAIN, 1. c., pag. 238].
16. Il problema della brachistocrona.

Un punto si muove, per Pazione di forze che ammet-
~ tono un potenziale U, su di una curva. Come deve es-
- sere questa curva perche il tempo impiegato a percorrere
un arco sia minimo ?

P —=ph Lo =2

t_V SVds
\/71+2U

Quindi dalle (6)
Raxn =—2FXn :Raxb=—Fxb=o;
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cioé la reazione ¢ tutta normale. Si possono avere di qui
queste interpretazioni :

a) Ferma restando la F < t e quindi v, cambiamo
segno alla F > n, cioé supponiamo il punto soggetto ad
una forza simmetrica alla F rispetto alla tangente: al-
lora la reazione normale & nulla ed il punto descrive li-
beramente la brachistocrona.

b) L’equazione trovata & del tutto analoga a quella
per la forza F' che sollecita un punto libero percorrente
Ja stessa linea, e cio¢

= d‘

e le due equazioni coincidono se poniamo :

p="— vdt—=vd ', F—=—

SR, ’ o
v 't

ciot la brachistocrona viene quindi considerata come la
traiettoria descritta liberamente da un punto mobile sog- S
getto ad una forza F’ contraria alla F e che sta alla
prima fiel rapporto di 1 :7* e con una velocitd che ¢ la
reciproca della prima.

Gli stessi risultati si estendono alla brachistocrona su
di una superficie. Notiamo alcune applicazioni. ;

Un punto descrive una ellissi sotto P’azione, di una forza

—— diretta al fuoco: la stessa ellissi & brachistocrona
T

per una forza diretta all’altro fuoco e proporzmnale a'
E:(a—1r")% :
In un moto centrale v p = cost.; quindi le brachxsto-
crone per le forze centrali godono della proprieta che
o A - :




Se U e quindi 7 non contengono x, ¥, si deduce
bito che la brachistocrona ¢ piana. Nel caso del pu
pmnte, poiche F ¢& verticale volta verso il basso

=h—2gz la F' sara verticale volta in alto ed avrd

la intensitd g : (h — 2 gz)*; la traiettoria di un punto li="

~ bero soggetto a tale forza & la brachistocrona. Si dedu
subito, dalle equazioni di p. 106,

2

B §;'7J-2g\
+1,

- 1 _qfu=x ; &_ /25
L 1 s 2a

~ da quest’ultima

dx 2
—— = cost. ,
d s

Jen

a2t

s=cost+2\2a\/2a—z,+%
e trasportando opportunamente 'origine, si deduce
: st—=1S8azy
- che definisce, § 5, una cicloide. F
Se la forza essendo sempre parallela alla 7 & propor-
zionale a —%, posto che v =o0 per ;= o0 si ha
dx a dz
ds % ;3 ds B

donde

che definisce una catenaria.

~ [Questo famoso problema fu proposto ai matematici da
~ Grovannt BerxoucL nel 1696 e fu Porigine del calcolo
_ delle variazioni. Vedi: Loria, 1. c., pag. 474; Pascar,
Calcolo delle variazioni, pag. 172 ; KNESER, L c., pag. 37
‘e 248; JeLLerT, Calculus of Variations, Chap. 9, (1850)
louTH, 1. ¢, pag. 365 e seg.; PENNaccHIETTI, Rend. Cir.
t. di Palermo. 5, 6 (1891-92)]. : %
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17. Un punto pesante si muove su di un
piano che ruota uniformemente intorno ad una
sua retta. Studiare il moto supponendo la retta
verticale o orizzontale.

Si applichino le equazioni (2), supponendo la retta ver-
ticale e volta in alto. Poiché Pequazione del piano, detta
w la velocitd angolare costante, &

f=y—=zxtangot=o,
otteniamo :

x”:—ltangwt 3 _\'”:)\ 5 '{”:—g;

il moto parallelamente alle 7 ¢ uniformemente accelerato.
Eliminando 1, si trova che nel moto della proiezione del

punto sul piano xy & nulla Paccelerazione radiale; quindi
(Vol. 1, pag. 59) B

M —wlr=—o; ;
ossia

1‘:aemt+bg—mt=[_;ge_|_be_9 5

che & Pequazione della proiezione della traiettoria sul
piano x y. :
Nel caso in cui la retta & orizzontale

f=z7—ytang w t=o0;

procedendo come prima si trova che il moto parallela- 34
mente ad £ & uniforme, e per la proiczione sul piano y:(
si ha

" —wlr=—gsenwt
donde

1':aew}+be-0'+2gﬁsenwl.




Se per f=0 & r=0, - =, risultar =" g'g
B ! ' 20 20

dr g

at
‘che rappresenta un cerchio. La traiettoria ¢ un’elica.

verticale.

La retta incontri I'asse 7 sotto un angolo « nella ori-
gine: ayremo quindi le due equazioni

—xtangwi=o0; *+1¥ —k2=o0; k=tanga;

quindi le equazioni (3) diventano
o 2

sty y 2@ 4 H=09;

riferiamo alle coordinate polan nel plano xy, cdi
viamo che

r==k&kz
ione precedente diventa

(4t ¢ —okizr=0.

m: =

= w?sena
facilmente

= ;—z‘gﬁ—{-,{ Ch m'(t'-]— %)
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Problemi });ﬂikt;id;i' &Jl-m‘oto di un punto

ed anche

(:I;?%}A—ACh(sena -0).
La traiettoria ha la forma di una spirale conica.

19. Moto di un punto pesante su di una
superficie di rotazione ad asse verticale.

Come nel caso del pendolo sferico, § 6, avremo i due
integrali
2 db k)

o2 J —7Z) 3 -
gth—3) ; r 73 ¢

T

=132

con 7 = (7), equazione della superficie. Il problema si
riduce alle quadrature collo stesso metodo. Sara poi

0.< €< U
Consideriamo la superficie cubica C;, di rotazione:

(7)—;)1"224. :
e perd la r del punto mobile deve essere maggiore della
r dei punti di C,.

Questa divide la superficie data in tante zone separate
da cerchi. Il moto dunque -avviene in quelle zone che
sono pit distanti dall’asse delle zone corrispondenti di
C,; ed entro una di tali zone abbiamo un moto analogo.
a quello del pendolo sferico. Se C, tocca la superficie, il
moto & uniforme e circolare. Si puo inoltre provare che
la traiettoria & stabile o no“secondo che le zone adia-
centi sono pit o meno lontane dall’asse che la C,; ecc.

[KoBB, Acta math., 10, pag. 89 (1887), assegnd, oltre la
sfera, il paraboloide ed il cono, altre due superficie per

N :
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le quali il problema ¢ riducibile alle quadrature ellittiche,"‘
STACKEL, Math Annalen, 41, p. 571 (1893) ne assegnd
una sesta e finalmente SALKOWSKI, Zur Bewegung eines
Punktes auf Rotationsflichen ; Inaug. Diss., Iena 1904, ne
trovd una settima di equazione 3

-+ 2a°=8ar7,

e dimostro che non ve ne sono altre.
Per altre proprieta vedi: STAUDE, Acta math., 11, p. 303
(1888); PucLisy, Rend. Circ. matem. di Palermo, 12,

pag. 312 (1898)].
20. Moto dei proiettili lanciati orizzontal-

mente, tenuto conto della rotazione della terra.

Integreremo le (25) supponendo che all’inizio il mobile
~ sia nellorigine e abbia una velocita di componenti «, 8,
y. Quindi

1 ;
X=at—w*(Bcosk-+ ysen ) + -3~—mgl‘sen1
v=0814wat’cosi

1
g=qi— gt oatsenl,

~ trascurando ©% Se il proiettile & lanciato verso Sud,
- @ — y=o0, 8 >>0; onde
1 ‘ Tirg
X=—uo t’-‘(Bcosx —;—glsenl),y:ﬁt, e o
Ma essendo (3 assai grande, ¢ molto piccolo, si ha

i
e

]
|
|
- |
: |
4

|
|
1

1 L : :
Bcos).——s—,gtsen1>o; quindi x < 0; cio¢ una devia-

zione verso Ovest.




Problemi particolart

Se il tiro fosse fatto verso Nord, si avrebbe deviazione
verso Est.

21. Un punto & attratto da un centro fisso
colla legge di NEwTON; la sua massa & una fun-
zione lineare del tempo. Studiare il moto.

L’equazione del moto &

= 0:0; m=a-+bt. E

,2+ L3
Se poniamo
P—0=m(Q—0); dt=m?dz; p=mod(Q—0)

troviamo subito

Q O

=05

d'c’+ #

ossia il moto del punto Q, di massa 1, & quello studiato
al § 2 ;

La stessa trasformazione & applicabile. nel caso piut ge- 3
nerale in cui 3

m=yot+Btfy#;

se poniamo 7 = {— §* — ey troviamo
2
EHrESCu@— 0=

ciot il punto Q, di massa 1, si muove sotto Pazione di
una forza centrale risultante di due altre: una propor-
zionale alla distanza e Paltra inversamente al quadra;

8 — MARCOLONGO.



‘della distanza. E un caso particolare di un celebre |
blema (Cap. IV, eserc. 4). ;
[MesTcuERsKy, Astron. Nachr., 159, pag. 229 (1902);.
per ricerche generali ed importanti sul problema dei
corpi di masse variabili vedi ARMELLINI, Memorie
italiana dei XL, (3) 19 (1915)] '
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