CAPITOLO IV.

TEOREMI GENERALI SUL MOTO DI UN SISTEMA.

§ 1. Lavoro. Energia potenziale. —
Quando si produce un cambiamento nella confi-
gurazione di un sistema, in contrasto a forze che
si oppongono a tale cambiamento, si dice che si
compie un lavoro. Cosi, per es., se si solleva
un kg. all’altezza di un metro dal suolo si &
consumata una certa quantitd di lavoro (chilo-
grammetro); a sollevare lo stesso peso di un
altro metro (ritenendo costante la gravita) si ri-
chiede la stessa quantitad di lavoro e cosi via. In
generale diciamo che:

Una forza costante f che agisce su di un corpo
nel senso del moto, producendo uno spostamento s,
compie un lavoro misurato da fs.

Se la forza non & costante, potremo ritenerla
tale in: ogni tratto infinitesimo della traiettoria
del mobile (asse x): il prodotto fdx dicesi Za-
voro elementare della forza; e la somma dei la-




- vori elementari compiuti nel passaggio da a in
(ascisse dei punti di partenza e di arrivo), ciog
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misura il lavore fofale compiuto dalla forza va-
- riabile / nel passaggio del mobile dalla posizione .
‘@ alla posizione é.

~ Supponiamo ora che una forza qualunque dr
vettore F solleciti un punto mobile 2; in un
elemento 4s di traiettoria possiamo riguardare
la forza costante. Dicesi lavoro elementare della
orza il prodotto scalare della forza e dello spo-.;;
stamento del punto d’applicazione,

PP -

- Per tale lavoro vale quindi cid che si disse pel
voro virtuale (Vol. I, pag. 258); da cui differisce
mente perche lo spostamento di 2 & ora l'ef-
ttivo spostamento subito dal punto mobile nel
fempo dt. =
- La somma dei lavori elementari compiuti da]
forza nel passaggio del punto d’applicazione
~una posizione a, corrispondente, per es., "al?fj

si lavoro ftotale ed & quindi espresso da




Considerando finalmente un qualunque sistema
materiale soggetto a forze, diremo lavoro ele-
mentare delle forze del sistema la somma alge-
brica dei lavori elementari delle singole forze:
lo rappresenteremo con & IV, attribuendo perd a
questa notazione il significato di quantitd infini- ;
tesima e non quello di differenziale esatto di una
funzione; per modo che

(1) dW=3XF =<dP

in culi la sommatoria (nel caso di un SIStema
continuo) sara sostituita da un integrale.

Finalmente il lavoro compiuto dalle forze di
un sistema nel passaggio da una conﬁgurazlone
che accenneremo con a ad un’altra &, espressoda»,!

(2) "L Fx<dP.

a

Nel sistema di misure assolute I’ unita di lav
¢ Perg; cio€ 1l lavoro che si deve compiere

S
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In un luogo in cui g=981 (cm., sec~?)
dine vale circa 1,02 mg.; quindi l'erg equiv:
all’incirca al lavoro necessario per spostare



lavoro sono:
megaerg — 1oerg = 1,02 (kg.,cm.)=0,0102

(Kg., m.) :

: Joule = 10 megaerg = 0,102 (kg., m.). (¥)

! In generale il calcolo del lavoro, colla (2),
esige una quadratura; ma la forza dipende dalla
posizione e dalla velocita del punto di applica-

.~ zione e dal tempo; perd per eseguire tale qua-

dratura occorre aver espresso questi elementi

per il tempo: occorre cioé¢ aver gid risolto il

problema del moto.

Ora nella maggior parte dei casi che si pre-
sentano in natura, ha luogo questa notevole cir-
costanza: 7/ calcolo del lavoro non esige la cono-
scenza del movimento. Cid avviene quando:

1l lavoro elementare delle forze di un sistema
¢ il differenziale esatto di una funzione uniforme
(cioé ad un sol valove) finita, derivabile, delle
variabili che individuano la posizione del sistema:

E)) JF=<dP=_—dIl

Il lavoro elementare é il decvemento di una
 funzione 11, uniforme, ecc.

(*) La denominazione e la precisa definizione di lavoro
si devono a CorioLis: Traité de la mécanique, 1829. Ma
il concetto apparisce gia nei fondatori della dinamica mo-

- derna e sopratutto in CARNOT: Essai sur les machines, 1784.
g
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Poiché si chiama energia di un sistema [’atti-
tudine a compiere un lavoro, cosi la funzione II
dicesi energia di posizione, cioé¢ dipendente dalla
sola posizione del sistema, o energia potenziale.

In tal caso il lavoro compiuto dalle forze del
sistema nel passaggio dalla posizione o configu-
razione @ alla 6 & espresso da

(4,) M/az,z——(Hg—Hn):IIﬂa H/,;

\

Il lavoro tofale ¢ misurato dal decremento del-
lenergia polenziale.

Esso quindi (per essere II ad un sol valore)
¢ indipendente dalle posizioni intermedie del si-
stema (tra @ e 4); ma dipende solamente dalle
posizioni iniziale e finale, ed & nullo se esse
coincidono.

Siffatti sistemi di forze diconsi conservativi.

La funzione II, per la (3), é definita a meno
di una costante; se scegliamo questa costante in

modo che, per es., I, — o; allora l'energia po- *
tenziale in @ ¢ il lavoro compiuto dalle forze nel

passaggio del sistema da a in 4.

§ 2. Esempi di sistemi conservativi. —

Considereremo anzitutto tre casi notevoli di si-
stemi conservativi. :

1. Supponiamo che la posizione di un si-

stema dipenda da £ coordinate generali ¢,, ¢,,...;

e che II sia quindi funzione delle sole ¢; la
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espressione del secondo membro di (1) & ridu-
cibile alla forma X O, d ¢, e quindi le O, risultano
eguali alle derivate negative di II uspetto allei
¢, E’ questo il caso considerato al § 3 del ca-
pitolo precedente.

2. Consideriamo il caso che il lavoro ele-
mentare sia un differenziale esatto indipendente-
mente dalle condizioni vincolari del sistema, e |
anche indipendentemente dalla sua composizione.
Deve quindi essere differenziale esatto il lavoro
di ogni singola forza applicata ad ogni punto |
- materiale; cio¢ 4

B d B —d I/,
donde
(5) ¥ —eradslis

- Cid avviene nei sistemi pesanti; se, ad es., si |
tratta di masse #z,,.... concentrate nei punti 2,....,
‘scegliendo ’asse z verticale e diretto verso l'alto |
si trova subito U, = — m, ¢ z,, ecc.; sicche posto

6) U= g (m 2,1 Moyt -:..)

le forze risultano eguali al gradiente della Uri-
',spetto ai vari punti di applicazione. Si dice che
1e forze derivano dal potenziale U. L’energia po-
enziale differisce da U pel segno.

E importante notare che le forze potrebbero
in generale essere risultanti di forze derivabili da.%



un potenziale e di altre dipendenti dalla velocita
e il cui lavoro ¢ nullo. Cosi, per es., se nel moto
di un punto libero o situato su di una curva o
superficie fissa, si ha

F—=grad U+ aA P

dove a & un vettore qualunque, risulta ancora
evidentemente

Exd P =g 5 ®)

Piu generalmente nel caso in cui i punti ma-
teriali sono soggetti ad una forza costante (campo
uniforme), parallela ad un vettore unitario k
(direzione del campo) e di intensith f (intensita
del campo), si ha

W= fk < dP—=f(P, — P) <k

avendo accennato con 2, e P, le posizioni ini-
ziale e finale del punto mobile. Il secondo men_x_b_ljif.
esprime il prodotto di f per la proiezione del ve
tore P, — P, su k. Si verifica quindi subito
indipendenza del lavoro compiuto non solo dalle
posizioni intermedie, ma ancora dalle posizioni

(*) HeLmuovrz, Uber die Erbaltung der Kraft (184-7‘32:
Ostwald’s Klassiker der ex. Wiss. Nr. 1. L’osservazione &
di Lipschitz: vedi ibidem, p. s55.



. che P, e P, possono assumere sui piani condo

| per essi normalmente a K (superficie di livello).
; Le normali a tali superficie (Znee di forza)

sono parallele alla direzione delle forze. Si vede
- ancora che se O ¢ un punto qualunque:

HNP)=—f(P—0)x<k.
3. Passiamo finalmente al caso delle forze
~ centrali. Un punto materiale & soggetto ad una
- forza diretta verso un centro fisso O e di inten-
. sita funzione della sola distanza #» del punto
P da O. Tale forza & quindi rappresentata da

I PR NPTy 27 %)

I

: ed il suo lavoro elementare da

P_Oxa’P=:p(r)dr; J

90

& appunto il differenziale esatto (cambiato di 3
no) della funzione della sola 7 (energia "po- i

?Wab=§cp(r)dr=ﬂ(a)f-ﬂ(6). ;

'
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Le superficie di livello sono sfere col centro
in O; le linee di forza sono i raggi; il lavoro
compiuto nel passaggio del mobile da 2, in P; di-
pende solamente dai raggi @ e 4 delle sfere pas-
santi pei detti punti e non gia dalla posizione
di questi sulle sfere, né dalle posizioni intermedie.

Due masse in P e P, esercitano tra loro una
azione diretta secondo la congiungente i due punti,
funzione della sola distanza e proporzionale alle
masse; e rappresentata quindi da z ., @ (7). Ri-

terremo ¢ () >o0 se 1 due punti si respingono,

cio¢ se r tende ad aumentare; mentre riterremo
v (r)<<o nel caso dell’attrazione. I lavori ele-
mentari della forza che P, esercita su 2 e di
quella che P esercita su P, sono espressi da

1
P

g

P P :
mm, o (r)——2=<dP,mm r(r,)ude 5
(S RE pe 19 = 1)

e il lavoro complessivo da

(P—P)<d(P—P))

¥

man, p(7) —=mm, ¢ (r)dr.

Di guisa che posto, come nel caso precedente,

(9) : I (r) =mm, " o) dr,

il lavoro elementare viene espresso da — d1I;
dunque II, definita a meno di una costante, &

=



Penergia potenziale del sistema delle due ma
soggette a forze centrali.

dalla posizione in cui le due masse sono alla di-
stanza » a quella in cui sono alla distanza rl,é'

W=l —I().

P()=mm, j o () dr,

vede subito che P differisce da II per una
ostante e quindi ancora

W,y =P (r) — P(r,);
.T ,particolare :
I/{/Vr 00 P (7’) .

P dicesi autopotenziale del sistema (delle due
e), e rappresenta il lavoro compiuto dalle
: nel passaggio dalla posizione attuale a quella

cui i due punti sono a distanza infinita tra
; in cui, come dicesi, il sistema & disgregato

to Il che P dipendono dalla sola posmon
oca delle due masse.

stesse cose si estendono subito ad un




stema di masse che a due a due esercitano una
azione diretta secondo la congiungente i due punti,
proporzionale alle masse e funzione della sola
distanza. L’energia potenziale sard espressa in
modo del tutto analogo alla (g), solo che nel :
secondo membro avremo una sommatoria estesa
alle masse due a due; e cosi per I'autopotenziale.
Pit generalmente ancora potremo estendere le
precedenti considerazioni al caso di due sistemi
di masse m e m' soggette alle solite forze.
Posto
=
(12) (St 5 w(r)ydr
7y

dove la sommatoria & estesa a tutte le masse
m; e m'; dei due sistemi, O rappresenta il lavoro
compiuto dalle azioni mutue dei due sistemi per
il passaggio dalla posizione attuale, a quella in
cui i due sistemi sono a distanza infinita tra loro
e dicesi pofenziale mutuo.

; :
massa 72 posta in P, avremo

(13) O=m'X m; j‘ o () dr;

7



Pongasi

(14) SN 5;’)(?)&’7’: V(P),;

7

UV dicesi funzione potenziale in P del sistema ed
il punto P, punto potenziato; allora

O=m V

0
5_;3
f
4
E
.

esem —1,¢ I'= Q.

(che esercitano un’azione centrale su di un’altra
massa) e il polenziale mutuo del sistema dato e
di una masse unitaria posta nel punto potenziato ;
pure :

ﬁel passaggw dell'unite di massa dal punto P

: La nsultante delle azmm che le masse m eser-
tano sulla massa 72, & espressa da

— o' gradp 1.

La funzione potenziale di un sistema di masse

£’ il lavoro compiuto dalle forze del sistema
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].a sommatoria, nel caso di sistemi continui, deve
essere sostituita da un integrale.

§ 3. Energia cinetica. — Gia nel caso del
moto di un punto libero od obbligato a restare
sopra una curva o superficie fisse, abbiamo tro-
vato una relazione importante, detta integrale
delle forze vive o della conservazione dell’energia
(Cap. II, § 1). Definiremo ora in generale:

L energia cinetica, o forza viva, di un qua-
lunque sistema materiale al tempo t ¢ la semi-
somma dei prodolti delle masse lei vari punti del
sistema per il quadrato delle rispettive velocita.

Accennandola con 7" si ha dunque

(16) 21 Jo =Ny P =W e P ST TP

Le dimensioni dell’energia cinetica sono [, /2, #2],
cio¢ quelle stesse di un lavoro.
Da (16) si deduce, differenziando >

(17) e T=ZmP =P dt=2mP" < &Il

L’ incremento di energia cinetica é eguale al
lavoro elementare delle forze & inerzia.
Dimostriamo che:
L’energia cinetica di un sistema & eguale
alla somma dell’energia cinetica nel moto relativo .
al centro di massa e dell’energia cinetica del centro




di massa in cui St immagini riunita tutta la massa
del sistema. ]

Infatti sia G il centro di massa del sistema al
tempo #; e riferiamo il moto ad un sistema’ con-
nesso con G. Il teorema di CorioLis ci da

P =P, 4G

Ma (Vol. I, pag. 219)

2m(P—G)=—o ; ZmpP,—o0

quindi

2 L=2XmP; A G2Xmnm

- §4. Teorema ed integrale della conser-
. yazione dell’energia.

 Diremo che un sistema materiale ¢ a vincoli
 indipendenti dal tempo quando, lra gli infiniti si-
stemi di spostamenti virtuali invertibili, ¢ anche
compreso lo spostamento effettivo all’ istante t; cioe
Se d P—20 P.

~ Una tale proprieta non sussiste sempre: basta
. riflettere al moto di un punto su una superficie
fissa e mobile. Infatti gli spostamenti virtuali in-
vertibili sono sempre contenuti sulla superficie,
entre lo spostamento effettivo & contenuto sulla
“superficie (e quindi puod farsi 8 2 — d P) se questa
& fissa, ed ¢ esterno alla posizione da essa oc
cupata al tempo /7, se & mobile. :
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Limitiamoci alla considerazione dei sistemi olo-
nomi: & facile dimostrare:

Perche tra gli infiniti sistemi a’z spostamenti
invertibili di un sistema olonomo, al tempo t, sia
compreso lo spostamento effettivo é necessario e
basta che le equazioni dei vincoli non contengano
esplicitamente il tempo. '

Infatti sia /(... P...,#) = o 'equazione di uno
dei vincoli, che conterrd almeno uno dei punti,
oltre il tempo.

Uno spostamento virtuale invertibile, all istante 7,
¢ tale che

Ygrad/f <8¢ P—o o

(Vol. 1, pag. 256). Lo spostamento effettivo in-
vece essendo tale che

FC- P L dP b dh=—=

deve soddisfare alla

"\ )

0/

fdlﬁbﬁgradfxa’P:O.

N

Se quindi @ P=8 P deve essere :; —o e 6

ciprocamente. Il teorema & dunque provato.

Cid giustifica pienamente la denominazione di
sistemi a vincoli indipendenti dal tempo per og‘m"
sistema in cui d P=2 P. :

11 — MARCOLONGO.



Cio posto, si ha'
In ogni sistema a vincoli zndzpendentz da

tempo, [’ incvemento della energia cinetica é egual

al lavoro compiuto dalle forze nel passaggio de

sistema da una posizione ad wun’altra.

Infatti I’equazione fondamentale della dinamic

(Cap. III, § 1) ci da

SFEF<dP—=XmP'<dP;

quindi, per la (1) e la (17):

AW=4d T;

e integrando tra una posizione @ e una posizione
(18) oo — 14— L

la quale prova l'asserto.
Questa relazione notevolissima tra energla C
netica e lavoro non permette perd, in general
di conoscere neé il lavoro, né I'energia cinetic
'se non & conosciuto il moto. -

Supponiamo di piu che le forze siano conse
vative, allora:

In ogni sistema a vincoli mdzpena’enlx d

lempo e soggetlo a forze conservative, la somm
dell’energia cinetica e dell’energia potenziale, ci

‘energia totale del sistema, ¢ costante per tutta
durata continua del moto.
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Infatti, se diciamo II 'energia potenziale, da (4)
e (18) ricaviamo:
n,—1,=7,— 7,

ossia

(19) I, o By e

ma la posizione a & arbitraria, dunque & vero il
teorema.

[’energia totale dunque & una quantitd che
non pud essere né aumentata, né diminuita:
'energia cinetica, quindi, aumenta o diminuisce.
di quanto diminuisce o aumenta I'energia poten-
ziale: cioé l'una si trasforma nell’altra o si ri-
solve in un lavoro.

Questo & 7/ principio della conservazione del-
l'energia, dimostrato pei sistemi materiali e che,
colla scoperta di altre forme di energia, si &
esteso a tutte le energie e costituisce una delle ‘:
leggi fondamentali della natura. (¥) ;

(*) HuyGEeNs [Horologium oscillatorium, Pars 1V, prop. 4
(1673)] & stato il primo a far uso di questo principio mec-
canico nel problema del pendolo composto. Altri esempi sono
dovuti a Grovanni Bervourri, Comm. Petrop., 2 (1727),
p. 200 e in generale a Dax. BERNOULLY, in Hydrodynamica, |
1738 e Mem. Acad. de Berlin, 1748, p. 356 e a d’ALEM-
BErT |Traité de Dynamique. Part. II, Ch. IV]. Vedi le note
di HeLmsortz nel libro citato al § 2 e Macn, lib. cit.



La relazione (19), lasciando indeterminata la
posizione del sistema, si scrive

(20) 7 + 1l = % = cost.,

e costituisce un integrale primo delle equazioni
del moto, quadratico rispetto alle componenti

~ della velocita.
Nei sistemi con un sol grado di liberta, sog-

del sistema, avendosi

H(¢) = — j 0dqg

e inoltre

7 < (Pz--: 9
2 /=.‘_.1/1(;/(;)q~:(]-/“(¢]).

la (20) si trasforma in una equazione differen-
ziale del 1° ordine a variabili separabili, che con
una quadratura ci fara conoscere ¢ mediante Z£

terminazione del moto alle quadrature.

‘moto di un corpo pesante intorno ad un asse
fisso, di un punto su di una curva fissa, ecc.

- Piu in generale si potrebbe dimostrare: :
Se in un sistema olonomo con k gradi di li-
berta sussiste [integrale (20) della conservazi :

0

getti a forze dipendenti dalla sola coordinata ¢

con O, forza generalizzata, funzione della sola g,

Tale proprieta & applicata nelle macchine, nel

Dunque il solo integrale (20) riconduce la de-
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dell energia, la integrazione delle equaszioni del
moto st puo ricondurre a quella di un sistema
con kK — 1 gradi di liberta, per il quale pero non
sussiste piu, in genervale, I'integrale (20).

E di qui si deduce ancora:

Se nello stesso sistema, k — 1 coordinate sono
ignorate, la integrazione delle equazioni del moto
si riconduce alle quadrature. (¥)

Nel moto di un punto pesante, libero o mobile
su di una curva o superficie fissa, si ha, in par-
ticolare, l'asse z verticale in alto,

2 o pea el

Le superficie di livello sono piani orizzontali:
ed il mobile incontra una stessa superficie di li-
vello, qualunque sia la traiettoria, colla stessa .
velocita. :

Quindi un grave, che partendo da uno stesso
punto e dal riposo, cada liberamente nel vuoto
o percorra vari piani inclinati, giungera su di
uno stesso piano orizzontale sempre colla stessa
velocita. (%)

(*) WHITTAKER, Mess. of Mathem (2), 30, p. 93 (1900);
Analytical Dynamics, Cambridge 1904, pag. 63 e seg. -
(*%) GALILEO, Dimostrazioni matem. intorno a due nuove
scienze. Ediz. naz. 8; giornata 3°. Per la storia di questo
principio, ammesso-anzitutto da' GALILEO come pos’miato,
vedasi l'opera del Caverni, 4, Cap. s°.
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Nel moto di un sistema®di punti soggetti a
forze centrali si ha

T+ P=Ty+ Py;

se quindi la posizione iniziale (contrassegnata
coll’indice o) non ¢ di equilibrio e il sistema
parte dal riposo, si ha 7 =o; quindi

T—P,— P,

- e per essere 7  positivo si deduce che
[l polenziale ha lendenza a diminuire.

' § 4. Stabilita dell’equilibrio. — Le con-
siderazioni precedenti permettono di dare la di-
~ mostrazione rigorosa di un principio adoperato
nella Statica (Vol. I, pag. 273) e cioé:
! La posizione del sistema, in cui lenergia po-
 fenziale ¢ un minimo, ¢ di equilibrio stabile. (*)
Siano ¢,,¢,,-.-¢, le coordinate generali di
un sistema a vincoli indipendenti dal tempo;
1I Penergia potenziale dipendente da tutte le ¢. In
una posizione in cui ¢, =a, .. .., ¢, =a,, [l abbia
n valor minimo. Sappiamo gia che'in questa po-
izione vi ha equilibrio; di pit potendo _assumere

~ (*) Si osservi che in statica abbiamo sempre parlato di
botenziale di forze che & per noi eguale e di segno con-
rio all’energia potenziale.
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come nuove variabili le Gy — @y ooy Q=@
potremo supporre nulle le a,,...., a,; infine,
wpprofittando del fatto che Il & determinata a
meno di una costante, potremo supporre che il
valore minimo sia zero.

Quindi, scelto ad arbitrio ¢, per ogni ¢; tale
che ¢;?<<e?, sara Il > o. La condizione imposta
equivale alla

g2 tgd sk giiaeh

che pud interpretarsi dicendo che il punto P
(7,+9s5---¢,) di uno spazio ad » dimensioni &
interno alla sfera di raggio e col centro nella
origine. La superficie limite di questo campo
sferico ¢ rappresentata dalla

2 o e R ot

Diciamo 2 il piu piccolo dei valori che II as-
sume sulla superficie limite del campo; rimoviamo
il sistema infinitamente poco dalla sua posizione
di equilibrio, imprimendo una piccola velocita ai

-vari punti. In questa nuova posizione, le g¢; sa-
ranno molto piccole e cosi del pari l'energis ci-
netica e potremo sempre sceglierle in modo che
(riguardata la posizione come iniziale)

7, + 1, <m . K

Il sistema si porra in movimento; ma sussi--




stendo la (20), sara per' tutta la durata del moto

F4+U<m
e quindi
e —— ll =0

E dunque impossibile che il punto P, benché
spostato dalla sua posizione di equilibrio, rag-
giunga la superficie limite del campo, che in tal
caso 7 — I risulterebbe negativo o nullo. Dunque
P resta sempre nell’interno (arbitrariamente pic-

~colo) del campo sferico, cioé la posizione di equi-
librio ¢ stabile. (%)

E stato dimostrato che, quando in una posi-
zione di equilibrio, Il & massima e la esistenza

~ di questo massimo si riconosce dai termini di
ordine meno elevato nello sviluppo in serie di I1
~allora 'equilibrio & instabile. (%)

~ (*) Questo teorema & dovuto a LAGRANGE, Méc. analy. 5
Oeuvres compl. 11, pag. 69 e 457. La dimestrazione gene- :
~ rale e rigorosa (indipendente da sviluppi in serie) fu data
da MINDING, Mechanik, Berlin 1838,  pag.,268 € poi da Dr
mCHLET, ]ourn. far Mathem, 32, pag. 85 (1846); Werke,
2, pag. 3. La condizione che II debba dipendere da tutte
le g trova51 in APPELL, Meéc. rationnelle, 2, pag. 353.
~ (**) LiarunorF, Journ. de Math. (5) 3, pag. 81 (1897)
~ Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, (2) 9
pp. 203-274 (1908); in] particolare vedasi pag. 295, i
HADAMARD ]ourn de Math (s) 3, (1897), pp.- 331-387
in particolare pag. 364; KNESER, Journ. fur Math. II5,

ag. 308 (1895); 118, pag. 186 (1897).
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Se invece Il non &, nella posizione di equilibrio
considerata, né massima né minima, nulla pud
dirsi con sicurezza. Cosl se la non esistenza di
un minimo si riconosce dai termini di secondo
orado nello sviluppo di II, allora lequilibrio &
instabile; mentre sono stati assegnati del casi
generali in cui, benché¢ il minimo non esista, tut-
tavia P'equilibrio & stabile. (¥)

§ 5. Impulso di un sistema. Teoremi ed
integrali del centro di massa e delle aree.
— Consideriamo gl’'impulsi 7 £’ dei vari punti
di un sistema; cio¢ quel sistema d’impulsi che,
in modo istantaneo, sarebbe capace di far assu-
mere al sistema, supposto in quiete, lo stato di
moto al tempo 7 (Cap. I, § 5). Tale sistema di
impulsi si dird Zmpulso del sistema all’istante t.

Riguardati i vari impulsi come un sistema di
forze istantanee, diciamo R la risultante 0 sem-
plicemente vettore impulso, M il momento risul-

(*) LiapunNorr, mem. cit.; PaiNLEVE, Comp. rendus,
125, p. 1021 (1897); 138, p. 1555 (i904); Hamer, Math.
Ann., 57, pag. 541 (1903). Per i sistemi con un sol grado
di liberta, a vincoli indipendenti dal tempo, Pequilibrio &
instabile se 'energia potenziale non ¢ minima; vale_cio&
la reciproca del teorema di LAGRANGE, come ha mostrato
Levi-Civita: Sulla stabilita dell’equilibrio per i sistemi a
legami completi. [Atti Ist. Veneto (7) 8, (1896-971].



~ tante rispetto ad un punto fisso O; poniamo cioé
s 1) R—>mP' M=2Zm(P— O)yNP;

. esse diconsi le coordinate dell impulso del sistema.
‘Una prima proprieta dell'impulso & la seguente:
il La risultante degli impulsi ¢ eguale all’im-
| pulse del centro di massa in cui si immagina

- concentrata tutta la massa del sistema.
Si ha infatti

w(G — O0)=2m(P— 0),

detta p la somma delle singole masse. Quindi
derivando rispetto al tempo:

;:iZé) " G = R 5

Diciamo R, ed M, le coordinate delle forze
ppllcate ai vari punti del sistema (forze esterne):
pomamo ~cioe

23) R.—>F,M,—XP»—0)AF.

'Si hanno le seguenti fondamentali proprieta.

1. Se i vincoli del - sistema permettono uno
stamento virtuale invertibile, dovuto ad una tra-
zione in una determinata direzione, allora la

o

ivate della componente, secondo quella direzione,

.

zzettore impulso ¢ eguale alla componente della
e delle forze esterne, sempre secondo quella
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Abbiamo infatti, pel principio di d’Alembert,
S(F—mP") =<8 P=o;
e per l’ipotési fatta, poniamo
oP—Fka;

essendo £ una costante, qualunque sia il punto,
a un vettore fisso. Si otterra

EmP'<a=—3F <a
ossia, in virtl delle (21) e (23)
‘»24) (;RXa)I:ReXa,

che dimostra il teorema.

2. Se le condizioni del precedente teorema sono
soddisfatte per tre direzioni qualunque non com-
planari, allora la derivata del vettore impulso (o
anche la variazione del vettore impulso nell'unita
di tempo) ¢ eguale alla risultante delle forze
esterne ; cioé

(25) R'=R..

Questo teorema dicesi: primo teorema dell’ im-
pulso. ] .
In tal caso infatti il sistema pud ricevere uno
spostamento (lraslazione) parallelamente ad una

qualunque direzione: allora, per la arbitrarieth

di a nella (24), risulta la (25).




g

3. Nelle condizioni del teorema precedente,
centro di massa del sistema si muove come se,
concentrata in esso tutta la massa, fosse sollecitalo
dalla risultante delle forze esterne.

Infatti la (25), tenuto conto della (22), ci da

(26) pG"=R,,

che & l'equazione del moto di & di massa Ju,
sollecitato dalla forza di vettore R..

Si deve per altro osservare che in generale R,
dipende dalla posizione e dalla velocitd dei sin- °
goli punti del sistema, le quali non possono cer-
tamente esprimersi per le coordinate e la velocita
di G. Basta osservare che uno stesso punto pud
essere centro di massa di infiniti sistemi. Quindi

~ la (26) esprime una notevole proprieta del moto
del centro di massa, ma non ci abilita a deter-
minare tale moto, almeno in generale.

Il teorema dimostrato, di cui abbiamo gia fatto
~ qualche applicazione, dicesi feorema della conser-
. gazione del moto del centro di massa o brevemente
teorema del centro di massa.

4. Sempre nelle condizioni del feorema 2, se
la risultante delle forze esterne ¢é nulla, il vettore
mpulso ¢ costante e il centro di massa si muove
di moto reltilineo uniforme o sta in riposo.
Infatti se R,=o0, segue da (25) R=cost., e
da (26) risulta nulla I'accelerazione di G,




In tal caso sussistono i sei integrali del centro
di massa rispetto ad una terna d’assi fissi; e cioé

(Smxi=a [ ZmV =6 Sme —
N st 5 b
@eNi{Zmx=—atta , 2my—>b6t+{ b,
( Smz—6t-+ ¢

Essi sono algebrici e lineari nelle componenti
della velocita e nelle coordinate dei vari punti.

Se poi 1 vincoli fossero tali da permettere sol-
tanto una traslazione parallelamente ad i; e se
inoltre R, < 1==o0, allora sussisterebbero soltanto

due integrali '

S xi==a i Bm v =gt a
Considerazioni e teoremi analoghi possono sta-
bilirsi per il momento dell’ impulso.

5. Se 7 vincoli del sistema permettono uno
spostamento virtuale invertibile, dovuto ad una ro-
tazione intorno ad un determinato asse uscente
da O, allora la derivata della componente, semndom‘
quell’asse, del momento impulso ¢ eguale alla mm-ﬂ
ponente del momento delle forze esterne, sempre l
secondo ['asse.

(*) NEwTON, Philos. natur. princ. math., Lib. I, pag. 17;
d’ALEMBERT, Traité de Dynamique, 2" parte, Ch. II; La-
GRANGE, Méc. anal. 1; Oeuvres comp. 11, pag. 277.



Se a & un vettore unitd parallelo all’asse, &
possibile porre :

BP=rka/ (P — O)

con % costante qualunque sia il punto. E 'equa-
zione fondamentale della dinamica ci da

2mP'<aN\NP —0)=2F=<aA(P—0)
ossia

ax Em(P—O)ANP'—max<2X(P—0OANF
e in conseguenza
(28) (M><a)=M.xa

che prova il teorema.
6. Se le condizioni del teorema precedente
sono soddisfatte per due assi uscenti da O, allora
la dertvata del momento impulso (ossia la varia-
zione del momento impulso nell’unita di tempo) é
 eguale al momento delle forze esterne rispetto ad O;
~cioe

(29) M =M,.

Questo teorema dicesi secondo fteorema del-
- P impulso. :

Infatti, per la proprietd della composizione di
due rotazioni intorno ad assi concorrenti, e quindi
per la arbitrarieta di a nella (28), risulta la (29).
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7. Sempre nelle ipotesi del teorema 6, se e
nullo il momento delle forze esterne rispetto O, il
momento dell’impulso ¢ costante.

Cid & immediata conseguenza della (29).

Questi ultimi risultati possono anche interpre-
tarsi in altro modo. |

Sieno (Figuwa 8) O,
O + O le proiezioni di
P e P | P’ sul piano con-
dotto per O normalmente
al vettore unitario a; Q' &

la velocita di O; e sia .S

I'area descritta da O -— O. :

Si ha (Vol. I, pag. 64) ke
ax(P—O AP =ax<(0— O)\ QO O =28

e lequazione (28) si trasforma in quest’altra

7
2rﬁ.‘_mS’=M,.><a.

Di qui:
8. Se nelle condizioni del teovema 5 si /m :
M, < a=—o, risulta
axM=—22mS" — cost.

ossia
(30) ImS=at -+ a,. .

Questa equazione chiamasi znfegrale
nel piano normale ad a.




~ Capitolo IV

Cosi se a ¢ parallelo all’asse x, se sono sod-
disfatte le condizioni relative ai vincoli ed & inoltre
i —o0, st ha

a.

(31) 2m(yz —y'2)

Due integrali analoghi per gli altri due piani
se M = o. Essi sono algebrici e bilineari rispetto -
alle coordinate e alle componenti della velocita |
dei singoli punti.. (¥)

In tal caso avremo tre integrali delle aree; il
teorema delle aree & vero in un piano qualunque
e la costante delle aree ¢ la proiezione della
coppia d’impulso sulla normale al piano; quindi
per il piano normale all’asse di tal coppia e che
dicesi prano invariabile, essa assume il valore
massimo. (¥¥) :

Nel caso di un punto libero la condizione -
M, = o esprime che la forza incontra l'asse x
(Cap. II, § 1); nel caso di un punto mobile su
~ di una superficie, perché sussista la (31), oltre la
- condizione A/, — o, occorre che la superficie sia
~di rotazione intorno lo stesso asse.

(*) NEwTON, Philos. naturalis princ. math. Lib. I, Sectio II,

- Prop. 1; D. BerNouLLl, Nouvean probléme de Mécanique.
. [Mém. de I’Acad. de Berlin, 1745, pp. 54-70]; EULER,
Solutio problematis mechanici, etc. Opuscula varii argu- °
- menti; I, pp. 1-136 (1747); d’ARrcy, Probléme de dyna-
- mique [Mém. de ’Acad. de Paris, 1747, pp. 344-361].

~ (*) LapLace, Mécanique céleste. Libro I3 p. 65. .



Nel moto di un sistema di » masse concen-
trate in altrettanti punti, soggette a forze dirette
secondo le congiungenti 1 punti due a due e
funzioni delle sole distanze (problema degli n
corpi) sussistono dunque: I’ integrale della con-
servazione dell’energia; i sei integrali del centro
di massa e 1 tre integrali delle aree; cioé in to-
tale dieci integrali, che per 72> 2 non bastano
alla determinazione del moto. (*¥)

Vogliamo finalmente osservare che le condi-
zioni relative ai vincoli enunciate nei teoremi 2
e 6 sono certamente soddisfatte nel caso di un’
sistema di punti liberi e di un corpo rigido com-
pletamente libero. Dunque :

9. Nel molo di un sistema di punti liberi o dz re
un corpo rigido completamente libero valgono i due i
teoremi dell’ impulso ; cioé la variazione, nell’ unita
di tempo, delle coordinate dellimpulso ¢ eguale alle
coordinale omonime delle forze esterne; ossia %

(32) R'—R M —M

Questo teorema ¢ la generalizzione della secon
legge del moto.

fis. e mat. di Napoli, (2) I4; N. 6 (1915); Nuovo Cim
(6) 9, 10 (1915)].

12 —— MARCOLONGO.



§ 8. Azione di un sistema. — Supponiamo
che un sistema olonomo a vincoli qualunque
(anche dipendenti dal tempo) sia soggetto a forze
conservative e sia Il l'energia potenziale. Sup-
poste integrate le equazioni del moto, possiamo
immaginare costruita la funzione

4

(33) V=§('/‘+11)a’f.
1%,

Essa ¢ stata chiamata da HAMILTON, azione
compiuta dal sistema nel passaggio dalla posizione
corvispondente all’istante t, a quella all’istante t.

Si dice anche che [7 & VUintegrale o jfunzione
caratteristica di HAMILTON. (¥)

L’azione, come il lavoro compiuto dalle forze,
non dipende che dalle posizioni iniziale e jfinale
del sistema.

Immaginiamo infatti che le traiettorie dei punti
del sistema varino infinitamente poco, attribuendo
ad ogni punto uno spostamento virtuale compa-
tibile coi vincoli, per modo che ad un punto, su
~di una determinata traiettoria, verra a corrispon-
~dere un punto infinitamente prossimo e le coor-
~ dinate generali ¢ avranno variato di £ ¢. L’azione,
calcolata per rispetto alle nuove posizioni, avra
pure variato di 217, mentre vogliamo supporre

- (*) Vedi nota al § 4, Cap. prec.
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che il tempo del passaggio sia rimasto inalterato.
Dalla (33) avremo

3 S e I
SV—=43{——35 2 —-——0gq,\d¢;
: ‘ (f'q.-rq'+f'qi e q) £
inoltre
Fodag. ¢ 7ddqg. %
jr '5 9107[:‘2 : ngd[:€ 'qu
0q dt 5 04 dt cq.

i =
-d 0T
= g¢.dt;
~, dt ( 0 'r) AR
quindi, ricordando le (21) del capitolo precedente,
risulta
BV =23(p8g, — p23 4%

25 G0 ey, e

( ql ,\ gl
e tenendo conto delle equazioni del moto (seconda
forma di LAGRANGE) si ha infine

dt -

(34) SV=2(p.39. — 2297 -

Supponiamo ora fisse le posizioni estreme del si-
stema, corrispondenti ai tempi 7 e £,; le traiet-
torie dei vari punti, pur variando infinitamente
poco, hanno a comune le posizioni estreme; €
perd per queste 8¢,=208¢?=—0 e la (34) cida
21"=o0, la quale prova il teorema.




Capitolo IV

Esso ci dice in fondo che Zazione non ha va-
variato; e quindi si ha il feorema dell’azioneg
stazionaria. 3

Reciprocamente, da questo teorema e ferme le
precedenti ipotesi, seguono di necessitd le equa-
zioni del moto del sistema nella 2* forma di LA-
GRANGE.

Pit generalmente: posto

&

3T L303¢'dt

fhcamt i i

in cui X Q8¢ & l'espressione del lavoro virtuale -
delle forze esterne (non necessariamente conser- .
vative), la condizione 817=o0 deve condurre alle

equazioni del moto. 1

Essa pud dedursi anche direttamente dal prin- |
cj;iio di d’ ALEMBERT, integrando tra 7/, e £, e
_poscia integrando per parti, supponendo le Z P
funzioni continue del tempo.

Questa osservazione costituiscé il cosi detto |
principio di HamILTON, e fornisce un nuovo
mezzo per la ricerca delle equazioni del moto di
un sistema. »

Se infine non si fa !'ipotesi della coincidenza
delle posizioni iniziale e finale del sistema dato
con quello infinitamente poco variato, varra sem- |
pre la (34); essa costituisce il Zeorema dell’azione |
variante. jj




-
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Come si & detto, la costruzione di 7 esige la
risoluzione del problema del moto; cioé la ri-
cerca delle ¢, mediante il tempo e i valori ini-
ziali delle coordinate e delle loro derivate. Quindi
|7 risulterd funzione, oltre che delle ¢,, anche
di questi valori iniziali. Supposto sia possibile
ricavare 1 valori iniziali delle derivate, mediante
/, 7. € qv, I risulterd funzione di questi para-
metri e perd :

(78 F oV
p':l(,\ r 4+ =— 8 ‘r’)
O o 0 qr g 5

(8 7]

/ essendo rimasto costante. Dal confronto colla v:‘,
(34), attesa l'arbitrarietd delle 2 ¢, e 8 ¢,°, risulta

4 ool R .
39 k=g S S

Le componenti dell impulso sono le derivate del-
l'azione rispetto alle coordinate generali del sistema. ?

Le (35) sono 2z relazioni tra 2., ¢, € 27 |
costanti (valori mmah) esse sono dunque gh 1
integrali delle equazioni del moto, i quali vengono »»g
cosi a dipendere dalla ricerca della funzione I
Vediamo se tale ricerca pud farsi lndlpendente-
mente dalla integrazione delle equazioni del moto.

u '»mm

§ 9. Proprieta fondamentale dell’azwne,
Teorema di Jacobi. — Dimostriamo che-

R AALY 02
mﬁrﬁtnnuih
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L’azione soddisfa ad una equazione alle de
ripate parziali del primo ordine e di secondo grado.
. Deriviamo infatti la (33) rispetto al tempo

risulta
av- ov ¢ V

—_— \ = 7
dt (z‘+ U gtk g
e per le (35)
g o0 o Vi
’F’2'+‘—P1~91‘_1——|I—0’

~ introducendo quindi la funzione © e poila H del
~ § 4 del capitolo precedente si ha

% X 2 I/r
- (36) - +H—o.
- Se nella H, funzione delle ¢, e funzione qua-
- dratica delle p,, al posto di queste, per le (35)

~ sostituiamo le

otteniamo I’equazione richiesta.

0q.
gE di capitale importanza notare che la regola
precedente permette di formare, sempre, la (36).
- L’importanza di questo risultato scaturisce dal
seguente teorema fondamentale di Jacosr. (¥)

(%), Jacosi, Vorles. iber Dynamik, (1842-43), herausgeg.- :
von CresscH, Berlin 1866; Ges. Werke. Supplem Berlin
1884, pag. 157. >
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Sia V (t, q;, Qg - - G, By, - &) Wk e
grale completo della (36); cioé contenente n costanti
arbitrarte nessuna delle quali addittiva,; allora le

0 p oV S
\, =P 592— gty
(37) A =
2 OV oV
e B e SRR
0 &, 0 o,

dove le 3 sono altre n costanti arbitrarie, sono gli
integrali delle equazioni del moto. :
Ci limiteremo a fare una rapida verifica del
teorema, provando inversamente che, dal sistema
(37) si deducono effettivamente le equazioni del
moto. -
Infatti facendo variare le ¢, e le «, rispettiva-
mente di ¢, e ¢ a,, avremo

(87

Vi <[95 +ﬂ 8a>~‘(pr591+£35“)

Derivando rispetto al tempo

dsl’ = RN <
(38) dl‘ =L(PL°9|+Pr°9’r)-

Ora

é’V oV ‘
at-}_ ﬁrqr —H+2Pr9;

in virth della (36). Differenziando colla cafat}i;



-~ dr ((H
=2z,

, =
7ty 5p.)+ (.54, 10508

e per la eguaglianza dei primi membri di (38) :
e (39) risulta

_\_(' cHy\ (,, 1%
-l:“QF __Fpr)cpr_‘ I'T; t],) JQr]:O

e~ 0 H s L Mk

?-—~(A/)r e g
> appunto le equazioni del moto sotto forma
nonica. 3
In sostanza dunque: #/ problema della ricerca
| integrali del moto di un sistema olonomo
elto a forze conservative ¢ identico con quello
L vicerca di un inlegrale completo della (36). '
1 vincoli sono indipendenti dal tempo, sus-
‘integrale dell’energia, e si ha E

== e —
H rappresenta lenergia totale. Poniamo

L’:-—Ilt"— W(91:92: ""gﬂ)'



il moto df Son sisiema

[’equazione (36) si trasforma nell’altra pit
semplice

cwW W

(41) H(ql.(]__, ..... ,(],/q..‘.
1 2

==
contenente le sole derivate della funzione W che
funge in questo caso da funzione caratteristica.
Determinato un integrale completo della (41),
cio¢ un integrale contenente, oltre /%, altre 7 — 1
costanti & ,a,....%, , arbitrarie, nessuna ad-
ditiva, gli integrali ultimi del problema di mec-
canica sono

c W cw o cW
(42) ':—':l—{'— Ty ,~‘V*:‘51 Shartiaty ,72@,_,
ch ¢ % C Oy
essendo g sl Sl 3.-: altre 2 costanti arbi-
trarie. (%) E

$ 10. Teorema della minima azione e
del minimo sforzo. — Ci limiteremo a enun
ciarli. Supponiamo intanto che sussista I’ integrale
dell’energia, cio¢ I’integrale (20) e consideriamo

E
(43) "'Tdtz»—}—_‘;jmz'a’s;
fo

2

(*) Per tutta questa teoria, di cui qui ¢ dato appena
un fugace cenno, si vedano la citata opera di Jacosr
sopratutto I'dnalytical Dynamics del WHITTAKER.
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$i suppongano dati per 7 e 7, i valori delle coor--
dinate generali del sistema ed il valore di 7 per
¢{=1{,, cid che equivale a fissare la costante ke
della (20). Si ha:
Le funzioni q di t che rappresentano gli in-
tegrali del moto, rendono minimo [ integrale (43);
0 piw precisamente annullano la sua variazione
prima.
‘Questo ¢ il principio detto della minima
azione. (¥)

(*) 11 principio della minima azione ¢ dovuto a Mau-~
PERTUIS: Accord des difféventes lois de la nature. [Mém. de

- PAcad. de Paris, 1744]; Des lois de mouvement et de repos 1
déduites d’un principe métaphysique. [Mém. de P'Ac. de
- Berlin, 1745, pag. 286; Oeuvres, Lyon, 1768], che non
~ ne diede una vera dimostrazione, ma si contentd di veri-
- ficarlo in alcuni casi. Questo principio sollevd una vivace
e famosa polemica. Vedi: Jacost, Vorles ii. Dynamik, p. 433
Macn, 1. c., pp. 346-348; e per pi ampie notizie sto-
riche: HELMHOLTZ, Zur Geschichte d. Prin. der kleinsten A,
Action [Berliner Berichte, 1887, pag. 225; Gesamm. Ab-
‘hand., 3, pag. 249|; Maver, Storia del principio della mi-
- nima azione [Bull. Bibliogr. di Boncompagxy, Il pp. 155~
156 (1878)). :
- La sua esatta formulazione & dovuta ad A. MAYER
[Leipziger Berichte 38, pag. 343 (1878)] e ad O. HOLDER;
Q[Gottmger Nachrichten, 1896, pag. 150].
~ Vedansi ancora le opere di Mace1, pagina 181 e di
~ WHITTAKER. : i
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Nelle stesse condizioni la
> { I " 5 i
30— (m P — F)!
m \

riesce pure un minimo pel movimento effettivo; e
si ha il teorema del minimo sforzo di Gauvss. (¥)

Esercizi.

1. Trattaie col metodo di JacosI il problema

del moto di un punto attratto da un centro fisso

con una forza funzione della sola distanza.

[l centro di attrazione sia nell’origine delle coordinate e

la posizione del punto sia fissata dal raggio vettore ¢,,

dalla colatitudine ¢, e dalla longitudine ¢,. Si ha

2T=m(q"* 49"+ g, sen” ¢,. ¢5"%)
e poiché le componenti dell’impulso sono

= FE ey 2 SERT e W 723
y=mgy s pp=mql gy, py=mg,®sen® g, .q

(*) Gauss, Ueber ein neues allgemeines Grundgesely der
Mechanik [Journ. fur Math. 4, pag. 232 (1829). Werke 5,

pag. 23]. Vedasi sopratutto: BoLTzMANN: Vorles dber die

Prinzipe der Mech. 1, pag. 65 e i lavori citati di GiBBs e
Apperr al § 3, Cap. III; i quali contengono un approfondito

esame sulle relazioni tra il principio di Gauss e quello
delle velocita virtuali.




2 I
2.7 __;'T(pl i ’( zl) + sen’q f’q)

L’ energia potenziale & poi espressa da una funzione
di ¢,; e poich¢ ha luogo I'integrale della conservazione
dell’energia, 'equazione (41) diventa

e W \2. 1 (0 W\ I ¢ W\?
Pl 0 : A = :
(a’h) I ‘[12(5 ‘]2) ) ‘]125en2‘]2(; ‘Is) amlh T oy 3

In questa la g, non figura esplicitamente; si cerca di sod-
distarvi ponendo

W=W,+ W, + ayq,

- in cui a, ¢ una costante, /7, funzione della sola ¢, e Wy
funzione della sola ¢,. L’equazione precedente si spezza in
~ queste altre due

A af AWNS o ads
,(dqx)_z"‘('b_“)_ﬁ‘;’( qa)+sen”qz_a‘

essendo «, una nuova costante: con due quadrature si
determinano /7, e W, e quindi 'integrale /7 completo |
dell’equazione di HamiLTon-JacoBl. Con suscessive deri-

h;ya'zioni, applicando le (42), si ottengono gli integrali delle =
uazioni del moto. 3
- Questo ¢ uno dei piu semplici esempi della integrazione
iklla (41) colla separazione delle variabili. :

- [Jacosy, 1. c., pag. 183].

- 2. Lo stesso pel moto di un punto su di
superﬁcne levigata e fissa. ~ 4



Riferiti i punti della superficie ad un sistema di c
dinate curvilinee ¢,, ¢, e posto I’elemento lmeare sotto
la forma

ds*=FEdq’+2Fdg¢ dg,+ Gdygg’,
risulta, supposta eguale ad uno la massa:
2T=Eq*+2F¢, ¢, +6q"
n=Eqd.+Fqy , p,=Fq¢,+Gqs; :
e quindi nella ipotesi che esista I’integrale della energla_,‘
’equazione (41) diventa

() = (5w) () +2 (gl

—2(h—1) (EG— F?).

Se le coordinate sono ortogonali ed isoterme cioe
E=G=1(q,9),F=0;

e il punto non & soggetto a forze (moto geodetico), l’equa
zione precedente diventa

cw oW \2
— e e R
(a.q1)+ aq.)

Nel caso delle superficie di LiouviLLE, in cui

A=2,(q;) + A, (g),

posto :
: W =W, (q,)+ Wy (g
si deduce subito W; quindi gli integrali del moto

dq 4
SmeaE j‘ 1 s j‘ 2
C]’ e ‘\/zhll—l—a, V2hri—a

in cui 7, a , 8, sono costanti arbitrarie. L’ultima &



 Capitolo IV

zione delle geodetiche, la cui determinazione quindi di-
pende dalle quadrature. 1

Le quadriche appartengono alle superficie di LiouviLLE
[Jacosy, 1. c., pag. 198 e 212]. ’

Sempre nel caso delle superficie di LiouviLLE, la inte-
grazione della equazione di HamiLToN-JAacoBI, colla sepa-
razione delle variabili. riesce ancora se I’energia potenziale
¢ espressa da

= 0, () + T, (22)

Se poi si vogliono trovare tutte le superficie per le
quali Pequazione detta pud essere integrata colla separa-
~ zione delle variabili, si trova che esse sono precisamente
le superficie di L1oUVILLE, in cui sia fatta una conveniente
scelta di variabili.
[MoRERA, Sulla separazione delle variabili ecc. Atti del-
~ PAccad. di Torino, 16, pag. 276 (1881); STAECKEL, Math.
- Annalen, 35, pag. 91 (1890)].

: 3. Moto di un punto su di una superficie
- di rotazione, supposta I’energia potenziale funzione -
“del raggio del parallelo.

/ Se g, ¢& il raggio del parallelo, ¢, la longitudine e I'asse 7

- & Passe di rotazione, essendo ;= f(q,) lequazione della
curva meridiana, si ha

ds? =1+ f(q)°)d 9> 4+ ¢,* d 3,°,

Pequazione da integrare (esercizio precedente) &

2
1 :
E ¢

Vto+ren () ;
=2 ¢ [t 41" (g,)’] [P —T(q,)]. 4




o Caeoremt generaii mzmww o P

Se si pone W—al (12+W (g,) si trova subito (a, es-
sendo costante)

W= llﬁ‘\ ‘“ +I (0,)*] [2 4, (b — 1) — &%}
Basta ora applicare le (42).

4. Trasformare la (41) nel caso delle coordi-
nate ellittiche nel piano. Problema di EULER.

Nel caso di un moto piano la posizione di un punto
sia fissata mediante le sue distanze r ed 7, da due punti
fissi F ed F, distanti di 2 a (coordinate bipolari). Queste
coordinate non essendo ortogonali, riferiamo la posizione
di P ad un sistema di coordinate ellittiche # e v ponendo

Tty =24 v =20,

Le curve u==cost. sono ellissi coi fuochi in F ed F, e
di semi assi u, \x'u? — a*; le curve v = cost. sono iperboli
omofocali di semi assi v, \/a? — v2; od anche di semi assi:
aChé,aSht ed acosy,asenny.

Le coordinate ortogonali di uno dei punti P d’interse-
zione di queste coniche rispetto ai loro assi sono date da

ax=uv

; ay=\@'—a) (@ —1?)

oppure da x =aChtcosy , y=aShéseny.

Deduciamo quindi per I’energia cinetica agevolmente,

colle coordinate u e v:

2 2 2 3 :
u?— v w— v 5

2= REEE e Nl 3
u*— a v2—a

o




- Se il movimento del punto P non avviene in un pia
g
~ possiamo individuare la sua posizione nello spazio a

gnando I'angolo w che un piano passante per F F, fo
con un piano fisso e, sul piano mobile, le coordinate u e w.
L’energia cinetica complessiva si comporra di due parti
della precedente e di quella dovuta al moto di rotazione
del piano, espressa dalla meta di »* w™; quindi

2

u2 e 'yg @

Nt — o

w's
(1 — a®) (a® —v?) -

g

Cio posto, ricercando le componenti dell’ impulso,
_ trova subito che la (41) si trasforma nella

2 42 mz_ 2 — g2 a_Wz
e a)(6u> @ “’(a«u

o (u) — §(v)

T

=

orma se

e s
nfatti 3 . ]
,+k‘2 k‘“’(u—'u)—}—k*(u-{—z-)‘ 2’

T 2 — 92 ,p_i_ai:u?
1 3




e quindi
_ut— v‘—a’(u’ v")
u? — o

I i u?—a> 12— a°
S T AT u® ? Z

1 a® I 1
9w\ T =

Se a== A= B =0, abbiamo il problema di EuLEr d
moto di un punto attratto verso due centri fissi sec
le legge di NEwToN. [Mém. Acad. de Berlin, 1760, p. 228
Novi Comm. Acad. Petrop, 10, p. 207 (1766); I, p.l :
(17671

Poiché nella equazione di HAMILTON-JACOBI w n
comparisce esplicitamente un mtegrale completo pud
tenersi ponendo

W=yw- W, (u)+ W,(v)

¢ si trova subito, indicando con ¢ una nuova cost.

H

(#* = a’){t:zl: 2 —a)je—(R+EDu—huf=R

(v* = a")%—%: 2 (22— a?) je—(R2—k*) v — hq{’f =

Ricordando poi che, pel teorema di Jacobi,
oW - u— 1t

—— =————u', ecc.
¢ u TR

otteniamo le due equazioni del movimento

(= ’)du |/R(u) ; (u’—v’)%—?:-.

che servono di base alla completa discussione del pi
xg—mwmm,.» : : ik i



Capztolo I V Z

La traiettoria, nel caso di movimento piano in cui y =0,
pud essere una conica (e in particolare una ellissi) coi |
fuochi in F ed F,. Vi hanno infiniti casi in cui essa &
una curva algebrica, la cui equazione differenziale ¢

VR@) VSw

I calcoli, conducenti a funzioni ellittiche, possono essere
fatti anche in modo semplice ed elegante, partendo diret-
tamente dalle equazioni di LAGRANGE per mezzo delle coor-
dinate £ ed 7.

Considerazioni generali sulla forma della traiettoria si .
trovano in Morera, Giornale di Mat., 18, (1880), pag. 343
CHARLIER, Mechanik-des Himmels, 1, Leipzig 1902; e per .
il caso che un centro attragga ed uno respinga, WOLLER,
Inaug. Diss., Kiel 1905.

Per 4=B=o0 si ha il problema di LAGRANGE, in cui
allattrazione dei due centri F e F;, si aggiunge un’at-
trazione diretta verso O e proporzionale alla distanza,
~ [Misc. Taurinensia, 4 (1766-1769); Oeuvres compl. 2,
pag. 67]. La trattazione ¢ del tutto analoga.

Si veda ancora: SERRET, Journ. de Mathém., 13, p. 17 |
(1848); KONIGSBERGER: De motu puncti versus duo fixa
' centra attracti. Diss. Berlin, 1860; PerLEWITZ, Untersuch. |
dther die Falle u. s. w. Inaug. Diss. Leipzig, 1872; \\«HIT-
TAKER, Analy. Dynam. pag. 69, 95.

E anche frequente in Meccanica 'uso delle coordinate
_paraboliche; in cui le coordinate di un punto in un piano
sono funzioni dei parametri #, v di un sistema di parabolel
omofocali (col fuoco nell’origine)

\
|
(=]
dao print ot ot e L bl Uiid

Laie s

YP=4rlm—x) ; r»=4v@Fx); 3



E= iU o BN B

5. Il moto di un sistema con due gradi
liberta pud sem: re ridursi ad un problema.
moto in un pianc.

Siano # ed y le ¢ ordinate del sistema e siano scelte i
modo che Penergia «inetica abbia la forma

2.5 =10+

forze conservative, sono

3)

d ;i
—(z Ry S - — — s ece.
¢i}l( (x == 9% S &c

Inoltre
%l(x"‘—i—y"):b—ﬂ. !

Posto d t; = X dt otteniamo facilmente

=— a—a’ [&(m —D)]; C(I:C.V

la energia potenziale essendo ).(ll =B
Se in particolare

A —h=e@®—¥01),
avremo 2 ;
Fz . det®) - Py del
AP s L e




donde

2 (‘(Il‘:) o(®)+ 4 ; L(%{—)*"(\H—B

”"2 2

‘ma per P'integrale dell’energia 4 + B=o. Il problema & ;
ridotto alle quadrature. L’equazione della traiettoria ¢

; st dy

\/A—cg(x) /'(1)—-1

Se la condizione imposta vale qualunque sia ; e quindi :
r h=o0 e h =1, deve essere 2 =uo (%) — B(»); lele- =
r_:m(;nto lineare nel piano xy ¢ quindi della forma
g .

ds’=1}a(x) — B} ¥+ dr?).

°

o si riduce a questa forma: 1° nel caso delle coordi-
cartesiane; 2° nel caso delle coordinate polari in cui |
tox = log 7, y = 0 esso assume la forma ¢ 2+(d #* 4 d *);
ergia potenziale ¢ della forma

¢ (®) — e—2x4(y),

3 nel caso delle coordinate ellittiche e paraboliche;
n queste soltanto. 3
LIOUVILLE, Sur quelques cas parliculiers ot les équations
mouv. d’un point pewvent s intégrer. Journ. de Mathém, -
pag. 345 (1846); 12, pag. 410 (1847)].

6. Trattare col metodo di Jacomi l'esercizio .v
Cap. I :

biamo un caso di vincolo dipendente dal tempo; e

2 T=r+4 w477



O=3pg —T= - (p*+p—rw)

e l'equazione da integrare &

() e

or 97

Si trova un integrale completo, ponendo

Ve bt W, )+ W, Q)

e si ottengono gli integrali

—bL_

S\/al—f—?w 3‘\/zb~a,—2g{

e e
“\/zh—al—zgz =

7. Se Penergia cinetica di un sistema
gradi di liberta (per es. 2=—=3) ¢ della fo

2 I'=(4,+4,+4) (B, ¢*+ B, &> + B
essendo le A4;, B, funzioni rispettivamente
e se l'energia potenziale ¢ della forma
U, + Uy + U
A, + 4, 4+ 4
con U, funzione di g;; il problema & r
alle quadrature (Problema di LiouviLLE

s




Supposti i vincoli indipendenti dal tempo, si deve in-
tegrare la '
2‘”‘ (;%) < A8 A h(d, fA, A,

La ricerca di un integrale completo riesce (colla sepa-
razione delle variabili), ponendo

W =W, (q,) + W, (g2) + W;(gs).

In questo caso rientrano le coordinate ellittiche nello
spazio.

Ricerche generali sulla forma delle equazioni di HamiL-
TON-JacOBI integrabili mediante la separazione delle varia-
bili si debbono a StArckiL [Math. Annal. 42 (1893)]; a
Levi-Covita, a DaL’Acoua [ibid. 59 (1904), 66 (1908)]
ed al BurcarTi [Rend. R. Acc. Lincei, (5), 20, pp. 108-

111 (1° sem. 1911)]

Riguardo a questa classe di problemi, che comprendono
i piit classici della meccanica, vogliamo notare che &
;/st‘ato dimostrato il seguente elegante teorema.

Ttti i problen:i di moto con due gradi di libertd, pro-
‘dotti da forze comscrvative, ir cui ha luogo un integrale qua-
dratico rispetto alle compo: znti della velocitd, diverso da
quello dell’energia, sono prol emi di Liouville. =
Le ricerche di BerTrRAND | Journ. de Math. (2), 2, pp. 113-
140 (1857)] furono completate da Massieu, Sur les inté-
rales algébriques des problimes de mécanique. These, Paris
861, cui devesi il teorema enunciato, e da DarBoux
Arch. Néerl. (2), 6, pp. 371-376 (1901)].

- Vedi anche una mia nota in Rend. Acc. di Napoli (3),
1, pp. 79-83 (1915).

2.1} caso del moto geodetico & stato considerato da Riccr
Atti Ist. Veneto, 52, pp. 643-681 (1893-94)].
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