
CAPITOLO V. 

DINAMICA DE l SISTEMI RIGIDI. 

§ 1. Momento d'inerzia rispetto ad un 
asse. 

JJ!fomento d' inerzt~a di un sistema materiale ri-
spetto a a ez ro o t 

m unti del sistema per i quadrati 
del e distanze dei puuti .stessi dall'asse. 

Se 7 è !a-crlsi:anza di un punto P del sistema 
in cui è concentrata la massa m, il momento di 
inerzia ~ (sempre positi vo) è espresso da 

( r) 

Le sue dimensioni sono [111, 12] . Se S I tratta di 
un sistema continuo a tre dimensioni e diciamo 
k la densità dell'elemento d 't di volume, abbiamo 
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Se diciamo p. la massa totale del sistema, pos
siamo porre, conforme alla (I), 

a è la distanza in cui si deve collocare una massa 
p. dall' asse perchè essa abbia lo stesso momento 
d ' inerzia del corpo; ed anche è il raggio di una 
circonferenza col centro sull 'asse e perpendicolare 
a questo, e sulla quale distribuendo tutta la massa 
del corpo, il momento d' inerzia di essa risulti 
eguale a quello del corpo. Perciò a dicesi raggio 
d'inerzia. (*) 

In tutta questa teoria è di fondamentale im
portanza la consideraz ione della seguente omo
grafia, funzione di un punto O e della distribu
ziOne delle masse del corpo : 

(3) cr=-'f.m (P-0) /\ [(P-- 0) /\]; 

la sommatoria (oppure integrale) è estesa a tutti 
i punti del sistema. 

(*) Questa teoria, cominciata da HUYG ENS a proposito 
del problema del pendolo composto nel suo Hat·ologium 
oscillato1·itm~, Pars IV, r 673, fu sviluppata da EuLER: Re
chercbes sur la. connaissa.uce mécauique __ d es cat·ps [ 1ém. 
Acad. de Berli n, 1758, p. qr-r 53j e sopra tutto in Tbeorù1 
motus corpor:mt solùlorum, Rostock 176 5,~Cap . 5· 
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Si vede subito che essa è una dilatazione e 
ammette quindi tre direzioni unite ortogonali 
lVol. I, pagg. 24, 2S]. 

Il momento d'inerzia :3 rispetto ad zm asse 
uscente da O e parallelo ad un vettore unitario u 
è espresso da 

(4) ~ = u xcr u . 
Infat ti si ha 

r = mod [(P - O) 1\ u] 

qu indi da ( r) : 

~ = 2: m f(P- O) 1\ u i x [(P- O) 1\ u] 
= u x ~ [ (P - O) 1\ u ]/\ (P -- O) = u x a u . 

Una notevole rap presentazione dei vari mo
menti d ' inerzia del sistema rispetto a tutti gli 
assi uscenti da O si ottiene col seguente teorema: 

Riportando a partire da O su ogni asse e nei 
due sensi u1t segmento eguale ad h : 1/~, il luogo 
degli estremi di questi segmenti è mt ellissoide con 
centro in O e clte dz'cesi ellissoide d'inerzia relativo 
ad O. (*) 
Posto infatti (!t essendo costante) 

(N- O) v~ = ll u 

C") CAUCHY, Snr les m ome11ts rl' Ù1erlie, Exercices de 
mathém., 1827 [Oeuvres compi. (2) 7, pag. r 24). 
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da (4) r isulta subito 

(5) (N-O)xcr (N-0)=1t2
• 

Q uesta è la quadri ca indicatrice della dilatazjone 
cr ; e poichè N- O è se m p re reale e non può 
mai diventare infinito, tale quadrica è effet t iva
mente un ell issoide. La costante (t (dipendente 
dalle dimensioni) può essere fi ssata a piacere; i 
vari ellissoidi essendo tutti simi li e similmente 
d isposti. 

Gli assi di tale ell issoide sono le di rezio ni 
un ite di cr; essi di consi assi principali d'inerz ia 
relativi ad O. Inoltre: 

Il vettore cr (iV- O) è normale al p iano dia-
11telrale coniugato di N- O rispetto all' ellissoùfe 
d'inerz ia. [Vol. l , pag. 24] ; od anche 

I l vettore cr (N- O) è normale al piano tan
gente in N alL' eLLissoide d'inerz ia. 

Diciamo i , j , k la terna di di rezioni un ite d i 
a; A, B, C i moment i d'i nerzia (pri ncipali) n
spetto agli assi principali d ' inerzia; si ha 

( 6) . cr i = A i ; cr j = B j ; cr k = C k. 

Deve essere infa tti a i . m i e poscia per la ( 4 ), 
Jlt = A; ecc. 

Se ogni terna ortogonale è di direzioni unite 
der a , l'omografia si rid uce ad un ·numero, che 
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per la ( 4) è il momento d ' inerzia del corp.o n
spe tto ad ogni r etta uscente da O. 

Proviamo ora i d ue seguenti teoremi : 
r . Un asse è principale d'inerzia p er un suo 

solo punto; soltanto quelli relativi al cenù o di massa 
sono principali p er ogni loro punto. 

Abbiamo infatti pel punto O, 

L m [(P - O) 1\ i] ! \ (P - O)= A i . 

Considero il punto 0 1 tale che 

e supponiamo che l 'asse O 0 1 sia d ' in~rzia pure 
ri spetto al punto 0 1 ; quindi 

od anche 

2: m [(P - - O) 1\ i] /\ (P - 0 1) =A i . 

Qui ndi per sottrazione troviamo 

~m [(P - O) 1\ i) 1\ i = o; 

e se diciamo G il centro di massa, 

(( G - O) 1\ i_l 1\ i = o; 

cioè ( G - O) ·/\ i dovendo ri sultare parallelo e 
normale ad i , d eve essere nullo , e quindi G - O 
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deve essere parallelo ad 1; cioè G deve 
sulla O 0 1 . 

2 . Se a è il raggio d'inerzia 
asse; a1 quello rispetto ad un asse parallelo con
dotto pel centro di massa G , o la distanza 

q 

F ig 9-

due assi, si !ta 

(7) 

Sia infatti (Fig. 9) i un vettore 
unitario parallelo alla normale 
m une ai due assi; 1' ed r 1 le 
di un punto P dai due assi. Risulta 

r2 = r/ + o2 
- 2 o . (P--:- Q ) x i 

e quindi , essendo 

(P- Q ) x i = (P- G) x i , 

2: 1/t r 2 = ~m r 1
2 + f1 o2 - 2 o i x ~m (P- G) 

ma 2. m (P - G) = O; onde per la (2) risulta 
la (7). (''') 

Il calcolo di ogni momento d ' inerzia viene 
perciò ri condotto a quello ri spetto ad assi 
dal centro di massa, cui competono i più piccoli 
momenti . 

Dalle precedenti formule generali è assai 
vole passare a formule in coordinate cartesiane. 

(*) H u VGENs, Horologium oscillatorium, Pars IV, 
XVIII. 
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Sia perciò O (i , j , k ) una tema fondamentale, e 
ri spe tto a q uesta siano: x, y, z le coordinate del 
pun to generico P del sistema materiale; ç, Y}, ç 
quelle del punto N; a, ~' y i coseni direttori del 
vettore unitario U o I noltre poniamo : 

(8) 

(A = i xa i ; B =j x a j ; C= k xa k 

(

) A1 = j xa k = k xa j 
B 1 = k x a i = i x a k 
cl = i x a j = j x a i o 

R isul ta che A, B, C sono i mo menti d'inerzia del 
si stema r ispet to agli assi coordinati e le loro 
espressioni in coordinate cartesiane sono 

.3 m (y2 + z2) , ~ m(z2 + x2) , ~m (x2 + y2) ; 

quanto ad A 1 , B 1 , CI> dett i prodotti d'inerzia, 
essi sono nulli se i , j , k è la tem a degli assi 
pr incipali d ' inerzia; hanno per espressione 

- ~ m y z, - ~mzx, - ~ mxy o 

Ciò si ded uce senz'altro dall a (3)0 Inoltre è (Vol. I, 
pagg-0 22, 2S) 

I1 a= 2 ~ m (P- Of =A+ B + C. 

L'espressione del momento d 'inerzia è 

(9) 
~ = A a 2 + B ~2 + C y2 

+ 2 A 1 ~ y + 2 B1 y a + 2 C1 a ~ o 
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Infatti 

u =a i +~ j + y k ;cr u =a .cr i ~ .crj + y .crk. 

Sostituendo nella (4) , svi luppa ndo i prodotti e 
tene ndo presenti le (8) risulta la (g). 

L 'equaz ione dell' elli ssoide d ' inerzi a (5) è 

Se poi ci riferiamo alla terna deg li assi princi
pali d'inerzia, nelle formule precedenti faremo 
Al= El = cl= o; e se facciamo inoltre !t = I, 

l'equazione dell'ellissoide diventa 

Vogliamo finalmente osservare che dalle (8) risu 

(I 2) 
B + C-A > o , 

C + A-B>o, A + B- C > o; 

poichè ognuna delle espressioni precedenti 
2 2: m x 2, ecc. Di qui segue che non ogni 
soide può riguar.clarsi come ellissoide cl '· 
per una data distribuzione eli masse, 
intanto necessarie le ( r 2 ). Se poi, supposte 
rificate le ( 12 ), -poniamo 

B +C-A =2ç2 , C+A-B=2'Y]2
, 

A+ B~ C= 2 ç2 · 



Di111lmica dei sistemi rigidi 207 

e consideriamo sugli assi tre punti distanti da O 
r ispettivamente di ç, YJ· ç ed in essi concentrate 
tre masse un i tarie, otteniamo precisamente un 
sistema di tre masse che ha per mom enti, ri
spe tto g li assi, A, B , C e il cui ellissoide ha per 
centro O e per assi g li assi considerati. Dunque 
le ( r 2) sono suffi cienti. ("') 

Nei corpi omogenei rotondi , anche l'ellissoide 
d'i nerzia è d i rotazione; se il corpo è un cubo 
o una sfera, l'elli ssoide d ' inerzia relativo al centro 
è una sfera; ecc. 

§ 2 . E nergia cinetica e coordinate del
l' impulso. __:_ Vogliamo ora ricercare le rela
zioni ch é intercedono tra l'energia cinetica, coor
dinate dell ' i m pu lso e il moto istantaneo di un 

sistema rigido. 
· Co minciamo col caso particolare, specialmente 
interessante, in cui il corpo ha un punto fisso O 
e q uindi il moto del corpo è una rotazione istan
tanea intorno all'asse O Q. 

Le coordinate deltimpulso (Cap. IV, § 5) e 
l'energia cinetica sono espresse dalle formule 

( !3) R = J-l Q A ( G - 0) = G'; M = cr Q 

(r4) 2 T= Q x M 

("') CJSOTTI , Ull 'osservazione sopra gli ellissoidi d'ùm-zia. 
[Suppl. ai Rend . Circolo ma t. di Pal ermo, 6 , p. 30- 31 (191 1)]. 
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in cui Q è il vettore della velocz"tà istantama 
rotazione. 

Inoltre se ~ è il momento d 'inerzia del corpo 
intorno all'asse O Q, w la grandezza ·della velo
cità istantanea di rotazione Q ; p, q, 1' le compo
nenti eli Q ri spetto ad una terna fondamentale col
l'origine in O, si ha pure, colle notazioni del § I, 

2 T=~ w2 

2 T = A p2 B q2 + C r 2 

+ 2 A 1 q 1' + 2 B 1 r.P + 2 Cd q. 

Basterà applicare le formule ( 2 I ) del Capitolo 
precedente, e la formula fondamenta le di Cine
matica che nel caso attuale si trad uce nella 

P"= Q (\ (P- O); 

con ciò si ·deducono subito le (!3), tenendo pre
sente la (3). La (14) s i deduce osservando che 

2 T = ~ m P ' x P ' = 2: m Q x (P- O) !\ P' 

=Q x ~m (P- O) (\ P 1
• 

Posto finalmente Q = w u dalla ( r 4) e dalla se-
conda di (I 3) risulta · 

2 T= w2 u x cr u = '3 w2 

=A a 2 w2 + .... + 2 A 1 w
2 ~ y + .... 

e quindi si ottengono le ( 1S) e ( t6 ). 
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Notiamo ancora che se cr ha infinite terne or
togonali di direzioni unite (cioè si riduce a un 
numero) si ha: 

L'incremento di energia cinetica, per un incre
mento injinitesùno della velocità dei singoli punti 
del corpo, è espresso da 

Infatti SI ha 

d T= L. m P' x d P ' ; d P' =d Q 1\ (P- O) 

qu indi si ha la prima delle ( r7 ); poscia diffe
renziando la ( r 4). risulta la seconda. 

I precedenti ri sultati sono suscettibili di una 
elegante interpretazione geometrica. 

Per il punto I = O + Q (polo di rotazione) 
conduciamo un ellissoide simile e similmente 
posto all'ellissoide d'inerzia (luogo del punto N 
del § precedente); esso è rappresentato da 

(I- O) x cr (I- O) = cost. 

Q uindi : 
Il momento dell'impulso, cioè il vettore 

M = cr Q , è normale al piano diametrale coniu-

14 - 111ARCOLONGO. 
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gatQ di Q nspelto all'ellissoide d'inerzia relativo 
al punto O. (*) 

Si può inoltre osservare che, per la (14) e per 
essere 2 T > o, l'angolo di Q e di M è sempre 
acuto. 

La seconda delle (I 3) può invertirsi, cioè 

Q =cr - ' M 

indicando con cr - ', come usualmente, l'inversa 
della omografia cr. Essa è del pari una dilatazione 
ayente le stesse direzioni unite di cr. La sua 
quadrica indicatrice è l'ellissoide reciproco di 
quello d ' inerzia; e però ha luogo una proprietà 
del tutto. analoga alla preceden te ; cioè : 

Il vetto1'e della velocità istantanea di rota
zione è normale al piano diametrale coniugato di 
M rispetto alt' ellissoide reciproco a quello d'inerzia 
relativo ad O. C**) 

Ora è facile passare al caso el i un corpo libero. 
Basta osser vare · che il moto istantaneo consta di 
una traslazione di velocità O' e di una rotazione 

(*) PoiNSOT, Tbéorie uouvelle de la 1"0/a.tion tl'uu c01·ps, 
Paris, 1834 e Journ. de Mathém. pures et appl., 17, p. 79 · 
(! 85! ). 

{**) MAC CuLLAGH, Ou lhe mlation .... Proceedings of the 
Roy. Irish Acad,, 2 ( 1841), pag. 520, 540; The collected 
Works (Dubli n r88o), pag. 329· CLE BSC H, Zm· Theorie der 
T1·iigheitsmomenle .. . Journ. fur Mathem. , 57 (18 59), p. 73· 
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istanta nea. Le coor·d inate dell'i m pulso, nel moto 
eli traslazione, sono 

11 O' , il (G-O) 1\ 0'. 

Quindi s1 hanno senz' altm le formule 

(19) 

) R = Il O' + Il Q 1\ ( G - O) 

l JVl = Il ( G - O) 1\ o + G Q . 

z T = O' x R + Q x M 
d T= o· xd R + Q xd M 
= R x d o· + M x d Q. 

Quanto all 'energia cinetica g iova tener presente 
il teorema dimostrato al § 3 del Cap. precedente; 
e rile.vare il fatto che nel caso del corpo rigido, 
alla decomposizione del moto (per rispetto alla 
veloci tà) in un moto di traslazione e in uno di 
rotazione, non corrisponde una analoga decom
posizione dell'energia cinetica , a meno che il 
punto O non coincida con il centro di massa. 

Non offre difficoltà il passaggiq a formule in 
coordinate cartesiane; e si deduce subito che le 
componenti dell'impulso sono funzioni lineari ed 
omogenee delle componenti del moto istantaneo 
elicoidale del sistema, e quindi : 

L'energia ànetica è una funzione quadratica 
omogenea, definila e positiva delle componenti del 
molo e liroidale. 
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Dette U, V, W le componenti di R ; P, Q, R 
quelle di M (componenti dell ' impulso) , la prima 
delle ( r g) ci dà 

2 T = U u + V v + W w + P p + Q~q + R r; 

cioè : 
L 'energia ciuetica è una funz ione bilineare 

delle componenti dell'impulso · e del moto elicoidale. 
Dalla terza delle ( r 9) deduciamo poi 

dT= U du+Vd v + Wdw+Pdp+Q:dq+Rdr 

e quindi: 
L e componenti dell' ùnpulso sono le derivate 

parz iali dell' ene1xia cinetica risp etto a/le cçmzpo
nenti del moto elicoidale ; ossia 

ar or 
U=a;;····· · · P = 0p , ..... . . 

Queste equazioni , come g-ià fu osservato, sono 
lineari ed omogenee nelle u, v . . . 1·. Il loro de
terminante è il di scriminante d i T che è sempre 
positivo per essere T funzione quadratica 
genea definita positiva ; e quindi è possibile 
versamente esprimere le componenti del 
elicoidale come funz ioni lineari ed omogenee 
componenti dell ' impulso. Hanno quindi luogo 
altre proprietà : 
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L'energia cinetica è una funzione quadratica 
omogenea definita positiva delle componenti dei
l' impulso ; 

Le componenti del moto istantaneo elicoidale 
sono le derivate parziali dell'energia cinetica ri
sp etto alle componenti del!' impulso. (*) 

E se finalmente ci riferiamo al centro · di massa 
del corpo si ha 

Tutto ciò che precede vale per un qualsiasi 
sistema d'assi. In ciò che segue noi ci riferiremo 
ad un sistema d'assi fisso nel corpo; in tal modo 
le A, B. . . . C1 non di penderanno dal t~mpo, 
ma solamente dalla distr ibuzione delle masse e 
dalla forma del corpo. 

I risultati precedenti (cinet ici) non bastano 
alla trattazione del problema d inamico. Occorre, 
per porli in relazione colle forze esterne, valersi 
dei teoremi generali dell'impulso, dimostrati nel 
Cap. precedente. 

:; 3. Moto di un corpo rigido intorno ad 
un asse fisso. - Siano O ed 0 1 due punti 
fissi di un corpo rigido soggetto a forze qua
lunque; k un vettore unità parallelo ad O 0 1 ; e 

. (*) KLEIN u. SoMMERFELD, Theorie des Kreisels, Leipzig 
1898, pag. 93· 
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proponiamoci d i trovare le equaz10m del moto 
d i un tal corpo. 

Applicheremo i due teoremi dell'impulso, te
nendo conto, per r idurci al caso del corpo libero, 
delle reazioni dei punti fissi di \'ettor i r , r t . 

R iferendoci al p unto O avremo quindi per le (32) 
del Cap. precedente: 

in cu i m 1 è il momento, rispetto al punto O, 
della reazione di 0 1 . 

Moltiplichiamo la seconda scalarm ente per k ; 
osservando che m t x k =o e che k è un vettore 
costante, risulta l'eq uazione pura del moto 

d 
dt (M x k) = M" x k = Mz , 

ed in cui il secondo membro espri me il momento 
delle forze esterne rispetto all'asse fisso delle z . 

Il sistema considerato è ad un sol grado di 
libertà; se q uind i d ici amo cp (coordinata liber a) 
l 'angolo che un p iano passante per l'asse e con
nesso col corpo forma con un piano analogo, 
fisso; w la grandezza della veloci tà angolare, si ha 

Q =w k ; 
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q ui ndi , per la (14) e ( r S): 

e l'equazione pura del movimento assume la for ma 
semplicissima: 

(22) ~ cp" =Il( (r,? , cp', t), 

ed in c ui a secondo membro si son messi m 
e\· idenza g li elementi da cui, in ultima analisi, 
verrà a dipendere il momento M.. 

La ( 22), equazione di ffe renziale del secondo 
ord ine , ind ividua, insieme colle condizioni iniziali, cp 
come funzione del tempo. È di p iti notevole 
l'ana logia tra la (22) e l'equazione del moto di 
un punto su di una retta, sa lvo la sostituzione 
di ~ (momento d'inerzia) alla massa, e di un 
momento, /1-/z , alla forza . 

L' integrazione di (22) s i effettua con quadra
ture se il secondo membro d ipende solta nto da cp 
o da cp' o da t . 

Se le forze esterne sono conservative, h a luogo 
l' integ rale dell 'energia cioè 

(23 ) ~ cp' 2 + 2 n (cp) = lt 

che è a sua volta un integrale primo della (22). 
In tal caso, d~lla (23), con una sola quadratura 
si p uò determinare cp . 
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R esta ora a determinare le reaz10m dei due~ 

sostegni. 
Poich è la ,·elocità dei va n punti sono normali 

a k , e quindi anche ad R, dalla pr ima delle ( 21 ) 
si deduce 

r x k R. x k = o , 

la quale determina soltan to la somma delle com
ponenti delle reaz ion i secondo l 'asse. 

Conduciamo per O un piano perpend icolare 
a ll 'asse e diciamo P

1 
e G 

1 
le proiezioui ortogo

nali su questo piano del punto generico P del 
corpo e del centro di massa G; avremo (Vol. I, 
pagg. q3 , 146) 

R =~m P 1' = 2: m w . i (P1 - O) 

= f.l w. i (G 1 - O) ; 

R' = f.l (w' i- w2
) ( G1 - O) . 

D ette perciò N , n, n1 le componenti di R, r , r
1 

secondo il piano, si ha 

Procederemo in modo identico . colla seconda delle 
( 21 ) ; e diciamo i e j g li altri due vettori unitari 
connessi col corpo. Poichè, per le (8), 

M x i = w i x (J k = w BI ' 

M x j =w j x cr k =w A 1 , 
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la componente di M secondo il piano è 

M x i. i+ M x j . j =w (B1 i+ A 1 j); 

inoltre le derivate di i e j ri spetto al tempo 
sono (Vol. I , pag. I2 3) . 

i' = w j ; j' = - w i; 

qui ndi la derivata ri spetto al tempo di tale com
ponente è 

Final mente la componente del momento m 1 è 
li n 1 dove l= mod (01 - O); quindi risulta 

_ M, i +Ms j +li n 1 =w' (B1 i +A 1 j) 
(2 J) + 2(B ·:__ A ") w d 11 . 

Questa equazione ci dà n 1 e quindi la (24) Cl 

darà n. 

§ 4· Moto per inerzia ; pendolo com
posto. - Consideriamo due casi particolari. 

a) Il corpo non sia soggetto a forze. L'in
tegrale dell'energia esprirne subito che l'energia 
cinetica è costante: quindi cp' = w = cost.; il 
corpo, ricevuto un impulso iniziale, ruoterà uni
fo rmemente intorno l'asse e la velocità angolare 
è inversamente proporzionale alla radice quadrata 
del momento d'inerzia. Il polo di rotazione è un 
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punto fisso dell 'asse e l'ellissoide condotto per 
tal punto, si mile e similmente posto ri spetto al
l 'e llissoide d'inerzia relativo ad O, ruoterà del 
pari uniformemente intorno l'asse fisso. 

La vari azione della coppia di impulso nell ' unità 
di tempo, per la seconda delle (zr) , è eguale al 
momento della reaz ione del punto O 1 , avendo 
scelto O come centro di riduzione . Se quindi 
vogliamo che il corpo non eserciti pr essione , d u
rante il moto, sul punto 0 1 , dovrà ri sultare co
stante il momento dell 'impulso e quind i il piano 
tangente all 'ell issoide considerato, nel po lo eli ro
tazione deve essere un piano fisso; ciò che non 
è possibile se non è normale a ll 'asse; cioè O 0

1 

·deve essere asse principale d ' inerzia relativo ad O; 
e reciprocamente. 

Lo stesso risu lta dalla (z S) ; poich è da w' = Jl!l , 
=il.fv=o, n 1 =o ri sulta A 1 =B1 =O . Dunque : 

Se wz corpo rigido, avente un puuto fisso 
e no/l soggetto a forze, ruota iniz ialmente intorno 
ad uno degli assi principali d'inerzia relativi al 
punto fisso, _ esso seguiterà a ruotare ùztonz(J allo 
stesso asse, come se fosse fisso. 

Tali assi diconsi perciò assi permanenti di 
1'0fazione. (*) 

(*) Questa proprietà e la esistenza dei tre ass i princi
pali d'inerzia è s tata scoperta da SEG. ER, Specimen tbeorùe 
turbùwm, Hala:, 1755· Sul matematico SEG~ER ( 1704-1777) 
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Se anche la pressione in O deve esser nulla, 
potendo ora supporre fisso il punto 0 1 , l'asse 
dev'essere principale d'inerzia rispetto al punto 0 1 

e qu indi esso deve contenere il centro di massa 
del corpo. Ciò risul ta pure dalla (24); perchè 
G

1 
= O e quindi G deve appunto g iacere sul

l'asse O 0 1 . J?unque: 
S e un corpo rigido libero, non soggetto a 

.forze, ruota inizialmente intorno ad mw deJ?li 
assi principali d'inerzia relativi al centro di massa, 
seguiterà a ruotm-e uniformemente intorno allo 
stesso asse, come se fosse fisso . 

Per q uesto, gli assi suddetti (assi centrali) di
consi assi spontanei di rotazione. 

b) Dicianro pendolo composto un corpo ri
gido pesante che oscilla intorno ad un asse onz
zontale (asse di sosp ensione). Sia rp l'angolo che 
il piano condotto pel centro di massa e per l'asse 
fo rma con un piano vertic~le condotto · per lo 
stesso asse. Scelto l'asse z \'erticale e positivo 
ve rso il basso, l 'energia potenziale è - [tg~ 

C è relatiYa al centro di massa G). Se l è la sua 
distanza dall 'asse di sospensione, sarà ~ = l cos rp; 

vedasi S. GiiNTHER, :V o te sm· Jeau- ~nd1·é de Segue1· [Bui
le ttino di Bibl. e storia delle Scien ze mat , 9 ( 1876), p. 217] 
c c H. MULLER, Stndien zur Geschichte der Mathem. etc ... 
Abh . zur Geschichte d. mathem. Wissensch., 18, Leipzig 

1904, pag. 51. 
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e però applicando direttamente la ( 23), troviamo 

:\ cp '2 = lt + 2 g l ].1 cos cp; 

e se diciamo a il raggio d 'i nerzia del corpo r i
spetto l'asse di sospensione, otteniamo 

cp'2 = 
2 ~ 1 

(cos cp + cost.), 
a" 

equaztone differenziale che definisce il moto del 
pendolo composto e di forma del tutto analoga 
a quella del pendolo se m p l ice jCap. II, § 4]. 
Del resto supponendo che un pendolo semplice 
di lunghezza ), abbia il punto d i sospensione 
sull'asse e osci lli in un piano normale a questo, 
e detto ane0ra cp l'angolo che la direzione del 
filo forma colla verticale, l'equazione del suo 
mo,·imento si deduce subito dalla precedente os
servando che l= ), , a= ), ; otteniamo quindi la 

2gl 
stessa equazione, ma in cui il fattore -

9
- è so-

a" 

stituito da 
2
{. Dunque : .· 

Un pendolo composto oscilla, nel vuoto, come 
mz pendolo semplice la ·cui lzmgltezza è a2 : l ; le 
piccole oscillazioni sono isocrone e la loro durata è 
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Sia a 1 il raggio d'inerzia relativo ad un asse 
condotto pel centro di massa parallelo all'asse di 
sospensione; si ha ( 7-) 

onde 

I punti situati su di una retta distante di À 

dall 'asse di sospensione, che dicesi asse di oscil
lazione, oscillano dunque come tanti pendoli sem
plici, cioè come se fossero liberi ; mentre che 
ogni altro asse avrà un moto diverso sia che 
oscilli trascinato da:l corpo, sia che oscilli libera
mente. 11 centro di massa giace tra l'asse di so
spensione e di oscillazione e dista da questi ri-

spetti vamente di l e di 11 = a;1 
; onde ll1 =a2

1 ; 

cioè i due assi sono invertibili ; sicchè facendo 
oscillare il corpo intorno all'asse di oscillazione, 
il primitivo asse di sospensione diventa il nuovo 
asse di oscillazione; la durata di oscillazione è la 
stessa per entrambi . e la loro distanza è la lun
ghezza del pendolo semplice sincrono a quello 
composto. 

Se nel piano verticale del centro di massa e 
dell 'asse, consideriamo due rette a distanze di
verse e da parti opposte di G, tali che, assunte 
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come assi di sospensione, corrisponda loro la stessa 
lung hezza del pendolo sincrono, la distanza tra 
i due assi è ), . Infatti da 

SI deduce 

Detta ora p la lunghezza, g: 7t2, del pendolo a 
secondi si ha 

e per un altro asse 

Eliminando a
1

: . 
z2 -12 
---=-! = l'"C 2-l '"C2 p l l 

che dà p , indipendentemente dalla forma e strut
tura del corpo. Se i due tempi sono eguali ed 
l =1= 11 risulta 

l+ li 9 
--- = '!"; 

p 

quindi per la misura di p occorre far osc iilare 
il corpo intorno a due assi fino a che i tempi 
di oscillazione siano eg uali e mi surare la distanza 
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tra i due assi; evitando così la determinazione 
sperimentale di G e di a. Su questa proprietà 
è fondato il pendolo reversibile di KATER. (*) 

Il punto in cui l'asse di oscillazione taglia la 
verticale eli G, dicesi centro. di oscillazione. (**) 

§ 5. Percossa in un corpo rig ido sospeso 
ad un asse fisso. Centro di percossa. -
Immaginiamo un corpo inizialmente in riposo 
soggetto ad una forza di percossa di vettore r 
applicata in un punto P; e diciamo ancora r e r 1 

i vettori delle forze di percossa dei sostegni O, 0 1• 

Colle stesse notazioni del § 3 e ricordando il 
teorema fondamentale (Cap. III , § 2) otteniamo 
le due equazioni per determinare la variazione 
dèlle coordinate dell ' impulso: 

A R = r + r + r1 ; A M = (P- O) Ì \ r + l i n1 

che possiamo trattare come le analoghe del § 3. 
Cerchiamo in particolare le condizioni perchè 

r = r 1 =o. Si trova anzitutto 

r .x k =o 

(*) KATER, Experimwls for determiuing the lenghl of the 
Pendulmn ... [Philos. Trans., r8r8, pag. 32). 

(**) Tutta la teoria del pendolo composto è dovuta ad 
HuYG ENS, l c. Il problema del pendolo composto è stato 
uno dei primi ad essere risoluti sui corpi rigidi, col sus
sid io dell'integrale dell'energia . Vedi MACH, l. c., p. 170. 
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cioè la forza di percossa è normale all 'asse 
Assumiamo j parallelo a l' e per la forza con7 

duciamo un piano che tagli normalmente l'asse 
in un punto Q. Dalla equazione analoga alla 
(2S) si deduce ancora che l'asse fisso deve essere 
principale d ' inerzia per uno dei suoi punti; da 
quella analoga alla ( 24) poi deduciam-O, essendo 
w = o ed w' sosti tuito con .l w, 

[.L (G1 - Q) . ilw = i modl'; 

ossta il centro di massa dista dall'asse fisso di 
una lunghezza 

mod r 
l=-- . 

f.L~W 

f:jnalmente, poichè M= ~ w k , 

~~w= (P- O) A l' x k = (P- O) x i modl', 

e se diciamo ), la distanza del punto P dall 'asse 
fisso , cioè 

(P--O) x i =), , 
deduciamo 

quindi conosceremo il punto d'applicazione 
forza di percossa; ora ),, riguardando il 
come un pendolo composto, è la distanza 
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centro di oscillazione dall'asse fisso. Il punto P, 
che dicesi centro di percossa, coincide dunque col 
centro di oscillazione del pendolo fisico. 

§ 6. Moto di un corpo rig ido intorno ad 
un punto fisso. - Sia O il punto fisso , centro 
di un sistema fondamentale i , j , k c.onnesso col 
corpo; r il vettore della reazi one del punto fisso . 
Sappiamo già che il moto istantaneo del sistema 
è una rotazione intorno ad un asse O Q (asse 
istantaneo di rotazione). 

I d ue teoremi dell' impulso ct dànno subito le 
due equazioni 

I pri mi membri possono interpretarsi come la' 
velocità assoluta dei due punti E= O + R. , 
F = O+ M. Questa osservazione e l ' applica
zione del teorema di CoRIOLIS, condurrebbe 
subito alle equazioni del moto in coordinate 
cartesiane. (*) 

(*) P. SAtNT - GUtLHEM Nouvelle détenuiuation synthé
tique du mouvemeut etc. [Journ. de Mathém., 19 (1854), 
pag. 356 ; Nouvelles Anu. de Mathém., 15 (1 856), p. 63); 
R. B. HAYWARD, On a direct method. of estimati11g velocities ••• · 
[Cambridge Philos. Trans., IO (1856)]. 

15 - MARCOLONCO , 



Si può anche procedere così, cominciando 
seconda delle ( 26) che è l' equazione pura 
movimento. Moltiplicando scalarmente per i , si 
tenendo presente che i è funzione del tempo: 

i x M' =(M x i)' - M x i ' = Me x i = Mx; 

valendoci della (3), Vol. I, pag. 121, e dello 
luppo di un prodotto misto; accennando con p, q, 
le componenti di Q; con P , Q, R quelle di M 
e con P', ..... le loro deri vate, si ha la pr 
delle seguenti equazioni: 

P '+ Rq -Qr=M, 

Q'+ P ·r - Rq = MY 

R' + Q p- P q= Mz . 

Allo stesso modo si procede per la prima 
equazioni (26) in cui figura la reazione 
gnita. (*) 

Le componenti del momento dell ' impulso 
per le ( 20), funzioni lineari ed omogenee 
p, q, r (componenti della velocità istantanea 
rotazione) con coefficienti costanti: e però · i 
membri delle (27) sono lineari nelle deri_vate 
p, q, r; i secondi membri dipendono, al 

(*) Per la forma assoluta di queste equazioni 
Anai)•Se v eci or ielle ghlémle, I I pag. 4. 
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delle forze esterne, dalle coordinate dei vari punti, 
dalle loro velocità e dal tempo; e ·però, in ultima 
analisi, verranno a dipendere dai coseni direttçn·i 
che la terna connessa col corpo forma con una 
tema fissa e dalle loro derivate prime, le quali, 
in virtù , delle formule di PorssoN [Vol. I , p. I 24, 
form. (I I)] possono essere eliminate. 

Q uindi i secondi membri dipendono dai nove 
coseni e da p, q, 1· . Ora la risoluzione del pro
blema esige evidentemente la ricerca di p, q, 1' 

e dei nove coseni in funzione di t; però essa 
dipende dalla simultanea integrazi one delle (27) 
e delle [Vol. I , pag. I23, form. (8)] 

(28) i'=rj -qk;j'=Pk-ri , k' =q i-pj; 

cioè di un sistema di I 2 equazioni differenziali 
lineari e di primo ordine. 

Integrato questo sistema , la prima delle ( 26) 
ci farà conoscere la reazione del punto fisso. 

Il sistema (27) si semplifica notevolmente sce
gliendo per terna di riferimento quella degli assi 
pri i?cipali d'inerzia . relati vi al punto fisso. In tal 
caso infatti l'energia cinetica è espressa da 

(29) 2 T=AP2 +Bq2 + Cr2
; 

e quindi 
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ed il sistema (27) assume la seguente 
EULER: 

Aj/ +(C- B ) qr= M, 

(3 1) Bq'+(A-C)?' P=My 
C r ' + (B - A) p q= M,_ . (*) 

§ 7. Moto per inerzia; moto alla Poinsot. 
- Consideriamo il caso particolare in cui Me= o; 
ciò che accade, per es., se il corpo non è sog- · 
getto ;- forze ; oppure, se il corpo è pesante e 
sospeso pel suo ce n tm di massa. L'energia po
tenzia le è costante e per l'integrale dell 'energia 
risulta costante pure l 'energ ia cinetica. La se
conda delle (26) e la ( 14) ci danno dunque 
subito : 

(32) M = cost . ; 2 T = Q x M = h; 

(*) La soluzione del problema di questo § fu llllzlata 

da .d' ALEMBERT: Recherches sur la précession, Paris, I 749; 
e poi da EuLER nella memoria g ià citata: Découverte rl'un 
nouveau priucipe etc., 1750; in cui trovansi le equazioni 
analoghe alle (3 1) ma ancora complicate coi prodotti di 
inerzia. Scoperta l'esistenza_ degli ass i principali d'inerzia 
da SEGNER (1 75 5), EuLER semplificò subito le equazioni 
trovate, ottenendo le · (3I): Du mouvement de rotation .... 
[Mém. Acad. de Berli n, 1758, p. I 54] e trattando diffusamente 
il caso del § segu ente. Vedi pure : d'ALEMBERT, Opusc. 
Mathém. l (I 761); e sopra tutto- EuLER: Theoria motus 
corporum 1·igidorum, Rostock 1765, Cap. Xf- XV. 
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cioè è costante il momento dell'impulso rispetto al 
p unto .fisso. 

Se poi per il polo .l di rotazione conduciamo 
il piano tangente all'ellissoide simile e similmente 
posto a quello d ' inerzia, passante per quel punto, 
questo piano risulta normale ad M; e poichè _la 
proiezione di Q su M è costante, sarà pure co
stante il segmento che esso taglia sulla direzione 
del momento e però il piano è fisso nello spazio. 
Possiamo dunque concludere: 

Nel moto,per inerzia, di un corpo rigido avente 
uu punto fisso, tutti gli ellissoidi simili e similmente 
posti all'ellissoide d'inerzia relativo al punto fisso 
1'otola1w, senza strisciare, su piani fissi. (*) 

Senza strisciare, perchè il punto di contatto .l 
è sempre polo di rotazione. 

La curva descritta da l sul piano fisso è la 
erpoloide; quella descritta sull'ellissoide, cioè il 
luogo delle successive posizioni del polo sull'el
lissoide, è la poloide (Vol. I, pag. 16S). 

Per ciò che riguarda la trattazione analitica 
del problema, si osserverà che in tal caso le 
equazioni (3I) diventano 

A p' + (C- B) q r =o 

(33) B q' + (A - C ) r p= o 

Cr' + (B- A)pq=o 

(*) È questa la celebre interpretazione del moto dovuta 
a PorNsoT; l. c., pag. 85. 
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e contengono solamente p, q, 1' e le loro derivate 
prime. Il ·problema del moto , dal punto di vista 
della integrazione, si spezza in altri due: nella 
determinazione della velocità istantanea di rota
zione ri spetto agli assi principali d'inerzia, mo
bili, cioè nella integrazione del sistema (33) e 
poscia nella determinazione del moto di questi 
assi rispetto agli assi fissi. 

Il sistema (33) ammette due integrali che si 
deducono dalle (3z) ed esprimono che è costante 
l'energia cinetica, e costante pure mod M = k; 
cioè 

~ A p 2 + B q2 + C r 2 = lt 

( A2 p2 + B2 q2 + c2 r2 = k 2 ; 

essi possono subito dedursi da (33) moltiplicando 
le equazioni rispettivamente per p, q, r, sommando 
ed integrando: e poi per Ap, Bq, Cr, ecc. Essi, 
come vedremo, permettono la riduzione a qua
drature ellittiche. 

Poichè le coordinate di I rispetto agli assi 
mobili (d'inerzia) sono p, q, r , le . (34) sono le 
equazioni della poloide ed esprimono che essa è 
la intersezione di due ellissoidi coassiali e le cui 
equazioni assolute, ricordando la ( r 3) ed il teo
rema di commutazione (Vol. I , pag. 28) sono 

(l - O) x cr (/ - O)= lt , 

(I- O) x cr2 ( / - O)= k 2 . 
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La poloide è una curva di quarto ordine; il cono 
della poloide è di secondo grado, la cui equa
zione, combinando opportunamente le (34), è 

A (A !t - k 2) p 2 + B ( B !t - k2) q 2 

+ C ( C !t - k 2) r 2 = o . 

Supponiamo 

A > B > C , (B + C> A ); 
risulta 

A !t - k2 ' B (A - B) q2 + C (A - C) r2 > o 

cioè 

a meno che inizialmente sia q= r =o. In tal caso 
il primo membro è.nullo : sarà sempre q=r=O 
e q uindi p= cost. Abbiamo il caso della rota
zione permanente uniforme intorno l'asse princi
pale d'inerzia di momento massimo. In modo 
identico si deduce che 

mentre B lt può essere maggiore, eguale o mi
nore di k2. 

Le condizioni precedenti si interpretano subito. 
Se k2 < C lt, gli assi del secondo ellissoide L(34) 
sono tutti più piccoli del primo, che è quindi 
esterno al secondo; il moto non è possibile. _Se 
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k 2 = C !t i due ellissoidi si toccano nelle 
mità dell'asse mini mo d 'i nerzia; è il caso 
rotazione permanente uniforme. Appena k 2 supera 
di poco C !t , l' intersezione, cioè la poloide , 
consta di due piccole curve chiuse simmetriche 
rispetto al centro e contenenti i due estremi 
l'asse minimo; di q ui si comprende subito 
l'asse di momento minimo è un asse stabile 
rotazione. Crescendo il rapporto k2 : lz , ma 
sendo sempre k 2 < B lz, le due curve aumen 
e quando k2 = B lt si rid ucono ad una curva 
e precisamente a due ellissi intersecantesi lu 
l'asse medio (asse permanente, ma instabile). 
cono della poloide si spezza in due piani 
santi per l'asse medio e si vedrebbe 
che la distanza del punto fisso dal piano fisso 
eguale al semiasse medio dell'ellissoide. Fin 
mente se k 2 > B !t ma < A !t , le due curve 
tuenti la poloide avvolgeranno l'asse di 
massimo ; e quando k 2 =A !t essa si riduce 
estremi dell'asse; è il caso della rotazione 
manente stabile. Se poi k 2 > A h il secondo 
lissoide risulta esterno al primo ed il moto 
è possibile. In ogni modo, nel moto di 
il punto I percorre uno solo dei rami della 
loide, eccetto nel caso di k 2 = B lt. L 'altro 
verrà descritto nel moto inverso (Vol. I , p. I 6 

Vediamo, sommat·iamente, come il pro 
possa ridursi alle quadrature. Scelgasi l'asse fisso 
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parallelo al momento costante dell ' i m pulso. Poichè 

cos (x z 1) =A p : k = c1 , ecc. 

avremo 

k c1 = A p , k c2 = B q , k c3 = C r . 

Poniamo 
c3 = u , C r = k u . 

Esprimiamo p, q in funzione di u nell'ipotesi di 
B !t > k 2• Si introducano perciò due nuove co
stanti a e b tali che 

k 2 (A - C) a 2 = C(A h- k 2) ; 

k 2 (B- C)b2 =C(Blt- k 2 ); 

e poichè 

k 2 (A - C) (B - C) (a2 - b2) 

= C(B - A) (C !t- .k2
) , 

r.isulta a > b. Poscia successivamente, risolvendo 
le (34) , si ha 

A C(A- B )p 2 = k2 (B- C) (u2 - b2), 

B C(A- B ) q2 = k2 (A- C) (a2 - u~), 

(A - B) p q= k n y(a2
- u 2

) (u2
- b~) 
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dove n è definita da 

AB C 2 n 2 = k2 (A - C) (B - C) . 

Dopo ciò la terza delle (33) ci dà 

u '2 = n 2 (a2- u 2) (u2- b2) 

che con una quadratura ci farà conoscere u me
diante t; u è una funzione ellittica di t. 

Per la realtà di p e di q, dev'essere a 2 > u 2 > b2 ; 

cioè u deve variare nell'intervallo (b, a) oppure 
in (-a, - b) ; u e quindi r non si annulla mai 
e però non cambia mai di segno; cioè u con
serva il segno che ha per t= o; per .es. positivo. 

Se u varia da b ad a , p, dapprima nullo, cresce 
e quindi p' è positivo e q negativo (per la 
prima delle (33): quando p avrà raggiunto il suo 
valore massimo a, comincerà a decrescere e q 
sarà positivo, ecc. 

Le proprietà esposte si interpretano facilmente. 
Il cono descritto dall'asse di momento minimo 
intorno al momento dell ' impulso è s~mpre com
preso tra due coni rotondi, cui risulta periodica
mente tangente. La velocità angolare w, come 
p, q, r, risulta compresa tra due limiti facili ad 
assegnarsi; quindi anche l 'erpoloide è compresa 
tra due cerchi ai quali è tangente. 

La determinazione della posizione della terna 
mobile rispetto alla fissa si fa agevolmente ricor-
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rendo agli angoli di Euler (Vol. I, pag. Io3; form. 
(15) d i pag. 168). Gioverà anzi esporre una più 
diretta e rapida dimostrazione d i queste formule. 
Se poniamo 

sen e .l= k l 1\ k 

risulta l vettore unitario parallelo e dello stesso 
senso della retta O L e quindi complanare con 
i, j e con i 1 , j 1 ; e precisamente 

l = cos cp . i - sen cp . j = cos ~ . i1 + sen ~ . j 1 . 

D'altra parte osservando che dalla tem a O (i1, j1, k 1) 

si passa alla o (i ' j, k) con tre rotazioni: e in
torno O L, cp intorno O k , ::i intorno O k 1 , ri
sulta subito 

Ora, successivamente, col teorema sul doppio 
prodotto vettori al e : 

k 1\ l . sen e = kl - cos e . k ; 
kl = (cos ·cp. j +:sen-cp :. i) sen e+ cose. k. 

Sostituendo!: nella espressione di Q , risultano su
bito i valori di p, q, r conforme alle (1S) già 
citate; oppure, inversamente, le espressioni di 
8', cp' , ~· mediante le p, q, r e gli angoli euleriani. 
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Poichè le componenti c1 , c2 , c3 di k 1 

(Vol. I, pag. ro3) 

cl= sen cp sen e ' c2 = cos cp sen e ' 

senz'altre quadrature conosceremo cp . 
ricordate formule si deduce 

\jJ'sene=psen cp+ qcos cp ; \jJ 'sen2 e =pc1 + qc2 

k tji ' ( r - u 2) = A p 2 + B q2 = !t - C r 2 

che ci farà conoscere tjJ mediante t, con u 
quadratura. 

Consideriamo due casi particolari . 
Se B lz = k 2, risulta b =o ; e l'equazione 

ferenziale in u, ponendo 

u =a (Ch v) - ' 
Cl dà 

v = n a ('t - t) ; -c = cost. 

e tutte le quadrature si effettuano colle 
elementari. 

Un altro caso particolare interessante 
in cui l'ellissoide d'inerzia è di rotazione; 
es. , intorno k ; cioè A= B. La normale 
all'ellissoide, p~rallela ad M, dovendo · 
l'asse di rotazione, si deduce che M, Q, k 
complanari; e però, per la (32), 

(M x k )' =M ~ k' = M x Q A k =o 
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onde M x k = cost. ; cioè l"~sse di momento mi
nimo descrive un cono rotondo intorno al mo
mento dell'impulso. Poi , per la (!3) 

k x cr Q =cast. = Q >< cr k ·; ossia Q x k = cast. ; 

e del pari Q x M = cast. Ossia: 
La poloide e l' erpoloide sono due cerclzi nor

mali a k ed M, descritti dal polo con moto uni
forme . 

Per quanto rig uarda la integrazione, dal si
stema (33) si deduce anzitutto r = 1'o.= cost.; 
pasci a dalle prime due, agevolmente : 

p" +n2 p=o An=(A- C)r0 

che definisce un moto armonico: e però 

p= a cos (n t + 't) q= a sen (n t+ 't). 
Infi ne risulta, per gli angoli di EULER, e = cost. ; 
A ~· = k e perciò ~ (ed anche rp) cresce pro
porzionalmente al tempo. Il movimento conside
rato dicesi moto regolare di precessione. C*) 

(*) Il problema di questo §, diffusamente trattato ana
lit icamente da EuLER nella Theoria motus etc , ricevette 
quas i la sua definitiva soluzione ·da PotNSOT, l. c., e poi 
da JACOBI, che in modo elegante espresse i coseni diret
tori mediante funzioni razionali di funzioni doppiamente 
period iche di 2 " specie (Ges. \Verke, 2) La. espressione, 
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§ 8. Moto di un corpo rigido 
sospeso per un punto fisso; Sia k 1 

vettore unitario parallelo alla verticale e 

mediante fun zioni ellittiche, dei parametri o:, ~' ,, ò della 
rotazione (Vol. I , pag. ID4) travasi in KLEIN u. SoMMER

FELD, J. C. pag. 454· 
Si può consultare ; H ER MI TE, Sur quelques appl. rles fouc. 

ellip., Paris I885, pag. 23; HALPHEN, Traité des Fonc ellipt, 
2, pag. 75 e seg.; e l'opera citata del WHITTAKER, § 69; 
e oltre quella sulle funzi oni ellittiche del GRE EN HILL, le due 
grosse monografie dello stesso autore : :Votes ou Dynawics, 
London I 908; Repo1"1 on Gy roscopic Theory , London 1 

Sulla storia di questo problema cfr. GJLBERT, 
hisfo1·ique et c1·itique su1· le pmblème de la 1·otation, 

[Anna!. de la Soc. scienti f. de Bruxelles, 2, pag. 255-3 
(1878)]. Nella monogra fi a del s ig. DoMOG AROFF, Sul 

libe1·o di un giroscopio, Pietrogrado I 893 (in russo), si trova 
una estesa e cronologica bibliografia del problema. 

Numerosi modell i sono stati costruiti per la rea 
zione di questo caso di giroscopio da MAcH, 0BERMAYER 
lCarls Repertorium 4, pag. 36I; 15 , pag. 54; vedi anc 
MAXWELL, The Collecterl Pap . J, pag. 248] da GREENHILL; 
i più interessanti sono quelli cinematici di H. GRASSM 
(junior) costruiti dallo ScHJLLING, rappresentanti i tre 
del cono della poloide e il tracciato della erpoloide; e 
giroscopio di PRANDTL, che consiste in fondo in una r 
di bicicletta sospesa in modo da poter ritenere fisso il suo 
centro di massa e i cui assi principali d'inerzia sono 
della ruota e due altri contenuti nel piano della 
coll'aggiunta di alcuni pesi all'asse si può fare in 
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verso l'alto; il momento_ delle forze esterne è 
eguale a - f-!.g(G- O) 1\ k 1 ; quindi la seconda 
delle ( 26) diviene, compenetrando il fattore gin f-1. 

che verrà quindi a rappresentare il peso del corpo, 

(3 5) M' = f-1. k 1 /\ (G -O), 

nella quale sono racchiuse tutte le leggi del mo
vi mento. 

Moltiplicando s~alarmente per Q e ricordando 
che, (17), 

T'= Q x M', G ',= Q 1\ (G- O), 

s1 deduce 

T ' = f-1. Q x k 1 /\ (G-O)= - f-1. G' x k 1 , 

ed integrando 

(36) 
I 

T = - f-1. ( G - O) x k 1 + - !t 
2 

che è l'integrale dell'energia. 
Moltiplicando la (3 5) scala!'mente per k 1 ed m

tegrando s1 deduce pure 

M x k 1 = cost. 

che l'asse della ruota abbia il momento massimo o mi
nimo, ecc. ed anche che l'ellissoide d'inerzia sia di rota
zione. 

Interessantissimi riescono gli esperimenti sulle preces
sioni regolari e sulla stabilità dei vari assi, ecc. 
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La componente verticale del momento dell'im
pulso è costante. Posto, come al § 6, F = O + M, 
il punto F descrive, nello spazio fisso, la cosidetta 
prima curva d 'impulso; la (37) esprime che essa 
è contenuta in un piano orizzontale. 

Oltre i due integ rali (36) e (3 7) non s i può 
in generale determinare alcun altro integrale. 
Notiamo soltanto che dalla (35) s1 può ancora 
dedurre la relazione : 

(38) i ( G- O) x M J' = ( G - O) 1\ M x Q. 

Per riconoscere le difficoltà dell'integrazione, ri
feriamoci agli assi principali d ' inerzia e teniamo 
presente che le componenti di k 1 sono c1 , c2 , c

3
; 

se quindi diciamo 1;, Yl• ç le coordinate ·(costanti) 
di G rispetto gii stessi assi otteniamo le equa
zioni cartesiane: 

A p' + ( C - B) q 1' = f! (c2 ç - c3 Y/ ) 

(39) B q'+ (A - C) r p= f! (c3 ç- c1 ç) 
Cr' + (B-A) p q = f! (c1 Y1- c2 /;); 

insieme colle quali occorre tener presenti, dalle 
(28), le 

(4o) c/ = rc2 - qc3 , c2' = Pc3 - rc1 , c3' = q c1 - pc2• 

Di guisa che il sistema delle dodici equazioni del 
caso generale, § 6, si scinde nel caso attuale in 
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due sistemi di stinti di sei equazioni simultanee 
di pr imo ord in e. E lim inando il tempo, il nostro 
sistema si p uò pone sotto la forma: 

d p : 7t = d q : x = . . . . = d c3 : c3 
in cu i 7t non d ipende da p, ·. . . . . . . c3 non di
pende da c3 . I d ue integ rali (36) e (37) sono 
espressi da 

(36') A p2+ B q2 + Cr2 = 1t - 2 f!(çc1 +1Jc2 + çc3) 

(37 ') A p c1 + B q c2 + Cr c3 = cost. 

e questi possono dedursi direttamente da (3g) e 
( 40) come nel § 6. S i ha ancor a 

cl2 + c/+ cs2= r. 
Ma: 

quindi, la teoria dell' ultimo moltiplicatore ci as
sicura cht la conoscenza di un quarto integrale 
del sistema (3g), (40), distinto dai precedenti e 
indipendente dal tempo , permette di assegnarne 
un q uinto con una sola quadratura ; (*) ed allora 
anche il problema è risoluto. Dunque : 

(*) JAcosr, Vorlesungeu ii.ber Dyu amik, pag. 97· Per una 
rapida esposizione della teoria dell'ultimo moltiplicatore 
vedi: MAGGI, l. c. pag. 246. 

1 6 - 111ARCOLONGO . 
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La conoscenza di un quarto integrale 
stema, indipendente dal tempo, riconduce la riso
luzione del problema alle quadratzwe. C) 

In generale questo integrale non sa assegnarsi. 
I casi speciali in cui esso è stato assegnato sono 
i seguenti: 

I. Il corpo è sospeso pel suo centro di massa 
(Caso di E ULER e POJ I'-!SOT). Poichè G = O, SI 

riottiene subito M = cost. 
2. L'ellissoide d'inerzia è di 1'0lazione e il 

centro di massa giace sull'asse. (Caso di LA
GRANGE). (**) Queste condizioni sono certamente 
soddisfatte se il corpo è omogeneo di rotazione 
e sospeso per un punto dell'asse (gi roscopio or
dinario). In questo caso, lo abbiamo già osser
vato, i tre vettori M , Q, G- O sono complanari 
e però dalla (38) ricaviamo 

( G - O) x M = cost. 

che è appunto il q.uarto integrale ri ch iesto : ed 
esprime che il punto F, precedentemente consi
derato, descrive nel corpo una curva, che dicesi · 

(*) Le equazioni del moto possono porsi sotto varie 
altre notevoli fo rme: vedi una mia nota: Sul moto di un 
corpo pesaute, ecc. [Rend. R. Ace. Lincei, (5) 17, pa
gine 698-705 (1908)). 

(**) L AGRANGE, Mécanique a11al., Ouevres compi. 12, 

pag. 253 · 
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seconda curva d'impulso, contenuta in un p1ano 
perpendicolare all'asse d i simmetria. 

La relazione precedente si può scrivere 

( G - O) x cr Q = Q x cr ( G - O) = cost. 

e poichè cr ( G - O) è parallelo a G - O, si 
conclude che è costante la componente di Q se
condo l'asse di simmetria (e ciò si deduée-sl.roito 
dalla terza delle (39)) : ed anche: 

La poloide ·è una curva contenuta in un piano 
normale all'asse di simmetria. 

Le quadrature si eseguono col sussidio delle 
funzio ni ellittiche. J ACoBr ha poi dimostrato il 
seguente notevolissimo teorema: 

Il moto di un J?iroscopio sùnmeb'ico pesante è 
identico al moto relativo di due moti alla Poinsot. (*) 

(*) Fragmeuts sur la 1·otation d'un c01-ps, communiqués 
par Lottner; Werke, 2, pag. 477· La bibliografia di questo 
caso è straordinariamente ricca: per la riduzione alle qua
dra tu re, nonchè per lo studio approfondito del teorema 
di Jacob i vedasi sopratutto : HALPHEN, Fouctions ellipt. 2, 
pag. 8r; KLE!N u. SoMMERFELD, 1.. c., pag. 199 e 392 
(spec ialmente per la rappresentazione ellittica mediante 
funz ioni doppiamente periodiche di seconda specie dei pa
rametri della rotazione); le Notes à la Micanique de De
speyrous e la memoria: Sur le mouv ement d' un c01-ps pe

saut etc. (Journ. de Mathém. (4), l. pag. 403 (r885)] di 
DARBOUX ; e infine due miei lavori in Annali di Matern. 
(2), 22, pag. 157 ( r894) e (3 ), 7 , pag. 99 (1902)). 
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3. Il caso in cui A= B = 2 C ed il 
di massa giace nel p iano dei due primi assi 
inerzia (Caso della KowALEVSKI). . 

Anche in questo caso si può assegnare un quarto 
integrale algebrico delle equazioni del moto e le 
quadrature si effettuano col sussidio delle funzioni 
iperellettiche. ("-') 

(*) S. KowALEVSKI, Sur le problème de la 1·otation d'un 
corps solide autour d'nn point fixe [Acta mathem., 12, 
pag. 177 (r889); Mém. présentés par divers savants étra
gers, ... Paris, 30, n.o r]. La determinazione dei coseni 
direttori è stata compiuta da F. KiiTTER [Acta mathem., 
17, pag. 209 (1898)]. Numftrosi geometri, specialmente 
russi, si sono occupati, della rappresentazione cinematica 
di questo caso: vedasi la monografia di O. LAZZARINO: 
Rend. R . . Ace. di Scienze fis. e ma t. di Napoli (3) 42, 
pag. 68-146 (1911); e Analyse vecto1·ielle, 2, pag. q. 

La KowALEVSKI trovò il caso di moto ora conosciuto 
col suo nome, ricercando le condizioni affinchè il sistema 
(39), (40) ammetta integ rali uniformi con poli a distanza 
finita. APPELROTH, 'Ueber das Problem de1· Bewegung . . .. 
Moskau, 1893, completò l'analisi della KowALEVSJ<I e mo
strò che i tre casi enumerati sono i soli i quali" ammet
tano integrali uniformi: Se si suppone anche l'esistenza di 
poli si ottiene un altro caso detto di HEss [Mathem. Ann, 37, 
pagg. 153-181 (r89o)], profondamente studiato da NEKRAS
SOFF (lbid., 47, pagg. 445-530 (1893)). R. LIOUVILLE (Acta 
mathem., 20, pag. 239 (1896)] si propose il problema 
della Ficerca di tutti i casi in cui le equazioni differen
ziali del moto ammettono un quarto integra]~ algebrico 



§ 9· Moto di un corpo rigido libero. -
Applicheremo ancora i teoremi dell'impulso: ma 
converrà 1·iferire i momenti ad un punto G fisso 
nel corpo. Diremo poi sempre O un punto fisso 
nello spazio, quindi avremo le equazioni (Vol._ I, 
pag. 210) . 

(41) R' =Re 

[M + (G - O) 1\ R]' =Me+ (G-O) 1\ Re. 

indipendente dal tempo. Egli trovò le seguenti condizioni 
nesessarie 

ç =o , A= 'B = 2 C: n (n intero e positivo). 
Poichè 

se deduce che n::=:: 4· Per 11 = 1 si ottiene il caso della 
KowALEVSKt ; per n = 2 l'ellissoide d'inerzia è una sfera 
e abbiamo un caso particolare del problema di L'\GRANGE; 
11 = 3 , 4 sarebbero casi nuovi; ma la ricerca del quarto 
in tegrale, malgrado gli sforzi di vari matematici, non 
riusci . Infatti le condizioni di LwuviLLE non sono suffi
cienti per stabilire che il quarto integrale non sia una 
combinazione dei tre già noti; ed HussoN, Reclm·che des 
intégrales algébriques .... [Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse, (2) 8 , pag. 73 (1906)] e BuRGATTI [Rend. 
Circolo matem. Palermo, 2-9 , pag. 363 (1910)] poterono 
rigorosamente dimostrare che ogni integrale algebrico in
dipendente dal tempo del sistema (3 9 ), (40) é una combina~ne 
degli integrali noti ad eccezione dei casi di EuLER, LAGRANGE 
e KOWALEVSKI. 
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Sviluppando questa seconda e riducendo, 
niamo 

Col solito metodo si ottengono le eq uazioni car
tesiane rispetto ad una terna coll 'origine in G e 
connessa col corpo. Se diciamo u , v, w le com
ponenti della velocità di G, otteniam o le equa
ZJ0111: 

(43) U ' + Wq- V r=R, ; ecc. 

(44) P' + Rq - Qr + W v- V w =.M, ; ecc. 

A primo membro, ricordando le (zo), figureranno 
linearmente le derivate delle componenti del moto 
elicoidale (u, v, w,p, q, r ) , oltre le stesse com
ponenti. I secondi membri dipenderanno dalle 
coordinate ~. Y), ç di G rispetto agli assi fissi e 
dai coseni direttori che la tema fissa nel corpo 
forma con quella fissa nello spazio (in particolare 
dai tre angoli di EuLER) e dalle loro derivate. 
Le derivate di ~. Y), ç si esprimono mediante 
u, v, w e i coseni; poscia tra le p, q, 1· e angoli 
di EULER e loro derivate sussistono le equazioni 
(1S) del Vol. ·I, pag. 168, Si ha dunque un si
stema di dodici equazioni differenziali del primo 
ordine tra le u, v, .. .. r, ~. Y), ç e i detti t re an
goli. Il problema, assegnate le condizioni iniziali, 
è perfettamente determinato. 



Si ottieÌ1e una notevole semplificazione sce
gliendo per punto G il centro di massa del 
corpo e per assi connessi con esso gli assi prin
cipali relativi a G ; ricordando l'espressione di T 
e le ( 20 ), troviamo 

(43') f1 (u' +q w- r v)= R , , . .. . 

( 44') A j/ + (C- B) q r = Mx , ... . 

Nel caso del corpo pesante M= o; le ultime 
tre precedenti si possono integrare indipendente
mente dalle prime e definiscono un moto alla 
PorNSOT (§ 7); mentre il teorema sul moto del 
centro di ·massa (Cap. IV, § 5) ci dice che G 
descrive una parabola. In questo caso abbiamo 
decomposto il movimento in due: quel_lo del centro 
di massa e quello del corpo intorno al centro di 
massa riguardato come fisso. 

Tale decomposizione ha luogo tutte le volte 
che M~, ...... non dipendono da u, v; w. Così 
per es., se tutti i punti del corpo sono attratti 
da un centro fisso O proporzionalmente alla di
stanza, la risultante di queste forze è una forza 
a pplicata in G e proporzi~nale alla distanza di 
G da O (Vol. I, pag. 224) onde G descrive una 
ellissi con centro in O (Ibid., pag. 65), mentre 
il moto del corpo intorno G riducesi ancora ad 
un moto alla Por:srsoT. 
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Conviene, a volte, riferire la posizione del 
ad una terna q ualunque non rigidamente connessa 
col corpo ma sempre coll 'orig ine nel centro di 
massa. Dicendo in tal caso pl' ql> r 1 le compo
nenti della rotazione rispetto ai nuovi assi, le 
equazioni (43) diventano 

p. (z/ + q1 w -1' 1 v) = R,, ecc. 

mentre le (44) ci dànno 

P + q1 R-1'1 Q = M , ; ecc. 

ma qui occorre osservare che 
rispetto al tempo, le A , B , .. 
esse col tempo. 

derivando P, . . .. 
cl variano pur 

Notiamo un caso part icolare: quello in cui 
un solo asse, per es., z , è connesso rigidamente 
col corpo. Un punto P di questo asse deve 
avere la stessa velocità assoluta sia che venga 
considerato appartenente al corpo o alla terna ; 
quindi 

Q 1\ (P-· G)= Q1 /\ (P - G) 

cioè Q1 - Q è parallelo a P - G; quindi 

§ Io. Percossa in un corpo rig ido con 
un punto fisso o libero. Conforme ai so-
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liti teoremi applicheremo equazioni analoghe alle 
(26), e cioè 

essendo R1 ed M1 le coordinate della percossa, 
r

1 
la reazione alla percossa del punto fisso. Ri

spetto agli assi d ' inerzia, dalla seconda delle (4S) 
si deduce 

A 11 p = M 1 x i ; ecc. 

Se quindi il momento dell.a percossa non è nullo, 
il moto di rotazione varia bruscamente; e se al
l' istante . t

0 
della percossa il corpo è in riposo, 

A p=M1 xi, ecc., cioè: 
L'asse istantaneo di rotazione è coniugato al 

piano della coppia di percossa rispetto all'ellissoide 
d'inerzia; quindi: · 

Per i soli assi principali d'inerzia l'asse di 
rotazione coincide coll'asse della coppia di percossa. 

Finalmente per un corpo rigido libero, riferen
doci agli assi centrali di inerzia e nell'ipotesi che 
il corpo parta dal riposo, si ha 

'. o o . ' 

quindi per ogni diname di percossa, si può de
terminare l'asse di moto elicoidale (o della vite) 
intorno al quale il corpo incomincerà a ruotare 
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e a scorrere; dopo ciò il moto 
solite eq uazioni . 

È possi bile determinare una d iname di per
cossa in modo che coi ncida colla corri spo ndente 
'vite ? E ssa devé intanto coincidere con uno degli 
assi principali; per es. , i e se poniamo A= !l a2, 

e diciamo ~- ed w la g randezza della traslazione 
e della rotazione nel moto elicoidale, risulta 

mod R1 = !l 't , m od M 1 =A w = !l a2 w ;-

e se il parametro k della diname deve risultare 
eguale a quello -della vite (Vol. I , pagg. 86, 239) 
dovrà essere 

k = a 2 : k ; cioè k = + a ; 

Abbiamo dunque sei dinami o viti p rùtcipali 
d'inerzia. 

In generale si dimostra: 
Un corpo rigido con r g radi di libertà, pos

siede r viti o dinami p rincipali d 'inerzia. (*) 

§ 11. Sull'urto di due corpi. - Due corpi 
r l e r 2 liberi, le cui superficie sono liscie e con
vesse, vengono ad urtarsi in un punto P; si de-

(*) R. S. BALL, Resear ches in tbe Dynamics of a 1·igid 
Bod)r by tbe aid of tbe Tbeory oj Screws [P h i_!. Tra ns. _Lon
don, 1873, 164] Tbe T heo1·y oj Screws, Cambridge, 1900. 

Ti~IERDING , Geometrie der K riifte, Leipzig, 1908. 
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termina una brusca variazione nel moto dei due 
corpi, che appunto si tratta di investigare. 

L'urto avvenga senza attrito: cioè · il sistema 
delle percosse subite dai due corpi nell 'urto sia 
riducibile , per ciascun cor po, ad una percossa 
N, incognita, applicata in P e diretta secondo 
la normale interna di ciascun corpo. 

Pel primo corpo diciamo m 1 la massa, G1 il 
centro di massa; M 1 il momento dell'impulso ri
spetto a G1 prima dell 'urto; M'1 dopo l'urto; e così 

. d Gt (d Gt)' l l . d" G accenmamo con dt e dt a ve oc1tà 1 1 

prima e dopo l'urto. Il solito teorema ci dà 

e d ue equazioni analoghe, cambiando l' indice 
in z ed N in - N , varranno pel secondo corpo. 
Di più, sempre per la ( r3), 

Cognito il moto prima dell'urto, le quattro equa
zioni precedenti non bastano per determinare N e le 

coordinate dei due moti elicoidali: (dd~1)', Q'1, ecc. 

dopo l'urto. 
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Per assegnare una quinta equazione 
ricorrere a qualche altro dato sperimentale. 
ciamo T1 e 7\ l'energia cinetica di r 1; v 1, v'1 
la velocità di P, considerato come appartenente 
a r l 'prima e dopo l'urto; per modo che 

(
dG )2 

2 T1 = m d t 1 + ~~ x M 1 • ecc. 

Valendosi delle (46), e del fatto che 

SI deduce agevolmente : 

2 ( T1' - T1) = N x (v 1 + v'1) , 

2 ( T2' - T2) = - N x (v 2 + v'2) ; 

e quindi per la variazione totale di energia cinetica: 

2 (T'- T ) = N x (v 1 
l , ) vl - v 2 -v2. 

Ora si ammette, come dato sperimentale, che in 
nessun caso si può avere :· :· mento di energia ci
netica; c10e 111 11essun cas• T' - T è positivo; 
e nel caso limite dei corp perfettamente elastici, 
tale differenza è nulla. In < 1uesto caso adunq 
la quinta equazione indicata è la 

(47) T'= T. 



Se i due corpi prima dell'urto si corrono incontro 
v x N è negativo. Se invece procedono secondo 

l 
la stessa direzione, sarà il primo prodotto ancora 
negativo e negativo del pari il secondo; ma perchè 
l'urto avvenga deve essere (v 2 - v 1) x N > o. 
Dopo l' urto, o i due corpi avranno rimbalzato o 
saranno rimasti a contatto; cioè (v' 1 - v '2) x N > o; 
ma pel principio ammesso, dovrà risultare 

È q uindi lecito porre 

e essendo, per ogni coppia di corpi ," un numero 
da ritenersi sensibilmente costante , compreso 
tra o ed I e da determinarsi sperimentaln1ente. 
Esso dicesi coefficiente di elasticilà all'urto o coef
ficiente di restituzz"one. 

La (48) costituisce, in generale, la quinta equa
zione richiesta. N el caso dei corpi perfettamente 
elastici, e= I; la (48) diviene identica alla (47); 
nel caso dei empi molli o anelastici, e = o; e la 
(48) diviene 

v' 1 x N = v' 2 x N . 

Dopo ciò il calcolo di N non presenta difficoltà. 
Posto u 1 = (P- G1) /\ n, essendo n un vettore 
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unitario normale a r l e volto verso 
breve calcolo ci dà 

quindi sostituendo nella (48) deduciamo 

m od N = ___ ___,_( r--'+'--e'-) _,('-v-"-2 __ v-""-1'-f_x_n _ _ _ 
I --+ u1 x cr 1 u 1 + u2 x cr 1 u, 

?Jl2 " 

Perchè la velocità di rotazione non subisca al
terazione, occor re che (P - G1) A N = o cioè 
che la normale comune passi per i centri di massa 
dei due corpi , cioè che l' urto sia centrale. 

Il caso dell ' ur to centrale di due sfere animate 
da un semplice moto di traslazione lungo l'asse 
delle x si deduce assai facilmente. 

Per le sfere anelastiche: 

è la velocità del centro di massa delle due sfere 
unite. In questo caso vi ha perdita di forza viva 
espressa da 
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delle sfere perfettamente elastiche si ha 

Se le due sfere sono eguali vi ha scambio di 
velocità. 

el caso finalmente dei corpi qualunque, la 
perdi ta di energia cinetica è 

Se il secondo corpo è in qu iete, il rapporto tra 
la energia cinetica perduta e quella impiegata è 

Conviene, nei casi pratici, che questo rapporto 
sia il più piccolo possibile e quindi assumere 
(caso del martello e chiodo, maglio e massa da 
comprimere) m 1 grande e v1 piccolo; disporre 
cioè di una forte massa con piccola velocità. 

Se il secondo corpo è una sfera di raggio in
fi ni tamente grande, per es. , un masso fisso limitato 
da un piano, si ha v 2 = z/2 =o; quindi la (48) 

v'1 =-ev1 ; 
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e se la sfera cade sul piano supposto 

dall 'altezza lt, sarà v1 =V 2 !t g; quindi rim 

zerà con veloci tà - e V 2 g !t = - V 2 g e2 lt 
rimbalzerà cioè all 'altezza e2 !t; ecc. Questo 
msce un mezzo per la determinazione speri 
tale di e. (*) 

(*) Le leggi dell'urto cercate invano da GALILEO, 
D ESCARTES, che enunciò, in Ùn caso particolare, il 
sulla costanza della variazione dell'impulso (ossia 
quantità di moto) costituirono oggetto di speculazione 
G. MARCO MARCI e di A LFONSO Ba RELLI ; ma in 
furono s tabilite, in segui to a problema proposto dalla 
cietà Reale di Londra nel r668 , da vVREE. , da ìN 
pel caso dei corpi perfettamente elastici, Mecbanica seu 
motus scicntia (167 1) e da HuYGENS, !e cui ricerche fu
rono pubblicate nel 1704 negl i Opuscula posthu.ma. È 
che compare il concetto di energia cinetica o fo rza viva, 
cosi chiamata poi da LEIBNITZ. La disputa tra cartesiani 
e Jeibniziani sulla misura delle fo rze vive e su quella delle 
forze morte (che è la quantità di moto) e sorta a propo
sito delle leggi dell'urto, continuò per tutto il secolo XVIH 
anche quando d' ALBIBERT ne aveva mostrato la perfetta 
inutilità, riducendosi tutto ad una questione di parole. 

Vedi PmssoN, Traité de Mécanique, 2 ° éd ition (1833), 
2, pag. · 254; e per la storia: MACH, l. c. , pag. 296. 



Esercizi. 

r. Momento d'inerzia d'una sfera o di un 
ell issoide o di una piastra parallelepipeda omo
genee. 

Baste rà !imitarci a considerare rette uscenti dal centro. 
Per la sfera 

J x• d ' = J )" d 1: = J z' d ' = f J , .. d , . 

Ma l'elemento di volume è dato da r2 dr d w, essendo 
d w l'elemento di superficie sferica di ragg io uno : onde 

J r• d 't = 4 n J ,_. d r = 4 ~ R; ; 

qu in di dicendo a., b, c i raggi principali d' inerzia 

a2 = b2 = c2 = __:__ R2 • 

5 

Per un ellissoide di semiassi a,, b, , c,, colla sostituzione 
x = a, x ', ecc., ci riduciamo alla sfera; quindi si trova 

b 2 + c 2 
a2 = 1 1 

; ecc. 
5 

Per un parallelepipedo rettangolo di spigoli a,, b1 , c1 , 

posto il centro delle coordinate nel centro del parallele
pipedo si ha 

onde 

Jx'd't= Jx'dxd yclz=-f;-a,"b, c, ecc: 

I 
a2 = - (b/ + c1

1
); ecc. 

12 

17 - MARCOLONGO. 
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2. Momento d 'inerzia d 'un triangolo. 

Il lato O B =a del triangolo O AB poggi sull'asse 
spetto al quale si "deve calcolare il momento d'inerzia e 
sia I la massa dell'unità di area. L'altezza relativa al 
vertice A sia "; una st ri scia d x , alla distanza x da A ha 

a x 
per momento --;:z- (" - x)2 d x; qu indi integrando da 

x = o ad x = r1. risulta 

I 
~=- aa.s . 

I2 

Consideriamo ora un asse condotto per O nel piano del 
- triangolo e che tagli AB in un punto C; siano " e ~ 

(con sc!gno) le distanze di A e B da O C= a. Il momento 

d'inerzia rispette O C è _ I_ a (r1. 3 - ~3) ; ma -
2

1 
a (o. -~) 

I2 

è la massa f.l. dell'area: onde 

~ = + (a.• +a. ~ + ~·) o 

Consideriamo tre masse , _ I_ f.l., poste nei punti medi dei 
3 

lati: il loro momento d'inerzia rispetto O C è 

cioè lo stesso di prima. Esse poi hanno lo stesso centro 
di massa dell'area del triangolo e quindi lo stesso mo
mento d'inerzia rispetto ad ogni retta. Si ha un semplice 
esempio di sistemi di eguali momeuti d'inerzia. 
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Si può dimostrare che, per un tetraedro omogeneo di 

111assa p. si ha un sistema di eguali momenti ponendo ai 

quattro vertici quattro masse eguali ad _ I_ p. e nèl centro 
20 

di massa una massa eguale a ___±__ p.. 
5 

[RouTH , T he elem. part of a T1·eatise on the D ynamics of 

a System. of rigid Body, London I89I, pag. 28] . 

3. Cogniti gli assi centrali d'inerzia, deter
minare quelli relativi ad un altro punto qua
lunque. 

Posto P- O= r basterà determinare un vettore uni
tario u, parallelo ad un asse uscente da P, in modo che 
sia massimo (minimo) 

3 = f.L (r2
- (r x u )2] + u X a u. 

Di ffe renziando ed eguagliando a zero si trova, tenendo 
conto= che u2 = I, e detta ).. una costante: 

(a) (a- À) u =p. r x u . r 

Moltipl icando scalarmente per u si deduce che ì, = 3 - p. r'. 
Di qui 

u =p. ( r x u) . (a- "J..)- 1 r, 

la quale dice che il vettore u è normale in P alla quadrica 

p.rx(a-"1.)-'r=r , 

che è una delle tre quadriche passanti per P omofocali 
all 'ellissoide reciproco a quello d' inerzia (§ 2). La tradu
zione in coordinate è immediata. 
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lBINET, Journ. de I'Ecole Poly tec. 16, pag. 41 (1811 
Si deduce pure subito da (n) la relazione (quadratica) 

r f\ ux o u =o 

cui debbono soddjsfare tutte le rette che sono assi prin
cipali d'inerzia per un loro punto. Essa rappresenta un 
complesso quadratico tetraedrale costituito dalle normali 
comuni a tutte le quadriche omofocali ad una data. 

(REYE, Geomet?-it der Lage, 2, I Auflage I868. TIMER

DING, Geometrie det· Kriifte, pag. 252]. 

4 · Momento d ' inerzia rispetto ad un ptano. 

Se O è un punto del piano, u un vettore unitario nor
male al piano, adottando la_ definizione stessa del § 1, so
stituendo alle dis tanzé dall'asse quelle ri spetto · al piano, 
si ha subito 

~.=~m (P- 0)2 - u x o u = u x (+ Ilo --'- o) u. 

ossia 
~. = u x o, u' 

I 
in cui comparisce l'omografia o, =- 11 a - o che è una 

2 

dilatazione avente le stesse direzioni unite di o. Varranno 
dunque teoremi del tutto analoghi a quelli del § I; e in 
particolare la relazione (7). Riportando da O sulla nor-

male al piano segmenti eguali a ~. 2 il luogo degli 
estremi, col variare del piano, è un ellissoide avente per 

. assi le direzioni unite di a e la cui equazione· è 

(B +C - A)x2 + (C+ A- 8))'2 +(A+ B - C)z2 = 1 
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L'ellissoide reciproco a questo dicesi di BINET ; ed è orno
foca le a quello considerato nell'esercizio p(ecedente. L'in
viluppo dei piani aventi lo stesso momento d'inerzia è 
una quadrica del sistema omofocale ivi considerato; ecc. 
(Vol. I, pag. 234). 

Cerchiamo quattro masse m,,. . . . da porre in certi 
punti P,, . ... e tali che il loro momento rispetto a qua
lunq ue piano sia identico a quello del sistema dato. Ri 
ferendoci ai piani passanti pel centro di massa, si trova 
subi to ch e le quattro masse ed il s'istema dato hanno 
stesso centro di massa, stessa massa, stesso ellissoide. 

P ascia colle solite notazioni, osservando che (Vol. I, p. 25). 

l (P, - O) x u ( • = r , x H (r,, r ,) u, 

indicando con cr una nuova dilatazione tale che o1 = o2 e 

posto 
~ r 1 =o l1 , ecc .. ... ; f.19 1 =m1 ; ecc ... .. 

si ded uce agevolmente 

H (l" 1,) +H (12 , 11) + .... 
a, 11 +a.' + ···· 

a, 1, + a, 1, + .... 

=I 

=I 

=0 . 

Q ueste equazioni non bastano per la ricerca delle m1 , ••• 

r , . ... Per interpretarle, diciamo ~ 1 , 1) 1 , ç, : le componenti 
di 1, secondo le direzioni unite di .,, ; ecc .... ; si vede su
bi to_che~la~sostituzione fra le quadruple (!;" 1)p ç, ' a,), .. . 
(colonne) è ortogonale; è quindi del pari ortogonale quella 
fr a le linee delle stesse quadruple: ossia 
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Queste ultime esprimono che i quattro punti sono 
di un tetraedro autoconiugato rispetto all'ellissoide i 
gina rio 

u x o, - ' u + -
1
- =o . 

J.L 

Asseg na ti punti le prime quattro equaz ioni 
ranno le masse. 

[REYE, Beitrag zur L e/n·e VO li den T7·iigbtitsmomw tm, 
Zeitchri ft fùr Mathem. u. P hysik, IO, pag. 433 (1865)]. 

5. Determinare il centro di oscillazione di 
un rettangolo omogeneo sospeso per uno dei suoi 
lati e quello di un triangolo isoscele sospeso per 
il vertice. 

Se h è l'altezza, b la base ori zzontale del rettangolo, 
trova subito 

quindi, § 4, 
a2 2 

À= - = - b . 
l 3 

Nell'altro caso, dicendo ancora !J l'altezza del triangolo, 

. 3 
À = - b. 

4 

6. Due aste rigide eguali ed omogenee sono 
legate con due fili A A 1 , B B1 lunghi /. La A B 
ruota intorno al suo punto medio fisso O e 
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il sistema è contenuto in un piano verticale. De
terminare il moto. 

Si ha un sis tema con due gradi di libertà: la verticale 
per O verso il basso, fo rmi l'angolo q> con O .,.J e; l'an
golo a con .4 A, . Il doppio dell'energia cinetica di AB è 
p. k• ,'2 ; quella di .A , B, è p. k' J'' 2 +p. !2 o · ~; il lavoro ele
mentare è f1 g d z = - p. g l sen 9 d O. Le equazioni di L-.
GRA NG E ci danno subito 

?' == cost. l O" = - g sen O. 

Il moto di A B intorno O è uniforme; mentre quello 
di A A, è un moto pendolare (APPELL, l. c, 2, pag. 162]. 

7. Un corpo rigido r è sospeso ad un asse 
fisso ; un altro corpo rigido r l è girevole intorno 
ad un altro asse, parallelo a:l primo e che è con
nesso col pnmo corpo. I corpi 
non sono soggetti a forze: deter
minare il moto. 

Pel centro di massa G di r, (Fig. 10) 
conducasi un piano normale in O ed 0 1 

ai due assi. Sia O 0 1 =a, 0 1 G = b, 
l' e <jJ gli angoli che queste due rette for
mano con una retta fissa del piano (coor
dinate del sistema). Il doppio dell'energia 

o 

Fig. 10. 

cinetica di r, girevole intorno O, è m P !'' 2 (k raggio d'i
nerzia); quella dir, consta di due parti: la prima, m1 k1

1 ~' 1 

è dovuta al moto di rotazione intorno a G; la seconda 
· dovuta al moto di Gin cui sia concentrata tutta la massa 
cioè m 1 v•, se ·v è la grandezza della veiocità di G. Tale 
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velocità è la r isultante di due altre: by' riormale ad O, G 
a q> ' normale ad O O, e che comprendono l'angolo r - ~. 

Q uindi 

2 T = (m P + m 1.k1
2

) q>' 2 + m 1 (le/+ b2
) <j/ 2 

+ 2 ab11i1 cos ('l'-<flr' <V = Clq>
12 + ~<j/ 2 + 2 ì rp ' t\J' . 

La 2 " forma delle equazioni di Lagrange ci dà subito 
gli in tegrali 

2 T=IJ 

cioè 
(et+ 1) i'.+ Cì + r~J <V'= c, 

r' (et cp ' + r <}') +<V'h r' + ~ 'f') = /J · 

Posto i' - y = w, va)endoci del primo integrale possiamo 
esprimere •r' e f per w ed w' ; sostituendo poscia nel se
condo si trova 

w' 2 = h (et + ~ + 2m, ab cos w) - c2 

et ~- m1
2 a2 b2 cos2 w 

Il problema è ridotto alle quadrature. 
· Nel caso de i corp i soggetti a fo rze, si stabi liscono su 
bito le equazioni del moto, ma, in generale, la loro in
tegrazione non è possibile. 

Il problema è noto col nome di doppio pendolo (cam
pana e battag lio ; braccio ed avambraccio, ecc. ). 

[THOMSON a . TAIT, l. c. l, pagg. 3 10, 324; FiiPPL, Vorl. 
ii. techniscbe Mechanik, 6, Leipzig I 9IO, pagg . 97 -1) I; O. 
FISCHER, T heor. Grzmdl. jii1· eiue Mech. de1· lebeiulen K fn·per, 
Leipzig 1906]. 

8. Stesso problema supponendo i due assi 
normali ; inoltre il piano condotto per il primo 
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normalmente al secondo lo taglia in un punto 0 1 

rispet to al quale è asse d 'inerzia. 

Siano O Z il primo asse (Fig. r 1); O, (i, j , k ) gli assi 
principali d'inerzia di 1\ (O, i asse di rotazione del se· 
condo corpo; O O, = a) O, Z, parai· 
Ielo ad O Z; O l'angolo che O, Z, 2 z, 
forma con j ; q> l'angolo che un piano 
per O Z forma con un piano fisso. sJ 
L'energi a cinetica di r è la stessa 
dell' esercizio precedente ; per quella 
di r, osserviamo che alla rotazione 0 

istantanea intorno O Z di velocità an· 
golare ?', si può sostituire una rota- Fig. rr. 

zione eguale intorno O, Z, ed una 
traslazione istantanea parallela ad O, i e di velocità a l''· 
La velocità in torno O, Z, si può decomporre in al tre due 
secondo O, j e 0 1 k per modo che q = cp' cosO, r = cp' senO. 
Finalmente secondo O, i si ha pure un moto istantaneo 
di velocità 8' =p. Quindi il doppio dell'energia di r. è 
da ta da 

onde 
2 T = (u. + ~ cos2 8) cp' 2 + ì 0' 2 = b; 

con 
u. = m P + m1 a

2 + C ; ~ = B - C , ì =A. 

Dalle solite equazioni di LAGRANGE (essendo r coordinata 

· ) . d d 0 T . d. tgnorata SI e uce -,----, = c; e q um 1 dr 
c2 c 

ì a" - b - ----,---;;- · 'i''- · ecc. 
- ex + ~ cos1 O ' - u. + ~ cos• O 1 

[THOMSON a. T AlT ; l. c. ; l, pag. 3 12]. 
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9· Forma assoluta delle equazioni di Eu 

Si ha, osservando che o è funzione di l, dalla 
ci l mente: 

M' = (o Q)' = o Q' + Q(\ o Q. 

Dopo ciò ai due membri della (26) si applichi l'operatore 
R o e si tenga conto della relazione dimostrata all' Eser
cizio 8, Vol. I, pag . 47 e che a è una di latazione: a 

' la richiesta for ma assoluta 

(a) 13 a . Q' + a Q (\ o2 Q = R o M e • 

Notiamo che in questa ed in altre teorie, insieme con 
l'omografia fondamentale a, hanno pure importanza queste 
altre tre 

o, = o2 - (B + C) a+ B C; ecc. 
ed è 

(b) a1 i =(A - B) (A-C)i,o1 j=a1 k= o; ecc. 

Quindi 

(c) uxo,u= (A -B)(A -C):(uxi?; ecc. 

e infine 

(d) u x o, u. u X o2 u. u x o3 u = - [u x o u (\ a2 u]1• 

Nel caso del moto alla POINSOT in cui Me= o, detta 'l 
la componente costante della velocità angolare 
il momento costante dell'impulso cioè 'l= b: k , si ponga, 
per l'omogeneità delle formole 
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D avendo le stesse dimensioni di A, B, C. Sia P il punto 
in cui o Q taglia l'ellissoide ( r 1) d' inerzia; a la lunghezza 
de lla normale da O sul piano fisso tangente in P al detto 

ell issoide; dico che ò = fl ,.Jù 2
• Infatti 

2 T=~ w2 =w2 :(P- O)" = !J ; 

a: mod (P- O) =., : w 

quindi è vero, ecc. Tell'ipotesi del § 7 ri sulta D compreso 
tra B e C; la somma di due delle A, B, C sempre mag
g iore di D. Se k' = B h, risulta B =D e la distanza a è 
eg uale al semi-asse medio dell'ellissoide. 

Inoltre si tenga presente che 

M x Q = Q x a Q = !J =D .,• 
M 2 =a Q X a Q =Q X cr1 Q = D 2 •J 2 

e però da (c): 

(e) Q X cr1 Q= B C (w1
- cx2

) ~ p2 (A- B) (A - C); ecc. 

dove le costanti reali cx, ~. ì' sono definite dalle 

(f) a2 BC = v%(B+C-D)D; ecc . 

.Moltiplicando (a) scalarmente per Q; applicando la (d) al 
caso di u =Q, nonchè le posizioni già fatte, si trova 

che con una quadratura ellittica ci dà w in funzione di l. 
[EULER, [ heoria!,motus, pag. 299· LAGRANGE,~Méc. a11aly. 

Oeuvres compi. 12, pag. 234). 
Dalle (e), (f) facilmente risulta 

1'2 < ~~: • < ... < fi'. 
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ro. Equazione differenziale e proprietà 
l'erpoloide in un moto alla PorNSOT. 

Sia ? il raggio vettore, cioè la distanza di P dal piede Q 
della normale condotta da O sul piano fisso. Dalle due 
espressioni di ·(P - 0 )2 dell'esercizio precedente 

w2 =v2 (Dp2 +I). 

Poscia poniamo 

w•- a? = D ·1 2 (p2 - a); ecc. 

le nuove costanti a, b, c essendo definite dalle 

a.BC D= -(B -D)(C- fl); ecc. 

Quindi per (e) di esercizio precedente: 

(A- B) (A - C ) p2 = ·1 2 DB C (p2 - a) ; ecc. 

donde risulta 
b> p 2 >a> o> c; 

e la (g) ci dà subito 

p2 p' 2 + D '1
2 (p2

- a) ( p2
- b) (p2

- c) = o. 

L'erpoloide è sempre compresa fra due cerchi di centro Q 
e raggi a e b cui risulta tang ente. 

Per ottenere l'angolo o/ che il raggio vettòre P- Q 
forma con un asse fisso del piano, osserviamo che 

M 1\ Q x Q'= h M 1\ (P - Q) x P' = h k p2 f. 

Moltiplichiamo (a) vettorialmente per Q. Sviluppando il 
duplice prodotto vettoriale risulta 

13 es • Q 1\ Q' = '19 D (es - D ) es Q 



e quindi la· precedente: 

r. a. D ·1. p2 y' =Q x (a3
- D a2

) Q 

ed eliminando a3 coll' iden tità del terzo ord ine (Vol. I, p. 47) 
il secondo membro diventa 

(I1 a - D) D 2 
·1

2
- I:~ a. D v2 + r3 a. ·1

2 (D p1 + r) 

= ·12 D. T3 a. p2 + ·1 2 
(- D 3 + 11 a. D' - Ili a. D+ r. a) 

=·12 D. l3 a. p2 · + ·12 r3 (a-D) 

onde fi nalmente: 

in cu i 
p 2 ~· =o ( p2 +E) 

E = 13 (<> - D): D I3 a. 

Il punto P .descrive l' e1·poloirle cou velocità areale funzione 
lineare rli p2 . Col valore precedentemente trovato per p' 

si trova in fine 

P\/D. V - (p2 - a) (p 2 -- /;) (p2 - c) rlo/=(p2 +E)rlp 

che è l'equazione differenziale dell'erpoloide. 
Per la sua integrazione colle sigma ellittiche, vedi 

trattati de] \VHITTAKER e di HALPHEN, 2. 
Se k" = B h, si ha B = D , a = c = E= o; onde 

rl p= V D . p / b- p2 r1 o/. 

Si integra subito ponendo 

p= \fb(Ch u) - ', 

e risulta u funzione lineare di o/ e quindi 

p Ch (~ /Db)= /b; 
equazione della spirale di P o tNSOT. 
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[LoRIA, l. c., pag. 588). 
Se diciamo v la grandezza della velocità di P sull 'er

poloide, 
p2 v• = p2 p'• + p• '1''2 

= - ·1• D (?2 - a) (p• - b) (p2 - c) + •1 2 (p2 + E)2 ; 

il secondo membro ha il termine noto nullo , poichè 
a /J c D + E2 = o; onde il quadrato della velocità è una 
funzione di secondo grado iri p2 ; ecc. 

[DARBoux, Notes ti la M éca11ique de Despeyrous, 17 e 18 
(r884- 1886)). Si può ancora provare che: 

L' erpoloide uon ba nè flessi, nè reg1·essi. 

Si consideri il punto 

e si rifletta che in un punto di flesso l'accelerazione è 
tangenziale e però 

P' (\ P'' =Q' 1\ Q''==o; Q"= 1nQ' ; 

io conseguenza 

(a) 5' = Q (\ Q'1 =m Q (\ Q 1 =m (S- 0). 

Le componenti di S - O secondo gli assi d'inerzia (a meno 
del fat tore comune D '1 2 : A B C) sono A (A - D) p, ecc.; 
flUelle di 5' osservando che 

S' x l= d [CS - O) x 1]_ (5 - 0) >< Q 1\ i 
d t 

= A (A - D ) p' + [C (C - D) - B (B - D)] q r , 

ono (sempre a meno dello stesso fattore) . 

(8 - C) (B + C - A ) q r ; ecc. 



Q uindi la (a) ci dà pei punti di flesso 

A(A - D ) p• B (B -D)q, 
('B - C)(B + C- - A) (C - A)(C+ A- B) 

C(C - D )1·2 

il primo rappor to è positivo, mentre gli altr i due sono 
negat ivi ; p, q, r non sono reali e non si hanno flessi. Lo 
stesso dicasi pei regressi. 

Se l'ellissoide non è d' inerzia e quindi non è soddi-
5fat ta la condizione B + C> A , per c h è compariscano 
fless i occorre che 

, - B < D . 

[W. HESS, D as Rollen einer Fliiche zweiten Grades auf 
eitzer invariablw Ebene. Diss. Miinchen, 188-L MANNOURY, 
Bull. des Sciences mathém. (2), 19, pag. 282 (189 5); LE
CORNU; Bull. Société mathém. de France, 34, p. 40 (1900) ; 
A. P ETRUS, Beit?·iige zur Theo,·ie del· Hu·polhodie Poinsots. 
Inaug. Diss. Halle, 1902]. 

I I. Dimostrare che in un moto alla POINSOT 

ogni quadrica conciclica all 'ellissoide d'inerzia 
rotola senza strisciare su di una quadrica di ro
tazione intorno al momento dell ' impulso. 

L'equazione di una quadrica conciclica all'ellissoide è 

(a) (N - O) x (a- a) (N- O)= cost. = À 

a essendo una costante, a la solita omog rafia. Diciamo S 
il punto in cui essa incontra l'asse is t. di rot. ; porremo 



quindi ~5-0=mQ e poscia (32) 

m• (/J - a w•) = • . 
Eliminando m, w, osservando che 

(5 - O) x M = m h 

risulta che 5 g iace sulla quadrica fi ssa di ro tazione 
torno O M : 

(b 
- I -

a (5- 0)2 - T [\5.- O) x M]• = -'. 

La normale in 5 all a (n.) è parallela al vettore 

n. (5-0)-cr(5-0) 

I 
= n. (5 - 0 ) - - [\5- O) x M ] M 

b 

e quindi parallela alla normale in 5 all a (b) . Quindi 
vero, ecc. Per n = M 2

: b, la (b) è un cilindro 
[SJ.~CCI , Collectanea math. in memoriam D. Chel 

Milano r88 r; G EB BIA, Mem. R. Ace. Lincei , {4), l, p. 
(I885)]. 

Si può anche dimostrare agevolmente che il moto 
tante di un moto alla PoiNSOT con una rotazione n' •tn•rnt'l~ 

all'asse O M è pure un moto alla PoiNso-r ; le 
quadriche fondamentali sono omofocali. Infatti se 
vettore della velocità di rotazione intorno O M, 

Q0 = 11 M (n_ costante) 

e quindi pel moto ri sultante 

Q1 =Q+ Q0 = (a- 1 +u1 M ; 

ciò dimostra il teorema. 
[SYL\' ESTER, Philos Trans., 156 ( r866JJ. 
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r 2. Ridurre alle quadrature il problema del 
moto di un giroscopio simmetrico pesante. (Caso 
di LAG RANGE). 

È il caso considerato nel § 8, in cui A = ·B, ç = 7J =o 
e qui ndi r = cost = 11. Dagli integrali ( 36') , (37') e dalla 
terza delle (40) osservando che 

e ponendo 
z-2~'-~ 

- A , 

si deduce 

C n 
'"= A c3 = cos 9, 

c'3 = ,1 f (c3 ) ;J (c3 ) = ( r - c2
3 ) (h - l c3)- (c - m c3)"; 

quind i cos e è una funzione ellittica del tempo. Come nel 
caso del pendolo sferico si prova che la f (cosO)= o ha 
le radici reali: due comprese tra + I e - I ; la terza, 
per ~> o , è superiore ad 1 ; risultato di facile interpre
tazione. 

Per la ricerca degli altri coseni e delle p, q, ,. giova 
introdurre gli angoli euleriani. Infatti (3 7') e la terza delle 
(15), Vol. I, pag. I68 ci danno 

9 ' l (c - 111 cos 9) cos (i 
sen- e . 'l' = c - m cosO , cp = 11- sen• (j • 

Esprimendo che le due radici della f sono eguali ed eguali 
al valore iniziale di cose, si ottengono le condizioni per 
il moto di precessiotte regolare. 

Nell' ipotesi che il corpo ruoti inizialmente intorno al
l'asse di simmetria, risulta c= 1/l cose., h= l coso.; quindi 
f (cos 9)= (cos -e.- cos·&) [ l(I- cos2 0)-m'-(cos e.- cos 6)]. 

18 - MARCOLONGO. 
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Supponendo ~ > o, 11 > o, il fattore di secondo grado, 
sitivo per cos O = cos a0 , e negativo per cosa= - 1 , 

annulla per un valore a1 > a0 ; quindi O oscilla periodica
mente tra i _due valori 00 , ll1 e raggiunge quest'ultimo 
dopo un tempo finito. L'angolo 'l> che la nodale forma 
con x1 è tale che 'l> ' ha lo stesso segno · di i 1 se a > a

0 
e 

segno contrario se a< 00 • 

La curva descritta dalla proiezione del centro di massa 
sul piano orizzontale ha per coordinate polari p = ~ sen 9, cj.: 
è quindi compresa tra due cerchi di raggi 'sen 01 , ~ sen 0

0
• 

Di più si trova subito che la derivata di p rispetto 'l> è 
nulla per 9 = 91 , infinita per a= a0 ; tale curva è però 
tangente al primo e normale al secondo ce-rchio. 

La discussione generale di questo problema, sia nel caso 
ora accennato, sia in quello delle condizioni iniziali qua
lunque, è stata approfondita da HEss (Mathem. Annalen, 
19, pagg. 121-154 (1882) e 29, pagg. 500-580 (1887)]. 

Se tt è assai grande e quindi 1-1. ~ A assai piccolo di fronte 
a C2 n2, O si mantiene sempre molto prossimo a 00 ; po
niamo 6 = l10 +,; e trascuriamo i termini in E

2
; si ha 

quindi 

con 

cos 6 = cos 00 - E se n 00 , se n 9 = sen 00 + E cos 00 

sen 1.10 • a'2 = m2 E sen 00 (2 E1 sen 1.10 - E sen 00) 

1-l-~A 
E 1 = C' n• · sen a0 , 

quindi 
E = E1 (l - COS 111 t) , (} = 00 + E1 (l - COS 111 1), 

e successivamente 

., m (cos 00 - cosa) m m E1 a1 'l' - -- E o/= --t ---sen111t 
- sen2 6 sen 60 ' sen 60 sen 60 
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o è una funzione periodica di t col periodo 't = 2 1t : m; 

il valore massimo è 00 + 2 a, per l = 1t : 111. L'asse di fi 
gura oscilla intorno alla sua posizione iniziale e in virtù 
di questo movimento, che dicesi appunto uutazioue, il piano 
equato riale si avvicina ed allontana dalla verticale e dopo 
il tempo 1: riprende la stessa posizione. 

Il moto della nodale (definito da '1') non è periodico 
e dopo il tempo 1: l' angolo si è spostato, nel senso 
posi tivo, di 2 n a,: sen 60 (moto rl i p1·ecessione). Perchè 
la nodale torni ad assumere il valore inizial e, occorre 
che 2 ·~r sen 60 = ut a, t cioè deve trascorrere un tempo 
2 n se n 60 : m a1 (pe~·iorlo di pHcessio11e). Se 60 non è molto 
piccolo, il periodo di precessione è assai più grande di 
quello di nutazione. Si vedono subito le modificazioni che 
intervengono se ~ < o. I risultàti, in tal caso, collimano 
qualitativamente coi fenomeni di nutazione e precessione 
della terra. Per le esperienze coll'ordinario giroscopio, col 
pendolo di GRUEY, ecc., vedi una mia nota: Giorn. di 
Matem. (3) 5, pag. 257- 266 (191 4). 

I 3. Equazioni del moto di un giroscopio 
soggetto a forze derivanti da un potenziale. 

Detta li l'energia potenziale, il lavoro elementare -:-- d n 
delle forze è espresso da Q x M d t ; cioè (Voi: I, p. 168) 
si deduce 

ò n sen f ( ò n ò n ) Mx = --cos'i' - -- -- - - cose 
. 3 9 sen a ò 'l' il f 

a n cos~'( a n a n ) M1 = - sen f- -- -- - - cos 6 
il 6 sen 9 o 'l' il l' 

. an 
M~ =- "Ff " 

Basta quindi sostituire questi valori nelle (27). 
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Le equazioni ammettono l'integrale dell'energia; inoltre 
se k 1 è un vettore unità parallelo all 'asse z1 

c2 , c8) si trova subì to 

ò ll 
M x k,= - :;- 

u ~ 

Se quindi n non dipende da 'i' , si ha, come nel S 8, l'in
tegrale (3 7'); e se n non dipende che da c8 e l'ellissoide 
d'inerzia è di rotazione intorno z, si ha ,. = cost =n; 
il problema (come nel caso di L'\GRANGE) si riduce alle 
quadrature. Poichè 

P.'+ q/ + r,2 = p• + q2 + ,.• =a + b n (c8) 

r 1 =p c1 + q c2 + ,. c8 ; c8 = a1 + b, r 1 

si deduce 

l'erpoloide giace su di una superficie di rotazione intorno 
all'asse z1 fisso. Nel caso di LAGRANGE è una sfera. 

Il caso in cui n è proporzionale a cos2 O conduce a fun
zioni ellittiche ed ha importanza per alcune ricerche astro
nomiche. 

[TISSERAND, Comp. rendus, 101, p. 195 (I885 ); PADOVA, 
Rend. R. Ac_c. Lincei, (4) 2, pagg. I 35- I68 (I886); PALA• 
DINI, ibidem (4) 4, pag. I87 (I888), oltre i lavori citati 
al § 8. Per _la ricerca di casi in cui esiste un altro 
integrale lineare o quadratico vedi BuRGA TTI, Mem. Ace. 
Bologqa, ( 6) 10 (I 9 I 2- 9; 3 )]. 

14. Moto di un corpo rigido intorno ad un 
punto fisso allorchè i suoi punti sono soggetti a 
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forze il cm potenziale è 

._r_ a m [(P- O) x k
1
] 2 + cp [(P - 0)2]. 

2 

Alla funzione q> corrisponde una forza passante per O e 
che quindi non inA.uisce sul moto : all'altra parte, una 
fo rza a m (P - O) x k, · k" parallela a k., vettore uni
tar io costante, e proporzionale alla distanza di P dal piano 
norrnale a k,. Supposto a costante per tutti i punti si 
vede subito che l'energia potenziale e il momento Me sono 

2 n = a ) k 1 x a {<:1 - + 11 a ( 

Me = a k 1 1\ a k ,. 

Applica,ndo la (26) si ha l'equazione assoluta del IJ!Oto. 
Riferendoci agli assi principali d'inerzia si hanno imme
diatamente le equazioni cartesiane del moto : 

A p'= (B- C) (q r- a c2 c5); ecc. 

Esse ammettono i seguenti integrali: quello dell'energia 

inoltre k 1 x M' = o ossia M x k 1 = cost.; ed ancora 

A p c1 + B q c1 + C r c8 = w 

che si deducono anche subito dalle equazioni cartesiane. 
Infine si deduce pure agevolmente un terzo integrale 
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di cui è facile assegnare la forma assoluta 

M2 
- a I 3 " · k, x o _, k, = cost. 

Il problema si può ricondurre alle quadrature. 
[F . DE BRuN, Academ des Sciences de Stockholm, 1893; 

Koss, Bullet. de la Soc. mathém. de France, 23, pp. 210-215 
( 1895); per una elegante analog ia idrodinamica vedi STE
KLOFF, Comp. rendus, 135, pag. p6 (1902). Vedasi ancora 
la mem. di BuRGATTI precedentemente citata]. 

·! 5. Dimostrare che se nel mot'o di un gi
roscopio pesante, il momento dell ' impulso è pa
rallelo ad un piano fisso nel corpo, tale piano 
taglia l'ellissoide reciproco a quello d'inerzia se
condo un cerchio ed il moto del centro di massa 
è identico a quello del pendolo sferico (Caso 
di HESS). 

Per la (35) tale piano dt!ve risultare normale a G -O; 
quindi per la (38) i tre vettori G - O, M, Q sono com
plenari, e inoltre M e G- O normali. 

Pel punto F = U +M conduciamo il piano tangente 
all'ellissoide reciproco a quello d'inerzia (§ 2); esso risulta 
normale ad Q e taglia il piano descritto da F- O se
condo una retta normale a F- O e tangente all'ellissi 
sezione; tale conica è dunque un cerchio il cui raggio è 
.jB. Si possono ora assegnare due altri integrali del moto; 
osserviamo che 

2 T= Q x M= a M 2
; 
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e il valore di a si deduce dalla 

M 2 I 
mod (F - 0)=-

1
. = - = / B. 

2 a 

Di qui, success ivamente 

G' = Q 1\ ( G - O) = a M 1\ ( G - O) 

(G-0) 1\ G' = a (G- 0)2 M, 

(a ) k 1 x (G - O) 1\ G' =a (G-O)' M x k 1 = cost. 

e poscia 

G'2 = a2 M 2 (G- 0)2 = 2 a (G- 0)2
- T 

e per la (36): 

279 

(b) G'2 = a h (G - 0) 2 - 2 a f1 (G - O)'· (G - O) x k 1 ; 

ora g li integrali (a) e (b) sono appunto quelli del pendolo 
sfer ico [Cap. II, S 6] Riflettendo che le sezioni circolari 
dell'ellissoide sono definite da 

si deduce che le condizioni analitiche del problema sono 

[JouKowsKY, Jahresber. d. Deutschen Math. Ver. 3 , p. 62 
(!89 3) ]. 

Un altro caso speciale di movimento è stato considerato 
nel 1899 dal signor GoRlA TCHOFF ed ha luogo quando 
A= B = 4 C, ed inoltre è nulla la costante delle aree. 
Ved i R~nd. Circolo mat. Palermo, 16, pp. 346-357 (1902). 
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I 6. el moto di un g iroscopio pesante 
terminare i casi in cui l'asse istantaneo di 
zione è)ìsso nel corpo. 

Tal e asse sarà pure fisso nello spaz io (Vol. I pag . 180) 
poniamo quindi, con u vettore un ita rio fisso 

Q=wu , M = w.o u 

(w fun zione del tempo, al pari di a) . Dalla (3) si 
agevolmente (vedi anche Eser. 9). 

(a Q)'= a Q'+ Q 1\ a Q = w' · a u + w2 u 1\ o u 

e quindi la (3 5) ci dà 

(a) w' · o U + w2 u 1\ o u = k 1 1\ (G - 0 ). 

Da questa moltiplicando scalarmente per G - O, e 
per k 1 e per (G - O) 1\ a u si hanno le equazioni 

(«) 

(~) 

w' · (G -O) x a u + w2 u 1\ o u x (G --O) = 

w ' · k 1 x a u + w2 u 1\ a u X k , =o 

w• [u 1\ a u] x [(G - O) 1\ q u) 

-f-- [(G-O) 1\ n u)'x [(G - O) 1\ k 1) = o. 

Eliminando w' dalle («) si ha 

k 1 x )uf\ o u x (G- O):cru-(G-0) Xr. U . u 1\ <> u (= 

Il vet tore entro parentesi , supposto di~erso da zero, è 
nel corpo; e poichè k 1 x u = cost, si deduce che 
k 1 è fisso nel corpo: quindi dalla k '1 =w u 1\ k 1- si 
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duce u = k 1 ; e dalla (~) risulta che w• è costante e quindi 
dalla (a) 

u (\ cr u x ( G - O) = o . 

Q uesta è l'equazione di un cono quadratico: ogni sua ge
neratr ice, posta in -posizione verticale, è un asse perma
nente rli rotazione (rotazioni permanenti di STAUDE). Ap
partengono a questo cono gli assi principali d'inerzia e 
le congiungenti il centro di massa col punto fisso; per 
g li assi principali w è infinito ; nel caso di EuLER l'equa
zione è identicamente soddisfatta . 

Se il vettore suddetto è parallelo ad u 

u (\ cr u x ( G - 0) · o u - ( G - O) x o u · u (\ cr u =m a , 

moltiplicando scalarmente per a (\ cr u e escludendo il caso 
di ( G- O) x o u =o, si deduce u (\ o u =o; onde 
cr u = p u ; cioè u è asse principale d'inerzia, e allora è 
m = o; in altre parole il vettore è nullo ; cioè 

u (\ o u x (G- O) · o u =(G - O)>:< o u . u (\ o u 

e quindi come prima u è asse d'inerz ia: per es., i. Le 
(et) ci danno 

w'·(G-O)x i =o, w' · (G - O) x k , = o 

é dalla (a) 

A w'i=k, (\ (G - 0). 

Il corpo oscilla intorno ad un asse orizzontale come un 
ordinario pendolo composto. (Moti di MLODZJEJOWSKI]. 

Nel caso in cui (G - O) x o u = o, essendo o u diverso . 
da zero, risulta pure (G- O) x u (\ o u = o; e dalle (a:), 
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di cui la prima è identicamente soddisfatta, 
pure (G-O)x u =o e quindi G - O=o; ecc. 

(STAUDE, Journ. fiìr Mathem., 113 , pag. 318 (1894); 
B. K. MLOD ZJEJOWSKY, Arbeiten der phys. Section der 
Freunde der Naturkunde in Moskau, 7 , pag. 46 ( 1894); 
P. STACKEL, Math. Ann. 67, pag . 399 (1909)]. 

17. Moto di un corpo rigido pesante su di 
un piano orizzontale. 

Ferme le solite notazioni , quando è fissata la pos tzwne 
degli assi principali d'inerzia relativi a l centro di massa 
aranno fissati gli angoli <p , O; quindi l'altezza ~1 del cent ro 
i massa dal piano orizzontale è determinata, cioè 

(,=/ (0,1')· 

Si ha un sistema con cinque gradi di libertà. Sia N il 
wettore della reazione normale applicata nel punto P di 
ontatto tra il piano ed il corpo. Poichè 

;e 11 è un vettore fisso parallelo al piano, si deduce 
R x 11 = cost. ; la proiezione di G sul piano s i muove 
i moto rettilineo uniforme. 
Il lavoro di N è nullo e però ha luogo l'integrale 

' el l'energia 

f1 G't +M x Q - 2 p. g ~~ = b 

~ssia, essendo G'2 eguale a C/2, a meno di una costante 
ldditiva, 
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Finalmente sussiste ancora l'integrale (37) 

M x k 1 = cost . 

E questi sono i soli integrali noti nel caso generale. 
Se l' ellissoide d'inerzia e la superficie del corpo sono 

di rivoluzione intorno z, come al S 8, 2 si deduce che la 

componente 1· di Q secondo z è costante e inoltre ' non 
può dipendere che da 6. Il problema si può ricondurre 
alle quadrature come nell'Esercizio· r 2. 

Nel caso della trottola il corpo poggia per una punta 

sul piano; è 
,, =l COS 6 = l c3 ; 

nel caso di un disco '' = l v' 1 - c3
2

• 

[PorssoN, Traité, ... 2, pag. 214. JuLLIEN, l. c. 2, p. r86. 
APPELL, l. c. 2 , pag. 270. PADOVA, Atti R. Ist. Veneto (7) 
6, (1894-95) e la citata monografia dd GREENHILL]. 

r 8. L 'asse di simmetria di un corpo solido 
ed omogeneo ha un punto fisso O e scorre su 
di un cerchio fisso levigato orizzontale, il cui 
centro sta sulla verticale di O. Determinare il 
moto. 

Sussistono i due integrali del caso generale; ed essendo 

:, = cost, cos 6 = c3 = cost, essi ci danno 

A p 1 + B q2 + C r' = 1J 

A p c, + B q c11 + C r c3 = cost. 

mentre le (15) del Vol. I, pag. r68 si riducono alle 

p =., 'senijsen'l', q=;j;'sen6coscp, r='l''cos6+cp' 
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con 

c, = sen 6 cos '!' , c2 = sen 6 sen '!' , c3 = cos 6 . 

Il problema si riduce alle quadrature. 
[P AINLEVÉ , L eçons sm· l' intégr. rles équations de la 

Paris, 1895, pag. 32]. 

rg. Moto di un corpo rigido pesante 
rotola e g ira su di un piano (o superficie) . 

In ogni istante il moto del corpo si riduce ad una 
tazione intorno ad un asse uscente dal punto di contatto 
del corpo colla supe_rfic~ ~he vogliamo supporre sia 
piano orizzontale fisso. Tale rotazione istantanea può de
comporsi in una normale alle due super ficie (velocità di 
rotazione propria) ed in un'altra parallela al piano tan
gente (velocità di rotolamen.to). Inoltre il vincolo im 
si traduce nel fatto che la velocità del punto di contatto 
è nulla: e si esprime con due relazioni differenziali non 
integrabili (Vol. I, p. 258); il sistema è dunque aoolonomo. 
Riferiamoci agli assi centrali d'inerzia ed applichiamo le 
(43') e (44'); indicando ex, ~. 1 i coseni della normale in p 
al corpo, positiva in alto, X, Y, Z le componenti de 
reazione, si ha 

1'- (u' + q w - r v)= Jl g a +X, ecc. 

A p' + (C - B) F = Z y - Y z; ecc. 

Ora dobbiamo esprimere che la velocità di P è nulla, 
u' +q z- ,. )'=o, ecc., e che la direzione a,~. ì è 
nello spazio; cioè 

a'= r ~ -q y, ecc. 
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Si hanno dodici equazioni con altrettante incognite (u, .• . , 
p ... , x, ... , X, ... ); poichè essendo nota l'equazione della su
perfi cie, a, ~. ì sono funzioni note di x , y, z. Il lettore potrà 
mettere i risultati precedenti sotto forma assoluta [Analyse 
vect. 2 pag. I). Si può dedur re agevolmente 

d 
T' = fl (zw '+ .... )+App'+ .... =- !'- gdt(a. x + ~ Y +n:) 
che dà l'integrale dell'energia. 

[APPELL, Les mouv. de roulem., pag. 25). 

20. Stesso problema supponendo il corpo 
di rotazione. 

Conserviamo le notazioni dell'Eser. preced. : l'asse x sia 
un asse fisso del piano meridiano, ma non fisso nd corpo, 
e sia P M l' intersezione del 
piano orizzontale col piano 
P G z. Si ha (Fig. r2) 

,,=/(9). 

Ce rchiamo le componenti 
della veloci-tà istantanea di ro· 
taz ione della terna x, y, z. Sia 'l' 

l'angolo che y forma con y1 ; 

F ig. I2. 

si ha una rotazione intorno z, di velocità 'l''; ed una di 
· velocità 6' intorno y ; quindi (§ 9): 

p1 = --1J>'sen0, q, = O',r1 =1J>'cosO. 

Si ha infine una rotazione del corpo intorno z; e se 'l' é 
l'angolo che x forma con una retta fissa nel corpo, la 
velocità di tale rotazione è cp'; .quindi 

p= p, , q= q1 , r = 1·, + cp ' . 
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Per quanto fu detto in fine del § 9 

fl. (u1 + qw -r·, v)= -fJ.gsen O+X;f-l (v 1+1·1 u-pw)= Y 
fJ. (w' + p v - q u) = fJ. g cos 6 + Z 

A p'+ (Cr-Ar,) q = - z Y ; 
A q' - (C r - A r,) p= z X - x Z, Cr' =x Y. 

Esprimendo che la veloci tà di P ·è nulla si ha ancora 

u + q z = o , v + r x - p z = o , w - q x = o. 

Si hanno nove equazioni : eliminando u, v , w e le compo
nenti della reazione risul tano tre equazioni differenziali di 
2 ° ordine. 

Ha luogo l'integrale dell'energia. Si deduce infatti che 

T' = fJ. g (w cos 6 - u sen 6) 
ossia 

T'= f-l g (x cos 9 + z sen O) (J ' = fJ. g (, 

perchè infatti 

;,= x sen 6 -~zcos6 , ~1

1 = (x cos9+ z sen 6)& '; ecc. 

(APPELL, l. c. p. 27; Roun-1, Advanced part .... , ecc. (I 884)]. 

2 r: Trattare il caso particolare che il corpo 
SI riduce ad un cerchio omogeneo di massa uno. 

Sa a è il raggio del cerchio, le coordinate di P s ono 

(a, o, o); inoltre A = B = -
1
- a•; C= a•. Dalle equazioni 

2 

dell'eserci zio precedente, eliminando le u, v , w , x ... ; si ha 

I 1 ,( I) 3 1 ( I) g - p 1 r- - r1 q= O. - q- 2r --r P = - cos8 
2 2 2 2 1 a 

2r·'+p q =o. 
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Inoltre si trova subito r1 = - p cotg 9, q = 9' ; le tre equa
zioni precedenti sono appunto tre equazioni di fferenziali 
tra p , r , 6. Moltiplicandole rispettivamente per p, 6', 2 , . , 

sommando e integrando si ha 

p• + 4 ,.• + 3 a•• = 1.1.. sen 9 + li . 
a 

Riguardiamo p ed r come funzioni di O; la prima e terza 
ct danno 

~ ~ + 2r +p cotg a = o 

ed eliminando p; 
d2 r dr 
d·o• + co tg O dO - r = o 

che s'integra colla serie ipergeometrica: poscia si trova p 
e quindi 6', ecc. 

[APPELL, l. c., pag. 34; Rend. ·Circolo matem. Palermo, 
14, pagg. 1- 6 (1900); KQRTEWEG, ibidem, pag. 7; CAR
VALLO, Tbéorie dtt mouvemwt 
tlu monocycle et de la bicyclette, 

Jour. de I'Èc. Polytechnique, 
(2) 5, 6 (1900)]. 

22. Problema della bici
cletta. 

In prima approssimazione ri· 
guardiamo la bicicletta come un 

\ ... 

c 

sistema rig ido, simmetrico ri- Fig. 13. 

spetto ad un piano passante 
per una retta O 0 1 di un piano orizzontale (Fig. q); 
O è il punto di contatto colla ruota posteriore; O, con 
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(direttrice); O 0 1 è la tangente 
O; sia a la tangente a quella di 0 1. La distanza O 0

1 

costante ed il moto di O uniforme con velocità v . II 
istantaneo C di rotazione è nella intersezione delle 

normali y alla O 0 1 e O, C alla a; e l'asse di rotazione 
la verticale in C. -s~ R = O C sarà w = v : R la velo-

angolare cos tante. Finalmente l'asse z sia la verticale 
O verso l'alto e sia ? l'angolo che il piano passante 
centro di massa e per l'asse x fo rma col piano x z. 

l'integ rale della conservazione dell'energia 
in questo problema di moto relativo (Cap. II, S 7). L'energia 

I 
ica del corp·o è- A .,'2 dove A è il momento d'inerzia 

2 • 

corpo secondo x . L'energia potenziale dovuta alle 
esterne (peso) è p. g ~ = p. g l cos q> ; quella dovuta 

erazione di strascinamento coincide con quella delle 
centrifughe; le componenti di queste, per una massa m 

di coordinate x , y, z, ricordando la posizione dell'asse di 
rotazione, sono 

m w2 x , m w2 (y - R) o 

ed il la v oro è 

111 w2 (y - R) d y = 111 w2 r (r sen 'i' - R) cos 'i' d 'i' 

poichè y = r sen 'i' , essendo 1· la distanza dall'asse x. Il la
voro complessivo, notando che A=~ mr•, J.Ll =~m r, 
risulta 

A w2 sen 'i' cos 'i' d 'i' - p. l R ..,• cos q> d q> 

ed è la deri"vata rispetto a ?• cambiata di segno, di 

+ w' A cos 2 'i' + w•_ p. l R sell ? 



che è quindi il potenziale delle forze centrifughe. Non 
dovendo considerare il la v oro delle forze o accelerazioni 
complementari, l' integrale dell'energia si scrive 

I l 
- A cp'2 + 1'- g l cos cp + -

4 
w2 A cos 2 'i' + w2 1'- l R seni' = h. 

2 • 

Di qui si deduce 

A?"= ~- g l sen cp + w2 (A sen cp -l'- R l) cos 'f 

che avrebbe potuto stabilirsi direttamente, applicando la 
(22). Nel caso dell'equilibrio il primo membro è nullo e 
si ricava 

w2 = 11 g l tang cp· 
J.1 R l- Asen cp ' 

donde, nell'ipotesi di 'P molto piccolo, risulta la formula 
di RANKINE: 

v2 
tang cp =Rg. 

[ Su1· l es priucipes d)'ll. du mouv. des vélocipèdes; Les 
Mondes, 21, p. 371 (r869)). Per uno stesso v , al crescere 
di cp, deve diminuire R, cioè C deve accostarsi ad O e 
qu indi, volendo conservare l'equilibrio, piegare il manubrio 
dalla parte in cui inchi.na la macchina. 

Il precedente valore di 'P annulla la derivata prima 
dell 'energia potenziale; la derivata seconda (entro i soliti 
limiti) è 

11 g l cos 'P + w2 11 R l sen 'P 

che per cp sufficientemente piccolo è positiva. Si ha dunque 
un minimo per l'energia e la posizione di equilibrio è 
ins tabile. 
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[BouRLET, Traité des bicycles et des bicyclettes, 

(1894); APPELL, Traité de M éc., 2, pag. 297 e Les 

de 1·oulem., pag. 3 6]. 

23. Problema della palla da bigliardo. 

Una sfera omogenea pesante di centro O e raggio a è, 
all'i stante t, a contatto in C con un piano orizzontale. 
La reazione del piano è una forza applicata in C; ma, a 
causa dell'attrito- del piano, consta d i una reazione nor
male eguale al peso della sfera, e di una reazione tan
genziale F (attr ito radente) contraria alla velocità assoluta 
di C e la cui g randezza i! proporzionale alla reazione nor
male, ossia al peso; cioè fL g f (f un fattore da determinarsi 
sperimentalmente). Detta v la vel ocità del centro di massa 

O; riflettendo che in tal caso, 1:: 2 , M=~Q= _:_ fLa2 a 
J 5 ' 

le equazioni del moto del centro di massa e la (26) ci 
danno: 

2 
p. v' = F .; - J.l a2 Q 1 = - a k 1 (\ F; 

5 

k 1 vettore unitario normale al piano e volto in alto. Dalla 
seconda si deduce subito k, x Q= ~ost., quindi detta 0 1 

la componente di Q parallelamente al piano possiamo in 
detta equazione sosti tuire Q 1 ad · Q. La velocità di C è 
v - Q (\ k 1 = v - Q 1 (\ k, ; perciò 

D'altra parte dalle due equazioni trovate, integ rando si 

2 
- a Q 1 + k 1 (\ v= cost. 

5 
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e di qui agevolmente: 

7 v-a 
v - Q 1 (\ k 1 = - (v ··- a) · F - - J-l uf · 

2 ' - o mod (v - a) ' 

e però la prima equazione di venta 

d v v - a 
dT = - f g mod (v - a ); 

e di qui , calcolando il mod dei due membri ed eliminando 
d t , con una nuova integrazione risulta 

v - a --:--:---,-- = cost. 
mod (v- a ) 

La F ri sulta costante e pure costante la direzione della 
velocità di C; il moto del punto O è un moto parabo
lico ; ecc. Quando v = a , la velocità di C è nulla ; ciò 

avviene dopo un tempo t= ~1
1 

mod (v 0 - a ). A partire 
g 

da ques to istante non vi ha più scivolamento, ma roto
lamen to della . sfera ; il moto di O è rettilineo ed uni 

fo rme; ecc. 
[PmssoN, T1·aité, 2 , pag. 25 r ; CoRrous, T héorie m atbém. 

d es e.ff"ets du je;1 ~de billard, Paris 183 5; APPELL, l. c. ! 
pag. 274; JuLLIEN l. c., 2, pag. 192; HEMMING, Billards 
matbemalically lreattd, London 1899; MAGG I, D iuamica 

dei sistemi, P isa, 19 17, pag. 277]. 
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