SULLA TEORIA MATEMATICA

DELLA

PROPAGAZIONE DELL’ELETTRICITA
NEI SOLIDI OMOGENEI

(Tesi presentata per conseguire il grado di Dottore
aggregato alla facolta di Scienze fisiche matematiche e naturali
nella R. Universita di Torino nell’anno 1872.)

PREFAZIONE

Le analisi di Thomson, di Kirchhoff, di Weber e di Helm-
holtz sulle correnti elettriche hanno posto in luce due fatti, det
quali le idee moderne sulla correlazione delle forze fisiche ac-~
crescono I'importanza: I’analogia delle leggi della prepagazione
dell’elettricita nei fili di resistenza infinitamente piccola con quelle
della propagazione del suono nei tubi e nelle verghe vibranti
longitudinalmente, e I’ analogia della propagazione dell’ elettricita
nei fili di resistenza infinitamente grande con quelle del calore
nei corpi solidi.

Collo scopo principalmente di vedere fino a qual punto sus-
sistono queste analogie, e fino a qual punto esse possono con-
correre coi risultati di altre teorie ad indicarci la via per iscoprire
la vera natura dei fenomeni elettrici, io mi propongo di studiare
la propagazione degli stati elettrici nel caso semplice di un con-
duttore filiforme immerso in un mezzo perfettamente isolante e
senza derivazioni, e di applicare con metodo uniforme le leggi
cosi trovate a casi tali e cost ordinati, che valgano a mostrarmi
come quelle leggi si trasformino gradatamente, mentre, variando
la natura del conduttore, la resistenza del circuito cresce da zero
fino all’infinito.

Le sole ipotesi, che la legge di Ohm valga per le correnti
variabili come per le costanti, e che sia esatta la formola fon-
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damentale dell’induzione voltaica data da Weber, bastano a sta-
bilire le equazioni generali del movimento dell’ elettricita date

pella prima volta dal Kirchhoff. Sono cinque equazioni differen-

ziali fra cinque funzioni di quattro variabili indipendenti; le
cinque funzioni sono la quantita di elettricita, riferita all’unita
di volume, contenuta nell'interno del conduttore, la quantita di
elettricita, riferita all’unita di superficie, accumulata alla super-
ficie del corpo, e le tre componenti dell’intensita della corrente
parallelamente ai tre assi coordinati; le quattro variabili indipen-
denti sono il tempo e le tre coordinate. Queste equazioni si sem-
plificano e si riducono a due nel caso di un conduttore lineare,
cioé avente la forma di un filo di sezione infinitamente piccola;
ed in queste equazioni non figurano piu che due funzioni di due
variabili indipendenti: la quantita di elettricita contenuta nel filo
riferita all’unita di lunghezza e I'intensita della corrente, fun-
zioni entrambe del tempo e dell’arco di conduttore compreso fra
un’origine data ed il punto che si considera.

Espressi con serie trigonometriche gli integrali delle equa-
zioni cosi ridotte, io considero successivamente i casi di una re-
sistenza infinitamente piccola, di una resistenza finita e di una
resistenza grande oltre ogni limite.

Nel primo caso I’analogia fra i due fenomeni, la propaga-
zione dell’ elettricita nei fili e quella dei suoni nei tubi e nelle
verghe vibranti longitudinalmente, & completa. Alla condensa-
zione del corpo vibrante corrisponde la carica elettrica del con-
duttore, alla velocita della vibrazione P’intensitad della corrente.
Come la condensazione e la velocita, cosi la carica elettrica e
I’intensita della corrente, si trasmettono sotto forma di due onde
uguali propagantesi in versi opposti con velocita uniforme ; questa
velocita & quella della luce. :

Nei piccoli tubi il suono si propaga meno rapidamente, che
nello spazio illimitato, e la velocita di propagazione & tanto mi-
nore, quanto & minore il diametro del tubo, e quanto piu lunga
¢ 'onda. Nella propagazione dell’ elettricita avviene lo stesso.
Se invece di supporre la resistenza infinitamente piccola, le si
attribuisce un valore finito, purché inferiore ad un certo limite,
la carica elettrica e I’intensita della corrente sono rappresentate
ancora ciascuna da una serie, ad ogni termine della quale cor-
risponde un’onda semplice; ma tutte queste onde si propagano
lungo il filo con velocita diverse e tanto maggiori quanto & mag-
giore il numero d’ordine del termine corrispondente, quanto piu
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Ionda & corta. Diminuendo la resistenza, tutte queste velocita
convergono verso quella della luce, come aumentando il diametro
del tubo, in cui si propaga un suono, tutte le velocita delle onde
semplici, di cui questo & composto, convergono assintoticamente
verso quella del suono in un mezzo illimitato.

Aumentando ancora la resistenza, la velocita delle onde piu
lunghe si riduce a zero e poi diventa immaginaria. Il primo ter-
mine delle serie, e dopo il primo successivamente tutti gli altri
cessano di rappresentare un’onda; le serie si scompongono cosi
in due parti; la seconda parte rappresenta ancora un moto pro-
pagantesi per onde analoghe a quelle sonore; la prima parte
invece rappresenta una funzione, che non trova finora riscontro
in nessuna di quelle, che esprimono leggi fisiche di altri ordini.

Col crescere della resistenza tutti i termini delle serie pas-
sano successivamente dalla seconda alla prima parte. Al limite,
quando la resistenza diventa infinita, la quantita di elettricita, che
si trasmettera per onde, sara infinitamente piccola. Ma intanto
i termini delle serie si saranno trasformati per modo, che la fun-
zione rappresentante la carica elettrica soddisfera a quella stessa
equazione alle derivate parziali, dalla quale dipendono le leggi
della propagazione del calore nei corpi solidi.

Questi fatti, posti a confronto coi dati di altre teorie, fanno
intravedere, come quel medesimo etere, a cui si attribuisce la
propagazione della luce e del calore raggiante, intervenga nei
fenomeni elettrici, e come !’esistenza di questo veicolo univer-
sale delle energie fisiche possa trovare una dimostrazione di piu
in due leggi affatto sperimentali: la legge di Ohm e quella dei
fenomeni d’induzione,
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14

DEFINIZIONI ED IPOTESI FONDAMENTALL

Quantita di elettricita, intensita della corrente, conducibilita e forza elet-
tromotrice, estensione deila legge di Ohm.

1. Gli stati elettrici dei corpi si rivelano mediante attrazioni
e ripulsioni esercitate sui corpi vicini. Queste forze, che seguono
la legge di Coulomb, determinano il segno degli stati elettrici
e danno la misura delle guantita di eletiricita. Un corpo elettriz-
zato & in istato elettrico positivo o negativo, secondoché un vetro
stato strofinato con una stoffa di lana lo respinge o lo attrae,
e noi diciamo che in quel corpo vi & un’unitd di energia elet-
trica od una quantita di elettricita uguale ad uno, quando questa
quantita di elettricita, supposta riunita in un unico punto, eser-
citi alla distanza di un millimetro sopra un punto materiale, su
cui sia concentrata una quantita di elettricita uguale ad essa, una
ripulsione capace di imprimere alla massa di un milligrammo
I’accelerazione di un millimetro.

2. La trasmissione degli stati elettrici fra le parti di un corpo
costituisce una corrente clettrica. E indifferente considerare la
corrente -come la propagazione di un solo de’ due stati elettrici
opposti, o come la propagazione simultanea de’ due stati in versi
contrari. Adottando questa seconda maniera di enunciare il fe-
nomeno, noi diciamo werso della corrente il verso in cui si tra-
smette I’elettricita positiva.

Supponiamo dapprima, che in ogni punto di un corpo la
trasmissione si faccia parallelamente ad una' data direzione. Se
la corrente & costante, tutte le sezioni del corpo perpendicolari
a quella direzione sono attraversate in un dato intervallo di tempo
da una medesima quantita di elettricitd positiva in un senso, e
dalla medesima quantita di elettricita negativa nel senso con-
trario. Noi diciamo 7ufensita della corrente la quantita di elet-
tricitd positiva trasmessa attraverso ad ogni sezione in un mi-
nuto secondo.

Se la corrente varia col tempo, sia ¢ la quantita di elettricita
positiva che ha attraversato una data sezione dopo il tempo #;

la derivata (7:1 rappresenta la quantita di elettricita positiva che
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passerebbe per quella sezione nell’unita di tempo, se alla fine
di ¢ la trasmissione diventasse costante. E il valore di questa
derivata che noi denominiamo intensita- della corrente nella se-
zione data e nell’istante considerato.

Ed analogamente, qualunque sia la forma di un corpo e co-
munque vi avvengano trasmissioni di stati elettrici, se in questo
corpo consideriamo un punto e se la quantita di elettricita posi-
tiva, che nell’elemento di tempo & successivo all’istante # attra-
versa normalmente un elemento superficiale di area » comunque
collocato in quel punto, ¢ fw d¢, la quantita 7« dicesi intensita
della corrente elementare nel punto e nell’istante dati e nella
direzione della normale all’clemento piano. La quantita finita ¢
si pud denominare infensita unitaria o riferita all’ unita di super-
ficie in quel punto, in quell’istante ed in quella direzione.

3. Se stande la stessa causa, che in un dato istante tende
a produrre il movimento dell’elettricita, stando le stesse la forma,
le dimensioni, la posizione del corpo, in cui questo si deve ma-
nifestare, stando le stesse tutte le altre circostanze, si suppone,
che varii la materia, di cui il corpo & formato, si ammette che
I’intensita unitaria della corrente in ciascun punto varii propor-
zionalmente ad una costante dipendente solo dalla natura del
corpo: e questa costante dicesi cogfficiente di conducibilita.

Quest’ipotesi non & altro che un’estensione della legge di
Ohm; per correnti costanti essa ¢ provata vera da tutte le espe-
rienze; e per correnti variabili essa & giustificata dal fatto spe-
rimentale, che nei fenomeni d’induzione, ove la causa della cor-
rente comincia ad apparire, cresce e torna a zero, la quantita
totale di elettricita messa in movimento nel circuito indotto &

proporzionale al coefficiente di conducibilita.
Il valore del rapporto—; dell’ intensita unitaria 7 della cor-

rente in un dato punto del corpo ed in una data direzione, al
coefficiente di conducibilita # del corpo, non dipende, in grazia
del principio precedente, che dalla causa del movimento elettrico
e dicesi la forsa elcttromotrice agente in quel punto ed in quella
direzione.

Si sa che per un corpo, sul quale non agiscono fenomeni
d’induzione né azioni elettrostatiche dovute a cause esterne, €
possibile una sola distribuzione dell’elettricita esistente su di esso,
pella quale vi sia equilibrio elettrico, e che questa distribuzione
é quella, per cui il potenziale di tutta quell’elettricita ha un me-

G. FErRrAR1s, Opere, Vol. I 2
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desimo valore in tutti i punti dell’interno e della superficie del
corpo. Se il potenziale non & costante v’& corrente, ed esten-
dendo a tutti 1 casi cio, che la distribuzione dell’ elettricita libera
lungo il circuito data da Ohm e provata sperimentalmente da
Kohlrausch dimostra pel caso speciale di una corrente costante
percorrente un conduttore filiforme, si ammette che, detto Q il
potenziale e ds uno spazio infinitamente piccolo percorso nella

direzione s, I'intensita unitaria della corrente in un punto dato, e

B : 1 . v L de
nella direzione s sia proporzionale al coefficiente differenziale =
s

Essendo cosi tra loro proporzionali la forza elettromotrice
e la derivata del potenziale, esse si possono ridurre ad una me-

desima unita di misura; e siccome — d—: esprime 1 attrazione
elettrostatica che I’elettricita distribuita sul conduttore esercite-
rebbe sul punto considerato, se su questo punto fosse riunita una
quantita di elettricita uguale ad uno, cosi noi possiamz assumere
come unita di forza elettromotrice quella forza elettromotrice, che
equivale ad un’attrazione elettrostatica uguale ad un mezzo, *
capace cioé di imprimere in due minuti secondi alla massa di
un milligrammo la velocitd di un millimetro.

Scelta 'unita di intensita, scelta 'unitad di forza elettromo-
trice, ne risulta I’unita per la conducibilita. E uguale ad uno la
conducibilita di quel corpo, in cui una forza elettromotrice uguale
ad uno produce una corrente di intensitd unitaria uguale al-
I’ unita. 2 -

4. Le unita che abbiamo scelto sono quelle conosciute col
nome di wunita meccaniche; si passa da queste alle elettroma-
gnetiche mediante il dato della fisica sperimentale, che le unita

elettromagnetiche di intensita, di forza elettromotrice, di condu-
e : : c CAY S
cibilita valgono rispettivamente —— 4 % unita mecca-

2\/';' 'c\’z_’ 8

! Diciamo uguale ad un mezzo e non uguale ad uno per servirci di una
unita gia in uso. Quest’unita diffatti & stata proposta e determinata da Weber.
Ora Weber immaginava la corrente come costituita dallo scolo in sensi con-
trari di due fluidi, e definiva la forza elettromotrice: la forza tendente a se-
parare un’unita di fluido positivo dalla quantita uguale di fluido negativo, che
con esso costituisce del fluido neutro. Ora la forza agente sul fluido negativo
& sempre uguale e contraria a quella agente sul positivo, epperd la forza elet-
tromotrice, secondo la definizione di Weber, & doppia dell’ attrazione elettro-
statica rappresentata dalla derivata del potenziale.
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niche, essendo ¢ una velocita, per cui le esperienze di Kohlrausch
e Weber diedero il valore
millimetro- |

——i I~ e 8
€= 43945010 secondo

IL

EQUAZIONI GENERALL

La forza elettromotrice & dovuta a tre cause: all’elettricita distribuita sul
-conduttore, all’induzione della corrente sopra se stessa, ed a cause esterne. —
Forza elettromotrice dovuta all’ elettricitd libera, forza elettromotrice dovuta
all’induzione. — Equazioni tra la forza elettromotrice e I'intensita unitaria pa-
rallelamente a ciascun asse coordinato. — Espressione del potenziale. — Equa-
zioni di continuita.
&

5. Se si dicono: x, y, z le coordinate rettangolari di un
punto del conduttore; X, Y, Z i valori che hanno in quel
punto, nell’istante considerato, le componenti della forza elet-
tromotrice prese parallelamente agli assi coordinati; #.dydz .d¢,
v.dzdx.dt, w.dxdy.dt le quantita di elettricita positiva,
che si trasmettono nell’ elemento di tempo d¢ successivo al-
I’istante che si considera, nelle direzioni dei tre assi, attraverso
gli elementi superficiali dydz, dzdx, dxdy; k il coefficiente
di conducibilita del corpo; si ha per I’ipotesi fondamentale

== X cy=b¥l =8 (x)

La forza elettromotrice, di cui X, Y, Z sono le componenti,
& dovuta in parte all’azione dell’elettricita libera distribuita sul
conduttore, in parte all’induzione, che ha luogo per il variare
delle correnti in tutti gli altri punti del circuito, in parte final-
mente a cause esterne.

Se si rappresenta con il valore nel punto (x, ¥, 2) del po-
tenziale dell’elettricita libera distribuita sul conduttore, le com-
ponenti della prima parte della forza elettromotrice sono

aQ adQ dil )
—2— —_—2 — -2 - (=
wdx’ dy’ dz
illimetro i T
11la nomzione—uu——r— ¢ usata dal Weber per ricordare, che si & as-
secondo -

sunto per unita di lunghezza il millimetro, e per unita di tempo il minuto
secondo.
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6. Per trovare le componenti della seconda parte della forza
elettromotrice rappresentiamo con a', ¥°, ¢’ le coordinate di un
secondo punto del conduttore, con ', ¢, @’ i valori di #, 2, w
per questo punto, e con 7 la distanza tra i due punti (x,2,z)
ed (z°,9,%).

Si sa dalla teoria dell’induzione voltaica, che se in un ele-
mento ds’ di un conduttore I'intensita 7 della corrente nell’ele-
mento di tempo df cresce di d7, si sviluppa in un secondo ele-
mento ds appartenente allo stesso, o ad un altro conduttore, e
distante di » da d s’ una forza elettromotrice, che in unitad mec-
caniche & espressa dalla formola

8 di' ds’ ' (
_?7{;7cos(7,({s)cos(l,d$) (3

nella quale ¢ rappresenta la velocita,

millimetro
secondo

¢=439430. 10

Ora nell’elemento dx'dy dz si hanno nell’istante consi-
derato, nelle direzioni degli assi coordinati, delle correnti di in--

tensita
udy ds, v dz'da, w'dx'dy,

che nell’intervallo di tempo ¢ aumentano di

du' A e ) duw'’ e
Tt-dt.dydz, E?dt.dﬁ.a’x, .Wa’t.d.td_;.

Questi elementi di corrente, aventi le lunghezze dx’, dy', dz’,.
fanno colla retta 7, che unisce I’elemento dx’ dy’ dz’ al punto-
(x, 3, 2) gli angoli, i cui coseni hanno i valori

=) '
x—x y—y z—3

et e r

che bisogna sostituire a €os (r, d s) nell’espressione (3) per avere

le forze elettromotrici elementari sviluppate da ciascuno di essi

nel punto (x,y,2) e nella direzione determinata dal valore che

si da a cos(r, ds). Facendo cos (r,d s)=i—:£—; si hanno cosi
: r

le forze elettromotrici sviluppate per induzione da quegli ele-

menti di corrente nel punto (x,y2) e nella direzione dell’asse
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delle x, le quali forze elettromotrici, sommate, danno la prima
delle espressioni

8ﬂa'1dyd~
S i
8 dx'dy dz ,(dz . dv 5 dw’ ¢
- ST R el £ e Al )

8d.xa'yd‘, du’ dw'
T (G -+ =)

gk
Le altre due danno la totale forza elettromotrice sviluppata per
induzione dall’elemento da’dy’ dz' sul punto (v,y,z) rispettiva-
mente nella direzione dell’asse delle y e nella direzione dell’asse
delle z, e si ottengono come la prima sostituendo a cos (r, ds)
successivamente

du dv dw' ;
w0 (G5 e—n1+ G o+ Gre =),

M g R PY
- B

-y z—z
Y5 rale $
r r

Percio se si pone

. ((dx'dy d2’
] =f J '- ) ("' =)+ 0 (y=y) +w'le —z')),‘

dx'dy dz’ ' 5
V= f 5= —y')(u'(.v—x') £ 7 (y=y) + @ =)
4 dx'dy' ds’

W=

(= —2) (”'(x—x’) + 7 (=) + 2—5')):,

e se si intendono le integrazioni estese a tutto il volume del

conduttore, si hanno le tre componenti della seconda parte della
forza elettromotrice agente nel punto (v,y, z) espresse da

84U 8 dVV 8 div

Sl imin & B bl sl Gl

7. Dico finalmente F la forza elettromotrice sviluppata nel

punto (x, v,2) da cause esterne al conduttore, ed Fx, Fy, F; le

sue componenti parallele agli assi coordinati, ed ho nelle somme

di queste colle (2) e colle (5) i valori delle componenti X, Y, Z

della totale forza elettromotrice agente sul punto (x,y,2), cioé:

Q
‘\—=-2(d—+id—L“)+Fx1 )

dx c?

b dQ 4 dl

y=-2(g +c—=w)+5' : i
dQ IV
ds ¢t
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onde sostituendo in (1):

dQ § dUN

vm—ek(e + 3 ) A
dQ 4 dV

’————2k(dy‘ ?:7)4-/»]'3-, (/
dQ 4 dlV

:.u._—:-—ZA(dZ ;5‘-—({—;)+LF:

8. Trattandosi qui di un conduttore in cui non v’ha equi-
librio elettrico, non si pud ammettere in generale che tutta I'e-
lettricita libera sia accumulata sulla superficie di esso, e nel
valore di @ deve figurare anche I’ elettricitad distribuita nell’in-

- terno del corpo. Designando percid con ¢'.dx"dy d s la quantita

di elettricita libera contenuta nell’elemento di volume dx'dy dz’,
e con ¢.d* S la quantita di elettricita accumulata sull’elemento
d? S’ della superficie del corpo, si deve porre per £ I’espressione

oo ([[ 24 i [R5

9. = ed ¢ sono in generale funzioni di x,y,z e di/ ed &
facile trovare due equazioni tra le loro derivate parziali prese
rispetto a ¢ e le funzioni #, 7, w delle medesime variahili.

Le differenze fra le quantita di elettricita positiva, che nel
tempuscolo d¢ escono e quelle che entrano nell’elemento dxdydz
rispettivamente nelle direzioni degli assi delle x, delle_ y e delle
z, sono:

dxdyds Z—: dt, dxa’yds% dt, dxdyds Z—: dt.

La somma di queste differenze da la diminuzione della quantita
di elettricita libera s dx dyd s contenuta nell’elemento, la quale
avviene nel tempo df in grazia del movimento dell’elettricita
positiva. Il movimento opposto dell’elettricita negativa da un
ugual aumento di elettricita negativa, cioé un’egual diminuzione
di elettricita positiva; epperd quella somma & la meta della di-

minuzione totale dell’elettricita libera. Questa diminuzione es-

sendo anche espressa da — dx d_ydz-g—j-d{, si ha cosi

du dv dw ¥/ 43
d—.r+d_y+E__—2—71—' (9)
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Analogamente se si denotano con (&, x), (V,), (V,2) gli
angoli, che la normale all’elemento di superficie %S, diretta
verso I’interno, fa cogli assi delle x, delle y e delle z, la quantita
di elettricita positiva, che durante &¢ passa dalla superficie al-
I’interno del conduttore, & espressa da

(ucos (N,x)+wvcos (V,y) + wcos (N,z)) d*Sdt,

e quindi si ha

: 1 de
@cos (V,x*+wvcos (V,y)+wcos (N,2)=— e (10)
Servendosi di un’espressione usata nell’idraulica, possiamo
denominare le equazioni (g) e (10): equazion: di continmuuta.

III.

SULL’ELETTRICITA
CONTENUTA NELL’INTERNO DEL CONDUTTORE.

Relazione fra ¢ ed 2; se ne deduce che quando, e solo quando, la trasmis-
sione degli stati elettrici & permanente, I'interno del conduttore non & elet-
trizzato.

- 10. Dalle equazioni precedenti si pud dedurre una rimar-
chevole relazione tra ¢ ed Q. Si supponga F'=o0 e si sostitui-
scano in (g) ad #, v, w i valori dati, in questa ipotesi, dalle (7);
ricordando che

=)

dz
dz

a,
"”
8=
8,
o)

s it

+

= —47%¢,

(1]
"0

|

y

si otterra cosi

d: 1d(dU dV dIV]
d—:—“f“l“—?m(:ﬁﬁw‘* dz) :

Ora poiché I’espressione (4) di U si puo scrivere

U= - J‘jjdx' dy ds'

o I

=W =) + ¥ 0=)) + @ (5=,
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o

I
=
dU Alglpizste A
—{i;__——fffd.x dy dsz i
I

L a =
— 'ffdx' dy' d=' 4 [ (x—a)Y+o (y—3)+a (z—2)].

d x*

Si trasformino in modo analogo le espressioni di V e di 17
.dlv

BB 3, tul diiF : oA z
se ne ricavino 1 valori di —— e di ——, sl sommino i risultati

dy ds
coll’ espressione di 7. o trovata, e si otterra per tal modo:

@ X1y PRV Vs

: _ d— d— d—
— —fffdx’ (i_y'a'z-'(u'?; + v'—E +w'ﬁ-),
poiché & !
R
dw Tdyt T gp s C

per tutti 1 punti (x', »', 2') situati ad una distanza finita da
(¥, 3, 2), ed & inoltre facile convincersi, che gli integrali, che °
aU dV dWw
dx’'dy’ dsz
ad uno spazio infinitesimo, nel quale si trovi il punto (x,y, 2), -
hanno valori infinitamente piccoli.

Sostituiamo nell’integrale, che costituisce il secondo membro

formano il secondo termine dei valori di , estesi

. . : 2o aetinrent Tabeos
dell’ultima equazione trovata, alle derivate parziali di — rispetto
¢

ad x, y, z quelle rispetto ad x', 3, 2’ prese negativamente,
scomponiamo quell’integrale in tre, e facciamo I’integrazione
per parti pel primo rispetto ad z', pel secondo rispetto ad ' e
pel terzo rispetto a z". Dicendo x,', x,’, 2;"... i valori di x per
i punti in cui la retta parallela all’asse delle x, condotta pel
punto (), £') del piano delle y, 2, incontra la superficie del
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conduttore, ed #,’, #,", ..., 7y, 73 ... 1 valori corrispondenti di
u' e di r, I'integrazione rispetto ad x' da
! r r r U r r r
u thy U u dx'"dy d3'du
dy,dz'-——l-*-»-——l_:.'——"—"’ ._f—y_"
7 ARl P o r dx
ossia dicendo @* S;’ I’elemento della superficie del corpo a cui
appartiene il punto (x/, ', 2') e che si proietta in dy' dz', ed
(Vi', x) 'angolo che la normale a quest’elemento, diretta verso
I’interno del corpo, fa coll’asse delle x:

dx'dy' dz" du’
r dx"*

0 1‘ .’ re
— Y d* S;'— cos (N;', 2) —J
i
Le integrazioni rispetto ad 3" e a 2" danno risultati analoghi,

onde si trova

dU dV , dW_

dx T 747_; gy
c(d: S : ' , , ;
TR ’ [. r [u Cos (‘V’l .T) +"7 cos (.V,y) + w COoSs (1\ » Z)] i

s "dx'dy'dz' du'+a’_v'+d;¢v')_
J o 7 dz': . dy. . ds' k.
dove V' rappresenta la parte interna della normale all’elemento

d® S’ della superficie del conduttore. Ma, avuto riguardo alle
relazioni (10), (g) ed (8), quest’ equazione si pud scrivere

dU 4V _dIV_ 140
dx dy dz  =2d¢t’

dunque sostituendo nel valore di —:

dt

d:
Z:—Sk(2:s—-

—32— d:Q). (1)

c oy

Se la corrente & costante, : ed Q@ sono indipendenti dal
tempo, e perché la (11) sia soddisfatta dev’essere « = o. Que-
st’equazione insegna adunque, che gquando in un conduttore la
trasmissione degli stati elettrici ¢ permanente, tutti i punti di
questo conduttore, eccettuati quelli alla superficie, sono allo stato
neutro.

Ma la stessa equazione ci dice, che questo teorema, il quale
comprende come caso particolare quello notissimo dell’elettro-
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statica, pel quale in un conduttoré in equilibrio elettrico tutta
I'elettricita libera si accumula alla superficie, non vale che per le
correnti costanti. Fincheé la trasmissione dell’elettricita non ¢&
arrivata allo stato di regime, € non pud essere nullo che ec-
cezionalmente, ed anche 1I’interno del corpo & percid in gene-
rale elettrizzato. !

IV.

APPLICAZIONE AI CONDUTTORI LINEARL
AZIONE DI UN ELEMENTO CILINDRICO SOPRA
UN PUNTO DELLA SUA SEZIONE MEDIA.

Pei conduttori lineari il calcolo di 2 e di Usi pud dividere in due parti. —
Espressione della prima parte in coordinate semipolari. — Suo valore.

11. I conduttori ordinariamente impiegati hanno una forma
allungata ed una sezione trasversale piccolissima a fronte della
lunghezza. Noi' non possiamo applicare le equazioni generali
trovate se non al caso teorico di un conduttore di sezione uni-
forme ed infinitamente piccola. Conviene in questo caso divi-
dere il calcolo della forza elettromotrice agente sul punto, che
si vuol considerare, in due parti, studiando dapprima quella
parte della forza elettromotrice, che emana da una porzione
estremamente breve di filo, la quale si possa considerare come
cilindrica, e nella cui sezione media & situato il punto conside-
rato, e valutando poi la forza elettromotrice dovuta all’elettricita
libera ed all’induzione di tutte le altre parti del circuito situate
da quello a distanza misurabile. i i

L’elemento di conduttore, nel quale si trova il punto, di
cui ci occupiamo, sia un cilindro a sezion retta circolare di
raggio z infinitamente piccolo rispetto alla lunghezza, ed am-

! OaM ammetteva, guidato dall’analogia tra la propagazione del calore e
quella dell’elettricita, che in tutti i punti di una sezione trasversale di un con-
duttore filiforme percorso da una corrente costante vi fosse una stessa tensione
clettrostatica. Che quest’ipotesi fosse inammissibile poteva dimostrarlo la sem-
plice considerazione, che secondo essa un conduttore di cui tutti i punti fossero
cgualmente elettrizzati, dovrebbe poter essere in equilibrio elettrico; il che &
contrario alla osservazione.
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mettiamo, che la distribuzione si della elettricita libera come
delle correnti sia in questo elemento simmetrica attorno al-
I’asse. Prendiamo I'asse del cilindro per asse delle x, ed invece
di ¥ e z introduciamo le coordinate polari 7 e 9, cosicché sia

h 1

€

-
-0

‘e

I

L8

(o)

(o]

wn

Q =Q
-

W

s€n
'sen

-
N\
[

o,

.u

Rappresentiamo inoltre I’intensita unitaria della corrente nella
direzione normale all’asse con s pel punto (x, p, ) e con s’
pel punto (x', ¢’, ¢), e consideriamola come positiva quando la
corrente va dall’asse alla superficie. Abbiamo cosi

o

Y=05C0s?, v =74 coso,

w=ogsensz, w'=1s"send,

e, detti ©, ed U, i valori delle parti .di Q@ e di U dovute al
cilindretto elementare,

i ”dx e ek daf T2, ®)
fJ dx d dy (x_r)[u (v—x) +¢ (c cos (?‘?’)’F'”' 4)

Siccome ¢ non & funzione che di x e di ¢, la (g) si puod trasfor-
mare nella

O S O TR 9)
e poiché nel nostro caso

N, 0 =—,

=
2

N |2,

la (10) si riduce alla

de (10)
—. 10
¢

12. Cid premesso, facciamo per brevita

sh=mw=rin talchesid 2 =—dz;

LA

"

Pt 't —2p¢ cos(p—3) =27, talche =B+
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e dicendo / la lunghezza dell'elemento cilindrico, trasformiamo
cosi le (8') e (4') nelle

1 1
i +;l » —.+?l
"ﬂ': r g
€ oilE
= = ddddd iT—,‘ +a|ldo ;,
! gy 8 i ST F
\:5 +~| V‘B -‘}-;2
J e oJ . J o
== —_ =1
I
. oS
u'3%d} 3l
(]1: ;'dp'{{?' 3
o o
(3% +32)?
e —_I—I
a2
I
~ e .+?l
e
i ro l' r r ! a‘d’
-+ g2l —=cos(:—3%")|dp'dz 3
(82 4-32)2
L
FA Iy
»’ a2

Se sviluppiamo nella prima di queste espressioni ¢’ ed ¢’
secondo le potenze di I, ponendo

&
ujle de)Tclin y gt
e—e'd_r'T_Izdx2;+"""
I o_ 1
£ 1 d*
W e ’ 0 > 0 ro
N e SRR B &
S R T e 4

ove ¢," rappresenta il valore di ¢' pel punto (x, ¢/, ¢) e non
dipende che da ¢ e da ¢/, gli integrali rispetto alla variabile £,
che figurano nei due termini di @, si scompongono in termini
della forma

I
Bl wr
I an Eo, En ds I are En dE
’ ed = -
1.2. 8 dx Lt I.2...ndx" | \eT 33
_l.] __l,
a 2
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T 143 o
J‘vazz'_log(—rvﬁ‘f‘-) fv{jz_}_:o:\/r’f"'

quindi il primo di quei termini, e soltanto il prz'mo converge
verso 'infinito mentre 8 converge verso zero. Nel nostro caso
é z infinitamente piccolo; & percio tale anche 8, che & sempre
compreso tra o e 2 z; tutti gli altri termini scompaiono adunque
a fronte del primo, e si puo porre

ALY

 § I
gl i
e£d;3 ' 4 ed: ; /
e e OB =z2c¢log —.
[ B Ver+ 2 ?
LJ
il e
32 2

Portando questi valori nell’ultima espressione di Q,, ed osser- .
vando che le integrazioni rispetto a ¢’ ed a ¢’ debbono esten-

dersi fra i limiti o e z e fra i limiti o e 2 =, si ottiene:

@

Q =2z ¢d .25 logl+23x.2¢logl! —
°
a 27T 27T
—2 | d'd:'s) | dy'logB—22e | dg’logB.
Q Q o

L’integrale

aT I 2T
dy'logfb= —

2
o o

"log (2 +# —2¢¢ cos(z — ¢)

-3

vale 2= logy’ se 9’>: e 2=log s se ¢>¢'; quindi, poiche alla
superficie & sempre p'=x>¢:
27T
—2ze“d9’log§=—4:aclogz,

- O

R

@ 27T a
-2,(P’d.='%'Jd?'1°g:=—4=10g9 ¢'ds ey’ —4m | ¢lde s log ¢

o o

% o

Ma essendo z infinitamente piccolo, & facile convincersi, che
non si trascurano che quantita infinitamente piccole, ponendo
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nell’ultima uguaglianza log « invece di log ¢ e di log¢’, cosicche
il secondo membro di quest’uguaglianza pud ridursi a

—4=loga | g'e'dy .
Se adunque si pone

27Tx¢

+
N
3

.,
of'l

v
]

o
I
)

=

»

si ottiene finalmente

Q, =2Flog

/s
a

Evidentemente £dx rappresenta la quantita di elettricita
libera, che, parte all’interno, parte alla superficie, & contenuta
nell’elemento & x del conduttore.

13. In modo analogo si puo trattare P'espressione di U;. In
questa immagino # e ¢’ sviluppati secondo le potenze di Z me-

diante le serie

dun,’ T A
r r 0 > 0 22
W =u,"+ B Bt i
2 dx 1.2 dx> i
: ;] 14
L LR Al
= z S
o dx 1.2 ds* " A

4

nelle quali #," e ¢," rappresentano 1 valori di # e di ¢ nel
r

punto (x, ¢, ¢') e per un dato valore di x non sono funzioni

che di ¢ e di ¢’. Nelle parti, in cui I’espressione di U, si scom-
pone cosi, appariscono integrali della forma

ind?
3 ’
32+
i quali si calcolano mediante le relazioni
nd: L. et e ¥ . 4%
3 =2 gtz n—2" 537
6+ 33 VB it 2439 3
tds - I
TR LT Rl e O [y
3 u2 2
grninfs ol o VRt 2
E2JE E
= +log(;+\/,‘$’+-"'.
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Degli integrali di questa forma, quand’ essi sono presi tra i
/ l -

limiti —— e + —, quello per cui =2, e soltanto quello va
2 2

all’ infinito quando B va a zero. Per B infinitesimo adunque,
come noi supponiamo, tutti gli altri scompariscono a fronte di
questo, ed anche si pud in questo trascurare il primo termine,
che per 8 infinitesimo si conserva finito.

Quest’ integrale dev’essere moltiplicato per

dec,’
Fgan el g 7 o __P_ r 0
' dg d,-[uu+‘, (I—P, cos (?—9)) dx]'

ed il prodotto integrato rispetto a ¢" ed a ¢’ tra i limiti ¢"=o,
’ . - sie dG ¢
¢=u, e 9=0, o’ =2=. Ma il termine” in —2

) dx
tiplicato per "% & infinitamente piccolo rispetto a quello in #,’,
e si potra tralasciare; cosicché si otterra con un calcolo perfet-

tamente identico a quello fatto per Q,:

essendo mol-

1 a
U =u¢zlog :J‘uo' e'dg'.

(-]
E se si pone

; a
] 2= (uo'F'a’f'=f, (r4)
’

o« O

se cio¢ si rappresenta con 7 I’intensita della corrente nella se-
zione determinata dall’ ascissa x, espressa, come al solito, in
unita meccaniche, si ottiene finalmente

ﬂl-\.

U, =zilog — . (13)
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V.

RIDUZIONE DELLE EQUAZIONI GENERALI NEL CASO
DI UN CONDUTTORE LINEARE.

Espressioni generali di @ e di U per un conduttore lineare. — Per un con-
duttore rettilineo valgono per tutto il filo i valori dati per un elemento; lo
stesso vale per un circuito in cui i raggi di curvatura sieno dovunque gran-
dissimi a ironte del diametro della sezione. — Semplificazione delle equazioni
generali mediante questi valori. — Queste equazioni servono alla soluzione di
tutti i problemi.

14. Per passare dai valori trovati di @, ed U, a quelli di @

e di U, si debbono aggiungere ai primi le parti che determi-

nano l’azione sul punto (x, y, z) di tutti i punti del conduttore
situati fuori dell’elemento cilindrico che abbiamo considerato.

Dicendo s un arco di conduttore, ed osservando, che, in

grazia dell’ipotesi di x infinitamente piccolo, le dimensioni tras-

versali del filo si possono trascurare per tutti i punti posti a
distanza finita da quello che si ha in mira, possiamo scrivere

2Elogé-—{——"—%—, (16)

Q

L4
1 ’
U=-2z21log i —}—Jz” d’_s cos (r,ds) cos (r,ds’), = (16"}

dove gli integrali si debbono estendere a tutta la lunghezza
del conduttore, meno I’elemento Z

4 ’ ’
J‘E—jﬁ— ed jz’ ({78 cos (r,d s) cos (r,ds’) sono funzioni di ¢
e di s, la cui forma dipende dalla curva su cui é disposto il filo,
e per le quali dovranno in ogni caso essere dati i valori iniziali.

15. Ma nell’ipotesi di = infinitesimo, per un grandissimo
numero di casi I’aggiunta di questi due termini non introduce
che quantita infinitamente piccole, e la quistione riesce note-

volmente semplificata.
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Si consideri innanzi tutto un conduttore reftilineo; in questo
caso & chiaro che il ragionamento con cui si son trovati i va-
lori di Q, e di U; si puo estendere non solo ad un elemento
infinitamente breve, ma anche ad una porzione finita di filo.
Basta, per convincersene, osservare che, purché ¢, ¢, «/, o'
siano funzioni continue e finite per tutta lestensione del cir-
cuito, esse si possono sempre sviluppare secondo le potenze
di , comunque  sia grande, purché lo sviluppo si arresti dopo
un numero finito # di termini, e lo si completi aggiungendovi
il resto. Ora se con f(x) si rappresenta una qualunque di que-
ste funzioni, e con § una frazione propria, il resto &

in

e . 9 4
I.2.3...nf G-t 99,

e non introduce nel valore di Q;, od in quello di U, che un
termine che scompare a fronte di quello dovuto al termine’
dello sviluppo corrispondente ad #=—1 se si tratta di 2, e ad
#n=—=2 se si tratta di U,, purché f"(x -+ 6%) abbia un valore
finito su tutto il tratto ‘di circuito in questione. Dunque, se si
rappresenta con /4 la lunghezza di un tratto finito del filo, si
avra come al § precedente ]

3

+24 + =4
e d: " L eds 1 4
= — —2¢, log —, —— —2cel0g —,
Ve : VEr e 8
[ e I
g e i

e quindi per un punto della sezione che divide per meta il
tratto cilindrico stesso

lezElog—l;—.

Mettendo in luogo di / la totale lunghezza L del conduttore,
si avra il valore di Q pel punto di questo situato a meta della
sua lunghezza.

Se il punto per cui si vuole calcolare Q non & quello che
divide per meta la lunghezza del filo, ma & situato invece alla

. L : 3
distanza = da uno degli estremi, si debbono estendere gli in-

G. FerraArts, Opere, Vol. 1. 3
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7n— I

tegrali precedenti tra i limiti — — L e + L; e si ha cosi
n

n

e d3 , L n—1I
=2¢ logF—rlog‘;

’
7>

Ma finché 7 non & infinitamente grande, né uguale ad 1, il se-
condo termine di queste espressioni & trascurabile rispetto al
primo, dunque si ha per tutti i punti del conduttore, eccettuati
solo quelli che sono infinitamente vicini alle estremita,

{5 L
Q=2 Elog —, e similmente Uzzzlogj“—. (17)
x

Per un filo dato, per cui x abbia un valore determinato,
queste espressioni daranno risultati tanto pit prossimi al vero,

. L y :
quanto piu sara grande —, e si potranno applicare a tutta la
x

lunghezza del filo, eccettuati due tratti situati ai due estremi e
&di lunghezza paragonabile al raggio .1

16. Per maggior generalita abbiasi un filo di sezione infini-
tamente piccola disposto sopra una curva tale, che la distanza
di due de’suoi punti, i quali comprendano un arco di lunghezza
finita, non sia mai infinitamente piccola.

Se A rappresenta il punto che si ha in mira, e B, C sono
due punti situati sul filo, uno da una parte, l’altro dall’altra di

r

A a distanza finita da questo, l'integrale f esteso a tutto
il conduttore, tranne al tratto BA4C, ha un valore finito, epperd

: ’ - :
trascurabile a fronte di 2 £log —. Pud percid nell’ equazione
o«

! Quando, nel seguito, diremo le es/remita del filo, intenderemo esclusi
questi due tratti piccolissimi. :
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{16) quest’integrale essere esteso soltanto all’arco BAC, escluso
I’ elemento / Detto ¢ ¥ arco compreso tra il punto considerato
ed un altro punto qualunque, quell’ integrale si scrive

4B +AC
Eds Eds
+ ’
i il
e ;' o/

‘- E
od anche (convergendo — verso — col convergere di ¢ a
r G

zero, e percio essendo gl’integrali

S|
&l
(o}

»

Dl gl om0
r -3 r G
J A i
finiti) trascurando ancora il finito a fronte dell’ infinito :
~ 4B » AC
Eds Eds
+ ’
7 3 ¢
-cioé
Elogz“;lB—i-Elog2 ‘;1 C.

Le lunghezze A B, A C sono arbitrarie, purché finite, e si puo

quindi fare 4 B=4 C= % L, onde

s / L L
Q_2E10° ?+ 2E10°T—2E10g—¢;'
Analogamente si troverebbe
- &
U=12 log -

e si ricade cosi sulle (17).

Risulta dal procedimento stesso con cui queste equazioni
furono ottenute, che nel caso ideale di un filo di sezione infini-
tamente piccola non influiscono sullo stato elettrico di un punto
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del filo che gli stati elettrici de’punti a quello infinitamente
vicini.

17. Sostituiamo questi valori di & e di U nella prima delle
equazioni (7), che é l'unica che rimanga a considerarsi, e sup-
poniamo che sul conduttore non agiscano forze elettromotrici
emananti dall’esterno, onde sia F = o, ed otteniamo

i (dBE  4di
Il——4k']0g7(_({_.x,:+z£(_i_-t)'

Essendo il secondo membro di quest’equazione indipendente da
¢, anche # ne & indipendente, cosicché si pud scrivere, stante

la (14),

P e e
quindi
; i L(dE d
z:—-4:rklog:(—(ﬁ+%—g) (18

Una seconda equazione tra le due quantita £ ed 7 si ricava
dalle equazioni (9) e (10). Non si ha che da moltiplicare la
prima per pdpdyg, integrarla per tutta la sezione del filo, e sot-
trarne la seconda moltiplicata per 2=«; ricordando allora il
significato di £, si arriva all’equazione

i g
dx =2 dt ' (19)

18. Le equazioni differenziali (18) e (19) bastano alla solu--
zione di tutti i problemi, che si possono proporre sopra un
conduttore che soddisfaccia alla condizione di non avere alcuno-
de’ suoi punti situato a distanza infinitamente piccola da un altro.
suo punto separato da quello da un arco di lunghezza finita.

Integrate, esse danno E ed 7/ per ogni istante e per ogni
punto del conduttore. Avuto £, la prima delle (17) da @, e
quindi la (11) £, purché per ¢ sia data la distribuzione iniziale,
Se 1l valore niziale di < ¢ indipendente da ¢, esso se ne conserva
sempre indipendente, giacché pella (17) Q & indipendente da ¢,
e nella (11) questa variabile non figura. Conosciuto ¢, si puo
determinare ¢, e quando il valore iniziale di ¢ & indipendente
da p, serve a cid I’equazione

E=2nae 4 ma’c.
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Finalmente nella stessa ipotesi & facile anche determinare o.
Siccome infatti la (9') insegna, che perché e sia indipendente
da ¢, ! ¢ dev'essere proporzionale a s stesso, e la‘(10) mostra,

1 de .
che per s==x dev’essere B ha

de
dits

I
G=—
2

R |©

VL

INTEGRAZIONE.

Condizioni che si possono dare. — Valori finali di £ e di #; loro valori
attuali.

19. Noi dobbiamo ora integrare le due equazioni alle deri-
vate parziali (18) e (19).

Le estremita del conduttore possono essere congiunte fra
loro in modo che il filo formi da sé un circuito chiuso, od es-
sere separate 'una dall’altra.

Nel primo caso non si hanno equazioni di condizione per
le estremita, ed il problema si riduce a determinare E ed z per
modo che sieno soddisfatte le equazioni (18) e (19) e le condi-
zioni iniziali, e che E ed 7 sieno funzioni periodiche dell’arco s
di conduttore aventi il periodo L.

Se invece gli estremi del filo sono separati 'uno dall’altro,
essi possono essere posti in comunicazione ciascuno con una
sorgente di elettricitd, cioé con un corpo in cui il potenziale
abbia un valore costante, come & il polo di una pila, come & la
terra; od entrambi isolati, od isolato I'uno e laltro unito ad
una sorgente di elettricitd. Quando un capo del filo & congiunto
con una sorgente di elettricita, per quel capo, £ ha un valore

1 Infatti la (9") moltiplicata per pd» ed integrata nell’ipotesi di « ed ¢
indipendenti da g, da

; I

s =

z (du 1 d=\ , costante
T 2 \dx : 2dt

e la costante & nulla, perché altrimenti per s =o si avrebbe =2, il che &
assurdo.
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dato indipendente dal tempo; quando un capo é isolato, dev’es-
sere per quello costantemente /=o. In questo caso adunque le
soluzioni delle equazioni differenziali (18) e (19) oltreche alle
condizioni iniziali debbono soddisfare ancora a due delle quattro
equazioni alle estremita :

ES:0=F; l‘s:o':o) Es:L: G, 7:;:1.:0’

ove F e G sono costanti date. La soluzione di questo caso &
piu generale e comprende quella del primo.

20. Poniamo log o dicilamo 7 la resistenza —I;LT‘-’ del
filo, introduciamo invece della variabile & la s, che rappresenta
un arco di conduttore, e riscriviamo con queste nuove nota-
zioni le due equazioni (18) e (1g); il problema pia generale, che
noi dobbiamo risolvere, consiste nel trovare le due funzioni £
ed 72, le piu generali di tutte quelle, che soddisfanno alle due
equazioni cosi ottenute

L{dE = 4 di )
CRPLE e be
2{’.—--@ (I ')
o e v

a due delle
Jos 5= E 1s—=0=—0, Eel = G; fef = o, [0]

ed alle due
E-o= f(s) ’ lf=o = @ (S) . [b]

Crescendo il tempo ¢ fino all’infinito, lo stato elettrico del
conduttore convergera verso uno stato di regime, nel quale
la carica £ e lintensitd 7 non saranno piu funzioni che di s.
Se diciamo E' ed 7' queste funzioni, abbiamo, per determinarle,
le due equazioni

t-y_: Ay Y;‘—;s_, (I8”)
a7 i
2;1—; =0, (19)
che danno
‘ EF=a+bs,

(20)
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a e b sono due costanti, che si possono sempre determinare in
modo che le (20) soddisfacciano alle due [a].
Ora poniamo
E=FE'+F", =9 ; (21)
portando questi valori nelle (18'), (19'), [a], [4] e ricordaado
che £’ ed ' soddisfanno alle (18"), (19"”), ed alle [a], si trova,
che le funzioni £, ¢"" debbono soddisfare alle due equazioni

L{dE' 4di’
phoiacsp lees g (50 £l
! 'r(a’s e dt)' i
di’ dE" .
P 7 i Ll

a due delle
Els—s=0, fHs=0,;"  E's2r=0 ;% ¢ dp—9ot"|ai]
ed alle due '
E"‘:o — (s) s E! ; z”f:‘-o-_—‘ ? (S) g ;'v [bl]

Per valori di s compresi tra — L e + L le funzioni date
f(s), ©(s) possono mettersi sotto la forma

=<}

I o n=
f(S)—;-b o ”Z.

~

) 4

(a°,. sen n
I

T
s+ 6% cosn zs),

~

f I n—ox T
= — 4 1 o (1] )
g (s) 2_/00 ) (cnsen;st+fncos:st),

n=I
- ove @°, 8%, ¢°», f° sono quantita note; e le funzioni inco-
gnite E”, 7", qualunque esse abbiano da essere, potranno sem-
pre essere espresse dalle serie

E b 4 5 ’:83" = b = \
"= —0b, + ansenn—s-+b,cosn—s
2 9 n;x T L ¥ L :
o (22)
5 If +”_€‘wc senn:s-{-f cosn—s
= — St
2 o n‘=-x % L 7 L ,,

ove a, e b, sono funzioni di £ La quistione & ridotta a trovare
queste funzioni. 4
Percid osservo che se si sostituiscono nelle equazioni (18)
e (19") ad £" ed " le loro espressioni (22), le equazioni, che
ne risultano, debbono essere soddisfatte per tutti i valori di s;
onde ho dalla (19"):
L dbs L dax

b, = costante Cin—="— —_ = ——
a . ? 2n= dt’ e W
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e quindi dalla (18""):

<3

cr
f0=,3(: L' ; ove 8 —costante,
e
d? ax e  Paia oy )
de 1671._(1’7_*‘ 2L* a,,——o,)

a2 by EEriidbiy ) cdRI gt \ (23)
br.=o0.

FTRTTIAr Ty A3 )

Gli integrali generali di queste equazioni differenziali sono
an=C e~ ht+ G e—h?, z
ba=C,'e—=ht 4 Ce—%t,)

ove le C sono le costanti arbitrarie, e },, }, sono le due radici

dell’equazione di 2.° grado

2 22,2
jgnuiety )‘_*_c =25
16y L 5 L2

=0,

sono cioé i due valori di

cir i o B =
327LII—\/1 (cr\/E" )}

Avuti a» e bx, le relazioni precedenti danno subito ¢x ed fu.
Le equazioni (20), (21), (22), (23') contengono la soluzione
generale del problema. Ponendo per brevita

etr

possiamo riassumere questa soluzione nel seguente quadro:

s §

2==00, — - X
E_aq-bs+“(a,.sen71—z—s, b,,cosan), )

L .Ln"‘:n bn = d «
z——47—b+ Be-zm—-;,,?ljz(dt SEn T s %cos.n—l‘—s),

= \ =
P — Cx e—-/.,t = C’ e"’-:’, (23)

b Gl et H G 4,

o S
I"\/I_(?’z{ ))=Iz \//1 . C°F n”i,
cr\/z J Zd 2= ]

La costante b, s’intende compresa nella a.
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Le equazioni [a], [6], ed i dati valori dei coefficienti a%,
8%, %, f°» degli sviluppi di f(s), 9(s) basteranno a deter-
minare te costanti C e $.

Se i due capi del filo fossero uniti tra loro, non si avreb-
bero le condizioni |a] per determinare @ e 4, ma per compenso
si saprebbe che FE ed 7, come f(s), ¢ (s) debbono essere fun-
zioni periodiche ed avere il periodo L, per la qual cosa do-
vrebbe essere "# un numero pari, € 6 —o. Non resterebbero
adunque da determinarsi che le C, la a e la B, al che bastano
i valori dati di f(s) e di o (s).

Nelle applicazioni noi ci occuperemo particolarmente del
caso in cui per f=o0 & 7=o. In questo caso dovra essere

L

_b’
r

a7y

N |-

bnde

i il Lr==1{dbx = dan =
o Apo= L —aht ] 2:___. B ol i e
i 4 '(rb(I i ) 2z,,=xn( < eyl Al Tk an).

aodpe VIL
e CASO. 221 E INFINITAMENTE GRANDE.
Distinzione dei casi da considerarsi. — Semplificazione delle equazioni ge-

nerali nell’ipotesi di una resistenza infinitamente piccola.

2r1. Discuteremo le equazioni trovate, prima supponendo che
A
V=
ponendola finita, e finalmente facendola convergere verso zero.
L’ esame del primo e dell’ ultimo caso ci dara i limiti verso i
quali convergono le leggi della propagazione dell’ elettricita,
mentre, stando le stesse le altre circostanze, la resistenza del
conduttore converge Vverso zero, o cresce sopra ogni limite;
quello del secondo caso ci dara le vere leggi che si verifiche-
ranno ne’ casi praticamente realizzabili, e ci mostrera come quelle
si modifichino successivamente, passando dall’uno all’altro limite.

la quantita - abbia un valore infinitamente grande, poi sup-
c -
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22. Cominciamo dal primo caso. Le radici }; e ?, sono im-
maginarie qualunque sia 7, e si riducono a
cn=w C AR
=151+ —V'_I’ )l::b-——7: B
L= Lyz=z
Introducendo allora nuove costanti, si possono mettere a, e
bn sotto la forma :

: SO
a =c-"f(Acos7z —_t—;— B sen n——!)
V2 L\2

T C = C
b» :c-’“’(A’ cosn—— ¢+ B'senn— —_t);
L L\=

2

e di qui in grazia delle
L dbn e L dax
T 2u= dt’ "Tanxm dt’

e—hl ];L ) - S
e SR T A'—"—-B cosn——t¢
@ [( iy 37

2 n= vz 2
—i—(—c_—A'—i- h—LB)senn—-—t]
V2 HEs Ly2
—~kt
fn=—e—[(/t—LA IC_B)cosn—
2 n=w RS Vz
—}-(éA—};]l—j}B)senn——l]
vZ n=w vz

Io supporrd che per f—o sia 7/—o in tutti i punti del con-
duttore. Questa condizione vuole che:

A : A
= y = ’
new - ne=w
h L= hI\z
Gk 327y
Ora — & eguale a —, quantita, per ipotesi, 1nﬁmtamente
hL\2 rc\z

grande; dunque nel caso considerato le costanti B e B’ debbono
essere infinitamente piccole, e si pud porre

an—=Ae-H"cosn—-— by—= A'e—"cos foor

\/2 \T;

Mg senn———t, fom=——— Ae-Msenn———

ST \/2 2\/2 Vz
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Le espressioni generali di £ e di ¢ si riducono cosi, nel
caso di una resistenza infinitamente piccola e nell’ ipotesi che
per {—o sia 1=—o, alle: 7

= \

E=a+bs+eM ¥ (A,.cosng—c:lsennzs-{-
\2-

n—i1
+A’,.cosn§i_tcosuzs), /
L\2 L
- (26)

_ L n= "
= —44= b(r — e'2"’) _L,_e-’" Zw(A;senn:—f_—t
r 2y 2 n=t Ly=

© w L T
cosnzs — A’y sen u——_tsenn—s).

Ly2

" VIIL

APPLICAZIONE AD UN CONDUTTORE
FORMANTE DA SE UN CIRCUITO CHIUSO.

Applicazione delle equazioni precedenti ad un filo continuo. — Analogia
colla propagazione del suono.

23. Abbiasi dapprima un conduttore, i cui due capi sieno
congiunti tra loro. E ed : debbono in questo caso avere in
ogni istante per s= L i medesimi valori, che hanno per s=o,
e cid da qualunque origine si valutino le s. Percid & necessario
e sufficiente, che sia

b=/o ed n—z2m

essendo s un numero intiero. Onde, essendo dato

;) I o ”m=x % 2‘—. 2.'.:
Ei— = fis) = ;b ot Y |a"msenm Zs + 6%, cos mz s ) -

mT \

e determinando con questo le costanti arbitrarie in (26), si ha

I m=x 2% ¢ 2%
E=_§0 4+ ¥ 1a% cosm——¢t.senm—s+
2 m=1 2 L

+ b° cosm?—:—ct c il
m v_ . COs m S ’
(e
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c Mmoo 27 € 2=
b W B0 1 @' sen 11— == [C0s oS —
2 \’2 m=1 L \I 2

g 2% ¢ 2%
— b’usenm—-——tsenm—s|.

L N2

24. Si trasformino i prodotti di seni e coseni contenuti sotto
i segni ¥ in somme mediante le formole

1 I Y
cosxseny = < sen (v + a) + —sen(y — x),
2
I 1
COS X COSy == ;cos O+a)+—cos(y —3),
2
1 I
senxseny=-—cos(y + 1) + —cos (y — 1),
2 2

e si vedra che le espressioni di £ e di 7 si riducono cosi ad
= / o I -Iit [ ¢ 3 0]
E—;bo+2e' [f(s-,—v;t)—!-f(s—\/;t)——b-o F

z'=—4\‘;; c*"’[f(s+f;—t) —f(s—-\/—c;t)].

Si sa che

L
I 7
% — b = — s)ds;
2 o LJ{( ) ’
I 5 . gt B
;bo°L ¢ adunque la totale quantita di elettricita libera conte-
I . ; y ga s
nuta nel conduttore, ed = b,° la media quantita di elettricita li-

bera distribuita sull’unita di lunghezza del filo.
25. Le espressioni di E e di 7, alle quali siamo arrivati,

mostrano un’ analogia rimarchevole tra la propagazione dell’elet-

tricita nei fili e la propagazione del suono in una corda od in
un’asta vibrante longitudinalmente, o finalmente in un fluido
elastico contenuto in un tubo. In quest’ultimo caso per esempio
si sa, che la condensazione & e la velocita # in uno straterello
preso nella massa gazosa e limitato da due piani infinitamente

vicini e normali all’asse s del tubo, sono date, quando inizial-

mente si abbia #=o0, ¢ =/(s), da
g AR ; . 1E X
= -;f(S—rW)T;f(S—M).

u=—%f(s+vf)+%f(5—v/);

Q-
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ove v & la velocita di propagazione del suono nel mezzo consi-
derato. Or bene si supponga 6°% =o, cioé si consideri il caso,
in cui la media quantita di elettricita libera contenuta nel con-

c
duttore & nulla, e si faccia v = 7=: le espressioni di £ e di 7

A Va
non differiranno allora da quelle di 2 e di #, che pel fattore
— ht

e—" la prima e pel fattore la seconda.

Cosi Pelettricita si trasmette lungo un conduttore lineare di
resistenza infinitamente piccola — come il suono in un tubo
indefinito — sotto forma di due onde uguali, che si propagano

c
in versi opposti con un’uguale velocita—— . Ma mentre queste
2

onde si propagano, la carica elettrica e I'intensita della corrente

vanno diminuendo in tutti i punti del circuito proporzionalmente

ad e~ ™', Questa diminuzione perd & lentissima a fronte della

velocita di propagazione. Imperocché il tempo che un’onda im-

LV2
¢

il rapporto dei due valori che £ ha in un medesimo punto al
principio ed al fine di quel tempo &

hLVa
[

I:e¢ ’

piega a percorrere una volta tutto il circuito & , € quindi

valore vicinissimo all’unita, giacche, per le ipotesi fatte, ’espo-
nente di e¢ & infinitamente piccolo.

Se 4% non & uguale a zero, ossia se la media quantita di
elettricita libera riferita all’unita di lunghezza non & nulla, l'ec-
cesso del valore di £ sopra il suo valor medio varia colla stessa
legge con cui varierebbe E se questo fosse — o.

La velocita di propagazione ¢, in questo caso limite, indi-

pendente dalla natura del conduttore, e vale

< 439450™ . 10°

Y= V2
numero molto prossimamente uguale a quello, che esprime la
velocita della luce negli spazi interstellari.

— 310738108
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F

APPLICAZIONE AD UN CONDUTTORE,
1 CUI DUE CAPI SONO SEPARATI

Caso in cui i capi del filo sono isolati o comunicanti colla terra. — Caso
di un filo messo in comunicazione col suolo ad un estremo e col polo di una
pila all'altro estremo. — Discussione del valori di 5 e di E.

26. I casi in cui gli estremi del filo sono entrambi isolati,
od entrambi in comunicazione col suolo, od uno & isolato e
I'altro comunica a terra, sono facili a trattarsi. Si trova allora,
che ad ogni capo del filo v’ha riflessione dell’onda, e che
questa riflessione avviene sgnza o con cambiamento di segno,

secondoché l’estremo di filo corrispondente & congiunto colla
terra od ¢é isolato. Un estremo a terra corrisponde in certo
qual modo ad un estremo libero di una sbarra vibrante longi-
tudinalmente, ad un estremo aperto di una canna sonora; una
estremita isolata di conduttore ad un estremo fisso di quella
sbarra, ad un’estremita chiusa di quel tubo.

27. Che cosa succeda quando i due capi del conduttore sono
posti in comunicazione ciascuno con una sorgente di elettricita
vediamolo con un esempio.

Immaginiamo un filo sul quale non siavi inizialmente alcuna
carica elettrica; una sua estremitad sia in comunicazione colla
terra; laltra venga nell’istante /==o0 posto repentinamente in
comunicazione con un polo di una pila di cui I'altro polo & in
contatto col suolo, e sia Jasciato poi in questa condizione. La
resistenza della pila sia trascurabile.

Prendiamo per origine delle s I’estremita del filo che & in
comunicazione colla terra; il potenziale dell’elettricita libera
dovra sempre essere —o0 per s=—o, e sempre essere uguale
ad una costante per s—= L. Se K & la forza elettromotrice

¥ : I SEs ekl
della pila, ' questa costante ha il valore ;K. Le condizioni

! Intendiamo qui, come suolsi parlando di correnti costanti, per forza elet-
tromotrice della pila la differenza algebrica dei valori del potenziale ai due
poli, differenza, che & proporzionale a quella delle tensioni elettrostatiche ai
poli medesimi, e che non dipende che dal sistema di pila e dal numero de’ suoi
elementi.
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alle quali £ ed ¢ debbono soddisfare, sono percio le seguenti:

Per s—o dev’ essere E=o

I
s=1L v E=—K
47
I=—=0 ,, E—o;
Per soddisfare alla prima condizione dev’essere
a=o ed A =o;
: é : I i - ;
ed acciocché per s= L sia £E=—- K, & necessario che sia
4

I

Ponendo per brevita
x.iC
L\2
si ha adunque

E=

7—2C
s+eH ¥ A,cosnrtsennsy,
4.YL n=—r

A determinare le costanti A4 serve l'ultima condizione data.
Secondo questa si deve avere per ogni valore di 9 compreso
traoew

K
— Y Au.senny
4 {— n%x

ma pel teorema di Fourier vale fra i medesimi limiti P'ugua-
glianza:

n=—x

* I
g=—2 Y (— I)"—sen: T
n=_I
dunque si deve porre
Ko 3
Au_—-2.(— I)"—-—,
49v='n

onde

K i ”
E——(— e—"f 2_ > I) cosnrsen;z;). (27)
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Si ha similmente per 1
n—0 (_ I)"
p=— (1 — g2y MY o= sEnnr.cos no. (28)
r s\V21= = ow

28. Vediamo qual sia il significato di queste espressioni, e
cominciamo da quella di 7

Nella somma, che figura nell’espressione di 7, consideriamo
o come una costante, e riguardiamo questa somma come una
funzione di z. Questa funzione & periodica col periodo 2 =; essa
ha inoltre valori uguali e di segno contrario per 7, e per
27 — =; basta quindi cercare i valori che essa prende quando
< varia tra o e = Si pud scrivere:

r.\:(_In I ®
2———Lsenn:.cosn?=——2
gl 2 T

{=ar

5
—Y¥Y-——senn(z — 9.
+2,;. = ( 2)

Ora la somma

oc (_ I)"
y-——sennx,
R
2 b 5 x g
quando x & compreso tra — = e + =, ha il valore S 1, e sic-

come essa & periodica col periodo 2=, essa & in generale
3
=—_—(x—2p%
~(x—2p7),

essendo p quel numero intiero per cui x —2p = & compreso tra

— = e 4=

! Hermuortz nella sua teoria dell’ estracorrente (Vedine un sunto negli
Annales de Chimie et de Physigue, tom. XXII, pag. 491) da la formola

r
k ——t
x‘=7(l’—¢ 2 ),

ove p & una quantitd, che egli non determina e che chiama pofenziale. Questa
espressione non & altro che il primo termine di quella che noi abbiamo tro-
vato, e vi saremmo arrivati anche noi se, come Helmholtz, avessimo supposto
¢ funzione semplicemente di #. Le conseguenze di questa formola sono in pieno
accordo coi fenomeni che si osservano nelle macchine d’induzione; ed & chiaro
infatti che in questi casi questo termine rappresenta ’andamento generale della
funzione, e la somma, di cui vedremo il significato, non rappresenta che le
perturbazioni, che sfuggono all’osservazione.
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Pei limiti che abbiamo assunto per t, © — ¢ & sempre com-
preso tra — = e -+ =, poiché, per qualunque punto del filo, p &
compreso tra o e =; percio
ol 1"

y senn(z —g) = — ]
1 n 2

Al contrario il valore di =+ ¢ pud essere minore o maggiore
di =, e si ha
Sl T+

Yy sen#n(z + ¢)=— “, quando s <wm— 1
1 n 2
T4+
e = — iy R s Qe
2
Ne segue che
Sl=n" i
Y——sennzcosny=——, quando p<=—
T o 2
T - > 3
e = ——+— e >n—r1T.
@120 hurtat 88

In tutto cid si & supposto = compreso tra o e =; se esso
fosse invece compreso tra = e 2%, si sarebbero ottenuti i valori

T
:—;, per o<=

=y

Y

T - -
TR e bk

Per valori di = maggiori di 2 = bastera ricordare che la somma
considerata & una funzione periodica di periodo 2 =.

Ora ecco le conseguenze che possiamo dedurre dall’analisi
precedente. In ogni istante v’ha un punto del conduttore, nel
quale I’intensita della corrente varia bruscamente, fa un salto.
Questo punto & determinato dall’ equazione

; c
g==—r1, ossia s:[_—v—_t
2

finché = & compreso tra o e =, cioé ¢/ & minore di , e dal-

c
V=
I’equazione

s—=t—=x, ossia s==¢t—L

G. FerraRrIis, Opere, Vol. L. 4
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2L

quando t varia da = a 2%, cioé¢ ¢ varia daT a -, e cosi di

. V; \/;
seguito. Per /=0 adunque questo punto si trova all’ estremita

(s= L) del filo; s’avanza poi colla velocita uniforme \/—c_; verso
Porigine (s = o) del conduttore; trascorso il tempoT, esso ha
V2
raggiunto questo capo del filo, e prende a muoversi colla stessa
velocita verso l'estremita da cui era partito; poi ripercorre il
filo nel senso di prima, e cosi via via sempre colla medesima
velocita. In ciascuna delle due parti, in cui in un istante qua-
lunque lintero conduttore trovasi diviso da quel punto, v’ha
un’intensita di corrente che non dipende che da 7, e che percid
é la stessa in ogni punto; talché se si rappresenta il valore
dell’intensita coll’ordinata, quello di s coll’ ascissa di una linea,
questa avra la forma disegnata nella fig. 1.

<

0 g L

Fig. 1.

In qualunque senso avvenga, nel momento considerato, il
movimento del punto, in cui ha luogo il salto, la maggiore in-
tensita si ha sempre dietro a questo punto, cioé nel tratto di
conduttore ch’esso ha gia percorso, e la minore avanti al punto,
cioé in tutto il tratto ch’esso ha ancora da percorrere. La fig. 1
vale percid soltanto per un istante in cui quel punto compie la

k.

—_

° S T L

Fig. a.

corsa diretta dalla pila al suolo, dalla fine del filo verso I’ori-
gine. La fig. 2 si riferisce ad un istante in cui avviene il mo-

vimento opposto.
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In questa come nella precedente figura la freccia superiore in-
dica il senso del movimento del risalto, e Pinferiore il senso,
sempre negativo, della corrente. La grandezza del salto &

cK \
i g i L g
— el
8\Vz.v ¢
ossia, dicendo 7 il valore verso cui tende 7 col crescere di ¢
cioé :
r
2 cr :
= f Toe=——ra—Mht
8Vz2vy

Questa grandezza ha il suo massimo valore per /—o, ma
sempre, per le ipotesi fatte, & piccolissima a fronte di 1. Se di-
ciamo T il tempo che il risalto o I'onda elettrica impiega per

L\2

percorrere tutta la lunghezza del filo, talche sia 7— , pos-

siamo anche esprimere la grandezza del salto cosi:

I.25 Tet,

Col .crescere di # diminuisce adunque bensi la grandezza del
salto, ma diminuisce cosi lentamente, che il decremento, che
essa subisce durante il tempo 7, é estremamente piccolo.

29. Cerchiamo come varii intensita della corrente all’e-
stremo del filo che & in comunicazione colla terra. Questa in-
tensita, che diremo 7, si ha ponendo s = o nell’espressione di
/. Introducendo le notazioni 7 e 7 e non considerando che il
valore assoluto, si ottiene cosi: :

to=1 (1 —e-2M) 4

senn-t.

ARIT o 2=
= e

Ponendo per la somma il suo valore, ed osservando che

si ha quindi:
to=1(1—etf2).lTeM2pT—1,
ove p ha il significato che aveva poc’anzi, ovvero, cio che vale
t—2pT
7

lo stesso, & quel numero intiero per cui ¢ una frazione

propria positiva o negativa.
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Per valori di # non grandissimi, I'espressione di 7, & suscet-
tibile ancora di una semplificazione. Allora infatti z¢ & picco-
lissimo, e trascurandone le potenze superiori alla prima, si puo
scrivere

ty=2ht. I+2hl2pT—1,

|
7
ossia 1|
loe= 400D . 1. (28) |
Cid c’insegna che !’intensita nell’estremo {s=o) & nulla l
finché ¢ non ha raggiunto il valore 7; in questo istante prende < |
d’un tratto il valore 4 /4 7, che conserva costante fin dopo il l
tempo ¢ =3 7; allora passa bruscamente al valore 8/ 7/, e,cosi
di seguito va crescendo per salti, che si succedono ad ogni in-
tervallo di tempo —2 7, e la cui grandezza & doppia di quella
del salto, che ha luogo successivamente in tutti gli altri punty
del conduttore. :
30. In modo analogo si pud discutere I’espressione di E.
Si ha:
Sl=1

i

cosmt.sen#n T+ g) —

BT
Il
0| -
a2
wn
)
=]
o

I"(—I}"
—— ¥ _senn(rt—¢
SR -9,

ossia, quando = & compreso tra 0 e =:

«l

i

[ > 5+1r
= — —pero E—T = — = —peroc >= —
2P 1 ’ 2 2p T

e quando T & compreso tra = e 2=:

+

9
=——pery<i—=, =-—

v |-e

T DEL &> T — T
Questi ultimi valori si deducono dai primi osservando che lx
somma deve aver lo stesso valore per t e per 22 — . Per
maggiori valori di = non si ha che da osservare che la funzione
¢ periodica ed ha il periodo 2 =. -

Di qui si deduce che in ogni istante v’ha un punto del filo,
passando dall’una parte all’altra del quale, £ cambia brusca-
mente di valore. Il punto ove ha luogo il salto coincide sempre
con quello ove cambia repentinamente il valore di 7. Ma mentre
per z il salto ha luogo ora in un senso, ora nell’altro, a seconda
del senso del suo movimento, per £ invece si ha sempre (fatta
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astrazione del segno) il minor valore dalla parte di s=o, cioé
verso 'estremo a ferra del filo. L’altezza del salto &
LA opta ¥
471
ossia, rappresentando con £, il valore costante che E ha al polo
della pila:

— O

Tra Porigine del filo ed il luogo del salto si ha
s
E=Eo-l—:(1—e-"’), .
e tra il sito del salto e I’estremo congiunto alla pila:
s
E—F, (Z— (1—e )+ e—"’) .

Se si prendono le s per ascisse e le £ per ordinate, la funzione
£ di s, per un dato istante, sarid rappresentata da una linea
spezzata della forma disegnata nella fig. 3.

3 -—
———

0 S L
Fig. 3.
Questa linea varia col tempo: per ¢ piccolissimo avra molto
prossimamente la forma fig. 4;

PEIES
—

0 S -— L

Fig. 4.
crescendo invece ¢, I'angolo de’ due tratti coll’asse delle ascisse
: 2 ! g E, ]
crescera avvicinandosi al limite angolo tang:—L— ; ed intanto

il salto diminuira gradatamente d’altezza. Al limite si avrebbe
una linea retta unica, fig. 3,

0 <« S L
Fig. s.

come vuole la legge di Ohm.
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b, &

32
2.° CASO. -
Py

Le radici ), e J, possono essere reali od immaginarie. — Espressioni di £
e di ¢ nel 2.° caso, — Loro discussione. — Differenze colla propagazione del
suono. — Coefliciente di estinzione. — Velocita di propagazione delle onde
elementari; loro limite.

12 E FINITO; ), E ), SONO IMMAGINARL

SRR ik 2 5 . .
31. Quando — ¢& finito, i valori (=23) di }; e ), possono
criz
g 4 - X SR 2 27
essere reali od immaginari, e cid dipende dal valore di —=,
cryz2

che & determinato per ogni conduttore, e dal numero #», cioé
dal numero d’ordine del termine che si vuol considerare nelle
somme che danno £ ed ¢".
32. Per piccoli valori della resistenza 7, si verifica, per tutti
o per la massima parte dei termini di quelle serie, il secondo caso.
Ponendo allora :

e (29}
i valori di 2, e ),, per ipotesi immaginari, si scrivono
N=h+ul(—T1, h=h—ul—1,

ove u & reale; ed introducendo nuove costanti, i valori (23}
di a, e b, si possono mettere sotto la forma:

an—=Ae " senu(t — A,
bp=Besenu(t — B).

Se ci limitiamo a considerare il caso in cui i due capi del
conduttore sono congiunti uno all’ altro, sara 6 =o, ed invece
di # si dovra mettere nelle (23) 22; e se inoltre supponiamo,
per ora, che la media quantitd di elettricita libera distribuita
inizialmente sull’'unita di lunghezza del filo, e la media intensita
iniziale della corrente sieno nulle, sara 4,°=o0, f,°=o0, e quindi
dovra essere a=o, 8 =o. E, ed 7 si ridurranno cosi ad

h

= 2=
E:_\_’_(a,,.senm—zz—s-l-bmcosm—z—s),
ik 1 dbmsenmzr:s (la,,.c 12:5
71—yt y g (b reil g L m="s|;
47" m\ dt L M s T
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S5

ed analogamente i loro valori iniziali dati potranno mettersi
sotto la forma:

L L

: 2(s)= ot (dbmsenmﬁs——‘—i—ai":cosmﬁs‘

PR 4-2m dt oS, dt L J
Om a’ o

I coefficienti a%,, 6%, ‘f—a— . by sono quantita note, alle

gt ' dt i

- quali debbono diventare uguali le funzioni @m, &m, ‘-1(7“[—"1, —‘—17"'
quando si fa £=o. Si hanno adunque, per determinare le co-
stanti arbitrarie 4, 4', B, B’, le equazioni

. = 2% 2%
Eimo=f(s)= }_(a%. sen#m ——S§ + b ® cos m — s)

a’y = — Asenu 4,
6%, = — Bsenu B',
o
é;—tﬁ=;~zAcosgA'——lza°m,
dbom

a7 =u Bcosue B — /6%,

\/ am —,—:I—z(lzam _‘_da,,.)g
el glins )

dalle quali

o

Portando i due ultimi valori nelle espressioni di @ e di
bm, si ha

0
e
a = Ae=" sen (_u. t + arcsen 7) i
Biwe?
b= Be Msen|ut+ arcsen ——|,

B
e quindi

1 2.5 amo\
E=Ve¢-"|Adsenm=-~-s.sen|wt + arcsen — | -
pe— L D A)

: (e
+Bcosm-2—:s.sen ul+arcsen —=||;
L B
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ossia, sviluppando i seni:

s S e e 2%

2 3 2
E—Y -l [a°,,, sen m 2 s.cosul+ \/ B*— b°,.7% cos ,,,_E S

senyLl+b°mcosrn%=~s.cosyt+\/A’—a%.zsenmgi-:s.sen_ut].
Si ponga
(1°m=})—:q, b°m=j>’+q',
VB — 8% =p—gq, VAR —a% =p" — ¢,
cosicche sia
p ¢ I dbom ]
P:?[aom o7 5 _EL_(il bmo‘!"—dt—)J )
IRy _Ll 0 dbo’")
q—z["m g bl g o
r_i o, A I(,‘ ° J_da"mJ
P—z[bm.!‘ 1A m ;. -p
r___l ) _i( ° __v_dao’")..
q 2[m .uham' ar )’

e si ottiene cosi I’ espressione

2% ; 2% ;
E:ze—ht[qsen (st—y.t) -+ p cos (m—sz — ;J.tJ] +

+ze—h:[;§sen mzfxs—]—yt)_i_qvcos(mzj—zfs-i-yl)],

la quale si pud anche scrivere

- ’ \
BEY V2 e+ ge-*# sen (m %z— s—uit+arc tang%—) +[

> ’ i (30)
+ SVpt+ge-Msen|m——s+ wt+arctang /.

33. Nella stessa maniera si trova

— Y\ P 2 - e el .5.‘ ‘
=Y\ P24 Q. e~ ¥sen # s — i+ arc tang 0’+

el te
2—7_:

_ r.
-+ EVP + Q':_e—lzlsen {IH L S -i- y.t -i- arc tang _%),
i !
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ove P, O, P, O, hanno i valori

5 3 B
le'*'gm,:s(d;—o;”‘—%((sl’i-h’) 5%, +1ds—t);

34. Vediamo che cosa significano le formole (30) e (31.
Entrambe le espressioni constano di due somme di un’infinita
di termini; da ciascuna di queste somme noi isoleremo il ter-
mine corrispondente ad un determinato valore di 1, e deno-
teremo con K., 1 quello che diventano E ed 7 quando si om-
mettano tutti gli altri termini. Abbiamo per m =1;

g i
gt Sod b e
\/P +0%.¢ ‘sen(LS “’+arc°Q]+
+ VPE+ 0", e—"‘sen[zlj Tu:+arctg%)-

; I 2 : .
Se si fa t=— arctg 2 , 11 primo termine di £, diventa
i q9

P'ordinata di una sinusoide, che taglia I’ asse delle ascisse nei
A : . L A :
punti corrispondenti ad s =0, s= 8 L; questa sinusoide

si trasporta con velocita uniforme lungo I’asse delle ascisse e
nel senso delle s positive, crescendo il tempo £ Quel primo ter-
mine adunque dice, che nell’istante corrispondente a

I r

t—=— arc. tg. v

¢ 9

la prima meta del conduttore & carica di elettricita positiva, la
seconda di elettricita negativa, e che questi stati elettrici si

trasportano lungo il conduttore nel senso delle s positive con
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una velocita costante. Noi diremo, che v’hanno due onde, I’una
positiva e I’altra negativa, che insieme abbracciano tutta la lun-
chezza del conduttore, e che si propagano 2 avanti con velocita
uniforme. Il secondo termine di £, da similmente un’onda posi-
tiva, che alla fine del tempo

’

I
I:——al’C.tO‘.g—

@ = p

’ L ; :

si estende da s=o0 ad s—= —, ed un’onda ncgativa, che nel
2

B : ; 5 ;
medesimo istante si estende da s = ;ad s= L, le quali cosi

abbracciano insieme tutto il conduttore, e che si propagano nel
senso delle s negative, ossia, come diremo per brevit, i dictro.
Analoga discussione si faccia per 7.
Per 2 =2 si ha:

E,= VP'°+9 .e—* sen (2.% l%arctg’;)—}-
+VpTr g 2. Hsen |2. =

P
B == VP2 + Of.esen|2. pt—{arctg—é)-;-

== \/P2+Q'8_e_hisen(2.—L- +yt+arctg%),

Il primo termine di E; da un sistema di quattro onde, di
cui la prima, che & positiva, abbraccia alla fine del tempo

1
{= —arc tga
b q

la prima quarta parte del conduttore; la seconda & negativa, ab-
braccia il secondo quarto; la terza, positiva, si estende sul terzo
quarto, e la quarta, negativa, sull’ ultimo quarto del filo. E questo
sistema di onde si propaga iz avanti. Il secondo termine da in-
vece un sistema di quattro onde propagantesi i dietro, che alla
fine del tempo

[

q

b ¢
{— — —arc tg =

?

dividono in 4 parti uguali la lunghezza del conduttore. E lo
stesso dicasi di ;. In modo analogo E; ed 7, darebbero ciascuna
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due sistemi di 6 onde propagantisi I’uno in un senso e I'altro
nel senso opposto; ed in generale i termini E, di £ ed s di
1 rappresenterebbero due sistemi di 2 onde ciascuno, abbrac-
cianti ciascuno tutta la lunghezza del conduttore e propagantisi
in versi opposti.

Talché possiamo enunciare i fenomeni che avvengono in un
conduttore, quando dopo di avervi rotto I’equilibrio elettrico lo
si lasci a se, dicendo che si genera una serze di sistemi d’onde
che si propagano in un senso, ed una serze di sistemi d’onde
che si propagano in senso opposto; che in ciascun sistema d’onde
le onde successive sono alternativamente positive e negative,
ed abbracciano tutte insieme l’intiera lunghezza del conduttore,
e che ciascun’onda semplice abbraccia la meta del filo nel 1° si-
stema, il quarto nel secondo sistema, il sesto nel terzo, e cosi
di seguito.

35. In tutto cid v’ha analogia tra la propagazione dell’elet-
-tricita e la propagazione del suono ne’ tubi e nelle aste elastiche.
Ma se, come al § VIII, non si considera la propagazione del
suono che nel caso teorico, in cui non v’abbia perdita di lavoro
né per la non perfetta elasticita, né per attrito, né per trasmis-
sione di calore attraverso le pareti del tubo, vi hanno fra i due
ordini di fenomeni differenze capitali. Nella propagazione del
suono, le onde non si modificano propagandosi, e segnatamente
la loro ampiezza si mantiene costante; le onde semplici si pro-
pagano tutte colla stessa velocita, talché tutte quelle che si pro-
pagano in un senso, si compongono in un’unica onda risultante,
che si propaga del pari senza alterarsi e colla stessa velocita
delle onde compenenti. Nella propagazione dell’ elettricita av-
viene il contrario; Pampiezza delle onde decresce col tempo,
e, quel che & piu, ciascun’onda semplice ha una velocita pro-
pria. Le infinite onde semplici propagantisi con velocita tutte
diverse non possono quindi pit comporsi in un’onda unica in-
variabile nella forma e propagantesi con una velocita determi-
nabile. Non v’ hanno adunque wnella trasmissione dell’ elettricita
onde nello stretlo senso della parola, e questo vocabolo non deve
aver servito a noi che per enunciare il fenomeno. L’analogia
ricomparirebbe in parte, se si considerasse la propagazione del
suono in tubi di piccolo diametro, daccheé le esperienze del Kundt
e le analisi dell’Helmholtz e del Kirchhoff hanno dimostrato, che
in questo caso le onde si estinguono prontamente, e che la ve-
locita del suono dipende dalla lunghezza d’ onda.
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36. La diminuzione di ampiezza che abbiam detto aver luogo

col tempo, & dovuta al fattore comune a tutti i termini di E e di s

ctr
=" ossia e z:yL',

che possiamo denominare cocfficiente di cstinzione. Quindi essa
& tanto maggiore quanto maggiore & la resistenza r del condut-
tore, e nei limiti entro cui si pud ammeticre che sullo stato elet-
irico di ciascun punto del filo non abbiano influenza che 1 punti
a quello mfinitamente vicini, sulla quale ipotesi sono fondati tutti
i calcoli precedenti, essa & indipendente dal numero d’ordine
del termine che si considera.

37. La velocita di propagazione di una qualunque delle onde
semplici vale I’aumento o la diminuzione da darsi ad s nel ter-
mine di (30) o (31) corrispondente a quell’onda, acciocche, au-
mentando di 1 il tempo # I’arco sotto il segno sexn rimanga in-
variato, & cioe: -

V= Lk

’
21

ossia, mettendo per w il suo valore {2g) e ricordando il valore

(29) di 4:
V—_C—\/I— I (cr\/z)’
Y2 4=2m*\ 327

Questa velocita adunque cresce con m. La differenza pero tra
i valori di ¥ corrispondenti a due valori diversi dati ad m &

; ; Vi 32l
tanto minore, quanto maggiore & il valore di ——=. Facendo
cryz

32Y et :
convergere ———= verso l'infinito, tutte quelle velocita conver-

cry2
gono verso un valore comune, e precisamente verso il limite

¢ ¢ millimetro
——=310738.10° —————

V2 secondo

Al limite tutte le onde semplici avendo la stessa velocita, si
comporrebbero in un’unica onda risultante propagantesi colla
stessa velocita. Ricadiamo cosi sulle conclusioni a cui siamo
arrivati direttamente pia sopra. P 30

A e A2 . :
Per valori finiti di ——=, ma sufficientemente grandi, questo
cr\z

si puod considerare come vero approssimativamente per grandi
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valori di . Ma diminuendo s sotto un certo limite, I’onda si fa
confusa sempre piu. Anzi seguitando a far decrescere m, si arri-
vera, in molti casi, ad un punto in cui ¥ diventera immaginario;
e questo punto si raggiungera tanto pia presto quanto maggiore
é 4, quanto maggiore, cioe¢, &, a parita delle altre circostanze,
la resistenza r del conduttore. Allora la propagazione dell’ elet-
tricita non pud piu farsi colle leggi espresse dalle formole (30)
e (31), ed in queste le somme debbono soltanto estendersi tra

C r
m—=———ed m=c.
Vz 2y'w

4 XI.

3.°"'CASO. \{ = FINITO; l,E). SONO REALI

Valori di £ e di ¢ quando J); ¢ J, diventano reali. — Caso in cui inizial-
mente i valori medi di £ e di ¢ non sono nulli. — Caso in cui i valon mma]l
di E e di 5 sono costanti.

38. La velocita di propagazione V diventa immaginaria ap-
punto quando cessano d’essere immaginari i valori di 4, e 2,.
In tal caso le espressioni di a. e b, non possono piu mettersi
sotto la forma trigonometrica, e si debbono ritenere sotto la
forma (23)).

Limitiamoci ancora a considerare il caso di un conduttore
formante da sé un circuito chiuso. £ ed ¢ dovranno essere
funzioni periodiche di s; epperd dovremo, come sopra, porre
1n=2m.

Ponendo

/a 26’1)1

cosicché u’' sia una quantita reale, le (23) si possono scrivere
am = A el (gult—4) — g—w't—4)) |
b = B e=M (ext—B) — g—u't-BY)

dove A4, B, A', B’ sono costanti arbitrarie, i cui valori si deter-

3 2 A e gl dan dbn
minano mediante i valori iniziali dati di am, bu, S L
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ada®: " db%,
7 Ll I

d aoln

Se questi sono ancora @, 8%, , dev’ essere

A4 = —i—, ((/z +u)a’m +
2 u

v

sliel I ; da
-45'-""4:2—‘,((,1—}1)(20,,.1'- m
w

Be—#B— —I—’ ((/1 + 1) 6%, +
2

=),

E

a’b '

BereE="_{(h— )00 )
2 4

e quindi

o
db ;n) L'—(h-‘u')f_'
dt

=2 (I—'!J.’) bo;n ({b "’\

=040t ]

Si portino questi valeri nelle equazioni:

-

A 2% 2% o
: E=L(amsenm—l‘—s+bmcosst), ’
3 2 db ”’snnﬁs d am zzy ( (33
1= = en m— 7 cosm L)')

e si avranno le leggi della distribuzione dell’elettricita libera e
delle correnti pel caso che noi consideriamo.

39. Qui, come nel precedente paragrafo, si & supposto che i
valori iniziali di £ e di 1 fossero tali, che fosse §,°=0 ed f,°=o.
Se cio non fosse, si dovrebbe porre nelle equazioni generali (23)

. 1 .
non pit a=2=o0, ma a=;l)o°, 8 = f,% Tutta la modifica-

zione da apportarsi alle formole (30) e (31) ed alle (33), consi-
sterebbe nell’aggiungere, tanto in quelle quanto in queste, alle

espressioni di E il termine —4,°% ed alle espressioni di # il
2

y Ry
termine — f,°% ¢~ 34,
2
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~ 40. Questi termini comuni ai valori che si hanno per £ e
per ¢ nel caso di }; e &, reali, ed a quelli che si hanno pel caso
di }; e %, immaginari, possono esistere soli.

Se & dato

I I &
E"-——b:;boo:Eor ’lzoz;foozto ’

si ha cosi:
E=F", =1, cakt;

e queste formole dimostrano, che se il conduttore & inizialmente
ugualmente elettrizzato in tutti i suoi punti, questo stato elet-
trico si conserva costante; il che ¢ evidente di per sé; e che
se inizialmente il conduttore é percorso da una corrente uguale
n futti 1 suoi punti, questa corrente mon cessa tstantaneamente
al cessare delle cause, che I’ avevano prodotta, ma decresce in
progressione geomelrica, menire il tempo cresce in progressione
aritmetica.

La quantita di elettricita trasmessa nel tempuscolo &¢ suc-
cessivo all’istante # & 1, e-24 d¢; epperd dall’istante #=o0, in
cui cessano di agire le cause, che avevano prodotto la corrente,
fino alla completa estinzione di questa, passa ancora pel con-
duttore la quantita di elettricita

fade sl

I
Jf'ﬂ'tdf—;—/'lo.

o

s Ll SEER S . 5
L’ equazione e—2= — da il tempo / necessario perche
2

I’intensita della corrente si riduca alla meta del suo valor pri-

mitivo, il qual tempo & percio

TS s 1
i__zhlob natz ().

! Prendiamo come esempio un filo di rame identico al campione di Jacobi.
Si ha per questo: L =17%, 620, x=0™", 333, epperd in numero rotondo: y=10
La sua resistenza &,-secondo Weber, di 598. 107 unita elettromagnetiche, quando
si prendano per unita di lunghezga e di tempo il millimetro ed il secondo.

Moltiplicando questo numero per 11 Ove ¢ & espresso nelle medesime unita,

si ha la resistenza in unita meccaniche nel numero

r=2,482. 10—
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XIIL

2Y

4 CASO. j—v;_— E INFINITAMENTE PICCOLO.
APPLICAZIONE AD UN FILO CONTINUO.

La propagazione si fa con leggi ana]roghc a quelle della propagazione del
calore per conduzione.

41. Vediamo finalmente verso qual limite convergano i
valori di £ e di 7 mentre la resistenza del conduttore, tutte le
altre circostanze stando le stesse, cresce all’ infinito.

Se 3—‘% ¢ infinitamente piccolo, /4 & infinitamente grande,
cr\z2

e, avuto riguardo al valore di ', i secondi termini delle

espressioni (32) scompaiono a fronte dei primi per tutti i valori

finiti di £ I valori di am e di & si riducono cosi, crescendo #,

in breve ad

da’y
d

I A
A = "2‘;‘, [U’ + 1) @% + ; ] gy,

d 8%
dt

bm = 'Lr [(h =k P") 5%n o ] e-'("—.l")'.
2% ]

onde
2 h=39401.

Questo filo sia percorso inizialmente da una corrente capace di scomporre un
milligrammo d’acqua in un minuto primo; siccome secondo le esperienze di
Kohlrausch e Weber, a scomporre un milligrammo d’acqua in ua minuto se-
condo occorre una corrente di intensita uguale a 106 ?/; unita elettromagnetiche,
e siccome, secondo i medesimi sperimentatori, J'unita elettromagnetica di in-
tensita vale 153370. 10® unita meccaniche, si ottiene per I'intensita che noi ab-
biamo assunto come esempio:

1, = 276212. 10°.

Per questo filo adunque e per questa corrente si avrebbe che dopo che sono
cessate le cause, che producevano la corrente, passerebbe ancora lungo il filo il
numero 7010400 di unita elettrostatiche di elettricita positiva, e la meta di questa
quantita di elettricita sarebbe trasmessa in 0,0000176 minuti secondi.
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ed introdotti nelle espressioni (33) di £ e di 7, le trasformano
nelle

s O 6 da®, 2=
:s"_ Y/ u' om —_—
E _2?,[((z+,t)a + = )senmLs+

5 dbom 2=

o+ v’y b0, e —(h—u'}t
+((z w’) 6%, + *F )cosm sze .
L2 h—ip

0 -
o K(/z + 4 6%, + £lm "') senm s s —

dt L
da®,, =
— ((-/z + u')a’s + —gt—) cos m ZTSJ e - (h—p)
Ora si ha

z

2.2

2
2¢°m-=w
H'=v/t"'——“n—.
d L:

e nel nostro caso, essendo /4 infinitamente grande, si puo
scrivere

2.2

.u'=h(z — (32) —)
: e

donde
g2y Eas

g r L

y

Percio la quantita
h—u 327

e vl

»

¢ indipendente da 2, e per conseguenza i precedenti valori di
E e di'/ soddisfano alle equazioni

fo_h—i Lt dE

il m® 8=%ds '( :
$is i aEdiy B
ds 2 dt°

r

i h—y'.
Tra queste eliminando : e ponendo per ——— il suo valore,
m?

si ottiene I’ equazione alle derivate parziali

d Euy; g B E
F e ds
la quale & della stessa forma di quella, che da la propagazione
del calore nei corpi solidi.
Dunque nel caso considerato I’ eletiricita si propaga colle
stesse leggr, con cut si trasmette il calore per conduzione.

(33)

G. FERRARIs, Opere, Vol, 1, ; 5
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XIIL.

APPLICAZIONE AD UN CONDUTTORE
- I CUI DUE CAPI SONO SEPARATL

La stessa analogia si verifica per un conduttore non continuo. — Durata
relativa e durata assoluta della carica, coefficiente di carica. — Confronto col-
I'esperienza.

42. La stessa analogia colla propaoazione del calore si trova
considerando un filo non ritornante in sé stesso.

Abbiasi, per esempio, come al § IX, un filo di lunghezza L
che ad un estremo, che noi prendiamo per origine delle s, sia
posto in perfetta comunicazione col terreno, e di cui I’ altro
estremo venga congiunto, nell’istante /=0, col polo positivo
di una pila, della quale I'altro polo comunichi col suolo; e sup-
poniamo qui, come al § IX, che la resistenza della pila sia tra-
scurabile a fronte di quella del conduttore, che si considera.

Se diciamo K la forza elettromotrice della pila, le condi-
zioni, a cui debbono soddisfare £ ed 7, sono che

per s—o sia E=o qualunque sia ¢
sis=Ly o1 :-ji_ r I
47 5 [4]
» t=o  E=o0 qualunque sia s \
gl T=0 ) R ==0 #

Perche le espressioni (235) soddisfacciano alla prima ed alla

seconda di queste condizioni, dev’essere

. K
a= € "—C=—io} b=——;
4vL
in grazia della nota relazione ‘
[ n=x (__ )" T
x=—2— Y senn — x,
n—=t... 0
la 3.2 condizione da
K

A A e
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< perché sia soddisfatta I'ultima condizione, si deve avere
WG+ G =o.
Dalle due ultime equazioni ricavasi

€= }l (— I)" K

i ll——)a i n 4=

‘AB
El—== T =
onde sostituendo nei valori (235) di £ e di 7:

2n:30 (_ I) )‘ X ¥ =
__L‘[ 2 ll__?[ & Y
[L )‘———.ze (I——l i) ):enn s],

= u—t n 1A 1 /5

z'=—-§(1 — e—3h) —

K1 n==(— 1)n A 7 E
Zs : ( o) }’ 1 : e—].af(l_e-(ll— 'x)‘) COSH.= S
YR u=r N~ )1 s i

i

. s a e hait
Se ora noi supponiamo che sia ——=infinitamente pxccolo,
cryz
abbiamo, trascurandone le potenze superiori:
A ccr 2 8yn*=z?
" g6yl ’ *QuASE Gt

: L M A : : :
onde rlsultal—’lnﬁnltan1ente piccolo di secondo ordine e X, —},
1

infinitamente grande; invece di - si pud porre l'unita, e

1
h— 2y
se non si considera la trasmissione che dopo che ¢ ha assunto
un valore finito, si possono trascurare ¢-3# ed e—h—24), Ponendo
per ), il suo valore, e dicendo R la resistenza riferita all’'unita
di lunghezza ed all’unita di sezione, ed w la sezione del condut-

tore, ‘cosicché sia = R —, le espressioni di £ e di ¢ si ridu-
. w

cono alle
Kfs 275 =0 —)e = Syt ]
= s iz : 6
E ook = B erossed @ ol e " rL ‘|, (36)
> n-"so - 8nc1t
= — {;'—Z:[ 1+ 2 = (— 1) cos n— ya st er IRL’—']: (37)

valevoli per tutti i valori di ¢ diversi da zero.
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Queste espressioni soddisfanno alle equazioni differenziali;

LdE
I=—+:7ﬁr
0. - dE
ds 3 2 A

che danno coll’eliminazione di 7:
(E—8 L &i*FE
At el S
equazione della forma di quella da cui dipende la propagazione
del calore nei corpi solidi.
13. Se, stando tutte le altre circostanze le stesse, si hanno
due conduttori diversi, per il primo dei quali la lunghezza, la

sezione, la resistenza unitaria ed il valore di log — sieno Z,e,
4

R, ~, e pel secondo L', ', R', Y, se si considera sul primo con-
duttore un punto determinato dalla distanza s dall’origine, e se
si prende sul secondo conduttore il punto s’ per cui si abbia
s’ s
“EF s oK d
in quei due punti si avranno cariche elettriche ed intensita, che
varranno una stessa frazione della carica e dell’intensita finale,
tutte le volte che sara: ;
25 e tPROY 8
R v
Il tempo necessario perché all’estremita del conduttore, che
comunica a terra si produca un’intensita, i cui valori sieno una
data frazione dei valori finali, dicesi durata relativa della carica.
L’ultima eguaglianza dimostra che questo tempo & proporzionale
inversamente alla sezione w, e direttamente alla resistenza uni-
taria R, al quadrato della lunghezza L e ad un cofficiente

(Io—q

2¢= s

Lo stesso avviene della durata assoluta della carica, cio&
del tempo che passa tra I'istante in cui si chiude il circuito, e
quello in cui all’estremita opposta a quella congiunta colla pila
si produce una carica ed una intensita di corrente di dato valore
assoluto, purché, pei due conduttori, ¢ ed 7 abbiano lo stesso valore.
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44. Si & trovato
~Q = E '{ ’

< di qui si ricava

’

1 E
TN
cosicché ¢ rappresenta la quantita di elettricita libera, riferita
all’unita di lunghezza, che si deve avere in un punto qualunque
del conduttore, acciocché il valore del potenziale @ per quel
punto sia uguale all’unita.

E questa quantita & quella che Thomson denominoé coeffi-
<ienle di carica, oppure capacita eletirostatica.

Nello stabilire le equazioni generali noi non abbiamo tenuto
<conto delle azioni esterne esercitate dall’ elettricita libera del
" conduttore, eppero abbiamo trovato che ¢ non dipende che dalle
dimensioni del medesimo. Queste azioni perdo sono inevitabili, e
la loro influenza puo .essere notevolissima. Se per esempio,
come accade nei conduttori telegrafici sotterranei o sottomarini,
il filo metallico & coperto di un involucro isolante, poi di un
inviluppo metallico ed immerso cosi in un mezzo relativamente
-conduttore, come & l'acqua salsa, com’ & la terra umida, esso si
<arica come un condensatore elettrico, e la quantita di elettricita
necessaria a produrre il potenziale uno & maggiore di quella
<he corrisponderebbe allo stesso filo quando questo fosse sco-
perto. Il valore, che in questo caso prende il coefficiente di
<arica ¢, dipende dalle dimensioni del filo metallico e dell’invo-
lucro isolante e dalla natura di questo. La nostra teoria non

basta evidentemente a determinarlo, ma & chiaro ch’esso sara
maggiore che per un filo scoperto.?

! Se R e il raggio del filo metallico, R’ il raggio della superficie cilindrica,
che limita esternamente 1’involucro isolante, si ha, secondo Thomson, quando
il filo e I'involucro sono concentrici ;

N i L ———K
. . 8 log. TR;—’ ’
- e quando sono eccentrici, detta r la distanza dei due assi:
el ST

ove A & una costante, che dipende dalla materia di cui & formato I’ involucro,
<d ¢ circa 2 per la guttaperca.

Nelle formole di Thomson invece del coefficiente numerico 8 si ha il coef-
ficiente 2; cid dipende dalle unita scelte per misurare le intensita e le resistenze.
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45. Tutte queste leggi sono state dimostrate pel caso in cut
la resistenza del circuito sia grandissima, talche valgano le (34).
Siccome queste si ricavano dalle (18") e (19') sopprimendo sol-

p ” 3 I . "
tanto il termine in —,, possiamo anche dire, che esse son vere
-

in tutti quei casi, in cui la propagazione dell’elettricita si fa cosi
Jentamente da potersi trascurare l'effetto dell’induzione. Gaugain,
com’é noto, le ha ritrovate tutte sperimentalmente, operando
su cattivissimi conduttori. v

Ma sara egli anche possibile trovarle verificate per con-
duttori metallici? Facciamo un esempio numerico. Sia un filo
di rame della lunghezza di 1000 chilometri e del diametro di
o™® 666..., uguale cioé al diametro del campione di Jacobi. Per
questo filo & y=21,822, 7=o0, 3257.1077, epperd

32Y

=—10,034 .
rcVz2

~

Questo valore & abbastanza piccolo a fronte dell’unita, perché
per valori di » non grandissimi, epperd pei primi termini, che
sono i piu influenti, delle serie che danno £ ed 7, esso si possa
trascurare ed avere tuttavia risultati prossimi ai veri. Dobbiamo
percid prevedere che quelle leggi saranno per fili di grande

A OHL : . I
lunghezza (e tanto piu pei conduttori sottomarini, ove ad — -

2 v
devesi sostituire un numero maggiore) prossimamente verificate.
S Geiig 2iph s ;
Ma poiche, per quanto la quantita ——= sia piccola, finché
rcy 2

essa € finita, il suo prodotto per », crescendo questo numero,
finira per diventare prossimo all’unita e poi per superarla, dob-
biamo conchiudere, che benché 12 massima parte dell’eiettricita
si trasmetta ne’ conduttori di grande resistenza secondo quelle
leggi, ve ne saranno tuttavia sempre altre parti, che si propa-
gheranno con leggi diverse da quelle e fra di loro. Si rifletta
ora a cid che deve risultare da una mescolanza di movimenti
elettrici, i quali sono soggetti a leggi affatto diverse; si consi-
deri, che noi abbiamo sempre fatto astrazione da un elemento
perturbatore, nella pratica inevitabile, cioé¢ dalla dispersione
dell’elettricita alla superficie del conduttore, e si capira come le
piit accurate esperienze abbiano potuto rivelare notevoli diver-
genze dalle leggi enunciate.




_della propagazione dell’elettricita nei solidi omogener. 71

XIV. : -

EQUAZIONI GENERALI PER UN CONDUTTORE
LINEARE DI FORMA QUALUNQUE.

Ritorno alle equazioni generali. — Equazione generale per un conduttore
lineare. — Applicazione al circolo. — Si ricade sulle equazioni differenziali
trovate per filo rettilineo, o che si possa considerare come tale, modificate solo
ne’ cofficienti costanti. — Influenza di queste modificazioni sulla legge della
trasmissione.

46. Le espressioni (17) di Q e di U non sono valevoli ‘che
nei casi in cui i due punti del filo non possono essere I'’uno
all’altro infinitamente vicini, se non & infinitamente piccolo Varco
fra loro compreso; e le equazioni (18) e (19) con tutte le loro
conseguenze, delle quali si & discorso fin qui, non possono rap-
presentare approssimativamente i fenomeni per un conduttore
'dato di dimensioni finite, se questo & cosi fatto, che alcune sue
parti si trovino abbastanza vicine ad altre non contigue, perche
vi possano esercitare attrazioni elettrostatiche e fenomeni d’in-
duzioni sensibili. Per tutti questi casi & necessario ricorrere alle
equazioni generali (7), (9) e (10), o piu semplicemente, se si
suppone ancora che il filo abbia una sezione infinitamente pic-
cola, alla prima delle (7), portando in questa per & ed U i va-
lori (16).

L’ equazione generale, alla quale si arriva in questo modo,
si semplifica notevolmente per un caso speciale frequentissimo,
quello del circolo; e I’esame di questo caso, che dopo quanto
si & detto finora, si potra fare in poche parole, bastera a mo-
strarci quanta influenza possa esercitare sulle leggi della pro-
pagazione dell’elettricita la forma della curva, su cui ¢ disposto
il filo.

47. Riprendiamo le equazioni (16) e (16'):

4 .Q::zElog—L—}—J“i,

x r

r

J /
U=27log = —}—jx" li:— cos (r,d s) cos(r,ds’).
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Supponendo che il conduttore formi da sé un circuito chiuso,
E ed 7 debbono essere funzioni periodiche di periodo L, e le
possiamo mettere, come al § X, sotto la forma

7=0oC D =
E=YX la, senm— s+ b,. cos mZZs >

2:220 L
L"—°°I (dbmsen ":s a’n,,,c0 2w
e el ) if m i
’ 4 Fuimp '\ dt £id) 4 - Ry ol i

Portiamo questi valori in Q ed in U, e facciamo s'=s + ¢; ot-
teniamo cosi:

2%
Q_zloc'— “(am sen m——s + by co.,m-—s) +-

v L
+ ¥ “d_c an sen|m=— ey o & )+b cos mz-s 1:z£cJ
“J r ”m L ”i L L
Lol o aldbe 2% dam 2=
= — o — y - e R e e
U 2 log o "‘m( i s il IR T g s)
L

(d s 1 [d b 2% 2=
————v _— 7 - '_.___ - R St ) L e iR
47:_.’ = cos (#,ds) cos (r,ds) m[ —; Sen (m 7 s+ m 7 )
_dan [ 2= "z=a)]_
a1 cos | m 7 S + z—L 5

onde, sviluppando i seni ed i coseni delle somme, e facendo

I 2=
N=|—senm—cdo,
r Vi

J'V':zlog-é—+j-:‘—cosm%cdc,

1 : 2z
M_f~;cos(r,ds) cos(r,ds)sen1n—z—§.dc,

I

M= 2Iogj:— + J-% cos (r,d s) cos (r,d s’) cos m iz .do,
si ha

}=X|(@m N — bm N)senm EES + (@m N + bn N') cos m—zf s),

L db,n dam '27:
__—_-._..._“_ 4 ; —s 4
U by {( = M + e ﬂ[)senm 54

dbm d a
+(—ﬁ‘M g M')cosm A ]
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Supponiamo inoltre che la forza elettromotrice Fj, svilup-
pata da cause esterne al conduttore, sia una funzione di s e
di ¢ rappresentata dalla serie

Fo=Y (fm sen mzz: S + gmcos m %s),
ove fu € gn, cOme a, e b,, sono funzioni di ¢; scriviamo
nella 1.2 delle (7) s invece di x, moltiplichiamo i due membri
di quest’ equazione per = 2% poniamovi 7 invece di =a®.#, poi
sostituiamovi ad @, U, Fs 1 valori precedenti, ed avremo
I’ equazione

d® by 6t dby 2z=c*m* N cCEm
,ngtﬁ A B2t M ds . IR S S
-‘*-—ﬂid?am-*-23262”120,”?5&"123: -
‘M ode LM )| L
:‘,gd"’am 5 c? d a - 2:"6'-'111'-’1\1"a i ¢z GRS
=l dtt 8=«*kM dt M AT g e
S _jzd‘-' b -2 —=27cS mglvb,,.fcos 25
M de LM E

48. Le quantita, che abbiamo rappresentato con NV, V', M, M’
sono determinate dalla forma della curva data, e sono funzioni
di s. Nel caso in cui questa curva & un circolo, e solo in questo
caso, queste grandezze hanno un medesimo valore per tutti i
punti del circuito. .

In questo caso le quantita tra parentesi nell’equazione pre-
cedente essendo indipendenti da s, quest’ equazione non pud
essere verificata per tutti i valori di questa variabile, se le due
parentesi non sono nulle separatamente; epperd le funzioni di #
rappresentate da a e & debbono soddisfare alle equazioni diffe-
renziali: 4
da?a,, c? danw 2z2c2m*N cam \

dE Bkl dt e LM s 2 Ll
_ Madb.  2=*c*m? N

= de t L o™ ;
25 S i " (38)
& byn G: | 2= c*m* Vv ) 2zm B
e T A e z—LTff'”"\

__ﬂa"izﬂ_z‘:*c’mgz\'a ;
M idiE LM £ /
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49. Si dica R il raggio del circolo, e si avra
s

c

c
L=2z R, r=2Rsen—;, angolo {r,ds)=(r,ds’)y=—5,
2 R 2 R
e quindi
2’!R—-;—1 27R—-—1
me me
sen—de¢ cos —d
v i V' =z2log { jnd :
Y = ——— = = \iLe .
2 il 1 Sz ' ak & it
sen — sen—
2 R J R
Xy s
2 2
2TR-—1 21R-§l
me
cos®!—sen— do
= & = = 9N L 1sen 2 sen d
f 2 R G w 2 R 2 R %>
sen— :
R
7 Y =7
2
21R —LI 27 R—il
2 2
~
1nc
cos®*—cos—ds
M'=log d i i 4¥ V- | cos”Zsen—ds
M= i e == s oy .
S 2 R ¢ 2R R 2R
sen —
2 R § J
= Ly
2 a
o -3
Percid facendo — =z, ed osservando, che
2 R
senz2#z :
= —2cos({zm—1)z+2c0os{2m—3)s5+...+2cosz2,
sen z
cos2m z I
- —_2senlem-1)z—-2sen(2m-3)z-...-2s5€enz + !
sen z sen z
e che
il I
senz2mz.senzds=————sen(2m — 1)z —
; 2(2m — 1)
— —————senf2m+1) 3z,
2 (2m + 1)
1
coszmz.senzdz— ———cos(2zm — 1)z —
2(2m — 1)

— ————cosfzm+ 1)2,
2 (2w + 1) i

4




della propagazione dell’clettricita nei solidi omogenet.

75
si ricava facilmente
: N=o, \
' Se vy 3/ R (2 m—1)/
N’=-—4(cos4——ﬁ+§cos;—1—{+...—r2m_Icos v )—
1 1 l 2
—2Iogmngﬁ72log:, s (39)
M=o,
I . l I /
M =N _—— —I1)—=.
M=N +2”H_Icos(2m+1)4 B cos(2m 1)4 B i

La lunghezza / dell’ elemento di circuito, che si considera
come cilindrico, & arbitraria, e la sua scelta & soio limitata dalla

s z b s LR o
condizione che tanto e quanto — sieno infinitamente piccoli, o

R

se si vogliono applicare le formole ad un caso pratico, che essi
siano due numeri piccolissimi. Per esempio si puo porre /= {Rx.

In grazia dei valori (39) le due equazioni (38) si semplifi-
cano ancora, e si riducono a

d? am 4 et dam > 2=2c¢?m? N’a ctxm e
der T Bz kM di Vi R R T T
d? by c? db, 2z2ctmr N 2z -

SR BB ATl oo LM e i Bl

e queste, supponendo gm =/fs =0, e dicendo » la resistenza

del circuito, si riducono alla lor volta alle

ok
a* a, 6Cr dam '  zccztmc N
dfi 8L a: . LT
a2 b r dbn 2e=2m* N

e T8MLde T LT W
le quali non differiscono dalle (23) che per i cocfficient! di d;tm

d Um
d¢
1 7
2 log —, ¢ nel sccondo v’ é il fattore U che in quelle non figura.
% o ¥,

Dunque tutte le leggi trovate per i conduttori, pei quali si
pud trascurare l’azione esercitata sopra ogni punto dai punti ad
esso non infinitamente vicini, si ritrovano verificate ne’con-

P

e di ame bm; nel primo dei quali v’ é qui M' al posto di
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duttori piegati a circolo con un raggio tale che ogni loro ele-
mento eserciti sopra gli altri, ancorché non attigui, un’ azione
sensibile, purcheé ai valori (24) e (29) di /e di v, ed al valore
di »', dato al § XI, si sostituiscano rispettivamente i valori

o
ey &
/1

—16,‘11'[4'

i2ccm*=® N' 2¢tm?=? N

/
i A e

50. Tra le conseguenze di queste modificazioni, questa es-
senzialmente dev’ essere notata: che mentre in un conduttore
rettilineo, o che si possa considerare come tale, tutte le onde
semplici, nelle quali abbiamo immaginato scomposto il movi-
mento dell’elettricita nel caso discusso al § X, e ciascuna delle
quali é rappresentata da un termine delle somme (30) e (31),
diminuiscono col tempo secondo una stessa progressione; nel
caso attuale invece la diminuzione d’intensita essendo dovuta
al fattore ¢-”, ed /i dipendendo da M e quindi da m, quella
diminuzione segue una legge diversa secondo i diversi valori
di m, secondo cioé il numero d’ordine del termine che si con-
sidera, o finalmente secondo le diverse onde semplici.

Le velocita di propagazione delle onde semplici dipende-
ranno anch’esse dai valori di /" e di V', e quindi, ad ugual valore

327

di =—=, dal raggio di curvatura del conduttore; ma tutte queste

cr\z
velocita avranno ancora un limite comune, e questo limite sara

A 3 ¢
come prima —.

V2
XV.
CONCLUSIONE.
Necessita di ammettere I'etere. — Gli stati elettrici perd sono un modo
d’essere delle molecole ponderabili. — Confronto coi risultati di altre teorie.

51. Non & da una teoria, che riposa sopra principi provati
finora sperimentalmente solo in casi speciali, in guisa che le sue
formole fondamentali potrebbero non contenere tutti i termini
delle formole, che esprimono le vere leggi della natura, che io
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mi affretterd a dedurre conseguenze; né mi propongo di ab-
bandonare il campo della pura fisica matematica per ricercare
coll’induzione il meccanismo degli stati elettrici e delle correnti.
Tuttavia, come risultante dall’ insieme dei fatti esposti, e come
occasione a ravvicinamenti, un’osservazione ci si presenta da sé.

Abbiamo trovato espressa la velocita-limite di propagazione
delle onde elettriche, ossia quella velocita, con cui gli stati
elettrici si trasmetterebbero lungo i conduttori, se fosse possibile
che questi fossero privi affatto di resistenza; velocita colla quale
sempre si propaga una parte dell’ elettricita eccitata, qualunque
sia la resistenza del circuito, e che per le onde elettriche & un
massimo assoluto, da un numero che differisce da quelli stati
trovati per la velocita della luce negli spazi interstellari di una
" quantita molto inferiore agli errori probabili di osservazione.
Questa coincidenza non cercata non saprebbe essere fortuita, e
sarebbe impossibile non vedervi provato come nella propaga-
zione degii stati elettrici intervenga quel medesimo etere, al
quale si attribuisce la propagazione della luce e del calore rag-
giante. E un’idea non nuova, e che da gran tempo ha preso
posto fra le convinzioni dei fisici, ma che la sola esperienza
non potrebbe confermare.

E ¢osi quell’etere, la cul esistenza & incontestabilmente di-
mostrata dalla propagazione della luce negli spazi planetari, e
dalla spiegazione semplice e completa dei fenomeni della dif-
frazione nella teoria delle onde, quell’ etere, che le leggi della
doppia rifrazione provano con certezza esistere nell’interno
dei corpi trasparenti, quell’etere la cui esistenza nell’ interno
dei corpi ponderabili pare oramai necessaria per la spiegazione
della coesione, delle affinita chimiche e di tutte le azioni mo-
lecolari, quell’etere si presenta qui come il mezzo propagatore
degli stati elettrici.

Ammesso I’ etere, le leggi, a cul siamo arrivati, appaiono
affatto naturali. Non vi & resistenza? Il movimento elettrico
deve manifestarsi istantaneamente appena propagato lo squilibrio,
che ne é la causa (§§ VII, VIII e IX); interviene la resistenza,
si fa cioé sentire I’influenza della materia del conduttore? Questa
deve dipprima produrre una differenza nelle velocita delle varie
onde elementari (§ X), poi spegnere alcune di queste (§ XI).
Al limite una minima parte dell’ elettricita si propaghera per
onde, e la trasmissione degli stati elettrici dovra avvenire come
quella degli altri stati che si propagano di molecola in molecola,
come quella del calore per conduzione.
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52. Si pud dire di piu. Mentre partendo dalla legge di
Coulomb siamo arrivati ad una teoria delle correnti elettriche,
la quale, finora almeno, non & contraddetta da nessuna espe-
rienza positiva, non fu mai possibile, per quanto vi si sieno
affaticati valenti fisici e geometri, come Weber, Kirchhoff,
Helmholtz, di arrivare alle leggi note delle correnti prendendo le
mosse dalla formola, che pur parrebbe dover presiedere a questi
fenomeni, dalla formola che con tanta semplicita ed eleganza da
ragione ad un tempo dei fenomeni elettrostatici, delle attrazioni
elettrodinamiche, dei fenomeni di induzione, dalla formola di
Weber. Non potrebbe questa impossibilita di dedurre dalla for-
mola che da I’attrazione o la ripulsione reciproca di due quantita
di elettricita n mouvimento, le leggi delle correnti, mentre queste
si derivano facilmente dalla formola che regge le azioni reci-
proche di due quantitd di elettricita allo stato di equilibrio,
essere una indicazione sulla natura dell’agente elettricita ? Pare
che si, se si ricordano le esperienze di Grove e di Gassiot, che
sembrano provare, che la scarica elettrica diretta non pud pas-
sare nel vuoto assoluto. Finché questi risultati non verranno
contraddetti da altre esperienze, questo almeno siamo autorizzati
a credere: che la trasmissione degli stati elettrici si faccia di
molecola ponderabile in molecola ponderabile; che la forza
elettromotrice trovi questi stati nella molecola, e ne produca la
comunicazione alla molecola successiva; che (possiam dirlo come
cosa che altre considerazioni hanno fatto intravedere da gran
tempo) lo stato dell’atmosfera eterea di una molecola costituisca
lo stato elettrico, e la trasmissione di questo stato alle molecole
successive sia la corrente.

La notevole esperienza di Fizeau sull’ influenza esercitata
sulla velocita della luce dal movimento del mezzo ponderabile,
in cui quella si propaga, l'ipotesi a cui Fresnel dovette ricorrere
per ispiegare il fenomeno, secondo la quale le molecole pon-
derabili sarebbero attorniate da atmosfere di etere, la cui densita
si sovrapporrebbe a quella dell’etere ambiente, ed il modo com-
pleto con cui il Mossotti & riuscito a spiegare col rigore del-
I’ analisi le azioni molecolari, ammettendo che tra la materia
ponderabile e I’ etere operino le forze attribuite da- Epino alla
materia ed all’ elettricita, giustificano queste idee.

53. Ma anche indipendentemente dalla considerazione delle
correnti, I'intima connessione tra i fenomeni elettrici e 'esistenza
dell’ etere & indicata dal semplice principio di Weber. Secondo
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questo principio due quantita di elettricita ¢, ¢/, accumulate su
due punti distanti tra loro di #, esercitano I’una sull’altra
un’ attrazione espressa da ¥

ee'( I dr'-'+2rd'-'r)
I————+ ——.
ctde c? dt?

ri‘.
La costante ¢ ¢ quella velocita relativa delle due quantita di
elettricita, per cui esse non esercitano piu tra di loro alcuna
azione reciproca. Kohlrausch e Weber ne determinarono il va-
lore confrontando I’ unita elettromagnetica delle intensita colla
millimetro
————, ha
secondo
tali rapporti con quelli delle costanti che si incontrano nella
propagazione della luce, che il fatto non poteva sfuggire ai fisici.
Riemann pel primo ha dimostrato che si puo arrivare alla
formola di Weber ammettendo che le attrazioni elettriche non
si trasmettano istantaneamente, ma si propaghino invece tut-

unita meccanica, e questo valore ¢ = 4394350 . 10°

b : N i
t’ attorno del punto, da cui emanano, colla velocita — che e
2

quella della luce. ! Betti recentemente ed altri partendo da altre
considerazioni arrivarono allo stesso risultato.
Ammettendo come Riemann, che le azioni elettriche si tra-

. €15, shee
smettano colla velocita \T_—, il prof. Lorenz di Vienna ha mo-
2

strato ® che le equazioni generalissime (7) si semplificano no-
tevolmente.

In un’analisi dell€” varie teorie della dispersione della luce
il sig. Ketteler prende a considerare I’ influenza sulla velocita
della luce, esercitata dalle molecole ponderabili ed arriva cosi
ad una formola di dispersione, ch’egli dimostra abbastanza d’ac-
cordo coll’ osservazione. Applicata ai gas questa formola dimo-
strerebbe, che la velocita di propagazione massima che puo
essere raggiunta da un’onda di lunghezza infinita in un gas
infinitamente rarefatto & —c.

Cauchy ha dimostrato che dal fatto, che la velocitd di pro-
pagazione del raggio ordinario nei cristalli ad un asse & costante,
sembra ristltare che le molecole dell’etere si respingono nella

1 Poggendorffs Annalen, vol. 131, pag. 237.
5 . » » I35, . 243
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ragione inversa della sesta potenza della distanza; e Briot nella
sua teoria matematica della luce, uguagliando a zero il termine
che produrrebbe la dispersione nell’ etere libero, arriva allo
stesso risultato. Se questo fosse vero, la velocita di propagazione
delle vibrazioni longitudinali sarebbe uguale a quella delle vi-
brazioni trasversali moltiplicata per 2\ 2, e quindi, ricordando
il valore di ¢, essa varrebbe 2c¢.

Tutte queste relazioni si pongano a confronto col fatto della
rotazione del piano di polarizzazione di un raggio di luce, che
attraversa un corpo trasparente sotto I’azione di calamite tem-
porarie ed anche di semplici eliche percorse da correnti; col
fatto, scoperto da Plicker, delle attrazioni e ripulsioni diama-
gnetiche esercitate dai poli delle calamite sugli assi ottici dei
cristalli birifrangenti; col fatto, contestato bensi, ma a difesa
del quale stanno molti de’ pit accurati sperimentatori, dell’ in-
fluenza elettromagnetica esercitata da alcune parti della radiazione
solare;! e ci si permettera di conchiudere come conchiude il
Lameé la sua teoria dell’ elasticita, dicendo dell’ etere: “Il n’est
“donc plus possible d’arriver a une explication rationnelle et
“ compléte de la nature physique, sans faire intervenir cet
“ agent, dont la présence est inévitable. On n’en saurait douter,
“ cette intervention, sagement conduite, trouvera le sécret, ou
“la veritable cause des effets, qu’on attribue au calorique, a
“1 électricité, au magnétisme... , E quando questo secreto
sara trovato, si potra dire, che Kohlrausch e Weber, misurando
la costante ¢, hanno misurato la velocita della luce, non ser-
vendosi d’altro, che di una bottiglia di Leyda, di una bussola
delle tangenti e-di una bilancia di Coulomb.

1 In una memoria letta nell’adunanza dell’Istituto Lombardo di sc'ienze,
lettere ed arti, il 25 novembre 1832, il Prof. Codazza, collo scopo di vedere
se questo fatto fosse -possibile nell’ipotesi del Mossotti, ha dimostrato col ri-
gore dell'analisi, che veramente in quest’ipotesi le vibrazioni longitudinali del-
I'etere potrebbero produrre ne’ corpi, in cui queste si propagano, la polarizza-
zione elettrica.
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