
L'ARTE 
DI 

F ABBRICi\RE 
OSSIA 

CORSO COMPLETO DI ISTITUZIONI TEORICO-PRATICHE 

PER GLI INGEGNERI, PER GLI ARCHITETTI, PEI PERITI IN COSTRUZIONB: 

E PEI PERITI MISU!U TORI 





RESIS-TENZA 
DEI 

MATERIALI 
' E STABILITA DELLE COSTRUZIONI 

LAVORO AD USO 

deg1'lngegneri. degli Architetti. dei Periti in costruzione 
e di quanti si trovano applicati alla direzione ed alla sorveglianza di costruzioni 

civill. stradali ed idrauliche 
UT ILE 

agli studenti delle scuole d'applicazione per gl'Ingegneri 
e dei corsi tecnici pei Periti in costruzione 

PER 

CURION I GIOVANNI 
Ingegnere, Architetto e Dottore l'lggrega to ~~ l Collegio della FacoHil di scienze fis iche c matemnti che 
de ll a R. Uni ver.!.Ìtà di To r ino, 11rofessorP. strfi.Ordi n<~ rio dì costruz ioni civil i, stradali ed idrauliche 
nella R. Scuola d'a pplicazi one per gl' Ingegneri laureati, e Professo r e titol11re di geometria pratica 
e costru·t.ioni nel R. Is t ituto indust ria le e professionale di Torin(l, Me mbro orùin;lrio resident e d ell a 
Soci e là Reale di agri coltura, industr ia c commercio , c Membro cO'ettiyo residente della Società 

deg l'Ingegneri c degl' Industriali di Torino. 

TORINO 
Presso AUG USTO FEDERICO NEGRO, Editore 

via Lag••ange, :10, piano :t• 

1867 



, Proprietà letteraria e artistica. 
fatto il deposito alla R. Prefettura di Torino . il 15 aprile 1867, 

con riserva della traduzione. 

Torino :1!167 - Stamperia di Compositori-Tipografi. 
ti a del Teatro d' Angennes, 1 G. 



Lo studio sulla Resistenza dei matei'iali si estende a quel 
complesso di problemi di Meccanica applicata che hanno per 
oggetto di trovare le dimensioni e talvolta anche le forme più 
convenienti assegnabili ai corpi da impiegarsi nelle costruzioni 
in genere, affinchè s_enza dannose deformazioni indefinitamente 
si conservino malgrado le azioni interne che nei medesimi si 
sviluppano per causa di forze estrinseche da cui trovansi solle
cita li. 

La Resistenza dei materiali applicata principalmente alla sta
bilità delle costruzioni civili, stradali ed idrauliche costituisce 
l'assunto di questo volume, nel quale si faranno conoscere : i 
varii modi con cui nelle dette costruzioni vengono cimentale 
le resistenze dei diversi corpi che in esse occorre d'impiegare; 
i procedimenti cni quali si possono assegnare forme e dimen
sioni opportune ai solidi che si adoperano per resistere all' esten
sione, alla compressione, alla torsione, allo scorrimento, alla 
flessione, al sollevamento ed a l rovesciamento; lo studio sul
l'equilibrio e sullo stabilimento economico degli archi in legno 
e degli archi metallici; il modo di accertarsi della stabili là dei 
volti in m matura; le teorie sull'equilibrio dei sistemi composti 
e dei sistemi articolati ; i problemi più importanti sulle resi
stenze vive; e finalmente il calcolo delle spinte delle terre e 

i* 
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delie masse liquide contt·o le pareti dei ritegni che le sosten
gono. 

Tutti gli argomenti, senza ommettere i più recenti ed i più 
utili ritrovati della scienza, verranno esposti nello scop> di sod
disfare ai bisogni dei costruttori pratici; e, nell'intento di gio
vare pet· quanto è possibile a tutti coloro che devono applicarsi 
allo studio, dare progetti, fat· eseguire e sorvegliare l'esecuzione 
di costruzioni civili, stradali ed idrauliche, non si tl'ascut'erà di 
trattare in modo elementare tutte quelle pratiche quistioni che 
sono suscellive di esserlo , e molle delle quali vennero finora 
ripulate siccome inaccessibili a quanti erano in possesso delle 
sole cogni~ioni di Matematiche elementari. In apposite tavole si 
registret'anno quei dali numerici di cui i costruttori potranno 
servirsi nelle applicazioni delle formole riferenlisi alla resistenza 
rlei materiali ed alla stabilità delle costruzioni; e dalla risolu
zione di scelti problemi pratici chiaramente apparirà come si 
possa soddisfare alle grandi esigenze-dell 'arte edificatoria mo
dema, il cui precipuo scopo sta nell' ollenere la necessaria sta
bilità, congiunta ad una ben intesa economia. 

G. CuRIONI. 



RESISTENZA DEI MATERIALI 

E 

STABILITÀ DELLE COSTRUZIONI. 

CAPITOLO I. 

Nozioni generali. 

1. Costituzione molecolare dei corpi. - Diversi fenomeni, che 
si manifestano nello studio delle proprietà fisiche della materia , 
inrlucono a considerare i corpi siccome composti di molecole con 
dimensioni imperce!libili, e ad ammettere che queste si manten
gano le une dalle altt·e a certe distanze pure impercettibili per 
l'esistenza di forze di attrazione e di repulsione facentisi eqyili
brio, finchè i corpi sono libet·i, ossia finchè non si verifica su essi 
l'intervento di forze estrinseche capaci di variare le distanze rispet
tive delle loro molecole. 

Le repulsioni si attribuiscono generalmente a calorico interpo
sto alle molecole, e si spiegano le attrazioni ammettendo una 
particolare proprietà della materia che si chiama attrazione mo
lecolare, non che un'azione delle molecole dei corpi sugli atomi 
del calorico. -

2. Azioni molecolari, azioni attrattive ed azioni repulsive.
Sottoponendo un corpo libero all'azione di forze estrinseche av
viene che esso si deforma per variazioni nelle distanze rispettive 
delle molecole, e che si costituisce in un nuovo stato di equili
brio: cessando l'azione di dette forze, se però esse non hanno 
oltrepassati certi limiti dipendenti dalla natura del corpo, la de
formazione sparisce per la più gran parte e tutto apparentemente 
rientra nello stato primitivo. Analogamente considerando un corpo 
non libero, .ossia già sottoposto all' aziòne· di date forze estrinseche 
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ed applicando acl esso allre forze, che unitamentc alle prime for
mino un complesso non eccedente certi limiti, ollre le deforma
zioni che il corpo stesso ha già subito per effetto delle prime forze 
estrinseche, alLre se ne manifestano causate dalle seconde, e ces
sando quest'ultime forze spariscono p et· la più· gran parte le de
formazioni corrispondenti. 

Il costituirsi del corpo a nuovo stato d'equilibrio solto l'azione 
delle forze estrinseche e lo sparire quasi completo delle deforma
zioni allorquando queste forze cessano di agire, sono fatti i quali 
non possono derivare fuorchè dallo sviluppo di forze in trin seche 
allraenli le molecole che nella deformazione vennero allontanale 
e respingenti quelle che vennero avvicinate, ed i quali portano a 
stabilire quanto segue: sottoponendo un corpo all'azione di forze 
estrin seche esso si deforma; si svilnppano nell'interno del corpo 
delle azioni molecolàri ossia delle azl:oni altrctttive dove le molecole 
vennero allontanate, delle azioni 1'epttlsive dove vennero avvici
nate; ed al cessare delle forze estrinseche, se pur esse non hanno 
superati certi limiti, le molecole spostate sono quasi totalmente 
riconclotte dalle elette azioni attrattive e ripulsive alle primitive 
loro posizioni. 

In un corpo sottoposto all'azione di forze estt·inseche eccedenti 
certi limiti, le molecole allontanale possono pet·dere la facoltà di 
riprendere le primitive loro posizioni, e questo deriva da ciò che 
le azioni atlt'attive, le quali sempre si esercitano per piccole di
stanze molecolari, non hanno che un'intensità relativamente insen
sibile o nulla appena le dette distanze crescono fino a diventare 
percettibili. 

5. Resistenza dei corpi.- Allorquando una o più forze estrin
seche crescenti agiscono successivamente e gradatamente sopra un 
corpo mantenendosi al di sotto di certi limiti dipendenti dalla na
Lma del corpo stesso , queste fol'ze vi producono delle deforma
zioni pure successive e crescenti, e queste deformazioni sono causa 
dello sviluppo di azioni molecolari anche crescenti. Cessando di_ 
crescere le forze estrinseche cessano pure le deformazioni, si ha 
equilibrio fra le forze molecolari e le forze estrinseche ed il corpo 
resiste; cosicchè la resistenza di nn corpo sta nello sviluppo delle 
forze molecolari facenti equilibrio alle forze estrinseche che lo sol
lecitano. 

4. Elasticità , deformazioni elastiche e deformazioni perma
nenti. - L'elasticità è costituila da quella tendenza che hanno le 
molecole dei corpi di riprendere le loro prirniere posizioni rela-
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tive quando vengono sottratti all'azione di forze estrinseche che, 
senza eccedere certi limiti e pel fatto della loro applicazione, hanno 
spostate le molecole stesse. 

Anticamente si ammetteva che ogni corpo , sottrallo all 'azione 
di una forza minore di un certo limite, riprendeva completamente 
la sua forma prim itiva quando questa forza cessava d'agire su di 
esso ; e dicevasi che era altera to il limite dell'elasticità tullavolta 
che, dopo la soppressione della forza, si verificava un incompleto 
ritorno del corpo alla sua forma primitiva. Nell'a ttuale sta to della 
scienza non si può più ammettere a tutto rigore questo limite di 
elasticità; l'esperienza ha ormai messo fuori di dubbio che dopo 
l'azione di una forza che ha agìto su un corpo rimane sempre in 
esso una piccola deformazione permanente; ed il ritorno incom
pleto alla forma primitiva dopo l'azione di una certa forza non 
prova che la materia ha perduta la sua elasticità , ma solamente 
che la forza ha sorpassato il limite di quelle alle quali il corpo 
precedentemente trovavasi solloposto in analoghe circostanze, ciò 
che costituisce un corpo nuovo avente le sue molecole in uno stato 
d'equilibrio differen te dal primo. 

Si chiamano defor·mazioni elastiche quelle che si vc1\ificano nei 
corpi finch è trovausi sottoposti all'azione di forze estrinseche , e 
che finisconD per sparire allorquando vengono essi sottralli alla 
azione di delle forze; e si dicono invece deformazioni permanent·i 
tJUelle che ancora rimf\ugono al cessare delle forze estrinseche, e 
che corrispondono al novello stato d'equilibrio in cui sonosi co
stituite le molecole solto l'azione di delle forze . 

5. Snervamento e, rottura. - Lo snervctmento avviene nei corpi 
solloposti all 'azione di fot·ze estrinseche allorquando ques te, ecce
dendo certi limiti, hanno prodotti degli ~postamenti ruolecolari così 
grandi da non essere più possibile che le molecole spostate si 
costituiscano in un novello stato cl' equilibrio duraturo sotto l'azione 
delle forze stesse; per cui, continuando la loro azione sul corpo 
che hanuo sne!'vato, finisc~ per aver luogo una clisaggl'egazione di 
molecole ossia la ruttura , la quale può anche avvenire quasi im
mediatamente dopo l'applicazione delle forze estrinseche se pure 
ques te sono sufficientemente grandi. 

6. Principali ma,niere con cui viene cimentata la resistenza 
dei corpi nelle costruzioni. - Svariatissimi sono i modi con cui 
può essere cimentata la resistenza dei corpi , ed importa princi
palmente di considerare i seguenti casi: 

! o La resistenza all'estensione , che ha luogo quando le forze 
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sollecitanti tendono ad allungare il cot·po a cui trovansi applicate, 
come avviene per un corpo cilindl'ico AB (fig. 1) col suo asse ver
ticalmente disposto, mantenuto fet·mo nell'estremo superiore e sol
lecitato all'altro estremo da un peso P applicato al centro C della 
sua base inferiore; 

2" La resistenza alla comp1·essione, se le forze applicate ad 
un corpo agiscono per accorciarlo, come succede nel cilindro AB 
(fig. 2) collocato su un piano orizzontale e sollecitato nel centro C 
della sua base superiore da una forza P diretta dall 'alto in basso 
secondo l'asse C D; 

5" La resistenza alla torsione, se il corpo trovasi in tali con
dizioni per rapporto alle forze estrinseche che lo sollecitano da 
tendere queste a contorcerlo girandolo intorno ad una linea im
mobile, come chiaramente si manifesta in un corpo cilindrico AB 
(fig. 5), incastrato in un estremo e sollecitato all 'altro estremo da 
una forza P contenuta nel piano della base A E ed agente con un 
certo h1·accio di leva CF per rapporto all 'asse CD; 

4" La resistenza allo scorrimento, quando le forze applicate al 
corpo tendono a produrre lo staccamento di una sua parte , che 
scorrendo tende a separarsi da un 'altra parte che rimane immo
.bile, il qual fatto può, per esempio, avvenire in una specie di mo
diglione AB (fig. 4) che sotto l'azione di una forza P può rom
persi, perchè una sua parte CB non incontra grande difficoltà a 
staccarsi dalla parte A D con tendenza a scorrere lungo la super
ficie CD; 

. 5" La resistenza alla flessione·, quando le forze applicate al 
corpo operano per piegarlo producendo l'avvicinamento di alcune 
molecole e l'allontanamento di alcune alt t· e., come succede in un 
corpo pl'ismatico orizzontalmente collocato su due appoggi A e B 
(fig. 5) e caricato di -un peso P nel suo mezzo. 

Avvengono molti casi in cui le forze estrinseche, le quali pon
gono a cimento la resistenza dei corpi, sono talmente disposte da 
provocare contemporaneamente in essi . non una sola , ma anche 
due o più delle indicate resistenze. Così: colla resistenza alla fles
sione si mette a prova anche la resistenza allo scorrimento ; ben 
soventi i corpi che resistono alla torsione trovansi anche cimen
tati alla flessione ; e non è raro il caso di dover simultaneamente 
considerare la resistenza alla fl essione combinala colla resistenza 
all'estensione od alla compressione. 

Tal volla nelle costruzioni si impiegano dei corpi in ·modo da 
essere solamente il loro- peso che resiste a che essi non vengano 
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sollevati oppure rovesciati, e quindi due altt·e resistenze a consi • 
derarsi: la l'esis tenza all'innalzamento e la resiste·nza al rovescia· 
mento. Un esempio in cui presentasi la resistenza all'innalzamento 
si ha in un condotto entro il quale si esercita una pressione che 
tende a sollevare la parte AB C D E F G H (fig. 6) che Io copre, la 
qual parte si oppone all'innalzamento col proprio peso e col peso 
di quanto gravita · su essa; un muro poi, che contt·o una sua faccia 
AB (fig. 7) sostenga un terrapieno il quale spinge con una certa 
forza d'intensità P che tende a rovesciarlo, facendolo girare attorno 
allo spigolo C D della sua base , dà un esempio di resistenza al 
rovesciamento. 

Le resistenze dei corpi , che generalment~ vengono provocate 
da forze slalicamente operanti sopra di essi, possono anche essere 
messe in giuoco da urti, ed in questo caso prendono il nome di 
resistenze vive. 

7. Influenza della durata delle forze estrinseche sullo sne'r
vamento e sulla rottura dei corpi. - La durala dell'azione delle 
fot·ze estrinseche non deve essere dimenticata nell'apprezzamento 
dei fenomeni sulla resistenza dei corpi , e l'esperienza ha dimo
stralo : 

1 o Che una forza estrinseca, la quale non produce snerva· 
mento di un corpo al principio della sua azione, può portare a 
questo effetlo qualora la sua azione venga sufficientemente pro
lungata ; 

2o Che una forza . estrinseca, la quale non è capace di rom
pere un corpo qnan'do da poco tempo agisce su esso, può produne 
la rottura dopo qualche tempo; 

5° Che le azioni estrinseche intermiltenti sufficientemente ri· 
petute possono talvolta produrre gli stessi effetti di un'azione con ~ 

tinua. 
8. Limiti delle forze estrinseche a cui si possono as'sogget

tare i corpi nelle costruzioni. - In seguito a quanto si è dello 
nei numeri 5 e 7 , in modo generale si può stabilire il seguente 
precetto: le forze estrinseche a cui si possono assoggettare i corpi 
nelle costruzioni non devono mai essere maggiori di quelle che 
sono capaci di produrre in essi un principio di snervamenlo du· 
rante il tempo dell'azione delle forze stesse. 

9. Coefficiente di stabilità. - Essendo cosa assai difficile, per 
non dir impossibile, il dedurre da esperienze dirette quali forze 
estrinseche sono capaci di produrre col tempo lo snenamento e 
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la rottura nei corpi; essendo invece possibile di tt·ovare quelle 
forze limiti inferiori che sono capaci di produrre appena applicate, 
vuoi lo snervamento, vuoi la rottura, sviluppando così immediata
mente nei corpi che sollecitano o la resistenza allo snervamento 
o la resistenza alla rottura; e d'altronde, per quanto si è detto 
nel precedente numero, non potendosi ritenere siccome posti in 
buone condizioni di stabilità quei corpi che si assoggettano anche 
solamente a forze estrinseche capaci di immediatamente provocare 
in essi la resistenza allo snervamenlo, si usa nella pratica di tro
vare approssimativamente le azioni molecolari, che è prudente con
siglio di eccitare nei corpi da impiegarsi nelle costruzioni, molti
plicando le resistenze allo snervamento o quelle alla rottura, im
mediatamente sviluppate dall'azione di forze estrinseche, per un 
adatto coefficiente numerico minore dell'unità e che suolsi chiamare 
coefficiente di stabilità. 

I coefficienti di stabilità, variabili colla natura dei c01·pi e col
l'impiego che devono questi ricevere, vanno scelti in modo che i 
loro prodolli pm· le resistenze nllo snervamenlo od alla rottura , 
immediatamente provocate da forze estrinseche, risultino inferiori 
alle azioni molecolari che si sviluppano al principio dello snerva
mento; nel progresso di questo lavoro si apprenderà quali valori 
bisognerà loro assegnare nei diversi casi della pratica; e basti per 
ora il far notare come per un medesimo corpo il coefficien Le di 
stabilità relativo alla rottura deve essere minore del coefficiente di 
stabilità relativo allo snervamenlo, giacchè per produrre la rollura 
immediata è necessaria una forza maggiot'e di quella valevole a pro
durre lo snervamento pure immediato. 

1 O. Generazione geometrica dei corpi solidi di cui verrà stu
diata la resistenza; fibra ed elemento di fibra nei solidi pris
ma ti ci e negli archi a sezione costante. ·-In questo lavoro sulla 
resistenza dei materiali e sulla stabilità delle costr uzioni, dircll.o a 
servire di guida a coloro che vogliono apprendere l'esercizio pratico 
della carriera dell'ingegnere costruttore , si considereranno sola
mente quei solidi che 'vengono impiegali nell 'arte di coslmrre e 
che, per rapporto alla geometrica loro generazione, si possono 
ridurre ai seguenti quattro tipi di corpi originali da superficie piane 
di forma costante le quali si mnovono in un determinalo modo 
senza rotare nei loro piani: 

1 o Ai solidi rettilinei generali da una figura piana A B 
(fig . 8) di forma coslante e di grandezza costante o variab ile 
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secondo una certa legge , che si muove normalmente e col suo 
centro di superficie (a) C su una re l! a fissa D E, de lta asse; 

2" Ai solidi generali da una figura piana AB (fìg. 9) di fot·m a 
eostante e di grandezza variabile secondo una certa legge , che s ~ 

muove parallelamente a se stessa e percorrendo con un determi-
nalo suo punto C una retta dala D E; ' 

3° Agli archi generali da una figura piaua AB (fig . 1 O) 1li 
forma costante e di gnmdezza costante o variabile secondo una 
cel'la legge, che si muove normalmente e col suo cen tro di super
fi cie C su una curva piana tlala DE, detta dit·et lrice; 

4" Agli archi generali da una figura piana AB (fi.g. H ) di forma 
eostante e di grandezza costante o variabile secondo una certa legge, 
che si muove normalmente ad una data curva piana D E percort'en
dola con un determinalo suo punto C. 

Nei solidi prismalici e negli archi con sezione costante, si chiama 
fibra l'assieme di più molecole disposte in una medesima fila paral
lela all'asse dei primi ed alla ,direttrice dei secondi , ossia l'assieme 
di più volumi elementari pt·ismatici, infinitamente piccoli in tutti i 
sensi e coi loro spigoli paralleli al detto asse ed alla detta direttrice. 
Pren de poi il nome di fibra elemenlal'e , e qualche volta anche di 
elemento di fibra, la parte di fibra compresa fra du e sezioni tras
versali infinitamente vicine. - Si può anche dire che un elemento 
di fibra e che una fibra sono rispettivamente i volumi elementari 

(a) Chiamasi centro di superficie di una data figura piana quel pu nto che coincide 
col centro ùi gravità della figura stessa supposta materializzata e siccome costituente 
una las tra sottilissima di unifot·me spessore, oppure supposta caricata di pesi uni· 
formemente distribuiti ~u tutta la sua estensione. 

Immaginando la superficie data A n C ( (lg . 45) siccome decomposta in tan ti el e· 
menti superficiali, e ch1amando 

"' la superficie di uno qualunque di questi elemen ti, 
x ed y le coordinate di un punto contenuto nell'interno dell'elemento stesso per 

rapporto a due assi coordinati octogonali O x ed Oy condotti nel piano della fi. 
gura A BC, 

n l'intiera superficie dell'or indicata figura, 
lì una somma estesa a tutti gli elementi w in cui intendesi decomposta la su· 

perficie u, 
il centro di superficie della fìgut•a piana proposta è quel punto G le cui coordi
nate Xt ed Yt sono date dalle equazioni 
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prodotli ùa un elemento del secondo ordine della superiicie gene
ratrice la quale passa, nel primo caso da una data posizione ad una 
posizione infinitamente vicina, e nel secondo caso fra due posizioni 
assegnate aventi distanza finila . 

CAPITOLO IL 

Resistenza aiFes-tensione dei solidi 
ad asse rettilineo!' essendo le f'orze 
estrinseche dirette secondo i loro 
assi. 

H. Fondamentali risultati d'esperieJ:!za sulla resisten'l li: alla 
estensione dei solidi prismatici, omogenei ed elastici. - E or
mai constatalo dall 'esperienza che tirando dei solidi prismatici, omo
genei, elastici e della stessa sostanza mediante forze applicate se
condo i loro assi , ma non capaci di produrre in essi lo snervamento, 
ollre una piccola contrazione trasver·sale, sensibilmente si verifieano 
i seguenti fatti: 

i· Che, avendo i prismi la stessa sezion retta e la medesima 
lunghezza, gli allungamenti che essi subiscono sono direttamente 
pr·oporzionali alle forze che li producono; 

2° Che, avendo i prismi la stessa sezion retta ed essendo tirati 
da una medesima forza, gli allungamenti che essi subiscono sono 
pure direttamente proporzionali alle loro lunghezze primitive; 

5° Che, avendo i prismi la stessa lunghezza ed essendo tirati da 
una medesima forza, gli allungamenti che essi subiscono sono in
versamente proporzionali alle superficie delle loro sezioni rette. 

Se le forze tendenti sono tali da essere capaci di produrre lo 
snervamento nei prismi a cui sono applicate cessano di essere vere 
le leggi or ora stabilit_e, e trovasi generalmente che il rapportò degli 
allungamenti alle dette forze va aumentando fino al momento della 
rottura 

12. Azione molecolare che si sviluppa nella sezion retta di 
un solido prismatico, omogeneo ed elastico sotto l'azione d'una 
forza tendente diretta secondo il suo asse; allungamento pro
porzionale e coefficiente di elasticità longitudinale. - Essendo 
AB C D (/ìg. 12) un solido prismatico, omogeneo ed elastico , in un 
modo qualunque mantenuto fermo all'estremità AD, e sollecitato 
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sulla base B C da una forza T' diretta secondo il suo asse E P, la 
quale ha per effetto d.i allungarlo senza per·Ò produrre i~~t esso lo 
snervamento, egli è evidente che l'azione molecolare, o risultante 
delle azioni attrattive che si saranno sviluppate in una sezion retta 
qualunque G H del prisma, deve essere equivalente a q•Hella forza da 
applìcarsi normalmente a detta sezion retta, onde impedire che la 
parte di corpo G BCH si allontani dall'altra parte AGHD qualora 
venga operato un taglio nel senso G H, e che per conseguenza deve 
essere rappresentata da una forza eguale e d.irettamente contraria 
alla forza tendente 1''. 

Ciò premesso, chiamando 
L la lunghe:lza primitiva E F del prisma, 
.0. la superficie della sua sezion retta, 
l'l'allungamento che il prisma subisce sotto l'azione della forza 

tendente T', 
Q1 la ricercata azione molecola re nella sezione qualunque G H, la 

quale, come si è dello , è eguale e direttamente contrat·ia alla forza 
tenden te T', 

E' tm numero costante dipendente dalla materia di cui il prisma 
è formato , 
in viri ù dei risultati sperimentali riferiti nel precedente numero, i 
quali portano a conchiudere che l'allungamento suhìto da nn cor,po 
prismatico, omogeneo ed elastico, sotto l'azione di una forza diretta 
secondo il suo asse e non capace di produrre in esso lo snervamento, 
è direttament1· proporzionale alla forza tendente ed alla lunghezza 
primitiva del prisma stirato, ed inversamente proporzionalè alla su
perficie della sua sezion relta, si può porre l'equazione 

, T' L 
l = E' .o. , 

d'onde si ricava per valore della forza tendente che corrisponde al
l'allungamento l', ossia ancora per valore dell 'azione molecolare Q, 
sviluppata sulla sezion retta qualunque C H del prisma 

'(1 ). 

Il quoziente f dell 'allungamento totale snhìto del prisma alla sua 

lunghezza primitiva, che rappresen ta l'allungamento suhìto dall'unità 
di lunghezza del prisma stesso, chi <1masi allungamento proporzionale; 
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genet·almente suolsi èsso indicat·e colla lettera À1 , e conseguente· 
mente all'equazione (i) si sostituisce ben so venti quest'altra 

Q, =T'=E' .n À1 (2). 

La quantità E', che siccome risulta dall'equazione (2) è il quo

ziente della forz~ tendente 'J: riferita all'unità di superficie della 

sezion retta del prisma all'allun ga mento proporzionale À1, prende 
il nome di coefficiente di elasticita longitttdinale relativo all'estensione 
per la tnateria eomponente il prisma, e facendo nella già citala equa
zione (2) .0.=1. e À1 =t si deduce 

E'=T', 

cioè il coefficiente ,di elasticità longiluùinale rela tivo all 'estensione 
può astrattamente essere definito quella forza che sarebbe capace di 
produrre in un prisma non snervato di sezione egua le all'unità un 
allungamento proporzionale pure eguale all'unità, o ancora un allun
gamento totale eguale alla lunghezza primitiva del prisma, giacchè 
À1 = ! porta di necessità ad l'== L. ' ' 

Le quantità l' ed L della formula ( 1) si esprimeranno nella stessa 
unità, ed in quanto al valore di E' va esso inteso siccome uua forza 
espressa nella medesima unità di peso iu cui travasi espressa la forza 
tendente T' o l'azione molecolare Q1 e siccome riferito acl un prisma 
di sezion retta eguale ad 1 metro quadrato, ad 1 decimetro qua
drato, ad 1 centimetro quadrato, ecc., secondo che la sezion retta .0. 
tt·ovasi rispettivamente espressa in metri quadrati, decimetri quadrati, 
centimetri quadrati, ecc. 

Le equazioni ( 1) e (2), fondandosi sull'ipotesi della proporzionalità 
delle forze tendenti agli allungamenti che esse producono, cessano 
di essere vere appena questa proporzionali là più non si verifica, ossia 
a,ppena ha luogo lo snervamenlo nei corpi stirati. Segue da ciò es
set·e cosa della massima im portanza il sapet·e, pei principali corpi 
che si impiegano nelle costruzioni, qual è la resistenza allo snerva
mento per trazione ossia qual è l'azione molecolare che si sviluppa 
nei corpi sottoposti all'azione di forze tendenti limiti inferiori di 
quelle capaci di immediatamente produrre lo snervamento , e quale 
è l'allungamento proporzionale corrispondente. 

15. Determinazione della resistenza allo snervamento per tra
zione , e dell'allungamento propor zionale corrispondente pei 
corpi prismatici, omogenei ed elastici. - I~e esperienze sola
mente possono condurre a trovare gli arcenna li due elementi. Prc-
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parato perciò il eorpo prismalico che si vuoi esperimeulare e be n mi
surata la superficie della sua sezion retta, non che la sua lunghezza, 
si sospenùn verlicalm0nle per una delle sue estremità e_cl all'altra 
si ap[Jlichi un piatto ili bilaneia per polervi mettere dei pesi ognor 
crescenti per differenze eguali, ma lauto gt·andi che ilall'applicazione 
dell ' uno all'allt·o peso sia possibile il misurare degli allungamenti, 
picco li sì, ma p m· sensibili; per ciascun peso totale messo nel piatto 
si tenga conto di tullo l':Jlluugarnenlo subìto dal corpo, e si faccia il 
r<1pporlo di quello a q11eslo; finalmente si lasci di applicare pesi ap
pena si trova che il detto rapporto più non si couset·va sensib il
mente costante. Trascurando il peso proprio del corpo, la forza ten
dente capace di produtTe lo sncrvamcnto nel prisma (num. 11) sarà 
miu ore dell'ultimo peso stato applicalo e maggiore del penultimo, e 
quindi si potrà dire che il penultimo peso t•appresenterà appro~sima
Livam enle la rcsislenz:J allo snervamento per lrazioue, e che il cor
rispondenle allungamento stato osservato diviso per la lun ghezza 
primitiva del prisma s:Jrà l'allungamento pt'oporzionale.Il coefficiente 
di elasticità longituclinale relativo all'estensione si ricaverà dalla 
formola (2) del precedente numero dopo d'avel'Vi sostituite la super
fici e della sezion retta, la resistenza allo snervameulo e l'allunga
mento pt'oporzionale che ormai sono · qu:Jutità nole e sperirnen tal
mente de terminale . 

Nell'esecuzione celle citate esperienze è necessario avere le se
guenti precauzioni: 

1° Voleuùosi misur:Jre gli allungamenti constatando soltanto 
lo spostamento verlitale preso dall'estremità inferiore del prisma, 
è necessario che il ritegno della sua estremità snpeeiore il più che 
si può risulti inunoLile, perchè altrimenti, cedendo esso solto l'azione 
del c:Jrieo, gli alluugamenli rimaugnno a[elli da errore; 

2° Ne l dubbio che il ritegno dell'estremità snperiore del prisma 
possa preseutare qualche cedimento, converrà misurare lo sposta· 
mento relativo di dl!e puuli del prisma primitivamente separati da 
una distanza cognita e sostituire rispettivamente queste due Ju ~~ 
ghezze ali~ allungamento totale etl alla lungliCzza primit iva del 
prisma; 

5° I pesi devono essere posti ùolcemenle nel piatto in modo 
da non produrre nè urli nè vibrazioni, e mentt·e gli allungamen ti 
hanno luogo bisogna sostenere il piallo stesso, giacchè altrimen ti 
si fa suhil o sentire sul corpo sperimentato l'effetto del lavoro fallo 
dall'i ntiera massa pesante che rliscenrle; 

4° Il prisma spet·irnenlalo non deve essere molto lungo ontle 
L'ARTE DI FABBRICARE Resisten:.a dei materiali, ecc. - 2. 

• 
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potersi Lt·ascnrare il suo peso, ed essendo questo considerevole in 
modo approssimalo si terrà conto de' suoi effetli aggiungendolo ai 
pesi posti nel piatto; 

5o La forza tendente o la risultante di tutte le forze tendenti 
deve precisamente passare per l'asse del prisma. 

In vece di instituire la citata esperienza sull'estensione dei corpi 
prismati ci mediante pesi da porsi in \ 1t1 piallo di bilancia appeso 
all'estremi tà in feriore dei corpi stessi, più regolarmente e più po
tentemente si può operare ricorrenrlo all'impiego tli apposite leve 
od anche all'uso di macchine atte a proùmre le volute tensioni 
mercè l'azione idrostatica di una r.olonna d'acqua, la qual azione 
si possa gradatameute accrescere fino a produne lo snervame nto. 

Poche esperienze vennero fin ora instituile sulla determinazione 
dell'azione molecolare e dell'allungamento proporzionale pei corpi 
pt·isma ti ci, omogenei ed elastici sottoposti all'azione eli forze ten
denti prossime a quelle capaci di immediatamente produrre il loro 
snervamento, ed ecco i principali risullamenli a cui si anivò espe
r im en tando parecchi legnami ed i metalli di uso più frequente nel
l'arte edificatoria. 

Alcune esperienze, e principalmente quelle eli Chevantlier e di 
\iV erlheim , portano a con chiudere quanto segue per rapporto ai 
legnami convenientemente stagionali: 

1 o Che la resistenza allo sncrvamento per trazione è sensibil
mente proporzionale alla densità per legnami della stessa esse uza, 
c che questo fallo uon si verifica più per legnami di essenza di 
versa; 

2° Che un "legname cr·esciulo in terreno ~ecco e convenien te 
può pi·csenlarc una resistenza allo snervamento per trazione che 

• sia anche i 5/4 di quella corrispondente ad un legname di eguale 
essenza e con egual grado di stagionatura, cresciuto in un suolo 
acquitrinoso e malsano; 

5o Che il legname ricavatd al piede e verso il mezzo dei 
ti·onchi degli alberi sani , i quali trovansi ancora nello stadio di 
incr·emento, presenta generalmente maggior resistenza allo snerva~ 
men to per trazione t! i quello che ricavasi dall'alto e dalle parli 
es teriori, e che il contrario ha luogo pel legname che si ritrae da 
alberi che già sono nello stadio di deperimento; 

4o Che il coefficiente di elast icità longitudinale relativo alla 
es tensione dei legnami diminuisce al eli là tli una certa clà, che 
dipende <lllche dalla secchezza c ,]all'esposizion e del 1en·e110, che 
è grande pei legnami cresciuti colle esposizioni nord, nord-est e .. 
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nord-ovest, e che è piccolo pei legnami cresciuti in tereeni acqui
trinosi e fangosi; 

5" Che gli alberi tagliati nella pienezza degli umori e quelli 
della stessa essenza tagfiati prima della pt·esenza degli umot·i som
ministrano legnami con coefficienti di elasticità longitudinali rela
tivi all'estensione sens ibilmente eguali; 

6" Che lo spessoee degli strati legnosi non sembra in!luire sul 
coefficiente d'elasticità longitudinale relativo all'estensione, sa lvo 
per l'abele, per cui il detto coefficiente cresce colla sottigli ezza 
degli strati; 

7" Che nei legnami sottoposti a sforzi di trazione si verifica 
sempre, qu alunque sia l'intensità della forza tendente, nn allunga
mento perman ente ed un allungamento elaslico, e che lo snerva-' 
mento per trazione ha sensibilmente luogo quando l'allungamento 
permanente giunge acl essere 0,00005 della lunghezza iniziale tlei 
pezzi prismatici esperimentati; 

3" Che wnsiderand o i soli legnami che possono essere ;ulo
pentti nelle Mslru zioni , prendendo per unità di superfici e il mil
limett·o quath·ato e per unità di forza il chi logramma, la resistenza 
allo snervamento pet· trazione varia fra chilogt·ammi i e 5,'2 , e 
fra chilogrammi 500 c 1800 il coetTicienle di elasticità longilutli
nale relativo all'es tensione . 

Le esperi enze di Bornet, Ardant, Duleau, Eaton Hoclgkinson e 
di altri accreditat i sperimentatori, non che l'autorità di alcuni ce
leberrimi costruttori come Stephenson, _Desplaces e Collet-Meygre.t 
conducono alle seguenti conclusioni generali relativamente al ferro 
ed alla ghi sa: 

1" Che pei feni della stessa provenienza ed egualmente tt·at
tati la res istenza allo snervam ento per trazione è maggiore uelle 
piccole anzichè nelle barre di grosso calibro , giacc\Jè i benefici 
effetti .del ma glio e dei cilindri lami ualori non si fanno sentire che 
ad una certa profondità solto la superficie dei pezzi battuti e ci
lindrati; 

2" Che genet·a lmente i ferri duri e non ricolti resistono allo 
snervamen to per trazione più di quelli duri e ricolti della stessa 
qualità, e presentano allu ngamen ti inferiori a quelli cui vanno sog
ge tti questi ultimi; 

5" Che in generale i feni lavorati con cttrbone di legna t'e
sistono meglio di quelli della stessa qualità lavorati con carbone 
fossil e ; 

4" Che il ferro caldo resiste meno allo snervamento per lra· 



-20-

zione di quello freddo , e che alla temperatm·a di 500, 500 e 600 
gt·adi centigradi la resistenza resta rispellivamentc ridotta ai 9/'1 O, 
7/1 O ed 1/2 di quella che si verifica nello stesso ferro quando è 
freddo; · 

5° Che le correnti elellriche diminuiscono nel ferro la resistenza 
allo snervamento per trazione, ma che al loro cessare il ferro ri
prende la resistenza primitiva; 

6° Che nei ferri sottoposti ad una forza tendente si verifica 
sempre un allungamento elastico cd un allungamento permanente; 

7" Che, prendendo per unità di superficie il millimetro qua
llrato e per unità di forza il chilogramma, la resistenza èlel ferro 
allo snervamento per trazione varia fra 9 e 15 chilogrammi, e fra 
12000· e 20000 chilogrammi il coelficiente di elasticità lougilndi
Hale relativo all'estensi o ne; 

8° Che la ghisa assai meno del ferro resiste allo snervamento 
per tt·azione, essendo da 5 a 1 O chilogrammi l'azione molecolare 
che essa per ogni millimetro quadrato sviluppa quando è imminente 
a manifestarsi lo suervamento, e da 7000 a 12000 chilogrammi il 
coeilìciente di elasticità longitudinale relativo all'estensione riferito 
al millimetro quadrato; 

9" Che i pezzi in ghisa a grande sezione presentano minor re
sistenza allo snervamento per trazione di quelli fatti colla stessa 
qualità di ghisa e di piccola sezione, giacchè nella fabbricazione di 
questi pezzi, raffreddandosi il metallo esterno più celeremente di 
quello intemo, si costituisce come un iuvolucro più dut·o e più re
sistente del metallo che copre, il qual involucro, es endo dello spes
so re costante di circa 1 millimetro tanto uei pezzi grossi quanto in 
LJ Uelli piccoli, è causa che domini la parte che maggiormente resiste 
più in questi che in quelli. 

Quanto si è detto sui ferri duri, sui ferri ricotti, sui ferri freddi, 
sui ferri caldi e sui ferri elettrizzali, si applica in tesi generali a 
tutti gli altri metalli; e l'ultima asserzione sulle resistenze rispet
ti ve dei piccoli e dei grandi pezzi in ghisa si estende pure a tutti i 
pezzi metallici che si ottengono colla fusione. 

Ai riportati risultamenti generali si aggiunge ancora la seguente 
tavola numerica tratta per la massima parte dall'opera del generale 
Arturo Morin, intitolata: Leçons de mécanique pratique (Résistaw;e 
des matériaux). l numeri in essa contenuti non si devono ritenere 
come assoluti, ma solamente come numeri mcdii di cui si può 
servire il costrultore, tuttavolta che non gli riesca possibile o non 
sia il caso di stabilire delle esperienze dil'elte su i materiali che 
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deve impiega re, gia t;chè risulta d<llla generalit à or ora stahilita che 
il modo di resistere dei corpi varia rl' assai colla loro provenienza, 
colla preparazione e collil lavor:=~lurn che hanno ricevuto e con ·una 
immensità di allt·e cause le quali fanno sì , eh n talvolta presentino 
(Ielle resis tenze lwn difl'el'enti anche i legnami della stessa essenza 
ricavat i in siti diversi dal medesimo albero, e persino i metalli della 
stessa officina egualmente trattati e lavorati in pezzi di diversa 
grossezza. Le resistenze allo snervalllenlo per trazione ed i coeffì
t; ienti di eb stici là longiludina le relativi alla estensione trovansi 
e ~press i in ch ilogr::~mm i e r iferiti ad t millimetro quad rato di sezion 
trasversnle dei prismi sperimentati. Talvolta è necessario nelle co
struzioni di tener anche conto del peso propr io ll ei corpi dei qnali 
si cimenta la resistenza, e per soddisfare a questo bisogno si è 
posla la colonna dci valori medii dei pesi del loro decimetro cubo 
espressi in chilogramrni . 

Il
! l P ES O l RESISTF.NH l 

allo !l cie l snenamcnto i ALLUNGAMENTO 
INDIGAZION l~ DEI CORPI decimetro l per trazione i' 

f:OEFF!CJENTE 
di clasticilit 

longi tudin ale 
relativo 

all 'es\ensione 
ri l'er il o al 

millim• quadr0 

rifer ita al proporzionale 
cubo l millim0 quad r0 l 

1

1

.-L-E-GN_A_M_I _T_IR_A_T_I _N._EL __ S_E.-~S-0~--~--~--------~--------~---------

DELLE FIBRE Cg Cg Cg 

1 Abete b ianco 0, 500 1 1,730 0,00 l 02 902 
Abete giallo . 0,670 2 ,170 0,00 12 1 1793 
Acacia. 0,717 3,188 0,00253 1260 
Acero 
Betu lla. 
Carpino . . . 
Faggio . . 
Fr·ass ino • 
Larice rosso. 
Olmo. 
Onta no. 
Pino silvestre . 
Pioppo. 
Quercia 

METALLI 

Acciaio di Germania di 
buona qua lità, ricotto 
all'o lio . . . . . 

Acciaio fuso assai fino, ri· 
cotto all 'olio e temperato 

Acciaio ordinario ricouo . 
B1·onzo da cannone fuso . 
Ferro in barre sottili . 

O,f,4 5 1,068 0,00105 10'17 
0,700 ·l ,fl 17 0,00162 998 
0,756 r 1,282 0,00 11 8 1086 
0 ,~30 2,317 0,00236 982 
0,750 1,270 0,00 115 1124 
0,700 3,150 0,00210 1500 
0,7:30 2,350 0,00242 ()7( 

0,600 1,121 0,00101 H IO 
0,580 l ·J ,633 0,00289 565 
0,40 0 l ,007 0,00 195 516 
0,850 2,400 0,00 170 t .H 2 

7,820 

8.~40 1~ 7,770 

25,000 

66,000 

2,000 
15,000 

0,00 i 20 

0,00~20 

0,00063 
0,00076 

20833 

30000 
181145 
3175 

'19737 
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RESISTENZA 
COEFFICIENTE 

PESO allo di elastici la 

del snervamento ALLUNGAMENTO longiludinflie 
INDICAZIONE UEI GOHPl decimetro per trazione rdativo 

rilerita al llrOilorzionale all'estensione 
cubo mill im0 quadr0 riferito al 

millim0 (1Uadr0 

l 

METALLI li 

!' Ferro i11 barre di med ia Cg Cg Cg 
grossezza .. . . 7,770 '12,205 0,00066 18192 

l; 
Feno in grosse barre . 14000 
Ferro dolce ùi piccole di-

mensioni, e pussato alla 
filiera . . 14,750 0,00080 18437 

Ferro in lanlitlra tirato nel 
senso della laminatura. . 13000 

Ferro in lamiera tirato in 
senso perpeudicolarc al-
la laminatura .. . 12000 

Ghisa a graua fina . . . . 7,202 10,000 0,00083 12000 
Ghisa grigia inglese ordì-

n aria . 6,000 0,00078 7692 
Oltoue fuso 8,540 4,800 0,\!0076 15 316 
Ottone in fili ricotti . 15,000 - 0,00 135 11111 
Piombo fuso ordinario 11 ,350 1,000 0,002 1 o 476 
Piombo di coppella in fili 

stesi a fredd o di 4 mit-
timetri di diametro. . 0,400 0,00067 M7 

Piombo impuro di com- l 
merci o in fili stesi a 
ft·eddo di 6 millimetri 
di diametro. . . . . 0,400 0,00050 800 

Rame in fili . . 8,500 l3100 
Stagno . . . . . 7,290 3200 
Zinco .. . . . 7,190 9600 

-

14. Condizione ed equazione di stabilità, dedotte dalla resi
stenza allo snervamento , per un solido prismatico , om ogeneo 
ed elastico sottoposto all'azione di una forza tendente diretta 
secondo il suo asse. - Essendo lo suervamenlo il primo indi
rizzo alla rollura (num. 5), bisogna fare in modo che in un prisma 
da rendersi stabile sotto l'azione di una forza lend enle per nes
suna circostanza venga cimentata la resis tenza allo snervamento 
per tr,azione. Chiamando perciò : 

T' la forza tendente il prisma dato e dirella secondo il suo 
asse; 

Q' la resistenza allo snervamento per trazione ri feri ta all'unità 
di superficie della sezion retla del prisma stesso dalo; 

.n la superficie della intiera sua sezion retta; 

l 

l 

l 
l 

l 
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siccome la resistenza allo snervamento pel prisma di sezion retta 
.a è espressa da 

st avrà per condizione di stabilità 

T'< Q' D.. 

Ora si può soddisfare a quest 'ineguaglianza facendo in modo 
che T' sia una certa frazione di Q' D., e quindi, chiamando m' un 
numero minore dell'unità che si assume per coefficiente di stabilità, 
si può porre l'equazione di stabilità 

T'=m'Q'D. (1 ), 

la quale, indicando rispettivamente con E' e con t..' il coefficiente 
di elasticità longiludinale relativo all'estensione e l'allungamento 
proporzionale corrispondenti alla forza tendente capace di provo· 
care la resistenza allo snervamen lo c per essere Q' = E' t..', può es
sere scritta in quest'altro modo 

T'=m'E'.D.t..' (2). 

L esperienza, l'abitudine, il sentimento dei costruttori, numerose 
c svariatissime applicazioni pratiche hanno ormai provato essere 
convenevole nelle costruzioni permanenti di provocare nei corpi 
solamente nna parte della loro resistenza allo snervamento per 
trazione, per cui suolsi generalmente assumere m' variabile fm 
1/2 ed 1/7 pei legnami, essendo quest'ultimo valore conveniente pet· 
quelli di essenza dolce e p et· quelli facili a guastarsi, cd m'= 1/2 
pet· la maggior parte dei metalli. In alcuni casi particolari però, 
come quando traltasi di pezzi pei quali la leggerezza è una con
di zione di rigore, e qualora non abhiansi a temere degli sforzi 
accidertlali assai superiori agli sforzi medii calcolali, si può portare 
il eletto coefficiente fino alla frazione 3f4. 

'15. Dato fondamentale d'esperienza sulla resistenza alla r ot
tura per trazione dei solidi prismatici ed omogenei. - Pren
ùendo diversi corpi pl'ismatici, omogenei, formali della stessa 
sostanza, di egual altezza e con di(l'erenti superficie delle loro 
sezioni rette, e tirandoli mediante forze dirette secondo i loro 
assi, si trova cbe le forze capaci di immediatamente rompedi ri
sultano sensibilmente proporzionali alla superficie d,elle loro sezioni 
relle, e conseguentemente si può stabilire siccome dalo fonda
mentale: che nei corpi prismatici le resis tenze alla rottura per 
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trazione, le quali resistenze (per llll ra gionamen to analogo a queHo 
del numero 12) sono eguali alle forze estrinseche le quali stanno per 
immediatamente ron1perli, souo proporzionali alla superficie delle 
loro sezioni rette. 

16. Resistenza dei solidi pr ismatici ed omogenei alla rottura 
pe.- trazione. - In virtù di quanto si è dello nel precedente 
numero su lla proporzionalità delle resistenze alla rollnra per tra
zione colle superfi cie delle sezioni rette tlei prismi nei quali la rot
tura sla per manifes tarsi, se chiamausi 

.a la supedìcie dell a sezion rella di uno di questi pri sm i, 
H1 la r esi stenza rhe il prisma oppone ad essere rollo per tra 

zione, la qual resistenza va considerata come una forza rgnale e 
direllamente contraria alla forza tendente T' so tto l'azione della 
quale la rottura sia pe1· ma nifes tarsi, 

R' un co efficiente costante dipendente dalla mat eria di cni il 
prisma è formato , 
si ha la seguente equazione: 

Il numero H', che da tal uni viene chiamalo coefficiente eli rottura per 
. trazione, come lo indica l'ultima equazione, non è nllro eh e il quo-

ziente 
1~ ossia la resistenza alla rottura pm· tensione ri fe ri ta al

l'unità di superficie. Facendo ne1J'jndicata equazione .a = 1 si 
deduce 

·R1=T'=R', 

ossi a che R' si può ·definire quella forza tenrlenl.e, la qual e è capace 
di produrre la rollura per t1·az ion e, o anche di cimen lare la resi
stenza alla rottura per trazione in nn prisma di sezione eguale 
all'unità e formalo dalla stessa materia di quello per cui si ue1·ea la 
resistenza alla rollnra. 

I1e quantità H1 , 'f' ed H' si devono esprimere colla stessa unità 
di forze, ed il valore di R' va inteso siccome ri ferilo a quell'unità 
di supedìcie che si è ~celta per esprimere la sezione retta .a del 
pri.sm a. 

17. Determinazione della resistenza alla rottura per trazione 
nei corpi prismatici ed omogenei. - Questa determinazione si 
fa sperimentalmente, e le espe rienze vanno insl ituite colle norme 
genernli che vennero indicate al numero 15, aumentando però le 
forze tendenti finchè si giunga a trovare rruella che immediata-
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meu lc produce la l'ottura. Quanrlo si prevede che il co1·po posto acl 
esperi enza è imminente a l'ompcr!'i, si accrescono le fo rze tend enti 
per picl'ole differenze onde fa1· sì che la rottura avvenga solto 
l'azione di una forza eguale o pochissimo rliversa della minore dell e 
fo rze capaci di pro<lnrre questo fallo , ed il quoziente del la forza 
così t1·ovata per la s11perficie misu rata dell a sezione re lla del prisma 
sperimentato r:1 ppresenterà il eorrispondcntc coeffici ente di rottura 
per trazione , ossia la resistenza alla rottura pet· traz ione riferita 
all 'unità di superficie . Molte sono le C!'pe ri enze che vennero ins ti 
tuite sulla resistenza dei corpi prismatiei ed omogenei alla rottura 
per trazione, ed ecco i pi Ll importanti risultamenti generali a cui 
hauno esse condotto. 

In seguito ad r-sperienze eli Chevandier e di vVertheim si può 
r itenere qu~nio segue relativamente alla resistenza all a t'ollura 
per trazione nei legnami : 

1 • Che, fra legnami <l ella stessa essenza, presentano general
mente maggior resistenza quell i che hanno maggior densi tà, che 
sono cresciu ti in terreni asciutti c convenienti ; 

2" Che i legnami, i quali ricavansi al piede e verso il mezzo 
dei tronchi degl i alberi sani che sono ancora nell o stadio d' incre
mento, resistono alla rollura per trazione più di CJUell i che si r i
traggono dall 'alto e d(llle parti esteriori, e ehe il con tnn·io ha luogo 
pei legnami deriv <1 nli da alberi che hanno già raggiunto lo stadio 
del deperi mento; 

5" Che i legnami rapidamente fatti essiccare e principalmente 
quelli falli stagionare alla stufa, ruttochè resistenti, si rompono 
senza mani festare allungnmen to sensibile c quind i senza dare appa
rente indizio di prossima roviua; 

4" Che il coefficiente di rot t ma per trazione ri fe l'ito al mil
li ntetro qnad t·ato varia, pei Jegnnmi che possono ri cevere qualche 
applicazione nell'arte di costt·urt·e e che vengono ti rati nel senso 
delle fibre, da chilogrammi 1,80 e 9; 

5" Che i legnami presentano la maggiore resistenza alla rot
tura per trazione quando vengono tirati uel senso delle lot·o fi bre, 
e che molto minor resistenza presentano quando si tirano nel 
senso normale e nel senso tangenziale agli strali legnosi. 

Pet' quanto spetra alla resistenza del ferro e dell a ghi sa alla 
ro llma per trazione, si possono ritenere i seguenti dali geuerali 
derivanti dalle esperienz e di Eaton Hodgkinson, di Fai1·h aim, di 
Faher t, di Clark, di Minard e di Desormes : 
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i o Che questa resistenza è assai vm·iabile colla natur·a dei ferr i 
e della ghisa e col loro modo di fabbricazione; 

2° Che vi sono dei fili in ferro di eccellente qualità , i quali 
non si rompono che sotto il forte carico di 90 chilogrammi per 
millimetro quadrato, e che invece possono .bastare 25 chilogrammi 
per millimetro quadrato a prodm;re la rottura in grosse barre di 
ferro mediocre; 

5o Che il coefficiente di resistenza alla rottura per trazione 
può essere mediamente fissato di 70 chilogrammi per millim etro 
quadrato nei fili di ferro, essendo 50 e 90 chilogrammi i limiti 
estremi; 

4° Che lo stesso coefficiente si può ritenere di 40 chilogrammi 
per millimetro quadrato nei ferri comuni in barre, essendo 25 e 60 
chilogrammi i limiti estremi ; 

5° Che i ferri laminati, in seguito alle espet·ienze di Fahert, 
presentano maggior resistenza alla rottura per trazione nel senso 
parallelo anzichè nel senso no l'male alla laminalura, che la dif
ferenza però non è molto grande, e che in ogni senso la resistenza 
alla rottura per trazione nelle lamiere può mediamente essere 
fissala di 56 chilog!'ammi per millimetro quadrato, prendendo 50 e 
40 chilogrammi pei limiti estremi; 

6" Che nei ferri diminuisce la resistenza alla roltu!'a per tra-
zione elevando la loro tempet·atura ; · 

7° Che la prolungata ricottura diminuisce la resistenza delle 
ghise; 

so Che la ghisa bianca meglio della ghisa bigia resiste alla rot· 
tura per trazione; 

9° Che la resistenza della ghisa alla rottma per trazione , 
essendo i pezzi tit·ati nel senso del loro asse, ammette un valor 
medio di i 1 chilogrammi per millimetro quadl'ato, c che nei pezzi 
a grande sezione trasversale può riescire notevolmente tninore e 
persino stare al disotto di 4 chilogrammi; 

100 Che i pezzi di ghisa sono capaci di maggior resistenza 
alla rottura quando vengono tirati nel senso del loro asse, anzi
chè quando vengono tirati tangenzialmente alla loro superficie; 

1 f • Che, dovendosi impiegare dei pezzi metallici per resi
stere all'estensione, convien sempre di più farli in ferro anzichè 
in ghisa. · 

Cimentando la resistenza alla rottura per trazione nelle funi di 
canape, nelle catene di ferro e nelle coreggie di cuoio, si otten
nero questi risultati: 
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1 • Che la resistenza alla rollura per trazione può variat·e nelle 
funi nuove di canape da 5 a 9 chilogt·ammi per millimetro quadrato 
della loro sezione trasversale ; 

2° Che per le funi di canape già da qualche tempo usate, ma 
JJOII guaste, la della resistenza si può ancora valutare da 4 a 6 
chilogrammi ; 

5° Che le funi di canape bagnate perdono qtwsi i 2/5 della 
loro resistenza; 

4° Che le funi incatramate non conservano che i 2/5 o i 5/4 
della resistenza delle funi bianche; 

5o Che le catene in ferro a maglie oblunghe mediamente 
presentano una resistenza alla rottura per trazione di 24 chilo
grammi per millimetro quadrato di sezione normale di maglia; 

6° Che le catene di ferro con maglie rinforzate da puntelli in 
ghisa sensibilmente presentano la stessa resistenza eli una spranga 
in ferro della stessa qualità di quello di cui sono formale le 
ma glie, ed avente la sua sezione trasvet·sale equivalente alla se
zione trasversale di una maglia supponendo che in essa non esista 
il p un te Ilo ; 

7° Che le coreggie eli cuoio nero possono sviluppare una re
sistenza di chilogrammi 0,2 per millimetro quadrato della loro se
zione trasversale senza che sia cimentala la loro resistenza alla 
rottura per trazione. 

Nelle pietre e nelle opere murali ben raramente vien cimentata 
la rèsislenza per trazione , per cui poclti ed incerti dati si hanno 
su questo modo di resistere delle pietre e delle malte. Stando però 
a limiti molto estesi, e distinguendo le pietre che possono tornar 
utili nelle costruzioni in tenere, mezzane e dure, secoiHlo che il 
peso del loro decimetro cubo è di chilogrammi 1,40 a 2,20, di 
chilogrammi 2,20 a 2,60 e più di chilogrammi 2,60, relativamente 
alla loro resistenza alla rollura per trazione riferita al millimetro 
quadrato della loro sezione normale alla direzione della forza 
lt'aente si pnò dire : 

1° Che varia fra chilogrammi 0,06 e 0,15 nelle piètre calcari 
tenere, fra chilogrammi 0,15 e 0,50 nelle pietre calcari mezzane 
c fra chilogrammi 0,50 e 0,65 nelle pietre calcari dure ; 

2° Che oscilla fra chilogrammi 0,04 e 0,1 O nelle pietre silicee 
teuere, fra chilogrammi 0,1 O e 0,42 nelle pietre silicee mezzane 
e fra chilogrammi 0,42 e 0,80 nelle pietre silicee dure ; 

5° Che sta fra chilogrammi 0,04 e 0,15 per le pietre vulca
niche tenere , fra chilogrammi 0,15 e 0,40 per le pietre vulca-
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niche mezzane e fra chilogranmai 0,40 e 0,90 pet· le piet.t·e vulca
uiche dure: 

4° Che pei mattoni è variabile fra chilogrammi 0,08 e 0,'25. 
Per rapporto alle malte, le e~perienze finora eseguite hanno por

lato a conchiudere : 
1 o Che la coesione delle malte con calcina è minore della 

loro ad erenza alle pietre naturali ed alle pietr·e artefatte o late· 
rizii, per modo che la rol.luril per trazione nei massi murali in cui 
le pietre lrovansi co!legat~ da malta di calcina avviene più facil
mente nell 'i nterno di uno strato di malta anzichè alla superficie di 
separazione fra uno strato di malta ed uno 'strato di pietre ; 

'2" Che per le malte di calcina poste in condizioni favorevoli 
la coesione cr·esce col tempo ; 

5° Che per le malte di calcina grassa impiegate in masse 
mm·ali di ordinario spessore, si ritiene comunemente aver luogo 
quella coesione che si può considerare come finale dopo 8 o 'l '2 
anni d'impiego, ma che nell'interno dei massi di gt·amle Sflessore 
non si verifica la coesione finale se non 200 o 500 anni dopo la 
loro esecuzione ; 

4• Che per le malte con calcina idraulica e sabbia la coesione 
finale ha luogo dopo 4 anni ; 

5° Che nelle malte con calcina e pozzolana si trova la coe
sione che si può considerare come fina.Je dopo 5 anni; 

s· Che le malte con cemento puro si trovano al gr·ado di 
coesione finale dopo 12 o tutto al più dopo 18 mesi ; 

7• Che pet· le malte di gesso l'aderenza colle pietre è minore 
della loro coesione, cosicchè la rotlma pet· trazione nei massi mu
rali in cui le pietre trovansi collegate con malta eli gesso succede 

· di preferenza alle superficie di separazione fra pietre e malte ;m
zichè nell'interno di uno strato di malta ; 

8" Che la coesione e l'aderenza delle maltfl di gesso colle 
pieLt·e sono resistenze le quali vengono meno col tempo principal
mente in siti umidi, all'esposizione 'delle vicende atmosferiche e nei 
luoghi non riparati dalle esalazioni animali; 

9• Che le malte di gesso impiegale per opere murali in con· 
dizioni favorevoli raggiungono il massimo grado di eoesione e eli 
aderenza colle pietre dopo 1 mese ; 

1 o· Che nelle malte di gesso l'aderenza colle pietre si può 
risgnardare siccome i 2/5 della lot·o coesione ; 

H • Che le malte di calcina grassa e sabbia, impiegale da 
6 mesi a 10 anni in massi murali per costruzioni aeree, possono 
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p1·esentare una resistenza di coesione variabile fra chilogrammi 
0,005 a 0,035 per millimetro quadrato; 

12" Che per le malte di calcina idraulica e sabbia, poste in 
opera per strutture murali da 6 mesi a 4 anni, la resistenza di 
coesione può oscillare fra chi logrammi 0,02 e 0,05 pm· millimetro 
quadrato quando la calcina è mediamente idnllllica, fra chilo
grammi 0,03 e 0,09 quando la calcina è idraulica e fra chilo 
grammi 0,05 e 0,15 quando la calcina è eminentemente idraulica; 

13" Che le malte di calcina grassa c pozzolana, impiegate per 
massi murali, in nn lasso di tempo compreso fra 2 mesi e 3 anni, 
acquistano uua resistenza di coesione variabile f1·a chilogrammi 
0,03 e 0,15 pei· ogni millimetro quadrato; 

14" Che le malte di buon cemento puro raggiungono nello 
spazio di 1 a 1U mesi una coesione compresa fra chilogt·ammi 
0,04 e 0,21 per millimetro quadrato ; 

15" Che le malte di gesso, secondo che sono di gesso puro o 
di gesso mescolato con sabbia, diventano suscclliYe di prendere, 
dopo 1 mese d'impiego in massi murali, una resistenza ùi coesione 
variabil e fra chilogrammi 0,10 e O,Hi nel primo caso, e fra chilo
grammi 0,0'2 c 0,06 uel secondo caso. 

Eceo un quadro numerico tratto per la massima parte dalla sià 
citala opera del generale Arturo Mo rin , nel quale per diversi 
materiali sono registrate le resistenze alla rollura pel· trazione 
riferite ad 1 millimett·o quadrato di sezione retta dei corpi pri
srnalici esperimentati , non che i pesi mcdii del loro decimetro 
cubo. Per rapporto al grado di fiducia da pot·si nei numeri di que
sto quadro valga quanto si è dello al numero 15 nel riportare la 
tavola numerica della resistenza allo snervamento per trazione, 
dell'allungamento pt·oporzionale e del coefficiente di elasticiln lon
gitndinalè. 
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INDTCAZION E DEl CORPT 

LEGNAMI 

Abele nel senso dell e fibre 
Abete nel senso perpendicolare agl i strati legnosi . 
Abete nel senso tangenzia le agli stt·ati legnosi 
Acacia nel senso delle fibre 
Acacia nel senso tangenziale ag li strati legno!':i 
Acero nel senso delle fì bre . . . . . 
Acero nel senso pet·pendicolare agli stra ti legnos i. 
Acero nel senso tangenziale agli stra ti lcgno'i 
Betulla nel senso delle fibre 
netulla nel se nso perpendicolare agli strati legnosi 
Betulla nel senso tangenzial e ag li stt·a li legnosi 
Carpin o nel senso dell e fibre • . . . . . 
Cat•pin o nel senso perpendicolare agli stt'ati legnos i. 
Ca t·pin o nel senso tangettzia le ag li strati legnosi . 
Faggio nel senso delle fìllre 
Faggio nel senso perpendi colare agi l s tra t i legnosi 
Fagg io nel senso tangenz ia le ag li sleali leg nosi 
Frassino nel senso delle Obre. 
Frassino nel senso pet·pendicolare agli stt·a ti k gnosi . 
Frassino nel senso tan genziale agli strati leg nosi 
Larice rosso nel senso delle fibre 
Olmo nel senso dell e fìbr e 
Olmo nel senso perpen dicolare agli stt·a li legnosi 
Olnto nel se nso tangenziale a~li stt· ati legnosi 
Ontano nel senso delle fibt·e . 
Ontano nel senso perpend icolat·e agli stt·a ti leg nosi 
Onta no nel senso tan genziale ag li stt·ali legnosi 
Pin o silvestre nel senso delle fibre . 
Pino si lves tre nel se nso perpendicolare agli s tt·ati le-

gnosi. 
Pino si lves tre nel senso tange nzi ale agli strati legnosi . 
Pioppo nel senso dell e fiht·e 
Pioppo nel senso perpendicolare ag li strati legnosi 
Pioppo nel senso tangenziale ag li strati legnosi. 
Qu ercia nel senso delle fibre 
Quercia nel senso perpend icolare agl i strati legnosi 
Quercia nel senso tangenzi ale ag li strati legnosi 

l'iiE TA LLI 

Acciaio fuso o di cementazione tit•a to al martello in 
pi ccoli pezz i 

Acciaio il più cattivo in grossi pezzi e mal templ'ato. 
Acci aio ord in ario. 
Bronzo da ca nn one . 
Ferro il più forte lavorato iu picco li pezzi 
Ferro il più debole lavorato in g t•andi pezzi. 
Ferro di qu alità comune lavorato in barre di media 

grossezza 
Ferro laminato tirato nel se nso della lam:nafura 
Ferro laminato tit·a to in [C nso perpendicolare alla la-

min atura , 

P ESO 

del 
decimetro 

cubo 

Ccr 
o.5oo 

0,717 

0,645 

0,700 

0,75 6 

0,830 

0,750 

O, 700 
O, 730 

0,600 

0,580 

0,400 

0,850 

7,820 . . 
8,040 
7,770 . 
. . 
. 

RESI STENZA 
a Ila rottura 
pet· !t'azione 

ri fe rita al 
mill im• quatlr• 

Cg 
4, 100 
0 ,220 
0,297 
7.9~0 
1,23 [ 
3,580 
0,716 
0,371 
4,300 
0,823 
·I ,OG3 
2,990 
1,007 
0,608 
3,570 
0 , 8~5 
0,752 
6,780 
o.~ t 8 
0,408 
8,500 
6.9~0 
0,54 5 
0,366 
4,5 40 
0,329 
0, 175 
2,<180 

0 ,256 
0,-19G 
1,9 70 
0,1 46 
0,21 4 
7,000 
0 ,582 
U,40G 

'10(1,000 
36,000 
n.ooo 
23,000 
60,000 
25,000 

40,000 
40,000 

36,000 
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INDICAZIONE DEl CORI'! 

M E TAL L I 

Ferro assa i dolce, dello di n rban 
Ferro non ricotto tirato in fili rlel diametro dit 1 a 

3 millimetri 
Ferro non ri co tto, del piil fo rte e tira to in fili del 

di ametro di millimetri 0,23 
Ferro non ricolto, del piil forte e tirato in fili del dia

metro di millimetri 0,5 a 1 
Ferro non ri collo, debole e tirato in fili di gran dia-

mett'O. 
Ferro in fil i im piegati nella formazione ùi gomene 
Ferro do lce in ca tene a mag li e oblun ghe. 
Ferro ùol<-e in ca teue a m:1g lie oblunghe rinforza te 

da pun te lli 
Ghi sa gri gia la piil forte colata verti ca lment e 
Ghisn gri gia la più deùo le colata orizzontalm ente . 
OLLone fuso . 
Ottone del più forte in fili non ri cotti con diam etro 

minore di 1 millimetro. . . 
Ottone· di qu ali tà media in fili non r ico tti del di ametro 

min ore di 1 millimett'O . 
Piom bo fu so 
Pi ombo lamin ato . 
Piomùo di coppella tirato in fili del diametro di -1 mil-

li metri 
Rame fuso 
Rame battuto 
Rame lamin ato nel senso della lun ghezza. 
Hame di qualità superiore laminato nel senso della 

lunghezza 
Rame del piil forte in fi li non ricotti con diametro mi

nore di 1 millimetro . 
Hame di qualità media in fili non ricotti col diametro 

di 1 a 2 millimetri 
H3me di infima qualità in fili non ricotti 
Stagno fu so. 
Zinco fuso 
Zinco laminato • 

F UN l 

Funi di ca nape di Strasb urgo <li 13 a 14 millimetri 
eli diametro 

Funi di c~ n ~t pe di Lorena pure di I3 a -14 millimetri 
di diametro . . . . 

Funi di canape di Slrasburgo o di Lore na del di ame
lt·o di 23 millimetri 

Funi di cana1le di Stt·asburgo del diametro- di 40 a 54 
nlill imelri 

l 
l 

Funi inca lram3te. 
Funi già usate di 25 millimetri di diametro. ··l 

PESO 

del 
decimetro 
• cubo 

Cg 
7,770 

. 

. 

. 

. . 

. 
7,202 . 
8,540 

. 

. 
11,350 . 

. 
7,783 
8,500 . 
. 
. 
. . 

7,290 
7,190 . 

RESISTENZ.\ 
nlla rottu ra 
per tra7.ione 

ri ferita al 
m'llimo quarlr• 

Cg 
45,000 

60,000 

90,000 

80,000 

50,000 
30,000 
24,000 

32,000 
1-:1 ,500 
12,500 
12,600 

85,000 

50,000 
1,280 
1,350 

1,560 
·13,400 
25 ,000 
21,000 

26 ,000 

70,000 

50 ,000 
40,000 

3,000 
6,ù00 
5,00 0 

8,800 

6,500 

6,000 

5,500 
4, 400 
",200 



INDICA ZIONE DEl CORPI 

• 

P11nR E Il MALTE 

Ba salko d' Aivernia 
Ca lcare di Porlland . 
Calcat·e bianco a ~rana !ìna ed omoge n e~ 
Ca lcare li tografico a tf'ss uto compat to. 
Ca lca t·e a tessuto arenaceo 
Cak:trr a tess11to oolitieo 
Ge>>O impas tato sol idament!' . 

l Gesso irupasta!o col metodo Ol'llin ario con nt• po' di 
sabbia 

Malta di ca lce grassa e di sabbia, Il anni clopo il 
suo impiego. 

Malta di cattiva qualità di calce grassa e ui sahhia : 
Ma lt a di calce idraulica oi'Ciinar ia e sabbia, 18 mesi 

dopo il suo imp iego .. 
Malta cott ca lre e mi~t e t t l emente idraulica , 1 ann o 

dopo il suo impirgo. 
Ma lta rl i parti egnali eli cenwnt o eli Pouilly e sabbia , 

1 anno dopo il suo impi ego 
Malta in parti ~guaii di crmcnlo eli Vnssy e di sabbia, 

dopo 6 nt es i d'indurimento al l'at·ia . 
Ma lta in parti eguali eli cemento di Vassy e sabbia, 

dopo 1 aun o d' indurimenlo nell'acqu a 
Malt a di puro CP mento di Vassy dopo 1 anno d'in

durimento in luogo umido. 
~! alta iu parli egua li di cemento di Va>sy, e sabbia , 

dopo ·J mese d'iuclurimenlo n e l l'acqu~ di mare . 
Malia di put'O ce tn enlo di Vassy, dopo 1 mese ù'in

(ful'imento nell'acqua di mare. 
Mattoni di Provenza , ben cotti 
Matton i ordiu arii, deboli 

PESO 

d <li 
decimetro 

cubo 

Cg 
2,95 

1,57 

1,60 

2,17 
2,08 

RESI STf.NZA 
alla rottura 
per t<.tzione 
rifel'ita al 

m1J'illl0 t{ Ua dr 0 

Cg 
0,770 
0,600 
O, 1 4~ 
0,308 
0,'229 
0;137 
0,1 '20 

0,040 

0,035 
0,008 

0,080 

0,096 

0,0% 

0,151 

0,'207 

O, l i3 

0,085 
0,195 
0,080 

Per appt·ossimativameute trova.·e 
lere i dal i dél la seguente tavola : 

pesi ùelle fuui possouo va-

;:; PESO 
DJH!ETRO delle funi 

INDICAZIONE DELLE FUNI ·;;:; 
delle funi JlCI' ln!'li'O di "" 

~ lunghezza 
, __ 

m m. Cg 
Funi bianche nuove 30 O,ù200 0,283-l 
FUni bianche nuove 15 0,0'114 0,1448 
Funi bianche nuo,•e 6 0,0088 0,0522 
Funi incatramale 30 0,0236 0,332/i 
Funi in catram3te 15 0,0168 O, 163:1 
Funi in c,tt;·amate () - 0,009G 0,0695 

i ' -- -- --- .. -- ·• - ·-- --
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Occon·e talvolta di dover valutare i pesi di massi murali, e per 

fa r questo è necessnrio conoscere i pesi medii del rlecimetro cubo 
del le principnli murature, i quali pesi si possono assumere nelln pl'a
ti ca quali risultano dalla tavola che segue: 

INDICAZIONE DELLE MURATURE Peso del decimetro cubo 

Cg Cg 
)iu ratura di pietrame calcare e siliceo . f ,7 a 2,3 

Cg 
Muratura di pietrame granitico 2,3 

Muratura di pietrame basaltico 2,5 

Muratura di mattoni . 2,0 a 2,2 

Muratura di calcestruzzo l 2,2 
l 

13. Condizione ed equazione di s t abilità, dedotte dalla resi
stenza alla r ottura, per un solido prismatico ed omogeneo sot
toposto all'azione di una forza tendente d iretta secondo il suo 
asse . - Affinchè un corpo prismatico sia stab ile solto l'azione di 
un a forza es i rinseca diretta secondo il suo asse e che Lemie ad 
allungarlo, si richiede che in qualsiasi sezion rella del prisma uon 
vengasi mai, neppure nelle condizioni più sfavorevoli in cui può 
trovarsi il corpo, a cimentare la resistenza . alla rollura per tra
zione. Perciò, se chiamausi 

T' la forza tendente il prisma daLo e diretta secondo il suo asse, 
R' la rcsisteuza alla rollura per traz·ione riferita all'unità di su

perficie della sezion retla del prisma stesso, ossia il coefficiente di 
rollura per trazione, 

.0. la superficie dell'intiera sezion retta del corpo prismatico che 
si considera, 
essendo 

H' .O. 

la resistenza alla rotl.ura per trazione che può presentare il corpo 
proposto, si avrà che la condizione di stabilità è 

T' < R' .o.. 
In qnanlo poi all'equazione di stahililà, essa sarà evidentemente 

T'== n' R' .o., 
dove n' è un numero minore dell'unità che si prende pet· coeffi-

L'ARTE DI FABBRICARE. Resistenza dei materiali, ecc. - :'; 
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ci ente di stabilità, e che per generflle eonsenso .dei pratici suolsi 
assnmere eguale: ad 1/1 O pei legnnmi, per le pietre e pei cementi ; 
ad 1/6 per i metalli; e ad 1/2 per le funi. 

19. Uso delle equazioni di stabilità relative all'estensione .
L'equazione di stabilità data al numero 14 ed indicata (I) non che 
quella stabilita nel precedente numero servono principalmente , 
secondo che si conosce la resistenza allo snervamento o la resi
stenza alla rottura per trazione, a risolvere i due seguenti problemi 
pratici: 

1 o Trovare a qual forza tendente 'l" si può assoggettare un corpo 
prismatico omogeneo del quale si conosce la superficie n della sez·ion 
retta; 

2° 1'rova1·e la supe·rfìàe n della sezion retta da assegnars1: acl 
un co1'po prismatico omogeneo che deve trovarsi sottoposto ad una data 
forza tendente T'. 

L'equazione di stabilità indicata (2) al . numero 14 set~ve n l! o 
stesso scopo, quando però, invece della resistenza allo snervamento 
Q', si conoscono il coefficiente di elasticità E' e l'allungamento pt'o
porzionale À' cotTispondenti allo snenamento pet' trazione. 

20. Applicazione delle equazioni di stabilità relative all'esten
sione al caso dei corpi non p:rismatici , ma ad asse rettilineo; 
sezione pericolosa. -Allorquando all'azione lli una forza tendente 
T' (fig. 15) si sottopone un corpo omogeneo ad asse rellilineo A l:l, 
e che supponesi non sollecitato da altra forza, il sito in cui più 
presto avviene lo snervamento o la rottura, se pur uno di questi 
fatti può succedere, è quello in cui la sezione del corpo normale 
all'asse presenta la minor supe!'!icie.- Se poi il solido è tale da 
variare, passando .da una sezione all"altra, le resistenze allo !'ner
vamenlo cd alla rottura, la sezione in cui più facilmente può ma
nifestarsi o l'uno o l'altro degli indicati fenomeni è quella per 
rapporto alla quale ha val or massimo nell'estensione del corpo il 
coefficiente di stabilità ossia il quoziente della forza traente pet' 
la resistenza allo snervamento o alla rottura per trazione ad essa 
conispondente (num. 14 e 18). 

La sezione per rapporto alla quale più facilmente che in qua· 
lunque allt'a può avvenire Io snervamento o la rottura chiamasi 
sezione pericolosa e, tanto l'equazione di stabilità data al numero 14 
e segnata (·l ), quanto quella data al numero 18, si applicano in ge
nere a tutti i corpi ad asse rettilineo pm·chè per n s'intenda la su
perficie della sezione normale all 'asse AH determinata colla condi-

• 
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zione che nell 'e~ensio n e del corpo sia massimo il va lo1·e del coeffi
ciente di stabilità ad essa riferentesi. 

21. Applicazione delle equazioni di stabilità relative all'esten
sione al caso dei corpi ad asse rettilineo verticalmente disposto, 
tenendo anche conto dei loro - pesi. - Sia H I K L (fig. 14) un 
solido omogeneo il cu i asse è una linea retta AB verticalmente 
disposta e che lrovasi sottoposto all'azione di una forza tendente T' 
applicata al centro B della base inferiore e direlta secondo il de llo 
asse . Se in questo solido si considera una sezione qualunque D E, 
l'azione molecolare o resis tenza all'estensione che mantiene a posto 
la par te di corpo D EKL è equivalente alla forza T' aumentata del 
peso p dell'indicata par te di corpo, e quest'azione molecolare divisa 
per la superficie della sezione D E dà ciò che chiamasi res istenza 
riferi ta all 'unità lli superfi cie eli della sezione. Ora questa resistenza 
rifet·ita all 'unit à di superfic ie varia da una sezione all 'alrra, ed evi
dentemente vi è il maggior pericolo di snervamento e eli rottura 
dove essa ha il massimo valore possibile. Segue da ciò che per ap
plicare l'equazione di stab ilità data al numero 14 e segnata (1), 
oppure l'altra dala al numero 18, ai corpi omogenei ad asse re tt i
lineo , bisogna porre in esse quel particolare valore di n che corri
sponde a quella sez ione in cui la resistenza provocata dalle fprze 
es trinseche rifer ita all' unità eli superficie è la più grande nell'es ten
sione del corpo. - Se poi il so li do è ta le da cangiare, passando da 
una sezione all'altra, le resistenze allo snervamento ed alla rottura, 
il sito in cui vi è maggio1· pericolo di snervamento e di rottura, 
ossia la sezione pericolosa , si determina cercando, come si è uetto 
nel num ero preceden te, quella per rapporto alla quale è massimo 
il valore del coefficiente di stabilità ossia il quozi ente della forza 
traente per la resi stenza allo snervamento od alla rottma per tra
zion e che ad essa conisponde. 

Pei corpi omogenei e prismalici ad nsse verticale, nella sezione supe· 
riot·e, ossia in q nella corrispondentemente alla .quale il corpo è maule
nuto sospeso , viene provocata la massima resistenza riferita all'unità 
di superfici e, per cui più facilmente in essa che in qualunque altra 
può avv enire lo snervamenlo e la rottura; e la ragione si vede chiara 
in ciò che l'azione molecolare che si sviluppa alla sezione superiore, 
la quale è equivalente al peso applicalo alla base inferiore più il 
peso del corpo inli ero, è sempre maggiore di quella che si sviluppa 
in una sezione qualunque, dove è lo stesso peso applicato alla base 
inferiore aumentalo soltanto del peso di una parte del corpo. 
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22. Applicazione della teoria sulla resistenza all 'estensione 

alla risoluzione di alcuni semplici problemi. - Quanto finora 
si è dello nel presente capi tolo costituisce qncllo che ' 'i ha di più 
elementare e di più importante sulla resistenza dei corpi all'esten
sione, giacchè qnasi sempre le forze tendenti sono dirette secontlo 
gli assi dei corpi a cui sono applicilte, od almeno passano a sì pic
cola distanza da questi assi da potersi esse considerare come coin
cidenti senza tem a che ne possano derivare dei gravi inconvenienti 
nelle applicazioni pratiche; ed ecco alcuni semplicissimi problemi 
aventi pet' iscopo di hen far comprentlere come nei casi particolari 
si devono applicm·c le equazioni rli stabilità . 

I. Trovw·e l'allungamento che prenderà un'asta rotonda in {er1·o 
del diametro di metri 0,02 e della lumghe.na d·i 5 metri sol/o l' azio'lle 
di ttna {01'zct tendente diretta secondo l'asse dell'asta medesima -e del
l'intensità di 5000 chilogmmmi. 

A{finchè sia possibile la risoluzione di questo problema nei li
miti di quanto finora si è dello sull a resi stenza all'estensione, biso
gna che la forz a tendente di 5000 chi logrammi non sia capace di 
pt·odutTe lo snervamento nP- ll 'flsta di ferro, e per riconoscere questo 
è necessario cercare l'azione molecolare sviluppata sull'uni tà di su
perficie della sezion rella dell'asta medesima pet' vedere se è minore 
della resistenza allo snervamento per traz ione tlel ferro pure ri fe
rita all 'unità di superficie e somministra ta dalla tavola nume rir~ a 

dala al numero 15. 
Prendendo il millimetro quadrato per unità di superficie ed il 

chilogramma per unità di fo1·za, la superficie D. della sezion tras
versale dell 'as ta sarà data da 

00~ 
.0.==3,1416 ~4 ==314'""''1,16, 

e quindi l' azione molecolare conispondenle all'unità di superficie 
di una sezione qualunque, siccome la forza tendent e T'== 5000cg, 
sarà data da 

che essendo minore della resistenza allo snervamento per trazione, 
la quale è chilogrammi 12,20 5 per le ba ne di media grossezza, 
porta a conchiudere non essere capace la forza tendente di 5000 
chilogrammi di produne lo snervamento. 

Ciò premesso, si determini l', ossia l'allungamento domandato , 
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coll'equaz"tonc (I ) tl cl numero 12, e facendo in essa T':::::: 50 ooc~ , 

E'== 18492cs, .0. == 514"'m'T,16 e L== 5m si avrà 

3000== 18492 ~ 314,16.l'' 

d'onde si ricava 
l'== 0"',0026, 

cosicchè l'allungamento che, prenderà la data spranga sarà di mil
limetri 2,6. 

II. Una trave di lcwice rosso della lunghezzct di 6 metri e colla 
sezion reltct quadrata di metr·i 0,50 di lato è mantenuta ferma ctlta 
estremità super·iore e disposta col suo asse ver·ticale; trovare qual è 
il peso permrtnenfe che si può applicare al centro de lla base inferiore 
di delta trave alfinchè r·isttlti stabile, tenendo anche conto del peso della 
trave medesima. 

Il problema si risolve applicantlo l'equazione di stabilità che venne 
rlata al numero 18, prendendo per unità di superficie il millimetro 
quadrato, per unità di peso il chi logramma e facendo in detta equa
zione n'== 1/1 O, R' == 3cg5, .O.== 5002 == 9'0000"""'1 e T'eguale al peso 
dell a spranga aumentato del peso incognito X da applicarsi al cen
tro della base inferiore. Mediamente poi essendo di chilogrammi 0,7 
il peso del decimetro cubo di larice rosso 9 X 60 == 540dm• il vo
lume della trave, sarà il suo peso espresso da 540 X 0,7 == 373cs, e 
quindi il valore di T' sarà dato da 578 + X. 

Sostituendo ora i valori di T', n', R' ed .0. nella già citata equa
zione .di stabilità, si avrà 

378 + .X == ,
1
1
0 

8,5 X 90000 

d'onde 

cosicchè nel centro della base inferiore della data trave si può con 
sicurezza appli care un peso di 76122 chilogrammi. 

III. Con un'asta di acciaio o1·dinario, lunga 2 metri, a sezion r·etta 
rettangolare coi lati nel rapporto eli 1 a 5 , da fermarsi co lla sua 
estremità sttper·iore e da disporsi col suo asse vertica,le, vuolsi soste
nere tm peso di 2000 chilogmmmi da applicarsi al centr·o della base 
in(erior·e; si domanda quali lati bisogna assegnare alla sezion retta 
dell'asta stesw affinchè in modo permanente possa sopportare se stessa 
ed il detto peso. 
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Anche questo prohlema si può risolvere coll'equazione di stabi
lità data al numero 18. Chiamando x il lato minore della sezion 
rella di cui voglionsi le dimensioni espresso in millimetri, 5x è 
il lato maggiore, c per conseguenza la superficie di della sezion 
retta vien data da .0. = x.5x = 5x2

• Trattandosi di un metallo, si 
assume n'= 1/6; e ricorrendo alla tavola del numero 17 si trova 
H'= 7 5cs. Il volume poi dell'asta in decimetri cubi è espresso da 

20 X ,
1 
g~~O ;:::=: 0,006 x 2 e, per essere di chilogrammi 7,82 il peso 

medio del decimetro cubo di acciaio, da 7,82 X 0,006 x 2= O ,04692 x~ 
il suo peso in chilogrammi. Il valore di T' adunque è rappresentato 
da 2000 + 0,04692 x 2

, e la citata equazione eli stabilità clelermi
natrice di x diventa 

2000 + 0,04692 x2 =i 75.Sx2 

dalla quale si ricava 

37,45308 x~= 2000 
e quindi 

x == 2000 -7"'01 3 
37,45308- ' . 

Cosicchè il lato minore della sezion retta eli cui voglionsi le di
mensioni deve essere di millimetri 7 ,3, ed il Ialo maggiore triplo 
del minore, ossia di millimetri 21,9. 

IV. Trovare qual è la massima lunghezza che si può assegnare 
ad un'asta di ferro con se.z,ione costartte, affiuchè impiegala vertical
me11le possa in mudo permanente sostenere il proprio peso. 

Chiamando .0. la superficie costante della sezione dell'asta in 
decimetri quadrati, y la sua lunghezza in decimetri; assumendo chi
logrammi 7,77 per peso del decirnett·o cubo di ferro, 40 chilo
grammi per resistenza del ferro alla rottura per trazione riferita 
al millimetro quadrato, ossia 400000 chilogrammi riferito al deci
metro quadrato , ij6 per coefficiente di stabilità; ed essendo la 
forza tendente T' espressa da 7,77 .0. y, si ha che l'equazione eli 
stabilità del numero 18 diventa 

d'onde 

1 
7' 77 .O.y = 6 400000 .0. ' 

y 
200000 
23,31 

8580dm, 
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cioc la massima lnnghezza che si può assegnare all'asta c di 3580 
decimetri, ossia di 358 metri. 

25. Applicazione della teoria sulla r esistenza all'estensione al 

calcolo della grossezza da assegnarsi alle pareti dei cilindr i e 
delle sfere che. tendono a rompersi per effetto di una pressione 
uniforme. - Quest'applicazione è un a delle più belle ed in pari 
tempo una delle più importanti per la pratica, ed essa sta essen
zialmente nella risoluzione dei quattro problemi che seguono, nei 
quali, tenendo soltanto conto della pressione costante interna e di 
una pressione pure costante esterna minore della prima, che gene
ralmente si esercita sulle pareti dei vasi cilindrici e sferici che si 
cousiderano, si trascurano tutte le altre influenze deformatrici se
condarie, quali sono il peso proprio del vaso , la reazione degli 
appoggi, l'azione che le basi eserci tano sulle pareti, ecc. 

I. Trovare la grossezza da assegnarsi ad un tubo circolare di una 
data materia, eli cui si conosce il raggio ù1 terno, che deve avel'e spes
so1'e uniforme , e che deve trovMsi solto l'azione di due date pres
sioni costanti, intenza l'ww ed esterna l' altm. 

Rappresentando colla figura 15 la sezione trasversale del tub o, 
si chiamino: 

D il suo diamett·o interno F G espresso in metri ; 
l la sua lunghezza data in metri ; 
p' la pressione costante in chilogrammi e riferita al metro qua

drato, che sulla superficie interna del tubo si esercita dal di dentro 
al di fuori ; · 

p" la pressione anche costante pure in chilogrammi e riferita al 
metro quadrato, che sulla superficie es terna del tubo si esercita dal
l'infuo ri all'indentro ; 

p la differenza p' -p" fra le due pressioni interna cd esterna, 
ossia ciò che chiamasi la pressione effettiva ; 

R' la resistenza alla rottura per trazione della sostanza di cui 
il tubo è formato in chilogrammi e riferita al mett'O quadrato; 

n' il coefficiente di stabilità; 
s lo spessore domandato FA della parete espresso in metri. 
Si vede innanzi tutto come la scorza cilindrica F I G H AD BE cit'

colare prima dell'azione delle pressioni p' e p" deve rimanere tale 
anche dopo tale azione; imperocchè tutto essenrlo simmetrico per 
rapporto al piano meridiano AB, questo plano resterà ancora di 
simmetria nello stato finale, e per conseguenza sarà ancora normale 
alle superficie curve secondo le quali sarannosi disposte le due su
perficie cilindriche primitive A D BE ed F I G H; é siccome la mede-
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sima cosa -si può di1'e di qualsiasi altl'o piano passante per l'asse 
primitivo C, si vede che tulli i piani normali alle superficie curve 
secondo le quali sarannosi disposte le elette due superficie cilin
driche primitive concorreranno in un medesimo asse, il che esige 
appunto che sia circolare la scona cilindrica formante la parete del 
tubo dopo l'azione delle pressioni p' e p". Ciò premesso, ammet
tendo che la rottura del tubo tenda a farsi secondo un piano AB 
passante per l'asse C, giacchè le pressioni sono eguali e simme
triche rispello a questo asse, per stabilire l'equazione di stabilità 
determinalrice dello spessore s della parete del tubo bisogna pro
curarsi: la forza che lemie a staccare la parte di tubo AD B G I F 
dall'altra parte supposta fissa, la qual forza è rappresentata in inten
sità e direzione dalla risultante delle p1·essioni esercitale sulla su-

• perficie concava F I G e sulla superficie convessa A D B; e la somma ' 
delle due superficie rappresentate in A F e B G sulle quali si svilup
pano le azioni molecolari opponentisi alla rottura. 

Per trovare la forza la quale tende a spaccare il tubo si osserva 
che essa forza (ossia la risultante delle pressioni esercitate sulla 
superficie concava F I G e sulla superficie convessa A D B) e la pos
sibilità di rottura non cangiano supponendo tolta la mezza parete 
del tubo A EBG HF, chiuso il mezzo cilindro cavo ADB mediante 
una parete piana rigida AB attaccata al mezzo tubo A DB colla 
stessa tenacità con cui questo lo è al mezzo tubo AEB, mantenute 
rispetti v amen te all'interno ed all'esterno del mezzo tubo A D B le 
pressioni primitive p' e p" per ogni metro quadrato, e chiuso il tubo 
alle sue due estremità per p odo nelle condizioni cl' un vaso chiuso 
ùa ogni parte. Chiamando T' la detta forza la quale tende a spac
care il tubo secondo il piano meridiano AB, applicando al mezzo 
tubo ADB il teorema di idrostatica, il quale insegna che se una 
pressione costante per unità di supedìcie è applicata normalml:'nte 
ad un contorno superficiale, la risultante delle pressioni sui diversi 
elementi superficiali è nulla, trascurando le pressioni sui due 
fondi fitlizii perchè eguali e direttamente contrarie, ed osservando 
che sulla parete fittizia F G si esercita dall'indentro all'infuori la 
pressione 

p' D l 

mentre sull'altra AB si esercita dall'infuori all'in dentro la pres
sione 

p" (D+ 2s) l, 
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si avrà per il citalo teorema 

T'- [p' D l-p"(D+2s)l] =O, 

d'onde 

T'= l [p' D-p" (D+2s)] (1 ). 

In quanto alla somma .a delle due superficie rappresentate in 
A F e B G sulle quali si sviluppano le azioni molecolat·i opponentisi 
allo spaccamcnlo del tubo, essendo ciascuna di queste superficie un 
rettangolo lungo l ed alto s, sa1·à 

fl==2ls (2). 

Soslilneudo ora nell 'equazione di stabilità che venne data al nu
mero 113, per T' il valore dalo dalla ('l ) e per .a quello dato dalla 
(2), si ha la seguen le equazione determinatrice di s 

[ p' D - p" (D+ 2 s)] == 2 n' R' s 

dalla quale si deduce 

_ 1 (p'--p") D 
8 -2 n'R' +p"-

e, rammentando che p'-p" ==p, si ha 

_ 'l p D 
8 -2 n'R' +p". 

(3), 

(4·). 

Trascurando la quantità p" la quale nelle ordinarie circostanze 
dell a pratica è sempre assai piceola in confronto di n'R', l'ultima 
equazione trasformasi in quest'altra 

- pD 
8 -2 n'R' (5)' 

nella quale ben sove,nti suolsi prendere per pressione effettiva JJ la 
sola pressione interna. 

Qualora le pressioni p' e p" vengano date in atmosfere, si pos
sono modificare le equazioni ( 4) e (5) in questo modo: essendo 

v il numero di atmosfere corrispondenti alla pressione effettiva 
p ==p' -p", 

~" il numero di atmosfere rappresentanti la pressione p", 
A il numero di chilogrammi i quali danno la pressione ùi un 'at

mosfera su 1 metro quadrato, il qual numero si può assumere di 
t 03 50 chilogrammi, 
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si hanno evidentemente le equazioni 

y-1! 
-A' 

d'onde risullano i seguenti valori di p e p" 

p== y A, p" == v" A, 

i quali posti nelle delle equazioni (4) e (5) le trasformano in queste 
altre 

1 YAD 
-

8 == 2 n'R'+v" A 

v AD 
s == 2n'R' 

(6), 

(7). 

Nell'applicazione pratica delle formole (4), (5), (6) e (7) bisogna 
tener presente come, su una parte qualunque di tubo compresa 
fra due sezioni trasversali, la trazione non ha luogo nella dire
zione dell'asse del solido, ma sibbene in senso tangenziale all'a
nello costituente questa parte, e questo fatto, dietro quanto si è 
visto al numero 1. 7, deve guidare nella scelta del conveniente coef
ficiente di rottura. 

Pei tubi di condotta delle acque, dei gaz e dei vapori, alla 
gl'ossezza che verrebbe somministrata dall'applicazione delle for
mole (5) o (7) suolsi aggiungere una grossezza costante nell'in
tento di prevenire le dannose conseguenze che potrebbero derivare 
da cause impreviste e da scosse possibili nel trasporto e nel loro 
collocamento, per cui, chiamando s' l'indicata grossezza costante, 
in vece delle dette formole (5) o (7) soglio n si applicare queste 
altre: 

- pD ' 8 -2n'R' +s (8), 

vAD , 
s==2n' R'+s (9). 

Il 1\'Iot'in poi , fermandosi principalmente ai tubi per condotte 
d'acqua e fondandosi su quanto l'esperienza ha insegnato essere più 
conveniente, dà le :>eguenti formole per trovare la grossezza dei 
tubi in metallo, in legno ed in pietra: 

Pei tubi in feno . . . . . s == 0,00086 Y D+ Ou',0050 
ghisa . . . s == 0,00258 v D+ om ,008 5 
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rei tubi in rame lamin'ato. s = 0,00147 Y D+ Om,0040 
» piombo s = 0,00242 Y D+ om,0050 
» zinco . . . . . s = 0,00620 Y D+ om,0040 
n legno . . . . . s = 0,05250 v D+ Om,0270 

piet're naturali. s = 0,00565 Y D+ om,0500 
pietre aelefatte s = 0,00558 ,.. D+ O m ,0400 

I primi termini dei secondi membri di que~te formole non sono 
allrò che il primo termine del secondo membro dell'equazione (9) 

dopo d'aver in esso fatti A= 1 0550cg, n' =~ ed R' eguale ai va

lori mcdii dei coefficienti di rottura convenienti alla materia di cui 
i tubi si suppongono formati. 

In quanto alla grossezza delle pareti delle caldaie a vapore, molti 
meccanici, in conformità di un'ordinanza del Governo francese in 
data del 22 maggio 1845, sogliono dedurla dall'equazione 

(1 0), 

il cui primo termine del secondo membro è pme il primo termine 
del secondo membro della (9) conispondente al valore già riferito 

di A, ad n'= 
1
1
2 

e ad R' = 54455555cg per metro quadrato, ossia 

a poco più di 54 chilogrammi per ogni millimetro quadrato. 
Il. Trovare lo spessore da assegnarsi alla pa1·ete di una sfera cava 

di data materia , la quale deve trovarsi sotto l' ctzione di due date 
pressioni costanti, ù1tenw l'una ed esterna l'altra. 

La figura 16 rappresenti la sfera data, sia D il diametro della 
cavità interna data in metei, e, come nel problema precedente, si 
adottino rispettivamente le lettere p', p", p, R', n' ed s pet' indicare 
la pressione costante interna, la pressione costante esterna , la 
pressione effettiva , ossia la differenza p'-p", la resistenza alla 
rottura per trazione della sostanza di cui la sfera è formata , il 
coefficiente di stabilità ed il domandato spessore della scorza sfe
rica , essendo espressi in metri il diametro e lo spessore ed in 
chilogrammi riferite al metro quadrato le pressioni e la resistenza 
alla rottura. 

Ragionando in modo analogo a quello tenuto nel precedente pro
blema agevolmente si comprende: come, essendo prima delle 
azioni p' e p" sfet'ica la cavità interna e costante lo spessore della 
pat·ete , lo stesso deve succedere anche dopo le dette azioni ; e 
come, ammettendo che la rottura tenda ad aver luogo secondo 

• 
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un piano meridiano AB, si puo tmmaginare tolta la mezza sfet·a 
A E B, chiusa l'altra metà con una parete piana ri gida AB, allac
cata all'emisfero A D B colla stessa tenacità con cui questo trova si 
realmente attaccato all'emisfero AEB, mantenute rispettivamente 
all'interno ed all'esterno della mezza sfera A D B le pressioni p' e 
p" per ogni metro quadrato, ed applicare al vaso emisferico AD B 
il teorema d'idrostatica di cui si diede l'enunciato nel già citato 
precedente problema. Ciò permesso, dicendo ancora T' la ri sultante 
delle pressioni esercitate sulla superficie concava interna F ~l G c 
sulla superficie convessa esterna ·A D B, ossia la forza la quale 
tende a staccare l'emisfero ADB dall'emisfero AEB, o, ciò che 
torna lo stesso, dalla parete piana fittizia AB, siccome la pres
sione che si esercita sul ci rcolo rappresentato in F G dall'inden lro 
all'infuori è 

'l D2 , 
4 7r p' 

essendo rr il nolo rapporto 5,14i5 ...... della circonferenza al di a-
metro, e quella che si esercita sul circolo rappresentato in AB dal
l'infuori all'indentro è 

1 
4 1r (D + 2s)2 p", 

si avrà pet· il nolo teorema d'idrostatica 

T' [- '1 D2 ' 'l ( D 2 )2 "] O - 47r p-47r + s p=' 

d'onde si ricava 

. T' =i 1r [ D2 (p'- p") - 4 s (D + s ) p"] 

La superficie .a sulla quale si sviluppano le azioni molecolari 
opponentisi allo spaccamento della sfera, essendo una corona 
circolare i cui diametri sono AB= D+ 2 s ed FG =D, è data cla 

Sostituendo nell'equazione di stabilità che si è instituita al 

• 
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numero 18 i valori or ora !t'ovali di T'e eli D., si olliene la seguente 
equazione 

i [D~ (p' - p") -4s (D +s)p"]=n'R' s(D+s), 

dalla quale, rammentando che p' - p"= p, si ricava 

_1 p D2 

s(D+s)-4- 'R' ,. n +p 

Su quest'equazione del secondo gt·ado in s, a seeonda della 
1:ircostanza in cui deve essa venir applicata, si possono fat·e lulti 
i t·agionamenti che vennero' fatti sull'equazione ( 4) del problema 
precedente ; che anzi uel caso in cui lo spessore s sia piccolo 
in confronto del diametro D, siccome dividendo l'eqna1.ione per 
02 si ottiene 

2 

si può tt·ascut·at·e il termine ~2 eù avere quindi 

1 p D 
s = 4 n'R'+p"' 

III. Trovar·e quale larghez za deve avere la corona circolal'e che 
unisce il fondu di un cilind1·o alla stta paTete laleTale, affìnchè questo 
fondo non veuga a staccarsi per effetto di due date pressioni costanti, 
interna l'una ed es tema l'altra. 

Il cilindro proposto sia quello rappresentato nella figura 17 me
diante una sua sezione meridiana e mediante la sezione secondo il 
piano X Y. Come al problema I si usino rispeltivamente le lellere 
D, p', p'', p, B.' ed 1t' per indicare il diametro interno del cilindro, la 
pressione costante interna, la pressione costante esterna, la pres
sione effettiva ossia la differenza p' -p", la resistenza alla rot
tut·a per trazione della sostanza di cui il cilindro è formato, ed 
il coefficiente di stabilità, essendo espresso in metri il diametro ed 
essendo riferite al metro quadrato le pressioni e la resistenza alla 
rollura. In quanto poi alla domandala larghezza da assegnarsi 
alla corona circolare che unisce il fondo del cilindro alla sua 
parete laterale si esprima colla lettera si prendendo il metro per 
unità. 
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Evidentemente la forza T' la quale tend e a star.cat·e il fondo 
del cilindro dalla ·sua parete laterale è la pressione che si esercita 
sul cit·colo di dia meteo AH= A' B' dall ' indentro all'infuori, meno 
quella che si eseecita sul circolo di diametro G' H' dall 'infuori al
l'indenteo ; e, in virtù dei ragionamenti falli nel pt·ece,Jente pro
blema II , agevolmente si com prende essere questo veeo anche 
quando il fondo invece di essere piano è sferico. Ont, essendo " il 
noto rapporto 5,1415 ... ... della circonferenza al diameleo, la pres
sione che si eset·cita sul circolo di diametro AB è 

e quella che si esercita sul cit·colo di diametro G' H' 

cosicchè il valore della forza T' si riduce a 

In quanto alla superficie .0. sulla quale ha luogo lo sviluppo 
delle azioni molecolari che si oppongono allo staccamento, è essa 

la corona ci rcolare di diametri AB e D E, espressa da 

Tanto il valore di T' quanto quello di .a essendo quelli stessi 
che venneeo trovati nel problema Il co l solo ca ngiamento di s in 
st, agevolmente si compeende come, in slituendo l'equazione di sta
bilità e ponendo p' -p"= p, si verrà all'equazione 

_1 p D2 

st (D +st)-4 n' R' +p" 

sulla quale, a secon1la delle circostanze, si possono fare gli stessi 
ragionamenti che vennero falli sull'equazione (4) del problema I. 
Intanto ricavando da quest'ultima equazione il valore di st che sod
disfa alla proposta quistione, si ha 

s t = ~ ( v1 + n' Pl+p" - 1 )· 
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Cercando ora la grossezza A'F' che deve avere la parete late
rale del cilindro affinchè non si spacchi per causa dell'interna pres
sione p, evidentemente si viene a tt·ovare il valore di s dato dal
l' equazione (4) del problema I. Facendo la differenza fra il valore eli 
s e di si si trova 

s - - st = ~ (n'R'~p" -V1 +-1~f~~ +1 ), 

la qual differenza, essendo evidentemen te positiva perchè il fattore 
del secondo membro posto fra parentesi ba per parte negativa 
maggiore dell'unità la radice f!Uadt·ata della parte positiva, porta 
a conchiudere essere s > si ; cosicchè nella fabbri cazione dei ci
lindri il cui fondo viene dal ge tto in un colla parete laterale basta 
solo occuparsi dello spessore di quest'ultima allorquando il diametro 
estemo ùi quello si faccia eguale al diametro esterno di questa. 

IV. Trovare il numero delle chiavarde eli dato diametro che cle
vonsi impiegare per mantenere unito il fondo alla parete laterale di 
wt cilindro, nel quale devono aver ltwgo due date pressioni costanti, 
interna l'una ed esterna l'altra. 

La figura 18 rappresenti il cil indro proposto mediante un suo 
spaccato meridiano, e mediante la sezione determinata dal pinno 
X Y. Per qu anto concern e al diametro interno del cilindro, alle 
pressioni costanti per ogni metro qua drato interna , esterna ed ef
fettiva ed al coefficiente di stabilità si ritengano le denominazioni 
già adottate nei pt·ohlemi I e III, e· si chiamino: 

d il diametro delle chi avarde espresso in metri ; 
R' la resistenza che le chi avarde oppongono all a rottura per tra-

zione dala in chilogrammi e riferita al metro quadrato; 
D' il diametro es temo C'])' del fondo in metri ; · 
x il cercato numero di chiavarde. 
La forza T' la quale tende a prodmTe lo staccamenlo del fond o 

è la pressione che si vet·ifica sul circolo di diametro A' B' meno 
quella che ha luogo su l circolo di di ametro C' ])', ed in virtù dei 
ragionamenti che vennero insliluiti al problema II agevolmente si 
eomprende essere questo vero anche quando il fondo è sferieo, co-
sicchè, essendo 7r il noto rapporto 5,1415 ...... dalla circonferenza al 
diam etro, si avrà la seguente espressione di T' 

T'= * 7r(D2 p' - D'2 p" ). 



-48-

In quanto alla superficie .D. sulla qual e si sviluppa la resistenza 
che opponesi allo staccamenlo del fondo, è essa co t> tituita dalla 
somma delle sezioni trasversali di tulle le chiavarde, la qual somma 
evidentemente è espressa da 

1 d2 4 7r x. 

Ciò premesso, facendo T' = i 1r (D2 p'- D'2 p") ed .D.=i 1r d2 x 

nell'equazione di stabilità stata instituita al numero JB, si trova la 
seguente equazione determinatrice di x 

d'onde si ricava 

D2 p' - D' 2 p" = n' R' d2 x , 

- D2 p' - D'2 p" 
x - , R' dz n . 

Se il fondo va assicurato alla parete del cilindro, non co11 chia
varde, ma sibbene mediante chiodi ribaditi, si cal cola nello st esso 
modo il loro numero anche quando l'unione è falla come viene 
espresso nella figura 19 mediante una sezjone meridiana, giacrhè, 
secondo le esperienze di Fairbairn , la resistenza di qu esti chiodi 
nel senso trasversale è presso a poco eguale alla loro resistenza 
longitudinale. 

24. Applicazione della teoria sulla resistenza all 'estensione 
per determinare la sezione trasversale da assegnarsi ai tiranti 
ed alle cerchiature che, oltre di soppo r tare una data tensione 
costante, devono reggere all'au mento d i t ension e prodotto da 
un abbassamento di t emperatura. - L'esperieuza ha dimostrato 
che tutti i corpi si dilatano o si restrin gono aumentando o di
minuendo la loro temperatura, che queste dilatazioni o restringi
menti variano da un corpo all ' allro e che per un a variazione di 
temperatura di 1. 00 gradi centigradi gli allun gamenti o gli a ~cor

ciamenti proporzionali, ossia gli allun gam enti o gli accorciamenti 
espressi in parti della lunghezza pt·imiliva, per le sostanze che può 
essere il caso di dover considerare nelle costruzioni , si possono #me
diamente fìssare come appare dalla seguente tavola : 
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ALLVNCAHENTI 
I:"'DICAZIONE DELLE SOSTANZE ed accOt'ciamenti 

proporzionali 

Larice . 0,000800 
~ 

Acciaio. 0,00107\l 

Ferro 0,001220 

Ghisa 0,00 ! HO 

Ottone . - 0,001878 

Piombo 0,002848 

Ila me 0,001717 

Zi nco 0,00294~ 

l· 
Pietre 0,000500 

Dividendo per i 00 i numeri della preceden te tavola si ollengono 
gli allungamenti e gli acco rciamenti l>roporzionali medii per t 
gndo centigrado, che nei problemi che seguono verranno indicati 
colla lellera 8. 

I. Trovare la sezione trasversale da assegnarsi ad ttn tirante, il 
quale deve essere posto in opera in guisa da non potersi allungare 
nè accorciar~, che deve sopportm·e ttna tensione non minon: di una 
tensione data e che deve trovat·si esposto a due note temperature 
limiti. 

Si chiamin o: 
L la lunghezza del tirante un momento prima di podo in 

opera, e 
L' la lunghezza del tirante dopo posto in opera , espresse in 

metri ; 
T' il più piccolo vaÌore della tensione che dovrà sopportare il 

lit·ante, e 
Tl la tensione che al medesimo si farà sopportare nel porto in 

opera, date in chilogrammi; 
Q' la resistenza allo snervamenlo per trazione della sostanza 

di cui il tirante è formato, espressa in chilogrammi e riferita al 
metro quadrato; 

e la più gran temperatura alla quale dovrà trovarsi opposto 
il tirante, 

L'AliTE DI FAUBRICAIIE. Re1isterua dei tlllllet'iali, ecc. - 4. 
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e' la tempet·atut·a alla qu ale il til'ante si metterà in operil, c 

.8" la più hassa temperatura a cui il tirante sarà per trov:usi 
esposto dopo di essere a pos to , esp resse in gl'adi centigradi ; 

E il coefficiente di elas ticità longitudinale relillivo all'esten
sione della sostanza di cui il tirantfl è costituilo, riferito al metro 
quadrato; 

.0. la tlomanclata sezione tt·asvcrsale del tirante in metri quarl rn ti ; 
e si conservi a iS la significazione che gli venne data in qu es to 
numero. 

In virtù dellil fonnola ('l) tl el num ero 12, al momento in cui 
il tirante viene posto in opera colla tensione Ti' subisce esso 1111 

allungamento 

per cui la distanza dei suoi due es tremi, appena trovasi a poslo, 
resta fissata dalla lun ghezza 

Elevandosi lil temperatura di e- e', il tirnnte ten de ancora a pren
dere l'allungamento pt·oporzionale 

iS (e - e'), 

e, non essendogli qu es to permesso, ne deriva una diminuzione 
di tensione che si può prend ere in co tTelnione coll'allungamento 
non concesso, ossia espressa, per la form olil (2) del num ero 12, cb 

E' .o. iS (e --- e'), 

cosicchè, quand o il tirante si tt·overà in opera esposto all<t tempe
ratura e sopporterà ancora la tensione minima 

T1 - E' .o.;s (e- e'); 

e, siccome il tirante non deve mai avere una tensione min ore tl i T', 
si avrà la seguente condizione; 

(1). 

Abbassandosi la temperatura di e'- 6", il tirante tend e ad ilC

corcia rsi, e se questo gli fosse concesso si verificherebbe l'accorcia
mento proporzionale 

iS (6' - - 6"), 
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ma, essendogli impedito l'accorciamento, ne deriva un aumento di 
tensione che si puù esprimere con 

E' .fl8 (O' - 0"), 

pe1• modo che, trovandosi il t irante in opera ed alla temperatura 0", 
avrà esso ancora la tensione 

T l + E' .fl 8 (O' -O") ; 

e siccome ques ta massima tens ione a cui può trovarsi esposto il 
tirante deve essere tale da non perdere lo sue rvamento , si avrà la 
condizione 

T{+ E' .fl (J (O'--O")< Q' .fl (2) -

Hicavanilo valori di 1\ dalle ineguaglianze (1) e (2) , si Lt'ovano 
queste altre 

Ti > T' + E' .0. 8(0-0'), 

T t < Q' .fl - E' .fl8 (O' - O"), 

T' + E' .fl (J (e - O') < Q' .fl - E' .fl8 (O' - O"), 
e quindi 

T' 
.n > Q' - E' 8 (O - 8") . 

Non si può avere un ti1·ante slab ile quando la differenza fra le 
temperatura O e 8" è tale da essere 

Q' --- E'8(0 -0") =oppure < O, 
cioè quando 

A Ali > Q' 
'l - u = oppure E'f, 

giacchè il valore di .fl diventa oo nel primo caso e nega tivo nel 
secon do . 

IL Trovare la sezio11e trasversale da assegnars·i acl una cerchia
tura la quale deve essere posta in opera i11 guisa da dover soppor
tare 1to1·malmente alla superficie interna e clall'indentro all'in{twri 
ttna clatct pressione coslanfe pe1· ogni metro della sua lunghezza, e ehe 
deve trovars·i esposfa a due nole tempetaltwe limiti. 

Ritenuto che le letlere T', Q' e, e", E", .fl e 8 abbiano in questo pro
blema lo stesso signiflrato che loro venne attrihnito nel precedente 
problema, si chiamino 
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r il •·aggio CA (fig. 20) della circonferenza posta sulla supe•·
ficie interna a metà allezza della cerchialma, espresso in metri ; 

N la forza applicata normalmente alla superficie inlema Ll ella 
cerchiatura dall 'indentt·o all ' infuori, espressa in chilogrammi e rife
rita all'unità di lunghezza della della circonferenza. 

P et· effetto della forza N in qualunque sezione trasversil le della 
cerchiatura si sviluppa una tensione costante T', la quale rappre
senta la tensione più piccola che la cet·chiatura stessa deve soppor
tare per servire allo scopo a cui è destinata, e che facilmente si può 
fleterminare immaginando Lo Ila la mezza cerchiatura B F E e sosti
tuite in sua vece le forze T' applicate ili centri di gravità dell e 
sezioni AB e DE normalmente ai piani delle sezioni stesse (b). 

Assumasi il centro C per origin e di coordinale, l'asse della x 
perpendicolare al piano BE passante per le sezioni AB e D E, e 
l'asse della y in questo stesso piano; sulla semi-circonferenza A GD 
prenda si un arche l! o infinil.esimo ab = d s e siano cb = d x c1! 
a c= ti y le due proiezioni dello stesso archetto su due parallele 
all'asse delle x e delle y condotte rispettivamente per b e pet· a; 
al disotto dell'asse delle x si consi!leri in egual modo l'archello 
inOnitesimo a' b'= ds simmetricamente colloeato col primo per rap
porto all 'accennato asse delle x; ciascuna delle due forze N tl s 
applicale not·nut!m enle ai detti archelli si scomponga in due, di 
cui una sarà parallela all'asse della x ed avrà per valore 

dy 
Nd sds=Ndy, 

e rallra sarà parallela all'asse delle y ; si osservi che le due com
poucnli paeallele all 'asse dell e y, si ccome eguali e direllameute 
contrarie, si elidono; che rimnngono solo le componenti parall ck 
all'asse delle x , la cui somma estesa a lnlla la semi-cit·confercnza 
A G D è evidentemente espressa da 

i :N dy = N21·; 

e che per l'equilibrio della mezza cerchiatura B IEDGA si deve 
avere l'equazione 

2T' = 2N r, 
ossia 

T'=N1·. 

(b) Nel numero che srgne si dà il modo di tr·ovare elementarm ente il ' 'alore di T'. 
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Trova ta la forza T' si continua le soluzione del problema con 

1111 ragionamento analogo a quello tenuto nel precedente problema , 
eonsiderando la cerchiatura come un tirante rettilineo lungo come 
la lunghezza della circonferenza media della cerchiatura stessa, 
e si arriva a trovare per n lo stesso· limite inferiore che si ottenne 
nel precedente problema. 

25. Determinazione elementare della più piccola tensione che 
deve sopportare una cerchiatura per servire allo scopo cui è 
destinata . - Senza far uso di notazioni di calcolo rlifferenziale e 
di calcolo integrale si può elemen larnH•nle trovare il valore di 
'f' con questo ragionamento: una cerchiatut'a di altezza costante l, 
sulla cui . intern a superfi cie si eserci ta una pressione uniforme N 
riferita all'unità di lunghezza della circonferen za posta a metà di 
sua altezza è nelle condizioni delle pareti di un tubo nel cui in-

terno ha luogo una pressione uniform e ~ sull'unità di superficie ; 

la somma delle due forze T' adunque deve essere eguale alla resi
stenza che opporreblJe questo tubo per essere spaccato nel senso 
del piano meridiano n E, ossia deve essere eguale alla risultante 
delle pressioni che hanno luogo sulla mezza cerchiatura BI E n G A, 
ossia ancora deve essere eguale, per quanto si è detto al pro
blema I del numero 25, alla risultante delle pressioni che hanno 
luogo sul piano BE supposto diventato una pare te rigida . Siccome 
poi uel nostro caso non si ha pressione esterna, ma solo la pres-

sione costante interna ~ riferita all'unità di superficie, la somma delle 

due fot'ze T' deve fare la pressione che corrisponde al rettangolo 
rappresentato iu A D i cui lati sono 2 r ed l , e quindi si avrà 

GlT' - N'> l :;.:; -z--r , 
d'onde si deduce 

T' ==N r. 

Come serva il valore di T' a continuare la soluzione del pro
blema già abbastanza chiaramente si è indicato nel precedente 
problema. , 

26 . Solidi omogenei di egual r esistenza all'estensione con 
asse rettilineo e verticalmente disposto. - Si è detto al numero 
21 come nei solidi ad asse rettilin eo, verticalmen te disposti sotto 
l'azione di una data forza estrinseca diretta secondo il loro asse c 
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del pL'opl'io peso, la resistenza all 'es tensiOne riferita all'unità di 
superficie varia generalmente da una sezione all'altra. Segue da 
ciò esservi alcuni siti in tali corpi in cui più che in alcuni Rllt·i 
risulta facile la rollura ; potersi pet· conseguenza diminuire le se
zioni sulle qLwli vien sviluppata la minor resistenza riferita all'unità 
di superficie con economia di materia e con vantaggio nella sta 
bilità; ed aversi i solidi più convenienti fa cendo in modo che in 
ogni loro sezione venga sviluppata per effello delle forze tendenti 
e del loro peso la medesima resistenza riferilél all'unità di superficie. 
I solidi che soddisfano all'indicata condizione chiamansi rli cgttalresi
stenzcl all'estensione; e, conoscendosi la forza d i l razi one a cui un eorpo 
deve essere assoggellato, il peso della sua unità di volume, non che 
la fomu che deve essere affettata dalla suR sezione trasversale, 
permette il calcolo di determinare con qual legge la superficie di 
questa sezione deve variare da un sito all 'altro pel' ottenere un so
lido di egual resistenza (c). I problemi che immediatamente se
guono servono ad indicare come si deve procedere in ogni caso 
particolare. 

I. Si vuol fare 1m solido ad asse 1'eltilineo di sezione circola1·e, 
di una data sostanzct e di lunghezza notct, il quale deve sopportare w1 

peso dato da applicarsi al centro dell~t wa base inferiore. Si domauda 
con qual legge elevano vm·iare i raggi delle sue se.zioni trasversali 
affìnchè il solido risulti eli egual resistenza. 

Si prenda il punto A (fig. 21 ) per origine di coord ina te, l'asse 
delle x diretto secondo l'asse AB del solido, l'asse delle ?J nel piano 
della sezione infima E C, e si chiamin o : 

l la lunghezr.a AB del solido, espressa in metri ; 
P il peso applicato al centro A della sua base inferiore, espresso 

in chilogrammi; 
n il peso pure in chilogrammi del metro cubo di sostanza di cui 

il solido deve essere formato; 
R il raggio B D della sezione superiore cl el sol ido allivello della 

qtiale è esso mantenuto fermo, e 
1' il raggio A C della sezione o base infima, espressi iu metri ; 
R' la resistenza alla rottura per trazione della sostanza di cui 

il solido è formato, espressa in chilogrammi e riferita al metro 
(JUadrato ; 

(c) Nel numero che segue si dà un procedimento di approssimazione per deter
minare un solido di egua l resis tenza all'es tensione con asse retti lineo wrtica lmente 
disposto. 
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n' il coefficiente di stabilità; 
x la distanza AH di una sezione qualunque G I del solido dal

l'estremo A dell'asse, e 
y il raggio H I di della sezione; 
x' la distanza Aa di un 'altra sezione qualunque ec del solido 

dallo stesso estremo A dell'asse, e 
y' il raggio ~ di quest'ultima sezione, in metri. 
Si incomincia dal trovare il raggio 1' della base inferiore E C, 

la quale ha per -superficie n r 2 (essendo 1r il nolo rapporto 3, 1415 ... 
dalla circonferenza al diametro), dicendo che la forza P applicata 
al centro A di questa base deve essere inferiore a quella capace 
di produrre la rottura, per modo che facendo nell'eqnazione tli 
stabilità che venne data al numero 13 T' = P ed =.0.1r r2 si ottiene 
l'equazione 

P = n' R' 1r r 2 , 

d'onde si ricava 

r-J/-P 
- n'n R' (1). 

Per trovare ora come devono variare i raggi delle divet·sc se
zioni si osserva: che la resistenza all'estensione che si sviluppa 
in una sezione qualunque G I è prodotta dal peso P aumentalo 
del peso della parte eli corpo G l C E; che, siccome considerando 
le due sezioni vicinissime e c cd e' c' il peso del cilindro rello che 
esse comprendono è espresso da 

rr 7ry'2 d x', 

il peso della parte di corpo G I C A è dato da 

rr 7r fox y'2 d x'; 
che la resistenza all'estensione sviluppanlesi sulla sezione G I è 
per conseguenza 

P + n 7r fo~'2 d x' ; 
e finalmente che, affinchè sinvi la voluta stabilità nella sezione 
qualunque G I, bisogna soddisfare alla già citala equazione di 
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stabilità del numero ·18, la quale; applicala alla cireostanzn, con
duce a 

Differenziando ora quest'ultima equazione si trova 

n y ~ d x == 2 n' R' y dy, 

dalla quale, separando le variabili, si deduce 

etl integrando 

n dx ==2 n'R' dy 
y 

n x == 2 n' R' log !J + C (2) . 

La eostante C si determina in modo per x== o si abbia y == r 
che è determinato per l' etJUazione ( 1 ), eosicchè risulta 

C == - 2 n' R' log r, 

il qual valore di C posto nella (2) dà 

n x == 2 n' R' log '!L , 
r 

ossia ancora, passando dai logaritmi agli esponenziali ed avendo e 
il noto valore 2,718281.. .... della base dei logat·itmi neperiani, 

n x 
2n'R' 

y==re (3); 

cosicchè i raggi delle diverse sezioni del solido devono variare 
come le ordinate della curva logaritmica rappresentata dall'equa
zione (5). 

Per trovare il raggio Rdella base superiore F D del solido bisogna 
porre nell'equazione (5) x == l, ed allora y diventerà n, per guisa 
che si avrà 

D l 
2 n' R' 

R:= re 
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D l 
Succede geuerahneule iu pratica che 2~{ff' e che quindi anche 

n x 
2n'R1 

n x ___..,.--,R' sono piccole frazioni, e allora svolgendo in serie e 
2n 

nz 
2 n' R' 

e 

e si possono calcolare i valori di y e di R eon formole solo 
approssimate e di facile maneggio. 

H. Si vuol costrurre vn solido di data sostanza c con asse relti
lùwo , che sia costituito (siccome in · elevazione ed in proiezione 
orizzontale dal basso in allo lo dimostra la figura 22) da una 
parte prismatica A' B' C'D', della quale sono date lct larghezza in
{eriore A'D' e la grossezza costante AAt 1·in{orzata da due parti 
semi-cilindriche EFG ed EtFtGt, e che sia capace di sopportare wt 
peso assegnato da applicarsi al cculro O della sua base in{eriorc. 
Si domanda di trovare il nrggio delle due parti semi-cilindriche 110n 

che la curva direttrice delle dtte superficie cilindriche mppresenlafc 
sull'elevaz ione in B' A' ed in C'D'. 

Siano: 
2 a la lat·ghezza A D:= A' D; e 
s la grossezza AAt, date in metri; 
J' il raggio ossia la metà del diametro G E:= G' W delle ùue 

parti semi-cilindriche, e 
2 A la larghezza B C B' C' del solido al livello della sezione 

i11 cui trovasi fermalo, anche in metri ; 
x ed y le coordinate O' N' e N'M' di un punto qualunque 

M' della curva B' A' riferita ai due nssi di coordinate O' y ed O' x; 
e le lettet·e l, P, n, R', 1r ed n' abbiano i significati che loro ven
net·o rispettivamente attribuiti nel precedente problema. 

Ragionando precisamente come nel pro]Jlema precedente, osser
vando che ogni sezione perpendicolnre all'asse del solido si com
pone di un intiero circolo di raggio r e di un rettangolo di lati 
2 y ed s, il primo dei quali per la sezione più bassa e per quella 
più alta diventa rispettivamente 2 a e 2 A , e che la resistenza 
all'estensione sviluppantesi in una sezione qualunque Q' l\1' è pro
dotta dal peso P, dal peso di un intiero cilindro circolare di raggio 
r e di nltezza x e dal peso della parte rappresentata in A' .l\'1' Q' D' in 
elevazione ed in l\'ll\It Q1 Q A At D t D in proiezione orizzontale, si 
trova: che il valore di r è dato da 
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1
---

r = : J i (Y- - 2 as) · 
1r n' R' ' 

che l'equazione della curva BM A è 

oppure 

e che il valore di A si ha dall'equazione 

Nl . . nz. r l e caso m cm n' R' e una razione picco a, si possono svolgere 

n x n l 
n'R' n' R' 

in serie le quantità e ed c ed avere quindi delle espres
sion i di v e di A solamente approssimale ma di facile conteggio 
pratico. 

2 7. Procedimento elementare per determinare in modo ap
prossimato un solido omogeneo di egual resistenza all'esten
sione con asse rèttilineo verticalmente disposto. -- Conside
rando il caso semplice di un solido di sezione circolare (/ìg. 2'1 ), 
e mantenendo alle lellere l,P,n, n,r,H' ed n'i signifirati che alle 
medesime già vennero attribuiti nella risoluzione del problema I 
del numero precedente, dividasi l'intiera lunghezza A ll in parti 
A (i, a' rx.", a" a"' , ... ... assai piccole ed eguali fra di loro ; e si deter
mini il raggio A C= r della hase inferiore, la quale ha per super
ficie- 1r 1'

2 (essendo 1r il noto rapporto 5,1415 ...... della circonferenza 
al diametro) , dicendo che la forza P appli cata al centro A di 
questa base deve e.ssere inferiore a CJUella çapace di prod urre la 
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rollura, per motlo che faccudo T'=P cd n= r. r~ nell'equazione 
di s~abilità che venne data al numero 18 si ha 

P=n'R'r.r2 

per equazione delerminatrice di 1·, d'onde si ricava 

T1·ovato il valore di A C= 1', si calcoli il raggio a.' !3' = r, in 
mo rlo che la resistenza all'estensione nella sezione /3' y' sia capace 
di opporsi in modo sl a h ile all'azione del peso P c del peso della 
parte di corpo E C !3' y'. Perciò, chiamaudo P' la somma del peso P 
e del peso Il r. r 2 h della p:wte di corpo EC/3' y' che in via d'ap
prossimazione si può considerare come cilindrica, e fa cendo nella 
già citala equazione di stabi lità T' =P' ed n = nr' 2

, si ottiene 

P'= n' R' r. r' 2, 

dalla quale olliensi 

·'- P' V
---

1- ~w· 

Ottenuto così il raggio a.' /3'=1·' , si passi alla ricerca del raggio 
a." !3'' = 1·" in modo che la resistenza all'estensione nella sezione 
13" y" sia capace di opporsi in modo stabile alla forza eslriuseca 

P" dala tlalliJ somma del peso P, del peso n r.~ (1·2 + r'2 + r r') 

della parte di corpo E C !3' y' considerata siccome un tronco di 
cono retto a basi ci rcolari di raggi A C= 1· ed a.' !3' = r' e di al
tezza A a.'= h, e del peso Il n r'2 h della parte di corpo y' !3' /3" y" 
risguardnta approssimativamente siccome nn ciliudro rello di r<tggio 
a.' !3' = r' e di altezza a.' a."= h; e, fallo il valore di P", si calcoli la 
lunghezza x" da assegnarsi al raggio a." !3" col porre 

Sommando il peso P col peso n n h (r 2 + r'~ + r r') della parte 
3 

di corpo EC/3'y', col peso n n[ (r'2 +r"2-j-r'r") della parte Sl\C• 
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cessi va y' 13' y" 13" considerala si{;come un tronco di cono retto a 
basi circolari di raggi rl/3' = 1" ed 11." IJ" = r" e di altezza 11.' 11." =h 
ed ancot·a col peso fin- r·"2 h della parte di corpo y" 13" !3"' y"' pet· 
appt·ossimazione supposta cilindrica, si può fare un peso P'", dedurre 
quindi il valot·e di 11."' /3"' =,_,,dato da 

V
-

"' r'" == _P __ 
n' 1r' R'' 

e così continuare colle stesso metodo a trovare quanti raggi si 
vogliono delle diverse sezioni orizzontali del solido pet· giungere 
sino a trovare il raggio B D =R della base maggiore F D il quale 
ha per valore 

V p;~-) R= -·
n' 1r R' 

essendo pcnl il peso P, più la somma dei pesi di tulle le parti di 
cot·po EC!3'y', y ' f3'/3" y",y" !3"/3'"y"' ...... considerale siccome allreL
lauti tt·onchi di coni, e più ancora il peso della parte di corpo 
y <n) f3 (n) D F supposta cilindrica e di raggio 11.(" ) fJCnJ. 

Evidentemente il metodo d'approssimazione che si è applicalo 
per risolvere il problema I del precedente numero si può anche 
applicare a risolvere il problema li e quanti altri problemi ana
loghi si possono proporre sui solidi di egual resistenza all'e
stensione. 

CAPITOLO Ili. 

Resistenza alla compressione dei so· 
lidi ad asse rettilineo~ essendo le 
fhrze estrinseche <:liret;te secondo 
i loro assi. 

23 . Fon damentali risultati d'esperienza sulla resistenza alla 
compressione dei solidi prismatici omogenei. - Allorquando un 
solido prismatico omogeneo, lateralmente libero, vi ene assoggellnlo 
all'azione di una forza estrinseca applicati:! in modo da provocare 
in ogni punto di qualsiasi sua sezion retta un ' uniforme resi ~lenza 
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alla compeessione , si verificano degli effetti differenti secondo la 
costituzione e la lunghezza del corpo. Sotto l'azione di pesi a h ba -1 
stanza g1·anùi i quali agiscono su pezzi veeticali piuttosto corti si 
verificano geneealmente i seguenti falli : che le pietre duee e com
palle, prima di ridursi in- polvere per schiacciamenlo, si dividono 
in lame verticali ; che i pri.>mi in ghisa si fendono sui bo1·di c 
tutto ul lun go della supedìcie laterale ; che le fib1·e JongilLIIlinali 
dei legni si disuniscono ; che la compressione longitudinale è ac
compagnala da una dilatazione laterale; e che la divisione dei 
pezzi in frammenti deriva da spostamenti laterali di alcune loi'O 
parti relativamente ad alcune altre. Se poi la lunghezza dei prismi 1 
che si sottopongono all 'azione di forze comprimenti è un po' con- 1 
sitlerevole per rapporto alle dimensioni delle loro sezioni rette, al l 
principio della deformazione manifestasi anco1·a compressione nc
compagnata da laterale dilatazione ; ma generalmente avvien tosto 
che l'asse dei solidi non si conserva piu rettilineo, e succede 
l'inflessione la quale hen sovent.i più della compressione longiludi
nale e della dilatazione laterale è causa della disgiunzione delle parli . 

Eaton Hodgkinson instituì delle utili esperienze sulla resisleuza 
del feno e della ghisa all a compressione, dalle quali si deduce 
analogamente a quanto si è deLLo per l'estensione: che solto l'a
zione di forze comp1·imenti non capaci di produrre lo snervamento 
nei corpi esperimentati, gli accorciamenti sono direttamente pro
porzionali alle forze comprimenti ed alle lunghezze primitive dei 
prismi compressi, ed inversamente proporzionali alle superficie 
delle loro sezioni rette ; che, oltrepassando le forze comprimenti 
quella capace di prodmTe lo snervamento, gli accorciamenti cre
scono secondo una legge sempre più rapida . 

29. Azione molecolare che si sviluppa nella sezion retta di 
un solido prismatico, omogeneo ed elastico sotto l'a?.ione di una 
forza comprimente diretta secondo il suo asse; accorciamento 
proporzionale e coefficiente di elasticità longitudinale relativo 
alla compressione. - Indicando rispettivamente con L e con .0., 
come al numero .12, la lunghezza primitiva e la superficie della 
sezion retta del prisma compresso, e chiamando 

l" l'accorciamento che il p1·isma subisce sotto l'azione della forza 
comprimente T", 

E'' un numet·o costante dipendente dalla materia tli cui il prisma 
è formato , 
Q~ la cercata azione molecolare la quale è eguale e llirettamente 

contraria alla forza comprimente T", ' 



- 6:2-
con un ragionamento in tutlo analogo a quello falto al già citato 
numero 12, ed in seguito ai risultati delle esperi enze di Ilotlgkin
son pel caso in cui non si ha snervamento (num. 28), si può sta
bi lire l'equazione fond amentale 

l" .T" L 
=E" .o. ' 

e dedurre quindi le seguenti espeessioni di Q~ 

Efl A l" 
Q - 'f" .:___ _ J_ J._ L 
2- - L (1). 

l" 
Il quoziente -C dell 'accorciamento lo l al e suhìto dal prisma alla 

sua lunghezza pl'imitiva cost itu isce ciò che chiam asi accorciamento 
J1rop orziouale, che verrà indicato colla lelleea ì..2 , e allora l'equa
zione ( 1) può essere scritta 

(Sl). 

La quantità E", che è indicata dall'equazione (2) siccome il qno-
rr'' 

ziente della forza tendente - riferi ta all'unità di snperficie di se-
.0. 

zion rella del prisma all'accorciamento proporzionale À2 , e ciò che 
dicesi coefficiente d'elasticità longitttdinale relal'Ìvo alla compressione 
pet· la mateeia componente il prisma, ed astratt amen te si può defi 
nire la forza che sarebbe capace di produrre in un prisma non 
snervato di sezione eguale all'u nità un accorciamento propot·zionale 
pure eguale all'unità. 

Sul modo di esprimet·e le quantità L, l" , .0., T" , Q2 ed E" valgon o 
le osset·vazioni già sta te fatt e relativamente al modo di esprimere 
L, l', .0., T', Qt ed E' pal'lando dell' estensione. 

Le equazioni (1) e (2) si devono ritenere come vere solamente 
fìnchè si verifica la proporzionalità delle forze comprim enti agli 
accot·ciamen ti che esse protlucono ; e)lOn bi sogna dedurre la COII

seguenza che, per trovarsi esse confermale dalle esperienze di 
Hodgl<inson sul fet·ro e sulla ghisa, si possano appl icare in modo 
l"icuro a tulli gli altri materiali . 

50. Determinazione della resistenza aìlo snervamento p er 
pressione e dell 'accorciamento proporzionale corrispondente. 
-Le esperienze sulla resistenza allo snervamenlo per pressione 
vanno insliluite sopra corpi prismatici non mollo alLi aiTinchè non 
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s' inflcU;mo; fli questi prismi si misureranno aecuralarnent.e la 
superficiè della sezion retta e la lunghezza prima di cimcntame 
la resistenza; coll'uso di 11pposite leve al.te a proli une dale pres
sioni ognot' crescenti mediante l'applicazione di pesi noli, ori 
an che coll'impiego <li convenienti macchine valevoli a dare delle 
pressioni, che gradatamente vadano aumentando, mercè l'azio ne 
idrostatica di una colonna d'acqua , si comprimeranno uniforme
mente i delli prismi su una hilse, essetHio immobile e ben appog
giata l'altra, finch è si osserva chr~ gli accorciamenti cessano di 
essere proporzionali alle forze prementi ; l'ullima pressione pro
dotta pet· cui ancora scnsibilmenLH si veriflcava la proporzionalit:\ 
degli accorciamenti alle forze prementi divisa per la snperfìc'e 
dell a sczion retta del solido rappresenta la resistenza allo sner
vamento per pressione riferita all'unità di snperflcie; e l'accorcia
men lo verificatosi nel solido solto l'nione de ll 'ullima delta pres
sione diviso per la lunghezza del solido stesso è l'accorciamento 
proporzionale corrispondente. Dividendo poi , come risulta da ll a 
equ azione (2) del numero precedente, la resistenza allo snerva
mento per pressione riferita all'unità di superficie per l'acco rcia
mento proporzionale corrispontlenl:~ si ha il morlnlo cl'elas licità lon
gitu cl;n::J ie relativo alla compressione. 

Nel fare qnesle esperienze sulla compressione convien osservare, 
per rappot'to alla misura degli accorciame'nti , all ' immob ilit à el ci 
ritegni, Cll modo di applicare i pes i che fanno accrescere le pres
sioni eù alla direzione della forza premente, quanto si è dello al 
nu mero 15 parlando della resistenza allo snervamento per tra
zione, relillivamenle alla misura clegli allungamenti, alla fermezza 
dei ri tegni, al modo di far agire i pesi tendenti ed alla risultante 
dell e forze destinate a produrre l'esteusione. Se poi i pezzi clt e 
si esperimentano sono nn po' lunghi, hi~ogna contenerl i conlro 
robuste guide, a1Iinchè non succeda inflessione, avendo cura eli 
ben ungerle per dimitt"uire l'allrilo c eli hallerle ~li tanto in Lnnto 
oncl e dimi nuire l'aderenza. 

J~e esperienze di Hodgkinson sul fert'o e sulla ghisa hanno por
ta to alle seguenti conclusioni : 

1° Che la resistenza allo snervamenlo per pressione è nel 
fetTo di buona quillità di 14 a 18 chilogrammi per mi ll imetro 

~ qu adrato, che il coefficiente d' elasticilit longiludinale relativo 
alla compress ione è un po ' minore di quello relativo all'estensione, 
e che quello è dai 'i 7/20 ai 4/5 di questo ; 

2° Che la resistenza allo snervamento per pressione varia 
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nella ghisa da 12 a f 5 chilogrammi per millimelt·o quadrato, e 
che il coefficiente d'elas ti cità lon gi l.udinale rel ativo alla compres
sione è solo di pochi centesimi inferiore a quello re lati v o alla 
compressione ; 

5" Che, tanto sul feno quanto sulla ghisa, anche piccole 
pressioni danno luogo ad un accorciamento permanente, ma che 
questo non è che una piccola ft·azione dell'accorciamento totale; 

4" Che, fino al punto in cui non ha luogo snervamento, pet· 
eguali pressioni su pezzi in ferro ed in ghisa di irlentiche dimen
sion i, quelli si accorciano assai meno di questi , la qual cosa si 
vede anehe facilmente ri cavand o coll'equazione (2) del numero 29 
i valo!'i degli <wcorciamenti proporzionali rlietro i dati va lori dell e 
resistenze all o snervamento e dei c~ oefficienli di elas ticità longitu
dinale relativi alla compressione. 

Si può quasi dire che il feno e là ghisa sono i soli materiali 
da coslmzione pet· cui si co noscono le resistenze allo snervamento 
per pressione ed i relativi coefficienti di elasticità longitudinale, 
giacchè le poche esperienze che fin ora venn ero instituite su allri 
materiali non hanno anco ra portato a concludenti risultati. 

51 . Condizione ed equazione di stabilità, dedotte dalla resi
stenza allo snervamento, per un solido prismatico omogeneo , 
elastico e che non può inflettersi sotto l'azione di una forza 
premente diretta secondo il suo asse. - Essendo 

'f" la forza premente il pri sma e di retta seconllo il sno asse, 
Q" la resistenza allo snervamento pet· pressione riferita all 'unità 

di superficie della sezion relta del prisma stesso, 
E" il coeffici ente di elasticità longitudinale relativo alla com-

pressione, , 
.0. la superfi cie della sezion rella del prisma compresso, 
m" un coefficiente di stabilità il cui valore suolsi gen ~ra lrnente 

assumere non maggiore di 1/2, principalmente quanqo traltasi di 
corpi metallici, 

>.." l'accorciamento proporzio nal e corrigpondenle allo snervamenlo 
per pressione , 
e ragionando precisamente come si è fallo al numero 14 pal'land o 
dell'estensione, si deduce che la condizione eli stabilità è 

T" < Q" n, 

e quinrli l'equazione <li stabilità risulta 

T" = n~" Q" .0. , 
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o ancora, per essere Q"== E" ì..", 

T"== 1n" E" .o. ì..". 

52. Dato fondamentale d'esperienza sulla resistenza dei so
lidi prismatici ed omogenei alla rottura per pressione. - Que
sto dalo fondamentale è precisamente come quello che si è citalo 
al numero 1 ti parlando della trazi one, ed il suo enuncia to è il 
seguente : nei cot·pi prismalici le resistenze alla rottura per pres
sione, le quali resistenze sono eguali alle forze estrinseche direlle 
secondo gli assi dei prismi, le quali stanno per immediatamente 
produrre la rollura, sono proporzionali alle superficie delle loro 
sezioni relle. 

55. Resistenza dei solidi prismatici ed omogenei alla .rot
tura per pressione. - Siano : 

.O. la superficie della sezion retta del prisma pel quale vnolsi tt·o
vat·e la resistenza alla rottura per pressione; 

R~ la resistenza che il prisma oppone ad essere rotto per pt·es
sione, la qual resistenza è da ritenersi siccome equivalente ad una 
forza eguale e direttamente contraria alla forza permanente T" 
sotto la quale la rottura sta per manifestarsi ; 

R" un coefficiente costante dipendente dalla materia di cui il 
pris~a è formato ; 
in virtù del fondam entale risultato d'esperienza di cui venne falla 
citazione nel preeedenle numero, si ha l'equazione 

R~ ==T"== R" .O.. 

· II numero R", che taluni chiamano coefficiente di rottura per 
pressione, siccome lo indica l'ultima equazione, non è altro che il 

quoziente ~2, ossia la resistenza alla rottura per pressione riferita 

all'unità di superficie. Facendo poi in detta equazione .0.=:1, si 
deduce che R" si può definire quella forza premente la quale è ca
pace di prodmTe la rottura per pressione, oppure di cimentat·e la 
resistenza alla rottura per pt·essione, in un prisma di sezione eguale 
all'unità e fo!'mato della stessa materia di quello pet· cui si cerca 
la resistenza alla roltura. 

54. Determinazione della resistenza alla rottura per pres· 
sione nei corpi prismatici ed omogenei. - Sottoponendo il corpo 
di cui vuolsi conoscerP la resistenza alla rottura per pressione al
l'azione di una potente macchina la quale con intensità ognor cre
scente sia capace di produrre su una delle sue basi delle pres~ 

L'ARTE DI FABBRICARE Resistenza dei materia./i , ecc. - 5. 
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sioni note dirette secondo il suo asse senza che il corpo s'iufletla, 
ossia operando in modo analogo a quello brevemente indicato al 
numero 50 parlando della resistenza allo snervamento pet· pres
sione, finchè si trova la più piccola delle pressioni che è capace di 
produrre la rottura, e dividendo questa per la supertìcie primiti va 
della sezion retta del pl'isma esperimentato, si ottiene nel quoziente 
la resistenza alla rottura per pressione riferita all'unità di super
ficie. - l\'Jolte esperienze vennero fatte pet· determinat·e questa 
resistenza, ed immediat amente se ne riferiseuno i principali ri sultati 
pei legnami, pel ferro, per la ghisa, per le pi etre e per le malte. 

Dalle espet·ienze di Rondelet, di Hodgkinson, di Rennie, di Gau
they e di Tredgold si deducono le seguenti conseguenze sulla re
sistenz-a dei legnami alla rottura per pressi one : 

1" Che, quasi analogamente a quanto si è detto sulla resi
sténza dei legnami alla rottura per trazione, anche la loro resi
stenza alla rottura per pressione varia coll'essenza, colla densit à, 
colla provenienza, colla locali tà in cu i sono cresciu Li, coll'età e 
persino coll'appartenere a questa o a quell'altra parte di un mede
simo albero ; 

2° Che i legni secchi presentano maggior resistenza alla rot
tura per trazione di q~telli meno seechi ; 

5° Che pei legnami allo stato ordinal'io di essiccamen to, i 
quali possono essere impiegat i nelle costruzioni, varia la detta re
sistenza da 1,5 a 6,5 chilogrammi per ogni millimetro qua <Irato 
allorquando sono essi compressi nel senso delle fibre, ed allor
quando la loro altezza non eccede otto o dieci volte il loro spes
sore; 

4° Che la quercia ed il larice rosso allo stato di essiccamento 
ordinario presentano presso a poco la medesima resistenza allo 
schiacciamento, ossia alla rottura pc t· press ione , ma che la res i
stenza di questo non sembra aumentare co!l'essiecarnento, mentre, 
per contro, quella della quercia diventa più considerevole, ci ò che 
nelle costruzioni permanenti ed in siti ascintti rende preferibile la 
quercia al larice ; -

5° Che la res~stenza allo schiacciamento è generalmente mng
giore quando si comprimono i pezzi di legno nel senso delle fihre 
anzichè in senso .acl esse normale. 

Per quanto conceme alla resistenza del ferro e della ghisa alla 
rottura per pressione, si possono sta]Jil ire i seguenti dati generali 
dedotti principalmente da esperienze di Rondelet c. di Hodgkinsou : 

l o Che i pezzi prismatici in ferro compressi n~l senso del loro 
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nsse, non tr·attenuti da apposite guide e non rinforzati cla conve
nienti membri di consolidamento possono infleltcrsi allorquando 1a 
loro altezza supera il triplo della loro grossezza; 

2" Che la resistenza alla roi.Lura è mediamente nei pezzi in 
ferro i quali non possono inflettcrsi eli 25 chilogrammi per ogni 
millimetro quadrato della loro sezion rella; 

5" Che i pezzi prismatici di ghisa compressi nel senso del 
loro asse presentano presso a poco la medesima resistenza allo 
schi acciameuto per unità di superficie finchè la loro altezza è com
presa fra una volta e quattro o cinque volle la . loro grossezza, ma 
che al di là di questa proporzione la resistenza diminuisce cre
scendo l'altezza; 

4" Che la resistenza della ghisa alla rottura pet· pressione 
varia da 65 a 94,5 chilogrammi per ogni millimetro quadrato di 
sezion retta nei prismi cor.. altezza non eccedente il quadruplo o 
t ullo al più il quintnplo della lo ro grossezza, c che la resistenza 
della ghisa alla rottura per pressione è circa da 5 a 7 volte la sua 
resistenza alla rottura per trazione. 

Per quanto concerne alla resistenza delle pietre e delle mura
ture alla rollura per pressione, ecco quali sono i generali risultati 
che si dcdncono da esperienze di Rondelet, di Vicat e di alcuni 
altri sperimentatori: 

1 • Che le qualità fisiche delle pietre, come sono la durezza, la 
densità, il colore, non possono servire di sicuro indizio per giudi
care della resistenza rispettiva; 

2" Che in una medesima cava le pietre cosi iluen ti il cappellac
cio, ossia le pietre provenienti dagli strati superiori, sono meno 
dense e meno resistenti di q~elle che si tolgono dal mezzo ; 

5" Che, per una stessa qualità di pietre, presentano maggior 
resistenza quelle che hanno forma cubica, ma che le variazioni di 
resistenza sono piccole finchè l'allezza è minore di 12 volte la 
grossezza ; 

4" Che le pietre in generale si accorciano pochissimo solto 
l'azione di forze prementi; 

5" Che i sostegni in pietra composti eli più pezzi sono meno 
resistenti de' sostegni di eguali dimensioni ed in un sol pezzo ; 

6" Che le resistenze delle pietre, dei laterizi e delle malte 
alla rottura per pressione variano fra limiti assai lontani, come 
chiaramente apparirà dalla tavola posta alla fine di queslo numero; 

7" Che l'azione di comprimere le terre nella fabbricazione dei 
laterizi notevolmente aumenta la loro resistenza ; 
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u· Che è pure favorevole alla resistenza l'azione di battere i 

cementi ; 
9" Che le opere murali non presentano la massima resistenza 

alla rottura per pressione appena costrutte, ma sibbene dopo un 
tempo anche considerevole, ossia quando le malle hanno ben fatto 
presa e che hanno acquistata quella coesione che si può conside
rare come finale (num. 17) ; 

1 o· Che la resistenza alla rottura per pt·essione è general
mente nelle pietre e nei cementi assai maggiore della loro resi
stenza alla rottura per trazione. 

Nell'intento di completare quanto in modo generale si è dello 
sulla resistenza alla compressione, si aggiunge un quadro numerico, 
nel quale pei principali materiali impiegati nelle costruzioni tro· 
vansi registrati i pesi rnedii in chilogrammi del loro decimetro 
cubo, e le resistenze alla rottura pure in chilogrammi riferite al 
millimetro quad'rato della sezion retta dei coqJi prismatici, sui quali' 
vennero instituite le esperienze : i dati di questo quadro nou si 
devono ritenere come assoluti, ma solamente come numeri meùii, 
a cui il costruttore può affidarsi tullavolta che non è il caso di 
istituire delle esperienze dirette sui mater'iali che deve impiegare. 

INDI CAZIOi\'E DEl CORPI 

Abete bianco. 
Abete giallo . 
Betulla. 
Cedro . . . 
Faggio . • . 
Frassino • . 
Larice rosso . 
Olmo •• •. 
Ontano. . . · . 
Pino silvestre . 
Pioppo . . . . 
Pomo selvatico . 
Prugno . . . 

LEGN.lMI 

Pruno . . . . . . . . . • . . 
Quercia allo stato d'essiccamento ordinario 
Quercia assai secca . . . • . • . . 

Ferro . . • 
Ghisa grigia . 
Ghisa bianca . 

METALLI 

PESO 

~ e l 

~ ccimctro cubo 

Cg 
0,50 
0,67 
0,70 
O,fìO 
0,8:J 
0,75 
0,70 
11,73 
0,60 
0,58 
0,40 
0,7 5 

0,85 

7,77 
7,20 
7,50 

Il ES I STENZA 
alla rottura 

per vression e 
riferita al 

1 
millimetro quadr• 

Cg Il 
1,50 
2,25 

l 
2,50 
3,99 
5 , 4 ~ 

l 6,1 o 
4,50 

l 2,00 
4,00 
1,90 

l l ,70 
4,5 fì 
2,57 l 
5,79 

l 
4,25 
6, 50 

25,00 
70 ,00 
94,00 
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Iì\' DI CAZIONE DEl CORPI 

PIETRE NATURALI 

Calcari t.en Pri. 
Calcari mezzani . • 
Calcari duri . . . . . . . . 
Marmo di Candoglia sul Lago maggiore 
Marmo bianco di Carrara . . . 
Marmo nero di Varenna sul Lago di Como 
Marmo di Genova 
Marmo turchino di Genova . 
Marmo bianco venato presso Carrara 
Pie l re si l ieee tenere. 
Pietre si licee mezzane 
Pietre silicee dure . .• 
Granito bigio di Montorfano sul Lago maggiore, 

e di Alzo sul Lago d'Orta 
Granito rosso di Baveno. 
Granito della Riva di Cbiaveuna sul Lago di Como 
Granito della Balma presso Biella. 
Puddinga, o ceppo di Brambate sull'Adda . 
Pietra arenaria di Viganò 
Pietra (la Viggiù 
Ceppo gentile, o puddinga a grana fina nel Mila· 

nese. 
Beola sul Lago maggiore. 
Pietra argillosa di Firenze . 
Pietre vulcaniche tenere . 
Pietre vulca niche mezzan e . 
Pietre vulcaniche dure 
Pietra pomice 
Tufo di Roma 
Lava tenera di Napoli 
Lava grigia di Roma ( peperino) . 
Lava di Napoli (piperno) 
Basalti. 

MATTONI 

Mattoni crudi 
Mattoni poco cotti (a/basi) 
Mattoni cotti a giusto grado (mezzanelli) 
Mattoni il cui grado di cottura oltrepassa di un 

poco il giusto grado (forti) . 
Mattoni troppo cotti (ferrio/i) 

MALTE E C EMENTI 

Malta comune di calce grassa e sabbia che da 
poco ha fatto presa . . . . . . . 

Malta di calce mediamente idraulica e sabbia che 
da poco ba fallo presa . . . . . . . . 

Malta di calce eminentemente idraulica e sabbia 
che da poco ba fatto presa . 

Prso 
del 

<lecimelro cubo 

Cg Cg 
1,40 a 2,20 
2,20 2,60 
2,60 2,90 

2,70 
2,71 
2,72 
2,70 
2, 7t 
2,72 

UO a 2,20 
2,20 2,60 
2,60 2,90 

2,66 
2,60 
2,62 
2,75 
2,22 
2,21 
2,23 

2,30 
2,6 1 
2,t6 

0,60 a 2,20 
2,20 2,60 
2,60 2,95 

0,60 
1,22 
1,72 
1,97 
2,61 
2,95 

2.09 
2,17 

2,10 
f ,56 

1,70 

RFSI STEN7..\ 
alla roltma 

per pressione 
riferita al 

millimetro qua d r• 

Cg Cg 
0,110 a t ,30 
f ,30 3,00 
3,00 5,00 

3,00 
3,20 
3,40 
3,60 
6,00 
6,50 

0,04 a 0,90 
0,90 4,20 
4,20 8,00 

6,80 
6.~0 
7,90 
8,00 
1,(10 
1,40 
1,50 

2,50 
5,111 
4,20 

0,34 a 2,30 
2,30 5,90 
5,90 20,00 

0,3 4 
0,57 ' 
f ,60 
2,'28 
5,92 

20,00 

0,33 
0,40 
0,60 

0,70 
f ,50 

0,19 

0,74 

f ,4 4 
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P . l RES I STENZ~ ESO 21la rollura 
del per· prcssi®e 

. . riferita al 
decunetro cubo l mi llimetro quadro 

INDICAZIONE DEl CORPI 

1--------------·-·-----------------~-------~~--------

MALTE E CEniENTI 

Malta in parti eguali di cemento di Vassy e sab; 
bia dopo 15 gioru i d'indurimento. . . . . 

Malta di calce grassa e sabbia dopo 18 mesi d'in
durim ento . 

La stessa malta, ma bai tuta 
~blta di calce grassa e coccio dopo 18 mesi d'in

dnrimento. 
La stessa malta, ma batluta. 
Malta di calce gr·assa e di pozzolana di Roma o 

di Napo li , dopo 18 mesi d'indnrimenlo. 
Gesso impastato con acqua. 
Gesso impas tato con latte di calce. 
Gesso impastato dur·o. 

l. 
CalL:estruzzo fatto con buona malta idraulica dopo 

18 mesi d'indurimento . • . . . . . . 

Cg Cg 
1,65 1,36 

1,63 0,:'10 
1,89 0,4 1 

l ,46 0,4 7 
1,66 C,65 

1,4G 0,57 
1,57 0,50 

0,7~ 
l ,40 0,90 

2,20 0,48 

' 

L'ispettore del Genio civile ingegnere Carlo Noè, direttore gene
rale tecnico dei lavori del Canale Cavour, per mezzo degli ingegneri 
Giovanni Pastore e Cesare Thoyez applicali all 'Ufficio di direzione 
di eletti lavori , fece instituire apposite esperienze sulla resistenza 
alla r·ottura pet· pressione dei mattoni t]i diversa provenienza che 
vennero poi impiegati nell 'eseguire la gran diosa impresa, ed i risul
tati di queste esperienze trovansi mediamente r iassunti nella se
guente tavola, in cui le resistenze, come al solito, trovansi riferite 
al millimetro quadrato. 

'"'"'"' 
PROVENIENZA DEI MATTONI QUALITA' DEI MATTONI 

~~-~ 
~ ~~ 
w=L.o 

"""'" "" . 
j Cg 

Mattoni mezzanelli . 0,76 

Fornaci della cascina Arizza presso Chi· 
Mattoni forlì. 1,00 
Mattoni mezzan elli per volti. 0,76 vasso . Mattoni forli per volti. 1,14 

Fornaci dì Castelrosso nel territorio di 

l 
Mattoni per volti ·J,;;2 Chivasso . 



PROVENIENZA DEI MA'l'TONI 

Fornaci della Torrazza 

Fornaci di San Giacomo. 

Fol'11aci di Lamporo 

-7l-

QUALITA' DEI MATTONI 

l 
1 Mattoni mezzanelli . 
l Ma tloni forti. 
l Mattoni quasi ferrioli . 

l Mattoni mezzanelli per Yolti. 
Mattoni forti per vòlti. 

Mattoni per volti 

Mattoni per Yolti 

Fornaci di San Giovanni in territorio di Mattoni forti . 

l 

Mattoni mezzanelli . 

Tronzano. Mattoni ferri oli . 

'Fornaci della cascina del Cavallo in ter- Mattoni forti ! Mattoni mezzanelli . 

ritorio eli Tronzano Mattoni ferrioli . 
l 

Fornaci di V.etll.·gn.è i.o te.t'l'i.tor.io d. i S. an-. J Mattoni mezzanelli . . 
tbià 1 Mattoni forli . 

l 

Fornaci e a u 1raue a m terntorto 1 Mattoni forti. . . . d 11 ,1. '· 11 . . . d'l Mattoni mezzanelli . 

Casanova Mattoni ferrioli . . 

Fornaci di Villarboit . l Mattoni forti • 

Fornaci della cascina Cerotta in terri- 1 Mattoni mezzanelli • 
torio di Biandrate l Mattoni forti . 

l 
Fornaci di Camiano in territorio di No-~ Mattoni me~zanelli. 

vara . . . . . . . . . . Mattoni forti . 
l 

Fornaci del Tercloppio in territorio di l Mattoni mezzanelli . 
Novara ( Mattoni forti . 

l 

...,.,., 
l N~c 

Z3.3 
tzil..,_j ,,., 
i-O~ 
~,_;: 

~~~ ., 

c~ 
0,\!6 
1,18 
1,4 t 
1,43 
2,00 

1,-H 

t ,5.1 

o.~() 

0,65 
1,53 

0,48 
O,G2 
1 ,r. o 

o,sn 
1' l~ 

1,11 
1,59 
1,() 1 

0,9() 

0,79 
0,90 

0,71 
1,07 

0,6G 
0,80 

55. Resistenza alla rottura per pressione nei corpi prisma
tici ed omogenei allorquando, a motivo della loro altezza, sono 
soggetti ad inflettersi. - Parlando della flessione si tratterà l' ar
gomento della resistenza dei prismi che, per la considerevole loro 
altezza, sono soggetti ad iufletlersi prima di rompersi sollo l'azi one 
di una 1lala forza premente diretta secondo i loro assi. lntanl(l, 
paghi di risolvere il problema con sufficiente approssimazione pei 
casi ordinarii della pratica, si daranno dei coefficienti di riduzione 
cÒnfermati utili dall'esperienza , pei q n ali bisognerà dividere le 
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resistenze corrispondenti all'ipotesi della rottura non prer.edula da 
flessione, delle quali resistenze per pat·ecchi materiali si riporta· 
rono i valori nel precedente numero, onùe avere le resistenze con
venienti ai diversi casi in cui può esset·vi flessione prima della 
rollura. 

L'idea dei coefficienti di riduzione è dovuta al Rondelet, e nella 
tavola che segue sono riportati quelli che ùa molli pl'atici vengono 
adottali pei sostegni in legno, in ferro ed in ghisa. 

LEGNAMI FERRO GHISA 

-
Rapporto Coefficiente Rapporto Coefficiente Rapporto Coefficiente 

dclt 'al lCzza di dell'altezza di dell'altezza di 
a !la grossezza riduzione alla grossezza riduzione alla grossezza riduzione 

10 1 3 l 1 5 1 
15 1,2 12 1,2 12 1,2 
20 1,5 24 l 2 24 2 
25 1,9 36 3 36 3 
30 2,-1 48 6 48 6 
35 3,1 60 12 50 12 
40 4 
45 5 

l 50 6,8 
~o 12 

L' uso della precedente tavola è della massima semplicità. Trat
tandosi, per eselllpio, di trovare la resistenza alla rottura per pres
sione di una spranga prismatica in ferro a sezione retta rettan
golare coll'altezza eguale a 56 volle il lato minore della sua base, 
si va a cercare nrlla tavola numerica del numero 54 la resistenza 
del ferro allo schiacciamento e si trova 25 chilogrammi per milli
metro quadrato ; nella tavola dei coefficienti di riduzione pel ferro 
e pel rapporto dell'altezza alla grosse zza eguale a 56 si cerca il 
coefficiente di riduzione corrispondente che è 5; si divide la resi
stenza espressa da 25 chilogrammi pel coefficiente 5 e si trova 
che chilogrammi 8,55 esprimono approssimativamen te la resistenza 
alla rottura per pressione della spranga proposta. 

Quando il rapporto dell'altezza alla grossezza del prisma di cui 
vuolsi valutare la resistenza non è uno di quelli contenuti nella tavola, 
si può trovare il coefficiente di riduzione, che va abbastanza bene pel 
rapporto proposto, col metodo delle parti proporzionali. Così, trat
tandosi di un prisma in ferro per cui l'altezza è 19 volte la gros
sezza, si osserva che il rapporto 19 sta fra i rapporti della tav-ola 
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-12 e 24, che .19 supera i2 di 7 unità, che f2 e 24 differiscono 
di i 2 unità e che i coefficienti di riduzione t ,2 e 2 corrispondenti 
ai rapporti della tavola t 2 e 24 presentano la differenza 0,8 ; e si 
deduce la quantità x, di cui si deve aumentare il coeffi eienle t ,2 
corrispondente al rapporto t 2 per avere il coeffici ente che corri
sponde al rapporto 20, col porre 

0,8 x 7 
{f == 12 == 0,4 7' 

per modo che il coefficiente di riduzione domandato sarà 

1,2 + 0,47 == 1,67. 

Per quanto concerne ai sostegni in pietra si ritengono le resi
stenze date nella tavola del precedente numei'O finchè l'altezza non 
è maggiore di t 2 volte la grossezza. 

56 . .Formole empiriche di Hodgkinson per trovare la resi
stenza alla rottura per pressione nei sostegni prismatici in legno 
ed in ghisa. - Eaton Hodgkinson ha dato delle formole empiriche 
per calcolare la resistenza alla rottura per pressione delle colonne 
in legno a sezione quadrata ed a sezione rettangolare , partendo 
dall'ipotesi che della resistenza sia proporzionale alla quarta po
tenza del lato della sezione quadrata eri inversamente proporzio
nale al quadrato dell'altezza nelle colonne a base quadrata, e che 
invece nelle colonn e a sezione rettangolare sia proporzionale al 
prodotto del lato maggiore pel cubo del lato mi~ore della sezione 
rellangolare ed inversamente proporzionale al quadrato dell 'altezza. 
Chiamando pertanto 

a il lato della sezion l'ella di una colonna a base quadrata ; 
b il lato maggiore della sezion rett a di una colonna a base ret-

tangolare, 
c il lato minore, 
h l'altezza della colonna, 
R~ la resistenza alla rottura per pressione, 
a: un coefficiente numerico variabile colla qualità del legname 

costituente la colonna, 
ha posto le formole: 
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per le colonne a sezione quadrata, 

per le colonne a sezione rettangolare. 
Instituendo poi delle esperienze sopra colonne di dimensioni 

note venne a dedurre a in seguito alla conoscenza di a, b, c, h ed R2 • 

Supponendo i lati a, b e c espressi in centimetri, l'altezza h in 
decimetri e la resistenza R2 in chilogrammi, si può ritenere che 
i valori di a pei legnami che più di frequente si impiegano nelle 
costruzioni per fare delle colonne siano i seguenti: 

Per la quercia forte . 
Per la quercia debole. 
Pel larice rosso e pel pino resinoso 
Per rabete bianco e pel pino giallo 

a== 2565 
a== 1800 
~ == 2142 
~==1600. 

Le esperienze che Hodgkinson ha instituito sulla resistenza alla 
rottura per pressione dei sostegni in ghisa sono mollo più nume- . 
rose di quelle che Io stesso esperimentatore fece sui sostegni in 
legno ed ha da esse desunte . delle formole empiriche, le quali con 
sufficiente esattezza rappresentano l'assieme dei risultati ottenuti 
pei sostegni a sezioni circolari, piene e vuote , in cui l'altezza è 
compresa fra 25 e 120 volte il diametro. Queste formole, ridotte 
per servire alla sostituzione di misure metriche e chiamando 

d il diametro di una colonna piena espresso in centimetri, 
d' e d" i diametri esterno ed interno di una colonna vuota pure 

espressi in centimetri, 
h l'altezza della colonna data in decimetri, 
R2 la resistenza alla rottura per pressione espressa in chilo

grammi ed 
~ un coefficiente numerico, 

sono : per le colonbe piene 

. -per le colonne vuote 

d'3 6 d"3 6 
R2 ==~ , ;:7 , 

L , 

Hodgkinson ha adottato un coefficiente numerico diYerso nei due 
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casi delle colonne piene ·e t! elle colonne vuote; la differenza però 
è assai debole e, ad imitazioue di quanto già fece illVIorin nell 'uno 
e nell'alteo caso, si può assumere il coefficiente a = 10676. 

Trovato il valore di R2 si trova quello eli R", ossia la resistenza 
alla rottura per pressione riferita all'unità di superficie, facendo il 

quoziente ~, essendo .0. la superficie della sezion retta del so

stegno. 
57. !:.,ormole empiriche di Love per tr~vare la resistenza alla 

rottura per pressione nei sostegni cilindrici in ferro ed in ghisa. 
- L'i ngegnere Love, in una sua memoria sulla resistenza del ferro 
e della ghisa , ha proposto delle formole di facile maneggio nel 
calcolo della resistenza alla rollura per pressione pei sostegni ci
Jindriei a sezione piena in ferro ed in ghisa, e le quali con suffi
ciente esallezza per la pratica rappresentano i risultati delle espe
rienze di Hodgkinson, ullorquando vengono applieate per sostegni 
in ghisa di buona qualità, ossia a grana fina, poco carburata ed 
omogena nella frattura. Chiamando 

d il diametrl> del sostegno espresso in centimetri, 
h la sua altezza anche in centimetri, ed 
R2 la resistenza alla rottura pr-t· pressione espressa in chilo

gramm i, 
le formole di Love si riducono : pel ferro a 

9,!500 d4 

R2 = 'l 973 d2 + O 00064 h2 

' ' 
('\) ; 

per la ghisa a 

7500 d4 

R2 = 1846 d2 +O 0043 h2 

' ' 
(2). 

Conosciuto il valore di R2 si deduce quello di R", ossia la resi
stenza alla rottura per pressione riferita all'unità di superficie, pro
.cedendo come si è indicato nel precedente numero . 

53 . Influenza del numero dei pezzi sulla resistenza dei prismi 
in pietra alla rottura per pressione. - Rondelet, avendo sovrap
posti tre cubi di 5 centimetri di lato, ha trovato che la r esistenza 
et·a ridolla ai 2/5 circa di quella che presentava ciasc uno dei cubi; 
ma Vicat attribuisce la maggior parte della diminuzione di resi
stenza osservata da Rondolet all'influenza dell 'imperfetto pareggia
mento delle superficie di giunto ed alla mancanza di malta, la quale 

• 
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avrehhe di mollo fallo spnrire l'inconveniente rimarcato dal celebre 
costruttore, ed in appoggio 1lella sua opinione cita diverse esperienze 
fatte su prismi dì gesso, pei quali ha trovato che, essendo rappre
sentata dall'unità la resistenza di un prisma monolite di altezza h, 
quelle dei prismi composti di più pezzi sovrapposti secondo facce 
piane normali agli assi dei prismi medesimi erano: 

0,950 per due pezzi con un'altezza totale h; 
0,36f per quattro pezzi con un'altezza totale '2h ; 
0,334 per otto pE-tZzi con un'altezza totale 4h. 

In seguito di questi risultati ha dedollo Vicat che la suddivisione 
di un sostegno in islrati, ciascuno dei quali sia monolite, non debha 
sensibilmente diminuire la sua resistenza alla rottura per pressione 
quando le superficie d'appoggio siano ben apparecchiate e quando 
siavi interposizione di malta per correggere i piccoli difetti di taglio; 
ma contemporaneamente ha fallo osservare non essere così la cosa 
quando, e~sendo verticale la forza premente, i diversi pezzi presen
tano delle superficie di giunto verticali invece di presentare delle su
perficie di giunto orizwntali. 

59. Resistenza dei corpi cilindrici impiegati come rulli alla 
rottura per pressione. - · Poche ed incerte esperienze vennero 
finora instituite sulle resistenze dei corpi cilindrici impiegati come 
rulli e premuti fra due piani orizzontali. Vicat in seguito ad alcune 
sue ricerche ha cledollo che queste resistenze sono proporzionali 
ai prodotti degli assi dei cilindri pei diametri, d'onde deriva: che 
nei cilindri simili stanno esse resistenze come i quadrati dei dia
metri; che nei cilindri aventi assi eguali stanno come i diametri ; 
e che nei cilindri dello stesso diametro stanno come gli assi. 

Indicando poi con R2 la resistenza allo schiacciamento per un 
cubo compresso normalmente e nel mezzo di una sua faccia , pare 
che sia espressa da 0,5f 6 R2 la resistenza del cilindro della stessa 
sostanza inscritto a questo cubo ed impiegato come rullo. 

40. Condizione ed equazione di sta]?ilità , dedotte dalla re
sistenza alla rottura, per un solido prismatico ed omogeneo sot
toposto all 'azione di una forza premente diretta secondo il suo 
asse. - Chiamando 

T" la forza premente il prisma e diretta secondo il suo asse, 
R" la resistenza alla rottura per p1·essione riferita all 'unità di 

superficie della sezion retta del prisma stesso, 
.0. la superficie di della sezion retta, e 
n" un coefficiente di stabilità, 
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siewme per la stabilità la forza T" 11011 deve produrre la rollnra, 
ossia non deve vincere la resistenza R" .n, si avrà 

T" < R" .n 

per condizione di stabilità, e 

T" == n" R" n 

per equazione di stabilità. 
Il valore del coefficiente di stabilità n" suolsi generalmente as

sumere: 1/1 O pei legnami , per le pietre e per le muralnre falle 
con grossi pezzi e con pezzi di forma regolare; . 1/6 , e qualche , 
volta anche 1/4, pei metalli; 1/15, ed anche 1/20, per le muratlll'e 
formale con pezzi inegolnri e con pezzi piccoli. 

Evidentemente la quantità che ai numeri 56 e 57 si è indicata ' 
con R2 rappresenta la resistenza di un prisma alla rottura per lH'es
sione riferita all'intiera supedìcie della sezion rella, e quindi si ha 
la relazione 

41. Uso delle equazioni di stabilità relative alla compres
sione. - Le equazioni di stabilità che vennero dedolle ai numeri 
51 e 40 parlando della resistenza alla compressio11e, analogamente 
a quelle che vennero date ai numeri 14 e 13 tratlando l'argo
mento della resistenza all 'estensione, si prestano principalmente 
alla risoluzione dei due seguenti problemi pratici: 

1" Trovare a qual forza premente T" si può ass(Jggettare un 
corpo prismatico ed· omogeneo del quale si conosce la superji'cie .0. 
della sezion 1·etta; 

2" 1'1·ovare la superficie .0. della sezion retta da assegnarsi ad 
un co1po prismatico omogeneo che deve andar sottoposto ad una data 
forza premente T". 

Le equazioni di stabilità che vennero dale al uumero 51 servi
rebbero rispellivamente pei casi in cui si conoscessero la resistenza 
allo snerva mento per pressione ed il coefficiente d'elasticità E" uni
tamente all 'allungamento proporzionale À", mentre quella 1ata nel 
precedente numero conviene pel caso in . cui si conosce la resistenza 
alla rottura per pressione. 

42. Applicazione delle equazioni di stabilità relative alla 
compressione al caso dei corpi non prismatici , ma ad asse 
rettilineo. - Vale in questo caso un'osservazione i'n tutto analoga 
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·a quella che venne fatta al numet·o 20 parlando dell'estensione ; 
e nell 'applicare la prima delle equazioni di stabilità che ven
nero date al numero 31 oppure quella che si è stabilita al nu
mero 40, si ponà per .!l la superficie della sezione pericolosa, la 
quale supedìcie è: quella della più piccola sezion normale all'asse 
del solido compresso quando è qnesto omogeneo ; quella per rap
por to all a quale ha val or massimo nell'estensione del corpo il coeffi
cien te di s tab ilità, ossia il quoziente della forza premente pel' la 
resistenza all o snervamento o alla rottura per · pressione ad essa 
corrispondente (num. 31 e 40) quando queste resistenze variano 
da nna sezione all'altra. 

Hod gki nson po i dalle esperienze che ha instituito sopra colonne 
in ghi:,;a venne. a co 11 chiudere: che nelle colonne a dimensioni egna li 
In r es istenza aJ] a roltura per pressione è pressochè tre volte mag
giore qu ando le estremità sono piatte e perpendicolari all' asse che 
allorquando sono arrotondate; che il rigonfiamento, ovvero l'an
mento di diame tro delle colonne verso il mezzo della loro lun
ghezza le r ende un po' più resistenti di quello che sarebbero qna
lora avessero sezione costante ed eguale a quella che effettivamente 
hanno dove questo rigonfiamento non esiste; e che questo accre
scimento di resistenza giunge da 1/7 ad 1/8. 

43 . Applicazione delle equazioni di stabilità relative alla com
pressione al caso dei corpi ad asse rettilineo verticalmente di
sposto, tenendo anche conto dei loro pesi.- Salvo il caso che il 
solido proposto sia di egual resistenza alla pressione (la qual cir
costanza per ora si esclude), se oltre dell'azione della forza pre
meute vu olsi anche tener conto del peso del corpo stesso, evidente
ment e la resis tenza alla pressione riferita all'unità di superficie varia 
da una sezi one all'altra; e, per conveuienlemente applicare al caso 
di corpi omogenei o la prima delle equazioni di stabilità che ven
nero date al numero 31 oppure quella che si è· dala al numero 
40, bisogna mettere in esse quel valore particolare di .n che cor
rispond e a quella sezione in cui la resistenza provocata dalle forze 
es trin seche r ifer ita all'un ità di superficie ha il più gran valore pos
sibile nell 'estensione tlel corpo. In quanto poi alla resistenza rife
ri ta all'unità di superficie in una sezione qualunque è essa equi
valente al quoziente della forza premente aumentata dal peso della 
parte di corpo che sta fra la sua base superiore e la sezione che 
si considera per la superficie di questa sezione. - Se poi il solido 
è tale da cangiare passando da una sezione all'altra le resistenze 
allo snervamento ed alla rottura, il sito in cui vi è maggior peri-
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colo 1li sneevamcnto e di rottm·a, ossia la sezione pericolosa, si 
determina ceecando quella per rapporto alla quale è massimo il 
valore del coefficiente di stabilità, ossia il quoziente rlella forza 
premente per la resistenza allo snervamento od alla t'ottura pet· 
pr·essione che acl essa corrisponde. 

44. Applicazione della teoria sulla resistenza alla compres
sione nella risoluzione di alcuni semplici problemi. 

I. Trovare qual è il carico che si può {a1· sopportm·e ad uua 
colonna piena in ghisa del rliamel1'0 di metri 0;10 e dell'altezza di 
6 metri alfìnchè, agendo il peso nel senso dell'asse clelia colonna, 
abbia essa la necessaria stabilità. 

Mediante la formola di Love, conveniente al caso llelle colonne 
in ghisa ( num. 37 ), si calcola la resistenza R2 alla rottura per 
pressione ponendo in essa d = 10 ed h=600, e dall'applicazione 
1\i qu esta formola risulta 

Ricorrendo ora all'equazione eli stabilità rlel numero 40, assu

sumel!tlo n"=~ e 1ion dimenticando che R2 = R" !l, si trova 

che il peso T" del quale si può caricare con .sicurezza la co
lonna è 

cosicchè si può con sicurezza comprimere la colonna proposta con 
una forza di 7214 chilogrammi diretta nel senso dell'asse della 
colouna stessa . 

IL T1·ovare fino a qual altez za si pttò elevare un pilasll·o di gra
nito Tosso di Baveno avente per sezion retta un quaclmto di 2 metri 
di lato, af!inchè presenti la ·necessaria stabilità sotto l'azione del pro
prio peso e di un peso di 40000 chilogrammi applicato al CC1!li'O 

della stta base superiore. 
Si chiami x la domandata altezza, e nella tavola elle venne dala 

al numero 34 si cerchi il peso del decimetro cubo di granito rosso 
di Baveno che trovasi di chilogrammi 2,60, non che la sua resi
stenza alla rottura per pressione che è di chilogrammi 6,90 per 
millimett'O quadrato. Si osservi ora che per effetto delle forze 
prementi deve il pilastro sviluppare sulla sua base inferiore la 
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maggior resistenza compatibile colla stabilità riferita all'unità di 
superlicie, e che per conseguenza il valore della quantità T" che 
trovasi nell'equazione di stabilità del numero 40 vale 40000 chi
logt·ammi più il peso dell'intiet·o pilastro, il qual peso, espressq in 
chilogrammi, è dato da 

2,60 x 20.20 x== 1040 x, 

dove x esprime decimetri. 
Ass-umendo ora i jtO pet· coefficiente di stabilità, e prendendo 

per unità di supet·ficie della base del pilastro il decimett·o qua
drato, si avrà che le quantità .n ed ll" da pot·si nella citata equa
zione di stabilità devono essere rispettivamente 400 decimetri 
quadrati e 69000 chilogrammi , per modo che questa equazione 
diventerà 

1 
40000 + ·l 040 x == 1 o 69000 x 400 

d'onde si ricava 

x== 2615dm,ss, 

ossia il pilastro può essere elevato fino all'altezza di decimetri 
~6t 5,58, ossia all'altezza di metri ~61 ,558, se pur non vi è peri
colo alcuno d'inflessione o di rovesciamento. 

III. Trovare quanti rulli in ghisa del diametro di metri O, i O e 
della lunghezza di metri 0,'50 si devono porre fra due piastre ori z
zontali ben t'esistenti , aflì:nchè siavi la necessaria stabilità essendo fiss a 
la piastta inferiore e caricata nel mez:zo dal peso di 500000 chilo
grammi la piastm superiore. 

Incomincio dal considerare un cubo di ghisa di cui una faccia 
sia circoscritta alla sezion retta di un rullo, il qual cubo avrà 
evidentemente per spigolo metri 0,10; cel'Co per questo cubo la 
resistenza R2 alla rottura pet· pressione quando venga premuto 
normalmente ad una faccia e nel senso dell'asse; deduco la re
sistenza di un rullo equilatero lungo come il cubo, ossia lnngo 
metri O,t O, la qual resistenza, p et· quanto si è dello al numero 59, 
può essere fissala di 0,516 R2 ; trovo dopo la resistenza di nn 
rullo intiero lungo metri 0,5 che , per essere le resistenze dei 
cilindri dello stesso diametro proporzionali agli assi, sarà data 
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da ~·~ 0,516 R2 = 0,948 R2 ; e finalmente, chiamando x il cercalo 
' numero di rulli, pongo l'equazione 

la quale esprime che la forza premente di 500000 chilogrammi 
è, per la stabilità, 1/6 della resistenza 0,948 R2 x che presentano 
tutti i rulli alla rotlura per pressione. Osservando ora che, nel 
caso in quislione, R2 è la resistenza alla rottura per pre~sionc 
conisponelente ad un cubo eli ~pigolo metri 0,1 e rammentando 
che per la ghisa la re~istenzn alla rottura per pres~ione (numero 
54) può essere fissata di 70 chilogramrhi per millimetro quadrato, 
si avrà R2= 700000cg, giacchè la }Jase del cnho lta 1 1lecimetro 
quadrato eli superficie, e l'equazione di stabilità, diventerà 

d'onde 

3=1,106x 

3 
x= 1106' 

' 
ossia saranno necessarii tre rnlli, giacchè il quoziente che dà il va
lore di x è compreso fra 2 e 5. 

45. Determinazione delle dimensioni della sezion retta delle 
colonne vuote. - Innanzi tutto bisogna osservare che lo spes
sor·e il quale si può assegnare alle colonne vuote in ghisa ammette 
un limite inferiore determinalo dalla pratica dell'arte del fonditore 
ed indipendente dalle condizioni di resistenza. Questo limite dipende 
in parte dalla natuea delle ghise che sono più o meno lluide, ma 
principalmente dalla lunghezza dei pezzi che voglionsi ottenere, 
ed il Morin dice potersi fissare come segue il detto limite: 

12 millimetri per le colonne alte da 2 a 5 metri; 
15 Jl Jl 5 a 4 
20 » 4 a 6 
25 Jl " Jl 6 a 8 Jl 

Stabiliti cosi gli spessori minimi ehe si devono clare alle co
lonne vuote in ghisa, ecco come si può procedere nel determinare 
il diametro interno d" della sezion retta di una di esse quando 

L'ARTE DI FABBRICARE. Resistenza dei materiali, ecc. - 6. 
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si conoscono la forza comprimente T", l'altezza h, non che il dia
metr·o esterno d', il quale è generalmente determinato dalle pro
porzioni che il gusto stesso suggerisce. Coll'applicazione della 
formola (2) di Love (num. 57), si calcoli la resistenza R'2 alla rot
tura per pressione di una colonna piena dell'altezza e del diametro 
della proposta, e si faccia il pl'odollo n" R'2 di essa l'esistenza pel 

coefficiente di stabilità n" = } onde aver·e quella resistenza che si 

può provocare nella colonna senza compr·omdtere la stabilità. Egli 
è evidente che, chiamando R"2 la resistenza che senza porre a 
repentaglio la stabilità si potrebbe cimentare in una colonna piena 
della medesima a!Lezza h e di diametro cl", si dovrà avere 

R"2 = n"R'2 - T"; 

e conoscendosi così R" 2 dicasi che deve egilagliare la resistenza 
alla rollura per pressione, espressa dal secondo membro della già 
citata equazione di Love, moltiplicata pel coefficiente di stabilità 
1/6 ed allora si avrà la seguente equazione detel'minatrice di d" 

, 1250 d"4 

R 2 = 1846 d"2 +0 0043h2 ' 

' ' 
dalla quale si deduce 

d"4 _ 1,846 R"2 d,2 - 0,0043 h2 R"2 _ 

1250 1250 -o, 

quindi 

d''=--V1,846 R" v(1,846R, )
2 

0,0043h2
R"2 

2500 2 + 2500 2 + '1250 . 

Una volta tt·ovato il valore di d" si verifica se la differenza 
d' -d" fra il diametro esterno ed il diametro interno è maggiore, 
eguale o minore del doppio dello spessore limite conveniente al
l' altezza della colonna proposta; nei primi due casi si ritiene per 
buono il diametro in temo trovato; nel terzo caso o si tiene per 
diametl'o interno la differenza fea il diametro estemo ed il doppio 
spessore rinunciando alla condizione della maggio!' economia pos
sibile di metallo impiegalo, oppure si assume più piccolo il dia
meteo esterno e si ricomincia il calcolo della determinazione di 
quello interno. 
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Il problema si può anche risolvere impiegando l'ultima delle 

formole di Hodgkinson che vennero date al numero 56, dicendo 
che il secondo membro di detta formola, il quale rappresenta il 
prodolto R" Q dell'equazione di stabilità del numero 40, moltipli-

cato per il coefficiente di stabilità n''=} deve eguagliare la forza 

premente T". 
46. Determinazione della grossezza da assegnarsi alle pareti 

dei cilindri che tendono a rompersi per schiacciamento a motivo 
di una pressione uni forme che su essi si esercita. -Questa cit·
costanza ha luogo allorquando avviene di do ver considerare un 
tubo o un vaso cilindrico che lrovasi solto l'azione di due date 
pt·essioni costanti, interna l'una cd esterna l'altra, essendo questa 
maggiore di quella. . 

Ritenendo le denominazioni che già vennero stabilite pella riso
luzione del problema I del numero 25 pet· quanto conceme al 
diametro interno ed allo spessol'e della parete del vaso, alle pres
sioni interna ed esterna , ed alla pressione effeltiva che sarà in 
questo caso la differenza p" - p' fra la pressione esterna ed in
tema; chiamando R" la resistenza alla rottura p el' pressione della 
sostanza di r,ui il recipiente è formato , ed n'' il confficiente di 
stabilità; e ragionando in modo tutto analogo a quello tenuto nel 
già citato problema, si troverà che la formola determinatrice di s 
non è altro che l'equazione (5) del numero 25 quando in essa si 
cangino i segni a p' ed a p", e che si ponga n" R" invece di n' R', per 
modo ehe si avrà 

1 (p" - p') D 
8 = 2 n" R" - p"' 

ossia rammentando che p"-p' =p, 

la quale, nel caso in cui le pl'essioni p e p" siano date in al
mosfel'e, per le denominazioni già stabilite al numero 25 si tras
forma in 

1 vAD 
8 = 2- "R" - "A" n - v 

In quanto alle caldaie o tubi a vapore premuti dal di fuori 
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al di dentro , l'ordinflnza del Governo francese in data del 22 
maggio t 345 vuole che loro si assegni uno spessore più grande 
di quello dato dall 'equazione (10) del numero 25, la quale vi ene 
adollala quando la pressione si esercita dall 'interno all'esterno e 
che si muniscano di armature ; un 'is truzi one ministeriale poi del 
t 7 dicembre 1843 esige che lo spessore della lamina sia una volla 
e mezzo quello dato dalla citata formal a t O , e raccomanda di 
usare per a1·mature degli anelli in ferro concentrici al tubo da 
rinforzarsi. Per giustificare queste precauzioni, dice il Bresse, che 
un cilindro circolare, il quale esteriormente sopporta una pressione 
uniforme, è per così dire in n no stato d'equilibrio instabile; per
chè se, per una causa accidentale, il profilo venisse a schi::1cciai·si 
un tantino in modo da prende r·e la form a sensibilmente elitlica, 
lo schiaceiamen to aumenterebbe per effetto della pressione, mentre 
diminuirebhe per effetto di un 'interna pressione dominante. 

47, Solidi omogenei di egual resistenza alla compressione con 
asse rettilineo verticalmente disposto. - Un solido qu alnnq11 e 
ad asse rettilin eo è di egual resistenza alla compressione, quando 
presenta tali sezioni normali all'asse da essere costan te la pres
sione riferita all'un ità di superficie che su ciascuna sezione si 
sviluppa per effetto di una fo1·za comprimenlè diretta secondo l'asse 
e per effetto del peso proprio. P1·ocedendo come si è fatto al nn 
mero 26 con un metodo rigoroso, ed al numero 27 con un me
todo d'approssimazione, parlando dei solidi omogenei di egual 
resistenza all 'estensione, si può trovare con qual legge deve va
riare la superficie della sezione normale all'asse di un so li do di 
data materia, affinchè esso sia di egual resistenza alla compres
sione, e basti il seguente prohlema per far apprendere con qual 
norma si deve procedere in ogni caso particolare. 

Si vuol costrurre un Jliedestallo di nota altezza, con sez ione oriz
z ontale quadrata, vuoto internamente in modo da presentare un 1'G110 

prismatico dalla sommità al piede, di larghezza data alla sommità, 
e che, so tto l'azione di ttna forza cognita applicata secondo l'asse 
del solido nel mezzo di una piastra che superiormente lo copre, sia 
di egual resistenza alla compt·essio11e. Si domanda che lunghe.zza 
deve avere il lato del quadrato formante la sezione orizzontale del 
vano interno e con qual legge deve varia1·e il lato esterno della se
zione orizzontale dell'intiero pilastro. 

Il pilastro di cui voglionsi trovare le dimensioni sia quello rap
presentato in pt·oiezione orizzontale in AB CD E F G H ed in pro i e• 
~ione verticale in A' B' K' L' ((ig. 2 5), c si chiamino: 
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a la larghezza IK==I'K' che superiormente deve avere il pi
lastro, ed 

h l'altezza 0'0'1' espresse in metri; 
P il peso' premente diretto secondo l'asse O' 0 '1, compreso anche 

il peso della piastra sulla quale questo peso direllamente agisce, in 
chilogrammi; 

TI il peso in chilogrammi del metro cubo di sostanza di cui il 
pilastro è formato; 

u il lato E F E' F' della sezione orizzontale fatta nella parte 
vuota del pilastro, ed 

U la larghezza AB== A' B' che il pilastro deve avere alla sua 
base inferiore, in metri ; 

R" la resistenza alla rottur·a per· pressione della sostanza di cui 
il pilastro è formalo, espressa in chilogrammi e riferita al metro 
quadr·ato; 

n" il coefficiente di stabilità; 
x la distanta O't O'~ di una sezione orizzontale qualunque del 

solido dall'estremità superiore O't dell 'asse, ed 
y la larghezza L'M' di questa sezione qualunque posta a distanza x 

da O't, espresse in metri. 
Ciò pr·emesso, si ragioni in modo tutto analogo a quello tenuto 

al uumero 26 per la risoluzione del problema I (d), e si osservi 
che la superficie di una ~ezione qualunque fatta nel pilastt·o pet·· 
pendicolarmente all' asse è la differenza di due quadrati, di lato y 
il maggiore e di lato tt il minot·e ; e che la resistenza alla pres
sione che si sviluppa in una sezione qualunque L'M' è dovuta al 
peso P ed al peso della parte di corpo L'l\'!' K'I' che trovasi sopra 
questa sezione. 

Il valore di u, per essere a2 - u2 la superficie resistente in som
mità del pilastro, sarà dato da 

P==n"R" (a2
- u2

) 

d'onde 

Per trovare la legge secondo cui deve variare y si considerino 

(d) La soluzione elementare, ma approssimata, dell'enunciato quesito è brevemente 
accennata nel seguente numero 46 . 
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due sezioni ol'Ìzzontali vicinissi mc m'n' ed m' 11t' 1 determinanti un 
volume elementare m' n' n'1 m'1 , e :-iano x' la distanza 0 1 

1o' ed y' la 
lunghezza m' n' . Evidentemente la resistenza alla comp1·essione sulla 
sezione L'.l\1' sarà 

e, essendo y2 - tt2 la superficie di detta sezione L'M', per la stabi
lità deve esistere l'equazione 

la quale, di!Terenziata e poi integrata come al numero 26 deter
minando la cosla~le in modo che x = o si abbia y= a, dà 

ossia ancora passando dai logaritmi agli esponenziali 

n x 

yz= u2+(az-uz) e 

dove e ha il noto valore 2,718281.. .... 

n~'R"' 

In quanto al valore di U = B A si trova facendo nell'ultima 
equazione x= h giacchè allora y diventa U, e si ha 

TI h 
n" R" · 

U2 =u2+(a2-u2
) e 

Anche qui vale l'osservazione che venne fatta al numero 26 
sulla possibilità di avere delle espressioni approssimate di y e di U 

nx nh 
n" R" n" R" · 

svolgendo in serie e ed e 

48. Indicazione del procedimento elementare che si può se
guire per determinare in modo approssimato un solido omo
geneo di egual resistenza alla compressione con asse rettilineo 
verticalmente disposto. - Ragionando sul problema che venne 
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enuncialo e rigorosamente risoluto nel precedente numero e rite
nendo tutte le denominazioni che nello stesso numero vennero 
stabilite, si incomincia col trovare il lato E F E'F'=u (fìg. 25) 
della sezione orizzontale fatta nella parte vuota del pilastro, di
cendo che la superficie resistente alla sua sommità deve essere 
a2 

- u2, che è P il peso che su essa gravita, e che quindi deve 
essere verificata l'equazione di stabilità 

dalla quale ricavasi 

u-V 2 P - a - n"R"' 

Si immagini ora divisa l'intiera altezza O'tO' in parti assai pic
cole ed eguali, e, con un processo in tutto analogo 'll quello che 
venne tenuto al numero 2 7 per determinare in modo approssimato 
un solido di egual resistenza all 'estensione, si calcolino quali lati 
dovranno avere le sezioni quadrate prodotte nel solido a trovarsi 
da piani orizzontali passanti per tutti i punti di divisione dell'al
tezza O'tO', affinchè esso sia di egual resistenza, ossia affinchè la 
resistenza che il corpo oppone in ogni sua sezione moltiplicata 
per il coefficiente di stabilità n" sia equivalente alla somma del 
peso P e di nn peso che con molta approssimazione si avvicina 
a quello della parte di corpo com presa fra la sua base superiore 
I' K' e la sezione che si considera. 

CAPITOLO IV. 

Resistenza alla torsione nei solidi 
prismatici ed omogenei. 

49. Ipotesi fondamentali sulla resistenza alla torsione dei 
solidi prismatici, omogenei ed elastici. - In un prisma omo
geneo è cimentata la resistenza alla torsione allorquando una sua 
sezion retta qualunque C D (fig. 24) gira, relativamente ad una se
zione AB, attorno ad un asse Y Z perpendicolare ai loro piani e 
passanti pei loro centri di superficie. 

Considerando fra le due sezioni AB e CD diverse porzior1i di 
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fibre come m mi' r1np p PP ...... pat·allele all'asse Y Z del solido, 
tutte incontranti la sezione CD, rnppreseutata in C'E'D'F', lungo 
il raggio O' C' in m', n', p' , ...... e supponendo che nel corpo si 
cimenti la resistenza alla torsione senza che però avvenga sner· 
vamento, si ammette genet·almente che tutti gli elementi super· 
ficiali m', n', p' , ...... , secondo cui queste pot·zioni di fibra incon· 
trano la sezione C'E' D' F' prima della torsione, si trovino ancora 
dopo la torsione sul medesimo raggio spostato e passato in O' C'i. 
Helativamenle poi alle azioui molecolari sviluppate dalle diverse 
porzioui di fibra del corpo comprese fra le rlue sezioni rette AB e 
C D per riprendere le primitive loro posizioni si suppone, sem
prechè non si verifichi snervamento: 

i o Che siano dit'ellamente proporzionali alle supertìcie delle 
sezioni delle fibre deformale ; 

2• Che. siano direttamente proporzionali agli spostamenti, come 
m'm'i, n'n'P. p'p'i' ...... che le fibre hanno subito fra le due sezioni 
rette considerale AB e C D; 

5" Che siano inversamente propot·zionali alla distanza A C di 
dette sezioni. 

50. Equazione d'equilibrio fra le forze estrinseche e le forze 
molecolari in un corpo prismatico ed omogeneo, nel quale 
vien cimentata la resistenza alla torsione, coefficiente di tor
sione e momento di torsibilità. - Si considerino nel solido pris
matico proposto due sezioni infinitamente vicine AB e CD (fig. 25), 
r.d in particolar modo una fibra elementare mmi compresa fra le 
delle sezioni e parallela all 'asse YZ del prisma iutomo al qual asse 
si suppone aver luogo la rotazione prodotta dalla torsione. Chiara
mente si vede come, supponendo fissa la sezione C D, l'estremo della 
fibra elementare m mi rappresentato in m' sulla figut'a C'E' D' F' che 
dà l'inliera sezione C D, si sposterà angolarmente della quantità o 
dell'arco m' m'1 con tendenza a riprendere la primitiva sua posi
zione,· e sviluppando una certa azione molecolare contenuta nel 
piano della sezione C D e dil'etta normalmente al raggio O' m'i. Ciò 
premesso, chiamando 

ro la superfìcie elementare della sezione dell'elemento di fi-
bra mmi, 

v la distanza Om1=0'm' =O'mi di detta fibra dall'asse YZ, 
l la distanza GO delle due sezioni considerate, 
rp l'archetto di raggio eguale all 'unità, col centro in O' e chiu

dente il piccolo angolo m'O' m'1 rappresentante di quanto la sezione 
CD ha rotato intorno all'asse Y Z relativamente alla sezione AB, 
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M la somma dei momenti delle azioni molecolari sviluppate da 

tutte le fibre elementari, la qual somma di momenti contenuta nel 
piano della sezion retta CD è da considerarsi siccome eguale ed 
agente per verso contrario a quello secondo cui agisce la somma 
dei momenti delle forze che producono la torsione, agenti in piani 
normali all'asse Y Z del prisma, 

E'" un coefficiente numerico dipendente dalla materia di cui il 
pt·isma è formato, 
c ritenendo quanto nel precedente numet·o si è detto relativamente 
all 'azione molecolare sviluppata da una fibra qualunque, si avrà: 
che la lunghezza dell 'arco m' m'1 è espressa da v qJ; che l'azione 
molecolare q sviluppata dalla fibra m m1 è data da 

E
, rov m 

q== _l_r (1); 

che il momento di questa forza rispetto all'asse Y Z del prisma, dal 
qual asse dista della quantità v, è 

E"' ro v~ rp. 
l ' 

e finalmente che la somma dei momenti delle azioni molecolari 
sviluppate da tutte le fibre del solido rispetto allo stesso asse ha 
per espressione 

intendendo che il simbolo 2: si estenda ai prodotti di tutte le su
perficie elementari ro iu cui si scompone l'intiera sezion retta 
C'E' D' F' del corpo pei quadrati delle rispettive distanze dal 
punto 0'. 

Ora, affinchè siavi equilibrio fra le forze estrinseche che tendono 
a produrre la torsione del prisma e le azioni molecolari in virtù 
delle quali esso resiste, è necessario che siavi eguaglianza fra i mo
menti delle une e delle altre presi rispetto all'asse Y Z, ed ecco per 
conseguenza l'equazione d'equilibrio fra le forze estrinseche e le 
forze molecolari in un prisma in cui venne prodotta torsione senza 
snervamento 

(2). 

Indicando con J la somma 2: ro v~ di lutti gli elementi superficiali 
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in cm SI può scompon e la sezion rella del prisma pei quadrati 
delle lot'9 rispettive distanze dall 'asse del prisma stesso (e), ossia il 
momento d'inm·zùt della superficie della se1..ione rispetto ad un asse 
ad essa perpepdicolare e passa11te pel suo centro di superficie, 
il quale da Persy vie11 chiamato momento d'i11erzia polare, l'equa
zione (2) diventa 

M ==E"' rp/ (3) . 

Il coefficiente numeri co E"' chiamasi coefficiente di torsione, ed 
il prodotto E"' 2: ru v2 = E"' J, indipendente dalla torsione e dipen
dente soltanto dalla superficie e dalla forma della sezion relta 
del solido prismatico sottoposto a torsione e dalle sue proprietà 
fisiche, vien detto momento di torsibilità e, siccome ehiaramente lo 
dimostt·ano le equazioni (2) e (5), è esso proporzionale al momento 
delle forze estrinseche capaci di produrre una data torsione fra 
due sezioni rette vicinissime, e quindi si può assumere siccome 
atto a dare la misura di questo momento. 

Se nell'equazione ( 1) si fa 1' rp==l trovasi 

E"'-'L -' ro 

ossia che il coefficiente di torsione si può definire in modo astratto 
la resistenza riferita all'unità di superficie, che opporrebbe un 
tratto di tìbra del corpo contorto non snervato quando i due punti 
estremi di esso tratto avessero subito, l'uno per rapporto all'altro 
e pel fatto della torsione, uno spostamento eguale alla loro distanza 
primitiva. 

Le due lunghezze rp ed l che si trovano nella formola (5) devono 
essere espresse nella medesima unità di lunghezza; lo stesso si 
deve fare pel braccio di leva che costituisce uno dei due fallori 
componenti il momento l\1, e per le dimensioni lineari che entrano 
nel momento d'inerzia polare J; in quanto poi al valore di E"' si 

(e) Chiamasi momento d'inerzia di uua superficie piana rispetto ad una retta qua
lunque, condolla nel suo piano o fuori di esso, la somma di Lutti gli elementi su· 
perficiali in cui la snperficie piana può essere scomposta pei quadrati delle loro 
r ispettive distanze da quesla rella assunta come asse. In questo lavoro sulla resi· 
steuza dei materiali occorrerà ben di frequente di dover considerare i momenti 
d'inerzia di snperficie piane ri spetto a rette ad esse perpendicolari e rispetto a relte 
in esse condotte. 
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deve intendere che esso rappresenti una fot·za, espressa nella me
desima uuità di peso in cui è espressa la forza torcente che costi
tuisce l'altro fattore di M, e riferita al metro quadrato, al decimetro 
quadrato, al centimetro quadrato, ecc., secondo che il braccio di 
leva e le dimensioni lineari che entrano a formare J trovansi 
espresse in metri, in decimetri, in centimetri, ecc. 

51. Angolo di torsione. - Se in un solido prismatico ed omo
geneo, nel quale è mantenuta immobile la parte posta a sinistra 
della sezion retta AB (fig. 26), si provoca la resistenza alla tor
sione mediante una forza P mantenuta nel piano della sezione 
estrema An Bn ed operante con braccio di leva C11 D, e se in esso 
solido si considerano diverse sezioni vicinissime AB, Ai BP A~ B2 , 

A3 B3 , ...... Au Bu tutte egualmente ùistanti, per quanto si deduce 
dalla formola (5) del numero precedente, l'angolo di cui ciascuna 
sezione ha rotato per rapporto a quelia che immediatamente la pre
cede a sinistra è sempre lo stesso; per modo che, essendo 1J l'arco 
di raggio 1 che misura l'angolo Ai C1 A' t di cui ha rotato la sezione 
Ai Bi rispetto alla sezione AB, saranno rispettivamente 21J, 51J, ...... 
n1J gli archi di raggio 1 che misurano gli angoli A2 C2 A' 2, A3 C3 A'3 , 

..... . An C n A' n di cui hanno rotato le sezioni A2 B2 , A3 B3, ...... An Bn 

rispetto alla stessa sezione AB;. e, siccome chiamando l le distanze 
eguali C C0 C1 C2 , C2 C3 ...... si ha dalla già citata formola (5) del 
precedente numero 

( dove M esprime il momento P X CnD, E"' il coefficiente di torsione 
della sostanza di ·cui il prisma è formato ed J il momento d'inerzia 
polare della sezion retta del prisma stesso ), risulta che l'arco n 1J di 
raggio 1, il quale misura l'angolo An CnA' n di cui ha rotato la se
zione che ha subìto il . massimo spostamento in tutta l'estensione 
del solido considerato e che dicesi angolo di torsione, è dato da 

· n M l 
n rp == E"' J . 

Chiamando ora 8 l'indicato arco di raggio 1 che misura l'angolo 
An C n A' n , ed L la lunghezza totale C C n del solido eguale ad n l, l'ul
tima equazione diventa 
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la quale, in accordo coi risullamenti d'esperienza trovati da Duleau 
e Sa varl sopra corpi cilindeici solloposli a sforzi di torsione non 
capaci di produrre lo snervamento, porta a con chiudere che, in 
solidi prismatici della stessa materia e non snervati, gli archi e di 
raggio 1 misueanti gli angoli di loesione e quindi anche gli 
stessi angoli di lol'sione sono proporzionali : ai momenti 1\1 delle 
forze torcenti ; alle lunghezze L dei prismi contorti. 

52. Momenti d'inerzia polari della sezione circolare piena e 
della sezione circolare vuota ...:.. I. Momm1to d'ineràa polw·e della 
sezione circvla1'e 1·ispetto all'asse perpendicolare al suo piano e pas
sante pel suo centro (f). 

Essendo r il raggio CA (fig. 27) del circolo proposto, prenrlasi 
pee elemento di superlicie la porzione B D EF della corona circo
lare di raggio CB z e di larghezza BD==d z; esseuùo dqJ l'arco 
di raggio 1 chiudente l'angolo elementare B CF, la superficie ele
mentare ro sarà z d 1' d z, la distanza v degli elementi di secondo 
ordine in cui si può scomporre la della corona dall'asse C 
varrà costantemente z, ed il valore del momento d'inerzia po-

lare domandalo J, cangiando il simbolo ~ nel simbolo Jf sarà 

.dalo da 

J=;>ruv' {:z• d{2'dF~ .r' 

dove rr è il noto rapporto 5,1415 ...... della circonferenza al dia
metro. 

II. Momento d'inerzia polare della sezione cù·colare vuota rispetto 
all'asse perpendicolare al suo piano e passante p el suo centro. 

Siano r' il raggio intemo ed r" il raggio esterno della corona 
di cui vuolsi tt·ovare il momento d'inerzia polare rispetto ad un 
asse perpendicolare al suo piano e passante pel suo centro. Evi
dentemente la somma dei prodolli delle superficie elemental'i in 
cui si può scomporre la superficie dell'intiera corona pei quadrati 
delle rispettive distanze dall'asse per rapporto al quale vuolsi il 
momento d'inerzia vale la somma dei prodolli delle superficie ele
mentari in cui si può scomporre il circolo di raggio r" pei qua
drati delle rispettive distanze dal dello asse, meno la somma dei 

(f) Nel numero che segue si ha un metodo elementare per dedurre il momento 
d'inerzia polare della sezione circolare piena. 
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prodotti delle superficie element:1ri in cui si può scomporre la su
perficie del c't·colo di raggio r' pei quadrati delle rispettive distanze 
dal medesimo asse : cosicchè il momento d'inerzia polare della 
corona circolare è eguale a quello del circolo esterno meno quello 
del cit·colo interno, ossia chiamando J il domandalo momento d'i
nerzia, si ha 

, 

b5. Procedimento elementare per dedurre il momento d 'i
nerzia polare della sezione circolare piena. - Il momento d'i
net•zia polare del circolo si può lt·ovare senza fat· uso delle nota
zioni di calcolo differenzial e ed integrale. Perciò si scomponga la 
superficie del circolo dato in tanti piccolissimi sel,tori eguali C AB, 
CUD, C DE, ........ (fig. 28) che, considerando il circolo come un 
poligono regolare di un numero grandissimo di lati, si posson~J 

risguardare come triangoli ; si consideri uno di questi settori, per 
esempio C A U, e si decomponga in tante pot·zioni di corone cir
colari AB B' A', A' B' B" A", A" B" B'" A"', ........ aventi larghezze 
piccolissime ed eguali ; si chiami r il raggio CA del circolo dato, 
a le lunghezze degli archi AB, B D, D E, ........ che servono di base 
a diversi settori circolari ip cui vP.nne scomposto il c\rcolo e con
fondenti si colle loro corde, ed l le larghezze AA.'; A' A", A" A"', ........ 
delle porzioni di corone circolari in cui venne decomposto il set
tore CAB. 

Il momento d'in erzia della porzione di corona AB B' A' è dalo 
dalla sua superficie al moltiplicata per il quadrato della distanza 
che il suo centro di superficie ha dall 'asse C, ossia da 

a l1·' , 

giacchè, per ipotesi essendo vicinissimi i due archi A D ed A' B', 
si può ritenere che il centro di superficie di detta porzione di co
rona disti di tutto il raggio C M, condotto al mezzo dell'arco AB, 
dal punto C. 

Ciò premesso, potendosi decomporre il prodotto a l r~ nei tlue 
fattori a l r ed r, di cui il primo rappresenta il volume del picco
lissimo prisma A B't che si può ri sguardare come un parallelepi
pedo rettangolo le cui tre dimensioni sono A B ==a, A A'== l ed 
A At--=CA-r, e potendosi ritenere siccome eguale ad r la distanza 
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del centt·o di volume (g) di questo parallelepipedo dall'asse CC' per
pendicolare al piano e proiettantesi nel centro C del circolo dato, si 
può di t·e che l'accennato prodotto è il momento del volume AB'1 

rispetto all'asse C C' (h) ; e, ragionando pei momenti d'inerzia delle 
porzioni di corone circola d A' B' B" A", A" D" B"' A"', ........ come si 
è fatto per quello della porzione di corona circolare ADB' A', age· 
volmen le si viene a conchiudere che il momento d'inerzia del set· 
tore CAB è la somma dei momenti rispetto all'asse CC' di tanti 
piccolissimi prismi le cui dimensioni sono AB, AA' e CA, A' D', A' A" 
e CA', A"B", A" A'" e CA", ...... .. , i quali prismi costituiscono nel 
loro assieme una piramide C AD B1 A1 il momento rlel cui volume 
rispetto al definito asse deve adunque dare il momento d'inerzia 
polare del piccolo settore CAB. 

1-- 
Ora, per essere AB un lato piccolissimo, essendo 3cM.AB.AA 1 

==ir.a.1·==~a1·2 il volume di detta piramide, e distando il suo 

centro di volume dall'asse C C' pc!' rapporto al quale si pren· 

(g) Chiamasi centro di volume di un corpo quel punto che coincide col suo centro 
di gravità quando suppongasi omogenea tutta la materia costitueute il corpo stesso . 

Immaginando il volume del corpo dato siccome decomposto in tanti volumi ele
mentari, e chiamand0 

v il volume di uno qualunque di questi elementi, 
x, y e z le coordinate di un punto coutenuto nell'interno di quest'elemento per 

rapporto a tre assi coordinati ortogonali a cui intendonsi riferiti tulli i punti dello 
spazio occupato dal corpo, 

V l'intiero volume del corpo stesso, 
}; una somma estesa a tutti gli elementi v iu cui intendesi decomposto il \ 'O 

lume V, 
il centro di volume del corpo proposto è quel punto per cui le coordinate x1, y1 e z1 

sono date dalle equazioni 

svy 
Y1=v· 

(h) Per momento del volume di un solido omogeneo rispetto ad una retta, oppure 
rispetto ad un piano , intendo il prodotto di questo volume per la distanza de1 
centro di volume del solido dalla retta o dal piano. 
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d · · d · 3 c1\I ~ · h l 'l t d' . . ono 1 moment1 e1 7 n' =,r, s1 a c 1e 1 momen o merz1a 
l j. LJ! 

della superficie del settore C AB è 

1 
- ar3 

4 

Per avere il momento d'inerzia polare dell'inti ero cil·colo pro
posto, bisogna prendere la som ma dei momenti d'inei'Zia polari di 
tutti i se ttori C AB, C BD, C DE, ........ , la qual somma si riduce al 

fattore ir3 moltipli cato per tanti a qu anti sono gli archi AB, BD, 

D E ........ che servono di base ai settori in cui venne scomposto il 
circolo inti ero, la somma dei quali archi a fa appunto la circonfe
renza 2 1rr del circolo dato. Il momento d'inerzia pola1·e domandato 
J sarà adunque espresso da 

1 1 
J = 

4 
r 3 X 'ì1rr= 2 1rr\ 

essendo 1r il noto rapporto 5,1415 ... ..... della cil'conferenza al dia-
metro. 

Nell a risoluzione del problema II del precedente numero si ha 
il .metodo per ottenere elementarmente il momento d'in e1·zia polat·e 
della sezione ch·colare vuota rispetto all'asse perpendicolat·e al suo 
piano e passante pel suo centro . 

54. Momenti d 'inerzia polari delle sezioni poligonali rego
lari piene e delle sezioni poligonali regolari vuote. - I. Mo
mento d'inerzia polare della sezione puligonale regolm·e piena rispetto 
all' a.sse perpendicolare al suo piano e 71assante pel stto centro. 

Un poligono regolare qualunque si compone di tanti triangoli 
isosceli eguali quanti sono i suoi lati, e tutti questi tl'iangoli hanno 
il loro vertice nel centro del poligono. Segue da ciò che si otterrà 
il momento d'inet·zia polare di un poligono regolare di n lati pro
curandosi prima il momento d'inerzia di uno dei triangoli isosceli 
componenti, come A CB (fig. 29) , rispetto all'asse perpendicolare 
al suo piano passante pel vertice C, e moltiplicandolo poscia per n. 

Per trovare il momento d'inel'zia del triangolo AC B rispetto 
all 'asse proiettato nel vertice C (i), si consideri un elemento sup et'-

(i ) Nel numero che segue si ha il metodo per otteuere elementarmente il m o· 
mento ù' iuerzia polare del triangolo isoscele ri~petto alla retta passando pel suo 
vertice e perpendicolare al suo piano, e per avere quindi il momento d'inerzia po· 
!are del!:l sezioue poligonale regolare rispetto all'asse passante pel suo centro. 
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ficiale di detto triangolo compreso fra due rette DE e G F infinita
mente vicine e parallele alla hase AB, si chiamino 

l la base AB del triangolo proposto, 
a la sua altezza C K, 
z la parte C H di delta altezza, 

e dai due triangoli simili A CB e DC E si deduca il valore di D E, 
dato da 

- l 
DE=-z. a 

La superficie elementare D E F G, r. h e si può consid erare siccome 
un rettangolo lungo DE ed alto Hl=dz, si scomponga in ele
menti del secondo ordine mediante rette infinitamente vicine pari11-
lele a CK e si chiami x la distanza He di uno qui11unque di questi 
elementi del secondo ordine da questa retta La sua superficie sarà 
dxdz, il quadrato della distanza del suo centro dall'asse proiettato 
in C sarà x2 +z'. ed il momento d'inerzia dell'elemento superficiale 
di primo ordine D E F G rispetto 'all 'asse pHpendicolare al suo piano 
e passante pel vertice C del triangolo, sarà il doppio dell'integrale di 

(x•+z•)ùxdz preso fra i limiti x= O ed x=~ DE=~ !t z,ossia 

sarà 

1 l - -z 

f ~a /(1 [2 ) 
2 (x2+z2)dxdz = - --.+1 z3 dz. o a '12 a· 

Per ottenere poi il momento d'inerzia dell'in liero triangolo A CB 
rispetto all'asse proiellato nel suo vertice C, basterà prendere l'in
tegrale del trovato momento d'inerzia dell'elemento di primo or
dine DEFG rispetto allo stesso asse fra i limiti z=O e z=a, e si 
otterrà 

Chiamando ora J il domandalo momento d' inerzia polare di un 

poligono regolare di n lati, di lato l e di apotema (t, e ponendo i: l 
fattore comune, si avrà 
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II. Momento d'inerzia polare della sezione poligonale regolare 
Vttota rispetto all'asse perpendicolat·e al suo piano e passante pel sttO 
centro. 

Siano 
a' ed l' l'apotema ed il lato del poligono regolare interno ed 
n" ed l" gli stessi elementi pel poligono r egolare esterno; 

i due poligoni abbiano egual numero n di lati ed i loro centri 
coincidano; sia poi J il domandato momento d'inerzia polat·e , 
il quale, per quanto si è detto sul momento d'inerzia polare della 
corona circolare, deve valere il momento d'inerzia del poligono 
esterno meno quello del poligono intern~ rappresentante il vuoto, 
e conseguentemente essere dato da 

55. Procedimento elementare per ottenere il momento d 'i 
nerzia polare del triangolo isoscele rispetto alla retta passante 
p el suo vertice e perpendicolare al suo piano, onde avere 
quindi il momento d'inerzia polare della sezione poligonale 
regolare rispetto all'asse passante pel suo centro. - Il mo
mento d'inerzia del triangolo isoscde ACB (fig. 30) rispetto all'asse 
pel'pendicolare al suo piano e passante pel suo vertice C si può trovare 
in questo modo da chi non conosce le prime nozioni di calcolo diffe
renziale ed integrale: il trian golo proposto, mediante rette parallele 
alla sua base AB e vicinissime fra di loro, si scomponga in tnnte 
l . t AB B' A' \ ' B' B" A" A"B"B"' A"' l' l l t , l ts c , 1- , ) , ........ c 1 egua a ezza, e 
quali, atteso le picciolissime loro altezze K K', K'K", K"K"', .. ...... , 
si possono considerat·e siccome altretlante aree rettangolari; l'area 
A K K' A' mediante rett~ parallele a CK e vicinissime fra di loro si 
decomponga nei piccolissimi rettangoli A A' n'n, n a' b' b, b b' c'c, ........ ; 
e si chiamino, l la base-AB del triangolo isoscele dato, a la sua 
altezza C K, m la piccolissima altezza K K' della lista rettangolare 
AB B' A' ed n le larghezze pure piccolissime ed eguali A a, ab, b c, 
........ Il momento d' inerzia della piccolissima superficie AÀ' a' a 
rispetto all'asse proiettato in C è evidentemente dato dalla sua su
perficie m n moltiplicata per il quadrato della distanza che il 

L 'ARTE DI FABBRICARE. Resistenza dei materiali, ecc. - 7. 
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suo centm di gravità ha dall'asse proiettato in C, ossia da 

giacchè, essendo per ipotesi vicinissime le due rette AB ed A' B' 
non che le altre due A' ed aa', si può ritenere che il centro di 

gravità di d,elta piccolissima figura disti di tulla trA= V-~+a2 dal 

punto C. 

O 'l . [2 ' .1 • f . l ra , 1 temune m n 4 p no essere uecomposto nei allo n m n 2 

ed ~: il primo fattore rap(:lresenta il volume di un piccolissimo pa

rallelepipedo rettangolo i cui tre spigoli sono a a' =m, A a= n ed 
- l 
A At = 2 ; il secondo, atteso la piccolezza di m e di n, si può ri-

tenere siccome la distanza del centro di gravità di detto piccolis
simo parallelepipedo dal piano perpendicolare a quello del triangolo 
isoscele ACB e passante per la sua altezza CK ; e quindi il pro-

dotto mni si può considerare siccome il momento del volume 

Aa't rispetto all'or detìnit.o piano. In quanto poi al termine mna2
, 

potendosi esso decomporre in due fattori m n a ed a il primo dei 
quali rappresenta il volume di un pic~olissimo parallelepipedo ret
tangolo di spigoli aa' m, Aa=n ed AA 2 =a ed il secondo la 
distanza del centro di gravità di questo parallelepipedo da un piano 
perpendicolare a quello del triangolo A CB e passante per la retta 
X Y condotto per C parallelamente ad AB, si può esso risguardare 
come il momento del volume A a'2 per rapporto all 'or indicato 
piano pai·allelo ad A B. - Ciò premesso, ragionando pei momenti 
d'inerzia delle piccolissime aree ab b' a', b c c' b', ........ come si è 
fatto per quello dell'm·ea Aaa'A', si viene a conchiudere che il 
momento d'ine1·zia della superficie A l{ l{' A' è la somma dei mo
menti rispetto al piano passante per la retta CK e perpendicolare 
al piano del triangolo A CB di tanti piccolissimi par·allelepipedi le 
cui dimensioni so~o A a, a a' e KA, ab, b b' e Ka, b c, c c' e K b, ....... , 
i quali costituiscono nel loro assieme un prisma triangolare A l{ A t 
A'K' A'.p più ancora la somma dei momenti rispetto al piano pas
~ante per la retta X Y e perpendicolare al piano del triangolo 
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A CB di tanti piccolissimi parallelepipedi aventi tulti la stessa al
tezza CK =a e per basi le piccolissime figure Aaa'A', abb'a', 
b c c' b', ...... ... .. , i quali formano il parallelepipedo rettangolo 
A A' K' K A2 A' 2 K' 2 K2• 

Se ora sui momenti d'inerzia delle piccole superficie A'K' K" A", 
A" 1\" K"' A'", ........ si ragiona come si è fatto sul momento d'iner
zia di A KK' A', si viene a con chiudere che il momento d'inerzia del 
triangolo AC K rispetto all'asse proiettato in C è la somma dei 
momenti rispetto al piano passante per la retta CK e perpendico 
lare al piano del triangolo A C ll di tanti piccolissimi prismi trian
golari aventi le altezze eguali KK', K'K", K"K'", ........ aventi per 
basi dei triangoli rettangoli isosceli i cui cateti sono rispelliva
rnente AK, A'K', A"K'', .... .... , più ancora la somma dei momenti 
rispetto al piano perpendicolare a quello del triangolo A CB e pas
sante per la retta X Y di tanti piccolissimi parallelepipedi rettan
goli tutti alti CK, Cl\', CK", ........ ed insistenti alle basi AKK' A', 
A' K' K" A", A"K" K"' A"' ........ Ma la somma dei detti prismi trian
golari costituisce il volume della piramide triangolare C AKAi e 
la somma dei parallelepipedi forma la piramide quadrangolare 
CAA 2 1(2 K , cosicchè il momento d'inerzia del triangolo ACB ri
spelto all'asse proiettato in C sarà il doppio del momento del vo
lume della piramicle triangolare CA K A{ rispetto al piano passante 
per la retta CK e perpendicolare al piano del triangolo A CB au
mentato del momento della piramide quadrangolare CAA2 B2 B ri
spetto al piano passante ller la retta X Y e pure perpendicolare al 
piano del detto triangolo. 

Il volume della piramide triangolare C A K Ai è ~ AK .A Ai. ~C K 

=~.~ l.~l.~a= 2
1

4 al2 ; il centr·o di volume L di ques ta pira

mide trovasi sulla retta CM che unisce il vertice C col centro di 
superficie M della base AKA{ ai 5/4 di CM a parti1·e da C; la di
stanza che il punto M ha dal piano perpendicolare a quello del 

. - 2- 2 1 1 
trian goloACB epassante per CKe KN = sKA = 3.2 z= 3l; la 

distanza che il centro di gravità L ha dal medesimo piano è 

- ~- 31 1 
O P = 4 KN = 4. gl = 4 l ; e finalmente il doppio del momento del 

volume della piramide triangolare C A KAt rispetto al detto piano 
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perpendicolare al piano del triangolo A CB e passante per la retta 
CK è 

---1-
ll volume della piramide quatlrangolare C AA2 B2 B è AB. A A2 • 3 CK 

1 1 
==l.a. 3a==3a2 l; il centro di volume Q della stessa piramitle 

l 

dista dal piano perpendicolare a quello del triangolo A CB passante 

- 3-
per la retta X Y condotta parallelamente ad AB di C R = 1 c K 

j, 

3 = 4a ; e quindi il momento di detta piramide rispetto al definilo 

piano è 

Il momento d'inerzia del triangolo A CB adunque, che come si è 
detto è la somma del doppio momento trovato della piramide trian
golare C A K A1 col momento pure trovato della piramide quadran
golare CAA 2 B2 B, vale 

Essendo ora J il cercato momento d'inerzia polare di un poli
gono regolare di n lati eguali ad l e di apotetUa a, sarà esso n volle 

1 
quello del triangolo, pet· cui ponendo 4az fallore comune ri-

sulterà 

Il momento d'inerzia polare della sezione poligonale regolar·e 
vuota rispell.o all'asse perpendicolare al suo piano e passante pel 
suo centro già elementarmente si è trovato nel precedente num ero 
risolvendo il problema Il. 

56. Metodo generale per trovare il momento d 'inerzia po
lare di una sezione qualunque, e sua applicazione al caso delle 
sezioni rettangolari e quadrate , piene e vuote. - Sia AB D 
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(fig. 51) una figura piana qualunque e debbasi trovare il suo mo· 
mento d'inerzia polare rispello aù un asse ad essa perpendicolare 
e proiettato in C. Pel punto C e nel piano della data figura si con· 
ducano due assi ortogonali xx' ed yy', con rette parallele ai due 
assi si scomponga la sua superficie in parti infinitamente piccole e 
si chiamino : 

ro un elemento di superficie in un sito qualunque M ; 
x ed y le coordinate C P e C Q del centro di quest'elemento; 
v la distanza del medesimo centro dal punto C o anche dall'asse 

proiettato in tal punto. 
Siccome dal triangolo rettangolo M P C si ha 

agevolmente si deduce che il momento d'inerzia polare J = 2: ro v2 

diventa per la sostituzione del precedente valore di v2 

ed essendo 2:rox2 e 2: roy2 i prodotti dei diversi elementi in cm s1 
è scomposta la superficie ABD pei quadrati delle rispetlive distanze 
dagli assi yy' ed xx', ossia i momenti d'inerzia della medesima su
perficie rispetto ai detti due assi, si deduce, potersi trovare il mo· 
mento ll'inerzia polare di una superficie piana qualunque prendendo 
la somma dei suoi momenti d'inerzia rispetto a due assi OI'togo· 
nali in essa collocati ed intersecantisi nel punto in cui la incontra 
quell'asse per rapporto al quale si vuole il momento d'inerzia po
lare. Gli assi ortogonali, come x x' ed y y', si sceglieranno poi in 
modo che rispetto ad essi risulti facile la ricerca dei momenti 
d'inerzia della figm·a in cui si sono condotti. - Ecco l'applicazione 
di quanto in generale si è detto alla ricerca dei momenti d'inerzia 
polari delle sezioni rettangolari. 

L Momento d'inerzia polare della sezione rettangolare rispetto al
l' asse perpendicolare al suo piano e passante p el suo centro. 

Se pel centro C (fig. 32) del rettangolo si conducono nel suo 
Jliano due rette x x' ed y y' fra loro perpendicolari e rispettivamente 
parallele ai Iati AB e B D, e se chiamansi 

I' il momento d'inerzia 2 roy 2 del rettangolo rispetto all 'asse x x', 
I" il momento d'inerzia 2: ro x 2 dello stesso reltangolo rispetto 

all'asse yy' e 
J il momento d'inerzia polare domandato, 
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per quanto si è precedentemente stabilito in modo generale, si 
deve avere 

J==l' +l" ('l). 

(k) Ora, essendo rispettivamente a e b i lati AB e BD del ret
tangolo dato, se mediante rette infinitamente vicine fra di loro e 
parallele ad .xx' scomponesi la sua supel'fìcie in liste elementari 
tutte lunghe a, e se di queste liste se ne considera una J? G H I posta 
a distanzaCK = y dall'asse xx' ed alta KL=dy, evidentemente 
la sua superficie ro è a d y ed il suo momento d'inerzia rispetto 
all'asse x' x è 

e siccome la somma dei momenti d'inerzia di tutte le supm·ficie 
elementari analoghe ad F G H I, in cui resta scomposto l'intiet·o ret
tangolo AB D E mediante rette infinitamente vicine condotte paral
lelamente ad x x' , dà il momento d'inerzia dell'intiero rettan
golo per rapporto all'ultima indicata retta, si ottiene, sostituendo 

in '2; roy\ lt d y ad ro ed il simbolo J esteso fra i limiti ~ e -~ al 

simbolo '2;, 

(2). 

Decomponendo la superficie rettangolare AB D E ancora in liste 
elementari con rette infinitamente vicine e parallele ad y y', e ra
gionando come si è fatto per trovare il valore di l', evidentemente 
si giunge ad avere 

(3). 

(k) Nel numero che segue trovasi esposto il metodo per trovare elementarmente 
i due momenti d'inerzia 11 ed l" dalla cui somma risulta il momento d'inerzia 
polare J. 
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Sostituendo Ol'a i valori di I' e di I" nell'equazione (1) si ll·ova 

che il domandato valore del momento d'inerzia polare del rettan
golo ABDE rispetto all'asse perpendicolare al suo piano e proiet
tato in C è dato da 

(4) . 

Per· trovare il momento d'inerzia polare di una sezione quadrata 
di lato a per· rapporto ad un asse perpendicolare al suo piano e 
passante pel suo centro, basta fare b = a nell'equazione (4). 

IL Momenti d'inerzia della sezione t·ettangolare vuota rispetto all'asse 
pet·pendicolare al suo piano e passante pel suo centro; 

Essendo 
a' e b' i Iati IF ed F G (fìg . 54) del rettangolo interno, 
a" e b" i lati AB e B D del rettangolo esterno, 

e coincidendo in C i loro centri, siccome, analogamente a quanto 
si è detto al numero 52 per la corona cit'colare, il momento d'iner
zia polare J della sezione vuota vale il momento d' inerzia polare 
del rettangolo maggiore AB D E meno quello del rettangolo I F G H 
rappresen tante il vuoto, si avrà 

J = ;
1
2 [a" b" ( a"2+b"2

) --a' b' (a''+ b'2) ]· 

Si ottiene il valore di J che conviene al caso della sezione qua
drata vuota facendo b" =a" e b' =a' nella pt'ecedente equazione. 

57. Procedimento elementare per trovare il momento d 'iner
zia polare della sezion,e rettangolare rispetto all 'asse perpendi
colare al suo piano e passante pel suo centro. - Ecco ora 
come elementarmente si possono trovare i due momenti d'inerzia 
I' ed 1", dalla cui somma risulta il momento d'inerzia polare do
mandato J. 

Mediante rette E'D', E"D", E"'D"', ........ (fig. 55) parallele ad 
x x' scompongasi il rettangolo dato in tante liste rettangolari 
ED D'E', E'D'D" E", E"D"D'" E"', ........ tutte lunghe come AB= a 

e tutte colle altezze FF', F'F", F"F"', ... ..... eguali fra di loro e 
piccolissime. Chiamando l ciascuna delle ultime indicate altezze, si 
ha che il momento d'inerzia della lista rettangolare E D D'E' è dato · 
dalla sua superficie a l moltiplicata per il quadrato della distanza 
del suo centro di grav ità dalla retta x x', la qual distanza ( per 

• 
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essere VIClllJSsime le due rette E D ed E'D' ) si può ritenere si c
-- 1- 1 

come eguale a CF = I D = 2 B D = 2 b, ossia da 

Questo momento d'inerzia, potendosi decomporre nei due fnltori 

~a l b ed ~ b di cui il primo rappresenta il volume del piccolissimo 

prisma E D'i che si può considerare come un parallelepipedo retta n-
- - - 1 

gol o le cui tre dimensioni sono E D== a, E E'== l ed E E i == 2 b ed 

il secondo la distanza del centro di gravità del detto piccolissimo 
prisma da un piano perpendicolare al piano del rettangolo proposto, 
passante per C e parallelo al lato ED, è rappresentato dal mo
mento del volume ED'i rispetto al detto piano. Ragionando ora pei 
momenti d'inerzia delle liste rettangolari E'D' D"E", E"D"D"'E'", 
........ come si è fallo per quello della lista EDD'E', si viene a 
con chiudere che il momento d'inerzia del rettangolo E D I H per 
rapporto alla retta x x' è la somma dei momenti rispetto al piano 
perpendicolare a quello del rettangolo preposto, passante pet· C' e 
pat·allelo al lato E D, eh tanti piccolissimi prismi le cui dimensioni 
sono ED, E E' e CF, E'D', E'E" e CF', E"D", E" E"' e CF", .. ..... 
i quali prismi nel loro complesso costituiscono un prisma triango
lare EEiHDDii che ha per momento del suo volume rispetto al 
definito piano il momento d'inerzia della superficie rettangolare 
E D I H per rapporto alla retta x x'. 

Ciò premesso, essendo ~a b2 il volume del dello prisma triaugo

lare, distando il suo centro di volume dall'indicato piano dei mo

menti passante per H I dei i di CF ossia di ~h, ed attenendosi il 

momento d'inerzia dell'intiero rettangolo AB D E rispetto ad x x' 
duplicando il momento d'inerzia del rettangolo E D I H rispetto alla 
stessa retta, si ha 

I'~ 2 1 b2 1 b - 1 b3 -·sa ·3 -12a · 

Hagionando per trovare il momento rl 'inerzia I" del rettangolo 
preposto AB D E rispetto alla retta y y' come si è fatto per la 

• 
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ricerca del momento d'inerzia I' dello stesso rettangolo per rapporto 
ad x x', evidentemente si arriva a trovare che nel valore di I' basta 
cangiare a in b e viceversa, per modo che si avrà 

l,_ fb 3 

-12 a· 

Trovati i valori di I' e di 1", sostituendoli nell'equazione (i ) del 
numero prececlente si ha quello di J, e t•i sulta 

Conosciuto il momento d'inerzia polare della sezione rettangolare 
piena, elementarmente si tl'ova il momento d'inerzia polare della 
sezione rettangolare vuota come si è detto alla fine del numero 56. 

53. Determinazione del coefficiente di torsione. - Se dall'ul
tima equazione del numero 51, là quale dà l'angolo di torsione, ri
cavasi il valore di E"', si ha 

E
,,_ML 

- Je' 

e per un prisma di data materia si può esso determ inal'e quando 
il prisma stesso siasi solidamente incastrato per un estremo e 
quaudo si conoscano : il valore del momento torcente l\'I il quale 
agisce all'altro estremo in un piano normale all'asse del prisma 
stesso ; la distanza L fra la sezione d'incastro e l'estrema sezione 
libera iu cui agisce il detto momento ; il momento d'inerzia polare 
della sua sezion retta e l'angolo di torsione che il momento l\'1 fa 
prendet·e al prisma sottoposto ad esperienza. Gl:'neralmente il prisma 
s'incastra orizzontalmente, all'estrema base libel'a si applica un 
braccio eli leva sensibilmente orizzontale, all'estremo di questo 
braccio si appende un peso noto e moltiplicando questo peso pella 
sua distanza dal centro della base libera del prisma, si ha il va
lore di l\'1 ; il valore di L risulta misurando esattamente la parte 
di prisma ~be non rimane incastrata ; il valore di J si calcola 
dietro la conoscenza della forma e delle dimensioni della sezion 
trasversale del prisma ; e finalmente il valore di e si può dedurre 
disponendo nel piano della base libera del prisma un arco gra
duato col suo centro nel centro della base stessa, applicando uel 
piano di detta base un indice che costantemente si conservi col 
suo asse diretto secoll(lo un raggio dell'indicato arco, leggendo gli 
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angoli corrispondenti alle posizioni · dell'indice prima dell'applica
zione e dopo l'applicazione del peso capace di produrre la tor
sione, facendo la differenza a fra gli angoli letti e calcolando il 
valore di O ossia l'arco di raggio eguale all'unità chiudente il 
detto angolo a mediante la formola 

essendo 7l" il noto rapporto 5,1415 ....... della circonferenza al dia
metro. Sostituendo nell'equazione stabilita nel precedente numero 
i trovati valori di M, L, J e 8 si calcola E"'. 

Affinchè i risultamenti che si ottengono operando come ot· ora 
si è detto possano inspirare fiducia, conviene sottoporre acl espe
rienza dei prismi molto brevi, perchè altrimenti, a motivo del loro 
stesso peso, il fenomeno della flessione prodotta dal detto peso 
verrebbe a complicare quello della torsione ; di più non basta di 
trovare il valore di E'" conveniente ad una data sostanza con una 
sola esperienza, bisogna instituime parecchie su prismi della stessa 
materia e con sezione della stessa forma, e prendere per valore 
di E"' da adoperarsi nella pratica il valore medio di tuUi quelli 
risuHanti dalle diverse esperienze le quali in modo soddisfacente 
vennero condotte a buon termine. 

L'ingegnere Duleau fece alcune esperienze per determinare il 
coefficiente di torsione del fel'ro, ed operò sopra sbarre a sezione 
circolare e sopra sbarre con sezioni quadrate e rettangolari. I ri
sultati di tali esperienze non furono troppo soddisfacenti a motivo 
delle in·egolarità che si trovarono nei valori dei coefficienti eli 
torsione, irregolarità le quali, essendo piuttosto considerevoli per 
le sbarre di ferro con sezioni quadrate e rettangolari, portarono 
a conchiudere potersi vantaggiosamente applicat·e le considerazioni 
teol'iche che vennero esposte sulla torsione ai corpi cilindrici con 
sezione cit·colare ed ai prismi con sezione poligonale regolare di 
un gran numero di lati, e condurre esse a risultati di approssi
mazione piuttosto grossolana nei casi meno frequenti della pratica 
di prismi con sezioni diverse da quelle or ora accennate. 

Esperienze di Savart hanno condotto a risultamenli che, meglio 
di quelli di Duleau, si accordano colle dette considerazioni teori
che ; e dal complesso delle diverse esperienze che finora vennero 
instituite deriva potersi in pratica ammettere i seguenti valol'i medii 
dei coefficienti di torsione riferiti al millimetro quadrato. 
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Coefficienti di torsione 

INDICAZIONE DEI CORPI riferiti 
al millimetro quadrato 

Cg 
Larice rosso 433 

Quercia . 400 

Acciaio di Germania 6000 

Acciaio fuso assai fino . 10000 

Bronzo 1066 

Ferro dolce 6000 

Ferro in barre 6666 

Ghisa 2000 

Rame 4366 

Il confronto dei coe.fficienti d'elasticità longitudinale relativi al
l'estensione coi coe.fficienti di torsione porta a conchiudere che pei 
corpi ordinariamente usati nelle costruzioni non si va lungi dal 
vero assumendo questi siccome rispetlivamente eguali ad i /5 di 
quelli. 

59. Angolo di torsione per ogni unità di lunghezza, e suo 
limite pratico. - Il quoziente 

che si ricava dall'ultima equazione del numero 5i la quale sommi
nistra il valore dell'arco 8 di raggio L chiudente l'angolo di tor
sione, è ciò che misura l'angolo di torsione per ogni unità di lun
ghezza, e rappresenta esso l'arco aaf (fig. 55) di raggio Cct eguale 
all'unità chiudente l'angolo A C Ai il quale esprime di quanto in un 
prisma conlot·to una sezion retta qualunque AB D ha girato ri
spetto alla sezion retta A'B'D' che da essa dista di una quantità 
C'C pure eguale all'unità. 

Supponendo che la fibra A A' sia maggiormente distante dall'asse 
C C' del prisma, evidentemente nel tratto di solido compreso fra 
le due sezioni rette ABD ed A'B'D' sarà essa quella che subisce il 
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massimo spostamento pel fatto della torsione, e fra tutti i punti 
dell'asse della fibra A A' sarà A quello eh e passando in Aj descrive 
il più grande arco in un piano normale dell'asse del prisma e col 
centro sul dello asse. Ciò premesso, se chiamasi r la distanza C A, 
della fibra A A' dall' as~e C C' del prisma, siccome l'arco a ai di rag-

. -c 1 I e 1' A A · re · d. 1 · 1· d gw a== va e L, arco i . v arra T ; e qum 1 , m o t1p Jcan o 

per 1' i due membri dell'equazione che venne stabilita al principio 
di questo numero, si avrà che per ogni unità di lunghezza la fibra 
maggio1·mente distante dall'asse del prisma subisce lo spostamento 
S espresso da 

r8 Mr 
S:= T== E'" .T' 

Questo spostamento S è la quantità che non deve superare un 
certo limite affinchè non avvenga snervamento nei prismi sotto
posti a torsione, e nelle ordinarie circostanze della pratica non 
deve esso eccedere metri, decimetri, centimetri, ecc. 0,000667 per 
ogni porzione di prisma contorto rispettivamente lunga 1 metro, 
1 decimetro, 1 centimetJ·o, ecc. 

60. Equazione di stabilità dedotta dal limite pratico dell'an
golo di torsione. - Un corpo prismatico sottoposto a torsione 
trovasi in istato di stabilità, quando il momento della forza la quale 
produce la torsione è inferiore a quello che è capace di far subire 
alla fibra maggiormente distante dall'asse lo spostamento limite 
affinchè non avvenga snervamento. Segue da ciò che il massimo 
momento, col quale si può cimentare in un prisma la resistenza 
alla torsione, è il valore di .l\'1 che ricavasi dall'ultima equazione 
del numero precedente, e che quindi l'equazjone di stabilità è 

M== E"'S~, 
r 

nella quale le lettere E'" ed J hanno i significati che loro vennero 
attribuiti al numero 50, e le lettere 1' ed S quelli che ad esse ven
nero dati nel precedente numero. 

Per gli alberi dei moto1·i .idraulici e per quelli delle ruote in ge
nere si sono calcolati dei valori di E"' S, assumendo per S 0,00066 7 
negli alberi leggi eri e 0,00055 55 negli alberi forti, ossia in quelli 
dei motori rli prima trasmissione dei movimenti e per quelli desti
nati a tJ·ascinare delle pesanti masse. Questi valori di E"'S, 'rife-
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rendo quelli di E'" al metro quadrato col prenderli nella tavola çhe 
venne data al numero 58 e col moltiplicarli per 1000000, sono 
quali risultano dalla seguente tavola. 

VALORE DI E111 S 

INDICAZIONE DEI CORPI 
per alberi leggeri l per alberi forti 

Cg Cg 
Larice rosso . 2888{ 1 144405 

Quercia. 266800 133400 

Acciaio e ferro . 4002000 2001000 

Ghisa . 1334000 667000 

61. Ipotesi fondamentali sulla resistenza dei solidi prisma
tici ed omogenei alla rottura per torsione. - In un solido pris
matico solloposto a torsione si verifica la rottura allorquando lo 
spostnmento angolare, il quale ha luogo fra due sue sezioni conse
cutive qualunque, e tale che l'allungamento risultante nelle porzioni 
di fibre maggiot:mente deformate comprese fra queste sezioni ha di 
tanto allontanate le molecole le une dalle altre da non poterlo es
sere di più senza che avvenga la loro separazione. 

Non si posseggono sufficienti dati sperimentali sulla resistenza 
::~lla rottura per torsione, ed in loro mancanza si accetteranno le 
ipotesi già ammesse dal Navie1· e da molti altri autori, che cioè le 
azioni molecolari sviluppate dalle diverse fibre per riprendere le 
primitive loro posizioni, anche al momento in cui sta per avvenire 
la rottura, siano in un prisma direttamente pt·oporzionali alle su
perficie delle sezioni rette ed alle distanze di queste dall'asse clel 
prisma stesso. 

62. Momento di resistenza alla rottura per torsione. -
Siano: 

< 

w la superficie elementare della sezione di una fibra qualunque ; 
v la distanza di questa fihra dall'asse del prisma ; 
M{ il momento di resistenza alla rollura per torsione, il qual 

momento è da considerarsi siccome eguale ed agente per verso 
contrario a quello secondo cui agisce la somma M dei momenti 
delle forze che producono la torsione ; 
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r la distanza che la fibra del prisma maggiormente distante ùal 

suo asse ha dall'asse medesimo ; 
R"' un coefficiente costante dipendente dalla materia di cui il 

prisma è formato r·appresentante la resistenza alla rottura per tor
sione riferita all'unità di superficie. 
La fibra che trova si a distanza r dall'asse del pdsma, essen d o 
quella che subisce il più grand'allungamento, è la prima in cui 
tende a manifestarsi la rottura, e quindi questa fibra all'istante in 
cui sta per incominciare la rottura del prisma svolge l'azione mo
lecolare R"' riferita all'unità di superficie. Ammettendo ora l'ipot e~i 
della proporzionalità delle resistenze delle· fibre alle loro distanze 
dall'asse intorno al quale ha luogo la torsione, agevolmente si cle
duce : che una fibra qualunque posta a distanza v dal detto as;;e 
sviluppa l'azione molecolare 

~ R"' 
r 

riferita all'unità di superficie, e l'azione molecolare 

v R"' - w 
r 

riferita all 'intiera superficie della sua sezione ; che il momento 
della resistenza opposta da una fibra qualunque rispetto all 'asse del 
solido contorto è 

1 R"' - ro v~ · 
r ' 

e che la somma dei momenti opposti da tutte le fibre, ossia il mo
mento di resistenza alla rottura per torsione, è data da 

M -M-R"'1" 2 f- _ -L.WV. 
r 

Chiamando poi J il momento d'inerzia polare 2: rov 2 della superficie 
della sezion retta del prisma sottoposto a torsione, l'ultima equa
zione diventa 

La quantità R"' chiamasi da taluni coefficiente di rottura per tor
sione, e va essa considerata siccome una forza da esprimersi colla 
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medesima unità in cui trovasi espressa quella che entra nel mo
mento ~~. riferendola all'unità di superficie corrispondente all'unità 
di lunghezza scelta per esprimere 1', i~ braccio chil è uno d,ei due 
fallori co.mponenti il momento ~~ e le dimension~ contenute nel 
momento d'inerzia J. 

63. D~terminazione della resiste~za alla rottura per tor
sione. -Le esperienze per detet·minare il valore di R"', ossia la re
sistenza alla rottura per torsione riferita all'unità di superficie, de
vono essere instituite come si è detto al numero 58 sulla determi
nazione del coefficiente di torsione E'", accrescendo però il momento 
M, finchè incomincia a manifes tarsi disgiunzione di molecole sulla 
superficie del corpo prismatico sottoposto ad esperimento. Allora, 
mettendo nell'ultima equazione del numero precedente il valol'e di 
M corl'ispondente all'istante in cui si manifestarono i primi segni 

di rottura ed il valore di ~ calcolato dietro la forma e le dimen-
r 

sioni del soMo esperimentato, si può dedurre il valore di R"' con
veniente alla materia costituente il prisma ed alla forma della sua 
sezione trasversale. 

Pochissime sono le esperienze che finol'a vennet·o instituite sulla 
resisl Pnza alla rottura p el' torsione, ed i risultati a cui esse hanno 
condotto riescono incerti a motivo delle irl'egolarità che presen
tano per inesattezza delle ipotesi che vennero riferite al numero 61, 
e di etro le quali si è dedotta l'ultima equazione del pt·ecedente nu
mero. I cilindri a base circolare sono i solidi in cui si riscontrano 
minori irregolarità nei valori di R"' e, riferendoli al millimett·o 
quadrato, si può ritenere che per la quercia, pel ferro e pel' la 
ghisa siano mediamente quali risultano dalla seguente tavola : 

RESISTENZ A 

lNDlCAZIONE DEI CORPI 
alla rottura per torsione 

riferii a 
al millimetro quaòt·ato 

l 

l l Cg 
l Quercia e larice rosso. l 4 

Acciaio e ferro . . . l 60 

l Ghisa l 20 

64. Condizione ed equazione di stabilità dedotte dalla resi
stenza alla rottura per torsione. - Se alle lettere M, R"', J ed . r 
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si conservano i significati che loro vennero attribuiti nel numero 62, 
affinchè in un solido prismatico sottoposto a torsione siavi stabilità, 
bisogna che nella fibra maggiormente distante dall'asse non si svi
luppi la resistenza alla rottura R'" per ogni unità, di superficie , 
ma sibbene una frazione solamente di tale resistenza che, chia
mando n"' un coefficiente di stabilità, sarà espressa da n"' R"'. In 
vista di questo si avrà 

pet· condizione di stabilità e 

per equazione di stabilità. 

M =n"' R"' .:!._ 
r 

Nell'applicazione di quest'equazione di stabilità agli alberi di 

. ' l d" ,, 1 l" lb . h ruote st puo assumere come va ore 1 n = 
1
5 per g t a en c e 

devono girare con moto uniforme e senza urti ; ;O per gli alberi 

il cui moto non è sempre yniforme e che vanno soggetti ad urti. 
65. Uso delle equazioni di stabilità relative alla torsione. -

L'equazione di stabilità del numero 60 e quella del numero pre
cedente servono principalmente alla risoluzione dei due seguenti 
problemi pratici : 

t • Trovare a qual momento torcente M si pnò assoggettare un 
corpo prisnwtico ed omogeneo di data sostanza del qual~ si conoscono 
(orma e dimensioni della sezion retta; 

2· Trovare nna delle dimensioni della sezion retta di forma 
cognita da assegnarsi ad un corpo prismatico omogeneo di data so
stanza che deve andar sottoposto alla torsione prodotta da un dato 
momento M. 

L'equazione del numero 60 serve pel caso in cui è noto il va
lore numerico di E'", e l'equazione del numero 64 serve quando 
invece di E'" si conosce R"'. 

Nel risolvere il secondo problema si trova : o che il rapporto ~ 
r 

che entra nelle equazioni di stabilità contiene una s~la dimensione 
della sezion retta del solido da determinarsi, ed allora l'applicazione 
di una delle equazioni di stabilità conduce senz'altro a trovare 
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questa dimensione ; oppure che il detto rapporto contiene due ~ 
più dimensioni della sezion retta, ed allora bisogna preventiva
mente fissarsene una o più e calcolare quindi, coll'applicare una 
delle due equazioni di stabilità , quella dimensione lasciata inco-

gnita. Così pei cilindri a sezion retta circolare il rapporto l di-
r 

pende solamente dal raggio, ed una delle due eqnazioni di stabilità 
serve senz'altro alla sua determinazione quando si conoscono tutte 
le altre quantità che entrano nell'equazione di stahilità che vuolsi 
applicare ; pei solidi cilindriei invece, la cui sezione ha forma di 

corona circolare, il rapporto ~ dipende dal raggio interno e dal 

raggio esterno, e preventivamente bisogna darsi, o uno di essi e 
calcolare poi l'altro, oppure una relazione che deve esistere fra 
i due. 

Le considerazioni teoriche, che vennero esposte sulla resistenza 
dei prismi alla torsione e che convengono abbastanza bene ai solidi 
cilindrici a sezion retta circolm·e ed ai solidi prismatici aventi per 
sezion retta dei poligoni regolari di molti lati, non possono con
durre che a risultati di grossolana approssimazione quanrlo si ap
plicano a prismi di sezion retta poligonale qualunque a motivo dei 
dissaccordi in cui si trovano coi fatti d'osservazione. Per buona 
sorte però i solidi cilindrici a sezioni rette cit·colari piene e vuote 
ed i solidi pt·ismatici aventi per sezioni rette dei poligoni regolari 
di m.olli lati sono i più frequenti e quasi i soli per cui nella pra
tica vien cimentata la resistenza alla torsione, e uindi l'esposta 
teoria, tuttochè incompleta, è da ritenersi siccome più che suffi
ciente in questo lavoro avente scopo essenzialmente pratico. 

Chi vuoi conoscere un interessante e ben studiato lavoro sulla 
resistenza alla torsione può consultare la terza edizione del Naviet·, 
che nell'anno f 864 venne pubblicata con numerose note e lunghe 
appendici del signor BatTé de Saint-Venant, dove trovasi una teoria 
che si può dire conforme ai fatti d'osservazione e che general
mente si può applicare a solidi prismatici con sezioni rette diverse 
dalle circolari e dalle poligonali regolari di molti Iati. 

66. Modo di applicare le equazioni di stabilità nel caso in 
cui le forze che producono la torsione sono molte e contenute 
in diversi piani normali all 'asse del solido. - Sia un solido di 
asse C'X (fig. 56), e nelle diverse sezioni A'B'D', A"B"D", A"'B"'D"' 
trovisi sollecitato dalle forze P', P", P"', le quali producono torsione 
agendo rispettivamente per lo stesso verso con momenti 1\1', M", M"', 

L'AliTE DI FABBR!C.~IIE. Resiste11za dei materiali, ecc. - 8 
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rispetto al detto asse; sia poi l\1 NP la sezione del solitlo che in un 
modo qualunque è mantenuta ferma ed alla quale si possono rife
rire i momenti rotatori suhìti da tutte le altre sezioui attorno 
all'asse CX . Evidentemente è sollecitato a torsione, dal solo mo
mento l\f il trallo di solido A'll'D' A"B"D", dall a somma dei due mo
menti l\1' ed l\1" il tratto successivo A" B"D" A"' B'"D"', e dalla somma 
dei tre momenti l\'1', l\1" eù l\'l'" il trallo A"' D"' D"' M NP. Essendo poi 
il solido prismatico, il tratto A"'B"'D"'l\IN P è quello in cui più che 
negli altri due si fa sentire l'effello della torsi one ed è ad esso trallo 
che si deve applicare l'equazione di stabilità eol farvi il momento 
torcente M eguale alla somma dei tre momenti l\I',M" ed M"'. 

In generale, avendosi Hn solido prismatico a cui in n sezion i rette 
diverse sono applicate n forze producenti torsione, l'equazione di 
stabilità deve essere ;:~pplicata pel tratto che termina colla sezione 
rimasta fi ssa ponendovi per M la somma di tutti i momenti che 
producono la torsione quand'essi tendono a girare per uno stesso 
verso . Nel caso in cui i dell.i momenti agiscono alcuni in un senso 
ed alcuni in senso contrario, hisogna applicare l'equazione di sta
bilità per quel tratto cui corrisponde la massima somma algeb ri ca 
dei mom en ti che producono la torsione, prendendo questa somma 
di momenti a partire da quello contenuto nella sezione maggior
mente di sta nte dalla sezione rimasta fissa lino a quello contenuto 
nella sezione che precede il trallo che si eon~idera, e sarà la detta 
somma massima il valore di M da porsi all'adottata equazione di 
stabilità. 

6 7. Confronto fra gli angoli di torsione che subiscono i prismi 
con sezione piena ed i prismi con sezione vuota. - Se cousi
deransi due prismi della stessa materia, egualmente lunghi, in egnal 
modo sottoposti a tors ione sotto l'azione di uno stesso momento, 
colla medesima superficie di sezion reti a e soltanto con forma di
versa in ques t' ultima, in guisa che siano essi equivalenti in volume 
con eguagli anza nei valori del coefficiente di torsione E"', della 
lunghezza L e del momento torcente M; se supponesi che la se
zione di uno dei prismi sia piena e vuota quella dell':1ltro coi loro 
momenti d'iu erzia polari rispettivamente eguali ad J' ed J"; se chia
mansi 8' e 8" gli archi di raggio 1 chi ud enti gli angoli di torsione 
che questi prismi vengono a subire solto l'azione del momento l\1, 
se applicasi la formola del u umero 51 , che dà 

, ML 
6 == E'" J'' 8

, ML 
==E"' J" ; 
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e se dividonsi l'una p et· l'altra queste due equazioni risulta 

8' J" 
e"-y· , 

Ora, a parità di superficie, il momento d'inerzia J" della sezione 
vuota è evidentemente maggiore del momento d'inerzia J' della 
sezione piena, giacchè, essendo equivalenti le due figure, si pos
sono supporre composte di un egual numero di elementi superfi
ciali i quali più nella prima che nella seconda trovansi di~tan ti 
dagli assi per rapporto a cui si prendono i momeuti polari. Segue 

cl • ' h 'l J" 1 . a· h 'l l 8' ' 
4 a CIO c e 1 rapporto y e c 1e qum 1 anc e 1 suo egna e 

8
, e mag-

giore dell'unità, ossia ancora che e' è maggiore di 8". Il prisma 
con sezione piena adunque si contorce più di quello con sezione 
vuota, e quindi a parità di materia i prismi con sezione vuota sono 
più solidi di quelli con sezione piena; o~sia ancora con economia 
di materia, si può avere la necessaria stabilità impiegando per re
sistere alla torsione dei prismi ·vuoti anzichè dei prismi pieni. 

Si può arrivare alle stesse conseguenze paragonando il momeu t o 
di torsibilità del solido a sezione piena col momento di torsibilità 
del solido a sezione vuota (nurn. 50) giacchè per quello che poco 
anzi si è detto , essendo J" > J' e quindi anche E"' J" > E"' J' , è . 
giuoco forza il conchiudere che per produrre Una dala torsione nel 
solido a sezione vuota occorre un momento di forze estrinseche 
più grande di quello che è necessario pet· ottenere la stessa tor
sione nel solido a sezione piena. 

Paragonando fra loro un cilindro pieno ed un cilindro vuoto 
della stessa materia, della stessa lunghezza, di equivalente sezion 
retta e solloposti all'azione di uno stesso momento che tende a 
contorcerli, essendo 1· il ra gg io del cilindro pieno, si ha per valore 
del suo momento d'inerzia polare J' 

ed, essendo rispettivamente 1·' ed r" il ra ggio interno ed il raggio 
esterno del cilindro vuoto, si ha per momento d'inerzia polare J" di 
quest' ullimo 

Jlt - 1 ( "4 '4) _
2

7rr -r . 
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Il rapporto dell'arco 8' che misura l'angolo di torsione del primo 
all'arco 8" che misura l'angolo di torsione del secondo è adunque 

e' ?"'4- r'4 

e"- r4 
( r"2 + ~) ( r"2 - r'2) 

r2.r2 

Ora per l'equivalenza delle sezioni rette dei due solidi si ha 

e quindi 

r"2- r'2 == r2 

e' r" 2+r'2 

e" - r" 2 - r' 2 

la qual equazione, per essere la somma dei quadrati dei due raggi 
1·"2 ed r' 2 maggiore della loro differenza, mostra ad evidenza la 
rnaggi01·anza di e' su e". 

68. Applicazione della teoria sulla resistenza alla torsione 
nella risoluzione di alcuni semplici problemi. - I. Trovare il 
t'aggio da darsi ad un albe1'0 cilindt·ico pieno in ferro e che deve 
girare con moto unifor'me, incastrato alle estremità e portante un peso 
di 2000 chilogrammi alla distanza di metri 0,20 dall'asse. 

Adottando l'equazione di stabilità del numero 64 nella risolu
zione del proposto quesito , clt-iamanùo 1' il raggio domandato e 
prendendo il metro per unità di lunghezza ed il metro quadrato 
per unità di superficie , bisognerà in essa fare 

M==2000 X 0,20==400, R"' == 60000000, 

,, 1 
n ==15' 

per cui si otterrà la seguente equazione determinalrice di r 

400 == 1
1
5 60000000 X ~71" r3 

d'onde, essendo 71" il noto rapporto 5,1415 ...... della circonferenza 
al diametro, 

3 

r ==v 50~0 ,71" == om ,0339 ' 
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cosicchè il domandato raggio sarà un po' meno di 4 centimetri. 
II. Trovare il raggio maggiore .ed il raggio minore da assegnat·si 

ad un albero cilindrico cavo di ghisa, il quale deve portare una ruota 
idmttlica destinata a trasmettere Wl lavoro di 60 cavalli-vapore colla 
velocità di 1/4 di giro per· ogni minuto secondo. 

Per la risoluzione di queslo problema è innanzi tutto necessario 
di trovare il momento M che sull 'albero della ruota produce tor
sione, e che corrisponde al dato lavoro di 60 cavalli-vapore con 
1/4 di giro per ogni minuto secondo. - Perciò se in generale 
chiamansi 

L il lavoro in cavalli-vapore che deve trasmettere la ruota, 
n il numero dei giri che essa deve dare per ogni minuto se

condo, 
R il raggio della sua circonferenza esterna espresso in metri , 
P quella forza in chilogrammi che, supposta applicata tangen

zialmen te alla circonferenza della ruota, e moltiplicata per la velo
cità 2 r. H n con cui si muove ogni punto della circonferenza stessa, 
dà il lavoro L espresso in chilogrammetri, si ha , giacchè ogni 
cavallo-vapore vale 75 chilogrammetri, 

P. 2r. R n==75L 

d'onde, osservando che il momento M è appunto eguale a P R, 

75 L 
M==PR==~· 

:.:.r. n 

Venendo ora al caso particolare proposto si calcolerà }1 facendo 
nella precedente equazione 

e si otterrà 

1==60 

M == 75 x ~o == go~o 
2 7r. 4 

Dopo di ciò, chiamando r" il raggio maggiore dell'albero, assu

mendosi ~ r" per raggio minore r' e prendendo per unità di lun

ghezza il metro e per unità di superficie il metro quadrato , si 
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passerà ad applicare l'equazione di stabilità che venne data al nu
mero 64 facendo in essa 

1\J- 9000 
l- ' 7r 

R'" == 20000000 , 

'" J n == 20 
J 

'1 ( "4 81 "4) -1r r -- - r 
2 625 

r 

e si troverà la seguente equazione determinatrice di r" 

dalla quale ricavasi, essendo 1r il noto rapporto 5,1415 ...... della 
circonferenza al diametro, 

3 ____ _ " v 9 x 2 x 625 om 1!. 65 
r == 2000 X 272 . 1r2 == ' :.~, · 

Il valore di r' poi sarà dato da 

3 
1'

1 == 5 0,1465 == om,0879' 

e Io spessore s della parte piena dell'albero avrà il valore 

s == 0,1465 - 0,0879 == om,0586. 
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CAPITOLO V. 

Resistenza allo scorrimento 
nei corpi solidi. 

69. Resistenza allo scorrimento trasversale e resistenza allo 
scorrimento longitudinale nei corpi solidi fibr osi. - Due sono 
i principali modi con cui in un corpo solido fibroso può essere 
cimentala la resistenza allo scorrimento, ossia la resistenza ad uno 
sforzo che tende a dividere il corpo facendo scorrere una delle sue 
parli sull'altra senza esercitare nè compressione, nè estensione 
fuori della faccia nella quale sarà per manifestarsi la rottura . Si 
verifica il primo modo, e viene cimenta ta la resistenza allo scorri . 
mento trasversale, allorqnando il movimento tangenziale delle due 
parti che tendono a staccarsi l'una dall'altra ha luogo in direzione 
perpcndieolare alle fibre del corpo; si verifica invece il secondo 
mod o, e si provoca allora la re;sisten:;ct allo scorr-imento longitttdinale, 
quando il detto movimento si manifesta nel senso de ll e fibre. 

I corpi fibrosi si comportano in modo ben diverso per rap
porto alle resistenze allo scorrimento trasversale ed allo scorl'i
mento longiludinale; ed in generale si mostrano fornit i di egual 
facoltà resistente i corpi con tessuto granulare, in qualunque senso 
venga cimentata la loro resistenza allo scorrimento. 

70. S corrimento t rasversale assoluto e scorrimento trasver
sale relativo; ipotesi fondamentale sulla resistenza allo scor
r imento trasversale nei solidi omogenei ed elastici. - Allor
quando in un corpo solido vien provocata la resistenza allo scor
rimento trasversale, si può supporre : che una sezione piana 
qualunque A'B' (fig. 57) si sposti relativamente alla sezione vici
nissima AB per una translazione parallela al piano di questa e 
che una fibra o linea materiale a a', presa fra Je dette sezioni e 
normalmente ai loro piani, divenga leggiermente obliqua per rap
porto alle superficie , o piane o lievemente cu rve, che dopo la 
deformazione vengono a rappresentare le sezioni considerale. 

La quantità A'Af, la quale rappresenta Io spostamento preso 
da tutti i punti della sezione A'B' passata nella posizione Ai Bi, 
chiamasi sco?Timentu assoluto; e prende il nome di scorrimento 
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A' A j 
relativo il rapporto AA' dello scorrimento assoluto alla distanza 

primitiva dalle due sezioni considerate, ossia la tangente trigono
metrica dell'angolo a' a a1 -::::::::. A' A A1 che qualunque elemento della 
fibra aa' fa colla nuova posizione aa1 che esso viene a prendere 
in seguito allo scorrimento trasversale. 

L'azione molecolare sviluppatasi nel corpo pel fatto dello sposta
mento della sezione A'B' relativamente alla sezione AB evidente
mente dipende dalla superficie di questa sezione e dallo sconi· 
mento relativo, e generalmente si ammette che sia proporzionale 
al prodotto delle accennate due quantità, finchè la forz_a che pro
duce lo sconimento non è capace di snerva re il corpo. 

71. Azione moleco!are che fra due sezioni si sviluppa in un 
solido prismatico omogeneo ed elastico sotto l'azione di una 
forza la ,.t~uale provoca in esso la resistenza allo scorrimento 
trasversale , coefficiente d'elasticità trasversale. - Chiaminsi: 

D la distanza AA' (fig. 57) delle due sezioni considerate; 
Q la superficie della sezione AB; 
d lo scorrimento assoluto A' A1 ; 

Q4 la cercata azione molecolare che si sviluppa per la forza 
che provoca e produce lo scorrimento, la qual forza si può con
siderare siccome eguale e contraria acl una forza estrinseca rrv 
posta nella sezione A1 B1 e tliretta nel senso secondo cui si veri
fica lo spostamento trasversale della sezione A1 B1 per rapporto 
alla AB; 

E'v un numero costante dipendente dalla materia di cui il prisma 
è formato. 

Essendo espresso da ~ lo scorrimento relativo, la cercata azione 

molecolare sarà data dall'equazione 

('l)' 

d 
e, facen do lo scorrimento relativo D= J, quest'equazione si tras-

forma in 

04 -::::::::.T'v-::::::::.E'v n a. 

· La quantità E'v che vale il rapporto fra la resistenza Q4 rife.n 
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rita all'unità di superficie e lo scorrimento relativo Ò' chiamasi 
coefficiente d'elasticità tmsversale, e, siccome facendo .n== i e cl'== i 
si ha E"'==T'V, si può astrattamente dire che il coefficiente d'ela
sticità trasversale è quella forza la quale in un prisma di base 
eguale all'unità sarebbe capace di produrre uno scorrimento rela
tivo pure eguale all'unità. 

Per quanto concerne alle unità con cui nei calcoli si devono 
esprimere le quantità D, d, .n, Q4 ed E'v vale quanto si è detto al 
numero 12 sopra la stessa cosa relativamente alle quantità ana
loghe L, l, !l, Qf ed E'. 

72. Difficolta di procedere ad una deter minazione diretta 
del coefficiente d 'elasticita trasversale e valori che al mede
simo si ,possono assegnare nelle varie circostanze della pra
tica. - E cosa assai difficile il produrre in un corpo anche pris
matico il solo scorrimento delle sue sezioni trasversali senza che 
il fenomeno rimanga complicato da circostanze es teriori a quella 
che si vuoi studiare ; così, se cercasi di produne questo scorri
mento sospendendo un peso all'estremità di un prisma orizzontal
mente incastrato all'altro estremo, egli è evidente che questo carico 
tende ad inflettere il cot·po, e che per conseguenza contempora
neamente si produce scorrimento e fless ione ; e lo stesso avviene 
quando un prisma, anche di piccola lunghezza, caricato di uno o 
più pesi, si appoggia orizzontalmente a due sostegni fissi. Per otte
nere in un prisma il solo scorrimento trasversale, l1isogna contem
poraneamente far uso di forze perpendicolari e di forze parallele 
all'asse, e disporre queste in modo da paralizzare gli effetti estra
nei allo scorrimento prodotti dalle prime ; questa combinazione 
però, Lutlochè non assolutamente impossibile, è almeno difficilis
sima a realizzarsi , per cui cercasi generalmente di mettere in 
giuoco l'elasticità trasversale producendo la torsione in un cilindro 
della sostanza da sperimentarsi ed incastrato per un estremo. Come 
si è detto al numero 58 si determina il coetlìciente di torsione, e 
si assume questo siccome coetlìciente d'elasticità trasversale. 

Che si possa assumere il coetlìciente di torsione di una data so
stanza per suo coefficiente di elasticità trasversale facilmente si vede 
da ciò che, cimentando in un prisma sia la resistenza alla tor
sione, sia quella allo scorrimento trasversale e considerando due 
sue sezioni vicinissime, una di queste si sposta per rapporto al
l' altra in seguito di una specie di strisciamento che fra esse si ve
rifica : nella torsione lo strisciamento ha luogo per un moto rota
torio che una sezione prende relativamente all'altra attorno ad un 
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asse perpendicolare ai loro piani e passante pei loro centri di super· 
ficie; nello scorrimento trasversale invece lo strisciamento avviene 
per un molo di tl'aslazione che una sezione prende per rapporto 
all'altra; i due fenomeni però sono analoghi e sì l'uno che l' altro 
mettono in giuoco l'elasticità tl'asversale del corpo e quindi · non 
si può andar l ungi dal vero assumendo il coefficiente d'elasticità 
trasversale siccome sensibilmente eguale al coefficiente di torsione, 
quando quest'ultimo venga determinato espel'imenlando su corpi 
cilindrici con sezion retta circolare che sono quelli a cui meglio 
si adatta la semplice ed elementare teoria sulla torsione che venne 
data nel precedente capitolo. 

Confrontando i risultati d'esperienza sulla determinazione del 
coefficiente d'elasticità longitudinale ,E' relativo all'estensione coi 
pochi che si conoscono sulla determinazione del coefficiente d' ela
sticità trasversale E'V, si viene a conchiudere che pei corpi ordi
nariamente impiegati nelle costruzioni con qLialche approssimazione 

'l 
si può prendere E" eguale ad BE', per modo che si ha una sem-

plicissima .relazione in grazia delta quale, conoscendosi il coeffi
ciente d'elasticità longitudinale relativo all'estensione per una dala 
materia, approssimativamente si può dedurre il coefficiente d'ela
sticità tmsversale relativo alla stessa materia. 

75. Condizione ed equazione di stabilità, dedotte dalla resi
stenza allo snervamento, per un solido prismàtico, omogeneo 
ed elastico sottoposto all'azione di una forza provocante Ìa re
sistenza allo scorrimento trasversale. - Chiamando 

T1
" la forza diretta normalmente all'asse del prisma, incon

trante quest'asse e pl'ovocante la resistenza allo scorrimento 
trasversale, 

Q1
" la resistenza allo snervamento sotto l'azione di una forza 

che tende a produrre scorrimento trasversale, riferita all'unità di 
superficie della sezion re l t a del prisma, 

.!l la superficie del prisma stesso, 
essendo espressa da 

la resistenza allo snervamento per scorrimento trasversale oppo
sta dal prisma di sezion retta n, si avrà per condizione di sta
bilità 

TI Y /' Qtr .n ' . 
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Ora, pe1· soddisfa1·e a quest'ineguHglianza, basta fare in modo 

che p v sia una certa frazione di Q'" n, cosicchè chiamando m'" un 
numero minore dell'unità che si assume per coefficiente di stabi
li tà. si può porre l'equazione 

T"' == m rv Q'" n (1 ), 

la quale costituisce appunto l'equazione di stabilità. 
Osservando poi che, essendo E"' e èJ il coefficiente d'elasticità 

trasversale c lo scol'l'imento relativo corrisponden te all 'is tante in 
cui sta per avvenire suervamento, si ha Q'" ==E'" cl', la precedente 
equazione di stabilità si può ridurre a 

(2). 

Per quanto conceme ai valori del coefficiente di stabilità mtv , 
si possono essi prendere eguali a quelli di1m', di cui si è tenuto 
parola al numero 14 parlando dell'equazione di stabilità pei prismi 
solloposti ·a tensione, e, a seconda dei diversi materiali, farli va
riar·e colle norme che in dello numero vennero date. 

7 4. Dato fondamentale d'esperienza sulla resistenza alla rot
tura per scorrimento nei solidi prismatici ed omogenei. - In
castrando per un estremo e con una stessa disposizione di fibre, 
se pur trattasi di corpi fibrosi , dei corti corpi prismatici , omo
genei, della medesima sostanza, egualmente lunghi, ma con diffe
renti superficie delle loro sezioni rette, e quindi sotloponendoli 
all'azione di forze passanti pei loro assi e ad essi perpendi colari 
finchè avvenga la loro rottura per scorrimento, si trova essere 
queste forze sensibilmente proporzionali alle superficie delle sezioni 
rette dei prismi espc1·imentati, e per conseguenza polersi stabilire 
siccome dato fondamentale d'esperienza: che nei corpi prismatici 
ed omogenei le resistenze alla rottura per scorrimento, le quali 
resistenze sono eguali alle forze estrinseche le quali stanno per 
immediatamente rornperli, sono proporzionali alle superficie delle 
loro sezioni rette. 

75. Resistenza dei solidi prismatici ed omogenei alla r ottura 
per scorrimento.- Siano: 

n la superficie secondo la quale tende ad avvenire lo scorrimento 
di una parte di prisma relativamente all'altra; 

ll4 la resistenza che il solido oppone ad essere rotto per scorri
mento, la qual resistenza va considerata siccome una forza eguale 
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e direttamente contraria alla forza T'V, sotto l'azione della quale sta 
per manifestarsi la rottma ; 

R'" un coefficiente costante dipeudente dalla materia di cui il 
prisma è formato. 
Applicando 1! fondamentale risultato d'esperienza che venne rife
rito nel precedente num ero, si ha la seguente equazione detenui
natrice della cercata resistenza alla rottura per scorrimento 

II numero R'V, che può essere chiamato coefficiente di roltu1'a pe1· 

scorr·imento, non è altro che il quoziente ~, ossia la resistenza alla 

rottura per scorrimento riferita all'unità di superficie; e, siccome 
facendo nell'ultima equazione n== 1 si Jeduce 

ne deriva polersi dil·e che R'" è quella forza la quale è capace di 
produrre la rottura per scorrimento, od anche di cimentare la resi
stenza alla rottura per scorrimento, in un prisma di sezione eguale 
all'unità, formato della stessa materia e disposto come quello di cui 
si cerca la resistenza alla rotlur<!. 

Le quantità R4, T'' ed U'" si devono esprimere colla medesima 
unità di forze, ed il valore di R'v va inteso siccome riferito all'unità 
di superficie che si è scelta per esprimere l'area della sezione .Q. 
sulla quale tende a manifestasi la rottura per scorrimento. 

76. Determinazione della resistenza alla rottura per scorri
mento nei corpi prismatici ed omogenei. - Nella determina
zione di questa resistenza non s'incontrano più le difficoltà che 
vennero indicate al numero 72 parlando del coefficiente di elasti
cità trasversale, giacchè in modo semplice e diretto può essa ve
nir determinata incastrando orizzontalmente un prisma per un 
estremo , sospendendo un peso in sito vicinissimo alla sezione 
d'incastro ed aumentandolo gradatamente finchè si manifesta la 
rottura. Questo peso diviso per la superficie della sezione nella 
quale succede la rottura, dà la resistenza allo scorrimento riferita 
all'unità di superficie. 

Vicat, il quale instituì alcune esperienze sulla resistenza allo 
scorrimento, non seguì l'accennato metodo. Egli sottopose ad espe
rimento dei cubi di gesso, dei mattoni, delle malte e delle pietre 
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calcari; fece praticare in ciascuno dei pezzi due fori cilindrici op
posti e del medesimo diametro ; e misurò la forza necessaria per 
staccare la parte solida che rimaneva ft·a questi fori, obbligandola, 
mediante la peessione pt·oùotta da una specie di stantuffo, a scor
rere nel senso parallelo all'asse comune dei due fori stessi. Se 
chiamansi 

F la forza capace di produrre lo staccamenlo di detta parte 
solida posta fra i due fori, 

r il raggio di ciascuno· di questi , 
s lo spessore rimasto pieno fra i fondi dei fori, 

il quoziente 

F 
21rrs' 

dove 1r è il noto rapporto 5, !415 .... .... della circonferenza al dia-
melt'o, misura la resistenza allo scorrimento riferita all'unità di 
superficie; e il citalo sperimentatore, peeudeudo per unità di forze 
il chilogramma e per unità di superlìcie il millimetro quadrato , 

l. h ù' l . . · l · d· F avre11 e me tamenle rovalt t seguen!t va or1 1 
2
--: 

1rrs 

Cg 
Gesso impastato col metodo ordinaeio 0,21 
Gesso impastaLo solidamente . 0,55 
Malta di calce grassa e sabbia dopo 14 anni d'in-

durimento all'aria . 0,28 
Mallone crudo . 0,50 
Pietra calcare . i,2i 

Il metodo di Vical, che sembra buono pei cot·pi ~ tessuto gr·a
nulare sur quale egli ha operato, lascia qualche incertezza pei corpi 
fibeosi, prin cipalmente nel caso in cui i fori si praticano coi loro 
assi in direzione perpel)dicolare a quella delle fibre , giacchè la 
resistenza allo sconimento uon può essere costante su lutto il con· 
torno del cilindro pieno rimasto fra i fori stessi. 

La resistenza dei metalli alla rottura per scorrimento può essere 
esperimentala o col metodo che venne indicato al principio di 
questo numero, oppure procedendo in quest'allt·o modo: fra due 
aste prismatiche di ferro o di acciaio, egualmente lunghe, verticale 
mente disposte e colle estremità inferiori egualmente perfot·ate, si 
ponga una terza asta pure prismatica, con grossezza eguale alla 
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larghezza dell'intervallo che esiste fra le due prime e come queste 
perforata verso l'estremità superiore ; mediante un pezzo cilindrico 
del · metallo da sperimentarsi ed avente diametro eguale a quello 
dei tre fori si uniseano le tre aste ; si tiri quella di mezzo con 
forza ognor crescente fino a produrre la rottura del detto cilindro 
o perno ; e si divida la forza sotto la quale incominciò a manife
starsi la rottura per il doppio della superficie della sezion retta 
del detto perno, onde avere la resistenza alla rottura per scorri
mento riferita all'unità di superficie. 

Un altro modo con cui comodamente si può esperimentare la 
resistenza alla rottura per scorrimento consiste : nel procurarsi 
uno stabile blocco di ghisa o di acciaio portante due guance pa
rallele, a piccola distanza l'una dall'altra, e munite di fori cilinurici 
corrispondenti; nel fei'mare oi'izzontalmente fra queste guance ed 
entro due fori corrispondenti i pezzi cilindrici del metallo da speri
mentarsi; e nel produrre tal pressione sulla parte di essi che ri
mane intercetta ft·a le pareti interne delle dette guance da pro
durre la rottura per staccameuto di questa pai'te da quelle poste 
nei fori. Torna comodo di ottenere la pressione che deve caus;re 
la rottura mediante una leva; e questa pressione divisa per il 
doppio della superficie della seziou retta del eilindro sottoposto ad 
esperimento dà la sua resistenza allo scorrimento riferita all'unità 
di superficie. 

Per quanto si riferisce al ferro, dalla maggior parte degli autori 
e da molti pratici si ammette che la resistenza alla rottura per 
scorrimento trasversale sia poco diversa dalla resistenza alla rot- · 
tura per trazione. Le più recenti esperienze però accennano ad una 
lieve infei'iorità di quella su questa, ed inducono a stabilire siccome 
più esatto l'ammettere che la prima sia i 4/5 della seconda, sic
come già aveva trovato Navier in seguito a considerazioni pura
mente teoriche ; e quindi potersi prendere di chilogrammi 52 per 
ogni millimetro quadrato la resistenza alla rotlura per scorrimento 
trasversale in quel ferro, la cui resistenza alla trazione è di 40 chi
logt:_ammi pure per millimetro quadrato. 

La resistenza della ghisa alla rottura per scorrimento trasversale 
forse non venne ancora direttamente determinata come si è fatto 
p el ferro ; e pare che finora, atteso l'analogia dei fenomeni che si 
presentano nella torsione e nello seorrimento trasversale, siasi sol
tanto indirettamente dedotta con esperienze sulla resistenza alla 
rottura pet' torsione seguendo il metodo indicato al numero 65 ed 
assumendo la resistenza alla rottura per scorrimento trasversali.') · 
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siccome identica alla resistenza alla rottura per torsione. Così pro
cedendo, si trova che la cercata resistenza della ghisa alla rottura 
per scorrimento trasversale si può mediamente fissare di 20 chilo
grammi per millimetro quadrato. 

Per quanto concerne ai legnami, si può dire che mancano total
mente le esperienze sulla determinazione della vera resistenza alla 
rottura per scorrimento trasversale , e sicur·amente non s'incorre 
nel pericolo di cornpromeltere la stabilità delle costruzioni, assu
mendola, siccome consiglia il Bourdais (Tmité prutiqtte de lu 1'é
sislance d es malériattx), di chilogt·amm i 1,50 per millimetro qua
drato se traltasi di quercia, e di chilogrummi 1,50 se trattasi di 
larice rosso. 

In quanto alla resistenza alla rottura per scorrimento longitu
dinale, per mancanza di dati sufficienti, si ammette generalmente : 
che Hei metalli sia poco diversa dalla resistenza alla rottura per 
scorrimento trasversale; e che nei legnami sia sensibilmente eguale 
a quella che nel numero i 7 venne chiamala resistenza alla 1:ottura 
per trazione nel senso tangenziale agli strati legnosi, ossia di chi
logr:Jmmi 0,50 a 0,40 per ogni millimetro quadrato della superfi
cie sulla quale tende a manifestarsi la rottura pel' scorrimento lon
gitudillale quando trattasi di quercia od anche di larice rosso. 

77. Resistenza allo scorrimento nei massi in muratura. -
Allorquando un masso murale trovasi sollecitato da una o più forze 
le quali tendono a staccarne una parte (acendola scorrere su un'al
tra parte ·che rimane immobile senza che quélla produca pressione 
su questa, due diverse resistenze possono opporsi allo scorrimento: 
o la coesione della malta; o l'aderenza della malta stessa colle 
pietre. 

Prepat·andosi dei corti prismi formati per cot·si pcrpenllicolari 
alla loro lunghezza colle pietre, coi mattoni e colle malte che de
vonsi impiegare nell'esecuzione delle opere murali per cui vuolsi 
conoscere la resistenza allo scorrimento, aspettando che le malte 
abbiano fatto presa e sottoponendo i detti prismi all'esperienza che 
venne indicata nel bel principio del precedente numero, si trova: 

1 • Che per le malte di calcina la rottura per scorl'imento ha 
generalmente luogo nell'interno di un loro stt·ato, il che prova eh~ 
la coesione delle malte è in generale minore della loro aderenza 
colle pietre e coi mattoni , ed essere la resistenza dovuta alla coe
sione quella di cui bisogna tener conto nel determinare la resistenza 
allo sconimento in un muro nel quale tende a staccarsi una parte 
senza produrre pressione sull'altra ; 
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2" Che per le malte di gesso lo scorrimento si verifica per lo 
più fra la malta e le pietre, se pur queste sono a superficie piane 
e non molto scabrose, e che quindi è la resistenza dovuta all'ade
renza quella di cui bisogna tener conto nel valutare la resistenza 
allo scorrimento pei massi murali in cui le pietre sono collegate da 
malta di gesso ; 

5" Che la resistenza alla rottura per scorrimento varia colla 
qualità delle malte, e che cresce col tempo durante il quale le malte 
si lasciano indurire in condizioni favorevoli ; 

4• Che la detta resistenza si può assumere siccome variabile 
ùa chilogrammi 0,01 a 0,20 per ogni millimetro quadrato della 
superficie sulla quale la rottura tende a manifestarsi. 

Quando, siccome avviene in un masso murale il quale sia solle
citato da una spinta orizzontale, la parte di muro che tende a scor
rere esercita una pressione sulla parte che rimane immobile, ap
pena distrutta la resistenza dovuta alla coesione la quale speri
mentalmente trova si indipendente dalla pressione, entra in giuoco 
la resistenza dovuta all'attrito che ha luogo nella superficie di 
scorrimento fra mm·atura e muratura. Questa resistenza può essere 
determinata procurandosi dei prismi falli per corsi perpendicolari 
alla loro lunghezza colle pietre, coi mattoni e colle malte che de
vonsi impiegare nell'esecuzione delle opere murali per cui vnolsi 
conoscere la resistenza dovuta all'attrito, aspettando che le malte 
abbiano fatto presa, distruggendo la coesione che ha luogo in uno 
strato di queste, pone1Hlo verticalmente ciascuno di essi colla parte 
inferiore ben fissa e colla parte superiore perfettamente aggiustata 
sulla infedore come se la coesione non fosse stata distrutta, attac
cando alla parte super.iore una funicella la quale distendendosi oriz-

' zontalmente vada a passare su una puleggia fissa pot·tando al capo 
pendente un piatto di bilancia, e mettendo in questo piatto dei pesi 
finchè si ottiene che la parte superiore del prisma sottoposto ad 
esperimento si sposta per scorrimento sulla parte inferiore. La 
somma dei pesi posti nel piatto aumentala del peso del piatto 
stesso e di quello della parte di funicella verticalmente pendente 
dalla puleggia dà evidentemente la misura della resistenza d'at
trito, e facendo l'esperienza su diversi prismi si trova: 

i • Che questa resistenza è proporzionale alla pressione che la 
parte supet·iore del masso esercita contro la parte infe1·iore, e che 
per conseguenza vale la detta pressione moltiplicata per un conve
nevole coefficiente d'attrito ; 
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2• Che varia colla natura e collo stato delle superficie in con

tatto ; 
5• Che è indipendente dall'estensione di questa superficie; 
4• Che nelle Mdinarie circostanze si può mediamente assu

mere di 0,76 il coefficiente d'attrito di mut·atura sopra muratura, 
che si deve ridurre a 0,57 quando le malte sono ancot'a fresche, e 
che talvolta si può aumentare fino ad t,OO per le muratul'e di pie
trame anche fatte con malte di mediocre qualità, le quali già ab
bian o fallo buona presn in circostanze favorevoli. 

Per rapporto al coefficiente d'atlrilo da adottarsi nella valuta
zione della resistenza allo scot't'imento che pt'esentano i massi mu
rali sulle loro fondazioni, i pratici sono d'avviso di ammettere: 
0,76 quando ~ono essi stabiliti sopra roccia naturale o sopt·a cal
cestruzzo; 0,57 quando appoggiano su terra e su sabbia ; e final
mente 0,50 quando sono elevati su un fondo argilloso un po' sog
getl(J a lasciarsi rammollire dall'acqua. 

Vi sono degli autori i quali, nel valutare la resistenza allo scor
rimento pei massi murali in cui la parte che tende a scorrere eser
cita pressione sull'aUra che rimane immobile, hanno contem
poraneamente teuulo conto della resistenza dovuta alla coesione 
e di quella dovuta all'attrito. Se però si osserva come enll'i in 
giuoco la seconda resistenza appena distrutta la prima, agevol
mente si comprende perchè si debba sollanto tener conto o dell'una 
o dell'altra; e, ponendo mente come la resistenza tlovuta all'at
tt·ito anche col Lempo non sia per venir meno in un masso mu
rale, mentre lo stesso non si può dire di quella dovuta alla coe·· 
sione, agevolmente si vien a conoscere perchè quasi Lutti i pratici 
siano d'avviso tli tener eonto sollanto della prima e di trascurare la 
seconda Gonsideramlo le malte come un semplice mezzo necessario 
ad ollenerc un perfello posamenlo delle pietre le nne sulle allre. 

La resistenza dovuta all'attrito che si sviluppa in uu masso rnu· 
rale allot·quantlo truvasi sotto l'azione di una forza che tende a 
rompcdo per scorrimento, per quanto sopra si è eletto, dipende 
dalla pressione che esercita sulla parle di masso che t'imane im
mobile l'altra parle che è soggella a scorrere, e quindi dal peso 
di quest'ultima parte di tnuratura, il qual peso facilmeule si deduce 
dalla conoscenza dei v;:llori metlii del peso specifico ussia del peso 
di 1 decimetro cubo delle principali mnrature indicate nell'ultima 
tavola del numero 17. Per qua n lo spella ai valori del peso di 
1 decimelru cubo delle muealu ec in pi etra da La glio si possorro 

L'A R'n: DI fABlll\ICARE Resistenza dei materiali, ccc. - \l. 
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assumere quelli delle pietre con cui le murature stesse sono for
mate, che si trovano riportati nel quadro numerico del numero 54. 

78. Resistenza allo scorr imento nei massi di terra. - Con
siderando delle terre eli recente smosse e, quasi a guisa di pol
vere, ridotte a particelle staccate ed indipendenti le une dalle 
altt·e, si vede che allora esse naturalmente sì dispongono secondo 
uu cel'to pendìo e che così si stabiliscono allo stato ùi equilibrio . 
Le molecole situate sulla snperficie liùet'a del pendìo si tl'ovano 
sollecitate a sconer3 dalla componente tangenziale del loro peso , 
e se malgrado la loro mobilità non obbediscono a quest'azione, 
questo deriva da ciò che esse provano una resistenza eguale c 
contraria, ossia una resistenza d'attrito da pat'te delle molecole 
vicine. L'esistenza dell 'attrito però fra le molecole tetTo se non basta 
per spiegare tntli i faLLi che si manifestano nel loro equilibr io ; 
e, pet· esempio, non si saprebbe vedere come succeda che alcune 
tene anche sotto un ta glio a picco si mantengano pet' qualche 
tempo in equilibrio , senza ammettere che esse posseggano una 
certa forza di coesione. 

In seguito di queste considerazioni, sem]lra natul'ale 1' ammet
tere essere due le resistenze che si oppongono allo scorrimento 
delle du e pal' ti di un masso di terra l'una sopt·a l'altra: quella 
dovuta alla coesione, indipentlente dalla pressione normale alla 
superficie sulla qu ale tende a ma nifestarsi lo scorrimento e propor
zionale a questa supet'ficie stessa; e quella dovuta all'att rito, pro
por·zionale alla detta pressione normale. È opinione dei pratir.i : 
che le indica te resistenze non si sviluppino contemporaneamente, 
ma sibbene che la seconda tenga dietro alla prima; che nell 'in sli
tuirc rlei calcoli relativi all 'equilibrio delle terre si debba tenei' 
conto solamente di una di esse ; e che pel caso in cui si vogl ia 
un equilibrio duraturo si debba tenet' conto tlella resistenza do
vuta all'attrito auziGhè di quella dovuta alla coesione, giacchè 
questa col tem po e per molte cause è soggetta n veuit' meno. 

La coesione di quasi tnlle le terre, e persino delle sabbie, au
menta col tempo durante il quale le loro particelle si lasciano 
in contatto, e colla compattezza del masso che compongono. 

Come si possa pr·ocedel'e alla determinazione del coefficiente di 
coes·ione ossia della forza di coesione, riferita all'unità di superfi
cie, verrà indicato al problema I del numero 85, e basti per ora 
il dire che approssimativamente essa varia da chilogrammi 0,00013G 
a 0,000568 per ogni millimetro quadrato considerando le qualità 
di Lerce asciutte comprese fra le sciolte e le più forti. 
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Per trovat·e il coefficiente d'attrito delle terre, ossia quel coeffi

ciente numerico per cui bisogna moltiplicare la pressione prodotta 
da una parte di masso di terra che è in procinto di staccarsi e di 
sconere su un'altra parte dello stesso masso onde avere la resi
stenza dovuta all 'attrito, si può partire dalla segllente considera
zione. Immaginando una molecola tet•t·osa M (fig. 58) su un piano 
inclinato AB costituente una delle facce che limitano un masso di 
terra, supponendo che questa molecola sia in procinto di scorrer 
giù per l'indicato piano inclinato e chiamando 

o.: l'angolo B AC che misura l'inclinazione del piano AB ali" oriz
zonte, 

P il peso della molecola M, 
T ed N le componenti di questo pe~o tangenziale e normale al 

piano ed 
r il coefficiente d'attrito, 

se la molecola ~'l sia in equilibrio, questo deriva da ciò che alla 
componente tangenziale T sta opposta una forza d'allrito eguale e 
direttamente contraria ; e siccome questa forza d'attdto vale (N 
si ha 

T=fN . 

Osservanclo ora che i tlue trian goli egnali l\1 T P ed MNP, rispetti
vamente rellan goli in T ed N, sono simili al triangolo ABC rettan
golo in C per essere i tre an goli acuti TMP, MPN ed A BC eguali 
fra di loro, si ha che gli angoli MPT ed NMP ambedue sono 
eguali acl o.: e che per conseguenza 

T=Psen-x, N=Pcoso.:, 

i quali valori di T e di N, posti nell'ultima equazione, conducono 
a trovare 

f=tanga, 

ossia che il coefficiente d'attrito per le terre è la tangente trigo
nometrica dell'angolo che coll'orizzonte fa il loro nalural declivio, 
ossia il piano inclinato sul quale le molecole tenose stanno in 
procinto di stlmcciolat·e in basso. Per trovare i coefficien ti d'at
trito adalli alle diverse qualità di terra basta adunque: o misurare 
gli angoli secondo cui coll'orizzonte si dispongono le superficie 
piane laterali di rilevati o di scavi, le quali facevano un angolo 
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maggiore di quello corrispondente al loro natural declivio, allor
quando su esse, per lunga esposizione all'aria ed alle intem
perie, per alternative di secchezza e di umidità é pet· effetto di 
geli e di disgeli, la coesione fra molecole terrose è totalmente 
dist t·utta, e pl'endere le tangenti trigonometriche di questi angoli ; 
o eseguire su un piano Ol'izzontale dei mucchi aventi forma di 
coni retti mettendo le terre in modo che prenrlano il declivio che 
loro compete e prendere i rapporti delle altez1.e ai raggi di detti 
coni, i qu ali rapporti , essendo eguali alle taugenti trigonometriche 
degli angoli _che le generatri~i dei coni fauno all'orizzonte, danno 
appunto i coefficienti d'attrito. 

Nella tavola che segue si hanno gli angoli del naturale decli
vio ed i corrispondenti coefficienti d'attrito per le principflli qua
lità di terTa che al costruttore può avvenire di considerare : 

NATURA DELLE TERRE l Angoli d'attrito /coefficienti d'attrito 

Terre sabbiose 34° 0,67 

Terre sciolte asciutte . 39 0,81 

Terre ordinarie . 45 1,00 

Terre argillose asciutte 55 1,43 

Terre argillose umide. 31 0,60 

Talvolta può avvenire di dover considerare l'attrito fra terra c 
muratura, ed il coefficiente corrispondente può essere facilmente 
determinato cercando qual inclinazione all'orizzonte si deve dare 
alla faccia piana di nn masso della mnratura che deve trovarsi in 
contatto della terl'a, affinchè sia questa in procinto di sconere in 
basso allol'quando venga collocata su quella, e prendendo la tan
gente trigonometrica dell'angolo corrispondente a detta inclina
zione. 

Poche esperienze vennero finora eseguite sulla resistenza allo 
scorrimento di terra sopra muro, ed ecco quali angoli d'inclina
zione delle facce mul'ali su cui le molecole terrose possono stare 
in equilibrio e quali coefficienti d'attrito si possono praticamente 
adottare nell'ipotesi che, senza pr·esentare considerevoli sporgenze, 
non siano lisce nè arricciate le facce dei mmi contro cui le terre 
appoggiano . 

, 
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NA'l'URA DELLE TERRE l Angoli d'attrito !coefficienti d'attrito 

Terre asciutte e sciolte . 50° 0,57 

Terre bagnate e terre che si lasciano rammol-
lire dall'acqua t7 0,:50 

l 

Per valutare la resistenza allo scorrimento dovuta all'att ri to di 
terre su terre e di terre su m uratura è necessario di conoscerne i 
pesi, per cui immediatamente si riferiscono quelli del decimetro 
cub o delle principali qualità di terra che al costrullore può avve
nire di dover nella pratica considerare : 

Cg 
Terra vegetale . i ,4 
Terra ~ch i etla allo stato di secchezza naturale. i ;5 
T cna argillosa da i ,6 a i ,9 
Sabbia terrosa i,7 
Sabbia pura . 1,9 

79. Condizione ed equazione di stabilità dedotte dalla l'esi
stenza alla rottura per scorrimento, quando questa resistenza 
è dovuta alla forza di coesione. - Essendo 

T'" la fol'za tendente a produrre il fenomeno dello scorrimento 
in un dato corpo e diretta parallelamente alla superficie, supposta 
piana, sn cui il dello fenomeno più facilmente · può avvenire, 

R'" la resistenza alla rot tu ra per scorrimento riferita all' unità di 
della superficie ed 

Q l'area di questa fi gura piana , si ha che la resistenza alla 
ro ttura per scorrimento opposta dal corpo alla forza T'" è 

che quindi la condizione di stabilità risulta 

e che l'equazione di stabilità può essere scritta sotto la forma 

dove n•• è un numero minore dell'unità che si assume siccome coef-
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ficiente di stabilità e che generalmente suolsi prendere non mag
giore di 1J6 pei metalli, e non maggiore di 1/1 O per gli altri ma
teriali. 

SO. Uso delle eq~azioni di stabilità relative alla resistenza · 
allo scorrimento, e determinazione della sezione pericolosa. -
La pratica applicazione delle equazioni di stabilità che vennero date 
ai numeri 75 e 79 sla principalmente nella risoluzione dei seguenti 
quesiti : 

1 • Trovare a qual forza T'V, diretta parallelam,ente alla super
ficie nota Q nella quale pùì facilmente può ctvvenire scorrimento, si può 
assoggettare un corpo ; 

2° Trovare la superficie Q da assegnarsi a quellct sezione piana 
sulla quale, più facilmente che in qualunque altra e sotto l'azione di 
una data forza T'V, può avvenire scorrimento in un corpo di forma 
nota. 

L'equazione di stallilità indicata (1) al numero 75 serve per il 
caso in cui si conosca la resistenza allo snervamento per scorri
mento trasversale, quella indicata (2) allo stesso numero conviene 
quando sono noli il coefficiente d'elasticità tt·asversale e lo scorri
mento relativo corrispondente allo snervamento per scorrimento 
trasversale, e finalmente quella del precedente numero vale per il 
caso in cui si conosce la resistenza alla rottura tanto per scorri
mento trasversale quanto per scorrimen to longitudinale. 

Verrà determinaLa la sezion,e, supposta piana, sulla quale in un 
corpo dato oppure in un corpo di forma nota, più facilmente che 
in qualunque altt·a sarà per avvenire lo snervamento o la rottura 
per scorrimento sotto l'azione di una forza diretta parallelamente 
al piano della sezione stessa, cercando quella per cui nell'estensione 
del corpo e dove è possibile la rottura solto l'azione di una forza 
applicata come la forza data è massima la resistenza allo scorri
mento riferita all'unità di superficie che in essa vien sviluppata dalla 
forza estrinseca T'V, o più chiaramente trovando quella per cui ri-

sulta avere un val or massimo il quoziente T~". La sezione così de

terminata è quella che chiamasi sezione pericolosa ed il valèe Q 

della sua superficie è quello da impiegarsi nelle pratiche applica
zioni delle equazioni di stabilità. - Se nelle sezioni sulle quali è 
possibile lo scorrimento sotto l'azione eli una forza applicata come 
la forza data varia dall'una all'altra la resistenza, la sezione peri
colosa si determina cercando quella per rapporto alla quale è 
massimo il valore del coefficiente di stabilità ossia del quoziente 
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llclla forza che tende a produnc lo scorrimento per la conispon
dente resistenza che vi si oppone. 

81. Condizione ed equazione di stabilità dedotte dalla resi
stenza allo scorrimento quando questa r esistem:a è dovuta al
l' attrito: determinazione della sezione pericolosa. - Suppo
nendo che sia piana la superficie sulla quale lo sco rrimento può 
avvenire, si chiamino : 

T/v la forza diretta parallelnmente al piano di detta sup erficie 
sotto l'azione della quale lo scoreimento può manifestarsi ; 

f il coefficiente d'allrito ossia quel coefficiente numerico per cui 
bisogna moltiplicare la pressione, che la parte di co rpo sogge tta a 
scorreee esercita sull'altra normalmente alla supedlcie di separa
zione, onde avere la forza che si oppone allo scorrimento ; 

N la detta pressione ; 
n i 'v un coefficiente di stabilità. 

Evidentemente la condizione di stabilità sarà 

e si avrà per equazione di stabilità 

T/v== n/v {N. 

La resistenza fN dovuta all'attrito essendo generalmente di tal 
natura da non poter facilmente venir meno anche coll'a ndar del 
tempo, e questo essendo principalmente vero per le opere murali 
in cui N è. la forza di gravità oppure una componente di ques ta , 
suolsi nella pratica assumere n/" siccome variab ile fr a 4/5 e 2/5 
secondo la maggiore o minor stabilità che vuolsi avere nell 'opera 
cui inteudesi applicare l'ultima equazione. 

Si trova la seàone pericolosa per un solido in cui la resistenza 
allo scorrimento è dovuta all'attrito cercando quella per rapporto 
alla quale è massimo il valore del coefficiente di stabilità ossia del 
quoziente della forza T/'" per la resistenza fN. 

82. Applicazione della teoria sulla resistenza allo scorri
mento alla risoluzione di alcuni semplici problemi. - I. Tro
vcwe qual è il massimo peso che si può sollevare mediante una gi
r-ella il etti perno è di {erTO col diametro di metri 0,02 , e nella 
ipotesi che la potenza debba agire parallelamente alta l'esistenza. 

Il perno AB (fig. 59), trovandosi sostenuto dalla staffa in due 
punti assai vicini fra di loro, è contemporaneamen te soggetto a 
rompersi per scorrimento trasversale in due siti, ossia nei brevi 
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intervalli che rimangono fra la girella e la staffa stessa . Se chia-' 
masi P il massimo peso che con questa macchina si possa solle
vare, se trascuransi gli allriti del perno entro gli occhi della staffa, 
la rigidezza della fune ed i pesi del perno , della girella e della 
fune, se, osserva si che allora per sostenere questo peso è neces
saria un a potenza pure eguale a P e se vuolsi risolvere il pro
blema 11pplicando l'equazione di stabilità che vennr. data al numero 
79, prenden do il chilogramma per unità di peso, il mi llimetro qua
drato per uni tà eli superlìcie, supponendo che il ferro di cui è fer
mato il perno presenti la resistenza di 55 chilogrammi per milli
metro quadrato alla rottura per trazione ed al'sumendo 5, 1. 416 per 
valore del rapporto 1r della circonrerenza al diametro, si avranno 
i seguenti valori di T", n", R•v ed .0. 

T'v=2P, 1 
n'v=6' 

- (20)2
- ' .o.- 2 .1r-

4
- -2X314,16, 

c1uali posti nella citala equazione di stabilità daranno la seguente 
equazione determinalrice di P 

d'onde 

ossia che con un a girella il cui perno è costituilo di ferro il quale 
ha il diametro di metri 0,02, e mediante una potenza che agisce 
verticalmente, tutto al più si può sollevare un peso di chilogrammi 
1466,08. 

II. Trovare la larghezza da darsi ad ttna tmve di larice t'osso 
ABCD (fig . 40) la quale solidamente vct incastrata in un muro colle 
fibre verticalmente disposte, che deve pt·esentare per sezion d'incastro 
un rettangolo i cui lati siano rispettivamente la lunghezza e la lar
ghezza della trave stessa, c che deve presentare la necessaria stabilità 
solto l'azione eli una data for:zn P applicata in G sulla parte EB della 
base superiot·e e !lirelta parallelamente alle fibre. La lunghezza della 
trave è di metri 1,50 e la forza P eli 4500 chilogr·ammi. 

Evidentemente la forza P agisce per proflurre uno scorrimento 
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longitudinale Bella trave cui è applicala, c la superficie ~l i scorri
mento può essere o la stessa sezion d'i ncastro oppu re un 'altra 
sezione parallela a quella or ora indicata e passante per un punto 
tlcl tratto EC. Prendendo per unità di peso il chilogramma e per 
unità di superficie il m ili i metro quadrato e chiamando x la do
mandata larghezza, si risolverà il problema coll'applicare l'equa
zione di stabilità che venne data al numero 79 e col fare in essa 

T'v==4500, IV- 1 
n -10' 

n== 1500x; 

per cui risulta la seguente equazione determinatrice di x 

1 
4500== 10 0,20 x 1500. x' 

d'onde 

cioè la larghezza della tra ve deve essere di t 00 millimetri, ossia 
di metri 0,1. 

III. Trovare la grossezza media EF (fig. 41) da assegnarsi ad ttn 
muro colla parete CD verticale, colla parete AB inclinata, lungo 5 metri 
ed allo 4, che colla sua base inferiore è collocato sopra un alto strato 
di sabbia e che deve sopportare l'azione di una spinta orizzontale Q 
dell'intensità di 4000 chilogrammi applicala in G presso la base del 
muro stesso. 

Supponendo il muro siccome costituito da elementi talmente ben 
connessi fra di loro da formare un unico masso indivisibile sotto 
l'azione ùella forza Q, per essere ques ta forza appli t~a la a piccola 
distanza dalla base A D, può avvenire scotTimento sul piano di detta 
base, e la cercata grossezza media va determinata in modo che 
il peso del masso murale A H C D faccia sviluppare tal resistenza 
d'attrito su A D da vincere l'azione della forza Q. Per risolvere il 
problema hisognn a1lunque applicare l'equazione di stabilità che 
venne data al numero lH , prendendo per unità di peso il chilo
•Tramma si faranno in essa 
t> • 

T!'v ==4000, {==0,57, 
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e per N si prenderà il peso in chilogrammi della mura tura AB C D 
sovrastante alla superficie di scorrimento A D. Supponendo che 'il 
peso del decimetro cubo di detta nmralura sia di chilogrammi 2,2 
e che per conseguenza sia di chilogrammi 2200 il peso del metro 
cubo, si avrà chiamando y il domandalo spessore medio 

N=2200X3 X4y=2640ùy. 

Sostituendo ora i valori di T '" n '" f ed N nella già t:itala equa-
:t ' 1 ' 

zione di stabilità del numero 81 risulta 

3 
4000 = 5 0,57 x 26400y' 

d'onde 

ossia il muro deve presentare alla metà della sua altezza lo spes
sore di metri 0,44. 

85. Applicazione della teoria sulla resistenza allo scorrimento 
alla determina:~o:ione delle scarpe da assegnarsi ai massi di terra 
tagliati lateralmente. - I. Un terrapieno, la cui superficie superiore 
è in ttn piano orizzontale C O (fig. 42) e che travasi uniformemente 
caricato di materie soggette a dividersi secondo piani verticali corri
spondenti alle estremità superiori delle sttperficie di separazione che 
in esso possono avvenire, si taglia lateralmente secondo un piano AB; 
trovare la relazione che deve esistere fra il più piccolo angolo che 
il detto piano AB deve fare colla verticale A C e l'altezza A C del 
taglio, af!ìnchè l'az1:one del sopraccarico e quella del peso delle mo
lecole terrose non tJenga a vincere la loro coesione. 

Siano: 
a l' allezza del tagliO> che vuolsi praticare nel terrapieno, es v ressa 

in metri; 
Il il peso in chilogrammi del metro cubo di terrapieno ; 
p la pressioue in chilogrammi che risulta su ogni metro qua

drato, del piano orizzontale BO a motivo dell'esistenza del soprac
carico O BD E; 

y la forza di coesione fra le terre eli cui il terrapieno si com
pone, riferita al metro quadrato ed espressa in chilogrammi; 

rp l'angolo cercato di AB colla verticale A C. • 
Considerando una parle di terrapieno lunga 1 metro ( giacchè 

assicurate delle buone condizioui d'equilibrio ad una parte eli masso 
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lunga l'unità lo sarà pme il masso intiero allorq~un d o si ponga 
nelle medesime condizioni) ed immaginando condotto un' piano qua
lunque AB' passante per la orizzontale rappresentata in A e facente 
col piano verticale A C l'angolo C AB':=~. il peso del pri sma tri
angolare rappresentato in ABB' e la pressione prodo tta dal cor
rispondente sopraccarico B B' D'D costituiscono una forza verticale 

P, che vale il peso ~TI a2 tang ~ rlel prisma triangolare rappresen-

tato in A CB', meno il peso ~ I1 a2 tang rp del prisma triangolare 

rappresentato in A CB, più la pressione p a tang ~ che il sopraccarico 
(supposto esteso anche al trallo CB) eserciterebbe su CB' e meno 
la pressione p a tang o/ che il medesimo sopraccarico produrrebbe 
su CB, e la qual forza verticale P è conseguentemente data da 

(1) . 

Se ora si scompone il peso P in due componenti T ed N , la 
prima parallela e la seconda normale al piano AB', a motivo del
l'eguaglianza degli angoli CAB', NPG e TG P, si hanno le re
lazioni. 

T:=Pcos~, 

La componente T rappt·esenta la forza la quale tende a distrug
gere la resistenza dovuta alla coesione che si sviluppa nella su
perficie AB' D'; e trascurando o supponendo nulla la coesione in 
n'D', si riduce la detta resistenza a quella che può svilupparsi su 
un'area rettangolare di lati AB' ed 1 metro, e quindi ha essa per 
valore 

--,_ ya 
y.AB --·"' cos't' 

giacchè dal triangolo rettangolo A CB si deduce 

AB'==_a __ 
cos~ 

La condizione d'equilibrio si ottiene ponendo che la fo rza la 
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quale tende a distruggere la coesione è minore della resistenza 
che questa oppone, per cui essa risulta 

ya 
Pcos<f <--1 , cos \ji 

d'ondr, dividendo per cos y cd osservando che +, == 1 + tang~ ·f, 
cos \ji 

ricaYasi • 

P< y a ('l+ tan g~ <f). 

Sostituendo OJ'a in quest'incguaglianza il valore P dato dall 'equa
zione ( 1) e ricavando quello di taug rp, si trova 

tang rp > tang<f- ----~ - (1+tang~y) 
Ila+2p 

(2). 

Quando l'equilibrio esiste questa inegua glianza deve essere veri fi
cata qualunque sia il valore che si attribuisce all'angolo <f, e quindi 
il più piccolo valore ammissibile per tang rp deve essere eguale al 
massimo del secondo membro di della ineguaglianza relativamente 
alla variabile tang <f. 

(l) Ciò premesso, essendo 

4y 
=----'---r;- ta n o· t!; 
11a+2p t> 1 

la derivata ùel secondo membro dell'ineguaglianza (2) pr·esa per 
rapporto a lang <f , l'equazione delerminatrice di quella tan gente 
dell'angolo <f la quale rende massimo il secondo membro dell 'or 
citata ineguaglianza è 

4-'/ 
1- tang<f==O 

ITa+2p ' 

d'onde 

ITa+2p 
tang<f== 4 , 

y 

(l) Nel numero che segue è indicato il modo con cui elementarmente si può tro
vare il più piccolo valore ammissibile per la taugente dell'angolo del piano incliuato 
AB colla verticale A C. 

• 
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il qual valore di tang-f posto nell'ineguaglianza (2) dà per equa
zione determinatrice del limite inferiore di Lang cp 

(3). 

L'equazione (3) , che è uua relazione fra il più piccolo angolo colla 
verticale solto il quale si possono tagliare i terr·apieni e l'altezza del 
Laglio affinchè l'azione del sopraccarico e quella del peso delle mo
lecole lerrose 11011 sia C<ipace di vincere la loro forza di coesione, 
serve a due scopi; a trovare l'angolo <p quando si conosce a ossia 
l'altezza che il taglio deve presentare ; a dedurre a ossia di qual 
altezza si può eseguire un la glio solto nna data inclinazione g:> colla 
verticale. Così, volendosi trovam coli qual altezza massima si può 
eseguire un taglio verticale in un terrapieno per cui si eonoscono 
n, y e p senza che succerlano scoscendimenti, si farà nell'indicata 
equazione (5) q:>= O, per cui risulta l'equazione 

d'onde si ricava 

Se 4y <_ 2p ossia se y <~ il valore di a diventa zero o negativo, e 
:;l 

quindi, per quanto piccola sia l'altezza di un laglio verticale nel 
terra pieno , sempre ha luogo scoscendimento. 

Se nell'equaz ion e (5) si fa p= O si trova il valore della tan
gente trigo nom etri ca <l el più piccolo angolo -:p che la faccia incli
nata di un ten apieno , termin ato superiormente da un piano oriz
zontal e e senza sopraccar ieo, deve fare colla ver·ticale, affinchè il 
peso delle molecole ter rose non sia capace di vincer·e la lol'o coe· 
sione, e si ottiene 

e facenti o in questa equazione y= O si dedu ce cl1e es iste semp1·e 
un 'altezza a solto cui verticalmente si possono tagliare le tene 
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senza che avvengano scoscendimenti e che il ,Più gran valore di 
quest'altezza è dato da 

a
_4y 
-n (4) . 

Volendosi ora trovare il valore di y , ossia la coesione riferita 
all'unità di superficie, conispondeule alle terre che trovansi in uu 
dato terrapieno per cui già si conosce il valore di II, si praticherà 
uu taglio verticale ed accuratamente si osserverà qual è la sua 
altez7.a quando incominciano a manifestarsi i primi sintomi ùi vero 
scoscendimeuto lnugo la parete del taglio praticato, ed allora co
noscendosi a e II si dedurrà il valore di y dall'equazione ( 4). 

II. Un terrapieno, la cui supmficie supm·iore è in un piano oriz 
zontale e che travasi comunque sopraccaricala, si taglia lateralme1tte 
secondo un piano incliuato; trovate il più piccolo angolo che il detto 
piano deve far·e colla verticale affinchè non avt·enga scoscendimento 
quando s1: supponga già distrutta la resistenza dovuta alla coesione 
delle terre. 

La resistenza dovuta all'attrito di terra contro terra è la sola 
che in questo caso può impedire che avvengano scoscendimenti, 
ed affinchè questa resistenza non possa essere vinta dalla compo
nente del peso parallela al piano secondo il quale lateralmente si 
è tagliato il terrapieno (num. 78), bisogna che il detto piano sia 
inclinato all'orizzonte ùi un augolo minore di quello la cui tan
gente trigonometrica vale il coeflìciente di attrito f, ossia che faccia 
colla verticale un angolo maggiore eli quello la cui tangente tri-

t . ' 1 gonome nca e {' 

84. Procedimento elementare per ottenere il più piccolo va
lore ammissibile dell'angolo BAC= cp(fig. 42).- Il massimo va
lore del secondo membro dell'in eguaglianza (2) del numero pre
cedente, e quindi il più piccolo valore ammissibile pr.r tang cp , può 
essere determinalo anche in mod~ eleme,ntare eguéiglianclo la della 
quantità di cui vuolsi trovare il valore massimo ad un'incognita z 
col porre 

~y 
tang·JJ - (1+tano·2 LL) =z 

' Uct+2P o T ' 

ricavando dall'equazione del secondo grado che ne risulta il valore 
di tang ~ dato da 
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ed osservando che il più gran valore che può prendere z, ossia 
il secondo membro della già citata inegnaglianza (2), è quello dato 
dalla condizione 

tl' onde 

z- (tfa+2p)2 - 16y2 

- 8(lla+ 2p)y 

1\ia, per· quanto già si è del.lo, il massi mo valore del secondo mem
bro dell'ineguaglianza (2) è il minimo valore ammissibile per tang rp , 
cosicchè, 

(Ha+2p)2 -16y2 

8(Ha+2p)y 

Qucst'equa~ione è preeisamente l'equazione (5) rlel numero pre
cedente e, eome giit si è dello nello stesso numero, serve essa: a 
trov::~rc 'r quando si conoscn a, p, fT e y; a derhlt're et quando è dato rp 
e che sono note le quantità p, rr e y; e ad avere y f{LH!ndo si con
sidera il caso particolare in cni p= O e rp=O, e quando si hanno 
i valori di n e di II. 

8fi. Equilibrio di un muro sottoposto all 'azione di una spinta 
orizzonta!t'. - Sia A BCD ( fig. 45) la sezione trasversa le di un 
muro sottoposto all'azione di una spin ta orizzontale appli ca ta nel 
punto O, suppongasi che qnesto muro sia costrutto per strati re
golari, che in ogni giuulo si conservi costan te la coesione delle 
malle riferita all'unità di snpedicie, e che la rollura, in seguito 
a distruzione della resistenza tluvula alla coesione nel giunto di 
minor snperfir.ie posto al di sotto del punto O tenda a manife· 
starsi per scorrimento della parte di muro sovrastante a detto 
giunto. 

Essendo E F il giunto di minor superficie soltoslante al punto O, 
chiaminsi 

Q la spinta orizzontale espressa in chilogrammi, 
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P il peso della parte di mUt·atura FECD pure espt·essa in chi

logrammi, 
A la superficie in metri quadrati del giunto rappresentato in E F, 
ex. l'angolo F E H esprimente l'inclinazione di questo giuuto al

l' orizzonte, 
y la forza di coesione delle malte data in chilogrammi e rife

rita al metro quaprato, 
r il coefficiente d'al.lrilo di muratma con muratura, 
n"' ed ni" due coefficien ti di stabilità, il primo relativo della re

sistenza do vuta alla coesione ed il secondo riferentesi alla resi
stenza dovuta all'attrito, 
e si deco mpongano le fon~e Q e P ciascuna in clue componenti, 
una parallela e l'altra perpendicolare al giunto EF. Dicenùo rispet
tivamente T ed N le due compon enti della Q e T' ed N' quell e della 
P, a motivo dell'eguagli anza <leg li angoli TOQ, NQO, N'GP, 
T'PG ed HEF, si hanno le relazioni 

T:= Q coso:, N==Qseno::, 

'f' · Psen o::, N'==Pcos o::. 

La forza che tende a distruggere la coesione delle malte nel 
giunto EF è la somma delle due componenti T e T', mentre la re
sistenza che opponesi a che la coe.sione venga distrutta va le Ay; 
cosicchè ponendo per T e T' i loro valori si avrà per equazione 
di stabilità 

(1). 

Essendo note le quantità Q, o:: e y e conoscendosi qnal forma deve 
avere il masso rappresentato in F EC D, si può esprimere P ed A 
in funzion e degli elementi che valgono a determinarlo, fissare pre
ventivamen te tutti questi elementi meno uno, e trovare qual valore 
a quest'ultimo si può assegnare mediante l'applicazione della ci
tata equazione di stabilità. 

Supponendo ora che sia nulla la resistenza dovuta alla coesione 
J elle malte nel giunto EF, la somma delle due componenti T e T' 
tend e a far scorrere il masso F E C D nel senso indicato dalla frec
cia S, e la resistenza dovuta all'attrito che si sviluppa nel piano 
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EF espressa da {(N' -N), è quella che apponesi a questo scorri
mento; per modo che, ponendo per T, T', N' ed N' i loro valori, 
si avrà quest'equazione ili stabilità 

Q coso:+ P seno:=nt rv f(P coso:- Q seno:) (2), 

la quale può servire a calcolare un secondo valore dell'incognita 
che già venne tt·ovata coll'equazione ( 1 ). 

Se, per fissare le idee, supponiamo che sia EH, cioè la grossezza 
del muro al livello del punto E, quell'incognita di cui si trovarono 
due valori x' ed x" applicando rispettivamente le equazioni (1) r. 

(2) , possono aYvenire tre distinti casi : o che x' è maggiore di 
x", ed allora il, mm·o è in tali condizioni d'eqnilibrio che, anche 
supponendo distrulla la coesione <I elle malte nel giunto EF, basta 
la resistenza dovuta all'attrito per dargli stabilità maggiore della 
necessaria; o che x' è eguale ad x" , ed in questo caso la resi
stenza dovuta all'attrito che si svilupperebbe nel giunto EF, quaudo 
in esso venisse meno la resistenza dovuta alla coesione delle malte, 
sarel)be sufficiente a da1:e la neeessaria stabilità; o finalmente che 
x' è minore di x", ed allora conviene assegnare al muro la gros
sezza x" giacchè, dandogli la grossezza x', mancherebbe la neces
saria stabilità appena distrutta la resistenza dovuta alla coesione 
delle malte nel giunto E F. 

Per dedurre dalle equazioni ( 1) e (2) quelle che convengono p el 
caso di un muro costrutto per strati orizzontali si farà in esse 
o:= O; e si cangierà a in- o: allorquando i diversi giunti, invece 
rli avere la direzione E F discendente rla E verso H, hanno la di 
rezione ascendente EF', la lJUale disposizione è generalmente la più 
favorevole alla stabilità dei muri sottoposti all 'azioile di una spinta 
orizzontale, siccome evidentemente lo dimostrano i segni che pren
dono i valori di T, T', N ed N' col cangiamento tli o: in- o: . 

L'AliTE DI FADURIGAR E . llPsisle11.:il dei materiali, ac. · 1 O. 
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CAPITOLO VI. 

Resistenza dei solidi retUlinei 
alla flessione. 

ARTICOLO l. 

.Flessione JJ'I'Otlolttt nei solitli <~·ettilinei titt foJ·~e 

contenute in uno stesso Jlitt'MIO vc•ssante pei l u•·o t iSSi 

etl " q~t-esti peJ•petulieolcu·i. 

86. Fondamentali risultati d'esperienza sulla resistenza alla 
flessione dei solidi prismatici, omogenei ed elastici. - Galil eo, 
in un saggio sulla resistenza dei corpi alla flessione, ha supposto 
che tutte le fibre si allungasseJ'O a partire da quelle collocate sulla 
faccia concava, e quest'ipotesi è anche stata ammessa da l\Jariotte 
e da Leibnitz. Dnhamel di l\Ionceanx, Dupin , Duleau, Fairbairn , 
Hodgkinson , Clark, Morin e molti altri celebri esperimentatori, in 
seguito ad accurate esperienze appositamente instituite per ben 
studiare la realtà dei fenomeni che si manifestano nella flessione, 
dimostraJ'ouo essere erronea l'ipotesi di Galileo e poten:i ammet
tere, non come verità assolute e matematiche, ma come rappresen
tazioni sufficientemente esalte dei falli reali nei limiti degli sforzi 
a cui praticamen te si assoggettano i corpi nel le costruzioni: 

1 • Che le sezioni , primitivamente piane e normali alle fibre 
rettilinee di un prisma so ttoposto a flessione, siano ancora piane 
dopo la flessione e normali a queste iìbre divenute curve; 

2· Che le fib re si comportino siccome altrettanti piccoli prismi 
isolati, ossia siccome non aventi azione alcuna le une sulle altre; 

5° Ch e si allunghino le fibt·e eollocate sulla faccia convessa 
del solido inflesso, che si accorcino quelle poste sulla faccia con
cava e che quindi , andando diminuendo dall 'esterno all'interno 
questi due elfetti opposti, debbasi trovare nell'interno del corpo 
uno strato di fibre nè allungate n è accor~iate; 

4· Che, in uno stesso corpo omogeneo sottoposto a flessione, 
il valore del coefficiente di elasticità longituùinale sia lo stesso tanlo 
per le fibre allungate quanto per le fibt·e accorciate. 
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8 7. Strato ad assi delle fibre invariabili i piano di sollecita
zione. - L'assieme delle fi hre, esisteuti in un corpo solloposto a 
flessione, le quali non hanno suhìto nè allungamento nè accorcia
mento, costituisce uno strato di fibre che chiamasi strato delle fibre 
invariabili o strato delle fibre neutre. L'intersezione di qnesto strato 
con una sezione trasversale qualunque del solido dicesi un asse delle 
fìbt· e invariabili od anche un asse 11eu tro. 

Si da il nome di piano eli sollecitazione al piano passante per 
l'asse di un solido so lloposto a flessione (supposto non ancora 
deformalo) e per la forza o per la risultante delle forze che tende 
ad infleLLerlo. 

88. Equazioni d'equilibrio fra le forze estrinseche e le forze 
molecolari che si sviluppano in una sezion retta qualunque di 
un corpo prismatico ed omogeneo nel quale viene cimentata la 
resistenza alla fle ssione. - Allorquando in un corpo IH'ismalico 
vien cimentata la res istenza alla flessione da forze tutle perpendi
colari e tutte conten ute in un piano perp endicolare all'asse, una 
~ezione piana qualu nque si sposta parallelamente alla sezione infi
nitamente vicina con svil uppo di resistenza allo scorrimento tt·as
versal e, e di più, in seguito tlei dali sperimentali ebe vennero •·ife
riti al numero 86 , si può dire che tulle le fibre si dispongono 
secondo linee curve e che ogni sezione viene a sub ire , relativa
mente a qtiella che è infinitamente vicina, un movimento di rota
zione attorno all'asse dell e fibre invariabili. 

Ciò premesso, siano AB e C D (fig. 44) due sezioni trasversali 
infini tamente vicine di un solido prismalico qualunque; rappresen
tando con C'E'D'F' ed in vera l'ot·ma e grandezza la supedicie 
della sezio11e C D, sia G' il SII O centro di superficie, G' x e G' y le 
direzioni degli as ·i priucipali d'iuerzia (m) di ùella superficie pe r 

(m) Alla nota (e) già si è detto cosa intendesi in generale per momento d'inerzia 
di una su perficie piana rispetto ad una retta qualunque, ed importa ora di esporre : 
le leggi di val'iaz ion e dei momenti d'inerzia d'una superficie piana rispetto ad assi 
parall eli e quelle rispetto :Jd assi concorrenti situati nel suo piano; cosa intendesi 
per ellisse d'inerzia, per ellisse centrale d'inerzia e pet· assi principali. 

Sia AB C (fig. 45) una figura piana qualunque , sia G il centro di super ficie di 
questa figura e sia Gx 1 un asse in essa condotto pat·allelamenle all 'altro asse O x 
passante pel punto qualunque O della supel'lìcie medesima. Cbiamando 

l il momento d'in erzia della superOcie AB C rispelto all'asse O x, 
11 il mom ento d'inerzia della stessa superficie rispetto all'asse Gx 1 , 

d la distanza O E di ques li assi , 
y la distanza MP di un elemento supe l'lìciale qua ltmquf' M eli ~upr l'lì cie ~· ' dal

l'asse O x, 
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il pun to G' ed U'U' la dir·ezio ne rl ell'asse neutro nella sezione me
desima; si consideri nn elemento qualunque di fibra ab rappresen-

y1 la distanza MP1 dello stesso elemento superficiale dell'asse Gx 1 , 

}; una somma estesa a tutti gli elementi ,,, in cui s'intende decomposta la super· 
ficie ABC=n, 
si ha 

l=};"' y2, 

ùalla quale, sostituendovi per y il valore dato da 

osservando che d è costante, che L"'= n. che L"' y1 =O (giacchè l'asse G x 1 passa 
pPI ceni l'O di superlkie G della figura AB C) e che L,,, y

1
2 = 1

1 
, si ricava 

ossia che il mome·nlo d'inet·zia l di una figura piana, rispello ad nn asse qualnnqne, 
è eguale al momento d'inerzia 11 della medesima figura, rispetto all'asse para Ilei o 
passanl<• pel centro di supet·ficie, aumentato del prodollo della superficie totale o. 
per il qu adrato della dista nza d rlei due assi. 

Se poi per il punto qualunque O della sup t' rficie piana AB C si conducono at·bi· 
trari3mente due assi ortogonali O x ed O y, non che una terza retta O z che faccia 
un dato angolo colla retta O x , e se chiamansi 

12 il momento d' inerzia della superficie piana AB C r i~ pello alla retta 1) z, 
"- l'angolo z: O x di questa retta coll'asse O x, 
x ed y le due coordinale O P e P M d'un elemento superfi cia le w preso iu un 

sito qualunque M, 
r la distanz~ M N di quest'elemento da lla retta O z e 

:1: un a somma estesa a lutti gli elementi "' in cui s'intende decomposta la super· 
6cie AB C= D., per la defin izione del momento d'inerzia di una superficie rispetto 
~d una retta qualunqu e si ha 

(1). 

Considerando ora il triangolo rettangolo M N O ed osservando che l'angolo M O N 
vale !"angolo z O x diminuito dell'angolo M O P, si ricava 

r = OM se n(o:- MOP), 

il qual valore di t ', per essere sen (a- MOP)=sen a cosMOP - cosasenMOP, 

cos M U P= _:. e se n M O P = _Y_. si riduce a 
OM OM 

?'=x se n et.- y cos et. , 

che sostituito nell'equazione (l) porta ad ottenere 

12 = sen2 (/.L "' x 2 + cos2 
r;; L 01 y2 - 2 se n ~ cos "- L "' x y (2). 

Dovendosi estendere a tutla la superficie della figura AB C le somme contenute 
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Lato in b' sulla figura C' E' D'F' r.d il quale, per lo scotTimento 
trasversale e per la rotazione intorno all 'asse neutro rappresentato 

nell'ultima equazio ne, }; w x2 e :!: "' y2 rappreseutano rispettivamente i momenti d'i
IH'rzia della SUile rtìcie AB C rispetto agli assi O y ed O x e }; w x y, al pari di questi 
111omenti d'ine1·zia, rappresrula una costante dipendente dali~ figura e dalle dimen
sioui della su;-,erficie AB C, nonchè dalla posizione dell'origine O e dalla direzione 
deg li assi coordina ti. 

Facendo variare -l'angolo et. si può mediante l'equazione (2) ti'OVal·e il momen to 
d' in e1·zia della superficie propos ta AB C rispetto a quante relle si vogliono condotte 
per O, e, portamlo su ognuna di queste rette a parti re da O una lun gùezza reciproca-

mente proporzionale al COI'rispondente valore di r-ç, il luogo geometrico degli 
es ll·emi di qu este lunghezze costituiJ'à uua curva chiusa , giacchè il momeu to d'iner

C 
zia I~ nou è mai nullo ed il raggio vettore (essendo C uua costante ar-

hitraria il cui valore VPI'I'à determinato nella nota (n)), ha se111pre, v:1lori fi nili qua
lunque sia l'angolo et.; e. delle rispettivamente t; ed• v le coordinate OQ e QS di 
un punto qualunque S di questa curva si avrà 

VI:: JIT: 
senet. =v ---- , c cos "=!; - c.-=- , 

i quali valori di cos " e di sen et. posti nell'equazione (2), conducono alla seguente 
relazione fra le coordinate 1; ed v della curva luogo geometrico di tutti gli estremi 

l Il c . d" . d o c e e rette lunghe -;;=- 1rra 1antt e valutate al punto 
1/ ]2 

che è l'equazion e d'un elli sse riferita al centro , poichè le due quantità }; "',x?. 
e }; w y2 sono essenzialmente positive e finite, e perchè non vi sono in essa ter
mini al primo grado rispetto alle .;oordinate i; ed v. 

Nella detta ellisse, che chiamasi ellisse d'inerzia, essen do ciasched un raggio vet
tore inversamente proporzionale alla rad ice quad1·ata del momento d'iner·z ia della 
superficie dala rispetto al r·aggio medesi mo preso come asse, al minimo ed al mas· 
simo momento d'inerzia co rri sponderà il raggio vettore massimo e minimo ossia il 
semi-asse maggiore ed il semi-asse minore ùeii'P IIisse, e quindi : fra tutti gli assi 
che si possono condurre per qualsivoglia punto di una superficie piana data, quelli 
a cui competono il momento d'in erzia massimo e miuimo so no lb loro perpendi
colari e sono diretti secondo gli assi dell'ellisse centrale. Questi due assi prendono 
il nome di assi principali d'inerzia della superlìcit' piana 1proposta rispetto al 
punto dato. 

La direzione degli assi principali per· il pun to O si determina cercando la dire
zione di uno degli assi dell 'e llisse d'i nerzia, ossia trova ndo due assi coo1·dinati 
O x' ed O y' (fig. 46) ai quali rapportando l'equazioi1e di detta ellisse venga a sva
nire il termine che conlirne il prodotto delle coordiuate. Perciò, chiamando 

l'a ngolo x' O x che il nuovo asse O x' deve fare coll'asse primitivo O x, 
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in O i della sezione C D relativamente alla sezione AB, av1·à subì to 
un all ungamento od un accorciarneulo secondo che lrovasi al di sopra 
o al di sotto dello strato delle fibre invariabili ; e chiaminsi: 

x' ed y' le coordinate OR ed RS del punto qualunque S dell'ellisse d'inerzia per rap
porto ai due assi O x' ed O 11 ', e conducendo per R le rette RT ed RU rispe ttivamente 
perpendicolari ad O x ed O y, in conformità di quanto insegna la geometria anali
tica, bisogna fare nell'equazione (3) 

!; =Q O=OT-RU=x' cose-y'sen '• 

v=QS=TR + US=x' sene + y' cose, 

e porre la condizione che deve essere nullo il coefficiente che moltiplica il pro
dotto x' y1• Cosi facendo si trova: che il coeffidente del prodotto x' y' eguagliato a 
zero dà l'equazio.ne 

d'onde 

tang 2 e (4), 

e che l 'equ~zione dell'ellisse d'inerzia si riduce alla forma 

A' x'2 + B' y'2 = C2, 
essendo 

le quali combinate per addizione e sottrazione, ed osservando che dall'equazione 
(4) si ha 

conducono alle seguenti due relazioni determinatrici di A' e B' 

A' +B1=SwX2 + Sory2, 

Mediante l'equazione (4) si può adunque in ogni caso trovare uno degli assi prmci
pali passauti pel punto O di una data superficie quando per questa e per rapporto 
ai due assi coordinati O x ed O y si conoscono le tre somme ~ "'x2, ~ "'y2 c s"' x y, 
e trovato uno dei due assi principali passanti pel dello punto O, si ottieue imme
diatamente il secondo, giacchè questo deve essere perprndicolare a quello. 
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,,, la superficie elementare clelia sezione dell 'elemento di fi bra c' b; 
n la superficie della totale sezion rella del pri sma; 
x ed y le coordinale G'p e p b' del centro della sezione , che il 

piano C D fa nel detto elemento di fib ra, rispetto agli indicati assi 
principali G' x e G' y; 

v la dislauza b' q di questo centro dell a re tta U U condolla per 
G' para ll elamenle_~a supposta direzione U' U' dell'asse neutro; 

t la distanza HG delle due sezioni considerate AB e CD; 
e l'arco di raggio eguale all'unità chiuden te l'angolo infinitamente 

piccolo COj C2 esprimente di quanto la sez ione CD, passando in 
c2 D2, ha giralo intorno all'asse neutro relatiYamente alla sezione AB; 

V la distanza G'O'=GO GjOj che la direzione U' U' dell 'asse 
neutt·o ha dal centro di superficie G'; 

N la t·isullante di tutte le forze applicate al corpo oltre la se
zione CD, ossia a diritta di questa sezione per chi ossena la ci
tala figura 44; 

K la distanza di questa forza dalla sezione C D; 
1'- il momento NK della stessa forza N rispetto all 'asse delle fibre 

invariab ili contenuto nella della sezione CD; 
cp l'angolo N G' y' che il piano passan te per la forza N e p et· l'asse 

Allorquando gli assi principali di una superficie piana coincidono cogli assi coor· 
di nati, il valore di tang:? < deve essere zero e quiudi si deve avere 

la qual relazione serve a caratterizzare gli assi pri ncipali , giacchè se essa è sod· 
rl is falla, mancherà nell'equazione (3) del l'e llisse d' iuerzia il termin e 2; v}: w x y, la 
qual cosa, essendo gli assi coordinati ortogonali, non può aYer luogo che quando 
questi assi sono direlli secondo i diametri priucipali di della ellisse. 

In certi casi gli assi principa li di una figura piana passanti per un punto dato di 
essa si conoscono immediatamente senza alcun calcolo, e facilmente si vede che 
ogni rella di simmetl'ia tracciata in una data figura piana è asse principa le per 
qua lunque punto collocato sulla stessa retta, che ogni perpendicola re ad una retta 
di simmetria è asse principale p el suo punto d'i ncontro con ques ta linea, e fina l· 
men te che ogni linea che è asse principale e che passa pel centro di superficie 
della fi gura è asse principale in qualsivoglia punto del suo percorso ; gi acchè pren
dendo per asse delle ordinate una linea perpendicolare alla li nea di simmetrì.a op· 
pure all 'asse principale passante pel centro di superficie, si ha 

};OJxy=O. 

Allorquando il punto O (fig. 45) coincide col centro di superficie G dell a fi gura 
piana AB C l'ellisse d'inerzia relativa a questo punto chiamasi ellisse centra le d' iner· 
zia e gli assi principali corrispondenti prendono il nome di assi principali centrali 
d'inerzia. 
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del prisma fa coll'asse y G' y' assunto come asse delle ordinale nel 
piano della sezione C'E' D' F' ; 

o/ l'angolo x G' U che la retta U U fa coll'asse x' G' x assunto come 
asse delle ascisse nel piano della sezione C'E' D'F'; 

I' il momento d'inerzia della superficie della sezione C'E' D' F' 
rispetto all'asse x'G'x ed 

l" il momento d'inerzia della superficie della stessa sezione ri 
spetto all'asse y G' y'; 

E un numero esprimente il coefficiente d'elasticità longitudinale 
della materia di cui il prisma è formato; 

E1
' il coefficiente d'elasticità trasversale; 

~lo scorrimento relativo snbìto dalla sezione CD relativamente 
alla sezione AB; 

S una somma estesa a tulle le supel'lìcie elementari cd. 

'fit·ando da p la retta p r parallela ad U U ed osservando che gli 
angoli r·b'p ed r·ps sono eguali all'angolo xG'U=o/, ricavansi ri
spellivarnente dai tr·iangoli rellang0li b'rp, prs ed sG'q i seguenti 
valori di b' r, di -;:s· e di sq: 

s q G' s sen o/ . 

Sommando queste tre lunghezze si ottiene q b' =v e, ponendo x al 
luogo del coefficiente s p+ -G' s di se n o/, risulta 

v = y cos'f+x sen 'f (1) . 

Ciò premesso, l'elemento di fibra ab, avente per sezioue C•> e 
distante dalle quantità V+ v dal supposto asse neutro U' U', p el 
fatto della flessione proverà un allungamento od un accorciflmen lo 
che algebricamente si può esprimere con (V+ v) O, pmchè prendasi v 
negativo dalla parte di UU verso la quale si verificano acco rcia
menti di fibre; la tensione e la compressione corrispondente verrà 
data, per quanto si è detto ai humeri 12 e 29 parlando dell'esten
sione e della compressione, da 

E (V+v)e. 
()) l ' 

il momento di questa forza rispetto all 'asse delle x sarà 

E (V+v)e . 
w l y' 
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il momento della meùesima forza rispetto all'asse delle y avrà per 
valore 

E 
(V+v)e 

(,} l x; 

.e la resistenza allo scorrimento che oppone il considerato elemento 
di fibra potrà essere espresso da 

E'v wèJ. 

Le domandate conùizioni d'equilibrio fra le forze estrinseche e 
le forze molecolari si otlerranno ponen do le condizioni es[H'imenti 
che tutta la parte di corpo, posta alla diri tta della sezione C D per 
chi osserva la figura 44, trovasi in equ ilibrio sotto l'azione della 
forza N, delle reazioni molecolari sviluppatesi a mo tivo delle esten
sioni subìte dagli elementi di fibra posti al di sopra dello strato 
di fibre invariabili I 0 1 , di quelle derivanti dalle compressioni ap
portale agli elementi di fibra posti al di so tto dello stesso strato 
di fibre invariabili I 0 1 , e finalmente di quelle provenienti dalla resi
stenza allo scorrimento trasversale de lla sezione C D relativamente 
alla sezione A n. Queste condizioni d'equilibrio risulteranno scri
vendo: che deve essere zero la somma algebri ca delle forze pa
ra ll ele all'asse del prisma, le quali forze si riducono semplicemente 
alle reazioni molecolari sviluppate dalle fibre allungate e dalle fibre 
compresse pel fatto della flessione, e ponendo quindi 

(2); 

che deve essere zero la somma dei momenti ùi tutte le forze sol
lecitanti rispetto all' asse principale x'G' x, ossia che devesi avere 

(V + v) e . 
sE v) l y-N Kcosrp=O (8) 

(essendo N cos rp la componente della N sempre in un piano per
pençlicolare all'asse del prisma, ma nel piano passante per l'asse 
del prisma stesso e per l'asse principale y G' y' della sezione CD, 
ed N K cos rp il momento di questa componente rispetto all 'asse x'G' x); 
che deve essere zero la somma dei momenti di tutte le forze solle
citanti rispetto all'asse principale y G' y', ossia che devesi avere 

(V+v)e 
~E w l x-NKsenrp==O (4) 
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(essendo N sen rp la seconrla delle componenti in cui venpe scom
posta la forza N e che tt·ovasi nel piano delerminato dall'asse del 
prisma e dall'asse principale x' G' .x , ed N K se n rp il momento di 
questa componente rispetto all'asse y G' y'); e finalmente clw deve 
essere zero la somma algebrica di tutte le forze direUe normal
mente all'asse del prisma, le qunli forze Ri riducono semplicemente 
alla resistenza allo scorrimento trasversale che sviluppasi nella se
zione CD ed alla forza N, per moùo che si avrà 

la qual equazione per il caso di flessioni piccolissime quali sono 
ttuelle a cui si possono assoggettare i corpi nelle costruzioni per 
essere lo scorrimento relativo la tc111gente trigonometrica dell'an
golo che l'elemento di fibra spostata fa colla sua posizione primi
tiva (num. 70), per confondersi sensibilmente la curva a b1 b2 colla 
sua corda ab2 e questa colla perpendicolare in b2 ad o l c2 e quindi 
per risullare l'angolo ba b2 pochissimo diverso dall'angolo c o l c2, 
si può ridurre a 

I: E'v w tange--N ==O 

o ancora, attesa la picciolezza dell'angolo misurato dall'arco e alla 
cui tangente si può sostituire l'arco stesso, a 

(5). 

Sostituendo nelle equazioni (2), (5) e (4) il valore di v dato dalla 
(f ) ed osservando che le quantità E, E", l, e, V e 'f' vanno consi
derate come costanti, le quattro condizioni d'equilibrio diventano 

e El (V~wy +cos + ~ wy 2+sen'f' ~r,Jxy)==N Kcos rp, 

Ora si ha ~wy==O e ~wx=O, giacchè il centro di superficie G' 
della sezione C' E'D'F' venne preso per origine delle coordinate ; 
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~cùxy = O, perchè gli assi x'G'x e1l yG'y' sono gli assi principali 
d'inerzia dell'accennala sezione conrlolli pel suo centro di super
fic ie; ~ wy2 e ~w x 2 non sono altro che i momenti d'inerzia l' ed 
l" della superficie della medesima sezione rispetto agli assi x' G' x 
ed y G' y'; ~ w=O ed NK= l'·: cosicchè le quallro condizioni d'equi
librio diventano 

E ~l' cos t= 1'- cos rp , 
(6). 

e 
E -t l" se n t= 1'-sen rp, 

Queste equazioni costituiscono il fondamento di belle ed impor
tanti quistioni relative alla flessione dei solidi prismatici sottoposti 
all 'azione di forze contenute in uno stesso piano passante pei loro 
assi ed a questi perpendicolari, ed immediatamente si passa ad 
esporre quelle che possono tornare di qualche utilità nella pratica 
dell'ing·egnere costruttore. 

89. Determinazione dell'asse neutro e del piano di flessione. 
- La prima delle quattro condizioni d'equilib rio, che nel prece
dente numero vennero complessivamente indicate (6), non potendo 
essere verificata che col porre V= O giacchè è impossibile che 
si annulli una delle quantità E, e, l ed Q, porta a eo nchiudere che 
in un prisma omogeneo , nel quale vien cimentata la resistenza 
alla flessione da forze contenute in uno stesso piano passante per 
l'asse ed a questo perpendicolari, l'asse neutro della sezione qua
lunque C'E'D'F' (fig. 44) passa pel suo centro di superficie G', e 
che quindi il fenomeno della flessione succede come lo indica la 
figura 47. Dividendo poi la terza di dette condizioni per la secgnda, 
si trova 

I" y tang ~ == tang rp , 

d'onde 

I' 
tang ~ = 

1
, tang rp (1)' 
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il qual valore di tang <f dà l'a ngolo che l'asse neutro UU fa col
l'asse G' x, giacchè I', I'' e tang 'f sono quantità note. Sapendosi ora 
che l'asse neutro deve passare pel centro di !<uperficie e conoscen
dosi l'angolo che esso deve fare con G' x, travasi il medesimo 
compiutamente determinalo. 

Chiamando a il raggio di girazione della superfìcie C'E' D'J.i, ri
spetto all'asse y G' y' e b il raggio di girazione della mede!'ima su
perficie rispetto all'asse x G' x' (n) si ha 

I" ==a2 Q, 

(11) La radice quadrata del quoziente che si ottiene dividendo il momento d'iner
zia della superficie di una data figura piana per la superficie medesima vien detto 
raggio di girazione della superficie stessa rispetto all'asse per rapporto al quale si 
è valutato il momento d'inerzia, cosicchè chiamando in generale 

l il momento d'inerzia della superficie di una figut·a piana AB C (fig . 45) rispetto 
~d un asse qualunque O x in essa condotto, 

n la superficie di detta figura ed 
r il raggio di girazio'ne corrispondente, 

fra le quantità l, n ed r si ha la relazione 

d'onde 

r2 n = L 

Ciò premesso, nell'ipotesi che gli assi principali passanti per un dato punto O di 
una superficie piana AB C coincidano cogli assi coordinati O x ed O y in questa su
perficie tracciati e che siano x ed y le coordinate relative ad un punto qualunque 
dell'ellisse d'inerzia, la sua equazione risulta immediatamente dall'equazione (3) della 
llota (m) facendovi ~ "' x y = O e cangiando rispettivamente ; ed v in :; ed y, per 
cui si ottiene 

x2"E.wy2 +y2'i wx2 = C2. 

Chiamando ora a il raggio di girazione corrispondente alla superficie AB C rispetto 
all'asse delle y, e b quello rispetto all'asse delle x, per essere rispettivamente 
:i:"' x2 e r. w y2 i momenti d'inerzia della stessa superficie rispetto ai medesimi assi, 

si ha 

i quali valori di }; w x2 e :i:"' y2, posti nell'ultima equazione dell'ellisse · d'inerzia, 
la trasformano in 

che, divisa per a2 b2 n dopo d'aver posto C2 = a2 b2 n per valore della costante C, 
conduce alla seguente semplice equazione dell'ellisse d'inerzia 

x2 y2 
(j2 + ij2=1. 
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i quali valori di I' e di 1", posti nell'equazione determinatrice di 
tang <f, conducono a 

b2 
tang <f == a2 tang rp (2). 

Ricordando ora che l' ellisse d'inerzia ha per equazione, riferita ai 
due assi principali d'inerzia G' x e G' y, 

supponendo descri tta quesl' ellisse i cui due semi-ass i sono G' a=: a 
e G' b=: b e considerando su essa il punto M di coordinale G' P =:x' 
e P 1\I y' in cui viene incontrata ri ai pi ano di sollecitazione; im
magiu and o eondotla in questo punto la tangente MT all 'ellisse in 
contrante in Q l'asse G' x; essendo , dietro qua n lo insegna la geo 
metr ia analitica, 

x x' 1 ' 
- + YY - '1 a2 b2-

l'equazi one della tangente all 'elli sse nel punto di coordinale x' ed 
y' e quindi avendosi 

b2 x' 
tang· M Q x ==--.- ,; 

. a· y 

do venrl osi avere, pet' essere su pplementari i due angoli M Q :c ed 
MQG' 

b2 x' 
tangM QG' =: - tanu- M Q x== - .- , 

v a· y (8) ; 

e fi nalmente, per essere complementari i d ne angoli y G' M ed M G' x, 
risultando 

tang rp =:tang N G' y' == tangy G' M=:cot M G' x=:~ : 
y 

per sostituzione di ques to valore di tang rp nell'equazione (2) ri
sulta 
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Essendo eguali i secondi membri di quest'ultima equazione e del
l'equazione (3), si r icava che l'angolo l\'I Q G' è eguale all'angolo 
"f=x G' U, e quindi che l'asse neutro in una sezione qualunque è 
parallelo alla tangente all'ellisse centrale 1l'inerzia nel punto in 
cui vien essa incont ra ta dal piano di soll~citazione, o, giacchè l'asse 
neutro passa pel centro di superficie, che tt·ovasi esso dirello se
condo il diametro coniugato di quello secondo il quale il piano di 
sollec~ta zion e tagli a la detta ellisse. 

Il piano di fl essione è quel piano passante per l'asse del prisma 
il qu ale ri sulla,;erpendicolare all'asse neutro di una sezione qua
lunque; la sua traccia V V' sulla sezione C'E'D' F' (fig. 44) fa 
coll 'asse yG'y' l' ango lo V'G'y'=xG'U="f; e la deviazione de llo 
stesso piano dal piano di sollecitazione è misurata dall'angolo 
V' G' N= "f--cp. 

90. Equazione d ella curva secondo cui si dispone l'asse di 
un prisma omogeneo ed elastico nel quale vien cimentata la 
resistenza alla flessione; momento inflettente, momento resi
stente alla fle ssione e .momento di flessibilità. - In generale 
chiamasi curva elastica quella secondo cui si dispone l'asse di un 
corpo ela sti co allorquando il dello asse viene a deformarsi sollo 
l'azione di date fot·ze estrinseche applicate al corpo, e l'assunto 
che mi pro pon go in questo numero sta appunto ·nel tr0vare l'equa
zione della curva elastica secondo cui si dispone l'asse di un solido 
prismalico omogeneo ed elastico, nel quale vien cimentala la resi
stenza alla fless ione da date forze lulle contenute in uno stesso 
piano passa nte per l'asse ed a questo pe-rpendicolari. 

Dividendo per I' la seconda e per I" la terza delle quallro coB
dizioui d'equilibrio che al numero 38 vennero complessivamente 
indicate (6), elevandole al quadrato e sommando quindi i risultati, 
travasi 

E2 02 
( • 2 ~ , ,, ) _ 2 ( cos

2 <p sen
2 <p) F cos -++se n T -p. 1'2 + ---r- , 

d'onde, estrae ndo la radice quadrata ed osservandù che cos2 -+ + 
sen2 -+ = i , ricavasi 

(1). 

Rammentando ora che al già citato numero 88 nel considerare 
le due sezioni trasversali AB e C D (fig. 44) si è supposto che esse 



- l59-
fossero infinitamente vicine e che, per quanto si è detto nel prece
dente numero, la parte HG (fig. 47) di asse compresa fra queste 
due sezioni non si è nè allungata nè accorciata pel fatto della fles
sione, si può stabilire: che la parte HG= l di asse del prisma si 
è convet·lita in un arco infinitamente piccolo HGt ==ds della cuna 
elastica secondo la quale si è disposto il detto asse; che, atteso la 
piccola flessione subìta dal solido, giaccbè s'intende sempre di es
sere nei limiti degli sforzi a cui praticamente si possono assogget
tare i corpi nelle costruzioni, l'arco di raggio eguale all'unità e 
chiudente l'angolo piccolissimo CtGtC2 , eguale all'angolo ARC2 

delle due normali alla ctu·va elastica nei due punti H e Gt, è pure 
un arco infinitesimo il quale si può rappresentare con d r; che per 

conseguenza si può cangiare il } in ~;; ed infine, essendo p il rag

gio della circonferenza osculatrice alla curva elastica secondo cui 
si è disposto l'asse del solido e passante pei piani H e Gt, il qual 

raggio vale ~;, che l'ullima equazione può essere scritta 

(2). 

Prendendo ora due assi coordinati ortogonali O z ed Ou (fig. 48) 
per riferirvi l'equazione della curva elastiea O A assunta dall'asse 
primitivo del prisma, il primo nella direzione di detto asse ed il 
secondo contenuto nel piano di flessione (il qual piano è compiuta
mente determinato; giacchè, per quanto si è detto nel precedente 
numero, passa esso per l'asse primitivo del prisma sottoposto a 
flessione e fa col piano di sollecitazione un angolo che si può cal
colare), chiamando z ed u le coordinate O P e P M di un punto 
qualunque dell'açcennata curva O A, rammentando che 

che per il caso di flel' sioni piccole, quali sono quelle che fanno 
l'oggetlo di queste ricerche, le langeuti ai diversi punti della cu rva 
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OA fanno sempre angoli piccolissimi coll'asse delle z per cui d u 
dz 

è sempre assai prossimo a zero; e che per conseguenza con suf
ficiente approssimazione per la pratica si può assumere 

e finalmente sostituendo questo valore di p nell'equazione (2) si 
ottiene la seguente semplicissima equazione ditfet·enziale di secondo 
ordine della curva elastica 

(3), 

nella quale si deve intendere che fJ- rappresenti quella certa fun
zione di z che esprime il momento rispetto all'asse neutro di una 
sezione qualunque C D di tutte le forze che tendono aJ inflellere 
il solido e poste da una medesima parte della sezione qualunque 
considerata, ed alla quale per conseguenza si può dare il nome di 
momento inflettente 

E d2 u 
La quantità v d z2 , che è eguale al momento 

cos2 rp se· n 2 rp 
}'2 +---r-

inflettente fJ-, rappresenta il momento delle azioni molecolari 
che arrestano la flessione prodotta dal momento p. delle forze 
estrinseche e si può chiamare momento resistente alla flessione ; 
e prende il nome di momento di flessibilità il coefficiente 

E d" d2u . l" l d Il fl . d" , d t d , 2 , mc 1penc ente a a esswne , tpen ente 

Vcos2 rp sen2 rp ~ 
---p-+ 1"2 

soltanto dalla forma e dalla superficie della sezion t•etta del corpo 
prismatico sottoposto a flessione e dalle sue proprietà fisiche e che 
può essere pt·eso siccome esprimente la misura del momento in
flettente atto a produrre un certo grado di flessione attorno a un 
determinato asse fra due sezioni rette vicinissime. 

9:1.. Resistenze riferite all"unità di superficie, che in una se
zione trasversale qualunque e pel fatto della sola flessione de
vono opporre le fibre maggiormente allungate e quelle maggior
mente comp~esse. - Supponendo che nella figut·a 49 sia rappre-
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sentato un solido prisrnatico, omogeneo cd elastico solloposto alla 
flessione prodotta tla forze contenute in uno stesso piano passante 
pel suo asse ed a questo perpendicolari , e che siano AB e C D 
due sue sezioni relle infinilarnen le vicine , la seconda li elle quali 
in vera forma e gt·andezza naturale intendesi rappresentata in 
C'E' D' F'; essendo G' il centro di superficie di questa sezioue ed 
U U l'asse neutro eh e alla medesima si riferisce; ponendo che sia 
F'C'E' la parte della sezione medesima incontrata dalle fibre che si 
allungano ed F'D'E' quella incontt·ata dalle fibre che si accorciano 
pel fallo della flessione; essendo C'e D'i due punti, il pt·imo col· 
locato sul perimetro della prima parte ed il secondo sul perimetro 
della seconda parte, che hann o la distanza massima dall'asse neutro 
UU e pei quali vengono per conseguenza a pRssare i due elemen ti 
di fibra AC e BD che subiscono rispettivamente il massimo allun
gamento ed il massimo accorciamento, chiamando 

Q i la resistenza per trazione riferita all'unità di superficie che 
oppone l'elemento di lì~ra AC corrispondente al punto C', 

Q2 la resistenza per pressione rifet·ita all'unità di superficie che 
oppone l'elemento di fibra BD corrispondente al punto D', 

w la superficie elementare costituente la superficie della sezion 
t'ella tanto dell'una quanto dell'altra fibra, 

v' la distanza P' C' della fibl'a allungata maggiol'mente distante 
dall'asse neutro UU, 

v" la distanza Q'D' della fibra compressa maggiormente distante 
dallo stesso asse neutro; 
ritenendo che le lettere E, e, l, l'·, l', l" e rp abbiano i significati 
che alle medesime venuero attribuili al numero 88, appogginndosi 
ai fondamentali risultati d'esperienza che vennero ammessi al nu
mero 86; e finalmente ammettendo che la flessione mella in giuoco 
la sola elasticità longiturlinale giacehè sono assai piccoli gli allunga
menti che le fibre subiseono per ciò che nella flessione si provoca 
anche la resistenza allo scorrimento trasversale, si ha: che l' ele
mento di fibra A C incontrante in C' la sezione C'E'D'F' subisce un 
allungamento rappresentato da v'O, e che l'elemento di fibra BD 
incontl'anle in JJ' l'or della sezione si accorcia della quantità v"e; 
che il primo di rlelti elementi presenta una resistenza alla trazione. 

(num. f 2) espressa da E c.l v'l e, ed il secondo una resistenza alla 

v" e 
compressione (num. 2 !)) data da E w -l-; che per conseguenza le 

L'ARTE Ul FAUilRICARI! Resistenza dei materiali, ecc. - l t. 
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resistenze Q' e Q" riferite all'nnità di superficie, che oppongono 
rispettivamente l' elemento di fibra maggiot·menle allungato A C e 
quello maggiormente compresso BD, sono determinate dalle equa
zioni 

le qu ali , ponendovi il valore di E; dalo ùall'equnione (1) del nu

mero 90, si trasform an o nell e seguenti equazioni ùel.erminatrici di 
Qi e tli Q2 

(1 ). 

Da queste equazi oni si vede che per un corpo prismatico di 
data sezione, e pel quale conseguen temente non v(lriano da una 

. 11' l , " l/cos2 rp sen2 rp . l . I ' Q l. sezwne a a tra v, v c 1,-2 -+~, 1 va on Cl i e r1 

Q2 variano proporzionalmente al momento inflettenle ,u., e che nel 
corpo che si considera sa t·a nno essi massimi per quell a sezione re
lativamente alla quale [J. acquista pure un valore massimo. 

92. Condizioni ed equazioni di stabilità dedotte dalle resi
stenze allo snervamento per trazione, per pressione e per scor
rimento trasversale. - Affinchè un corpo prismatico so ttoposto 
a fless io ne prodotta tla forze contenute in uno stesso piano pas
sante pel suo asse ed a qurslo perpendicol<ll'i si possa dir stabile, 
è necessario: che in nessun punto della fibra maggiormente allun
gata ven ga cimentala la resistenza allo snervamenlo per traz ione; 
che in nessun punto della fihra maggiormente compressa venga 
provoca ta la resistenza allo snervamen to per compressione; e fin al
mente che in nessuna sezione ùel solido si trovi messa in giuoco 
la resistenza allo snervamento p el' scorri m e n lo trasyersale. Ciò pre
messo, chiamando 
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Q' il coefficiente di snervamenlo per trazione, ossia la resistenza 

allo snervamento per trazione riferita all'unità di superficie ( nu
mero 14), 

Q" il coefficiente di snervamento per pressione (num. 51), 
Q'v il coefficiente di snervamento per scorrimento trasversale 

(num. 75), 
Nm jl valor massirrw che può acquistare la risultan~e N llelle 

forze applicate al corpo da un suo estremo fino ad una determi
nabile sezione Lt·asversale, 

{J·m il massimo valore che può acquistare il momento inflettente 
p. nell'es tensione del corpo che si considera 

Q la superficie della sezione trasversale del corpo stesso, 
conservando alle lettere v', v'', I', I" e <p i significati che alle mede
sime già vennero attribuili, ed essendo rispettivamente, per quanto 
si è trovato nel precedente numero, 

Il vcos2 <p sen2 <p 
V P·m -f'2 + - J"2 

la tensione e la pressione massime riferite all'unità di superficie 
che subiscono la fil)l'a maggiormente allungala e quella maggior
mente compressa, le condizioni di stabilità affinchè non vengano 
cimentate le resistenze, allo snervamento per trazione e per com
pressione sono 

alle quali bisogna ancora aggiungere quella che si riferisce allo 
scorrimento trasversale espresso da 
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e che facilmente si deduce dalla condizione di stabilità che venne 
data al num ero 75 col solo cangiamento di T". in N"'. 

Chiamando ora m', m" ed m" !.re coefficienti di stabil ità, il primo 
conveniente alla resistenza all'esleusione ( num. 14 ) , il secondo 
adatto alla resistenza alla compressione (num. 51) ed il terzo per la 
resistenza allo scorrimento trasversale (un m. 7 3), le tre condizioni 
di stabilità sopra stab ilite si possono trasformare nelle seguenti 
equazioni di stabilità 

' ,_ l . vcos2 rp sen~ rp 
m Q -V P·m J.'2 + ~ 

"Q"- , v cos
2 rp sen2 rp m -V fl-m --p2+~ 

m'•Qrv_Nm -o · 

Lasciandosi it~cognita una sola delle dimensioni della sezione tras
versal e del prisma sottopos to a flessione, esprimendo v', v", O, I' 
ed I" in funzione Jella dimensione incognita e di altre dimensioni 
cognite di questa sezione trasversale ed essendo noli i valori di 
Q', Q" e Q" in stguito ad appositi esperimenti instituiti sull'esten
sione, sulla compressione e sullo scorrimento trasversale (num. 15, 
50 e 72), di rn', rn'' eri. m'v, di rp, di N"' e di P.m• con ciascuna delle 
tre equazion i di stabilità si potr·à calcolare la dimensio ne lasciata 
incognita e, dei tre valori che si troveranno , si riterrà il mag
giore siccome quello da adollarsi. 

9 3. Condizioni ed equazioni di stabilità dedotte dalle resi
stenze alla rottura per trazione . per pressione e per scorri
mento trasversale. - Molli cos truttori, partendo dall'idea che sia 
benissimo possibil e di avere le azioni mulecolari m'Q', m"Q" ed 
m"'Q" che possono sviluppare i corpi nelle costruzioni senza che 
venga a mancare la loro stabilità col preudere uua data l't'azione 
delle corrisponrl euti re:;islenzc alla rollura, invece d(~lle equ11zioni 
di stabilità che vennero date nel precedente numero usano qu e-
ste altre 

l '- ' VCOS2 rp scn2 rp 
nR-V,u-m. --rz+~ 
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"R" _ , l/ cos~ ~ sen~ ~ n -V um !--+--,- l'~ I"~ 

nelle quali equazioni R', R" ed R" rappresentano rispettivamente le 
resistenze alla rollnra riferite all'unità di superficie ossia i coeffi
cienti di ro ttura per estensione, per compressione e per scorri
mento lrilsversak facilmente ricavahili o dai dali numerici che 
vennero ,Jati ai numeri 17, 54 e 76, o iu seguito ad esperie nze 
su ll a resi:Lenza alla rottura per trazione, per pressione e per scor
rimento trasversale dil instiluirsi colle norme che vennero indicate 
ai gi:1 citali numeri 17, 54 e 76 sopra prismi 1lella materia di cui 
deve essere formato quello pel quale vuolsi determinare una delle 
dimensioni dalla sua sezion rella coll'applicazione delle ultime tre 
equazioni di stabilità. Le lettere n', n" ed n" rappresentano i coef
ficienti di stabilità relativi all"estensione, alla compressione ed allo 
scorrimento trasversale i cui valori si assumeranno co ll e norme 
che vennero dale ai numeri 18, 40 e 79; e le lettere O, v', v", 
fl·m, N,., ~. I' cd l" conservano il, significato che loro vennero attri
buiti nei numeri 88, 91 e 92. 

94. ecessità della determinazione dei momenti d'inerzia e 
degli assi principali d'inerzia delle figure piane. - L'applica
zione delle formole, che vennero instituile sull'etJUilihrio e sulla 
stn bilità dei solidi prisma li ci sottoposti alla fless ione prodolla da 
forze contenute in uno sfesso piano passante pei loro assi ed a 
questi perpendicolari, esige che si conoscano i momenti d' inerzia 
delle sezioni rette dei prismi rispetto agli assi principali d'inerzia 
in esse condotli , per cui riesce indispensabile di dare le norme 
generali con cui sì possano dcterminore i detti elementi per una 
figura piana qualunque e di fermarsi in ispecial modo all'esame 
di quei casi che sono i più frequenti nella pratica. 

95. Momenti d'inerzia delle ' sezioni triangolari piene e delle 
sezioni triangolari vuote rispetto ad assi diversamente condotti 
nei loro piani. - I. Momento d'inerzia della sezione triangolat·e 
rispetto ad un suo lato. 

Sia AB C (fig. 50) il triangolo proposto, sia ll C il Jato , scelto 
siccome asse, per rapporto al quale vuolsi il momr.nlo d'inerzia, 
e si chiamino 
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a la lunghezza del lato CB preso come base, 
h l'altezza C D del triangolo dato 
.z la d ist;111za D l di un elemento superficiale qua lunttue E F G H o t· 

tenuto conducendo parall elamente alla hase Cll le due 1;ette EF ed 
HG infinitamente vicine fra di loro e 

I . il domandato momento d'inerzia (o). 
Per la similitudine dei due triangoli A EF ed A Cll si ha 

·E- li'- a (h-z) . 
- h ' 

l'elemento superficiale EFGH, essendo lK=dz,valea(\ __ z) d.z; 

il momento d'inerzia di quest'elemento rispetlo al lato CB è 

----z2 dz=a z2 -- clz· a (h-z) ( z3) 
h h ' 

e finalmente il domandato momento d'inerzia rlel triangolo AB C, 
che è l'integrale di questo momento d'inerzia elementare preso fra 
i limiti .z==O e z==h, vien dato da 

Il. Momento d'inerzia della sezione tt·iangolare rispetto ad una retta 
condotla pel stto centro di supe1"jìcie parallelamente ad un lato. 

Si sa che fra il momento d'inerzia I di una figura piana ris'petto 
ad un asse qualunque ed il momento d'inerzia Ii della medesima 
figura rispell o ad un asse parallelo al primo e passante p el centro 
di superficie della stessa figura si ha la relrtzione [nota (m)] 

nella quale d è la distanza dei clue assi ed O la superficie della 
figura dala. Segue da ciò che nel caso particolare proposto eli un 
triangolo ABC (fig. 51 ) del quale vuolsi il momento d'inerzia Ii 

H Nel numero che segue si ha il metodo per elementarmente trovare questo 
momento d'inerzia. 
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rispetto alla retta lfl conùolta pel suo centro di superficie G pa
rallelamente alla base CB, siccome ritenute le denominazioni sta
bilite nel precedente problema per quanto concerue alla base CB 
ed all'altezza A D si ha 

1-]- 'l · f3 
- a - f2 a~' 

deve essere 

- 1 
cl= DH =B h, 

'1 n= 2 a h, 

III. MomentJ d'inerzia della sezione tn:angolare rispetto ad tma 
retla qualtmque condotta nel suo piano parallelamente ad ttn suo lato. 

Indicando se m p re con a la base CB (fig. 51) e con h l'allezza 
AD del triangolo dato· AB C, chiamando D la distanza DJ{ della retta 
lf' I' parallela al Jato CIT per ra pporlo alla quale vuolsi il momento 
d'inerzia I ed applicando la nola relazione 

I=l1 +cl2 0, 

nella quale I1 espt·irne il momento d'inerzia ;
6 

ah3 del triangolo 

AB C rispello alla rella lf I condotta pel centro di superficie G 
--- 1 

parallelamente al lato CB, d la distanza HK=DK-DH=D- :3 h 

fra le due rette parallele F I ed F'I', ed Q la superficie del trian

golo AB C espressa da ~n h, si trova 

Svolgendo il quadrato che travasi indicato nell'espressione di I e 
riducendo i termini simili, travasi 

I= 1
1
2ah3-f:-ahD (~D -~h). 

/ 

Se la rella per rapporto alla quale vuolsi il momento d'inerzia, 
sempre parallela al ia to CB, è la F" l" passante p el vertice A, 
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bisogna fare D=h nel valore di I, chiamando lA il valore particolare 
che allora acquista il momento d'inerzia I si ha 

I _1 h3 A-Jia . 

IV. Jlllomento d'inerzia della sez ione triangolare rispetto ad una retta 
passante pel suu vet·tice e pel suo centro di superficie. 

Il triangolo proposto sia AB C (fig. 52), trovisi in G il suo centro 
di superficie e sia A D la retta che, passando pel vertice A e pel 
punto G, divide per mezzo il lato Ife e che costituisce quella per 
rapporto alla quale vuolsi il momento d'inerzia. Si chiamino 

a il lato B C del tri angolo dato, 
m la mediana AD, 
rx l'angolo BDA ed 
I il cercato momento d'inerzia. 

Dai due triangoli eguali BED e CFD si ha 

--a 
E B = F C= 2 se n rx, 

e, considerando A D siccome base comune dei due triangoli AB O 
ed ACD, si può dire che il valore di I è la somma dei momenti 
d'inerzia di questi triangoli rispello alla loro base comune, cosic
chè si avrà 

V. Momento d'inerzia della sezione triangolare rispetto ad una 
retta qualunque contcnu ta nel suo piano e passante per un w o vertice. 

Essendo ABC (fig. 55) il triangolo dato ed AX la retta eondotta 
pel vertice A relativamente alla quale vuolsi valutare il momento 
d'inerzia, si chiamino; 

y 1 ed y~ le due perpendicolal'i BE e CF abhassate dai punti B 
eCsullarellaAX , · 

x1 ed x 2 le distanze A E ed AF dei piedi delle dette perpendico
lari da A; 

Q la superficie del triangolo AB C; 
I il momento d'inerzia domandato . 
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Siccome la superficie del triangolo tlato è la diffr-renza fra quella 
Jel triangolo ADC e qnella del triangolo ADB si ha 

Prendendo o1·a il valore di A D dalla ( 1 ), il quale è dato ~la 

e sostituendolo nella (2) si trova 

I -9Yz
3

- Yi3 

-6 Yz-Yi ' 

o ancora effettuando la divisione 

('l), 

(2). 

In quanto alla superficie Q si può essa facilmente espt·imere in 
funzione di x 1, x 2, y1 ed y2, giacchè valendo essa AFC-A E B
EFCB, si ha 

la quale, a riduzioni fatte, diventa 

/ 

VI. Momento rl ' inerzia della sezione triangolar·e rispetto ad una 
retta qualunque conlenttla nel suo piano e passante pel suo centro di 
wperfìcie. 

La nola relazione 

che esiste fra il momento d'inerzia I di una figura piana rispetto 
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ad una rella qualunque in essa conùolla, ft'a il momento d'inerzia 
It della medesima figura rispetto ad una relta parallela lllla prima 
e co ndotta pel centro di superficie, fra la distanza d Ji queste due 
t'elle c fra la superficie Q della lìgm·ll proposta, conduce facilmente 
a trovare il momento d'inerzia I1 del triangolo ABC (fig. 54) ri
spello ad una retta qualsiasi Y Z contenuta nel suo piano e pas
sante pel suo centro di superficie G. Immnginando infalli condolla 
pel vertice A una rella AX parallela alla Y Z e ritenendo le deno
minazioni stabilite nel precedente problema per quanto concerne 
alle perpendicolari BE c CF ahbassute dai vertici B e C sulla AX, 
alle distauze AE ed A F dei piedi delle dette perpendicolari da A ed 
alla superficie del triangolo Jato AB C, il momento d'inerzia I del 
detto triangolo rispetto alla A X è dato da 

ed osservando che il centro di superficie G trovasi sulla 
retta CD che uuisce il vertice C col mezzo D del lato AB acl una , 

- -- 1 . - 1- 'l 
distanza DG da D eguale ad j DC, che DI==2 BE== 2yf'e che (es-

- 'l- 1- -- 1 1 
sendo DL parallelaadAX)G K==s CL ==s (CF -- LF) ==s (y2- 2 Y1), 

risulta 

Ponendo questi valori di I e di d nella prima equazione c rica
vando il domandalo momento d'inerzia I1 si trova 

essendo, come nel problema precedente, 

VII. Momento d'inm·zia della sez·ione triangolare rispetto ad ttna 
retta qttalunqtte contenuta nel stto piano. 

Sia X Y ( fig. 55 ) la retta per rapporto alla quale vuol si cal-
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colare il rnomeuto d' in erzia della supedìcie del triangol(l AB C c si 
chiamino • 

Y, Y1 ed Y2 le tre perpendicolari AP, B Q e CII abbassale dai 
vertici A, B c C sulla retla X Y, 

X1 ed X2 la di stanza P Q e PH delle ultime due perpendicolari 
dal punto P, 

Q la superficie del triangolo AB C, 
I il momento d'inerzia domandalo. 

Immaginanfl o condulla pel cenlro di superficie G del triangolo dalo 
la rella X' Y' parallela alla X Y, chiamando I1 il momento d'inerzia 
dello stesso triangoln rispetto alla retta X'Y' e d la distanza GS, 
fra I, lp d ed Q si ha la nota relazione 

Ora, supponendo che la retta A F sia parallela ad X'Y', dietro 
tJnanto si è trovato nel precedente problema si ha 

il qual valore di 11 , per essere BE=Y1-Y e CF=Y2-Y, si 
trasforma in 

1n quanto alla lunghezza d consta ·essa di GH+HS e, siccome 
- 1-

per quanto si è trovato nel precedente problema GH=s (llE +CF) 

ed HS= AP, si ha 

1- - - 1 d=s (BE+CF)+AP=s (Y+ Y1+Y2). 

Sostituendo ora i valori di I1 e di d nell'equazione delerminalriee 
di I risulta 
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Si ottiene il valore di Q in funzione di xl, x2. Y, yj ed Yz OS• 
servan do che per quanto si è dello al problema V si ha 

1----
0=2 (AE. CF - AF. BE), 

cosicchè, essendo AE=X1 , AF=X2 , CF=Y2 - Y e BE=Y1- Y, 
risult a 

(5). 

Se la retta XY (fig. 56), da cui i \CI'Iici tlel triangolo thlto AllC 
ha nno le distanze nole AP=Y, BQ=Y1 e CR= Y2 e relativa
mente alla quale vuolsi il momento d'inerzia, passa pel centro ùi 
superficie G, allora la distanza GS=d (fig. 55) diventa zero e si 
ha l'equazione di condizione 

da cui si rir.avano le equazioni 

Y1+Y2=-Y 

Y+Y2=-Y1 

Y+Y1=-Y2 , 

per le quali il valore di 11 ùato dall'equazione (?1) e scrilto sotto 
la forma 

1 1= .~ [Y2 +Y1
2 + Y2

2
- ~ Y (Y1 + Y~)--~ YJY+Y2)-~Y2(Y+Y1)] 

si trasforma in 

(6). 

II valore di Q è sempre quello dato dall 'equazione (5) , nell'ap· 
plicazione della quale si deve tener conto dei segni ~Ielle lunghezze 
Y, Y 1 ed Y 2 , assumendole come positive quando si riferiscono ai 
vertici posti al di sopra della retta X Y e come negative qua mio 
si riferiscono a vertici posti al di solto della stessa retta. 

VIII. Momento d'inerzia della sezione triangolare vuota t·ispetto ad 
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un asse qualunque w essrt contenuto e passante pel s1w cenl1'o di su
perficie. 

Siano : 
Y" , Y/' etl Yg" le lunghezze delle Ire perpendicolari P A, QB ed RC 

((tg. 57) «hbassate rispettivamente dai verlit;i A, D e C del peri
metro es temo sull 'asse X Y; 

X/' ed Xt le distanze PQ e PH dell e du e perpendicolari QB et! 
RC dal pu nto P; 

Y', Y / ed Y 2' le lunghezze delle tre pe1·pendi colari S D, T E ed 
U li' abbassale rispellivamente dai ve rtici D, E ed lf del perimetro 
interno sullo stesso asse X Y; 

X/ ed X2' le llistanze S T- ed sTi delle due perpendicolari T E ed 
UF dal punto S; 

Q" ed Q' le superficie dei due triangoli ABC e DEF date dalle 
equazioni 

O"=~ [X/' (Yt-Y")-Xz" (Y/'-Y")], 

O'=~ [X/ (Y2' - Y')-X2' (Y/-Y')] . 

Qnaudo l'asse X Y, passante pel centro di su perlìcie della pro
posta sezione triangolare vuota, non passa pei ce ntri di snpel'lìcie 
dei trian goli ABC e DEF, il l!oman rla lo mom ento d'inerzia I si cal
cola applicnndo prima la formola (4) per trovare i momenti di 
inerzia rlri delli t1·iangoli rispetto alla retta X Y e facendone posc ia 
la differenza, cosicchè risulta · 

O" 
I - ~ (Y"2+Y " 2+Y " 2+Y"Y "+ Y"Y "+Y "Y ., ) -6 j 2 j 2 j 2 

O' 
-::: (Y'2+Y '2+Y'2 +Y'Y' +Y'Y' ·+ Y' Y '") 6 j 2 j · 2 !2. 

Se invece l'asse XY pilssa pei cent1·i di s uper lìt~ i e dei dn e tri 
angoli ABC é DElf, il domandalo momento d'inerzia 11 si ottiene 
face11Ù O )(l tli!l'erenza fra i momenti d'i nerzia degli accennati tri
angoli rispetto alla stessa rella X Y, calcolati coll'applicazione tic l la 
fo1·mola (6), per modo che si ha 

O" Q' 
1 - ::::_ (Y"2+Y " 2+Y " 2) - :._ (Y'2+Y '2+Y ' ~ ) 1-12 j 2 12 j ~ • 
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Per quanto spella ai !'egni da darsi alle lnnghezze Y", Y/', Yt , Y', 
Y/ ed Y2' vale sempre l'osservazione fatta sul finire del problema 
VII, ossia si assumeranno come positive quelle riferentisi a vertici 
posti al di sopra della relta XY, e come negative quelle riferen
tisi a verti ci posti al di sotlo della stessa retta. 

Le sezioni triangolari vuote non s'incontrano quasi mai nei so
lidi che vengono impiegati nelle costruzioni per resistere a sforzi 
di fless ione, per cui si cr·ede più che sufficiente la risolnzionc del 
precedeule problema VIII sulla determinazione dei momenti d'inerzia 
di delte sezioni. D'allronde poi co lla massima facilità si pnò p11s· 
sare dalle fnrmole trovate a quelle che convengono pci casi in nri 
occo rrono i momenti d'inerzia di sezioni triangolari vuote rispetto 
ad assi pass11nti pei loro centri di Siipcrfìcie c contemporaneamente 
o parall eli a due lati conispondenli o pnssanti per due vertici p11re 
corrispondenti del perimetro esterno e del perimetro interno, i quali 
due casi, unitamentc al caso più generale formante l'oggetto del
l'accennato problema VIII, costituiscono i soli che può avvenire di 
dover considerare in qualche eccezionalissima circostanza della 
pratica. 

96. Procedimento elementare per trovare il momento d'iner
zia della sezione triangolare rispetto ad un suo lato.- Si scom
ponga il triangolo dato ABC (fig. 53), del quale vuolsi il mom ento 
d' inerzia rispetto al lato C B=a, in elementi superficiali A C'D', 
C'B'B"C", C"B"B"'C"', C"'B'" Bn· cn .. .... mediante relle C'D', C" B", 
€"'B"', C"' B"· ...... parallele a CB, cqui1listanti e vi cinissime; eh in-
misi h l'altezza A:Ò del trian golo proposto e dicasi la il doman
dato momento d'in erzia. 

Il momento d' inerzia rlel triangolo piccolissimo A C' B' rispetto 

l Il fì . 
1 A D' C' B' l l alla retta CB è dato c a a sua super 1c1e 2 . · mo Li p ical.a 

per il quadrato della distanza . che il sno centro di superficie ha 
dall 'accennata retta CB, ossia da 

1
AD'C'B'7 2 2 . ' . L ' 

giacchè, es~Sendo per ipotesi piccolissima la distanza AD' si pnò 
ritenere che il centro di superficie dell'accennato piccolissimo Lrian
golo disti da CB di tutta la lunghezza AD=h. 

Ora potendosi decompone il prodotto ~A D'. C' B' . h~ nei due 
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1--
fattori 2 AD'.C'B'.h ed h il primo tlei quali rapp1·esenla il volume del 

piccolissimo solido AB/ che si può riguardare siccome un prisma 
retto lri ::mgola1·e avente pet· base il triangolo AC'B' e per altezza 
la t'ella A Ai assunta eguale ad A D ossia eguale ad h, e potendosi 
pure ritenere siccome eguale ad h la distanza del centro di vo
lume del detto prisma tt·iangolare dal piano passante per la retta 
CB e perpendicolare al piano del triangolo dato AB C, ne deriva 
che raccen nato prodotto si può considerare siccome il momento 
del volume del prisma triangolare AB/ rispetto all'O l' definito piano. 
- Analogamente il momento d'inerzia del trapezio elementare 

. C' B' B" C", dato da D'D" . C" B". D D'2 , può essere considerato sic
come il momento del volume del piccolissimo prisma C'B/' (avente 
p et• base l'or indicato trapezio e per altezza la retta C'C/= D D' ) 
rispel!n all'aceennato piano dei momeuti; e, ragionando nello stesso 
modo pei momenti d'inerzia dei lrapezii C"B"B"'C'", C"'B"'B"·cn·, 
...... ... , agevolmente si viene a conchiudere che il momento d'iner
zia del triangolo A CB è la somma dei momenti rispetto al piano 
passante per la retta CB e perpendicolare al piano del triangolo 
stesso dei volumi di tanti piccolissimi prismi le cui basi sono AC'B', 
C'll'B"C", C"B"ll"'C"', C"'B"'B'"Crv, ...... . ,le cui altezze sono ri-
spellivamente date dalle rette D A, DD', DD", D D'", ....... , e(1 i qua li 
costituiscono nel lo1·o assieme la piramide triangola1·e AiACB che 
avrà adunque per momento del suo volume rispetto al delìnito piano 
per t'apporlo al quale si considerano i momenti il momento d'iner
zia domandalo. 

E l 
1 C n· D A J A A 1 l 1 1 'l l~ 'l l l Il . sscnro 2 . .3 · 1 = 2a L

3 
b= 6a v 1 vo urne ce api-

ramid e triangolare A1 A CB c trovandosi il suo centro di volume G 
sulla l'ella Ai E che unisce il vertice Ai col centro di superficie E 

della base A CB ai i di A1 E R partire t la Al, se proiel.tasi il punto 

G in F sulla detta base, e se per la linea proiettante G F si im
magina un piano pélrallelo alla retta B C, esso taglia il triangolo 

ACD secondo la retta IK parallela a CH; la distanza AF è i A E 

25! --- 1 -- 4 .3AL=
2

AL, e pet· conseguenza il punto d'incontro H dcl-

l'allezza AD flel triangolo dato colla rella IK parallela a CB dista 
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1 -- 1 -
da A e Lta D di 2AD= 2h. Ma HD, essendo la distanza di due 

piani perpendicolari a quello del triangolo A CB e passanti, uno 
pel lato CB e l'altro pel centt·o di volume G della piramide A1 C U, 
esprime anche di quanto disla il centro tli volume di questa pira
mid e dal piano per rapporto al qua le si deve prendere il mom ento 
del suo volume on de ottenere il cercalo morneuto d'inerzia T., il 
quale per conseguenza è dalo da 

Trovato così con un processo elemental'e il momento d'in erzia 
di un triangolo rispetto ad un suo Ialo si ha quanto è necessa!'i o 
pe1· appre ndere le soluzioni degli ultimi sette problemi trallati nel 
precedente numero. 

9 7. Momenti d 'inerzia delle sezioni rettangolari e di quelle , 
composte di parti rettangolari. - l. Momenti d'inerzia della se
zione rellangolare rispetto ai due assi passanti pel suo cent1·o e pa
ralleli ai suoi lati. 

Al numero 56, esponemlo il metodo generale per tro va re il mo
mento d'inerzia polare J di una supel'licie qualunque, si è l'at ta 
l'appli cazione di questo metodo al caso delle sezioni rellan golari; 
pel' dr-durre J si ca lcolal'Ono prima, al dello numero 56 facend o 
nso delle notazioni di calcolo clilfel·cnzi:-de ed integrn le ed al snc
cessivo numero 57 con un proceLlitnenLo elementare, i mo111cnti 
cl ' inerzia I' ed I" del rellangolo AB D E (fìy. 52 e 53) rispello a gli 
assi x x' ed yy' condotti pe l suo ecnlt'O C, il primo parallelo ai 
due l ali AB ed E D ed il secondo pat·allelo ai du e Iati B D ed A E; 
e, chiilm ando et !il luhghczzn del lato AB e b quella del Ialo B D, 
si ebbero i seguenti l'i sultati 

l"- 1 b 3 -12 a· 

Per passare dalla sezione rettangolare alla sezione quadra la ha~ta 
fare b =a, e ll'ovasi allora che risultano eguali i due valor i <li I' 
e di 1". 

II. llfomenli d'inerzia della sezione 1·ettangolctre vuota rispetto ai 
due assi passanti pel sttO centro e paralleli ai SHoi lati. 

Siano 
a' e b' i lati fF ed FG (fig. 54) del rettangolo interno, 
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a" e b" i lati AB e DD del rettangolo esterno, 
I' ed I" i due momenti d'inet·zia domandHti, il primo rispetto 

all'asse xx' parallelo ai lati AB, IF, HG ed ED, eù il secondo l'i· 
spetto all'asse y y' pat·allelo ai lati A E, I H, F G e D D ; 
e coincidano in C i centri di superficie dei detti rettangoli. Siccome 
in generale il momento d'inerzia della superficie di una sezione 
vuota rispetto ad un determinato asse vale il momento d'inerzia 
della superficie della sezione intiera diminuit0 del momento d'iner
zia della superficie rappresentante il vuoto, si ha 

I'== 112 (a" b"3- a' b'3)' 

l" == 
1
1
'2 ( b" a"3 

- b' a'3 
) • 

Per passare dalle formole trovate pel caso della sezione rettan
golare vuota a quelle che con,·engono per la sezione quadrata pure 
vuota bisogna fare in esse b" ==a" e b' ==a', ed allora risultano 
eguali i due valori di I' e di l". 

III. Momenti d'inerzia della sezione di una trave semplice a dop
pio T simmetrico rispello ai due assi ortogonal~ x x' ed y y' (fig. 59) 
passanti pel suo centro di superficie O e direlli, uno nel senso della 
larghezza e l'alt1·o nel senso dell'altezza della sezione. 

Chiamando 
a la larghezza A Il di ciascuna delle tre tavole, 
b l'al ezza .BC dell'inliet·a sezione, 
a' la somma K [+E F delle spot·genze di ciascuna delle due ta

vole sul gambo del doppio . T, 
b' l'altezza EH del gambo, 

osserva n rio che la retta x x' passa pei centri di superficie del re t· 
tangolo AB C D non che dei due rellangoli KIML ed E F G H, c che 
il momento d'inerzia I' della superficie della sezione proposta ri
spell.o ali 'asse x x' è eguale a quello del rettangolo AB C D dimi
nuilo rlella somma dei momenti d'inerzia dei rellan~oli eguali 
KIML ed EFGH, costituenti un rettangolo unico di lati KI+EF 
ed EH, si ha 

L'ARTE DI FABBRICARE. Resistenza dei materiali, ecc. - 12. 
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la quale, osservando che AB, BC, Kl+EF ed EH valgono rispet
tivamente a, b, a' e b', si riduce a 

I'= 112 ( ab3-a' b'3 ). 

Pet· trovare il momento d'inerzia I" della superficie della sezione 
proposta rispetto all'asse yy', si osset·va che qu es t'asse passa pei 
ce.nlri di superficie dei due rettangoli eg11ali ABFI. e DCGM: 
noncltè pel cen ll'O di superficie del rettangolo 1\EHL, cosicchè il 
detto momento d'i nerzia I" vale la somma dei momenti d'inerzia 
dei dne primi rellangoli costituenti un rettangolo unico di ' lati 
AB ed FB +G é aumentala de l momento d'in erzia del terzo ret
tangolo rispetto al dello asse, e pce conseguenza si ha 

l"= 1
1
2 [ (F B+GC)AB3+E H. HL3

]. 

Osservando ora che AB=a, che FB+GC=b-b', che EH=b 
e che 1-IL=a-a', il valore di I" diventa 

IV. Momenti d'inerzia della sez·ione di una trave semplice a dop
pio T simmetrico e con rinforzi, rispetto a due assi o1'lugonali x x' 
ed yy' (fig. 60) passanti pet suo centro di superficie O e dirrlli, uno 
nel senso delta lar,ghezza e l'altro nel senso dell'altezza delln sezio·ne. 

Ritenendo le denominaz ioni stabil ite nel precedente problema 
per quanto concerne alle lun ghezze delle rette AB, ìfc, K I+EF 
ed E H, ammellendo che i due rinforzi eguali q r s t e m n o p siano 

tagliati pet· metà della rella x x' e chiamando ~a" ciascuna delle 

due sporgenze qr ed m n, e b" ciascuna delle due altezze rs ed ;o, 
si otliene fac ilmente il momento d'inerzia I' della sezione pt·oposta 
rispetto all'asse x x' , giacchè, essendo esso equivalente a quello 
della sezione a doppio T simmetrico senza rinforzi ( quale venne 
considerala nel prece dente problema) aumentato della somma dri 
momenti d' inerzia dei du e' rettan goli q r s t e m n o p corrispondenti ai 
rinforzi e formanti un rettango lo unico di lati qr+mn= a" ed 
no= b", vie n dato dalla formola 

• 



-179-

In quanto al momento d'i nerzia l" della data sezione a doppio 
T semplice simmetrico e con rinforzi rispetto alla retta yy', di
rell.a nel senso dell 'altezza della sezion e stessa e quindi perpendi
colare alla retta xx', si pnò esso ollenere considerandolo siccome 
la somma dei mom en ti d'inerzia dei due rettangoli eguali AB F I 
e D C G M equivalenti ad un rellangolo unico di lati A U edFB+G C, 
degli altri tlue ' rettangoli pure eg uali K E m q ed L H p t formanti nel 
loro complesso un sol rellan golo d i lati i{ E ed E m+ H p , e fi
nalmeute del rellan golo rnos. Passando poi l'asse yy', per rapporto 
al quale vuolsi calcolare il momento d'in erzia I" pei centri di su
perficie degli or accennati rettangoli, si ha 

Se ora o~servasi che FB+GC=h-b', che AB==a, che Em+Hp 
=b'-b", che KE==a-a', che no==b" e che nr=a-a' +a", il 
valore di I" diventa · 

'V. Momenti d'inerzia della sezione a doppio T simmetrico di una 
trave composta, costituila da ww larniem continua e da quattro {e1-ri 
d'angolo, rispetto a due assi orlogonali x x' ed y y' (fig. 6 l ) passanti 
pel suo centro di superficie O e diretti, ttno nel senso della larghe zza 
AB e l'altro nel senso dell'altezza B C della sezione. 

Chiamando rispeltivamente 
a, a' ed a" le larghezze AB DC, cE+dF=fH+eGed fi+ 

mh=ok+;!i, 
b, b' e b" le altezze AD==llC, cf d,e e lu'==mn, 

osservando che il momento d'inerzia l' della sezione proposta vale 
quello del rettangolo A 13 CD diminuito della somma dei momenti 
d'inerzia dei rettan goli cEHf e dFGe costituenti un rettangolo di 
lati cE+dF e cfe dei momenti d'in erzia dei rettangoli lg ko ed 
m h i n pure equivalenti ad un sol r ellangolo di lati l g + m h ed ro, 
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e passando l'asse xx' pel centro di superficie di tutti i detti ret
tangoli, si ha 

I'== 
1
1
2 

(ab3 -a' b'3-a" b"3). 

Il momento di inerzia l'' rispello all'asse yy' e la somma dei 
momenti d'inerzia dei 1lue rettangoli A BF E e D C G H formanti uu 
rettangolo di Iati AB · ed FB + (fC~ dei momenti d'inerzia dei rellan
goli cd hg ed fei k equivalenti acl un rettangolo di lati 'C(Ted hd+Te 
e finalmente del momento d'inerzia del rellangolo lmno di Iati 
lm ed m n; cosicchè, passando il dello asse pei centri di superficie 
degli indicati rettangoli, si ha 

il qual valore di l", per essere FB+GC:=b-b',AB:=a:hd+1;e 
:=b' -b", c'd==a-a', mn==b" e lm:=a-a'- a", si riduce a 

VI. Momenti d'inerzia della sezione a doppio T simmetrico di una 
trave composta costituita da una lamiera continua cui, mediante 
quattro ferri d'angolo, sono unite in allo ed in basso delle lamiere 
ad essa perpendicolari, rispetto a due assi ortugonali x x' ed y y' 
(fig. 62) passanti pel suo centro di .mperfìcie O e diretti, tmo nel 
senso della laryhezza A n e l'altro nel SC11SO dell'altezza n c della 
sezione. 

Siano rispettivamente 
a, a', a" ed a"' le larghezze AU, Cf+dF, lg+mh e tp+uq, 
b, b', b" e b"' le allczze Al), cf, TO e T;, 
Il momento d'inerzia l' della sezione proposta rispetto all'asse 

x x' parallelo alla larghezza AB vale il momento d'inerzia dell'in
tiet·o rettangolo ABCD diminuilo della somma dei momeuti d'inerzia 
dei reti angoli cl Mf e d F G e costituenti un rettangolo unico di lati 
cl+dlf e cf, dei due rellangoli lglco ed mhin formanti un rettan
golo solo di lati l9+m h ed ro c finalmente dei rettan goli anche 
eguali lpH cd u q r v equivalenti al rettangolo di lati tp+uq e t z; 
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cosicchè, passando l'asse x x' pei centri di superficie di lutti gli 
accennati rettangoli e per le denominazioni stabilite, si ha 

l'== 1~ (ab3 -a' b'3-a" b"3 -a"' b"'3). 

Per avere il momento d'inerzia l" rispetto all'ilsse yy' si osserva: 
che questo momento consta della somma dei momenti d'inerzia 
dei rettangoli AB F I e D C G M che nel loro complesso si possono 
cousiderare siecome formanti un rettilngolo di l<lti AB ed FB+GC, 
dei due rettangoli cdhg ed {eik eomponenti un rettangolo di lati 
cd ed hd+Ti, dei rettangoli lmqp ed onrs equivalenti ad un 
rettangolo di lati rm e qm+t•n e finalmente del rettangolo tuvz 
di lati tu ed uv; che l'asse yy' passa pei centri di superficie di 
tutti i rellangoli indicati; e che per eonseguenza si deve avere 

Per le denominazioni stabilite sul principio della soluzione d i 
questo problema sì ha F ll+G C==b- b',A B==a,hd+ie==b' ---:-b", 
~ ' - ·-- - b" b"' l- ' " - b"' -cu,=a- a, qm+rn== - , m=a -a -a , uv== e t tt 
= a-a'-a" -a'", cosiechè il valore di I" si riduce 

l"= \ l(b -- b') a3 +(b' -b") (a -a')3+ (b"- b"') (a - a' -a")3l 
1"' +b"' (a-a' -a" -a"')3. 

Nel valutare la resistenza alla flessione per le travi composte 
con sezione della forma di quella di cui or ora vennero trovati i 
momenti d'inerzia rispello ai due assi xx' ed yy', ben sovente 
usano molli pratici di trascurare quella parte di della resistenza 
che è dovuta al gambo l( EHL, considerando questo non come 
resistcute alla flessione, ma sibbene siccome unicamente destinalo 
a rilegare fra di loro le allre due parti della trave ed a mante
nerle alla voluta distanza, ed invec~ dei momenti d'iner·zia I' ed I" 
1li cui soriosi dati i valori jn funzione delle dimensioni della sezione 
proposta, sogliono adottarne due altri 1/ ed 1/' che ottengono to-

gliendo rispettivamente da I' e da I" i momenti d'inerzia 
1
1
2

a1Tb'3 e 
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1 b' 3 · l' . ' d ' d l l l l K E r~1 I 
12 

a" nspelto ag 1 ass1 xx e yy e re ango o ~ r: .J rap-

presentflnte la sezione del gambo di allezza E H:= b' e di gros
sezza J{E= a". 

Pilrecchi costruttori, nell'intento di far cosa in favore della sta
bilità ed anche pet· semplificazione di calcoli, nel valutare la resi
stenza alla flessione di una trave composta a doppio T ammellono: 
che qnesta resistenza sia unicamente sviluppata dalle due parli co
stituenti le tavole superiore ed inferiore della lrave; che il gambo 
ed i qualtt·o ferri d'angolo siano unicamente destinali a rilegare 
ed a mantenere alla voluta distanza le delle due tavole; che la 
sezione trasversale della trave, per quanto concerne al calcolo dei 
suoi momenti d'inerzia, sia unicamente ridotta ai due rettangoli 
eguali ABFI e DCGM (fig.65 ), essendoAB=a,BC=b e FG=b'; 
e che per conseguenza i due momenti d'inerzia 12' e It per rap
porto ai due assi x x' ed y y' passa n ti p el centro di superficie O il 
prilllo par:~llelo ed il secondo perpendicolare alla larghezza A n 
della sezione proposta , siccome differenze fra quelli dei due ret
tangoli A n C D ed IF G M rispetto agli stessi assi, siano rispelliva
mente rappresentati da 

I ' - 1 (b3 b'3) 
2 -12a - ' 

Allorquando una trave con sezione a doppio T ha grande al
tezza in confronto di quella delle sue tavole, e quando vuolsi che 
da queste soltanto venga sviluppata la necessaria resistenza alla 
flessione, speditamente e con sufficiente approssimazione pet' la pra
tica si può calcolare il momento d'inerzia 1/ della sezione tras
versale costituita dai due rettangoli AB F l e D C G M allo m o all 'asse 
xx' passante pel centro di superficie O e par:~Jlelo alla lm·ghezza 
AB della sezione stessa, assumendo che esso valga la somma dei 
prodotti delle due superficie rettangolari accennale pei quadrati 
delle distauze dei rispettivi centri ):l e Q dall'asse x x'; cosicchè, 
essendo AB - DC=a,nF:=CG=c e ponendo PQ=d,si ha 

I , 1 do 
3 -,--2ac •. 
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VII. Momenti d'·inerzia della sez ione di ww trave in legno a lra
liccio, costituila (come lo dirnostrà la figura 64) della parete relico
lala e di due ordini di travi longilttdinali disposti l'uno in alto e 
l'altro in basso a m o· di filagne e contro-(tlagne, rispetto a clue assi 
O!'logonali x x' ed y y' passanti pel suo centro eli sttperficie O e diretti 
ww nel senso dell1t larghezza AB e l'altro nel senso dell'altezza B C 
della sezione. 

È opinione di quasi lutti i costruttori che, nell'impiego delle travi 
a traliccio in legno per resistere alla flessione, dehbasi soltanto 
tener conto della resistenza che oppongono le travi longiludinali 
e che il traliccio si debba risguardare siccome unicamente destinalo 
a mantenere collegale ed alla voluta distanza le delle travi a cui 
vuolsi aflldarc tutta la resistenza alla . flessione . In vista di questa 
opinione, tutta in favore della stabilità , ed in modo conveniente 
per la pratica applicazione · delle formo! e riferentisi alla resistenza 
alla flessione, si farà il calcolo dei momenti d'inerzia della sezione 
trasversale della lrave a traliccio proposta, considerandola siccome 
unicamente costituita dai quatlro reltangoli eguali AIN E, BKPF, 
D.MHH e CLQG. 

Ciò premesso, chiamando 
a la somma IA+KB MD+LC delle larghezze dei due ret

tangoli rappresentanti la sezione in uno stesso ordine di travi lon
giludinali, 

b e b' le altezze li C ed F G della sezioné dal a, 
il momento d'in erzia I' rispetto all'asse .:ex' passante pei centri di 
superficie dei quallro rettangoli AIMD e BKLC, ENRH a PQGF, 
essendo la differenza fra il momento d'inerzia del rettangolo di 
!ali lA+Kll e BC formato dalla prima coppia ,degli inrlicali ret
tangoli ed il ,momento d'inerzia del rettangolo di lati N E+ P F 
ed FG risultante dall'unione della seconda coppia, vien dalo dalla 
formola semplicissima 

In quanto al momento d'inerzia l" rispetto all'asse y y' si può 
dire che esso vale la somma dei momenti d'inerzia dei due ret
tangoli ABFE e DCGH equivalenti ad un rellangolo di !ali Ali 
ed F B+GC, meno la somma dei momenti d'in~rzia dei due ret
tangoli I K P N ed M L Q R che si possono risguardare siccome for
manti un rettangolo di lati 11\ e cl N I +RNI; e, siccome r asse yy' 
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passa pei centri di superficie di tulLi i retlangoli or ora accen
nati, si ba 

Chiamando ora a' la distanza I K ML, osservando che FB + G C 
-=b-b', che AB=:a+a' e che Nf+Rl\'1 b-b', sostituendo 
nel valore di I" e riducendo, si trova 

I"== -A a (b-b') [a~+3 a' (a+ a')]. 

Quando le rette e f ed e' f', condotte parallelamente all'asse x x' 
pei centri di superficie g e g' delle coppie di rellangoli A IN E e 
BKPF, DMHH e CLQG, banno distanze piuttosto grandi dall'asse 
x x' in confronto delle allezze F B e -G C dei delli -rellangoli, il mo
mento d'inerzia I/ rispello al dello asse xx' approssimativamente 
e facilmente si può ollenere moltiplicando la somma delle super
ficie dei quattro rettangoli AINE, KBFP, Dl\HlH e CLQG pei 
quadrati delle rispettive distanze dei loro centri di superficie dalla 
rella x x'. Nel caso della sezione rappresentata nella figura 64 , 
tutto essendo simmetrico rispello ad xx', chiamando m eJ n i due 
lati di ciascuno drgli accennati rettangoli ed h la distanza gg' di
visa per metà nel punto O, si ha 

Opinano alcuni autori che nei calcoli relativi alla resistenza alla 
flessione delle travi a traliccio, anche di questo si possa in qual
che modo tener conto, considerandolo siccome formante un tavo
lato continuo di volume eguale a quello dei pezzi costituenti il tra
liccio intero; chinmando 

V l'indicato volume, 
b l'altezza del traliccio, 
l la lunghezza di trave a cui esso si estende, 

dedueono la grossezza x del detto tavolato coni inno ipotetico po
nendo l'equazione 

blx=:V, 
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v 
x== bY; 

prendono per momento d'inerzia 12' relalivo all'asse xx' il momento 
d'inerzia 1', conveniente all'ipotesi della non esistenza di traliccio, 

aumentato del momento d'inerzia 
1
1
2 

x b3 del rettangolo i k l m di lati 

i rn == b ed i k ==x rispetto all'accennalo asse; e finalmente assumono 
per momento d'inerzia I/ relativo all 'asse y y' il momento l", pure con
veniente all'ipotesi della non esistenza di traliccio, aumentato del 

momento d'inerzia ;
2 

b x 3 del medesimo rettangolo i k l m per rap

porto allo stesso asse yy'. 

VIII. Momenti d'inerzia della sezione a doppio T simmetrico di 
una trave in ferro a traliccio (coblituita come lo dimostra la figura 
6 5) delle tavo l e parallele AB F E e D C G H formate ciascuna da una 
o più lamiere sovrapposte, delle lamiere c d hg ed f e i k perpendico
larmente unite alte tavole mediante ferri d'angolo e della parete re
ticolala inchiodala a queste ult4'me lamiere, rispello a due assi orto
gonali x x' ed y y' passanti pel centro di superfìcie O t e direlli, uno 
nel senso della larghezza AB e l'altro nel senso dell'altezza B C della 
sezione. 

Usano alnmi costruttori di ottenere il volume V del ferro compo
nente una determinala lunghezza L della parete reticolata e di calco
lare come nel problema precedente quel certo spessore lm+no ==x 
corrispondente ad una parete continua la quale esige la stessa quan
tità di ferro che realmente è necessaria per la formazione del tl'a
liccio. Ottengono il momento d'inerzia l'rispetto all'asse x x' dicendo 
che esso vale quello della sezione di una lrave a doppio T sim
metrico, le cui larghezze a, a', a" ed a'" sono rispettivamente AB, 
Et+Fu, lN+l{O eRv+Sz e le cui altezze b, b', b" e b'" sono 
AD, t w, M1 ed H. U, aumentato della somma dei momenti d'inerzia 
dei due relt.angoli m l1° s ed 1i o p q formanli un rettangolo unico di 
lati tm--r:;ìo==a" ed m s==b,. e diminuilo del momento d'inerzia 
del rellangolo g h i k di Iati g h== a - a'- a"- a"' e 9 k ==b'. -
Il momento d'iner~ia I" rispetto all'asse yy' vale la somma dei 
momenti d'inerzia dei due retlangoli AB F E e D C G H che nel 
loro complesso si possono considerare siccome formanti un reltan-
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golo unico di lati AB=a e UC-FG=b-b', dei due rettangoli 
t tt IO e w o: L M componenti un rellangolo unico di lati l u=a- a' 
e ll+M w= b' -b", dei due rellangoli N O SB e QPT U equivalenti 
ad un rettangolo di lati NO=a-a'--a" ed NH+QU=b"-b'", 
dei due rettangoli v z n l e ~y q,. formanti nn sol rellaugolo di lati 
- ' 1/ . '" - - ,, vz=a--a -a -a e v l+ ~ r=b -b" e delrellan go lomops 
di lati mo=a-a'- a"-a'"+a" ed ms=b'V, diminuita cl el mo
mento d'inerzia del rettan golo ghik di lati -g li= a-a' - et" - a"' 
e ik bv. 

In pratica però quasi Lulli i costruttori considerano la parete 
relicolata ed anche le due parti ccl hg ed f eilc siccome un ica mente 
destinale a rilegare fra di loro le tavol e superiore ed inferi ore della 
trave ; ritengono siccome resistenti alla flessione talvolta le delle 
tavole ed i ferri d'an golo, talvolta anche le sole tavole ed adollano 
i momenti d'inerzia 1/ ed I/', oppure I 2' ed It pei quali si è in
dicato il processo di calcolo al problema VI, e ben sovente, quallllo 
l'altezza della trave è assai grande in confronto di quella dell e sue 
tavole, calcolano · il mome11to d'inerzia rispetto all'asse x x ' col me
todo spedito ed approssimalo di cui si è tenuto cenno alla fine 
del citalo problema. 

IX. Momento cl' inerzia della sezione a doppio T non simmetrico 
7'ispetto a due assi ortogonali x x' ecl yy' (fig. 66) passanti pel suo 
centro di superficie O e diretti , uno nel senso dellrt larghezza AB e 
l'altro nel senso dell' rtltezza P Q della sezione. 

Siano: 
a ed a" le larghezze D C ed AB delle tavole superiore ed in-

feriore ; 
a' la grossezza M L del gambo ; 
b l'altezza PQ dell'inliera sezione della tt·ave; 
b' e b" le altezze CG e UF delle due tavole, ed 
x la distanza Q O che il centro di superficie O della proposta 

sezione ha dalla faccia D C appartenente alla tavola superiore e 
rappresentata nella retta D C. 

La parte ui superficie della sezione proposta la quale trovasi al 
di sopra della relta xx', potentlosi de comporre nel rettangolo cdef 
di lati cd=a' e cf=x e nei due rett angoli HD[ i\'1 e GCeL equi
valenti a un rettangolo unico Ji lat i HiVI + LG=a-a' e CG=b', 
ammette per suo momento (p) rispetto alla della retta x x ' 

(p) Per momento di super{ìcie ùi una data figura piana rispetto ad una retta in 
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l 1 ( ' ) b' ( b') a x.2x + a-a x-
2 

; 

Analogamente la parte che trovasi al di sollo di x x', decomponi
bile nel rellangolo cd hg di lati Cd=a' e cg=b-x e nei due 
rellan &oli Agi E e B h KF ch~i pos~ono risguardare come formanti 
un rettangolo unico di lati IE+KF=a"- a' e -EA=b", ha per 
suo momento rispello alla stessa retta 

a'(b-x) . ~(b -x) +(a' - a') b" ( b-x- ~ ). 

Siccome poi fa retta roro' passa pel centro di superficie della figura 
proposta, la somma di questi momenti deve essere nulla, per cui, 
ponendo l'equazione che esprime questa condizione, raccogliendo in 
un sol membro tutti i termini contenenti x e nell'altro membro 
tutti quelli che ne sono indipendenti, si ottiene il seguente va
lore di x 

_1 (a - a') b'2+a' b2 +(a"- a')(~ b- b") b" 
x-2 (a- a') b' +a' b + (a" - a') b" . • 

Conoscendosi la posizione del centro di supet·ficie O, . si ottiene 
il momento d'inerzia I' della sezione proposta rispetto all'asse xx' 
trovando i momenti d'inerzia delle due parti superiot·e ed inferiore, 
e sommandoli. Ora, siccome il momento d'inerzia I di un rettan
golo di lati AB=m e BD=n (fig . 52) rispello ad un asse pas
saule pel suo centro di superficie, contenuto nel suo piano e pa· 

rallelo al lato m vale 
1
1
2 

m n3, e siccome, conoscendosi il mol!lento 

d'inerzia di una fi gura piana rispetto ad un dalo asse passante pel 
suo cenLt·o di superficie, si trova il momento d'inerzia della stessa 
figura rispetto ad un asse parallelo al primo coll'aggiungere al 
momento d'in ei'Z ia noto il prodollo della superficie·della figura pel 
quadrato della distanza dei due assi, si ha che il momento d'inerzia 

essa condotta intendo il prodotto della superfi cie di questa figura per la distanza 
del suo centro di superficie dalla detta retta; e, qu ando la figura data è scomposta 
in diver·sP. parti, la somma algebrica dei prodotli di tutte queste parti per le di· 
stanze dei loro ceutri di superficie dalla rett a per rappor to alla quale vuolsi il 
momento. 
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1 l 
ùel rettangolo di lati m ed n rispetto al lato m è 

12
m n3 + 4 m n 3 

=~m n3• Nel caso della sezione a doppio T non simmetrico (fig. 66), 

siccome la paete superiore alla rell.a xx' può essere consideeata 
(Jnale dilfeeeuza ft·u i! rettan golo DRSC di lali DC=a e DH= 
Q O=x e la somma dei rbe reH<1 ngoli R cM H ed SdLG cof':lituenti 
nn rettangolo unico di lati RH= x-b e Hc-t-Sd=a-a', men
tee la parte in ferio re alla t•eiia xx' si può ri sguaedare quale diffe
renza fra il reilan ~olo ATUl3 di lnì.i AH=a" e TA=OP = b- x 
e la somma dei due retl.:' ngol i TelE ed UdiO' fo rmanti un sol 
reltango1o di lai.i 'l'E = b- x-- b" e 'f c-!-Ud = a"-a', i mo
menti d'inerzia delle accennale du e pnrii della superficie della se
zione proposta, una superiore e l'altra inferiore alla retta xx', val
gono rispettivamente 

1 3 1 ( ') ( . b')3 
3

ax -- 2 a-a x-

'i "(b ) 3 '1(" ')(b b")3 sa - x · -3 a - a -x- - ·, 

e quindi il domandato momen!o d'inerzia I' della sezione a doppio 
T non simmetrico vien dalo da 

l'=~[ ax3--(a -a')(x-b') 3+a" (b-x) 3-(a"-a') (b-x-b7} 

In quanto al momento d'inet·zia I" rispetto alla retta yy' si può 
esso facilmente ollenere considerandolo come somma dei momenti 
d'inerzia di tre eettangol i DCGH, MLI{I ed EFHA, ed essendo 
l'asse yy' parallelo ai Iati DH=b', MI=b- b'-b" ed EA= b" de
gli accennati tre rettangoli e di più passando pei loro centri di su
perficie, risulta 

I" = ,;
1
2 

[ b' a3+ ( b- b' -- b") a'3 + b" a"3 J. 
Le tra vi con sezione a doppio T non simmetrico , che avviene di 

considerare nella pratica, non sempre sono tra vi semplici come 
finora si è supposto, ma hen sovente sono travi composte formale 
da una lamiera continua a cui, mediante quattro ferri d'angolo, 
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sono unite in alto ed in basso delle lamiere ad essa pet·pendicolari, 
od anche sono lravi a lraliccio. Mcltendo assieme quanto or 
ora si è dclto pet' la ricerca dei momenti d'inerzia I' ctl I" della 
trave semplice con sezione a t!op 1)io T non simmetrico con quanto 
venne csposLo dando la risoluzione J-.:i prohkmi V, Vi ed VIII, sarà 
cosa sommamente agevole il i. rov ;; re i momenti d'inerzia delle se
zioni a dnppio T non simmetrico eli tt·avi composte sia in modo rigo
roso, sia in modo spediLo ed approssimalo, ma sufficiente per la 
pratica. 

X. Momenti d'inerzia della sez ione a T rispetto a due assi orto
gonali x x' ~d y y' (fig. 6 7) J•assanli p el wo centro di superficie O e 
di1·eui, l'uno nel senso dcllu lMghezza DC e l'altro nel senso dell'al
tezza P Q della sezione. 

Considerando la sezione a T siccome un caso particolare della 
sezione a doppio T n un simmetrico nell a qnde (fig . 66) AB = DC e 
BF = O, la distanza Q O= x (fig . 67) llel centro di superficie O 
dalla rella De ed i momen ii d'i nerzia domandali I' cd I" ri~petlo 
agli assi xx' ed yy' si oaengono fac~ndo nelle espressioni di x , 
ùi I' e ùi I" trovate nel precedente pl'Oblema an= a' e b" = O, pet· 
cui risulta 

1 (a- a') b'~+a' b~ 
x=2 (a-a')b'+a' b 

l'=~ [ are- (a-a') (x- b')3+a' (b- x)3
] 

I"== ; 2 [ ?' a3+ ( b- b')a's ] . 

XI. Momento d'i11erzia della sezio·ne di una trave cellulare rispetto 
all'asse x x' (fig. 68) passante p el suo cent1·o di superficie e diretto 
perpendicolarmente all'altezza AB della sezione. 

Si incomincia dal trovare le snpet·ficie oi' o~ ed 0 3 delle sezioni 
tt·asversali fatte nelle pareli delle celle :;;uperiori, nelle pareti delle 
celle inferiori e nelle pareti. della parte rli mezzo ; si determinano 
i centri di superficie oi ' o~ ed 0 3 di queste sezioni • non che il 
centro di superficie O dell 'inliera sezione ; pei puuli cosi trovati 
si immaginano condotte le relle xi x/, x~x2', x 3 xs' cd xx' perpen
dicol;~ri arl AB e si cercano le distanze O O i ==di' 0- 0

2 
== d

2 
ed 

O 0 3 ==d3 ; si calcolano i momenti d'inerzia Ii , 12 ed 13 delle lre 
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superficie di cui vennet·o trovati i centri rispetto agli assi x 1 x/, 
x 2 x/ ed x3 x3'; e finalm ente, in vit·Lù delle leggi (nola m) di va
riazione dei momenti d'in erzia rispetto ad assi paralleli, si trova 
il momento d'inerzia I' dell'intiera sezione relativo all'asse x x' di
cendo che esso è dato da 

\ 

Nel valutare la res istenza delle tt·avi cellulari all a flessione dif
ficilment e i pratici cos truttori tengono ronlo della p:-trt e di mezzo 
che ravvisa nt> si ccome destinat a a tener unite le parti resistenti 
in cui si trovano le celle, e quindi sem plilicano la determinazione 
del momento d'in erzia Lras cur:mdo il calco lo di 0 3 , di d3 e di 13• 

XII. Mom ento d'inerzia della sezione ad U rispello all'asse x x' 
(fìg. 69) passante pel suo centro di superficie O e diretto nel senso 
della larghezza D C della sezione. 

Si consideri qu es ta sezione siccome una sezione a T (fig. 67), 
il cui gambo MLKI siasi scomposto in du e parti uguali (fig. 69) 
M m il ed Lg kK. Essendo D C· a, M m+ Lg= a', Q P b e CL=b', 
la posizione del centro di superficie O non varia sia che i due 
rettangoli Mm i l ed L gkK trovinsi riuniti nel mezzo per costituire 
il gambo ML KI dell a sezione a T (fig. 67 ), sia che i delti due 
rettangoli si tt·ovino disposti come lo dimostra la fi gura 69 onde 
formare le due parli latera li dell a sezione ad U; tanto nel caso 
della sezione a T qu anto in qu ell a ad U riman gono al di sopra 
dell'asse xx' equivalenti superficie coi vari loro elementi aventi 
rispellivamente le stesse distanze dal dello asse; e quindi la distanza 
QO= x ed il mom ento d'inerzia l' si ottengono co ll e stesse for
mole che nel problema X già vennero dale pet· trovare queste 
due quantità. 

XIII. Momento d'inerzia della sezione a croce simmetrica 1'ispello 
agli assi x x' ed y y' (fi g. 70) passanti pel suo centro di sttperfìcie e 
diretti secondo gli assi dei suoi bracci. 

Essendo AE = DF =a eù EB =CF = b, i momen ti d'inerzia I' 
ed l" rispello ai due assi xx' ed yy' sono eguali e quindi una 
volta determinato uno di ess i rimane determinalo anche l'altro. 
P e e trovat·e l' si osservi che esso vale il momen lo d'i nerzia· del 
rellan golo AlBE di lat i AE acdEB = b aumentalo della so mma 
dei momenti d'in erzia dei due rellangoli eguali KHCF ed L G MD 
che si possono considernt·e siccome formanti un sol rettangolo di 
lati LD+KF==a-b eù FC=b, per modo che si ha 
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XIV. Momenti d'inerzia della sezione quadrata con quattro nerva
t~re sui p1'olungamenli delle mediane x x' ed y y' (/ìg. 71 ) rispello 
alle mediane stesse. 

Sia a il lato AB ùel quadrato formante la parte di mezzo della 
proposta sezione, 

b la lunghezza C D di due nervature opposte compresa quella del
l'accenn alo quadro, 

c la grossezza di ciaf>cuna nervatura. 
I momenti d'inerzia l' eri I" della sezione proposta ri~petto agli 

assi x x' ed y y' evidentemente sono eguali e, volendosi trovare I', 
si pu ò dire che esso vale: il momento d'inerzia del rellangolo 
E F G H di lati E H=b ed E F =c; la somma dei momenti d'inerzia 
dei due rettangoli AMNO e BILI\ costituenti un rettangolo unico 
di lati 1\fA+IB=a- c e A O= a; più ancora la somma dei mo
menti d'inerzia dei due rettangoli TUVX e PQRS che nel loro 
assieme si possono risgnardare come un rettan golo unico di lati 
TU+PQ=b-a ec(UV=c. Segue da ciò che l'equazione cletermi
natrice di I' sarà 

l'= 1~[c b3 + (a- c) a3 +(b-a) cJ 

93. Momenti d'inerzia delle sezioni trapezie e delle sezioni 
parallelogrammiche. -I. J11omen/o d'inerzin di ttna sezione t·rapezia 
AB C D (/ìg. 72) n:spelto ad uno dei suoi lati non parallel-i. 

Sia AB il lato ri spetto al quale vuolsi il momento cl' inerzia I 
del trap ezio, e si chiamino: 

x 1 ed x 2 le dislnnze dal punto A dei piedi E ed F dell e per-
pendicolari abbassale dai punti D e C sulla direzione del lato AD; 

y1 ed 112 le lunghezze E D ed F C delle accennate perpendicolari; 
Q la sup erficie del trapezio proposto AB CD. 
Immaginando prolungati i due lati non paralleli AB e D C, essi 

vengono il(l' incontrarsi in un punto G; il momento d' in erzia do
mandato I vale il momento d'inerzia del triangolo A DG rispetto 
al lato A G meno il momento d'inerzia del triangolo B C G rispetto 
al lato B G; e quindi risulta 
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- 1 -A, 3 1 BG 3 l-1.2 li .yj - 12 · Y2· 

1- 1-
0sservando ora che 2 A G. Yt ed 2 n G. y2 esprimono rispettiva-

mente le aree dei d11e triangoli A DG e n C G, si ha l'eguaglianza 
di rapporti 

dalla quale, dividendo, si ricava 

Questi valori di ~A G. Yt e di ~n G. y2 si sostituiscono nell' espres

sione di I e risulta 

In quanto alla superficie Q si può essa esprimere in funzione 
delle quantità dale x ,, x 2, y, ed y2• Perci ò, consid erando i due 
triangoli simili DAE e CBF, si deduca prima la lunghezza lllf il 
cui valore è 

e quindi si passi a trovare Q dicend o che vale la supedìcie t! el 
triangolo rellangolo A D E aum entala di quella del trapezio ED CF 
e diminuita di quella del trian golo rettan golo n CF. 

Se i due lati paralleli A D e n C del trapezio sono perpendicolari 
al lato AB per rapporto al quale si cerca il momento d'inerzia, si 

ha xi== O, Q=~ (yt -+- y 2)x2 , ed il valore di I si riduce a 
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I:= 112 x2 (yi + y2) (yi2 +y22) (1). 

II. Momento d'inerzia di vna sezione pamllelog1·ammica AB C D 
(fig . 75) rispetto ad uno dei suoi lati. 

Esse ndo AB il lato per rapp orto al quale vuolsi il momento 
fl'inerzia I del parallelogramma ABCD di hase A B:=b e di nltezza 
EU := a, si può considerare l <~ proposta figura siccome il trapezio 
del precedente problema nel caso iu cui Yt = y2 =a, x 2 = b+ xi e 
O= ab, per cui risulta 

III. Momento d'inerzia di una sezione trapezia AB C D (fig. 72) 
rispello ad uno dei suoi lati paralleli. 

Siano t•ispellivamente b', b" ed a le due h asi parallele A D, ll C e 
l'altezza BI dd trapezio ]WOposto, e si immagini esso decomposto 
nel triangolo ABH e nel parallelot~ramma BCDH di basi AH:=b'-b" 
e BC = b" e di allezza comune 1IT =a. Il momento d'inerzia I del 
trapszio AB CD rispcllo alla base AD vale la somma dei momenti 
d'in erzia degli accennali parallelogramma e triangolo rispetto alla 
retta A D, e quindi si ha 

Volendosi il momento d'inerzia Ii dello stesso trflpezio rispetto 
ad un asse parallelo alle sue bas i e condotto pel suo centro di 
supedicie, bisogna trovare la superficie O non che la distanza d 
del dello centro dalla base A D e allora si deduce il valore di Ii 
dalla relazione [nola (m) ] 

99. Momenti d 'inerzia delle sezioni poligonali qualunque.
Il più co modo dei metodi che si possano set~uire in pr·a tica per 
trovare il momento d'inerzia della superficie di una sezione poligo
nale qualunque rispetto ad un asse in essa con tinUo, co nsiste nel
l'abbassare da tutti i suoi vertici altrettante perpendicolari alla 
retta per rapporto alla quale vuolsi il momento d'in er·zia e nel 
]Jl'endere la somma dei momenti d'inerzia rispello a quesla rella 

L'ARTE DI FABBRICARE Resislellza dei materiali, ecc. - U , 
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di tut te le figure in cui resta decomposto il lo tal poligono p t· o
posto. Co~ì. nel caso del poligono rappresentato nella figura 74, il 
suo momento d'inerzia rispetto alla rella xx' vale la somma dei 
momenti d'inerzia ril'p ello a qnesla relta dei trapezi i A' AB B', 
D'DCC', C'CDD', D'DEE', F'FGG', G' GHH' e dr,i trian goli ret
tan goli KF' F, IH'H diminuita della somma dei mom enti d'inet·zia 
dei trian goli AA'I, EE'K. I momenti d'inerzia dei Lrap ezii l'i otten
gono coll'equazione (1) del num ('J'O precedente e qnelli dei Lrinn
goli rettangoli si possono a\·ere colla stes s:J formula snpponendo 
che sia nulla una delle due basi. 

Il metodo che ho indicato per trovare il momento d'in erzia di 
un poligono qufllnnque rispello fld un <1sse in esso conrlolto, torna 
flnche nlile e comorlo qnnndo si tratta di poligoni regolari pei cpwli 
ben sovente avviene di dovet· trovare i momenti d'inerzia rispetto 
ad assi passanti pei loro centri. 

100. Momenti d'inerzia delle sezioni circolari e delle sezioni 
ellittiche . - I. .Momento d'inerzia della sezione circolare rispetto ad 
un suo diametro AB (fig. 75). 

Pet· il centro O si conducano nel piano rlel circolo due rette x .x' 
ed yy' perpendicolari fra di loro la prima delle quali si confonda 
in direzione col diflmetro AB, e si chiamino x ed y le coord1n ate 
del centro d'un elemento di snpedìcie compreso fra due raggi 
abbraccianti un angolo inlinitarnenle piccol0 e fra due archi i cui 
raggi ammellono una differenza pure inlìnitamente piccola. I mo
menti d'inerzia dell'inliero circo lo ri spetto ai due assi xx' ed yy' 
sono rispettivamente L. wy2 e :S v) x 2 e, siccome queste du e somme 
sono eguali, si ha fra esse ed il domandato momento d'inerzia I 
rispetto al diametro AB 

Ora, essendo ~wy2 +~vJx2 =~vJ(x2 +y2 )=~w0~12, si ha che I 
non è altro che la metà della somma dei prodotti di tulli gliele
menti analoghi all'elemento M in cui si può scompo tTe l'intiero 
circolo pet' quadrati delle loro distanze dal punto O, ossia la metà 
del momento d'inerzia polare del circolo. Ma, essendo r il raggio 
del circolo e rr il noto rapporto 5,1415 ....... della circonferenza al 
diamett·o, si è trovato (num. 5'2 e 55) che il detto momento d'iner-

zia polare vale ~ rr r4, per cui 
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1_1 4 -47l'r. 

II. llfomento d'inerzia della sezione circolare vuota rispetto ad un 
suo diametro. 

Sia r' il raggio in temo, r" il raggio esterno, e siano concentriche 
le due circonferenze che limitano la sezione proposta. Per quanto 
già si è dello altre volle nella ricerca dei momenti d'in erzia di 
sezioni vuote, si avrà che il domandalo momento d'inerzia I vien 
dato da 

III. Momento d'inm·zia della sezione ellittica rispetto ai suoi due 
ass·t. 

I due semi-assi dell 'ellisse siano rispellivamenle O A ==a e O C=:b. 
Consideranrlo un elemento di superficie compreso fra due relle FG 
e F' G' parallele ad AB e vicinissime fra di loro, si ha che il mo
mento d'inerzia I' dell'ellisse rispetto all'asse x x' è dato da 

Ora, immaginando descrilla la circonferenza di centro O e di rag
gio O C== b, ft·a la doppia ascissa F G dell 'ellisse corrispondente alla 
ordinata O E e la doppia ascissa H l del circolo corrispondente alla 
stessa ordinata, si ha 

per cui il valore di l' diventa 

Ma la somma ~H I. E E' . O E2 non è altro eh e il momento d'inerzia 
del circolo di raggio OC==b il quale per quanto si è trovato al 

problema I di questo numero vale ~Tib\ cosicchè 
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Analogamente, immaginando desct·ilta la circonferenza di centro 
O e di ra gg io OA=a e considerando una superficie elementare 
compresa fra due rette vicinissime fra di loro e parallele all'asse 
CD, con un ragionamento in tullo eg uale a qnello già fallo per 
trovare il mom.ento d' inerzia l', si viene a conchiudere che il mo
mento d'inerzia I" rispello all'asse y y' vie n dato da 

IV. Momenti d'inerzia della sezione ellittica vuolct rispetto ai due 
assi dell 'ellisse esternct confondentisi in direzione con quelli dell'ellisse 
intel'na. 

Essendo 
a' e b' i dne semi-assi OE ed OG (fig. 77) dell 'ellisse interna, 
a" e b" i due semi-assi O A ed O C dell'ellisse esterna, 
I' ed I" i momenti d'inerzia domandali rispetto agli assi x x' 

ed yy', 
e coincidendo in O i loro centri, per qnanto già più volle si è 
dello sul modo di trovare i momenti d'inerzia delle sezioni vuote, 
si ha 

I'= i n (a" b"3
- - a' b'3 ), 

I"= i n ( b" a"3
- b' a'3). 

101. Momenti d'inerzia delle sezioni a contorno curvilineo 
qualunque. - Diversi suno i metodi che si possono impiegare per 
ollenere i momenti d'inerzia delle supedkie delle sezioni piane a 
contorno qualunque rispetto ad assi in esse contenuti, ed in 
qu ello che segue lrovansi esposti il metodo di Poncelet e quello di 
Belanget·. 

Essendo AB C D E (fig. 78) una superficie piana compl'esa fra la 
retta A E, due perpendicolal'i AB ed ED a questa retta ed una 
curva B CD, ecco come si applica il metodo di Poncelet alla rieerca 
del suo momento d'inerzia rispetto all'asse xx' assunto nella dire
zione A E. Si divida la lun ghezza A E in un numero pari 2 n di 
parli eguali piccole, pei punti di divisione AP A2 , A3 , A4 , ....... 

A~n-t si conducano allrellante perpendicolari all'asse xx' e si chia
mino 
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k le lunghezze et~; uali AA1,A";A2 , A2A.
1

, A3A4 , . ...... A20_ 1E delle 
2 n parli in cui si è divisa la rella A E, 

Yo· YP y2, Y3• Y4• .. ... .. Y 2n- 1> Y 2n le lunghezze delle ordinate A n, 
A 1 B~' A2B2, A3B3, A4B4, ..... .. , A2n-iB2n-t• ED, 

y l'Mdinala condotta pee il punto di divisione qualunque F 
dellaAE, 

I il momento d'in erzia domandfllo , 
~ una somma es tesa a lutti i momenti d'in erzia delle superficie 

ADll1 A1 , A1 D1 B2A2, A2B2n3A3, A3B3D4 A4, ....... , A2n-t B20_ 1 DE 
in cui si è decomposta la superficie in ti era A n C D E. 

Ciascuna de H e piccole figure come la CF G H, componenli la lo
tal figura proposta, per la picciolezza di F G si può considerare sic
come un rel!angolo di lati F G=: k ed F C=::y; il momento d'inerzia 

di un tal rettan golo rispetto all'asse xx' vale ~ky3 ; e quindi si ha 

1_1 l 3 
-g~ t'Y . 

Ora, la somma 'i:,k y3 , estesa come sopra si è dello, si può consi
<~erare siccome rappresentante l'area di una curva compresa fra 
una retta lunga 2nk, fra due pet·pendicolari y0

3 ed Y2u
3 innalzate 

pet' gli est remi di qu es ta retta ed una curva le cui 2 n-1 ordi
nate intermedie a dista nza k Ie une dalle altre e dopo la y0

3 sono 
ordin atame nte y/, y 2

3
, y 3

3
, y4

3
, ....... Ciò premesso, applicando la 

formola di 'Simpson, torna agevole il trovare l'indicata superficie e, 
siccome va essa moltiplicata per 1/5 onde avere il domandato mo
mento d'inerzia I, si ha 

Belanger, considerando una figura piana AB CD (fig. 79) com
presa fra due relle AB e CD parallele all 'asse xx' per rapporto al 
quale vuols i il mom ento d'inerzia e cond ucendo pel' un punto qua
lunque G della x x' la l'etta G F ad essa perpendicolare, di vide la 
pari e E F di qu es ta perpendicolare in un numero pari 2 n di parti 
eguali e pei punti di divisione conùuce altrellante parallele alla 
retta x x'. Chiamar11.lo 

y0 la distanza G E di AB dall'asse xx', 
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Xo , x j, x2, x3 , x 4, ....... ' X 2n-1• X2 n le lunghezze Jelle rel lc A n, 
AjB1, A2 B2, A3Bj, A4B4, .. ..... , A2n-tB2n-t• DC, 

x la Jnnghezza -Hl di una qualunque delle parallele all'asse xx' 
avente da qu es to distanza GM = y, 

k la lunghezza di una dell e 2 n parli in cui si è divisa la rella 1fF, 
I il domandato mom ento d'in erzia, 
1: una somma estesa a lulli i momenti d'inerzia delle superficie 

ADDjAp A1U 1 B2A21 A2B2B~A3, A3B3B4A4, ....... , A2n-t B2n-1 CD 
in cui si è decomposta l'in ti era fi gu ra AB C D, 
siccome una qn alunque delle piccole fi gure, Hl l{ L ari esempio, si 
può consid e r<~re sicco1:r,e un r ellan golo di base HI=x e di altezza 
piccolissima MN=k col suo centro di superficie distante dall'asse 
xx' di GM=y, si ha 

Se ora si rammenta come deve essere valutata la som ma 1: k:ry 2, 

agevolmente si comprende rapprese ntare essil l' area compresa fra 
una rella lunga 2nk, fra due perpendicolari a qnesla rella lunghe 
x 0 y0

2 c X 2n (y0+2 nk)2 ed una curva le cui ordinate intermedie a 
dis tanza k le une dalle altre e dopo la perpendi colare x0 y0

2 sono 
ordinatamente x 1 (y0+ k)2, x 2 (y0+ 2 k)\ x3 (y0+ 5 k)Z, x4 (y0+4k)2, 

... .. .. , X2n-t [y0+ (2 n-1) k]\ cosicchè applicando la formola di 
Simpson si ottiene 

1 
x0 y0

2 + 4x1 (y0 +k)2+2x2 (y0+2k)2+ 4x3 (y0 +3k)2 

1=
3 

k + 2x4 (y0 + 4k )2 + .... .. . + 4x2n-t [y 0 + (2n-1) k ] 2 (2). 
+ x2n (y0 + 2 n k )2 

La formola di Poncelet è da p1·eferirsi a quella di Belanger allor
quando, in seguito alla fprma del coutorno della fi gma data, le 

diverse parli della linea avente ~ y3 per ordinale si accos tano ad 

archi di parabole coi loro assi perpenJi colari all'asse xx' più di 
quello che la linea avente per ordinale x y2 abbia le sue diverse 
parli che si approssimano ad archi di parabole coi loro assi paral
leli nll à retta xx'. Si prende la seconda form ola uel caso con trario. 
Quando vi ha incertezza su ll a conveni enz a di impiegare l'una pinl
tosto che l'altra delle due formole, o quando si stim a operazione 
t1·oppo fati cosa lo stabilire l'inùi(~ato confronto, si possono far ser
vire i risultati olleuuti colle due formole siccome di con trollo l'uno 
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dell'altro. GcneraluJenle però basta impiegare una sola delle due 
formole date e Ji cont t·oll are il risultnlo ottenuto considerando un 
cet·to numero d'ordinale con quello che si olliene con un numero 
doppio. 

Quanclo la superficie di cui vuolsi trovare il momento d'inerzia 
presenta un contorno curvilineo come lo dimostra la fi~ura SO, si 
conducono prima le due rette AB e CD tangenti alla curva AECF 
e perpentlicolari alla retta xx', e si trovano colla formala (1) i 
momenti d'inPrzia delle du e figure DAECD e BAFCD: la loro 
differenza rappresenta il momento d'in erzia domandalo. Se poi 
l'asse xx' (fig. 81 ) per rapporto al quale vnolsi valutare il momento 
d'inerzia taglia il contorno della fi gu ra rlat.a, pei punti d'interse
zione B e D si elevano le due perpendicolari BA e D C, colla for·
mola ( l ) si fanno i momenti d'inerzia delle due parti n A C D e 
B H D, rol metodo che si è detto tloversi tenere nella ricerca del 
momento d'inerzia della superficie piana rappresentata nella fi
gura BO si trovano i momenti d' in erzia delle due superficie AFn e 
CG D, e la somma dei quattro momenti d'inerzia così ottenuti rap
presenta il momento d'i nerzia domandato. 

Più comoda clelia formala di Poncelet è quella di nelanger pet· 
la valutazione dei mom enti d'inerzia nei casi rappresentati dalle 
fihnre 80 ed 81. Conrlolle le due relle HS e TU par;:~llele all 'asse 
x x', nel caso della fignra 80 si ottiene il momento d 'inerzia ri
spetto al dello ;:~sse applicando l'eq uazione (2) col fare in essa 
;r0 =O ed x2n =O; nel caso poi della figura 81 basta procurarsi i 
rlne momenti d'inerzia delle parli BFEGD e n HD applicando la 
citata equazione (2) ed osservando che X 2n =0 ed y0= O, e som
mare i momenti d'inerzia che così risultano. 

102. Determinazione degli assi principali d'inerzia delle fi
gure piane. - lu quasi tutti i casi che si possono presentare nella 
pratica dell 'ingegnere costruttore si determinano gli assi principali 
passanti pet• un determinalo punlo di una data sezione piana 
traendo partito dell'osservazione eh e venne falla sul lì n ire della 
nola (m), giacchè generalmente torna possibile il condurre nel 
piano della sezione e pel punto dato una rella di simmetria la 
quale costituisce così uno dei due assi principali d'inerzia. Nel caso 
ben raro in cui non esista l'accennala retta di simmetria è neces
sario calcolare l'angolo x' O x= E (fìg. 46) mediante la formola 
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marcata (4) nella citata nola e nella quale ~c.JX'~ e 'f,wy'1 so nori
spettivamente i momenti d'inerzi a pet· rapporto a du e assi ortol!'onali 
Oy ed Ox condotti pel pnnto O nel piclliO della fif!ura data, ~wxy 
una somma estesa a tutti gli elementi della superficie clelia stessa 
figura ed < l'angolo che l'asse principale Ox' da determina.rsi fa 
coll'asse dalo Ox. Una volta trovato l'éJsse principale Ox' passante 
pel punto O toma agevole il lrovat'e l'asse suo compagno, giacchè 
trovasi qneslo perpentlicolare al primo 

I momenti d'inerzia ~w x 2 e ~w y2 sono elementi far ili ad atte
nersi mediante le norme che vennero esposte negli ultimi sel.le nu
meri, e solo rimane a vcdet·si come in ogni caso si possa nllenere 
il valore della somma 'f, c.J x y. Si consideri pereiò una fi gura piana 
qualunque ABC (fig. 82), nel cui piano si trovano i due assi coor
dinali ortogo nali Ox ed Oy, siano OE=a ed OF=A le ascisse 
dei due punti A e D del contorno di dell a su perfi cie ed i qu ali sono 
l'uno più vicino e l'altro più lontano dall 'asse Oy, e siano y ed Y 
qu elle certe funzioni di x le quali e~primono rispettivamente le or
dinale dei diversi punti delle due pat·ti ACD eù ABD del contorno 
della superficie piana proposta. Immèlginando condolle due rette 
G L ed HM perpendicolari all 'asse delle ascisse ed intìnitamenle vi
cine fra di loro, non che due altre relle NQ e PR perpendicolari 
all'asse dell e ordinale e pure infinitam ent e vi cine fra di loro, ri
sulta l'elemento di supedìcie I KS T espresso dal prodotto d x d y 

per cui, cangiando il simbolo ~ nel simbolo f f e prendendo il 

doppio integrale fra convenienti limiti, si ha 

~w xy=JA xdxJY ycly. 
et y 

Può avvenire di dover calcolare la somma ~ wx y di una data 
figura piana rispetto a due assi in essa condotti conoscendosi la 
somma ~w xi Yi della medesima superficie rispello a du e assi pa
ralleli ai primi e passanti pel suo centro di superficie. Può anche 
accadere di dove•· risolvere il problema inverso, cd a raggiungere 
sì l'u no che l'altro dei due scopi ser·ve il seguente semplicissimo 
teorema : la somma ~w xy per una figura qualunque dala e per 
due assi in essa condotti è eguale alla medesima somma per la 
stessa figura e per r apporto a due assi paralleli passanti pel suo 
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centro di superficie, più il proclotto Qa/y' della sua area Q per le 
coordina te o:;' ed y' del suo centro rapportate agli assi primi
tivi (q). 

1 O a. Esperienze dirette a studiare i fenomeni che si mani
festano n ella fles s ione dei solidi rettilinei. - Dnhamel di Mon
cea ux fu il primo ad inst ituire esper·ienze alle a constatare i fatti 
che si mani festano nella flessione dei solidi rett ilinei, e fin dal 1767 
(Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris) pubblicò i risultati 
di queste sur. esperienze, le quali vennero fall.e su legno di salice, 
giaec.hè questo legno, oltre di avere densità unifo rm e e gran pie
ghevolezza, presenta gli st r<1ti nnnui me no distinti che non gli altri. 
I pezzi sottoposti ad esperimento, che vennero tagli ati a fo ggia di 
p<ìrnllel ep ipe1li con sezione quadrata di metri 0,975 di lunghezza e 
di metri 0,040 di squadratn ra, si ricavarono da alber i giovani, ha
dando acnlrat<Jrnente a che il midollo rimanesse seco ndo il loro 
asse, orizzontalmente si collocarono su cava lletti posti a distanza 
di metri 0,9.25, e si ca1·icarono nel loro mezzo d'~1n peso che gra
datamente si aumentò lino a pr·odurre la roltnra. Quattro serie 
d'espe'rimenli vennero inslituite: nella prima seeie si impiega rono 
cinque pezzi lJUali or ora si sono descritti; nella seeo nda serie si 
cimentarono due pezzi ne l cui mezzo e dalla parte della fa ccia su
per·ior·e \'enne praticato un laglio di sega peolungalo fino ad 1/5 
della loro grossezza; nella terza si esperimentarono pure du e pezzi 
in cui il dello taglio di sega si affondò fino ad 1J2 ùel loro spes
sore ; e finalmente nella qu aeta si operò sopra sei pezzi per cui il 
taglio di sega si estese fino ai 5/4 del loro spessore. In ciascu no 

(q) S i ~no 

x ed y le coordinate O P e P~l (fig. 45) di un punto qualunflue M di una figura 
piana data AB C rbpetlo a due assi O x ed O y in essa condotti, 

x, ed y, le cooru iuate G P, e -P~M del lo stesso punto per rapporto ad assi paralleli 
ai primi passauti pel ce11tro di superficie G, 

x• ed y' le due coordioate de l detto centro G per rapporto agli ass i primitivi 
Ox ed Oy. 
Siccome 

x=x1 +x' 
si ha 

la quale, facendo i prodotti ed osservando che x', y' ed x' y' sono costanti , che 
1:w=n, che Swx1=0 e che Swy 1=0 (giacchè gli assi a cui intendo11si riferite 
le coordinate Xt ed y1 passano pel centro di superficie G della ABC) sì riduce a 
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dei tagli fat.Li colla sega venne introdotta una piastre lla di legno 
di quercia secca per· riempire il vuoto lasciato dalla grossezza del 
taglio, e per ciascunn serie d'esperim enti si lrovar·ono i seguenti 
risultati medii dei pesi i quali cagiounrono la rottura : 

Pei pezzi intieri. 
Pei pezzi segati ad 1/5 del loro spessore 
Pei pezzi segati ad 1/2 del loro spessore 
Pei pezzi segati ai 5/4 del loro spessore 

Cg 
256,91 
269,71 
26 5,5 1 
259,76 

Dalle citale esperienze evirlentemenle risulta: che i ta gli di sega 
non hanno indeboliti i pezzi in cui vennero praticati, giacchè essi 
non hanno impedito alle fibre collocale dalla parte concava di com
primersi contro la piastrella tli qu er·cia posta per riempire il giunto 
lasciato dal laglio, di resistere come se in esse non fosse avvenuta 
interrnzione e quindi di accorciarsi ; che le fibre legnose collocate 
dalla parte della convessità dei pezzi inflessi sonosi allungate ; che, 
dovendo d'altronde gli allungamenti e gli accorciamenti delle di
verse filwe essere tanfo più gr·andi quanto più sono esse vicine alle 
superficie esteriori, devono essi andare diminuendo verso l'interno 
fino a diventar·e nulli , in modo rla esservi uno strato di fibre le 
qunli non subiscono nè allungamenti, nè accorciamenti. In qnanlo 
poi al leggier anrnento di t'esistenza che hanno presentato i pezz i 
segati, si può esso nttribuire a ciò che le piastrelle di quercia, più 
dure del salice di cui tenevano il posto, abbiano offerto un punto 
d'appoggio più fermo alla compressione delle fibre. 

Duhamel instituì dell e esperienze analoghe a quelle che or ora si 
sono riferite anche su pezz i parallelepipedi con sezione retta ngolare 
di pino del Nord colla lunghezza di metri 0,975, co ll a larghezza ùi 
metri O,OJ 6 e collo spessore di metri 0,054, e, praticando i tagli 
di sega a,J1 f3, ad 1/2 ed ai 2/5 di detto spessore a partire dalla 
faccia concava, trovò che i tagli di sega facilitavano Lensì la fles
sione, ma che, siccome pel sali ce, non diminuivano considerevolmen te 
la resisten za alla fl ess ion e. 

Dupin nel suo Corso di meccilnica industriale riferisce alcune 
esperienze che egli eseguì a Roehefort, dalle qu ali ri sulterebbe che 
una sezione piana qualunque di un pri sma si conserva ancora sen
sibilmente piana anche dopo una flessione per cui non sia avve · 
nuto snet·varnento nel corpo. - Il celebre esperimenl atore segnò 
su due facce parallele Lli un parallelepipedo rettangolo di legno 
delle linee retle perpendicolari alle altre due facce, collocò ques to 
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solido su due appoggi posti allo stesso livello, lo caricò di un 
peso nel mezzo della sua lnnghezza , riconobbe che, in seguito 
ad inflessione del corpo, le linee tracciate non cessavano di con
servarsi rel.l.e e normali alle stesse facce a cui lo erano prima 
della flessione, e de1lusse che le pat·ti di fibre comprese fra 
due sezioni qualunque prima della flessione restarono comprese 
fra le stesse sezioni anche dopo, e che per conseguenza si allun" 
garono o si accorciarono di quantità proporzionali alle loro di
stanze dall'asse intorno a cui si può supporre aver rotato una 
sezione relativamente all'altra. 

Duleau riferisce rl'aver forzatamente incui'Valo un pezzo di feno 
con sezione qua1lrata di metri 0,02 di lato, d'averlo foggiato a 
guisa di arco di circolo conservando piane le dne facce laterali 
sulle quali aveva segnate delle linee perpendicolari all'asse del 
pr.zzo e distanti di metri 0,025 l'una dall'altra, d'avergli fatto 
subire tre curvature tali che, sn un a lunghezza d'arco di metri 
0,50, le saette corrispondrnli erano di metri 0,022, di metri 0,057 
e di melt'Ì 0,053, e d'aver trovato che le linee rette pl'irniliva
menle tracciate sulle facce piane anche dopo la flessione erano 
rette perpendicolari all'asse del pezzo incurvato e che l'allunga
mento della parte convessa era eguale all'accorciamento della parte 
concava. Lo esperimenlalore dedusse dalla citata espet·ienza: che 
le fibt·e del ferro poste Jalla parte convessa avevano subìto un 
allungamento ; che quelle siluate alla parte concava si erano ac
corciate ; che esisteva nel corpo uno sLJ·ato di fibre nè allungate 
nè accorciate; che gli allungamenti e gli accorciamenti delle di
Yerse fibre risultavano proporzionali alle loro distanze dall'asse 
del pezzo; e che, essendo avvenuto snervamenlo nelle fibre del 
corpo esperimentalo, a più forte ragione le citale conseguenze !'Ì 

dovevano ritenere come verificate nei ferri non snervati per 
flessione. 

Nurnet·ose osservazioni ed espel'ir.nze di Fairhairn, di Hodgkin
son, eli Clark e di allri autori inglesi confermarono i risullali delle 
cita le e~perieuze di Duharnel, di Dupin e di Duleau. Hodgkinson 
ha segnalato come nella rollma pet· flessione dei prismi in ghisa 
si stacchi verso il mezzo della parte concava una specie rli cuneo C 
(fig. 33) , il quale talvolta vicn lanciato al di sopra del solido, e 
come questa proie1.ione sia evidentemente un effetto della pressione 
che ha luogo in delta parte concava. 

111\'Iorin, nel suo interessante lavoro intitolato Résistance des maté
riaux, riferisce i risultati d'un'esperienza che venne falla al Conserva-
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torio di arti c mestieri di Pa.·igi sull'estensione e sulla compressio ne 
dei solidi sottoposti a flessione, in seguito a propo!>ta e col co ncorso 
dell'ingegnere Hichanl. Un parallelepipedo rettangolo di larice, lungo 
metri 2, colla sezione trasversale di metri 0,097 4 per 0,0975 e 
pesante chilogt·ammi 3,9, venne orizzontalmente collocato su due 
appoggi distanti eli metri 1,305. Nel bel mezzo di questo pezzo e 
perpendicolarmente alla sua lunghezza si collocò un rullo all'asse 
del quale si é!ppese 1111 piatto che, u:1itamente ad un carico arhli
zionale di chilogrammi 6,91 ed a quello rappresentante l'az ion e del 
peso proprio del solido, costituiva un carico costante di 50 chilo
gt·ammi. Nel senso della lunghezza delle facce su periore ed infe
riore si praticò in ciascuna di queste facce una piccola sca!1alatura 
in cui si intt·odusse con lieve fregamento una linguet ta sollilissima 
di legno un po' più lunga tl el prisma solloposto ad esperimeuto e 
che venne unta con poco di grasso nell'intento di rendel'la più mo
bile. Appena collocato il solido sugli appoggi, in corrispondenza 
dei suoi estremi, si segnarono sulla linguella due tralli finissimi, e 
quindi si cominciò a colloca•·e dolcemente dei pesi sul piallo. A 
misùra che sotto l'azione di pesi ognor crescenti, il solido s'inflet
teva, avveniva : che i tratti mat·cati sulla linguetta su periore sempre 
più si most•·avano sporgenti alle estremità del solido inflesso ; e 
che i tratti segnati sulln linguetta inferio1·e rimanevano r icoper ti 
dalle estremità di detto so lido con prova manifesta ed incontesta
hile di accorciamento nella parte concava, di allungamento nella 
parl.e convessa e dell 'esistenza ùi fihre nè allun ga te nè accorc iate 
nell'inlel'llo del solido. Sotto il più gran r,arico poi, che fu di 600 
chilogrammi, l'accorciamento della faccia superiore si trovò di me
tri 0,0017 e l'allungamento della faccia inferiore di metri 0,00195. 

Allo stesso Conservatorio di m·ti e mestieri vennero eseguile nel
l' anno f 866 altre esperienze, e si instituirono esse su travicelli di la
rice e di quercia, su travi in ferro e su travi in ghisa. Pe!' fare queste 
espe!'ienze si stabilirono due robusti massi in pi etra da laglio sopra 
una solida fondazione e si disposero in modo da poter operare 
anche con portate di 4 metri. Su questi massi si co llocarono delle 
piastre in fe1To ben leviga te, e la di stanza degli spigoli interni di 
queste piastre determinava la portata delle travi che si so ttopone
vano ad esperimento orizzontalmente collocandole sulle delle pia
stre. I carichi si facevano agire nel mezzo della loro lunghezza 
coll'intermezzo d'un cilindro o rullo . al cui asse era appeso un 
piatto di bilancia sul quale si ponevano delle cassette piene di 
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piccole palle. Per osservare le saelle o gli abbassamenti che su
biva il mezzo della trave sotto i diversi carichi, colla massima 
esattezza si tracciavano nel mezzo della portata due linee finis
sime, una vet·Licale e l'altra orizzontale, e si determinava l'ahba~

samento della loro intersezione mediante un catetometro che per
metteva di valutare i centesimi di millimetro. In ciascuna esperienza 
si verifieava se non era avvenuta depressione negli appoggi, e 
quando i solidi sottoposti ad espet'Ìmento mostt·avano qualche ab
bassamento al loro contatto colle piastre, se ne teneva conto di
minuendo la misura della saetta rli quest'abbassamento. - Nelle 
facce superiore erl inferiore dei travicelli in legno. si praticavano 
delle seanalature in ciascuna delle quali a dolce fregamento si 
poneva una linguetta, terminata alle estremità da piccole piastre in 
ferro su cui, prima della flessione, venivano segnate delle linee di 
confronto ehe si estendevano anche sulla trave. Ad una delle estre
mità del solido sottoposto ad esperimento si fissava sulla faceia su
periore e sulla faccia inferiore un ritegno contro il quale si fermava 
l'estremità della linguetta, in modo che tutta la sna variazione di 
lunghezza trovavasi riportata all 'altra estremità. Dopo la flessione 
e col mezzo di cannocchiali a reticolo, immed iatamenle si verifi
cava se aveva luogo la coincidenza fra le linee di confronto, di un 
estremo ed in seguito all'altra estremità si leggeva l'accorciamento 
delle fibre collocate sulla faccia superiore e l'allungamento delle 
fibt·e poste sulla faccia inferiot·e della trave solloposla ad esperi
mento. - Per le travi metalliche opera vasi in un modo analogo, 
ma, invece di misut·are gli accorciamenti delle fibre collocate sulla 
faccia su periore e gli allungamenti delle fibre poste sulla faccia in
feriore mediante la linguetta, si faceva uso di sottili lame d'acciaio 
mantenute in direzioni rettilinee mediante piccoli sostegni forali e 
disposti sulle dette facce. - Tul.le le osset·vazioni sono state ese
guite colla massima diligenza, verificate dal signor Tresca, vice
direttore del Conservatorio il quale ne aveva ordinali i dettagli, e 
ripetnt.e almeno due volte. Nello scopo di allontanare l'influenza 
della non omogeneità che poteva verificarsi nelle travi in legno ed 
anche in qnelle metalliche, tutte si espet·imenlarono mettendo suc
cessivamente sotto e sopra cias.cuna delle due facce di posa. Le 
casse costituenti i pesi solto i quali si inslituivano le esperienze, 
con precauzione e senza produr scosse, v2nivano poste nel piatto 
di bilancia, e si aveva l'avvet·tenza di aspettare qualche tempo prima 
di misurare le saette e le variazioni di lunghezza dell e fibre, per 
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essere sicuri che tutte le oscillazioni et·ano terminate. -- Le espe· 
rienzc vennero inslituite : 

1° Su un trilvicello di larice avente metri 0,16 di larghezza, 
mett·i 0,20 di altezza e metr i 5,80 di porl.ilta: 

2' Su due tnwi celli di qurrcia co n metri 0,15 di larghezza, 
metri 0,20 di altezza e metri 5,80 ùi portata, l'uno assai secco e 
l'altro meno secco ; 

5o Su una trave semplice in fen·o con sezione a doppio T 
simmetrico avente metri 0,045 di larghezza delle tavole, metri 0;160 
di altezza, metri 4 di portata e colle tavole raccordate al gam bo 
del doppio T medi;mte un contorno arrotondato ; 

4o Su una trave in ghisa con sezione a doppio T simmetrico 
colla larghezza delle tavole di metri 0,05i, co ll 'altezza di metri 
0,242, collo spessore dell e tavole di metri 0,01 O, collo spessore 
del ga mbo di metri 0,0 15 e colla lunghezza di 4 metri; 

5o Su una trave in ghisa con sezion e a doppio T non simm e
trico lunga 4 metri, colla tavola inferiore larga metri 0,09G, co lla 
tavola superiore larga metri 0,032, alta metri 0,243 od avente 
rispettivamente gli spessori di metri 0,0 11 e di metri 0,01 2 nelle 
due tavole superiore ed inferiore e nel gambo ; 
ed il riassunto dei ri sultati dall e medesime ottenuti si ha nella 
tavola che segue, integralmen te tolta dalla già citata opera del ge
neral e Arturo Mori11 : 
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INDICAZIONE 
dci 

SOLIDI ESPE:IliiUENTAl'l 

TravicPllo di larice ... 

Lo stesso travicéllo vol-
tato .... .. . .. . 

Travicello di quercia as-
sai ~ecco ...... . 

Lo stesso travicello voi- ) 3 
l ~ LO ..••.••• • • ( 4 

l 
Travi celio di quercia meno l i

2 secco del precedente. 

Lo stesso tra vi celio voi- l 3 
tato . . • . . . . . . . 4 

l 
Trave in ferro a doppio ) 1 

T simmetrico. . . . . l 2 

La stessa trave voltata . 

Trave in ghisa a doppio 
T simmetric.o . . • . . 

La stessa trave voltata . 

Trave in gh isa a doppio 
T non simmetrico po
sata sulla tavola più 
larga ... . .. ... . 

3 
4 

l ~ 
l ~ 
l 

l : 
l 

1/23.1 

1/227 
1/226 

Media 

1/272 
1/275 

1/279 
1/279 

Med ia .. 

f/174 
1{171 

1/167 
1/168 

Media .. 

f/41 5 
1/376 

1/~98 
i/398 

Media .. 

1/1120 
l/1150 

1/11 50 
l/l HO 

Media .. 

1/1138 

Media .. 

La stessa trave posata 
sulla tavola più stretta. l 1 11/11 80 

2 1/1 141 

l Media .. 

m m ID !li 

i,37 0,25i 
m m 

0,245 
rnrn 

1,024 

1,38 0,236 0,2H 0,967 
1,39 l 0,253 0,262 0,9G5 

---- ---- ---- ----
1,38 0,246 0,250 0,965 

i ,2i 
1,1 Il 

i ,16 
1,11 

1,17 

0,166 
0,189 

0,165 
0,184 

0,176 

0,210 
0,209 

0,196 
0,209 

0,206 

0,787 
1),905 

0,~42 
0,880 

0,853 

1,84 l 0,525 0,324 i ,005 
l,K8 i 0,31 O 0,330 0,939 

1,84 l 0,313 0,335 0,9~4 

~~~~~ 0,3~ ~~ 
1,85 1 o,:H 7 0,3:>6 0,943 

O, 79 l 0,096 
0,82 0,097 

0,102 
0,100 

0,941 
0,970 

0,86 O,i05 0 ,112 0,938 
0,85 0,107 0,117 0,9 15 

0,83 0,101 0:10810,935-
0.34 
0,38 

0,36 
0,36 

0,36 

0,37 

0,38 

0,062 
0,067 

0,060 
C,064 

0,063 

0,071 

0,076 

0,058 
0,058 

0,066 
0,064 

0,064 

0,055 

0,052 

1,069 
0,985 

0,909 
1 ,000 

0,991 

1,291 

1,461 

f ,376 

0,38 0,059 0,080 l O, 737 
O,:'i8 0,058 1) ,074 0,784 

---- ---- ---- ----
0,38 • • 1 O, 760 
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Dall'esame dei risultati contenuti nella precedente tavoln si può 
dedurre col )forin che nei limiti delle flessioni ammissib ili nella 
pratica sieuramenle si verificano i seguenti falLi: 

1" Che nei so lidi prismalici, caricali di un pe~o nel loro mezzo 
le cui sezioni trasversali siano simmetriche rispetto all a verlirale 
ed alla orizzontale passante pel loro ceulro di superficie gli accor
ciamenti delle fibre collocale sulla faccia concava sono eguali ap;li 
allungamenti delle fibre poste sulla faccia convessa, e che i detti 
accorciamenti ed allungamenti sono proporzionali ai carichi che 
producono le flessioni; 

2, Che nei solidi prismalici caricali di un peso nel loro mezzo 
le cui sezioni trasversali sono simmetriche rispetto alla verticale, 
ma non rispello all 'orizzontale pass::111te pel loro cenlro di superfi
cie, come avviene per le travi con sezione a doppio T non simme
trico, gli accorciamenti delle fibre della faccia concava e gli allun
gamenti delle fibre della faccia convessa sono proporzionali alle 
distanze di queste facce dal piano che loro è parallelo e che passa 
pei centri di superliciP- delle diverse sezioni trasversali. 

Fra i diversi ri sullati contenuti nell'ultima tavola, quelli sola
mente che si riferiscono al travicello di quercia assai secco presen
tano poca regolarità, ed il Morin allrihuisee questo nlla presenza tli 
un nodo piuttosto grosso che si riconobbe esistere nel dello ll'avi
cello. In generale la stessa mancanza di regolarità si manifesta in 
tutti i solidi non omogenei sottoposti a flessione, per cui il cost rultot·e, 
che vuoi applicare la teoria della flessione Bell 'assegnare forma e 
dimensioni convenienti alle diverse parli dei suoi lavori in cui la 
detta resistenza vien provocata, per qua n lo gli è possibile tleve 
procurare di pone in opet'a dei solidi omogenei, senza fenditure, 
con fibre non intetTotte e senza nodi. 

104. Esperienze dirette a ricercare secondo qual legge va
riano le saette che prendono i solidi parallelepipedi orizzon
talmente collocati su due appoggi, sotto l'azione di un peso 
applicato nel loro mezzo e sotto l'azione di un peso uniforme
mente distribuito sulla loro lunghezza. - Queste esperi enze fin 
dal 1811 vennero instituite da Carlo Dupin, dal medesimo furono 
pubblicate in una memoria presentata all'Istituto fli Francia nel
l'anno 1815, ed ecco una succinta esposizione di quest'importante 
lavoro. 

Preparati dei parallelepipetli rettangoli eli qu ercia, di cipresso, di 
faggio e di abete lunghi 2 metri ed aventi sez ione quadrata di me· 
tri 0,05 di lato, vennero essi collocali sopra due sostegni posti ad 
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una distanza di poco inferiore alla loro lunghez1.a e em·icati nel 
loro mezzo metliante pesi successivamente crescenti. Si osserva
rono accuratamente le saette che i detti parallelepipedi prendevano 
solto i diversi carichi c si ottennero i risultati contenuti nella se
guente tavola : 

QUALITÀ SAETTE NEL !lEZZO PRODOTTE DAl CARICHI DI 

D E:\S ITÀ 

DEI LEGNI UIPIEGATI 4Cg 1 8Cg 11 ',! Cg jt6Cg l 20cg j24Cg 128Cg 

l l i 
m m m m m m m m m m m m 

1 4~~ Quercia . 0,7324 5,8 Il ,2 17,1 22,6 28,'.! 34,9 
l 

Cipresso . 0,66JO 7,0 14,2 21,5 '.!8,7 35,9 44,2 151,0 

Faggio . . O, G595 8,4 16,9 25,9 34,5 43,4 54,0 l":' ' 
Abete del Nord. 0,44'.!8 13,0 ~6,2 . . ' . 

Facendo il rapporto delle saette ai carichi da cui esse vennero 
prodotte, il celebre esperimentatore agevolmente potè dedurre es
sere questi r·apporti sensibilmente costanti per una stessa qualità eli 
legno finchè le saette non eccedevano 40 millimetri, e quindi stabi
lire che le saette subìte da parallelepipedi rettangoli della stessa 
sostanza, di eguali dimensioni, collocati orizwntalmente su due 
appoggi e car·icati di pesi diversi nel lot·o mezzo devono essere pro
porzionali a carichi, finchè le elette saelte si possono tollerare nelle 
costruzioni. 

Confrontando le saette prese dai parallelepipccli sui quali Dupin 
instil.uÌ le sue esperienze eoli e loro densità, agevolme nte si rico
nosce come ai legni più densi eorrispondauo le saette minori, pe1· 
cui sembra polersi eonehiudere che in parallelepipedi eli eguali di
mensioni e sottoposti all'azione di cariehi identici le saette diminui
scono colla lot·o densità, ·e quiudi che la resistenza dei legni alla 
flession e cr'e~ce colla loro deusilà. 

Carlo Dupin mediante apposite r.!'perienze ha anche cercato di 
confrontare l'effetto di earichi uniform emente distribnili con quello 
di ca ri chi agenti nel mezzo del la lunghezza di un so lido 'prismalico 
orizzontalmente collocalo su due appoggi, ed i risultati di ta li espe
rienze sono riportati nella tavola che segue: 

L'ARTE DI t'ABBIIICARE. Resistenza dei materiali, ecc. - 14. 
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-
"' ~ 

o ~ 

:o ~ :::: 
8 E-; .. § "' "' 

QUALITÀ, FORMA E DIMENSIONI .. -g 8 s~z;; 
-"'-"' .. c:~~~~ ~E!i "' o 

~ ·f 
-<c.;=orn 

DEI SOLIDI ESPERIMENTATI 
U.2,:!! ::..; o P..~ ·c-o 00 •n 

=' 8 o ~ o. 

Parallelepipedo di quercia colla sezione trasver- l 
sale uvente metri 0,02 di lato verticale e me- Cg m m Cg 
tri 0,03 di lato orizzontale 9,0 32 5,818 

Cilindro di quercia col diametro di metri 0,02 5,0 48 1,900 

Lo stesso cilindro 7,5 l 123 ·1,750 

Trovando i rapporti fra i carichi della quarta e quelli della se
conda colonna, si viene a riconoscere che essi sono poco diversi da 
0,6'25 che è il rapporto di 5 ad 8, e quindi si può conchiudere che 
per prismi t!i egual sostanza e di eguali dimensioni i pesi da porsi 
nel mezzo o da distribuirsi uniformemente su essi per ottenere 
eguali saette devono stare fra loro come 5 ad 8, ossia ancora che 
per produrre in un dalo pt·isma una tlclerminala saetta è necessario 
applicare nel suo me?.zo un peso che sia soltanto i 5/8 eli quello 
che bisognerebbe distribuire uniformemente su tutta la sua lun
ghezza per ollenere la medesima saetta. 

Se poi si prenrle un solido parallelepipedo, se orizzontalmente si 
colloca su du e appoggi prima in piallo e poi in coltello, si ricono
sce che le saelle prese sono ben diverse nei due casi, e Dupin, ope
rando su nn parallelepipedo d'abete avente metri 0,05 e metri 0,02 
per la li della sua sezione trasversale, olleune i risullarnenli clte 
trovansi consegnali nella tavola che segue: 

Carichi posti nel mezzo del solido esperì-
mentato. 2Cg q Cg 6 f'g grg 1QCg 

Sa el te trovandosi il solido co lla dimensione 
0"',02 verticale 16mm 32IDffi JSmm 54mm l so m m 

l Saette trovandosi il solido colla dimensione 
6,80 21,30 28,50 l 57,GO 0"' ,03 Yert1cale . . . . . . . . 14 

Facendo i rapporti delle saette conispondenti alla prima posi
zione dala al solido con quelle corrispondenti all a seconda, si tro
vano essi poco discosti da 2,25, il qual numero si può assumere 
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siccome rappresentan te il loro valor medio ; e, osser·vando che le 
due dimensioni della sezione Lt·asvet·sale del parallelepipe1l o soLto
posto ad esperimento stanno fra lot·o come 5 a 2 e che 2,25 non 
è altro che il quoziente del quadrato di 5 ossia di 9 per il qua
drato di 2 ossia per· 4, si può conchiudere con Dupin che le saelle 
prese da un parallelepipedo collocalo orizzontalmente su due ap
poggi, prima colla dimensione minore e poi colla dim en .. ;ione mag
giore della sua sezion retta verticale, sta nno fra di loro in ragione 
diretta dei quadrati delle dimensioni orizzontal i, ossia in ra gione 
inversa dei quadra li de lle dimensioni verticali, ossia ancora che le 
saette sono in ragione inversa del prodotto della dimensione oriz
zontale d e ll~ sezione trasve rsale per il cubo ddla dimensione verti
cale. - Alla stessa conseguenza atTivò Dupin sottoponendo ad 
esperimento un altro pnrall elep ipedo d'abele avente metri 0,05 e 
metri 0,02 per Iati della sezione lril sve r~ a l e . 

Altr·e nli li esperi enze sono quelle dirette a riconoscere come nei 
s oli ~li parallelepiped.i. caricali di un peso nel loro mezzo debbano 
variare le saelle che ef's i prendono col variare le distanze dei 
punti d'appoggio. Dupin fece variare le di stanze dei punti d'ap
poggio senzil però ridurre le lun ghezze dei solidi solloposli ad 
esperimento le qnali er·;1no sempre un po' maggiori eli 2 metr·i, 
cosic~.:hè, oltre i punii d'appoggio, es isteva sempre una parte del 
solido i:>U cui veniva instituito l'esperimento, la quale contribuiva ad 
ali.Pn uare l'e ffet to del carieo e per conseguenza anche la saetta. È 
però facile il Yedet·c come la diminuzione di saetta prodotta da 
qu es ta condizione di cose debba essere imper~.:ellibile, e come il 
non. lenern e conto ben poco possa influire sul ri sultato fin ale dell e 
esperienze, le quali vennero in stituile su un parallelepipedo di 
quert:ia è! Vente metri 0,02 e metri 0,05 per Iati della sua sezione 
tra sVf~rsal e, pnsto di pintto e pesa nte chilogrammi 0,94 e su un 
pi!rallelepipedo di abele del Nord co n metri 0,02 e 0,05 per lnti 
dell n sua sezione trasversale, pure posto di piallo e pesa nte chilo
gram mi f , f O 4. La La vola che segue dà i principali ri sultati di que
ste esperienze : 
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PARALLELEPIPEDO DI QUERCIA 

m m m 
Distanze degli appoggi. 1,0 1,2 1,4 

m m m m m m 
Saette 6,0 10,15 16,7 

PARALLELEPIPEDO DI ABETE DEL l'iURD 

m m m 
Distanze degli appoggi. 1,25 1, :1 

m m m m m m 
Saeue . 10 21,90 36,7 

m m 
1,6 1,8 

m m m m 
25,0 36,0 

m 
1,75 

m m 
58,00 

m 
2,0 

rom 
49,0 

m 
2 

m m 
84 

Se ora si fanno i cubi delle distanze degli appoggi e se le saette 
si dividono pei cubi corrispondenti, si trova che approssimativa
mente tulli questi quozienti risullano eguali, per cui scrnhra potersi 
stab ilire con Dupin che le saette che prendono i solidi parallelepi
pedi di egual sostanza, aventi le stesse dim ensioni nella loro se
zione trasversale ed orizzontalmente collocali su due appoggi posti 
a diverse distanze stanno fra loro come i cubi di queste distanze. 

Tutti i risultati che Dupin fece conoscet·e per via di esperienze, 
come in seguito si vedrà, sono perfettamente in accor·do con 
quanto si deduce dalla teoria sulla resistenza alla fl ess ione; ma 
convien ricordare che essi si verificano soll;.mto fincllè nei solidi 
sottoposti a flessione non vien provocata la resistenza allo sner
vamento. 

105. Risultati a cui possono condurre le esperienze sulla 
flessione. - lustituendo delle esperienze snlla resisteuza dci solidi 
prismatici alla fl ess ione e seguendo iu esse metodi accurati e vale
voli ad inspirare fiducia, quali sono quelli che già vennero ndoltali 
al Conservatorio di arti e mestieri di Parigi (num. 1 05), si possono 
determinare: gli accorciamenti delle fibre situate sulle facce dive
nule concave; gli allnngarnenti delle fibre poste sulle facce diven
tate convesse; le snelte delle curve seconllo cui si sono disposti gli 
assi dei solidi sottoposti a flessione; i earichi massimi solto cui 
l'elasti ci tà non è ancot·a alterala, i quali carichi sono i più grandi 
di qnelli che, divisi per gli nccorciamenli e per gli allun gamenti 
conisponclenti, danno dei quozienti sensibilmente coslauli; le saelle 
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corri~pomleuti agli accennali carich i massimi ; ed i ca richi che im· 
rnediularnente producono la flt·ssione. 

Integrando l'equazione differenziale del secondo Ot'cline indicata 
(3) al num ero 90 per avere l'equazione u=f(z) <Iella curva se
condo cui si è disposto l'asse del solido sotloposto ad e~pcrimento 
e ponendo in essa i dati del problema, l'ascissa del punto per cui 
sperimentalmente si è tr·ovata la saetta invece di z , e que~ta saetta 
invece di tt, si può caleolar·e il valore di E che en tra nell'accennata 
equazione e così ottenet·e il coefficiente di elasticità del prisma sul 
quale si è prodotta la flessione. Questo metodo di determinazione 
dei coefficienti <li elast icità già venne seguito da varii esperimenta
tori, i qua li quasi sempre sono anivati a risultamenti poco diversi 
da qnclli che si deducono operando come già si è detto al nu
mero 13. 

Alcuni in gegneri, dopo d'avei' instituite delle esperienze sulla re
sis tenza alla rollura jJCl' flessione operando sopra solidi pri~matici 
orizzontalmente collocali su due appoggi, avenli sezioni trasversali 
simmetriche rispetto a due rette fra loro perpendicolari e passanti 
pci centri di superfici e, calcolarono, applicando una delle due equa
zioni (1) del numero 91, le quali nel caso della sezione simmetrica 
risp etto alle du e rette accen nale diventano identiche, il valore di 
Q1 = Q2 e, confrontando questo valore colle res istenze alla t'ollnt'a 
per estensione e pet' compressione, riferite all'unità di superficie, 
trovarono quasi sempre dei notevoli disflccordi i qLwli diedero pre
testo, ad alcuni di promuovere delle o!Jbiezioni contro la teoria 
sulla resisten za alla flessione, ad allri di duLitare rlell'e~atlezza della 
medesima. Se però si osserva come la della teoria si fondi a fatti 
che con molLissima appro~simazione si verificano Lensì nei limiti 
degli sforzi a cui si as:;oggellano i co rpi nelle costruzioni, ma non 
quando si sottopongono ess i a sforzi célpaci di produrre la rotlura, 
ageYolmente si comprende come alle forrnole teoriche non deubasi 
attr·ihuire una generalità di cui non sono su!'cetlive, e come i disac
conli dt~bhano essere i risultati ordin arii che si possono attendere 
dalla loro vet·ifirazione sperimentale per defOf'mazioni e per forze 
molecolari capaei di produrre la t'ottura. 

106. Formole convenienti al caso della flessione prodotta in 
un solido rettilineo da forze perpendicolari al suo asse e con
tenute nel piano passante per uno degli assi principali centrali 
d'inerzia di tutte le sezioni trasversali . - In questo caso l'an
golo NG'y' (fig. 47), che al numero 83 venne chiamato rp, eviden-
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temente è nullo, e quindi torna facile il dedurre le seguenti con
seguenze: 

i" Che il valore dell'angolo x G' U == <f dato dall'equazione ('2) 
del numero G9 è anche nullo, per cui l'asse neutro U U diventa per
pendicolare al piano di sollecitazione e con questo si confonde il 
piano di flessione; 

'2" Che le equazioni (2) e (5) del numero 90, ponendo El'==e, 
si riducono a 

1 
z- = p. p . (1), 

(2), 

nelle quali E rappresenta il momento di flessibilità; 
5" Che le equazioni (1) del numero 91, esprimenti le resistenze 

riferite all'unità di superficie che in una sezione qualunque e pel 
fatto della sola flessione debbono opporre le tìbre maggiormente 
allungate e quelle maggiormente compresse, diventano 

(3); 

4" Che le equazioni di stabilità dedotte dalle resistenze allo 
snervamenlo (num. 92) assumono le semplicissime forme 

' 'Q'- V (l. m m --~-,-

" "Q''-V l'·ru m - - r -

m"' Q''' == N m o 

5• Che lo stesso ha luogo per le equazioni di stabilità dedotte 
dalla res istenza alla rottura (num. 95), le qL::J ii risullano 
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, R'-v' fl·m n --y-

Il 

"R"- V f'-m n - - 1' - (5) . 

! 07. Problemi sulla determinazione delle curve elastiche 
secondo cui si dispongono gli assi di solidi prismatici oriz
zontalmente disposti su non più di due appoggi, caricati di 
pesi e con sezioni trasversali simmetriche risp·etto alle verti
cali passanti pei loro centri di superficie. - Fra i molteplici 

' problemi che si possono risolvere co nsidererò quelli che sono di 
uso più frequente nella pratica; esaminerò alcuni cnsi di soli1Ji 
orizzontalmente incastrali per u11 estremo e di soli1li orizzontal
mente disposti sopra d11e appoggi senza e con ineastram enlo; c 
per quanto spella ai pesi producenti la flessione tl'allerò il caso in 
cui Lrovansi essi co ncentrati in dati punti e quello in cui so11o nni
fonnemenle distribuili lungo i prismi che li sostengono. La simme
tria di Lulle le sezioni trasversali rispello alla , verticale passante 
pei loro centri di superficie necessariamente rende sodrlisfalla la 
condizione di essere contenuto nel piano di sollecitazione uno degli 
assi principali centrali d' inerzia 1li ciascuna delle sezioni stesse, e 
quindi è l'equazione (2) del precedente numero quella che conduce 
alla risoluzione dei problèmi che seguono. 

I. Tl'ovctre l' eqttazione della cul'va AB (fìg. 34) secondo cui si dis
pone l'asse di un solido pl'ismatico o1·izzontalmente inca.sll'ato p el suo 
estremo A, caricato d'w~ peso all' a.ltro estremo B e di ttn peso wn
fo/'memenle distribuilo sulla sua lunghezza. 

Si assuma il punto A, centro della sezione d'incastro, per ori
gine delle eoonlinate, la orizzontale Az per asse positivo delle 
ascisse z e la verticale A tt per asse positivo delle ordinate tt. Si 
chiamino 

a la distanza orizzontale AB' fra il centro A della sezione d'inca
stro ed il centro B dell'estrema sezione libera, 

P il peso applicalo in B, 
p il peso cos tante distribuito su ogni unità di lunghezza del so

lido sottoposto a flessione, 
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z ed ·u le clue coordinale A m ' ed m' rn di un punto qualunque 
della cm·va secondo cui si dispone l'asse del prisma incastralo a 
motivo della flessione prodotta dai pesi c.he il medesimo sopporta, 

s la saetta o abbassamento iffi che subisce l'estremo ùel suo 
asse, 

a l'angolo z TB che la tangente alla curva nel punto n fa col
l'asse Az. 

II momento inflettente fl· rispetto all'asse neutro della sezio ne 
trasversale che ha il suo centro nel punto rn consta dd momento 
p (a-Z) del peso p applicalo all'estremo n e del illiJIDenlo 

~p (a- z) 2 del peso p (a-z) che trovasi uniformemente ùistri· 

Jwito sul tratto mB dd solido eo nsid erato, il qual peso, atteso la 
piccola flessione subìta dall'asse del solido, giacchè si suppone che 
le fot·ze estrinseche non abbiano prodollo lo snervamento, si può 
considerare siccome applicato in un punto della ve l'li cale che passa ' 

per il mezzo dell'orizzontale m'B' e quindi a distanza ~ (a-z) 
dal punto m. La somma dei momenti indicati, costituente il mo
mento inflellenle, deve fare il momento resistente alla flessione 

d
2 
u . d' o h l o loJT o l" d l l c (fZ2 , e qum t s1 a a seguente equazwne c 1 erenzta e e secont o 

ordine della curva AB 

Essendo costante il momrnto di flessibilità <, riesce facile l'in le· 
grare una pl'ima volta quest'equazione e, ùeterminaudo la co-

stante in modo che per z =O risulti ~~=O, si ottiene 

Integt·a ndo una seconda volla ed osservanrlo che pr,r z =O si 
ha u = O, si trova l'equazione della curva AB la quale si ri· 
duce a 
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Per avere ora i valori di tang :x e di s basta porre nelle 111-

rlu 
Lime due equazioni z =a ed osservare che allora d- ed u di· . z . 
ventano rispell.ivamente eguali a lang z e ad s, c o s i ~chè si ha 

(1 ), 

(2). 

In un pt·isma sottoposto a flessione sempre esiste il peso uni
form emente distribuilo su ll a sua lunghezza, gi::lCchè siccome tale 
va consideralo il peso del pri sma stesso. Qn ando però ques to peso è 
piccolo in co nfronto del peso P si può tra scurare ed allm·a, chia
llllln do rispellivamenle a' ed s' i valori che prendono l'angolo 
B T z e la saella B B' e facendo nelle equaz:oni ( 1) e (2) p= O, 
si ha 

Qu ando invece la fl essione è solamen te prodotta da un peso 
unifot·memente distribuito su lla lunghezza del prisma, bisogna fare 
P= O nelle cita le equazion i ( 1) e (2) ed i valori a" ed s" dell 'an
golo B T z e della saella B .B' diventano 

,_pa4 
s -S e ' 

Supponendo che ad uno stesso solido prismatico si applichi 
pt·ima il peso P all'est t·emo B e poi lo stesso peso P uniformemente 
distr·ibuilo su lulta la sua lunghezza, la sae lla corrispondente al 
primo caso è rappresentata dal valore di s' e quella del secondo 
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caso dal valore di s" ponendo in esso P invece di p a, e risulla 
quindi che il rapporto della prima saetta alla seconda è 

s' 8 
s"- 3· 

Ossia, che l'abbassamento subi to dall' es tremo libero del soli do è 
nel caso del pesò concentralo all'es tremo assai maggiore di quello 
che si verifica quando lo stesso peso è uniformemente distribuilo 
e che la quantità di cui si abbassa l'estremo B nel secondo caso 
è appena i 5J8 di quella che ha luo go nel primo. 

Il. Trovare le equazioni delle curve AB,, B, B2 , B2 B3 , ....... , 

Bm_1 Bm (fig. 85), secondo le quali si dispone l'asse di un so lido pris
matiuo or·izzontalmente i-ncastrato pel suo estremo A, caricato di pesi 
nei punti B1, B2, B3, .... . .. , Bm-1> Bm e di un peso uniformemente di
stribuito su ciascuno dei traiti AB1, B1 B2, H2 B3 , .... .. . , Bm_1 Bm. 

I dati del problenia sono : 
a1, ct2 , a3 , ....... , a"" ossia le distanze orizzontali che i punti Bi' 

ll 2 , ll 3 , ....... e Bm hann o rispcllivamente dai punti A, B1 , B2, ........ 

e Bm_1 , le quali distanze per flessioni piccole quali sono quelle 
tollerabili nelle costruzioni si posso no ritenere siccome se nsibil· 
mente eguali alle lunghezze dei tratti A B1, B1 B2, B2 B3 , ....... , 

Bm_1 B dd la curva A Bm secondo la qnale si è disposto l'asse del 
solido; 

P1 , P2 , P3 , ....... , Pm_1 c P m, ossia i pesi apfJiicali nei punti 
Bp B2, B3 , .. ..... , Bm_1 e Bm; 

p1 , ' p2 , p3 , ....... e P m• os~i'a i pesi distt'ibuiti su ogni unità di 
lun'gheìza dei tratti A' B1 , 'B1 B2 , Ù2 B3 , ....... , Bm_1 Bm del solido 
solloposto a flessione. 

Assumendo A, centro della sezione d'incastro, per origin e delle 
cool'flinate, l'orizzontale Az per asse delle ascisse c la verticale 
Au volla all'ingiù pet· asse dell e ordinate, considerando nel solido 
una sezione qualunqne per ciascuno dei tratti A Bp H1 B2, B2 03 , 

..... .. , Dm_1 Bm ed esse ndo m1 , m2, m3 , ....... , mm i centri di su
perficie di queste sez ioni e quindi i punti in cui si proiettano i 
corrisponùenli assi neutri, facilmente si possono stabili1·e le equa
zioni difi'erenziali del secondo ordine delle curve a!fellale dai delli 
tratti, giacchè producono un momento infiell ente: i pesi PJ, P2, 

P3, ....... , Pm_1 , P m ed i pesi uniformemente di stribuiti sui tratti 
m t Bl' B1 B2, B2 B3' ....... , Dm-t Bm per rapporto all 'asse neutro rap
presentato in m,; i pesi p 2• p 3• ....... ' p m-1 e p m ed i pesi uni-
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formernent e distribuiti sui ll·atti m2 B2 , B2 B3 , ....... , Bm_1Bm per 
rapporto all'asse neutro rappresentato in m2 ; i pesi P 3 , ....... , 

P m-l• P m eù i pesi uniformemente distribuiti sui tratti B2 B3, ....... , 

Bm_1 Bm per rapporto all'asse neutro rappresentato in m3 ; ....... ; 

e fiualrne~te il peso Pm ed il pesò uniformemente distribuilo sul 
tratto mmBm per rapporto all'asse neutro rappresentato in mm. 

Una volla stabilite le m equazioni differenziali del secondo or
dine degli m lrillli di cu i componesi l'intieril cm·va ABm, ciascuna 
di essa deve esset·e integrata due volle di seguito. Le integrazioni 
di quella rtlativa al lràllo Alli vanno falle in modo che per .z-:=::::0 

risultino ~;:=::::O ed tt :=::::O . Ponendo z = a1 nell'equazione che dà 

il valore di ddu ed in quella che dà il valore di u, si trovano la lan-
z 

gente trigonometrica dell'angolo cr.i che la tangente alla curva nel 
punto Bi fa coll'asse delle z e J:onlinata -B/Bi = s1 del punto Bi. 
Determinale le due quantità tang ai ed si, si passa all'integra
zione dell 'equazione differenziale del secondo ordine relativa al 
tratto Bi B2, si determinano le due costanti in modo che per z = al 

i valori di ~ ~ e di u risultino rispellivamente tcmg cr.1 ed s1 e, 

ponenclo a1 + a2 invece di z nelle espressioni di ~ ~ e di u, si tro

vano la lan~enle trigonometrica dell'angolo a 2 che la tangente 
alla curva nel punto B2 fa coll'asse delle z e l'onlinata B2' B2 = s2• 

Così procedendo si olliene l'espressione generale di ~: e di u 

per il tratto n 2 n 3 e si arTiva a determinare la tangente dell'an
golo cr. 3 della tangente nel punto B3 cr;ll'asse delle z e l'o rdinata 
B/ B3 = s3• Passando successivamente da uno all'a ltro tratto in 
cui trova~i divisa la curva n3 n m' si finisce col trovare l'equa
zione della curva Bm-t Hm, la tangente trigonometrica dell'angolo 
nm T z = am e la saetta Bill' Bm = sm, e così si ha la completa ri
soltnione del problema. 

III. Trovare t' eq·uaz ione della curva AB (lìg. 86) secondo etti si 
dispone l'asse di ttn solido prismatico orizzonlalmente collocato su 
due appoggi e caricalo di ttn peso nel stta punto di mezzo C e di 
un peso uniformemente distribuito wlta sua lunghezza. 

Si prenda nel punto A l'origine delle coordinale, l'asse delle 
ascisse orizzontale, l'asse delle ordinate verticale colla parte po
sitiva volta all'ingiù, e si chiamino : 
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2 a la distanza AB dei due appoggi; 
2P il peso applicato nel punto di mezzo C del solido ; 
p il peso costante distribuito su ogni unità della lunghezza AB; 
z ed u le due coordinate Arn' ed mm' di un punto qualunque 

della curva A C ; 
s l'abbassamento C'C che pel fatto della flessione ha subito il 

mezzo C dell'asse del solido. 
Supponendo che i due appoggi in A e B siano talmente falli 

da aver luogo in ciascuno di essi una sola reazione verticale, nel 
presente caso, in cui tutte le forze applicale al prisma trovansi 
simmetricamente disposte rispetto al mezzo C' della distanza dei 
due appoggi, ogni reazione è rappresentata da una forza P+ap 
verticale e volta all'insù e le due parti C A e CB della cnrva se
condo cui si è disposto l'asse del prisma dopo la flessione sono 
identiche, cosicchè determinala la prima parte C A di delta curva 
rimane anche determinala la seconda p a l'te C B. 

Il momento infleltente p. rispetto all'asse neutro della sezione 
trasversale avente il suo cenlro in m vale il momento 2 P (a-z) 

1 
del peso 2P applicato in C anmentato del momento 2p (2a-z) 2 

del peso p (2a-z) uniformemente distribuito sul tratto m'B ap
plicalo nel mezzo di detto tratto e diminuito del momento 
(P+ap) (2a-z) della reazione P+ap applicala in B, cosicchè 
applicat11lo l'equazione (2) del numero 106 e convenientemente 
riducendo, risulta 

Integrando quest'equazione , ed osservando che per z = a si 

d d u O . d Il . . . . l' eve avere -d = a molivo e a stmmetna con cm trovans1 c ts-
z 

poste le forze estt·inseehe per rapporto al punto di mezzo C rlel 
solido sottoposto a flessione, si ha 

Integrando nna seconda volta, e determinando la costante colla 
codizione che pe1: z = O sia y = O, si olliene l'equazione 
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la quale è l'e q Urlzione della curva A C. 
La saetta C'C = s si olliene facendo nell'ultima equazione z = a 

ed u = s, e risulta 

Quando il peso uniformemente di stribuito su tulla la luughezza 
della trave è lrrlscurab ile in co nfronto del peso P applicalo nel 
suo mezzo, la saella C'C prende un valore s' espresso da 

Pa3 

s'= -3 . • é: 

Se in vece esiste il solo peso uniformemente distribuilo sull'in
Li era lunghezza d e!l;~ lrave e non il peso P applicalo nel· suo 
mezzo, la saella C'c· acquista un valore s" dnto dalla formola 

, 5 p a4 

s = 24 -€-

Supponendo ora ehe la lrave orizzontalmente collocala sui due 
appoggi A e B sia a sezione rellangolare, che siano rispelliva
meule m ed n la la1·g ilezza ossia il Ialo orizzontale e l'alt ezza di 
questa sezione, che il peso 2 P si <~ ppli chi dapprima nel mezzo 
C e che quindi si dist ribuisca uniform emente sulla lun ghezza AB, 
siccome E vale il coefficiente d'elasl icilà E molliplicnlo pet· il mo
mento d'inerzia l ' che nel èaso della sezione rellangolare di Ialo 

'l 
orizzon tale m e vertica le n è 

12
m n3

, bisogna fare nelle due es· 

pressioni di s' e di s" 

E I' 1 )" 3 €= = r2 '.mn pa=P, 

ed allora esse diventano 
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, 4 Pa3 
S= - 

E m n3
' 

Se poi si fa il t'apporto della saetta s' alla saetta s" si ha 

, Dall'ullima espt·essione di s' si deduce che a circ0stanze eguali le 
saette prese da tt·avi con sezione rettangolare , orizzontalmente 
collocate su due appoggi e caricate di un peso nel loro mezzo 
sono: 

1• Proporzionali ai carichi che producono la flessione; 
2· In ragione inversa della larghezza e del cuho dell'altezza 

della sezione trasversale; 
5· Proporzionali ai cubi della distanza degli appoggi. 

Dall'equazione la quale esprime il rapporto~ risulta che l.a saetta 

s" prodotta da un carico unifot·memenle rip artito è i 5/3 di quella s' 
dovuta allo stesso carico posto nel mezzo della trave. Queste leggi, 
le quali vennero dedotte da formole teoriche stabilite sulla fles~ 

sione dei solidi rettilinei, lrovansi luminosamente confermale dalle 
esperienze di Carlo Dupin delle quali si è fatto un breve cenno 
al numei'O 104. 

IV. Tro vare le equazioni delle due curve A C e CB (fig. 3 7) se
condo le qnali si dispone l'asse di un solidu prismatico orizzontal
mente collocato su due appoggi A e B, caricato d'un peso in un punto 
qualunque C della sua lungheZZll, e rli pesi ulllformemente ;istribuiti 
w ciascuno dei tratti A C e CB. 

I dati del problema sono la distilnza AB-=2 a dei due appoggi, 
il peso 2P applicato nel punto qualunque C della lunghezza della 
tra ve e la distanza orizzontale AC' = b di questo punto dal punto 
A assunto come origine delle coordinale, il peso costante pj di
stribuito su ogni unità di lunghezza (li A C' cd il peso costante p2 

distribuito su ogni unità di lunghezza di C' B. 
Chiamando rispettivamente R{ ed R2 le due reazioni verticali che 
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gli appoggi esercitano in A ed in B contro gli estremi della tr~ve, 
torna agevole il calcolarle mediante le due equazioni 

fornile dalla slatica dei corpi solidi, la prima delle quali esprime 
che la somma algebrica delle forze verticali è nulla, e la seconda 
che la somma algebrica dei momenti di tutte queste forze rispetto 
al punto A è pme nulla. Una volla determinale le due t'eazioni 
H1 ed R2 , eceo qual è il procedimento che conduce alla detenni
nazione delle due curve AC e CB. 

Si chiami a l'angolo che la tan ge nte alla curva ACB uel punto 
c fa coll"asse delle z, ed s l'abbassamento cC' del punto c solto 
1' or izzonlale AB. Scrivasi l'equazione differenziale del secondo or
dine conveniente alla parte AC dell 'inliera curva AB prendendo 
pet· or·igine di coordinale il punto A, l'asse delle z orizzontale e 
quindi dirello secondo AB e l'asse delle tt verticale volto all'in
giù; qnest'equazione si integri due volle di seguito colla condi-

. l b . l . d u l o . hl . zwne c 1e per z = n su t t dz = lang IX e c te per ::; = s1 a Jta 

tt =O; e nell 'equazione finila fra le coordinale z ed tt. che così 
risnlla si faccia z=b onde ricavare il valore dell'ordinata 'C'C = s. 
Fatto qneslo, scrivasi l'equa7.io ne difl'erenziale del secondo ordine 
convenien te all a · parte CB dell 'iutiera curva AB; si integri due 

l d. · Il d. · · l b · l b. du vo Le 1 segUito co a con rzwne c 1e per z = sta J 1a -d =tango: . z 
e che per z= 2 a risulti u=O; e nell 'equazione fra le coordinate 
z ed u che così olliensi si fa cc ia z = b per nuovamente ricavare 
il valore dell 'ordinata C' C=s. Si eguagl ino fra loro i due valori 
tli s e risulta un equazione fra i dali del problema e la tangente 
trigonometrica dell 'angolo o: la qual e per tal modo rimane deter
minata . Il valore di lang IX posto in una delle due espressioni della 
saella s e nelle due equazioni fra le coordinate z ed 'U, l'una spet· 
tante al ramo A C e l'altro al rame CB, permette di trovare l'nb
bassamento s che pel fatto della flessione viene a subire il punto 
d'app licazione del peso 2P ed in pari tempo le due equazioni fra 
le coordinate :; eri u degli accennat i rami. 
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V. Trovare l'equazione della curva A C ll (fìg. 8 8) secondo CU! st 
dispone l'asse di un solido prismatico orizzontalmente incastralo alle 
sue estrem·ità, caricalo di un dato peso nel suo punto di nwzzo C e 
d'un peso umfm·nwmente distribuito su tut/a la sua lunghezza. 

I dati di questo problema sono come quelli del problema lii, 
e l'unica diversità che esiste fra l'uno e l'a ltro sta in ciò elle i 
due appo gg i posti in A ed in B, invece di essere due semplici 
punti fìs ~ i, sono incastramenti che mantengono orizzontali le tan
genti alla CUl'va A CB nei suoi estremi A e B. Si può nmmetLere 
che qnest'effetto venga prodotto per mezzo di pressioni verticali 
discendenti esercitale sui prolungamenti del solido al di là de ll e 
sezioni falle in A ed in B, sulle quali conti nu erebbero a svilup
parsi delle reazioni verticali ascendenti. Se aLlunqne si trasportano 
nel punlo B tutte le pressioni esercitate verso l' es trem ità di destra, 
bisognerà aggiungere una coppia a queste forze tra sportate, e la 
stessa cosa avrà luogo pet· l'appoggio di sinistra. Segue da ciò che 
le reazioni opposte dagli appog.gi fatti in modo da produrre un 
incastramento orizzontale vengono sostituite da una forza verti
cale applicala in ciascuno dei due appoggi A e B e da una cop
pia il cui momento verrà in dicato con lVI. In quanto alla forza 
verticale si osserva che, se il carico consiste in un peso 2 P 
applicato nel mezzo del solido ed in un peso 2 p a uniforme
mente ripartito su tutta la lun ghezza A 13 , è essa la medesima pet· 
ciascun appoggio ed eguale a P +Jl a. Il lllomenlo M della coppia 
si detennina col metodo che immediatamente va!lo acl e;;porre. 

Si prenda per origine delle eoorclinate il centro A della sezion e 
d'incastro a sinistra, l'a sse delle ascisse orizzontnle e passante per 
conseguenza pel centro B dell'allra sezione d'inc;:~slro, l'asse delle 
ordinale verticale e volto all'ingiù. Essendo i pesi simmetricamente 
disposti risp etto al mezzo C del solido sotloposlo a flessione, i du e 
rami A C e ll C clell ' intiera cnrva A CB so no eguali per modo che 
basta occuparsi solo di uno di essi. Considerando nel so lido un a 
sezione tras, ersale qu alunque il cui cenlro sia in m sul ramo A C, 
il momento inflellen le fl· rispetto all'asse de lle fibre invariabili con
tenuto in qu esla sezione è lo slesso momen to inflell.ente che venne 
cercalo per risolvere il problema III aumen talo del già · definilo 
momento l\'1 per cui l'equazione ('ì) del numero 106 diventa 

(3) . 
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dtt_ o Integrando quest'equazione in modo che pet· z==O sia d z- , 

si olliene 

Ora, a motivo della simmetria con cui si trovano disposti pesi 

rispetto al mezzo del solido, per z==a deve essere dd, tl ==O , cosi c-. z 
chè risulta la seguente equazione determinatrice del momento lU 

d'onde 

(4). 

Determinato il momento M, si può facilmente ottenere l'equa

zione della curva A C B. Perciò nell'espressione di € ~ ~ si sostituisca 

il trovato valore di M, e risulta 

' la quale, integrata in modo che per z== O sia tt == O, conduce a 
trovare la seguente equazione della curva A CB 

_ 1 4 1 (P ) 3 1 (1 p 1 ) ~ E tt - 24 p z - 6 +p a z + 2 2 + 3 p a az . 

L'abbassamento C' C=s suhìto dal mezzo C dell'asse deJ prisma 
sottoposto a flessione non è altro che il valo re di u che ri eavasi 
dall 'ultima equazione quando in essa si ponga .z =.:a, per cui si ha 

L'ARTE DI F.I.BBRIGAI\E . Resistenza dei materiali , ecc. - 15 
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Se il peso uniformemr~nte distribuito è trascurabile a fronte del 
peso P, la sae lla C'C prende il valore s' espresso da 

il qual risult ato, confrontato col valore di s' ottenuto nel r isolve1·e 
il problema lii r iferenlesi al caso di un solillo non incastr·ato ma 
sibhene se mplicemente collocalo su due appo~gi, porta a conch iu
dere che la sae lla che prende un solido prismalico orizzonL<dmenle 
incastralo alle due es tremit à e caricato d'un dato peso nel suo 
mezzo è nppena 1/4 di quella che prenderebbe qualora lo stesso 
solid o fo~se semplice men te appol!giato. 

Quando non es i ~te il peso app licalo nel mezzo del solirlo ma 
soltanto il peso uniformemen te distribuito sulla sua lunghezza, il va
lore s" della saetta C' C è 

ossia appena 1/5 della saelta che lo stesso solido prenderellbe 
qualora invece degli incaslramenli vi fossero due sempli ci appoggi 
all e estremità. 

Supponendo ora che il peso p a uniformemente distribuito fra 
le due sezioni sia equivalente al peso P, in conseguenza di qnesta 
ipotesi facendo p a=P nell 'espressione di s" e facen do quindi il 
rapporto di s' ad s", si trova 

s' 
-;;==2, s 

ossia che la saetta o massima ordinata della curva seeondo cur si 
è dispos to l' asse del prisma nel caso del peso còncentralo nel suo 
mezzo è doppia di quella che si verifica quando lo stesso peso è 
uniformemen te distribuito. 

Imporla ora di studiare come varia in una sezione qualunque 
il momento infleltcnte p., il quale non essendo altr·o che il secondo 
memhro dell 'equazione (5), quando si sostituisca ad l\1 il suo valol'e 
dalo dall'equazione (4), per una sezione qualunque di ascissa .z vien 
dalo da 
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p. ==~p z~- (P +p a) z+~P a+ ~p a~. 

Questa quantità, la quale è positiva per z==O e negativa per z=a, 
diventa uulla per un valot·e z' ùi z compreso fra O ed a il quale 
facilmente può essere calcolato mediante l'equazione 

(5), 

Per l'ascissa z' il momento infleltente p. diventa nullo e lo stesso 

succede del coefficiente differenziale ~
2

z~, pet' cui la curva presenta 

un'inflessione nel punto D corrispondente a della ascissa. I mo
menti infletletlli per le diverse sezioni comprese fra A e D sono 
tulli positivi e sono tulli negativi quelli per le sezioni comprese 
fra D e C. La curva ADC sarà dunque convessa verso l'asse delle 
z da A in D e concava invece da D in C, o in altri termini fra 
le diverse fiiH'e del solido si troveranno allun~ale nel Lrallo A D 
quelle poste al di sopra dello strato delle fibre invariabili, et! ac
corciale quelle collocale al di soLto di dello strato, e preeisamente 
il contrario avrà luogo per le fibre posle nel Lrallo D C. 

Trascurando il peso uniformemente distribuilo in confronto del 
peso applicalo nel mezzo del solido solloposlo a flessione, il valore di 

z' dato dall'el{Uazione (5) si ri1luee ad~ =0,500 a; dive'nta invece 

a ( 1 - ~) =0,425 et quando vi è il solo peso uniformemente 

distribuito; e qnesli due valori costituiscono due limiti fra i quali 
è compreso il detto valore di z' nel caso della simnllanea esi
stenza del peso applicalo nel mezzo e del peso uniformemente 
distribuilo. 

VI. Trovare le eqttuzioni delle due curve A C e CB (fig. 39) se
condo le quali si disptJne l'asse eli tm solido prismatico orizzontal
mente incastrato in ciascuna delle sue estremità, caricalo di vn duto 
peso in un detenninalo punto C della sua lunghezza e di ttn peso 
uniformemente distribuilo fra le due sezioni d'i·ttcaslro. 

Conoscendosi la distf111za orizzontale AB dei due appog-[.!;i, la di
stanza A C dal punto J'applicazione del peso concenlrato nel punto 
C, il valore di questo peso ed i pesi costanti distribuili su ogni 
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unità di lunghezza di A C' e di C' B, ecco l' indicazione succinta del 
metodo da tenel'si onde arrivare alla completa risoluzione del pro
blema. Suppongasi che gli incastramenli nei due punti A e B siano 
rispellivamenle prodotti da due reazio ni verti ca li R, ed H2 congiunte 
a due coppie di momenti M{ ed M2• Prendendo per origine delle 
coordinale il cent!'o della sezione d'incastro A, l'asse della z oriz
zontal e e quindi dirello secondo AB, l'asse della u ve r·Licale voll.o 
all ' in giù, e partendo da ll 'equazione dilferenziale del secondo m·dine 
relativa al ramo AC ed integrand o qu es t'equazione due volte di 

· · d l O · du O J O · · segmto m m o o c 1e per z == srano d z == e u== , s1 trovwo 

due equazioni esprimenti i valori di c~~ ed e tt per un punto 

l d l d . . . d . l . d' d tt qua unque e eLlo ramo e s1 rrcavmo a esse 1 va orr 1 e dZ 

e di ctt corrispondenti al punto C. Fonnando dopo l'equazione 
differenziale del seco ndo ordine relativa al ramo CB si integri 
anche due volle di seguito e le due costanti si determinino in 

modo che per z eguale all' ascissa del punto C c~~ ed eu siano 

quelli già determinali, considerando il detto punto siccome appar·

tenente al ramo AC. I du e valori di e~~ e di c:u che cosi si tro

vano si eguaglino a zero ponendo in essi l'ascissa del punto B , 
e così si ottengo no due equazioni colle quali si possono calcol<1re 
R2 e M2 in fnnzione dei dati del problema. Ollenuti i valori di H2 

e di M2, trovansi determinate le equazioni Llei due rami A C e CB 
e riesce agevole il discutere i loro andamenti come si è fatto nel 
precedente problema. 

Vol endosi calcolare la reazione R{ ed il momento Mi, si avrà 
ricorso alle due equaz ioni che vengono fornite dalla stalica dei 
corpi solidi le qu ali risultano dal pone che la somma algebrica 
delle forze verticali appli cale al solido deve esser nulla, e che la 
somma algeb ri ca dei momenti di tutte queste forze e dei mom enti 
Mi e M2 ri spello al punto A deve esser nulla. · 

VII. Determina1'e le due cw·ve A C e CB (fig. 90) secondo le quali 
si dispone l'asse eli tt11 solido prismatico orizzontalmente collocato su 
due appoggi, incastrato per tm estremo ed appoggiato all'altro, ca1··ì
cato di un dato peso in un punto C della sua lunghezza e di ttn peso 
tmiformemente distribuito su ciascuno dei due tral/.i A C e CB. 
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I dati della quistione sono quelli stessi del problema precedente, 
ossia la distanza orizzontale AB dei due appoggi, la distanza oriz
zontale AC' fra il punto d'applicazione del peso concentralo nel 
punto C e la sezione d'incastro A, il valore di questo peso, e cia
scuno dei due pesi costanti distribuili sulle unità di lunghezza dei 
tratti A C' e C'B. Si tralla di determinare le reazioni n, ed R

2 
ap

plicate in A ed in B, il momento eli una coppia M da unirsi alla 
forza nj per tener conto dell ' incastramento' e le due equazioni 
delle due curve A C e CB ri spello ai due assi coordinati Az ed 
A n, passanti pel centro della sezione d'incastro, orizzontale il primo, 
vertical e e volto all ' in giù il secondo. 

Applicala l'equazione (2) del numero 106 per una sezione qua
lunque posta fra A e C, si inlegt·i la medesima due volte di se-

guito colle condizioni che per z== O siano ~~ ==0 ed n== O, e nelle 

due equazioni che così risultano si ponga per z l'ascissa AC'. del 

punto C onde avere i due valori di z dd u e di w relativi al detto 
z 

punto. Si venga dopo ad applicare la già citata equazione (2) del 
numero 106 · per una sezione qualunque situata fra C e B ed in
tegt·ando si determinino le due costanti in modo che per z eguale 

all'ascissa del punto C i valori di z diu e di w siano quelli che 
G Z 

già sonosi trovati consideranclo il punto C siccome appartenente 
al ramo A C. Il valore di nt così ollenulo si eguagli a zero ponendo 
in esso l'ascissa AB del punto B invece di z e si ottiene un'eqna
zione la quale permette di determinare la reazione R2• Il valore 
di R2 posto nelle equazioni delle curve dei due rami ACe CB renrle 
compiutamente determinati i coefficienti della variabile z che 
entra in queste equazioni le quali si prestano allora ad essere 
dis~;usse. 

La reazione Bi ed il momento M si calcolano ponendo che la 
somma algebrica delle forze verticali applicale al solido sottoposto 
a flessione deve essere nulla, e che lo stesso deve succedere della 
somma algebrica dei momenti di tulte queste forze e del momento 
M rispetto al punto A. 

108. Problemi sulla determinazione delle sezioni pericolose, 
dei momenti inflettenti e degli sforzi di taglio massimi per so
lidi prismatici orizzontalmente disposti su non più di due ap
poggi e caricati di pesi. - Due sono le sezioni pericolose da 
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considet•flrsì nei solidi prismatici omogenei sottoposti alla flessione 
prodolla da forze contenute in uno stesso piano passante pei loro 
assi ed a q11esli perpendicolari. La prima è quella per rapporto 
alla qual e il momrnto inflellente l'· acquista il maggior· valore as
soluto 1'-m (num. 91 ); la seconda è quell'altra per cu i la risultante 
N di tutte le forze applicate al solido fra essa sezione f'U una 
delle due sezioni eslrenJe, la qual forz a è quella che tende a pro
dun·e lo scorr-imento trasversale e che chiiimasi ancbe sforzo di 
taglio, aequi:-la pure il maggior valore assol11to Nm (num. 92). 

I. Determinare le sezioni pericolose, il momento inflettente e lo 
sforzo di laglio di maggior valore assoluto per un solùlo prismatico 
orizzontalmente incastrato pel suo estremo A (fig. 84), ca1'icato di un 
peso a/l 'e~tremo B e di un peso uniformemente distribuito su tutta 
la sua lunghezza. 

Essendo a la lunghezza orizzonlale ~\ B' del solido, P il peso 
applicato nel centro di superficie B della sua base estrema, e p 
il peso costante distribuilo su ogni uni là di !nn ghezza di A R; se 
si considera una sezione trasversale qualunque di ceulro m posta 
a distanza Am'=z dalla sezione d'incaslro, il momento inflettente 
fL e lo sforzo di taglio N rispello alla della sezione nascono-dalle 
forze applicale al lrallo mB, le quali si riducono al peso P ed al 
peso uniformemente distribuilo su mB, per cui si ha 

p.= P (a-z)+~ p (a--z)~ 
.... 

N=P+p(a-z). 

Cercando ora qual è quel valore di ;:; compreso fra O ed a al 
quale corrisponde il maggior ' 'a lore eli 11. si trova che es~o è O. 
Si deduce da ciò che la sezione d'inca~lro è la sezione pericolosa 
per rapporto alla flessione, e che il valore di fJ..m vien dato da 

Lo stesso valore ;:; =O, cui corrisponde il maggior valore di f'·• 
è pur quello cui corrisponde il maggior valore di N, cosicd1è la 
sezione pericolosa per rapporto allo scorrimento Lrasver~ale è anche 
la sezione d'incastro, ed il valore di Nm risulta dalla formola 
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I valori di flm e di Nm si rendono adatti al caso in cui il peso 
uniftJrmemenle disll'ibuito è trascurabi le a fronte del peso ap plica lo 
in B facendo in essi p= O; ed è facendo P=O' che si ollcngtìno 
quelli che convengono al caso in cui esiste so lamen te il peso uni
formemente distribuito. 

II. Determinare le sezioni pericolose, il momento in(leltenle e lo 
sforzo di taglio di maggior valore assoluto pu un so lido Jlrismalico 
orizzontalmente collocato w due appoggi e caricato di un peso in 
ttn dato punto C (fig. 37). 

Se chiamansi 
2 a la distnnza orizzontnle AB dei due appoggi, 
2 P la forza applicata nel pnnl o C e 
b la distnnza orizzontale A C' fra l'appoggio A ed il detto punto, 

le reazioni H1 ed R2 prodolte dagli appoggi contro il solid o che 
su essi lrovilsi orizzoutalrneute ùi~posto vengono date da lle equa
zioni della slalica dei corpi solidi applicale al dello solido. Un a 
di queste equazioni è 

esprimente che la somma algebrica delle forze verticali è nulla, e 
1' al tra 

la quale dice che la somma algebrica dei momenti di tutte le forz e 
rispello al punto A è pure nulla. Ricavando il valore di R2 dalla 
seconda equazione si ha 

Pb 
R2=-, a 

e sostituendolo nella prima si deduce 

R{ =P (2 a -b). 
a 

Considerando ora la parte di corpo compresa fra A e C, il mo
mento iufleltente fl- l e la sforzo di taglio Nj rispello ad una se
zione qualunque passante pc! punto mi di ascissa Am/=z sono 
proùolli dalle forze iJ pplicale al solido nell'intervallo m l B, le quali 
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so no il peso 2 P e la reazione R2 sull'appoggio B, e quindi am
me ttono i valori 

p.1 == 2P (b-z)-R 2 (2a-z) 

N1 ==2P-R2• 

Considerando invece _la parte di corpo compresa fra C e B, il mo 
mento inflellenle p. 2 e lo sforzo di laglio N2 risp etto ad una sezione 
qualunque passante per m2 di ascissa Am2' == z derivanti unica
mente tl alla reazione R2, trovansi espressi da 

p. 2 ==-R2 (2a-z) 

N2 == - R9 • 

Per decidere a qual sezione trasversale del solitlo sottoposto a 
flession e co rrisponde il morrienlo inOettenle fl·m di maggio1· valore 
assoluto si scrivano in altro modo i valori di p.1 e di p. 2 ponendo 

ed immediatamente risulla come tanto il massimo di p.1 quanto 
quello di p.2, il primo fra z ==0 e .z== b ed il secondo fra z == b 
e z == 2 et corrispondano a z ==b. Segue da ciò che la sezione 
peri co lo!'a pe1· rapporto alla fl essione è quella corrispondentemente 
alla quale trovasi applicalo il peso 2 P, e che pe1· conseguenza il 
momento inflelle nle P·m di maggior valore assoluto è qu el valore 
assoluto particol are che prende p.1 oppure p. 2 quando in uno di 
essi si faecia .z :=b. Ponendo nell'espressione di p.1 l'ultimo indi 
ca to valore di .z, eliminando R2, convt'nientemenle riducendo e te
nendo soltanto con to del valore assoluto del secondo membro, si 
trova 

(1). 

Per ottenere il ma ggior va lore assoluto Nm di N basta osser
vare che N1 ed N2 sono costan ti, che i loro valori assoluti sono 
rispettivamente R1 ed H2 , che R2 è ma ggiore o minore di R1 se
contlochè b è maggiore o minore di a, e che per conseguenza la 

' l 
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sezione pericolosa relativamente allo scorrimento trasversale è una 
delle sezioni coerispondenli al minore dei due trRlli C A e CB in 
cui l'Rsse ACB del solido vien diviso dal punto C cui travasi ap
plicalo il peso 2P. Nel caso particolare della figura 87 si suppone 
che il punto d'applicazione C del peso 2P sia più vicino all'ap
poggio B anzichè all'appoggio A e quindi si ha 

(2). 

Allorquando il peso 2 P travasi appl icato in un punto posto ad 
egual d istanza fra A e B (fig. 86) la sezione di mezzo del solido 
è la sezione pericolosa relnlivamente alla flessione, e le due sezioni 
conispondenli agli appoggi sono egualmente pericolose sollo il ri
guardo della rollura per scorrimP.nto trasversale. In questo caso 
basta fil re b ==a nelle equazioni ( 1) e (2) per avere i valori di 
fl-m e di N'". 

Il momento inflellente flm e lo sforzo di laglio Nm variano col 
ca ngiare della posizione del peso 2P ossia col variare di b. Il va
lore di fl·m• contenendo la distanza b soltanto al numeratore nel 
prodotto dei due fattori b e 2 a-b i quali sono le due parti in 
cui la dislélnza AB==.2 a dei due a~' poggi viene divisa dalla dire
zione del peso 2 P, acquista il mas!'imo valore quando b ==.2 a-b 
ossia quando b ==.a. Il valore di Nm invece, trovandosi espresso 

dal solo fattore b moltiplicato per la costante ~ , prende il più 
a 

gra n valore quando si considera il peso 2P in quella posizione 
dell'intervallo compreso fra i due appoggi per la quale b ha il più 
gran valore, ossia quando b ==.'2a. Segue da ciò che per un solido 
prismatico orizzontalmente collocfllo su due appoggi e sul quale 
si muove un dalo peso hil lungo il massimo valore del momento 
inflellenle quando il peso travasi a metà distanza dagli appoggi, 
il massimo véllnre dello sforzo di taglio quando il detto peso tra
vasi in una delle due sezioni d'appoggio. 

III. Determinare le sezioni pericolose, il m.omento ·inflettente e lo 
sforzo di taglio di maggior valore assoluto per un solido prisrnalico 
orizzontalmente collocato su due appoggi e caricalo di un pew uni
formemente distribuito nell'intervallo compreso fra gli appoggi stessi. 

Essendo 2a la distanza orizzontale AB (fig. 86) dei due appoggi 
e p il peso costa n le distrihuilo su . ogni unilà lli lunghezza della 
accennala distanza AB , ciascuna delle due reazioui prodotte sul 
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solido dagli appoggi vale ?)(t.. II momento infleltente fl. e lo sforzo di 
taglio N rispetto ad una sezione qualunque passante per m, derivando 
dal peso uniformemente distribuilo su m'B=2a- ze dalla reazione 
prodotta dall'appoggio B, ven gono espressi da 

'1 
p.= 2 p (2a-z)2 -pa(2a-z) 

N=p(2a - z)--pa. 

Ponendo ora il momento infletlente fl· sotto la forma 

ed osservando come' per l'uniforme distribuzione dei carichi su AB 
la curva A CB debha essere simmetrica rispelto al suo mezzo C, 
agevolmente si ri conosce come il momen to inflei.Leute p. debha 
avere il maggior valore per quella sezione delia parte di solido di 
asse A C per la quale il valore di z ha il più gran valore, os'sia 
per la sezione di mezzo . La sezione pericolosa solto il rapporto 
della resistenza alla flessione è adunque qu ella posta ad egual di
sta nza dagl i appoggi, e quindi il maggio!' valore assoluto fl·m del 
momento iuflellenle si o t tiene fac endo z =a nell' espt·essione di p. e 
trascurando il segno che esso prende, per cui 

(2) . 

In quanto al valore massimo Nm dello sforzo di taglio, esso ha 
luogo quando l'ascissa z che entra in uno dei termini negativi del
l'espressione gen~rale di N diventa il più piccolo possiLile ossi.a 
quando z =O. Co sicchè la sezione pericolosa solto il rapporto della 
resistenza allo scorrimento trnsversale è una delle due sezioni d'ap
poggio ed il più gran valore di N m, il quale risulta dall'espressione 
generale di N ponendo in essa z=O, vien dala da 

Se nell' e·quazione ( 1) del precedente problema si fa b =a si ha 
il valore assoluto del maggior momenlo inflettente nel caso di un 
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solido prismafico orizzontalmente collocato su dne appoggi cari
cato d'un peso 2 P nel suo m~zzo, e risulta P a il valore di questo 
massimo momento inflellenle. Supponendo ora che il peso 2 P in
vece 1li essere applicalo nel mezzo del su!ido prisrnalico sia uni
form emente distribuilo sulla llislanza 2a degli appoggi, si hapa==P, 
e quindi il secondo memliro dell'equazione (3) e~primenle il mas
simo valOI'e assoluto del momento inflellenle nel caso del peso uni-

formemente distribuilo diventa ~P a, cosicchè solto il riguardo del 

momento infletltmte di magçriot· valore assoluto il peso uniforme
mente distribuito sull'iutiera distanza degli appoggi fa lo stesso 
effello rlella metà ddlo stesso peso concentrato nel mezzo. 

IV. Determinar·e le sezioni pericolo~e, il momento inflellenle e lo 
sforzo di laglio di maqgiur valore as:;oluto per un solirlu prismalico 
orizzontalmente collocato su due appoggi e caricato di due pesi posti 
ad egual di.~ tanza dalla sua sezione di mezzo. 

La distanza AB (fig . 91) dei due appoggi A e B sia 2a, P cia
scuno dei due pesi npplicati in D ed in E e b le distanze oriz
zontali eguali A D' e BE' dei loro punti d'applicazione dai punti A 
e B. L'asse del solido, sotto l'azione dei pesi P, si dispone se
condo una curva ADCEU composta delle quallro parti AD, D C, 
CE ed EB; a motivo della simmetrica disposizione dei carichi ri
spetto al mezzo C, il ramo AD è identico al ramo BE ed il ramo 
CD al ramo CE; e quincli basta occuparsi dei due rami AD e CD 
giacchè gli altri due si trovano nelle meJesime condizioni. 

Ciò premesso, se considerasi una sezione qualunque il cui centro 
di superficie sia il punto mi di ascissa Am/==z, il momento in
flellenle 1'-i ri~pello a ques ta sezione, essendo qu ello causalo dai 
due pesi P applic:ati uno in D e l'altro in E e dalla reazione che 
ha luogo in B Ji valore P, o altrimenti quello causato dall'unica 
reazione che si verifica in A pure di valore P, vie n dato da 

e lo sforzo di taglio Ni per la stessa sezione , somma algebrica 
delle forze applicate al solido da mi in B, ha per valore 

Per una sezione qnalunqne invece appartenente al ramo D C col 
suo centro nel punto m2 di ascissa Am2'==.z, il momento iuflet-
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lente p.2, essendo quello prodotto dal peso applicato in E e dalla 
reazione che si verifica in B, vale 

(4); 

e lo sforzo di taglio N2 ha un valore nullo giacchè tale è il va
lore della somma algebrica delle forze applicate al solido da m2 
in B. 

Per stabilire qual è la sezione pericolosa sotto il riguardo della 
resistenza alla flessione, basta osservare che il maggiot· valore as
soluto di l'·t ha luogo per il massimo valore che può prendere 
l'ascissa z cousiderala siccome appartenente ad un punto della 
curva A D. Questo massimo di :t si verifica per z =b, il valore 
assoluto del momento inflettente P.t diventa P b e quindi eguale al 
maggior valore assoluto di 1'·2 che si conserva costante per tutte 
le sezioni dd solido aventi il loro centro sulla parte CD della 
curva A D C E B. Le due sezioni in D ed in C sono adunque due 
sezioni egualmente pericolose sotto il rapporto della flessione ed 
il valore assoluto P.m del maggior momento inflettente è 

f'·m=Pb. 

Tutte le sezioni del solido aventi i loro centri di superficie fra 
A e D e fra B ed E sono egualmente pericolose solto il rapporto 
della resistenza allo scorrimento trasversnle, giacchè per tutte queste 
sezioni lo sforzo di taglio conserva il valore assoluto P. 

L'equazione (4) porta a conchiudere: come il momento infleltente 
1'·2 , relativo ad una sezione qualunque avente il suo centro di su
perficie sulla cur·va D CE limitata dai punti d'applicazione dei pesi, 
sia costante; come, pet· quanto risulta dall'equazione (1) del nu
mero 1 O o, debbano essere costanti il momento resistente alla fles
sione ed il valore di p; e come per conseguenza la curva DCE 
deb ha essere un arco di circolo. 

Se oltre i pesi applicati nei due punti D ed E esiste anche un 
peso uniformemente distribuito sulla lunghezza del solido, riesce 
facile il dimostrare come la sezione pericolosa relativamente alla 
fles~ione sia quella corrispondente al punto di mezzo C dell'asse 
del prisma inflesso, e come ambedue le sezioni corrispondenti agli 
appoggi A e n si debhano risguardar·e COllie pericolose sotto il 
rapporto della resistenza allo scorrimento trasversale. 
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V. Determinare le sezioni pericolose, il momento inflettente e lo 

s(ot·zo di taglio di maggior valore assoluto per un solido prismatico 
oriz zontalmenle collocalo su due appoggi e caricato di un peso uni
formemente distribuito w una data pal'te della sua lunghezza. 

La distanza orizzontale dei due appoggi. sia AB=2a (fig. 92); 
b e b' rappresentino rispettivamente le distanze orizzontali AD' ed 
AE' dei due estremi D ed E della parte di solido su cui esiste il 
peso uniformemente distribuilo; e sia p il peso costante distri
buito su ogni unità di lungh~zza di D' E' ed anche di D E, giacchè, 
trattandosi di flessioni tollerabili nella pratica delle costruzioni, 
l'arco di curva D E può sempre essere risguardato siccome ·sensi
bilmente confondentesi colla sua proiezione orizzontale D'E' sulla 
retta che unisce i due appoggi. Chiamando Rl ed R2 le reazioni 
prodotte in A ed in B dngli appoggi sui quali il solido trovasi 
collocalo, si possono esse determinare applicando al corpo sotto
posto a flessione le equazioni fornite dalla statica dei corpi so lidi. 
Nel presente caso queste equazioni si riducono a 

p (b' - b)--Rj - R2 =0 

la prima delle quali esprime che è nulla la somma algebrica di 
tulle le forze applicate al corpo, e la seconda che è nulla la somma 
algebrica di tutte queste forze rispetto al punto A. Dalla seconda 
di ques te equazioni si ricava 

e quindi dalla prima 

_p (b'-b) (4a- b' - b) 
Rj- !. . 

~a 

Ponendo in A l'origine delle .z da valutarsi orizzontalmente da 
A verso B e chiamando f'-l • p.2 e p.3 i momenti inflellenti relalivi 
a tre diverse sezioni qualunque aventi il loro centro di superficie, 
la prima in mt fr·a A e D, la seconda in m2 fra D ed E e la terza 
in m, fra E e B, si trovano per espressioni dei delli momenti, COil· 
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siderandoli siccome prodotti dalle forze rispettivamente applicate 
al solido fra mi e B, fra m~ e B e fra m3 e B, 

' (b' + b ) 1'-t=p(b -b) - 2- -z -R2 (2a-z) 

l'· ~ = ~ p (b' - z)~ - R2 (2a-z) 

p3 = -R~ (2a-z). 

Ponendo in questi valori di l'·t• fl- 2 e p.3 quello già trovato di R2, 

si ottengono queste altre espressioni 

p(b' - b)(b' +b - 4a) 
l'·t = 4a z, 

(5), 

dalle quali risulta: che il più gran valore assoluto 1'·/ di l'·i ha luogo 
per il massimo valore che può p1·endere l'ascissa z consirle1·ata 
siccome appartenente ad nn punto della curva AD e quindi per 
z = b; che il più gran valore assoluto p./ di p.3 si verifica per· il 
minimo valore che pnò avere l'ascissa z considerala come espri
mente la distanza orizzontale di un punto qnalunque della curva 
EB dall'origine A e quindi per z = b'; che, essendo 

(6), 

il valore Z di z che corrisponde ad un massimo o ad un minimo 
di 1'·2 è dato dall'equazione 

- 4a(b' - Z)+ b'2
- b2 = O 

d'onde 

b1 2 b2 
Z= b'- 4a (7). 
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Il valore del momento inllettente che corrispond,e al valoré par·· 
li colare Z di z si ottiene colla formo! a (5) ; ha esso il valore ne
gativo 

· "l d
2 

fl·z l · · d Il ' · (6) ' l · ' e, s1ccome 1 -d 2- c 1e ncavas1 a equaziOne e a quant1ta po-
.z 

siliva p, corrisponde esso ad un massimo e non ad un minimo. 
Indicando con p. 2' il valore assoluto del massimo del momento 

infletten le p.2, si deve decidere quale è la maggiore delle tre quan
tità p./, v2' e p.3'. Si osservi perciò clte fl/ non è altro che il valo1·e 
assoluto preso da fl·z nel caso partico lare lli z = b; che p.3' non 
è altro che il va l ore assoluto preso pure da p.2 nel caso partico
lare di z = b'; e finalm ente che essen t.! o 11./ e p.3' due valori par
ticolari di fl·z ciascuno di quelli deve essere minore del massimo 
valore assoluto fl·z' di questo, per modo che la sezione pericolo~a 
sollo il riguardo della flessione vien determinala dal valore di Z 
che ri cavasi dall 'equazione (7) ed il valore assoluto del maggior 
m ome n lo infleltente è 

Gli sforzi di laglio NJ> N2 ed N3 relativi alle sezioni trasversali 
aventi i loro centri di superficie nei punti mi, m2 ed m3 sono 

Ni = p(b' - b)-R2 = Ri 

N2 = p(b' -z)-R2 

e, per essere l'ascissa z relativa ad un punto qualunque della curva 
DE maggiore Ji b, agevolm en te si riconosce essere il val0re asso
luto di N2 sempre minore dei valori assoluti di Ni e di N3 • Per 
stabilire f[Uale dei due valori assoluti di N1 e di N3 è il maggiore, 
hasta osservare : che essi valgono rispettivamente le reazioni 

R d n l R . . . . d" R d h· b + b' 
1 e 2 ; c 1e 2 e maggwt·e o m more 1 l secon o c e -

2
-

è maggiore o minore di a; e che per conseguenza la sezione 



-240-

pel'Ìcolosa relativamente allo sco rrimento trasversale è una sezione 
della più cor·t.a delle due pat·ti del solido sulle quali non trovasi 
il peso uniformemente distribuito. Nel caso della figura 92 in cui 
AD' + AE' b+b' . . . AB . . 

2 
-

2
- e maggwt·e dt 2 = a la sezwne pertcolosa 

sotto il rapporto della resistenza allo sconim ento trasversale è una 
delle sezioni che hanno il loro centro di superfi cie sulla cmva E B, 
e tutte le sezioni che si riferiscono a qu es to tratto di so lido 
sono egua lmente peri colose fin chè si considera il solo peso distri
builo uniformemente su D E. Il valot·e di N m sarà adunque dato da 

Allorquando il tratto D E sul quale esiste il peso uniformemente 
distribuilo ha il suo mezzo in corrispondenza del mezzo C del 
prisma sottoposto a flessione, essendo AD'= BE', fra b, b' e 2 a 
si ha la relazione 

b' =2a--b, 

e quindi i valori di R1, R2, Z, fl-m ed Nm prendono rispettivamente 
i valori R/ , R2' , Z', fl·m' ed Nm' espressi da 

R/ = R2' =p (a- b) 

Z'=a 

Le Jue quantità fl·m ed Nm variano col variare della posiZione 
del tratto D E sul quale esiste il sovraccarico. Per un solido pris
ma ti co orizzontalmente collocalo su due appoggi e sul qua le si 
muove un sovracca rico di dala lun ghezza unifòrm emen le distribuilo 
su questa, torna agevole il dimostrare: che il massimo valore del 
momento iuflettente ha lu ogo nel mezzo del solido allorquando cou 
qu es to mezzo coincide quello del sovraccarico ; che il mass imo 
dello sfo rzo di t;1glio si verifica in una delle sezioni d'appoggio 
appena un' es tremità del so1lraccarico la raggiunge. 
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VI. Determinare le sezioni per·icolose, il momento in flettente e lo 
sfu no di taglio di maggior valore assoluto per un solido Jli'Ìsrnatico 
orizzontalmente collocato su due appoggi e caricato di un peso uni
fonnemente distribuito sulla superficie di un trapezio orizzontale 
avente la linea che divide per mezzo i due lati paralleli nel piano 
verticale passante per l'asse del solido. 

Si chiamino 
2 a la distanza orizzontale A ll = A1 ll 1 (fig. !:15) ilei due appoggi, 
b la base A2 A3 del tra pezio su cui trovasi uniformemente distri-

buito il earico che gravita ~;ul solido che si eonsidera, 
c la base B21ç dello stesso trapezio, 
q il peso costante distribuilo su ogni unità di superficie del tra

pez io A2 A 3 ll3 B2 , 

H1 ed R2 le reazi oni che gli appoggi in A ed in B esercitano sulle 
estremità del corpo so lloposlo a fl ess ione e 

z la distanza orizzontale A m' del centro di superficie m di un a 
sezione qualunque dall 'origine A. 

Il peso sopportato dal solido orizzontalmente collocalo sui du e 
appoggi A e B va le la superficie del trapezio A2 A3 B3 B2 moltipli
cata per q, e quindi vien espresso da 

a(b+ c)q. 

Qu es to peso poi trovasi appli cato nel centro di supèrficie G1 del 
dello trap ez io e quindi la sua distan za A G' = ~ G1 da A vale 

Ponendo ora, come già s1 e fallo in altri problemi di questo nu
mero e del num ero precedente, le condizioni somministrate dalla 
slalica dei corpi solidi, si hanno le seguenti equazioni determina
triei delle reazioni R1 ed H.2 

a(b+c) q- R1-R2 = O 

2 
3 a

2 (b + 2 c) q - 2 a R2 = O, 

dall e quali si rieavano i seguenti valori di R2 e di R1 

L 'A liTE Ul FAUBI\lCARE Resistenza dei materiali, ecc. - t 6. 
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Determinale così le due reazioni Ri ed R2 si passi alla ri cerca 
del mom ento inlletlente l'· ri~pelto all'asse neutro della sezione 
qualunque avente in nt il suo centro di su perHcie, e per fa r 
questo si in cominci dal calcolnre la lunghezza della t'ella ;;2 111 3 

conrlotla nel trapezio parall elamente alle sue ]Jasi n distanza A.1 m1 

= A m' =:t dal punto di mezzo Ai della base A2 A3 • Imrnagi,na ndo 
condotta per A2 un a rett a A2 li\ para Ile la ad A3 B3, i n lerseca essa 
la m2m3 in Hp ri sulta la rclla B 2 ~\ = c-b e quindi la rella 
-- -- -.- c-b 
m2 m3 = b', che è la somma di H1ma= b con Htmo = -

2
-.z, vien 

- a 

data da 

c--b 
b' = b+ - -- z 

2n 

Il peso insistente al trapezio m 2 m3 B3 B2 ha per valore 

1 
2 (b'+c) (GJ.a-z)q; 

(8) . 

il punto d'a ppli cazione di questo peso, il qu:1l punto si confon1lc 
col centro di superHcie dell'or accennalo trapezio, dista da m1 1iella 
quantità 

GJ. a-z 
-3-

b'+GJ.c . 
b'+c ' 

e quindi il momento infleltenle fJ· • causato dal peso insistente alla 
parte di 'solido compresa fra la sezione pèlssante per m e l'appo ggio 
B e dalla reazione che il detto appoggio fa contro il solido , ha 
per valore 

1 1 
p.= 6 (b'+2 c) (2a-z)2q-3 a (b+GJ. c)(~ a- z) q, 
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il quale, ponendo per b' il valore somministrato dalla (8) e ridu· 
cendo, diventa 

1 cc-- b ) fl· =- 6 q (2az -- z2
) 2a z+c+ 2 b (9) . 

Per l!·ovare ora quel valore particolare Z di z il quale determina 
le sezione pericolosa bi sogna fare il coefficiente differenziale di (l

per t'appot·lo a z ed egua gliarlo a zero. Così facendo si trova che 
l'equazione detenninatl'ice di Z è 

z2 + 4ab z :..._ 4a2 (2 b+ c) = O 
c- b 3(c-b) 

dalla quale si ricava il seguente valot·e di Z 

Il valot·e assoluto fl·m del massimo momento inflettenle si ottiene 
ponendo nella (9) fl·m invece di p.. Z invece di z e trascurando il 
segno meno che precede il secondo membro, e quindi si ha 

Per quanto spetta agli sforzi di taglio è facile il vedere come 
essi variino per le diverse sezioni del solido e come per le due 
sezioni conispondenli agli appoggi assumano valori più grandi di 
quelli che hanno per qualunque · sezione intermedia. Queste due 
sezioni adunque sono le sezioui pericolose solto il rapporto della 
resistenza allo sconimento trasversale e, siccome i valori assoluti 
degli sforzi di tagli o che ad esse si riferiscono sono le reazioni 
Rl ed R2, ri snlla che la vera · sezione pericolosa è quella che cor
ri sponde all'appoggio che produce la reazione maggiore, ossia quella 
che c.orrisponde all'appoggio posto verso la base maggiore del tra
pezio sul quale esiste il peso uniformemente distribuilo. Nel c.aso 
della figura 95 H2 è ev id enteme nte maggiore di R1 perchè c è 
maggiore di b, e quindi il valore assoluto Nm del più gran sforzo 
di taglio è 
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VII. Detm·minare le sezioni pericolose, il momento in(lettente e lo 
s[M·zo di taglio di mag9ior valore assoluto per un solido 7wismatico 
o1·izzuntalmente incastrato. alle sue due estremità, caricalo eh un dato 
peso nel suo punto di mezzo e d'un peso 'l!niformernenle distribuilo 
su tutta la sua lun9hezza. 

Nel problema V dd precedente numero già si è dello come il 
mom enlo infl el lente l'· rispello all a sezione qualunque passante per 
m sia espresso ùall' eqnazione 

l'· = ~ pz~ -(P-t-pa) z -t-~ P a -t-~ }J a~ , 

dove a è la semi-distanza orizzontale A C' ( fig. 33 ) dei due ap
poggi , P la metà del peso applicalo nel mezzo C della pa rle di 
solido comp resa fra le due sezion i d' incastramenlo, p il peso co
stante distribuito su ogni un ità del la lunghezza di quesla pa rte di 
solido, z l'ascissa Am' del centro di superficie m de lla sezione a 
cui si riferi sce il momento inflellente l'· · Que!'to momento, posili\·o 
per lulle le sezioni comprese fra il pun to A ed il pu nto d'inJl es
sione D la cui ascissa z' si dete rmina merli anle l'eqnazio ne (:")) 
del citalo probl ema, di ve nta negativo ]W l' le sezioni com prese fr;t 
D e C; p et· cui , di min uen do il suo va lore dal la sezione conispon den! e 
al punto A per dive ntar nullo nell a sez ione COITispondenlc al punto 
D e di nu ovo crescen1lo in va lore assoluto al di là di quest'ul· 
lima sezi one per nu ovamente diventa i' nullo nella sr.zione corri
spond ente al punto E posto da C ati una distanza orizzonlale C'E' 

C'D', a m melle esso i più gran di valori assoluti per .z = O c per 
:t= a e questi valori sono 

1 1 
-Pa-t--pa~ 
2 3 

Di qu est i due valori il primo è evidentemente più granile clel se· 
cond o, per cui, nel caso di un solido orizzontalmente incastrato alle 
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sue es trem ità, cari cn lo rl i un peso uniformemente dis tribu ito sulla 
sua lun ghezza, le du e sez ioni d'in cas tro sono egualm ent e pericolose 
solto il rig11ardo della resistenza alla Jlessione ed il valore di 
{Jm vi en dalo da 

(1 0). 

In qunn to agli sfo rzi tli Laglio non danno essi luogo ad <l lcu na 
consid erazio ne p a rti t ~ o l a r e: è facile il rieonoscere co me le d ne 
sezioni d' in castro siano pure eg ualm ente peri colose solto il rap
porto della resistenza allo scorrimeuto trasversale e come si deb!J a 
avere 

Filcend o nell 'eq nil zio ne (1) del prob lema II b = a si ha che il 
n:lo rc assol11lo del magg ior· mo men to inJlellen te per· un solid o pr i
sma li co orizzonlo lm cnle pos to su du e appoggi e cari ca to di uu 
peso 2 P nel suo mezzo è P a. Faee nd o nell ' eq un ione (i O) p = O 
si ha che il v; rl ore assoluto del magg ior mom ento inOet tcnle per 
1111 soliùo prismatico ori zzontal mente incas tralo alle sue du e es tre-

mità e ca ri ca to pure d' un peso 2 P nel suo mezzo è ~ P a. L'in-., 

casl rame nlo adun que dimin uisre il valor assoluto del maggior mo
mento in0 l' tlen le, e, nel caso di un so lid o orizzonta lment e ùisposl t.l 
c car iea lo nel ~ uo mezzo, lo ei dnce all a metà ùi qu ell o che avrebb e 
luogo per il so li do semplicemente appoggialo . 

Nel caso Ji un solido prismatieo orizzo ntalmente app oggialo all e 
sue estremità e ca ri cato d' un peso un ifo r·memente dis tri buito sulla 
sua lu nghezza, siecome risnlla dall 'equ azione (3)' del probl ema III, 
il valore assoluto ùe) maggior mom ento infletteute, il qu ale si ve-

rifica nell a sezione di mezzo, è ~pa2 • Nel caso di un solido pi'i

smalico orizzontalmente incastra to alle sue due es tremità e cari 
ca to pure d'nn peso uniformemen te di strib uito su lla sua lun ghezza, 
come lo fa vetlere l' equ az ione (10) qu an do in essa si faee ia P = O, 
il valore di .U·m • che Ira luogo all a sezione rl' incaslr él menlo, diven ta 

~ p a2 ; e quindi nel easo di un solido orizzon La lmeu Le disposto e 

caricalo d'un peso un ifo rmemente distribuito sulla sua lun ghezza 
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l'incastramento riduce il valor assoluto del maggior momento in· 

flettente ai ~ di quello che avrebbe luogo per il solido semplice· 

mente appoggiato. 
Se nell'equazione (1 O) si fa p = O si ha il maggior momento in

tleHente {Lm' per nn solido prisrnalieo orizzontalmente incastrato 
alle sue d ne estremità e cat·icalo d'u n peso 2 P nel suo mezzo; 
se nella stessa equazione si pon e P = O si ha il ma ggior momrnlo 
inflettenle P.m" qua!lllo il solido è incnsl t·ato orizzontalmente alle 
sue estr·emilà e caricato tl'un peso unifot·memente distribuito sulla 
sua lunghezza ; ed i due valori di p.m' e di P.m" risultano 

Supponendo ora che il peso 2 P invece di essere applicato nel 
mezzo del solido si trovi uniformemente di strib uilo sulla distanza 
AB = 2 a dci due appoggi si ha p a= P e quindi il valore di 1'-m" 

diventa~ P a, cosicchè, per un solido orizzontalmente incastralo e 

sotto il riguardo del momento inflettenle di maggio r valore il peso 
uniformemente distt·ibuito sull 'intiera distanza dagli appoggi fa lo 

stesso effetto dei ; dello stesso peso coneen tt·ato nel mezzo. 

i 09. Calcolo di una delle dimensioni della sezione trasver
sale di un solido prismatico omogeneo sottoposto a flessione . -
Due casi convien considerare nell 'espone le nonne che devono 
guidare il costrullore nella delerminazioue delle dimensioni della 
sezione trasversale di un solido pri smatico ed omogeneo sollnposlo 
a flessione: il caso in cui la sezio ne trasversale del co rpo è sim
metrica rispetto al suo asse neutro; ed il caso in cui questa sim
metria non ha luogo. Nell'uno e nell'altro caso si risolve il pro
blema applicando le equazioni di stabilità che vennero dale al 
numero 92, oppure quell e del successivo numero 93. Le eqnaz ioni 
di stabilità del numero 92 convengo no pei casi in cui si conoscono 
i coefficienti di snervamento per tt·azione , per pressione e per 
scorrimento lntsversale; e le equazioni di stabilità del numero 95 
si adoperano quando sono noli i coefficienti di rottura . 
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Verilìcanclosi la si mmetria della sezione h asversul e del solido 
rispel lo :.1! sno asse neutt'O, con metodi e con ragionamenti ana
logh i a quell i ll·nuli nel risolv ere i diversi pt·ohlemi del prece
dente nmnero si, cerchino i più gt' ::tndi n lori asso! n ti fl·llJ cd Nm 
dei mome nti infleiLenti e degli sfo rzi di taglio ch e hanno luogo 
nelle diverse sezion i del so lido soLto l'az ione de lle forze le più 
sf;worevoli. A motivo della simmetri a de lla sezione trasversale 
ri8pello all'asse neutro i dt!C va lori di v' e di v" so no eg uali e 
quindi diventano idenli ei i due secondi membri dell e equ nzioni di 
slah!l itil relative alla flessione. Conoscen dosi i coeffi cienti eli rot
t.nra R' 6 R", si osserva quale dei rlue è minore e, chiamando Rr 
il più piceolo t!egli aecennati cOPfticie nti , ed n il relativo coeffiei ent.e 
di slaftililà, risulta no le seguenti ef!ll ilzion i determin ai t'ici di una 
delle dimensioni della sezione trasversale del solido consiùet·ato 

(1), 

nelle quali n", n'V, rp , I' l" ed O hann o i signifi cati che loro vrn
nero allrihuili ai numeri fi3, 92 e 95 . Quand o invece dei corfli
cien!i di rottura sono noti i cocffir.ienti di snervamenlo Q' e Q", 
chiamando Qr il più piecolo di qur.s li coe iTi cienti ed m il rela
tiv o co efficiente di s!ahilitil, si cangia nell e due ultime equazioni 
·nRr in mQr ed nTY Rrv in m'vQ"'. Media nt e le equazioni (2) si 
dete rmina una stessa dimensione dell a srzione tr·asversale del so
lido e dei du e valori tro vati si ,ass 11 me il maggiore. 

Quand o la sezio ne trasversale di un corpo pri srn ati r,o solloposto 
a fle ss ione non è si m mel rica rispe llo all' asse neutro si prenda, 
come aln11mero 90, l'asse del corpo per asse Llel! a z ed uua rella 
ad esso perpendicolare contenuta nel piano di flessione per asse 
delle tt, e si chiamino: 

fl·m' il più gra n momento infletlr.nte positivo, prenrlend o per senso 
pos ili vo quello di un mom ento che tende a fat' venire l'asse delle 
;; positive su quello delle u positive; 

P.m" il più gran valore assoluto dei momen ti inflettenti negativi ; 
u' la più gran distanza dci diversi elementi della sezione tras

versale del solido dall'asse neutro , esse ndo presi ques ti elementi 

---
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dalla parte delle tt negative , ossia da qu ella part e dello stra lo 
delle fibre invariabili in cui si trovano le fibre allun ga te dove il 
monJenlo infletlente è positivo ; 

u" la distanza massima anal oga dalla parte , delle u positive, 
ossia da quell a parte dello strato delle fibre invariabili in cui si 
trov:wo le fibre ar.co rciate dove il momento infleltenle è pure 
positivo ; 

Nm il più griln valo•·e assoluto dello sforzo di lagli o. 
Il momento infletlente l'·m' produce un 'estens io ne dall a parte delle 
1t negative ed una compressione dalla part e delle ·u positive , ed 
i valori massimi delle tensioni e ddle pressioni riferite all 'unità 
di superficie e sopportate rispettivamente dalle fibre maggiormente 
allungale e maggiormente compresse sono (num. 91) • 

Analogamente il momento inflellenle di va lor assoluto l'·m" prorluce 
un'estensione dalla pa rte dell e tt pos iti ve ed una compressione 
dall' altra pa•·te, ed i valori mass imi dell e tensioni e delle pressioni 
conispondenli riferite all 'unità di superficie sono 

Segue da ciò che uel caso in cui siano noti i coefficienti el i ro t
tura per es tensione, per com pressione e per scorrimento trasver
sale si devono ri so lvere le equazioni rli s l <~u ilit à 
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\ 

, ,_ , ,, cos cp se n cp V 2 2 

n R -1t fl·m ---p-+ · 1"2 

(~), 

, , - , , VCOS2 cp sen2 cp 
n R -U P-m --p- + 1"2 

'" R'' __ Nm n - -~T 

nell e quali hasla cangiare n'R' in m'Q', n"R" in m" Q" cd n'" R'" 
in m'" Q'V, qu ando iureee dei coef'ficienti di rollura si eonoscono i 
coefficien ti di snervamenlo, e nelle qu ali alle lettere n', n", niV , 
lv R" R'" I' l" ' " ',. Q' Q" Q'" l . \ , , , cp , , , m, m , m , , e l tsogna conservare 
i sig niG ca ti che loro veunero attribuili nei già citati numeri 38, 
92 e 93. Median te queste equazi oni di sta bilità, si t rovano cinque 
diversi va lori di que ll a dim ensione dell a sez ione trn sversille del 
solido lasciata incognita, ed il maggiore di quest i cinque va lori è 
rru el lo da adollarsi. In parecchi casi invece di r·i solvere cinque 
eqnazioni pet' determinare la dimensione in cognita ha sta il ri~ol

verne tre, e questo avv iene: quando i momenti inneuenli sono dello 
stesso sleguo per' tulle le sezion i del solido sottoposto a fl essione ; 
quando è possi bile riconoscere quale dci due prodolli u' fl·m' e 
u" fl·m" è il maggiore, e qnale è pure il maggio re dei due prodotti 
u" fl·m' ed tt' P-m"· ta prima , la lrn~a e la quin ta eqnazione sono 
quell e da risolversi allorquando tulli i momenti inflettenli sono po
sit ivi; la seconda, la quarta c la qu inta sono quelle da considerarsi 
quando Lutti ques ti momenti sono negativi; quella cui corrisponde 

· il più grande dei due pr·odolli tt' P-m' ed tt" l'·m", qu ella cui corri
sponde il maggior degli altri due prodotti u" l'·m' ed u' flm", e fi
nalmente la quinta costitui scono le tre equaz ioni da risolversi 
quando si può vedere quale per· ciascu na dell e due accenna te 
coppie di prodotti è il maggiore , giacchè allora si tien conto 
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della massima delle tensioni c dell a massima delle pressioni rife
rite all'nnità tli superficie le quali si verificano in tutta l' es tensione 
del solido. 

Tanto nel caso di un solido prismatico con sezione trasversale 
simm etrica rispello all'asse delle fibre invari abi li, quanto in qu ello 
in cui qu es ta simmetrìa uon ha luogo, le equazi oni determinalrici 
di una dimension e della sezione trasversale, riferentisi alla fl es
sione, notevolm ente si semplificano allorquando il piano di so ll e
citazione contiene uno degli assi p1·in cipali centrali d'in erzi a di 
ogui sezione; giacchè, essendo allora so= O, le cita le equ azioni as
snnlono la furma delle equazioni di stabilità che vennero date al 
num ero 106. 

1 l O. Disposizioni e forme più convenienti da assegnarsi alle 
sezioni trasversali dei solidi da impiegarsi per resistere alla 

E 
flessione. - Essendo c il momento di flessibilità:=---:====== 

Vcos2 <p sen 2 <p ---rz+ }"2 

(nn m. 90), il q naie si riduce semplicemente acl E l' (num. 1 06) nel 
caso della fl ess ione prodotta in un solido rellilineo da forze per
pendicolari al suo asse e contenute nel piano passan te per uno 
degli assi principali centrali d'inerzia di lulte le sezioni trasver
sali; e conservando alle lettere E, rp, I' ed l" i signilìcali che loro 
vennero attribuili al numero 88, dall' equazione (2) del citalo nu
mero 90 si deduce 

1 
p.= € -. 

p 

Qu est' equazione mostra come il momento infletlenle p. atto a pro
rltltTe una dala flessione sia proporzionale al momento di flessi
hilità <, e quindi ne deriva come fra cln e corpi pri smalici , co n se
zion i trasv ersa li di forma e dimensioni diverse od anche so lt anto 
diversilrnente colloeate e fornili eli identic!Je o di differenti pro
pri età lìsir.he, sia ca pace eli soppor tare il ma~gior momento in fld 
tcnte e quind i sia più utile ad essere irnpiegato per resistere all a 
fl ess ion e quello cni corrisp oncle il maggior momento di flessibilità. 
Ecco ale.uni semplicissimi problemi direlli a fnr vedere come, me
di;lllte il calcolo dei momenti di flessibi li tà, possa il costrnt.lorc 
in og ni caso assegnare le posizioni e le forme piLL convenienti ai 
solidi che deve impiegare per res istere alla flessione. 
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I. Una trave con sezwne l'e l/angolare si deve orizzontalmente col
locare su due appoggi e • caricare di pesi; si domanda se è più con
veuiente porla in opera tenendo verl'icale la dimeno~ione minore op
pure lenendo verticale la climens1:one maggiore della sua sezione 
trasversale. 

E~sendo a il Ialo minore e b il Ialo maggiore della sezione lras
versflle della lrave, ponendola in opera co l Ialo b verticale, il cor
rispondente momento di flt~ ssihililà z1 vien dato da 

mentre ponendola in opera col lato a verticale, il relativo momento 
di flessihilità z2 si trova espresso da 

1 
c- E<a3 b 
- 2 -r2 · 

Il rapporto dei due momenti di flessibilità è 

e, siccome b2 > a2, si ha z1 > <2 ; cosicchè convien disporre la tra ve 
mantenendo verlicale la maggiore delle due dimensioni della sua 
sezione trasversale. 

II. Trovare se per 1·esistere alla ~essione conviene di più impie· 
gare 1m cilindro pieno oppure un cilindro vuoto della stessa malel'ia 
e di sezione equivalente a quella del cilindro pieno. 

Chiamando r il ra ggio della sezione del cilindro pieno, r' etl r" 
i ra~gi interno ed esterno del cil indro vuoto , E1 il momento di 
flessibilità relativo al primo solido ed o: 2 il momento di flessibilità 
relativo al secondo solido, siccome il piano di solleci lazione passa 
per gli assi principali centrali d'inerzia di tutte le sezioni si ha 

- 1 E ( "4 '·i) ~z- 4 n r -r . 
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Il rapporto del momento di fle ss ibilità E1 al momento di ll ess i
hililà ~: 2 vien espresso da 

Et_ r ·l r2.r2 
- - " 4 '4- -( ,. + ,=2)- (.,.---;-;" -;:-2 --, .• ) z2 r - r r ~ r r - r · 

ossia anco ra, per essere a motivo dell'equivalenza del le due sezioni 
ci el ciliuùro pieno e del ciliudro vuoto 

da 

e r''CJ.-1..,'~ .i -. __ _ 
z2- r"~+r'2' 

O t· a si ha evidentemente r''2- r'2< r"2 +r'2 e qui n d i anche z1< z2, 

cosicchè il ci lindro vuoto, essendo quello che ammette il rn ag~i or 

mome nto di flessibilità, resiste alla fl ess ione meglio del cilindro 
pieno equivalente e di egual materia. 

III. Sopra due appoggi terminati superiormente da ttn piano in
clinato all'orizzonte si deve collocare una trare in ferru destinata a 
sopJWrlare un peso tmifotmemente distribuito sulla Hla lunghe;:;za; 
si clomanda se è più convenieute di fare questa trave con sezioue ret
tan.r;olare opptwe con sezione n doppio T simmetrico . 

In qu es to caso il piano di sollecitazione non passa per gli assi 
pri ncipali centrali d'inerzia delle sezioni trasversali dell e travi e 
lf llindi nel calcolo dei momenti di flessibilità bisogna ado ttare la 
fo rmala 

E 

Per la trave con sezione rettangolare, essendo a l'an golo BEO 
(fig . 94) del piano in cui sotto conlcnnli i due appoggi coll'oriz
zonte, .Tx' eli ?tY' gli assi principuli ccnlrali d'i nerz ia di della se
zion e, il primo parallelo cd il secotHlo perpendicolare a ll'aeccnn<~to 

piano, I/ ed I/' i valori particolari che prendono i moment i d'i nerzia 
l' ed l" uel caso della sezione proposta e G V la verticale passante 
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pel centro ùi sn1wrficie G la quale fa l'angolo V Gy' = 560°- cp = a, 
il momento eli flessibilità E1 vien espresso da 

E 

Per b trave con sezione a dopp io T si mmetrico di altezza A D 
eguale e di superficie equivalente a qu elle della sezione rellanr;o
lare, e collucflta sugli stessi appoggi sui quali questa già si snp
pose collocala, essendo anco ra l' r1sse principale ceni rrtle d'inerzia 
xx' p<m=lll elo ed il suo com pa gno yy' pel·pendicolarc al piano dc~li 
appoggi e per conseguenza mantenendosi u i'flngolo 560°-cp = V Gy' , 
il corri spondente momento di flessibilità <2 vien ùaLo da 

E 

1/cos~ ::. scn2 x 
j '2 +- j "~ ' 

2 2 

esprimendo rispellivamenle 12' ctl Iz" i momenti d'inerzia della se
zione a doppio T per rapporto agli assi x.?J' ed yy'. 

Ora, a parità di snper!ìcie c eli altezza nelle sezioni delle due 
travi, i momenti d'inerzia 12' ed 12" della sezione a doppio T sono 
evidentemente ma ggiori dci corri~pondcnti momenti d'inerzia 1/ ed 
lt" llella sezione rellangolarc, giaccbè le superficie di queste sezioni 
si possono considerare siccome composte di un egna! numero di 
elementi superficiali i quali, più nella prima che nella seconda , 
trovansi distanti da gli assi per rapporto a cui si prendono i mo
menti. Si può a1lunqne dire: che 12' > 1/ c che It> l/'; che 

V
-,, --- Q - v n o cos-:z sc n-u/ cos·:z scn-:z. 
~[ ''~+ · 1 "2 '" - 1 '2 + - ] "'~' 

. 2 2 l l 

che o2 > o1 ; e che lìnalmcnle una tra ve con sezione a doppio 1' 
simmetrico è più conveniente per resistere alla fles~ione di una 
tra ve con sezione rettan golare tl ella stessa materia, di egual altezza 
e delln medesima superficie. 

111. Applica:>:ione della teoria sulla resistenza alla flessione 
alla risoluzione di alcuni semplici problemi . - l. Uun ll'lt'VC 
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in ghisa avente sezione rettangola1·e coi lati di mell·i 0,08 e di metri 
O, 1 O venne orizzontalmente collocala Stt due appoggi posti a distanza 
di 4 metri e caricala del peso di chilogrammi 4{)0 nel suo mezzo , 
Tt·ovare il coefficiente d'elasticità della g/u:sa costituente la detta tra ve 
nell'ipotesi che siusi 1:eri[icato un abbassamento di met1·i 0,01 nel 
mezzo dell'asse del solido disposto colla massima dimensione della 
wa sezione ll'asvel'sale verticale e che il peso del decimetro ettbo di 
ghisa sia eli chilogramnti 7 ,'202. 

Il peso applicato nel mezzo della lrave ed il peso della tral'e 
stessa, il quale uniformemente si trova distribuito nella sua lun
ghezza, costituiscono le forze che hanno prodotta la flessione, 
e l'equazione mediante la quale si deve calcolare il coefficiente di 
elasticità è 

(1 ) , 

già trovata risolvendo il problema Ili del . numero 107 ed espri 
mente la saella s che prende nel mezzo un solido prismatico oriz
zontalmente collocato su due appoggi distanti 2 a caricalo di un 
peso '2P nel suo mezzo e di un peso uniformemente distribuilo 
in ra gione di p chilogrammi pet· ogni nuità della sua lunghezza. 
Prendendo il metro per nuità Ji lunghezza , il chilogrt:tmma per 
unità di forza , osservando che p deve esprimere in ehilogrammi 
il peso di una parte di trave lunga l'unità e rammentando che E 

vale il coefficiente d'elasticità E moltiplicato per il momento di 
inerzia 1', si ha: 

l' - i_ O 08 X (O 10)3 = 0,00002 - 12 , , 3 , 
E= 0,00002 E 

;) . 

Ponendo i valori di a, s, P, p ed < nell 'equazione (1) risulta 

0)3 ( 5 ) 0,001 = 0,00002 200 + 8 57,616 x 2 
3 S E 
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d'onde si ricava 

E = 1 0880800000Cg' 

cosicchè il domandato coefficiente d'elasticità riferito al metro qua 
drato è di chilogrammi 10880800000, ossia di chilogrammi 10880 
quando si riferisce al millimetro quadt'ato. 

II. Trovate qual è la saetta che prende nel suo me.::;zo una trave 
in (aro orizzontalmente collocata su due appoggi posti a dislanza 
di 8 metri , avente se.::;ione costante a doppio T simmetrico le etti 
dimensioni AB, E lf lU, B C ecl E H (fig. 59) sono rispellivamente 
metri 0,12, metri 0,055, metri 0,52 e metri 0,50, e caricata d'tl.n 
peso uniformemente clist1·ibuito ùt ragione eli 200 chilugrammi per 
ogni metro della wa lunghezw. 

Due sono le forze le qu ali co ncorrono a produrre flessione nell a 
trave, il peso uniformemente distribuilo sulla sua lunghezza cd il 
peso proprio della trave medesima, e quf's ti due pesi, considerati 
nell'iulervallo fra i due appoggi, costituiscono un peso unico il 
quale va risgnardato siccome uniformemente distribuilo sull a lu n
ghezza del solido pel quale devesi determinare la saetta s" usando 
della formola 

, 5 p a4 

s - -- 24 E 

già trovata risolvendo il problema III del numero 107. 

(2) 

Prendendo il metro per unità di lunghezza, il metro qu adrato 
per unità di superficie, il ch il ogramrna per unità eli forza ed as
sumendo chilogrammi 7,77 siccome e~primenli il peso del deci
metro cuho di ferro , la superficie della sezione della Lr ~re è 
dala da 

AB X BC - (E F +lO) EH = 0,'12X 0,32--0,11 X0,30 = OmCJ,0054, 

e quindi il peso della sua unilà di lunghezza vale 

0,54 X 10 X 7, 77 = 4'1 rg ,958. 

Esseudo poi 

2a = 8"' 

p= 200+41,958 = 241 cs,958, 
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1 J I'= 
12

[o,12 X(0,82)3- 0,H X(0,80)3 = 0,00008, 

E= 18492000000 E= E I' ='1479860, 

l'espressione di s" dà 

, 5 241,958 X 4.4 
m ,., 

s = 2!~ 1479j60 = o ,oo8'; 

cosicchè il mezzo dell'asse della trave per il fallo tlell a flession e 
verrà a trovarsi di rn elri 0,0037 sullo la orizzontale passante pci 
due punti in cui qu est 'asse è incontrato dalle sezioni corrispon 
denti ai cln e appoggi. 

III. Una tmve di larice 1'osso ltmga 6 melri ed aven le sezione rel
tangolCtl'e i cui lati AB e-BC (fig. 96) devono stare fra loro come 4 
a 5 va co llocalo su due appoggi co lle loro sttperfìcù" superiori p o~ lc 

Ùl Wl piano E F inclinato all' ori:::: :::: onte di v n angolo lf E O= 25 • e ca
ricalct di wt peso uniformemente dis tribuito in ragione di 200 chi
logrammi per ogni metl'o della sua luughez::::a . Determinare la dire
zione dell'asse neutro e trovare i due lati da assegnarsi alla sezione 
tmsversale della tra ve af{t·uchè abbia essct la necessw·ia si abilità. 

Se chiamasi x la lunghezza tl el Ialo .~ ll e~ pressa in metri, vien 

5 
data da , x quella del lato B C; cd immaginando condol.le p el 

Lf 

centro G del rettangolo le clil'ezioni xx' ed yy' degli assi princi
pali cenlrali d'inerzia, la prima dell e quali è parallel a e la seconda 
perpendicol are al lato A D, i momenti d'in erzia I' cd I" risp ello a 
questi ass i sono rispel livarnenlc 

Osservando ora che la traccia del piano di sollecitazione sopr·a il 
pi3no della sezione AB CD è la reti a verticale G V, si ha che l'an · 
golo VGy' = rp è egna le all'angolo FE0 = 25" e che quindi l'an · 
golo U Gx=~ che l'asse neutro UU fa coll 'asse delle x, il qual 
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angolo vie n dato dall'equazione (t) del numero 89, ammette il va
lore detlucibile dall' equazione 

25 
tang- ~== 16tang25•, 

d'onde 

~ == 36o 4' 38" . 
• 

Per trovare quali lati deve avere la sezione trasversale della 
trave affin chè essa presenti la necessaria stabilità basta ossçrvare 
che i due valori di v" e lli v', i quali sulla figm·a Lrovansi rispet
tivamente rappresentati dalle due perpendicolari CH ed TI abbas
sate dai due vertici C ecl A sull'asse neult·o U U, sono eguali ft·a 
di loro e che quiudi servono le equazioni (f ) del numero t09. 
Siccome R" == 4500000cg è m'nore di R' == 8500000~g (numeri 54 

'l , 

e t 7) si ha 

Rp == 4500000Cg ; 

si può assumere come coeffi ciente di rollura per scorrimento tt·as
versal e (numero 76) 

e come valore dei coefficienti di stabilità (nurn. 40 e 79) 

- )\'_ 1 
n_n - 10' 

I valori di Rv e di R'" sono rireriti al metro quadrato. 
In quanto ai valori l'·m e di Nm sono quelli che vennero trov(lli 

risolvendo il problema III del numero i 08 , quando in essi si 
faccia 

e quindi ammettono i valori numerici 

L'ART E DI FADBRlCARE . Resistenza dei materiali , ecc. - J 7, 
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Per esprimere il valore di v' in funzione rlei dali del problema e 
dell 'incognita x , dal punto L in cui la retta x x' taglia il lato BC 
si conducano le due rette LK ed .LM, la prima parallela e la se
conda perpendicolare all'asse neutro . Dalla figura risulta 

CH CK+L M, 

. _ · 1 - 1 --· 1-. 5 
e, siccome G L:= 2 AB :=2 x, CL := 2 BC == gx e BCK == UG x == tji 

== 56• 4' 53", dai triangoli rettangoli C KL e G ML si hanno i se
. guenti valori di cl( e di L~i 

- 1 
L M == 2xsen36° 4'38", 

i quali posti nell' espt·essione di C H conducono acl ottenere 

-- 1 (5 . ) CI-l== v'== 2 x 4 cos36° 4'38" + sen36o4' 38" :=0, 7996x. 

La superficie Q della · sezion retta della trave sottoposta a fl es
sione è espressa da 

5 5 -O- x x- x2 • --- '4 -4 ' 

e fin alrn cnle la qn;.wtilà 11~05 2 '~ +~n~ Cf che trovasi nel seco nd o 
}'2 l" ~ 

memh1·o rlella prima cl elle equazioni di stabilità (1) del numero 
109 vale 
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Sostitue11do nelle citale equazioni di ·stabilità i valor·i di · 11, 

n'V, Hp, R'", fl·m• Nm, v', D, e v~os~ o/ + sen
2

cp, si hanno le seguenti 
. 1' J"2 ' 

equazioni delennin ntrici di due distinti valori di x, il maggiore 
dei qua li sarà quello da adollarsi affinchè solto tulli i rapporti si 
abbia Ja necessaria stabilità, 

1
1
0 4500000 == 0,7996 x. 900 x 6,8897 :4 

f01sooooo== 
6~0 -
-x2 

Risolvendo la prima equazion~ trovasi 

"" x:= Om,2225 

e riso l vendo la seconda risulta 

4 

cosicchè il valore di x ricavato dalla sec01ula equazione di sta bi
lità è quello che delermiua il lato All da assegnarsi alla sezione 
tras versale della tra ve, il quale, in conformità del ris ultàto ollcnùlo, 
deve essere di metri 0,2225. Il Ialo BC poi, doven do essere i 5(4 
di AB, ammelle il valore di metri 0,2781. 

IV. Determinare lo spessore da assegnarsi alla tavola supe1"ÌOrf•.ell 
alla tavola inferiore di una trave in ferro con sezione a dopp io T 
simmetrico ed a parete cont·inua , orizzontalmente co llocalct stt dtte 
appoggi distanti fra di loro di 40 metri, in modo da essere o-riz
zontale l'asse principale centrale d'inerzia xx' (fig . 62), caricala di 
un ] )('S O unifo 1'memente rhsttibuito sulla sua lunghezza t:n rdtJione di 
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5000 chilogrammi per ogni metro e della cui sezione trasversale si 
conoscono le seguenti dimensioni: 

Per la di~posizione che ·ha la h'ave sui suoi appoggi il piano di 
sollecitazione passa per uno degli assi principali cenh·ali d'inerzi a 
delle sue sezioni trasversali.; per la simmetria di ciascuna dell e 
dette sezioni rispetto agli assi neutri loro corrispondenti i .due va
lori di v' e di v" sono eguali ; e quindi si risolve il probltlma ap
plicando le equazioni (f) del numero f09 semplificate, col porre 
lfi ==O. Assumendo il metro per unità di lunghezza, il metro qua
drato per unità di superficie ed il chilogramma pet· ·unità di forzn, 
siccome R" :c25000000°~> è minore di W ==-40000000°~> (num. 54 
e 17), si ha · 

'RP == 2500000QCs, 

e (num. 76) 

R"'== ~'R'==32000000Cg 

l coefficienti di stabilità n ed n'v si possono pt·endere eguali ed 
espressi da (num. 40 e 79) 

1 n -n'•--- -6· 

Chiamando x la somma . dei due spessori eguali FB e GC, le .du e 
distanze eguali v' .e v" délle fibre maggiormenletallungate e met g
giormente accorciale dall'!a.sse rtentro x x' ammettono il valore 
espresso t.la 

' " 1- , W' ·l (4 ) v == v == 2 c +u-'-' = 2 + x. 

'\ 
·U mQJDenlo d'inet·zia della superficie della sezione trasversale, che 
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è il valore che prende il momento d'inerzia l' trovato risolvendo 
il problema VI del numero 97 quando in esso &i pòngano i va
lori noli di a, a', a", a"', b' , b" e b"' e quando si faccia 

b-==. b' + x-==4+r, 

vi en dato da 

ossia, riducendo ad nn solo tutti i termini èogniri, da 

La superficie O, che si attiene logliend'o dalla ~uperficie del ret
tangolo ABCD quelle rl ei rettangoli cUI[ e dFGe, lyko ed mhin, 
tpsz ed uqrv, vien data da 

o-==.0,40 (4+x)-0,145X4-0,21 X3,97-0,08XS,76 

ossia ancora da 

0-:=. 0,40 (4+x)-1,52~; 

Per qnanto ~petta ai valori di l'·m e di Nm si ottengono es~i eoile 
forrnole che vennero trova~~ risolv~Jl!lo il problema III del numero 
t OB e facendo in queste f()rmole 

p==50QQCs, 

per cui si ha 

1 
/'-m== 2 5000 X 20'~ -1 000000 

N m-::=. 5000 X 20-::=. 100000. 

I valori di n, n'v, RP, R'V, v', 1', O, /'-m ed Nm si sostituiscano nelle 
equazioni (i ) del numero 109 dopo di aver fatto in esse ~-==O e 
si ollienc 
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'l 
2 (4+ x) 'l 000000 

-~ 25000000 = --;-----· ---
(j 

1
1
2 

[ 0,4-0 (4+x)3
- 24,0146 J 

1 100000 -
6 82000000

= 0,40(4+x)-1,5265' 

La prima di queste equazioni si riduce a 

d'onde 

•• 
ed · 

x= Oru,222; 

cosicchè, cÒmple~sivame nte considerando le du e tavole superiore 
ed inferiore, devono esse presentare , affinchè la trave sia abba
stanza stabile solto il r11pporlo dell a resistenza alla llesf; ion e, uno 
spessore totale di metl'i 0 ,2 ~2 ed aver qnindi ognuna delle due 
lo spessore di metri O, l H . Dalla secomla equazione si ricava 

d'onde 

risultato il quale essendo negativo significa che per avere nella 
lrave la sufficiente stabilità sollo il rapporto della resisl enza all o 
scorrimento trasversale non sono necessari e le due tavole AB F I 
e D C G M, e che la lastra ve t·Li cale ed i ferri d'angolo danno già 
un eccesso di stabilità so tto questo rignat·do. ' 

f 12. Solidi omogenei ad asse rettilineo e di egual resistenza 
alla flessione. -- Al numet·o 91 vennero trova ti pei so lidi prisma
ilei · solloposti a fl essione i valori dell a resistenza all a trazione Q1 

e della resistenza alla pressione, Q2 l'iferite all 'unit à di superficie 



-265 -
ed opposte dspeltivamente dalle fibre maggiormente allungate 
e rla quelle ma ggiormente compresse, e si fece osservare come i 
valori di queste res istenze var iino ct·eseendo o diminuendo da una 
sezione all 'altra col cresceee o col diminuire del momento inflet
tente p .. Segue di:J ciò che assegnando ad un solido prismntico il 
quale si deve impiegare pet· resistere alla fle~sione una sezione 
trasvet·sale di superficie eguale a qu ella che vale ad ottenere la 
necess<~ria stabilità nella sezione cui coni:;;ponde il più gran va
lore assoluln fl-m del momento infletlente p., in lulte le altre sezioni 
si ha un eccesso di stabilità eoll'inconvenienle di mateeia spt·e'cala~ 
e d1 e quindi i solidi rellili nei a sezione trasversale costante non 
so no i più conveni enti nrl essere impiegali per resistere alla fles-· 
f; iou e. Esprimendo che le res i~teme alla trazione ed alla pressione 
riferite all'unità di superficie c sviluppate ìll1lle fibre ·maggiormente 
illlnngale e da qnelle maggiormente compress~ sono · c:osl.anl_i in

1 

tu!Le le sezioni di un solido sottoposto a flessione e, regolando le·_ 
sllpPrfieie di dt'lte sezioni in modo che que~la conrlizic)ne ~ia ve~ · 
rilicata, si fa in modo che il pericolo di rottura sia lo stesso in 
tnlte le sezioni del corpo e si oLLiene: così un sulido di egual resi
sten :;a alla (lessiune . 

In questi solidi, affinchè presentino essi la necessariil stabilità, 
fa d'uopo che le costanti a cui si eguagliano le ac~cennate due 
resistenze riferite all'unità di superficie siano i coc>tlicir.nti di sner
vamenlo Q' e Q" (num. 92), oppure i coeffic·ienl.i di rottura R' ed 
R" (num . 9:i) per trazione e per pressione m'oltiplicali pei rispet
tivi coe!lldenli di stabilità . Segue da ciò che, riteuendo le denomi
nazioni stal}ilite nei numeri 3U, 91 , 92 e 93, le equazioni le quali 
conducono a determinare dei solidi di egual resistenza alla fles
sione sono : 

, , , _ , cos rp se n rp l l 
2 2 

rn Q _v e- 1 ----yz--+ ]"t 

/
---

" Q"_ , l cos
2 

rp sen
2 

rp m _v p- --y;-+ }":! 

ctuando si conoscono i coefficienti di snervamenlo Q' e Q" per l11. 
materia di cui i solidi sono costituili; e 
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allorqoand'o sono nol.i i coefficienti di rottura R' ed R". 
Pel' caso di solidi rettilinei orizzontalmente disposti, caricati di 

pe~i ed aventi sezioni tt·asversali simmetriche rispetto alla verlieale 
passante pei lot·o centri di supel'fìcie, ed in genere per Lutti i casi 
i~ cui Lrovasi verificata la condizione, di essere conl~nulo nt>l piano 
di s~il~citaiione uno degfi assi principali centrali d'inerzia di eia
s'cuna delle sezioni trasversali dei solidi stessi le eqnnzioni ( 1) e (2) 
notevolmente si semplificano giacchè rp==O, e si riducono a 

"""'Q'-v'P. .,. - l' 

m, Q" -v'' P. 
- l ' 

'filando si conoscono i coefficienti di snervamento, a 

n'R'- v'P. 
- l' 

n"R"- v" P. -r 

quando Mno noti i coefficienti di rottura. 

(3) 

(4) 

Allorquando vuolsi determinare un solido di egual resistenza alla 
flessione con sezione simmetrica rispetto all'asse delle fibre inva
riabili, basta di applicare un·a sola delle due eqùazioni conlennte 
nei sistemi (1 ), (2), (5) o ( 4) e di applicare la prima di ciascun 
sistema quando è più facile che il solido si rompa per est,nsione 
anzichè per compt·essione, di applicare invece la seconda qtfa ndo il 
primo modo di rottura è meno facile del secondo. Se invece la se
zione trasversale del solido di egual resistenza non è simmetrica 
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rispetto all'asse neutro è necessario di applicare ambedue le equa
zioni di uuo stesso sistema e di prendere quello dei due risultati 
che s·omministra le sezioni trasvet·sali di maggiori dimensioiti . 

Nel dedurre le sezioni lrasveesali di un solido di egual resi
stenza alla flession e può darsi che in alcuni siti non presenti esso 
la necessaria resistenza allo scorrimento trasversale, la qual resi
stenza sempre lrovasi rn es~a in giuoco quando esii'Le flessione pro
dotta da fot·ze normali all'asse del corpo. Sommamente importa 
l'accertarsi di c1uesto fatto e dove il solido ammette una sezione 
deficiente solto questo rapporto convenientemente aumentarla de
terminandola coll'equazione 

(5) 

quando si conosce Q'" ossia il coefficiente di snervamento per scor
rimento trasversale, e coll 'equazione 

IVRIV _N 
n --n (6) 

qnando invece è dato R'" ossia il coefficiente di rottm·a per scm·· 
rimenlo trasversalr. In quanto alle ' lettere m'", n'v, N ed Q che en
trano nelle due ultime equazioni, hanno esse i significati che loro 
vennet·o aLLribuiti nei numeri 88, 92 e 95. 

Visto così quanto vi ha di più generale sui solidi di egual resi
stenza alla flessione, convien esaminare alcuni casi pitrlicolari per 
ben far comprendere lo spiriio col quale devono ess \·é applicate 
le sta h ili te eq1tazioni, ed ecco immediatamente alcuni semplici ed 
importanti problemi. 

I. Determinare il profilo longitudinale di un solido omogeneo di 
egual resistenza incastralo or·i::; zontalmente per ttna sua estremità, 
ca1·icato all'altra d'un peso, colle facc e laterali contenute in due piani 
verticali pm·alleli, e terminato al di sopm ed al di sotto da due supm·
ficie cilindriche simmetricamente disposte 1'Ìspetlo al piano orizzontale 
passante per l'asse. 

Si chiamino 
a la lunghezza AB del solidÒ (fig. 97), 
b la sua larghezza, ossia la distanza dei due piani verticali da 

cui lateralmente vien limitato, 
P il peso applicalo all'es tremità D, 
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z l'ascissa A N corrispondente al centro di superficie di una se
zione qualunque, 

a le due o1·dinate eguali N M ed N M' dei punti M ed J\'1' di 
ascissa z appartenenti rispellivamente ai profili o direllrici delle 
superficie cilindriche inferiore e superiore, 

U la semi-altezza AC =A C' della sezione d'incastro, 
·u' la semi-altezza BD = B D' della sezione estrema cui trovasi 

applicalo il peso P. 
Supponendo che nel corpo più facilmente possa avvenire la rot

tura per· estensione anzichè per compressione, siccome il piano di 
sollecitazione passa per uno degli assi pr·incipali centrali d'inerzia 
di ogni sezion'e, si può partir·e dalla p l'ima equazione del sistema 
( 4), e facendo in essa 

v'=:u, 

si trova 

e quindi 

rt==P (a-z), 1,_ 1 b(2 )3- 2b 3 _
12 

u _
3 

u, 

'R'-uP(a.-- z) n --2--, 
- btt3 

3 

2 3P(a-z) 
u = 2bn'R' 

Facendo in quest'equazione BN=(a-z)=z', si ha 

• 3P z' 
u·= 2bn'R'' 

(7). 

ossia che le ordinale u dei profili delle due superficie cilindriche 
superiore ed infel'iore devono variare come le ordinate di una pa-

rabola di vertice B, di asse BA e di parametro 2 6
3:ff. 

La semi-altezza A C= U della sezione d'incastro si ottiene fa
cendo nell'equazione (7) u = U e z = O, per cui 

3aP 
2 bn' R' · 
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Per quanto spetta alla semi -altezza D D= u' dell a sezione estrema 
cui trovasi applicato il peso P, semùra potersi essa dedurre dall 'e
quazione (7) ponend o in essa tt = tt' e z = a, e così procedendo 
trova si u' = O. Ques to ri sul tato deriva da eiò che l' acce nnala equa
zione (7) non lien cnnto delle azioni dovute allo sco rrimento tras
versale, e per ottenere un risultato veramente pt·atico conviene 
dedurre il valore di u' d;tll'eqnazione (G). Si osse rvi perciò che per 
una sezione qualunque del sol ido si ha 

0=2bu , 

per cui la ci tala equazione (6) diventa 

d'onde 

nn Rrv_~ -2bu' 

ossia ehe le ordinate u dei profili delle superfir,i e superiore ed in
feriore del soli1lo, aflinchè sia esso di egua l resistenza solto il rap
porto llello seorrimenlo trasversal e, devono essere costanti. Segue 
da ciò che la srmi-altezza u' della sezione cui lrovasi applicato il 
peso P deve esset·e 

che i due profili della superfieie superiore e della superficie iufe
riot·e ~ corpo devono presenta re ciascuno una pat•Lc paraholica 
ed una parte rettilinea, e che la sezio ne E E' la quale separa le pal'Li 
paraboliche dalle re ltilinee è que ll a la cui ascissa A F vien deler
minata ricavando dall'equazione (7) M. valol'e di z che corrisponde 
al valol'e parlicolan~ u' di u. 

II. Detenninare il profilo longitudinale di ttn solido omogeneo di 
egual resistenza incastrato otizzontalmmtle per ttna sua estremità, ca
ricato di ttn peso nuiformemente distribuito sulla sttet lttnghezza, colle 
facce laterali conlermte fra due piani verticali paralleli, e generalo da 
un rettangolo avente per lato orizzontale la distanza degli accennati 
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piani verticali il quale si muove parallelamente a se stèsso percol·
rendo ool mezzo del suo lato sttperiore la orizzontale AB- (fig. 98). 

Si ritengano le det1ominazioni già stabilite nel precedente pro
hlema per quanto concerne alla lunghezza, alla larghezza ùel solido, 
all'ascissa di una sezione qualunque, e si chiamino 

p la parte di peso uniformemente distribuito la quale corrisponde 
all 'unità di lunghezza di solido, 

u l'altezza Nl\1 ùi una sezione qualunque a di:itanza AN= .z
rlalla sezione d'incastro, 

U l'altezza A C dell'intiera sezione d'incastro. 
Nell'ipotesi che si conosca essere nel corpo più facile la rottura 

per compressione anzichè quella per estensione, passando il piano 
eli sollecitazione per uno degli assi principali centrali d'inerzia delle 
sezioni trasversali del solido, si può immediatamente partire dalla 
semnda delle equazioni del sistema ( 4) e dall'equazione (6.). In 
queste equazioni si faccia 

I' 1 h 3 ==il u 

N:=:p(a-z), 0::::: h tt, 

e sì ottengono le due equazioni 

1 1 ( )' -u. -p a-z 
"R"-2 2 n ___ 1 __ _ 

f2hua 

•v R"' _p(a-z) 
n - hu ' 

rlalle qnali si deducono i seguenti valori di u 

- . v 3p tt- (a - z) hn"H" 

_p(a-z) 
u_ hn1"R•• 

(8) 

(9). 

Il primb valore di 'U indica che il solido, per essere di egual resi-
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stenza alla flessi(}ne, deve avere le altezze delle sue sezioni trasvet·
sali variabili secondo le ordinate di una linea retta la quale passa 
per l'estremo B dell'orizzontale A·B, ed il ·secondo valore di u ac
cenna ohe ,per 'essere il solido di egual resistenza allo scorrimenl,o 
trasversale deve pure av-ere le altezze delle sue sezioni tt·asvet·sali 
v-ariabili secondo le ot·dinate di una linea retta passante anche per 
l'estremo B, ..ma generalmente diversa dalla prima. 

PonPndo nelle ullime due equazioni :t= O, si ottengono due va
lori particolari U' ed U" di tt corl'isponrlenti alla sezione d'incastro, 
e questi valori sono 

U,_ v 3p 
_ a b n" R" 

U" '-- a p 
- bn''.R'v' 

Quando U' risulta maggiore di U", si assume per alte~za U di della 
sezione il trovato valore di U' e le altezze di tutte le altre se~ioni 
del solido dovranno variare come le ordinate tt della retla rappre
sentata dall'equazione (3). Quando invece-si .tt·ova U' minot·e di U", 
si assume U" per valore di U, e le allezze di tulle le sezioni del 
solido devono variare come le ordinate della retta rappresentata 
dall'equazione (~. ., 

Il solido considerato in questo pt·oblema ha per suo asse, ossia 
pet· linea luogo geometrico dei centri di superficie di tutte le sue 
sezioni, non una linea retta pet'pendicolat'e alla risultante di lulle 
le forze che producono la flessione, ma sibbene la linea BE che 
unisce il centl'o E della sezione d'incastro col mezzo della lunghezza 
dello spigolo rappt'esentato nel punto B, pet' cui i risultati ottenuti 
non si possono dire esatti, ma sibhene soltanto appt'ossimati, e 
tanto più prossimi ai veri quanto pilt la linea EB poco si scosta 
dall 'asse perpendicolare alla direzione della risultante delle forze 
producenti la flessione. Quest'osservazione si estende in generale a 
tutti i casi in cui si vogliono fare dei solidi di egual resistenza gene• 
rali (num. 1 O) da una figura piana di forma costante e di grandezza 
variabile secondo una certa legge, la quale si muove parallelamente 
a se stessa e percorrendo con un determinato suo punto una rella 
dala perpendicolat·e alla direzione delle forze pt·oducenli flessione, 
e pei quali la linea luogo geometrico dei centri 4i superficie dl 
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lulle le figure generatrici non è quella fissala come direttrice del 
loro movimento. 

III. Determinare il jJ1'o fìlo longitudinale di un solido omogeneo di 
egual l'esistenza orizzontalmente collocato su due appoggi, caricato di 
un peso tmifonnem ente distribuito sulla sua lunghezza ed avente per 
sezione tmsversale un triangolo isoscelc colla sua base 01'iz zontale 
costantemente della stessa lunghezza e posta su lla faccia superiore 
del corpo. 

Siano: 
2a la distanza orizzontale A 13 (fig. 99) dei due appoggi, 
b la larghezza costante della faccia superiore del solido ossia 

le lunghezze delle basi di lulli i trian goli isosceli costituenti le sue 
sezioni trasversali , 

p la pat' te di peso uniformemente distribuito la quale corrisponde 
all'unità di distanza dei due appoggi, 

z l'ascissa AN corrispondente al centro di superficie di una se· 
sione qualunque , 

tt l'ordiuata NM del punto l\'l di ascissa z appartenente al pro
filo longitudinale della superficie superiot'e del solido, 

U l'ordinata CD del punto D posto nel mezzo del dello pronto 
longiludinale, 

u' le ordinate eguali A E e B F dei punti E ed F delle sezioni 
d'appoggio ed appartenenti pure al profilo della superfici e superiore 
del solido . 

Non essendo le sezioni trasversali del solido simmetriche rispetto 
ai conispondenti assi neutri , ma d'altronde passando il piano di 
sollecitazione per uno dei loro assi principali centrali d'inerzia, si 
può arrivare a risolvere il problema mediante le due equazioni (4) 
congiunte all'equa zione (6). 

Essendo tt la distanza del centro di snperficie di una sezione 
qualunque dalla suJ ba'se, vien espressa da 5v. l'altezza di ques ta 
sezione e quindi i valori di v', v", I ed O sono 

v'== 2 t~, v" == u 

in quilnlo ai valori assolnti del momento inO ettcnle l'· e dello sforztl 
di taglio N, ass urn en ,Jo l'asse delle u positive all 'insù, per la se
zione qualunque 1\IM' trovansi essi espressi da 
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P.=P (az-~z') 

N==p(a-z), 

Sostituendo i trovati valori di v', v", [J., I', N ed O nelle già • ~ i late 
equazioni ( 4) e (6) si ha 

. tt p (a z-1
2
- z! ) 

n"R"- . 
- 3 ' 

- btt3 

4 

nrvR•~ ==p ~a-z) 
-bu 
2 ,1 

dalle quali si ricavano i seguenti valori di u 

2p(a- z) 
u -~-'---~ - 3bn'vRrv 

('lO) 

('11.) 

(12). 

Il primo ed il secondo valore di u indicano che il solido, pet• e!!, 
sere rli egual resistenza alla flessione, deve avere per profilo della 
sua superficie superiore una semi-ellisse AD B; ed il terzo valore 
di u dimostra che il solido, per essere di egual resistenza allo 
scorrimento trasversale, deve avere per profilo della ·sua superficie 
superiore una linea retta passante per il mezzo C delrasse A D. 
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Ponetlllo nelle d uc prime equazioni z =a si trovano general
mente due diversi valori di u ed V maggiore dei due rappt·esenta 
l'ordinata C D= U del profilo della superficie superiore del solido 
nel suo mezzo e quindi anche l'asse verticale dell'ellisse AD B. 

Facendo poi z =O nella terza equazione si olliene l' oedinata 
A E=u' del profilo della supcrtìcie superiure del solido nelle se
zion i d'appoggio e quindi a che distanza dall'origine A la rella E C 
taglia l'asse delle u. 

Eguagliando il secondo memheo dell 'equazione (12) al !'econdo 
membt·o dell 'equazione ( 1 O) o dell 'equ.azione ( 11 ) secondochè è 
quella o questa che dà il maggior valore di u per z=a, e r isol
vendo l'equazione che ne risulta per rapporto a z si ottiene l'a
scissaAG del punto H in cui la retta EC incontra l'ellisse ADB. 
Cosicchè per tutte le sezioni del solido comprese fra A e G le 
ordinale u varieranno come quelle della retta EH, e per tutte le 
sezioni comprese fra H e C le ordinate tt Yarieranno come qut' lle 
della semi· ellisse A D B. Per la parte di corpo posto a dritta della 
sezione di mezzo il profilo sarà come quello già definito per la 
parte di corpo posto a sinistra della stessa sezione. 

Il solido di egual resistenza, di cui già si è determinato il pro
filo della sua superficie superiore presenta al di sotto uno spigolo 
E'H'D'l'F' e consiste esso in una linea spezzata, composta dei due 
tJ·aLLi rettilinei E' H' , I ' F' c dell'arco ellittico H' D'l' la quale si 
costruisce duplicando pçt· una sezione qualunque l'ordinata coni
spondente del profilo della superficie superiore del solido. 

Nella determinazione dei solidi di egual resistenza caricati di 
pesi si può anche tener conto dei loro pesi e così arrivare a ri
sultati che nulla lascino a desidcrat·e allorquando si considerano 
dal Ialo tr.orico. I metodi però che conducono a questi risultati 
rigorosi richiedono calcoli lunghi e difficili inammessihili in pra
tica, pet· cui usano i coslntllori eli tener conto sollanto delle forze 
che nelle circostanze più sfavorevoli devono sopportare i solidi che 
vogliono costrurre lasciandosi guidare dal solo sentimento pratico 
nel fare a dette forze un aumento dirello a non trascurare total 
mente il peso dei solidi stessi. 1\iolti in gegneri suppongono che i 
corpi, per cui vogliono determinnre la legge di variazione delle se
zioni trasversali affiuchè siano di egual resistenza, abbiano sezioni 
costanti di forma eguale a quella prestabilita e di dimensioni che 
loro vengono suggerite dal criterio pralieo e quindi, procedeudo 
come in qneslo num ero si è insegnato , determinano una delle 
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dimensioni delle loro sezioni tra sversali. Consi1ler:H1do i r isul
tati di questa prima operazion e siccome solamente approssima
tivi, è po~si hile de1lurue 1lei più esatti in eomincianrlo il cal
colo col!"aLLt·ibuire a eia senna sezion~ del corpo le Llimensioni 
trovate, e ginngere così ad avere <Il l re dirnen~ioni più o meno 
differenti dalle prime. Col mezzo ùi qu cs le ullime climensioui si 
può insli luire un nuovo ealcolo e così continuare col metodo 
delle approssimazioni snecessive fin chè du e operazioni che :,;i 
succedono conducono pt·esso a poco al medesimo risultato. Ge
neralm ente però l'ingegnere pratico si ac.contenta dei risull::~li ehe 
olliene nella prima 0perazione, e, quanlunqne questo modo rli pro 
cedet·e difficilmente possa essere gi ustifi ca to solto il punto di vista 
teorico, pure senza riserva vien ammesso dai cos truttori, giacchè 
l'esperiema ha ormai dim ostralo che molli solidi di egual rest·· 
slenza così determinati c.om'enienlemenle hanno re:-:istilo a Lutle 
le pro\'e. 

1 i 5. Nozioni gener.<,~ li sul problema avente per oggetto dì 
studiare la flessione e LI stab ilita dei solidi r ettilinei collocati 
su più di due appoggi e caricati perpendicolarmente ai loro 
assi. - Come si vedrà nell'ultimo volume di questo lavoro ~ ul

l'a rle rli fabbri care esponentlo le norm~a segu irsi nel dare pro
ge lli rli eoslrnzioni ci\'i li , strad ali eù idrauli dJC, lo studio dell a 
flessione e cleli a stabilità dei so li di rett ilinei posti su più rli due 
appoggi e caricali perpendicolarmellle ai loro assi costituisce un 
problema il quale, nelle moderne cos truzi oni, e principalmente nello 
stabilimento dei ponti in ferro a più lravale rellilinee, gode di im
portanti applicazioni prati che e la cui risoluzione deve qnindi ri
uscire del massimo in te ressa mento per l'ingegnere costJ·nl.lore. 
Volendosi trovare il momento inlletlente relativo ad una sezione 
qualnnque di un solido disp os to e caricalo, come si è detl.o , im~ 
mediatamenle si presenta una seria diilìcollà, in quanto che le 
reazioni degli appoggi non sono forze le quali subito si po~sano 

conoscere, essend o in sufficienl.e la slalica dei corpi solidi :1lla loro 
determinazion e. Navier, e molti alll'i autori, seguendo l'id ea rh e 
naturalmente si presenta in tale ci rcostanza, ltanno inslituilo un 
cal colo preliminare per o t tenere ques te reazioni, e quindi, co no
scendo così lulte le forze esteriori app li cale al solido, passa ron o 
al ca lcolo dei mom enti inllellenli. Qu esta id ea però non è quella 
che nel mod o il più spedito ed il più semplice conduce all a riso
luzion e del problema. Quando si pongono le equflzioni dilferenziflli 

L'ARTE Di FABBRICARE Il esistenza dei materia/i, ecc. - 'l S, 
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delle cune elastiche secondo cui si dispongono gli assi dell e di
verse parti nelle quali convien immagina r diviso il solido, a seconda 
del numero degli appoggi e del modo d'applicazione dei pesi, si 
introducono in qaeste equazi oni tanto le forze cognite quanto quelle 
incognite; convenientemente integrandole si giun ge ad una serie 
di condizioni nelle qu ali entrano le reazioni in cognite e che unita
mente alle equazioni somrninistl'ate dalla statica dei corpi solidi 
conclncono a determinal'le ; ma siccome tullr le incognite entrano 
iu ciaseuna equazione, ne deriva J'imba1·azzo di un calcolo lungo, 
faticoso e non susceLLihile di pratiche applicazioni . 

L'idea che ebbe l'ingegnere Clapeyron di pl'endere per incognit e 
ausiliarie i momenti iufl ellenti sugli appoggi notevolmente selllpli
ficò la risoluzione del problema avente per oggello lo studio della 
flessione e della stabilità dei solidi rellilinei orizzo ntalmente posti 
su più di due appoggi e caricali di pesi, ed è in questa felicis 
sima idea, dovnta al genio del citalo ingeg nere , che si trova la 
vera sorgente di Lutti i perfezionamenti che in seguito ricevette 
la risoluzione eli qu est'i mportante problema. Clapeyron, assumen do 
per incognite i mom enti inflettenti sugli appoggi, introdusse con
temporaneamente nel c&lcolo gli sfo1·zi di taglio e le inclinnzioni 
rlelle curve elastiche secondo le quali si disponevano gli assi rl ci 
solidi nei medesimi punti; l'in gegnere Berlot per il p1·imo mani
festò l'idea di conservare eome in cognite i soli momenti inlleltenti 
sugli appoggi; e n nova mente Clapeyron, non si sa se guidalo cl ai 
lavori di Berlot o d,ag-li stessi suoi studi ante1·iori , nel 1 857 pre
sentò all'Accademia delle Scienze di Parigi nn 'inleressante memoria 
nella quale, senza introdurre nel calcolo gli sforzi di taglio e le 
inc:linazioni delle curve degli assi dei solidi in corrispondenza dell e 
sezioni cl'appo~gio, fece conoscere il modo di assumere come ineo
gnite ausiliarie i soli momenti inflellenli sugli appog~ i e di prnce
der·e quindi alla loro determinazione. Così facellllo r iesce pos~ihil e 
di stabilire una serie di equazion i rl el primo grado, mollo sempli ci, 
in numero sufficiente per determinare rutti i momenti infletlent.i 
sugli appoggi in ciascuna delle quali non entra no che tre degli 
accennali mom enti. Que~la serie di equazioni assa i facilmente si 
può fa1· risultare dall'impiego di una ~ola e medesima relaz ione 
per tutti i gruppi di due travate successive, la qu11l relazione, ad 
imilazioue ùi f!Uanto fecero gli in gegneri Bertol e Clapeyron , e se
guendo il metodo esposto dall'ingegnere professore B1·esse nella 
prima parte della pregievolc sua opera int:tolata Cotti'S de mcca
nique appliquée p1·o[essé à l' école t"mJleriale des ponts et chaussées, 
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verrà trova ta pel caso di un solido r ellilir1 eo nel suo stato ]H'tmt
ti vo, ori zzontalmente posto su du e appoggi, caricato di pesi e con 
sezione trasversi.l le simm etrica ri spetto alla verticale passante pel 
suo centro di superficie. Il problema così ristretto abbraccia tulli 
i casi ehe si possono presenta re nell a pratica dell ' ingegnere co
struttore, e quindi cr·edo fuor di pro posito il trallare la quistione 
solto un pu nto di vista più ge nerale. 

Gli appoggi hann o un a cer ta lunghezza nell a direzion e parallela 
all 'asse del solido che sostengono, ma nell'in stituire i calcoli si 
amme lle che ciascun o di ess i produea lo stesso effetto a cui si 
arri ve rebbe fi ssa nd o il centro dell a sezi one corrispondente al mezzo 
del l'a pp oggio, cosicchè, non te_nendosi ~o nt o ~i ~ma s!1cie _d'inca: 
slrarnenlo che ha lu ogo sugh appogg i stess t, l accenn ata 1potes1 
co ndu ce a co nsiderare il solido siccome posto in co ndizioni di re
sistenza più sfavo revo li di quell o in cui trovasi in realtà. Nel cal
colHI'e il momento iulletten le p. e lo sfot·zo di taglio N che si pro
du cono nell e dive rse sezi oni trasversali del corpo si suppone in
nanzi tutto che esso sia prisma ti co, ossia di sezi one costante; si 
ammelle in seg ui to che ques ti valori di p. e di N siano qu elli che 
rea lmente si verificherebbe ro nel solido da determinarsi, e si cal-' 
colano le sezioni tt·asversali in modo da aversi in lulle e per 
qu anto è poss ihil e un egual grado di stabilità, ossia in modo che 
il solido almeno approssimativamente si possa dire di eguale re
sistenza. 

11 4. Equazione dei momenti inflettenti su tre appoggi suc
cessivi. - Siano L !\l ed MN (fig. 100) due travale contigue ossia 
du e pat·ti , co1·ri spondenti all ' in te rva llo fra tre appoggi successivi, 
di nn a tr, ve o so lido orizzontalmente disposto, sostenuto in più 
punti, e si chi amin o: 

a' ed a" le lun ghezze L M ed M N ossia le distanze orizzontali dei 
mezzi dei tre appoggi successivi L, M e1l N, 

p' e p" i pesi pet· ogni unit à di lunghezza che gravitano rispet-
tiv fl menl e sull e du e parli L M ed MN, , 

m', m" e m"' i momeuti in!lellenti relat ivi alle sezioni conispon 
denti a~l i flp pogg L, M ed N, 

z' eù u' le du e coordinate L m' ed m'm di un punto qu alunque m 
della curva sceo ndo cui si 1lispone l'asse della parte L M del so
lido dopo la flessio ne, relativame nt e agli ass i coo rdin ati L z e1l Lu·, 
orizzo ntale il primo e dirello seeo ndo l'asse del corpo , verli eale 
il secondo e colla sua par te positiva rivolta all ' insù . 
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Il vnlot·e del momento inflettente p. per la sezione qn~lunque 
in m vien dalo rlalla sommfl dci momenti di tutte le forze applicule 
al solido fra questa sezione e l'eslremi lù di drilla posta dalla parle 
delle z positive. Ora, lulle le forze applicale alla tra\'ata MN ed fllle 
Lt·avate successive danno ciascuna un momento che ammette una 
espressione del primo grndo in z' e quinùi anche la somma di qu esti 
momenti sarà un'espressione del primo gt·ado in z'; il carieo uni
fomJemenlc distribuito lungo m M, Ji valot·e 7/ (a' -z') , villntando 
eorne positivi quei ruomenti che tendono a far· girare da L z verso 

L l 'l 'l ' ( l ')2 - l' ' l u, pror uce 1 momento - 2 p a - z ; e qu1n1 1 1 momento 

inflellenle per rapporto alla sezione qualunque m della lravata L Jì 

· · · A' B' ' 'l ' ' 2 l A' n' ,.~ Il l'l puo espnmere con + z - "2p z , essenr o e ue e co-

~tanti le quali risultano svulgenrlo il qu;~d ralo etl cffetluan ilo il 

d Il' . 1 ' ( l ')2 l' l .. pro otto ne esprcss10ne- "2.P _a-z c raccog 1enr o lnll.tt ter-

mini indipendenti da z' non che quelli che couteu gono la prima 
potenza Ji quest'incognita. Ponenrlo il trovato valore del momento 
inflettente nell 'equazione ('2) tl el numero 106 invece ili p- , si ha 
la seguenle equazione differenziale della curva secondo cui si dis
pone l'asse del solido sottoposto a flessione fra i due appoggi 
L ed M 

d2u -A'+B' , 1 , '2 
e d z2- z - 2p z (1 ). 

Integrando quest'equazione una prima volta e determin:mdo la co

stante in modo che p et: il punto L ossia per _z' = O il ~ 1~ abbia 

nn valore che indica con T', si ha 

, (du'_T') - A' · +!B' ,2 _ ! , ,3 _ 
c d z' - z 2 z 6p z' 

l · l 'f" t'l l d' du' 'l l\.[ l · · e, t: llamalll o ora va ore • d--; per 1 punto n' a cm asctssa 
z 

vale a', risulta 

e (T" - T')== A' rt' + ~ B' a'2 
- ~ p' a'3 (2). 
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Integrando ancora la penultima equazione e determinando la co
slnnle in modo che per il punto L, ossia per z' ==O, sia u ==O, 
si trova 

(a), 

da ll n quale, siccome per il punlo M, ossia per .z== a', si ha u,_:_O , 
:,; Ì ded11 Ce 

T' - 'l A' , 1 B' ' 2 ·1 ' ' 3 
-é -2 et + B et - 24P et (3), 

e, so lll' ile ndo quest'ultima equazione dall 'equnion e (2), risulta la 
S~'g u e nt e eq uazione delerminal.ric.e di eT" 

(4). 

Ponendo ora l'origin e delle ascisse al centro della sezione tras
Ye l·sn le co rrispondente al seco nd o appoggio ìU, il mom ento inflel
lenle per una sezione qu alunque della lravala MN si può esprimere 

A, B" " 'l " ''• l A" B" l Il l . 1 l 1~ on + z - 2r z -, essen c o e 1 e e cos ant1 an a og 1e 

alle costanti A' e B'; e, medinnle ca lcoli in lullo simili a quelli in 
slituiti per trova:·e l'equazione (3), si può arrivare ad ollenere la 
equaz ione analoga · 

'f" - 'l A" , + 1 B" "2 ·t " a" a - < - ~ a 6 a -24 p (5). 

Si elimini T" fra le equazioni ( 4) e (5) e, combinandole per 
somma on de raggiungere lo scopo, si oltiene 

·l A' , + ·lA, " + 1 B' '2+ 1 B" "2 'l , '3 ·l , "3- O 2 a 2 . a -g a 6 a - ·s p a - 24 p a - (6). 

Osservando ora che il momento infletlenle A' +B' z'-~p' :z'2 deve 

prendere rispeltiv<~mente i Vèllori m' e m" pei punti L ed M, ossia 
per z'==O e per z'==a' qnanùo si considera la lravata Ll\'I e I[Uantlo 
è per conseguenza ia L l'or igine delle coo rdinale, si ha 
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A'= m', A'+ B' a'-~ p' a'2 =m", 
"" 

d'onde 

A'=m', 
'1 " l B'- , , m -m 

-2pa+ a' (7). 

Analogamente, siccome il momento infleltente A" +B" z"- ~p!z" 2 

deve prendere rispetlivamente i valori m" e m"' pei punti M ed N, 
ossia pe1· .z" :::::::::.0 e per z":::::::::. a" quando si considera la travata MN 
e quando per conseguenza trovasi in llf l'origine delle coordinate, 
risulta 

\_"-m" 
l -:- ' 

1 m"' -m" 
B" = -

2 
p" a"+ ---:.,--a" 

I trovati valori di A', B', A" e B" si ponga no nell 'equazione (6) 
ed oltiensi allora la seguente equazione fra i tre momenti inflel
tenti m', n{' ed nt"' su tre appoggi success ivi ed i dati t{, et", 

p' e p" 

!-m'a'+ !m" a" + i_ p' a'3 +!m'' a'+ i_p"a"3 + i m"' a"- O 
6 3 24 0 24 6 - ' 

la quale, moltiplicando per 6 e convenientemente raccogliendo i 
termini moltiplicati per m', m", m"' e quelli indipendenti da questi 
momenti, dà luogo alla seguente rimarchevole relazione fra i mo
menti inOettenti su tre appoggi successivi 

m'a'+ 2m" (a' + a") + m"' a"+ j (p' a'3 +p" a"3
) :::::::::. O (8). 

41 5. Determinazione dei momenti inflettenti per le sezioni 
corrispondenti agli appoggi. - Sia n+ i il numero degli ap
poggi Al' A~, A3 , ........ , An_1, An, An+ l (fig. i Of ) sui quali il solido 
trovasi orizzontalmente collocalo e si chiamino: 

aj, a2, aa ..... ... . , an- 1> an le lunghezze delle n travate ; 
Jlj• P<J.• P3• .. ...... , Pn-1• Pn i pesi che g1·avitano sull'unità di lun -

ghezza di ciascuna delle n tra v ate; 
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m1o m2, m3, ....... . , mn_1, m0 , ed m"+ 1 i momenti inflellenti relativi 
alle sezioni le quali corrispondono agli n+1 appoggi. 

Chiaman do Z'1 l'asltssa A-; m/ del eenlro di superficie m1 di una 
sez ione qualunque dell a prima travat n, ed R1 la reazione del primo 
appoggio A~o evid entemente il momento inflellente p1 relativo alla 
detta sezione qualunque, assllfllendo l'asse positivo della u verticale 
e volto all ' iu sù, si può esprimere con 

la lJlHtl relazione fa ved ere che per z1= 0 si ha f-t1 = m1=0 ossia 
che il momen to in fl ettente sul primo i1ppoggio è nullo. 

Analoga mente, se appell ansi zu' la distanza orizzontale An+ t mn' del 
centro di superficie m" tli una sezione q1H1lunque dell'ultima travata 
dal suo estremo An+J> P·n il mom ento inflettent.e n·lativo a questa 
sezione ed R n.f-1 la reazio ne pt·odolla sul solido dall'ultimo appog
gio Au+1, risu!La la relazione 

_
1

J , 1 ,~ 
{J·n- \ n +1 Zn - · 2 P n Zn 

ù;dla quale si deduce che per z/= 0 si ha _.un= mn +1:=0, ossia che 
anche pet· la sezione conisponden te all ' u!Limo <lppoggio il momento 
iuflellentc è nullo . 

Trov;l ti i mom enti in fld tenti m1 cd mn +t relativi <llle sezioni le 
qu<lli corrispondono ;~] primo eri all'ultimo appoggio, per stabilire 
n -1 equazioni f1·a gli n-1 momenti in flettenti che si riferiscono 
all e seziuui le quali in sistono 11gli appoggi intermcdii, si applica 
l'equazione (3) dei tre momen ti inllellenli su tre 11ppoggi successivi 
alla 1 ma eri all a 2d", alla ~da ed alla 5" , all a 5za eù alla 41

\ ••• • • • ••• alla 
(n- 2r· ed all a (n - ·l )'"' , e finalm ente alla (n- ·l y-· ed alla 11"'' 

trava la. No n dim enti can do ehe i momenti m 1 cd m n+t sugli appoggi 
estremi sono nulli , l'applicazione dell ' indicata equazione (3) uel 
modo accennato conduce alle seguen ti n-1 equazioni 
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dalle quali nssa i fa cilmente si possono dedune le n-1 incognite 
1Hz, 11!.3, rn~, , ..• .•. •. , 1nn-2• m11_ 1 ed 1rt11 • 

1 16. Determinazione dei momenii inflettenti per una sezi0ne 
qualunque di ciascuna delle n trave.te in cui resta diviso un so
lido rettilineo orizzont almente collocato su p iù di due appoggi. 
- Questa determinazione riesce della massima fac ilità allorquando 
già si conoscono i momenti inflell enli sugli flppoggi. InfaLLi, con
sidenmdo un a travat a qualunque L M ((tg. 102) ca rica la <ii nn peso 
costante p su ogni unità della sua lunghezza , e ponen1lo l' origine 
dell e coordinate all' es trem ità sinistrn L del suo asse coll'asse posi
tiYo dell e asc isse z passa nte per l'altro est remo M e coll'asse ·clel
l'orflinale positive volto all'insù, gi à si è visto (nnm. 114) come il 
momento intleLLenle ,u. relativo ad una sezione qualunque di questa 
travala si possa esprimere con 

c, chiamanflo m' ed m" i momenti infleltenli relativi alle sezioni 
dei due appoggi limitanti la delta travala eli lunghezza a, si ha 

A==m', 

per· modo che il valor·e di p. diventa 

Consitlernnclo ora una tra ve sosten uta da n+ i appo 3gi , rite
nendo le denominazioni giù stall ilile nel precedente numero per 
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quanto concerne alle distanze degli appoggi, ai momr.nti inflettenfi 
per le sezioni che ad essi conispondono, ai pesi uniformeniente 
distribuiti, ed o~servando che per la 1m• Lravata m'=m1=0 ed 
m"=rn.2, che per la 2d• lraval.a m' = m2 ed m"=m3, che per la 
5za m' = 1n3 ed m" = m4, ... ..... , che per la (n-1 r· Lravata m'=mn-t 
ed m" = J11

0 
e fin almente elle per nm' Od ultima lravata m' =mn 

ed m"= m" +t= O, i valori fl·ll fi.2 , [l-a • ........ , {J·n-J e 1'-n dei momenti 
inOettenti relativi ad una sezi one qHalun LJ Ue di ciascuna delle n 
lravC~ t e, a partire dCII la prima posta a si nistra (fig. 1 01 ) ed andando 
ordinatamente all ' ultima, ammettono le espressioni 

nelle quali le ascisse .Z10 .z2, z-3 , .... .... , Z0 _ 1 e Z 11 hanno rispell.iva
mente le loro ori gini nel centro della sezione con·ispondente al
l'appoggio di sinist ra di ciascun a travata ossia ne\ punti A1, At, 
Aa, .. ...... , An-t ed An. 

11 7. Determinazione degli sforzi di taglio in una sezione 
qualunque di ciascuna delle travate di un solido rettilineo oriz
zontalmente collocato su più di due appoggi. - Si consideri 
una tra va la qu alunque interm edia L M (fig. 102) e di questa 
lrélvnta unn sua sezione qualunque in m il cui centro abbia 
per ascissa L m'=.z. Lo sforzo di tagli o corrispondente alla della 
sezione evidentemente è la somma nlgebrica di tnt.te le forze ap
pli eale al solido a diritta dell a stessa sezione fìno alla sua estre
mità, e sia ~P ernesta somma. Se una di ques te forze com
ponente la somma ~P vie n indicata con P e se la distanza del 
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suo punto d'applicazione dall'origine L è b, essa per rapporto al
l'asse neutro della sezione falla iu m produce il momento P (b-z); 
c1uimli la somma algebrica dei momenti di tutte le forze la cui 
somma algebl'ica costituisce lo sforzo di taglio corrispondente alla 
sezione passante pe1· m vieu espressa da ~ P (b-z)=~Pb-z~P; 

e siccome la somma di qu esti momenti deve fare il momento in
Jiel Lente l'· relativo alla detta sezione, si ha 

Quest 'equazione,· differenziata per rapporto a z, dà, per essere :S P 
e ~ p b indipeudenti dall'acceuuata variabile, 

ossia che lo sforzo di taglio in una sezione qualunque di ciascuna 
travata ha per espressione il coefficiente differenziale per rapporto 
a z dell'espressione del momento inflellente relativo alla medesima 
travata con tutti i segni cangiati. 

Ciò premesso, chiamando rispettivamente N1, N2, N3, ........ , Nn-t 
ed Nn gli sforzi di taglio relativi ad una sezione qualunque della 
i m', della 2d', della :5"", ........ , dell'(n-1t" e del nm• travata eri
teuendo le denominazioni già dale nel precedente numero ai mo· 
menti infleltenti , si avranno le seguenti semplicissime equazioni 
tlelerminatrici delle espressioni degli sforzi di Laglio 

N,=-ddEJ-t, 
Zt 

.N _ d EJ-t 
12- - d-, 

Zz 

N
_ d[J-a 

l a-- -d ' 
Za 
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H 3. Determinazione delle reazioni degli appoggi.- Vogliasi 
trova re la reazione R p•·odotta con tro un solido prism atieo da uno 
qualunqne degli appo ggi i quali orizzontalmente lo sostengono, e 
sia in M ( fi.g. 100 ) quest'appoggio. Co nsiderando nel solido due 
sezioni infinitamente vici ne alla sezione d'appoggio, una a destra 
passa nte pe•· M', l'altra a sini stra passante per M", e chiamando 
rispettivament e N' ed N'' gli sforzi rli laglio in elette sezioni, sic
come gli sforzi eli laglio valgono le somme algebriche eli lulle le 
forze che trovansi npplicate al solido a dirilla delle sezioni a cui 
essi si riferiscono, se si indica con ~p qu es ta somma pe1· la se
zione passante pel punto M' posto a diritta dell'appoggio M, si ha 

N"==R+~P. 

Sottraendo la prima di qur-sle equ azioni dalla seconda SI deduce 

R==N"-N', 

ossia che la reazione di un appoggio qualunque non è altro che 
la differenza degli sforzi eli ta gli o di due sezi oni infinitamente vi
cine all 'appoggio e poste, l'una a sinistra e l'altra a destra del me
des imo. 

Ciò premesso se , nel caso di un solido rellilineo orizzontal
mente collocalo su n+i appoggi e forman ti quindi n travate, si 
chiamano 

H~> H2, R3, . ....... , Rn ed Rn+t le n+ i reazioni prodolle rispetti
vame nte dal 1 mo, dal 2do , dal 5"0

' ........ , dal nmo e dal (n+ 1 )mo 
appoggio, 

N/ , N; , N3', ........ , Nn' gli sforzi di laglio relativi a sezioni infi
nitamente vicine ai detti appoggi ed a dritta dP. i medesimi, 

N/', N/', ........ , N3" ed Nn" gli sforzi di tnglio per sezioni infini
tamente viein e agli stessi appoggi ed a sinistra dei medesimi, si 
hanno le seguenti equazioni determinatrici delle reazioui 

• 
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i t 9. Rappresentazione grafica dei momenti inflettenti rela
tivi alle diversè sezioni di un solido rettilineo orizzontalmente 
collòcato su più di due appoggi. - Esst:ndo MN (fig. J03) una 
qualunque delle p<~tti o lravate' in cui un !:olid'o t·ettilineo orizzon-
1 nlmenle- collocato !iiU tt+ i appoggi rimane diviso dagli appoggi 
slPssi, ponendo l'origine delle coordinate nel centro M ùella sezioue 
corrispondente all'appoggio di sinistra, assumendo orizzontale e 
verso destra l'asse po!:itivo della ascissa .z, verticale e volto al
J'insù l'asse positivo delle ordinale u, tssendo A e B due costanti 
c p il peso uniformemente distrihuito su !UN e cotTispondenle al
l"nnilà di lunghezza, si sa (nurn. fU) che il momento inflellente 
fl· relativo ad una sezione qualunque della parte MN di solido vien 
espresso da 

(1). 

Oril, varianrlo questo valore di fl· da sezione a sezione col va1·iat·e 
rli .z, dando a .z diversi valori si possono ollenere i cotTisponùenti 
valori di 1'- e quintli si può costrurre una curva avente per ascisse 
i valorì attribuiti all'incognita z e per ordinate u i corrispondenti 
va l ori di 1'-· Questa curva rappresenta ser.dndo qual legge nriano 
nella pat·te di solido compresa f1·a i due appoggi successivi M ed N 
i momenti inf1.ettenti delle diverse sezioni ed imporla nella pratica 
di conoscere d1e curva è e come trovasi disposta. 

T1·asportando lutti i termini dell 'equazione (i ) nel primo membro 
si ha 

~p z2 + 1'-- B.::-- A=O .. (2) . 

Essendo quest'equazione del seeoudo grado fra le ascisse ;; e le 
ordinale fl· non può rappresentare che un ellisse, od un iperhole, 
otl una parabola, e, siccome è zero la differenza fra il qnatlralo 
•lei coellieiente del prodotto e-z ed il quadruplo del prodotto dei 
coefficienti di .u-~ e di zt, rappresenta essa una p a t· a ho la. 

Per trovare.;ome è disposta li:l pa1·abola rappresentata thlll'equa
zione (2) e quindi auche dall 'equazione (I), suppongasi traspo rtata 
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l'ot·igine degli assi coordinali consei'Vando agli asl'i medesimi le tli
rezioni primitive. Chiamando h e k due indelel'fninale, z' ed p.' le 
coordinale di uu punto qualunque della parabola, si ha 

z= z'+h 

[1-=p.'+k, 

per cui l'equazione (2) diventa 

~p z'~+(p h- B) z' +~ph~+p.'+k-Bh- A=O; 

e, determinando le due quantità indicate cou h e k in modo tla 
ottenere l'equazione della parabola sollo la forma più semplice e o l 
porre 

SI Otli t: llt! 

J1h - B=0 

~ph2+k-Bh-A=0, 

B 
h=. 

p 
(:3) 

(4), 

Questi ri~ultati fanno vedere: che i nuovi assi , essenrlo paralleli 
agli assi primitivi e quindi ortogonali, passano pel vertice della 
parahnl:1; che l'ascissa e l'ordinata tli (IUesto vertice rispello a!,(li 
assi M z t: d ~fu sono rispell.ivilmt:nle i valori tli h e di k t! ati 
dalle equnioni (5) e (4); ehe l'asse della curva è verticale; e che 
il parametro della medesima, indipendente dalla distanza degli ap
poggi M ed N è tlipentlenle soltanto dal peso uniformemente ripar-

tito sulla parte di solido che fra essi e.;iste, è ~-
p 

La uolata indipendenza del parametro della parabola, le cui ot'· 

dinate rappresentano i momenti inflcltenti per le diverse sezioni 



-286 -

di una qualunque delle tra vaLe, porta a conchiudet·e: che p et· il 
caso in cui il peso uniformemente ripartito è lo stesso per tulta 
la lunghezza del solido basta descrivere una sol volla la parabola 

9 
di parametro :, tagliarsi un'apposita sagoma ed adattarla suecessi-

fi 
vamente fra gli appoggi in modo che il suo vertice coinci1la col ver-
tice relativo alla travala che si considera, determinato colle formale 
(3) e (4), ed in modo che il suo asse abbia una direzione perpendi
col:ue alla retta che segna la distanza dei due appoggi; che per il 
caso in cui il peso uniformemente ripartito non si mantiene lo stesso 
per tutte le Lt·avale, senza però essere diverso pet• tulle le accen
nate parti, basta procurarsi solamente tante sagome paraboliche 
quanti sono i delli pesi diversi. 

Le curve paraboliche, come ACB, le cui ordinale perpendicolari 
all'asse M:.z rappresentano i momenti inflellenti relativi alle sezioni 
determinate dalle ascisse contale dall'origine l\i e corrispondenti 
alle dette ordinate, chiaramente dimostrano come generalmente in 
ciascuna travala il momento infletlenle debba cangiare di segno, e 
come, assumendo l'asse positivo delle u verticale e volto all'insù 
e per verso dei momenti po!'itivi quello che tende a fat· andat·e l'asse 
M z sull'asse 1\'Iu, il momento inflellente debba generalmente essere 
negativo per le sezioni comprese fra l'appoggio di sinistra 1\1 ed il 
punto D in cui la parabola dei momenti incontra l'asse 1\iz, di
ventar positivo per le sezioui comprese fra i pnnti D ed E in cui 
la della parabola incontra per la seconda volla l'indicato asse delle 
ascisse e nuovamente diventare negativo per le sezioni comprese 
fra il punto E e l'appoggio di deslr·a N. Pei tralli MD eli EN le 
fibre del solido le quali subiscono allungamenti sono quelle com
prese fra la sua superficie superiore e lo strato delle lìhre inva
riabili; nel tratto DE trovansi distese le Uhre comprese fra la su
perficie inferiore del solido e lo strato delle fibre inv<Jriabili; ed 
in coni~pondenza dei punii D eli E la curva secondo cui si è dis
posto l'asse del solido nell'intervallo fra i due appoggi M ed N 
cangia di curvatura, cosicchè, essendo convessa verso l'asse delle 
z fra M e D e fra E e1l N, diventa concava verso lo stesso asse 
fra D ed E. Le posizioni poi di questi ultimi due punti i quali, 
consitlerati sull'asse del solido, costituiscono due punti d'inflessione 
si ollengono eguagliando a zero l'espressione del momento inOet
tente per una sezione qualunque della pilrle di soli1lo posta fra l\1 
ed N e cercando i valori particolnri Z' e Z" di .z che soddisfano a 
quest'equazione. 
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L'ordinata C C' la quale corrisponde al vertice della parabola dei 
momenti A CB rappresenta il massin:o momento inflettenle. Il va
lore dell'ascissa M C'= Z"' che co1'1jsponde a questo momento mas
simo ed il suo valore /'·m non sono all1·o che i valori ùi h e di k 
dali rispellivamenle delle equazioni (5) e (4); e, essendo rispetti
vamente m' ed m" i momenti inflellenli sui due appoggi M ed N. 
si ottiene il maggior valore assoluto dei momenti inflettenti che si 
verilieano per le sezioni della travata M N nel più grande dei tre 
valori assoluti di /'·m• m' ed m". 

120. Rappresentazione grafica degli sforzi di taglio relativi 
alle diverae sezioni di un solido orizzontalmente collocato su 
più di due appoggi. - Partentlo ùall'espressioue generale del mo
m~nlo inflettenle in una sezione qualunque di qualsiasi travata 1\f N 
(fig. t05) 

A B 
1 • v= + z- 2p z- , 

facendone la prima derivala per rapporto a z (nnm. 1 t 7) e can
gianrlo in essa i segni si trova la seguente espressione generale 
dello sforzo di taglio 

N==-B+p z. 

Qu est:~ equazione dimostra che, assumendo gli sforzi di taglio come 
ordinale di un:~ linea di :~scisse :t, essi variano r.olla legge Ctllla 
quale vari;mo le ordin:~le della retta la quale, riferita ai due assi 
Mz ed Mtt, taglia l'asse delle tt a distanza -B dall'o1·igine ~I e 

l'asse delle z a distanza ~- Ora ~ rappresenta, come si è tro\':~to 
p p 

nel precedente numero, l'ascissa del vertice della parabola ossia 
l'ascif;sa di quella sezione cui corrisponde il massimo momento in
flrtlente, cosiechè la retta le cui ordinale rappresentano gli sforzi 
di t<1glin si costruisce portando sull'asse delle tt la lunghezza - B 
da M i n F eù unendo il punto F col punto. C'. 

Eviclenlernente lo sforzo di laglio di maggior valo1·e assoluto, per 
una travata qualunque come MN, hfl luogo in una delle due sezioni 
d'appoggio e per quella la quale maggiormente dista tlal punto C', 
ossia dal centro della sezione cui conisponde il momento inflel· 
tenie rappresentato dall'ordinata 1lel vertice della parahola dei mo" 
menti , 
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i 21. Calcoli per io stahil ìmenfo ci i una t ~·ave orizzontalmente 
sostenuJa in qu<Attro punti. - Siano A~> A2, Aa ed A4 (/ìg. i04) i 
quallro appo~gi, la dislauza orizzontale fra l'appogg io A1 e l'a p· 
poggio A2 suppongasi eg uale alla di stanza orizzontale f1·a l'appoggio 
Aa e l'appoggio A4, il peso uniformemrnte distri builo sulla Lravata 
A1 A2 si assuma eguale a quello pure uniformem ente distribuilo sulla 
travat a A0 A,., e si chiamino: 

a1, ai ed eta le tre distanze orizzontali A1 A2, A2 Aa ed AaA4, 
p1 , p2 e Pa i pesi per metro corrente posti ri spellivarnenle da A1 

in A2, da A2 in Aa e àa Aa in A,,, 
m10 m2, ma ed m4 i momenti infletleuti relativi all e sezioni del! ;:~ 

tt·ave le quali conispondono ai mezzi dei qualtro appoggi At. A2 , 

Aa ed A4 , 

fl· ~> 1'·2 e (1·3 i mom enti inflellenti relativi ad una sezione qualun que 
dell a prima lravata A1A2 , della seconda lravata A2Aa e della terza 
travala AaA4, 

Z/, Z2' e Z3' le ascisse dei p11nli d'i nflessione D1, D2 e Da più vit:iui 
alle rispettive origini A1, A2 ed Aa, 

Z1" , Z/ e Z3" le ascisse dei punti ù'iuflessione E1 , E2 ed Ea più 
lontani dalle accennale origini, 

Zt', Zt' e Za"' le ascisse X~C/~ A2 C/ ed A3C:( dei centri eli su 
perficie delle tre sezioni, ciascuna dell e quali travasi int ern1 edi :1 a 
due appoggi a cui, in ogni trava ta , corrisponde il valor massimo 
del mom€nlo inflellente, 

fl·tm• f'·2m e f'·am i valori degli or indi cati momenti inllellenti mas
simi, 

N~o N2 ed N3 gli sforzi di La gli o relativi ad un a sezione qualunqu e 
della primfl, della seconda e dell fl terza travala, 

N/, N2' ed N3' gli sforzi di lflg lio in sezioni infini tamente vicine 
agli appoggi e poste alla loro tlirilla, 

N1" , N/ ed Na" gli sforz i tli taf4lio in ~ezioni pure inonilamenle vi
cine agli appo(rgi, ma poste sulla lo•·o sinistra, 

R0, H1, H2 ed Ra le quall.ro rea zi on i protlotte da gli appoggi co ntro 
la Lt·ave . 

Piirlendo dall 'eqnazione dei l re mom enti inflellent.i snlre :1ppoggi 
Rllccessivi, ossia diill'cquaz ion e (G) del numero 1 H, (lpp li ciindo 
ques t' r.quazione, prima pH gli appoggi A~> A2 ed A3 sopportanti la 
prima e la seconda tr:1vnla e quintli per gli appoggi A2 , Aa ed i\4 

corrispondenti alla seconrla ed alla terza travata, eli osservando che 

• 
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i momenti infleltenti m1 ed m4 sul primo e sull'ultimo appoggio 
(num. H 5) sono nulli, si hanno le due equaziolili 

m2a2+2 m3( a2 +a1) +i (p2 a23+P1 a13) ==0, 

dalle quali si olliene 

_ _ (p1a/+p2a23) (a2+2at) 
m2-m3-~ 4(4at2 +8atas+3a/) 

Per ottenere le espressioni dei momenti {1-1> p.2 e p.3 basta osset·
vare che l'et'pressione generale del momento inflellt>nle p. per una 
sezione qualunque di una travata qualsiasi cat·icala del peso p per 
ogni unità della sua lunghezza a ed a cui conisponde il momento 
inflellenle m' sull'appoggio di sinistra ed il momento inflellente m" 
sull'appoggio di destra, è 

essendo 

A=m', 

e rappresentando z la distanza del centro di superficie della sezione 
qualunque dal centro di superficie di quella sezione la quale r.crri
sponrle al mezzo dell'appoggio dt .sinistra della travala. Nel caso pa•·
ticolare proposto si ha: p et· la prima travata A1 A2 

m'==mt==O, m"==m~ 

A==O, 

e quindi 

L'AliTE DI FAilURICA RE. Resistenza dei ma teriali, ecc. - l g. 
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per la seconda travata A2 Aa 

A=m2, 

d'onde 

per la terza travata A3 A, 

A=m;, 

per cui 

Eguagliando a zero le tre esp1·essioni dei momenti inflettenti p.1 , 

p~ e p.3 si hanno le equazioni del secondo grado 

I due valori di z1 dati dalla prima di queste tre equazioni rappre
sentano rispetlivamenle le ascisse Zt' e Z/' dei punti d'inflessione 
D1 ed E1 nella p l'ima tra va la; si ha 

Z/=0, 

e l'essorc nullo il valore di Z/ accenna come nella prima Lravala 
siavi un sol punto d'inflessione ossia che uno dei due punli di 
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inflessione viene a trovarsi nel centro di superficie della sezione del 
solido la quale conisponde al pt·imo appo!!gio. Le due radici che 
vengono somministrate dalla seconda delle tre ultime equazioni 
non souo ali ro che le ascisse Z/ e Z/'· dei punti d'inflessione n t ed 
E~ nella seconda travata e si ha 

Le due radici a cui si arriva risolvendo la terza delle tre equazioni 
del secondo grado sono i due valori delle ascisse Zs' e Z/' dei 
punti d'inflessione D~ ed E3 nella terza travata , e veugouo essi 
dati da 

e chiat·amenle <~ppare come nell'ultima lravala, analogamente a 
quello che si verificfl dalla prima per essere Z/' =a1 , esiste un sol 
punto d'inflessione ossia che il punto d'inflessione E3 viene a coin
cidere col centro di superficie della sezione del solido la quale cor
risponda all'ultimo appoggio. 

Per trovare le ascisse Z/", Zt' e Za"' dei centri di snperficie 
delle tre sezioni poste rispell.ivamenle nella prima, nella seeonda e 
nella terza travata ed alle qnali corrispondono i momenti in!lettenti 
massimi , basta osservare (num. i i 9) che esse sono dale dai rap-

pot'li ~ che alle medesime convengono, per cui traendo partito dei 
p 

valori di B e di p già trovati in questo numero nel formare le espres
sioni dei momenti inflettenti (1-1> f'-! e 1'-3, si ha 
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In quanto ai momenti massimi fl·tm• fJ·2ru. e fJ·sm si possono essi ot
tenere sostituendo rispellivamente invece di Z 11 z2 c z3 i valori or 
trovati di Z/", Z!'" e Z/" nelle espressioni generali già calcolate 
dei momenti inflellenti fl- 1, [J-2 e p.3• Osservando però (num. t t 9) che 
in modo generale trovansi espr·essi i delli momenti massimi da 

Bt A · .. f 'l ·1 l l l d . f . l -
2 1+ , nesce pm acr e 1 oro ca co o quan o st acetano i va ori 

p 
che pr·entle quest'espressione per ciascuna travala traendo partito 
dci valori di A, B e p già declolli pet· ottenere le espressioni di p.1, 

1'-2 e l'-3· Così procedendo si trova 

Per quanto spetta agli sforzi di ta glio in una sezione qualunque 
di una Lt·ave orizzontalmente collocata su più appoggi, già si è detto 
(num. t t 7) come essi vengano espressi dai coeffieienli differenziali 
coi segni cangiali delle espressioni dei momenti inflellenli relativi 
alle travate per cui si considerano gli sforzi di taglio, presi i detti 
coefficienti differenziali per rappot'lo alle ascisse z. Segue da eiò 
che nel presente caso particolare si ha 

N 
1 m. 

1 = - 2 p.~ a.~ - a~-+ P-t Zt ' 

l valori degli sforzi di ta glio N/ , N/ ed Ns' in sezioni infinita
mente vicine agli appoggi e poste a. dritta degli appoggi stessi si 
ottengono ponendo zero invece di Z1, di z! e di Zs nelle espressioni 
or ora trovate di Nh N~ e1l Ns. pet· cui 
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l valori degli sforzi di taglio N1 " , N2" ed N3" in sezioni pure infinila
rnenle vicine agli appoggi e poste alla loro sinistra si deducono an 
cora dalle espressioni di N1 , N2 ed N3 facendo rispettivamente in 
esse z1=a~o z2=a2 e z3=a3=au per cui 

Finalmente, conoscendosi i valori di N/, N2' , N3' , N/' , N/' ed N/', 
torna facile il trovar·e ( nn m. l 13 ) le reazioni l\1 , R2 , R3 ed R4 dei 
qnaLLro appoggi, ed i lor·o valori sonò 

i 22. Risultati dei calcoli instituiti. per lo stab1limento di una 
trave orizzontalrr.ente collocata su quattro app oggi in un caso 
particolare. - Sia uua Lrave come quella considerata nel prece-
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dente numero e , t•itenute tutte le denolllinazioui che nello stesso 
numero vennero stabilite, abbiasi : 

P t== i 900Cg' 

I~e incognite da detet·minarsi sono : 
i " I momenti iuflettenli m1, m2, m3 efl m4 sugli appoggi : 
2° I momenti inflellcnli l'· ~> fl-i e f'-a relativi ad una sezione qua

lunque di ciascunn delle tre lravate; 
5" Le ascisse Z/ e Z/ ', Z2' e Z/' , Z3' e Za" dei punti d'infles

sione; 
4• Le ascisse Z/", Zt' e Z/11 dci centri di superficie delle tre 

sezioni cui corrispondono i momenti inflettenti di valor màssimo; 
5° I valori /'-tm• fJ-1m e fl-am degli ot· indicati momenti inflettenti 

massimi; 
6° Gli sforzi eli taglio NH N2 ed N3 relativi ad una sezione qua

lunque di ognuna Jelle tre lravale; 
7" Gli sforzi di taglio N/ ed N/', N2' ed Nt , N3' ed N," in se

zioni infinitamente vicine agli appoggi; 
l.l" Le reazioni R1, l\2, l\3 et.l R4 dei qualtro appoggi. 

Tutte queste incognite si calcolano sostituendo i dati valori di a1 , 

a%• p1 e p2 nelle formole che vennero trovate nel precedente nu
mero, ed ecco i risultati a cui si aniva, raccolti nelle due tavole 
che immediatamente seguono, la pt·ima delle quali contiene quanto 
si riferisce ai momenti infletlenti e la seconda quanto si riferisce 
agli sforzi di taglio . 
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NUMERO ' 

D'ORI)INE 

degli 

1 appoggi 

l 

l o 
l 

2. 

3. 

4. 

TAVOLA contenente i principali risultati relativi ai momenti -inflettentì 
---- - -- ---- --- -

l 

ASCISSE 
MOMENTI NUMERO ESPR ESSIONI GENERALI 

ASCISSE dei 
INFLETTENTI D'ORDINE dei MASSIMI MOMENTl 

dei punti CENTRI DELLE SEZIONI 

sugli delle li O li ENTI INFLET T ENTI di INFLETTENTI 
d'in llessioue massimo momento 

appOg i i tra va te in ciascuna travata 

l 
l 

iuftettente i 
l 

l l m 
m,=O l fL• = 28345 ;~; , - 950 z,• t z.'=O 

111 

t • Z,"' = 14,88 ,u, ... = '2 l t4 43 
Z,"=29,R4 

flh= -2084579 
~ Z.•'=I I, IS 

2• f'•= - - 2084579 + 2 1 9~80 .;:,-2950 z,• Z•"'= <"7,20 fL!N = t 9977 48 
Z•"= 63,22 

m•=-2084579 

l l U=34 ,24 
3• .''3= - 2084579 +93407ls- 950 -ia• Z•"'= 49,20 }-' im ='21 \ 44 3 

m;=O U '=64,08 

l l 

l 

l 

l-,:) 
<.:> 
e.n 
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NUMEI:tO 

D'ORDINE 

delle 

tra vale 

f 

t • 

2• 

3• 

tAVOLA contenente i principati risultati relativi agli sforzi di taglio 
-~ ------ - - --

l ASCISSE 
ESPRESSIONI GE.'<ERALI NUMERO 

DEl PUNTI SFORZI DI TAGLIO REAZIONI 
DEGLI SFO RZI DI TAGLIO D'ORDINE 

in cui in sezioni infinitamente vicine degli 
in degli 

gli sforzi di taglio agli appoggi APPOGGI 

ciascuna travala appoggi 
sono nulli 

l Cg Cg 
m l N/=-28345 !" R, =28345 

N,= -28345+ 1900 Zr Zr 111=14,88 
Nr 11 =93407 

2• R,=3l2887 

N,=-219480+5900.::z Z•"'=37,20 
~ N•'=-~19480 

N,"=2!9480 
3• R3=312887 l Nl=- 93407 

N3=- 93407 +- 1900 Zs Z•"'=49,20 
N•"=2834 5 40 R4=28345 

-l 

---

l 
1:-:J 
<:Cl 
~ 
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Mediante gll elementi che trovansi marcati nelle tabelle date, 

riesce della massima facilità il passare alle costruzioni grafiche di 
cui in moùo generale si è padato nei numeri 1 J 9 e 1 '20. Tt·acciata 
una retta orizzontale 00 (fig. 104) rappresentante il piano orizzon
tale da cui superiormente sono terminati gli appoggi, in una con· 
veuiente scala si collochino gli assi dei detti appoggi alle distanze 
che loro corr·ispondono fissando così i punti A1 , A2, A3, A4 . Si co
struisca dopo una conveui ente scala grafica per la valutazione dei 
momenti inflellenli sul cl i segno, e sulle ve1·ticali determinate dai 
dclli punti A1 , A2, A3 ed A4 al di solto dei punti stessi si po1·t.ino le 
lunghezze A2 B2 ed A3 B3 contenenti rispellivamente tante unità prese 
sulla scala dei momenti inflel.lenti quante sono unità nei numeri che 
danno i valori dei momenti m2 ed m3• Servendosi della scala già 
adottata per fissare le posizioni degli appoggi si portino i valori delle 
ascisse Z/, Z2', Z3', Z/', Zt e Za" dei punti d'inflessione, non che 
quelli delle aseisse Z/", Zt ' e Zt' dei centr·i 1lelle sezioni cui cor
rispondono i momenti massimi. Con ciò rimangono determinati 
sulla orizzontale O O i punti A1 , A2, A3, A4 , E1 , D2, E2, Da, C/, C2' e 
Ca'; elevando per questi ultimi tre punti altreltanle perpendicolari 
alla O O e prendendo su esse le lunghezze C/ Ci' C2' C2, Ca' Ca lunghe 
rispettivamente tante unità prese sulla scala dei momenti infleltenli 
quante sono unità nei valori dei momenti inflettenti massimi l'·im• 
f1-2m e l'·am si trovano i vertici C1, C2 e Ca delle parabole le cui ot·di
nate rappresentano i momenti inflellenti, e così si può dire: che per 
la parab0la relativa alla prima Lravata si conoscono i quatlro punti 
Al, Cl, E1 e B2 ; che per la parabola relativa alla seconda travata 
t'ono noti i cinque punti B2, D2, C2, E2, e Ba; che per la parabola 
relativa alla terza Lravata si conoscono i quattro punti B3 , D3 , 

Ca ed A4 • Attribuendo alle ascisse z 1, .z 2 e z3 che trova n si nelle 
espressioni dei momenti inBettenti 1'- l• p.2 e 1'-a registrate nella quarta 
colonna della prima delle due tavole dale, si possono trovare altr·e 
ordinale delle parabole, portar a posto le asr.isse mediante la scala 
delle distanze, le ordinate mediante la scala dei momenti inflellenti 
e così coslun·e le del.le curve per punti. Osservando che per le para
bole dei momenti (num. 119), di cui già si conoscono i parametri, 
sono anche nole le posizioni dei vertici e le direzioni degli assi i 
quali sono verticali e ri,'oll.i all'ingiù per le parti che attraversano 
le curve, torna anche facile il costrurle coll'iulersecazione di archi 
di circolo determinando prima fuochi e dir·ettrici. Generalmente 
però riesce più spedito in pratica il disegnarsi sopra carla con~ 

sistente, qual è la buona carta da disegno, le parabole i cui para-
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mett·i sono il Joppio dell'unità divisa per i pesi corrispondenti al 
l'unità di lunghezza delle travate diversamente cariche, e pt·ocu
rarsi così tante sagome quante sono le dette travate. Nel caso 
parlicolare considet·ato bisogna dunque desct·ivet·e le due parabole 

d. . 2 2 . l' l Il l d 1 parameln - e - e rttag tare a carta su a qua e vennero e-
P! P2 

scrillc secondo le parabole stesse. La sagoma della parabola di 

parametro ! adallata sul disegno in mo<lo che il suo vertice 
P! 

eoincitla col punto cl e che il SllO asse sia nella direzione cl C/ 
permette rli tracciare la parabola A1 C1 E1 B2, e la medesima sagoma 
serve alla descrizione cieli' altra parabola DaDa Ca A~ quando si di
sponga in modo che il suo vertice coiucida con Ca e che carla nella 
direzione C3 Ca' il suo asse. Per descrivet·e la pat·abola di mezzo 

D~ D2 C~ Et Ba serve la sagoma della parabola di parametro ;!. I punti 

estremi d'appoggio A1 ed A4, le estremità n. e B, delle ordinate 
rappresentanti i momenti inflettenli relativi alle sezioui corrispon
denti agli appoggi intet·medii erl i punti d'inflessione sono eddente
mente allrettanti punti che servono a controllare l'esattezza del 
tracciamento délle parabole con sagome. 

Pet· quanto spella alle rette le cui ot·dinate rappresentano gli 
sforzi di taglio, ecco in qual modo si possono esse desct·ivere sul 
Jisegno. Nell'espressione di N1 pongasi z 1 ==O , nell'espressione di 
N2 si faccia z2 ==0 ed in quella di Na si metta z3 ==0; i valori di 
N P N2 ed N a che allora risultano si possono ritenet·e siccome rap
presentanti le ordinate delle indicate t•ette in conispundenza delle 
sezioni della trave poste sui mezzi dei tre appoggi A1 , A2 ed A3 e 
qniudi pot·tando rispettivamente queste ordinate in una conveniente 
scala in A1 bi' A2 b2 ed A a b3 si ha tlll punto p et· ciascuna delle tre 
rclle le cui ot·dinate rappresentano gli sfot•zi di laglio in ognnna 
delle travate. Unendo il punto b1 con C/, il punto b2 con C2', il 
punto b3 con C/ e pt·olungando le rette da essi determinate fino 
alle verticali passanti pei punti A2, Aa et! A1 , risultano in b1 C/ [2, 

b~ C2' {a e baCa'{4 le relte le cui ordinale rappresentano gli sforzi di 
taglio. 

Nella pratica importa genet·almente di conoscere solamente i 
valori assoluti dei momenti iulletl enli e degli sforzi di taglio, e 
quindi per prendere da una sol parte dell'orizzontale O O tntle le 
ordinate che rappresentano i momenti inflettenti e pure da una sol 
pat·tc quelle che rappresentano gli sforzi di taglio si usa di ripor· 
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tare le parti di pat·abola che cadono solto la orizzontale O O, come 
le ElB 2 D2 ed E2 B3 D3, al di sopra in ElU

2
'D2 ed E2 B3'D3, e di se

gnm·e le parti delle rette che cadono sopra la detta orizzontale, 
come C/ {9, C2' { 3 e C3' { 4• al di solto in C/ {2' , C2'/~' e Ca'{/ 

125. Determinazione di una delle dimensioni di una sezione 
trasversale qualunque di un solido rettilineo collocato su più 
di due appoggi. - Da quanto si è dello sulla resistenza dei so
lidi rellilinei ot·izzontalmente posti su più di due appoggi e cari
cati di pesi risulta che pct· tulle le lot·o sezioni trasversali si pos
sono conoscere i mom enti inflPtlenli p- e gli sforzi eli Laglio N, sia 
dcdncemloli numericamente dalle espressioni dei momenti inOet
tent.i e degli sforzi di taglio per ciascuna tt·avala, sia con!'ideran
doli come ortlinale, pet• rapporto alla orizzontale su cui vcnnet·o 
segnale le distanze degli appoggi, di archi parabolici e di linee 
t'elle , i pt·imi disegnati al di sopra e le seconde tracciate al di 
solto di della orizzontale. Essendo nola la forma della sezione 
trasversale, in funzione delle quantità date che ad essa si riferi
scono e della dimensione che vuolsi determinare si possono espl'i
mere le distanze v' e v" delle fibre maggiormente allungale e di 
qnelle maggiormente accorciale dall'asse neutro, il momento di 
inerzia I della sezione pure rispello all'asse neutt·o e la superficie 
O della sezione stessa. Di più sapendosi di qual materia è costi
tuito il solido, si possono dit· noli i coefficienti di rollura R', ll" 
ed H'v pet· estensione, per compressione e per sconimento tras
versale eù i relativi coefficienti di stabilità n', n" r.d n'v, opptll'e i 
coefficienti di snervarnento Q' , Q" e Q" cogli adalli coefficienti di 
stabilità m', m" ed m". Ciò premesso , si determina la dimensione 
incognita di una dali1 sezione mediaute le equazioni di stabilità del 
numero 95, oppure con quell~ del numero 92, ed applieandone due 
sole (num. 1 09) oppure tutte e tre secondochè la sezione del solido 
è simmetrica o disirnmetrica rispello al suo asse neutro. 

124. Equazioni delle curve elastiche secondo cui si dispon
gono gli assi delle diverse travate di una trave orizzontalmente 
collocata su più di due appoggi. - Essendo M N (fi,q. i 05) una 
travata qualunque sostenuta da due appoggi distanti orizzontal
mente di MN=a, chiamando p il peso distribuili) in modo costante 
su ogni unità della sua lunghezza, ri!ppresentando T la- tangente 
trigonometrica dell'angolo che la tangente alla curva secondo cui 
si dispone l'asse della lrave in M fa coll'asse Mz preso corrie asse 
delle ascisse, A e B due costanti, o il momento di flessibilità, z ed u 
le due cool'dinate del cenli'O di supel'licie di una sezione qualunque 
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della travata che si considera, col ragionamento che venne tenuto 
al numero ! !4 per dedurre le equazioni (a) e (5), si possono sta
h il ire le equazioni 

Moltiplicando la seconda di queste equazioni per z e quindi sol
lritendo)a dalla prima si deduce l'equazione 

r. h e è appunto l'equazione domandata, e nella quale si possono in
trodurre i momenti inflellenli m' ed m" sugli appoggi .l\'1 ed N in· 
v cee di A e di B, giacchè per le relazioni (7) del cilato numero f f 4 
si ha 

A=m', 

F d f 
1 Il' . J' . . 1 ~ ace n o u = e z = 2 a ue espressiOne 1 eu si olt1ene a saetta 

f nel mezzo della travata, e dopo fatte tutte le riduzioni vien essa 
data- da 

ARTICOLO Il. 

E'le•lilone pt•oìlotlft nel •olit.li rèlllllnel IÌd ro.-~e 

pa••allele ai loro tt••l· 

f 25. Come può avvenire flessione in un solido prismaticò 

sotto l'azione di una forza parallela al suo asse . -Allorquando 
un corpo prismatico t1·orasi solto l'azione lli una forza T' che tende 
ad allontanare (fig . f 05) , oppure di una forza T" che tende ad 
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avvicinare ((!g. i 06) la sezione C D per rapporto alla sezione vicinis
sima AB, se le dette forze sono pat·allele all'asse del solido senza 
coincidere con esso , avviene che le fibre nè si allungano, nè 
si accorciano tntle di quantità eguali, e talvolta persino succede 
che alcune si allungano ed altre si accorciano. Segue da ciò che la 
sezione C D più non si conserva parallela alla sezione AB e che 
quelli'l, supposta piana anche dopo la deformazione e trasportata in 
C t D t, prende nn doppio movimento di translazione e di rotazione 
rispetto a questa. II piano in cui trovavasi la sezione C D prima 
della defot·mazione vien incontrato dal piano in cui essa si tras
porta dopo la deformazione, e la linea secontlo cui quest'incontro 
avviene costituisce l'as.~e neutro della sezione C D. Se la delta intcr
sezione trovasi nel corpo, alcune fibre si allungano, alcune altre si 
accot·ciano, e quelle che per essa vengono a passare non subiscono 
nè allungamenti, nè accorciamenti. Se la stessa intersezione c;~de 

fuori del corpo è segno che tutte le fibre trovansi allungate nel 
caso espresso dalla figura i 05, eri accorciate in quello rappresen
tato dl}lla figura i 06. In un solido prisma ti co adunque sollecitato 
da una forza parallela, ma non coincidente col suo asse, analoga
mente a qLwnlo succede per la flessione prodolla Pei prismi da 
fot·ze pe1·pendicolari ai loro assi, ha luogo rotazione di una sezione 
qualunque rispello ad una sezione infinitamente vicina, per eia
senna delle sezioni del corpo esiste un asse neutt·o, e quindi si ve
rificano dei falli in Lutto analoghi a quelli che si manifestano nella 
flessione quale venne studiata nel precedente articolo. 

Che le sezioni primitivamente piane siano anche piane dopo la 
deformazione, che le fibre si comportino come allretlanti piccoli 
prismi isolati non aventi alcuna aderenza fr~ di loro e che in uno 
stesso corpo omogeneo il valore del coefficiente di elaslicilà long-i
Ludinale sia lo stesso tanto per le fibre allungale quanto per le filil'e 
accoreia le, sono le ipotesi che servono di base allo studio della 
flessione prodolla nei solidi prismatici da forze parallele, ma non 
coincidenti coi loro assi, ed i risultati a cui si at•riva sono suffieiell· 
temente esalti per la pratiea finchè le forze estrinseche non supe· 
rano quelle capaci rli produrre lo suervamento nel corpo cui tro· 
vansi applicate. 

i 26. Equazioni d'equilibrio fra le· forze astrin!lèche è le f'0r'ze 
molecolari che si sviluppano in una sezion retta qualunque di 
un corpo prismatico ed omogen_eo sotto l'azione di una fòrta 
parallela al suo asse; centro di tensione. - Essendo AB e C D 
due sezioni trasversali infinitamente vicine ft·a di loro (jig. i 1 O) ed 



30~-

appartenenti ad un solido p1·ismatico il quale trovasi sollo l'azione 
di una fol'Za T'che, supposta applicata secondo l'asse zz', ten1le ad 
allontanare la seconda sezione dalla prima, si può dire ·: che la se
zione C D, portandosi in C1 01 , subisce relativamente alla sezione 
AB un movimento di translazione ed un movimento di rotazione 
attorno ad un asse situato nel suo piano e proiettato in o!; che 
questi due movimenti tendono soltanto ad allungare o ad accor
ciare le fibre del co1·po; che non vien provocata la resistenza allo 
sconimenlo trasversale; e che in tutta l'estensione della sezione 
C D, rappresentata in vera forma e grandezza nella fi gu1·a C'E' D' F', 
non vie n provocata che l'elasticità longitudinale con allungamento 
di tutte le fibre, oppure con allungamento di alcune e con accor
ciamento di alcune altre a seconda della direzione della forza T' e 
della posizione del sno punto d'applicazione. Le equazioni d'equi
librio fra la forza T' e le forze molecolari che si sviluppano nella 
sezion retta qualunque CD si deducono con un procedimento in 
tulto analogo a quello che già venne seguito al numero 88, trala
sciando però quella che si riferisce allo scorrimento trasversal e, erl 
ecco un'esposizione succinta e spedita del modo di arrivare a qneste 
equazioni. 

Si indichino con ul, O, x , y, v, l, V, 'f, e, 1', I" ed E le quantità già 
designale coll e stesse lellere nel citato nnm e1·o 88, e si chiamino 
m erl n l'ascissa G'K e l'onlinala K H' del punto d' incont1·o H' 1lella 
forza T' col piano della sezione CD, nella quale vennero CJssunti per 
assi coordinali gli assi principali centrali d'inerzia .x G' x' ed y G' y' 
della figura C' E' D'F'. 

Ragionando come al numero 88 si trova : che 

v=ycos ~+xsen ~ (1); 

che la tensione soppol'lala dall'elemento di fibra ab ha per espl'es
sione 

Ew (V+ v)e. 
l ' 

che il momento di questa forza rispetto all'asse delle x è 

E 
(V+v) e 

()) l y; 
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che il momento della medesima fot•za rispetto all'asse delle y vale 

E 
(V+ v)e 

w l x; 

e che le equazioni d'equilibrio si riducono a 

:EEw (V ~v)B -T'==O, 

(V+v)B , _ 
:EEw l y-T n-0, 

'<'E (V + v)e T' -o 
~ w l x - rn- , 

la prima delle quali esprime che è zero la somma algebrica delle 
f01·ze parallele all'asse del prisma, la seconda che deve essere zero 
la somma dei momeuti delle forze estrinseche e delle forze mole
colari rispetto all'asse principale x G' x', e la tet•za che deve essere 
zet·o la somma dei momenti dell e stesse fot·ze rispetto all'asse prin
cipale yG'y'. 

Soslituenrlo nelle ultime tre er1uazioni il valore di v dalo dalla 
(i ), rammentando che il punto G' è cenlt·o di superficie della fi gu ra 
C'E'D'F' e che gli assi coordinali x G' x' ed yG'y' sono assi princi
pali centrali d' in erziil, si ollengono, a motivo delle semplificazioni 
di cui venne dal.a ragione al numero 33, le seguenti equazioni ùi 
equilibt·io ridotte alla loro forma più semplice 

(2). 

Il punto H' pel quale necessariamente passa la risultante di tutte 
le azioni molecolaJ'i, giacchè esse fanno equilibrio alla forza data 
T', chiamasi centro di tensione. 

i 27. Determinazione dell'asse neutro. - La delet·minazione 
dell'asse neutro U'U' (fig. HO) si farà cet·cando l'an golo xGU = f 
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dell'asse della x colla retta U U a1l esso parallela condo! l a p el renlt'o 
di superficie G' della sezione C'E'D'F', e trovando il punto 0/ 
oppure il punto L in cui la t'ella o' o/ perpendicolare oppure la 
relta l li facente un dato angolo con U U incontra l'asse neutro 
domandato. 

Per ollenet·e l'angolo · ~ divi dasi la terza delle tre equazioni (2) 
del numero precedente per la seconda e si ottiene 

d'onde 

l" nt r tang~= n ' 

I ' m 
tang~= 1-,, n 

(1). 

In questa fot·mola invece dei momenti d'inet·zia I' ed l" si pos
sono mellere i raggi di girazione b e a della su perfide C'E' D' F', 
il primo rit'petlo all'asse xG' x' ed il secondo rispetto all 'asse 
y G' y', per cui essendo 

risulta 

(2). 

m 
Osservando ora che - esprime la tangente tl'igonometrica del-

n 
l'angolo KH'G'=H'G'y agevolmente si comprende come, chia
mando piano di sollecilaziune il piano determinato dall'asse del 

prisma e dalla forza sollecitante, il rapporto '!!!: altro non sia che 
n 

la tangente dell'an golo che ai numeri 38 erl 89 venne indicato 
con rp, e come per conseguenza, in conformità di quanto si trov1ì 
al citato numero 89, l'asse neutro debba essere parallelo alla tan
gente MT all'ellisse centrale d' inerzia nel punto in cui vien essa 
incontrnta dal piano di sollecitazione o, in altri termini, nel punto 
1\'1 in cui la della ellisse vien incontrata dalla rclla che unisce il 
punto G' col punto H'. _ _ _ 

Per trovare la distanza G' O/= V dell 'asse neutro dal centro di 
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superficie G' dividasi per l' la seconJa e pe1· I" la terza delle già 
cilate equazioni (2) òel numero precedente, si elevino dopo al qua
drato e si sommino i risultati. Così procedendo si trova 

d'onòe, estraendo la radice. quadrata ed osservando che cos9 ~+ 
sen2 ~ = i, si ricava 

(3) . 

Questo valore di E ~ si sostituisca nella prima delle equazioni (2) 

del precedente numero e si ricavi il valore rl ella distanza V la 
quale rimane allora «leterminala in funzione delle quantità cognite 
m, 11, Q, l' ed l" mediante l'equazione 

v 1 
(4) , 

oppure mediante l'equazione 

(5), 

quando nella (4) si pongono per I' e per I" i loro valori in (un
zione della superficie Q e dei raggi di gir·azione a e b. 

Invece di trovare il punto 0/ dell 'asse neutro mediante la di
stanza G' O/ = V che esso ha dal centro di superficie G', si può 
delemlinare il punto L in cui il detto asse incontr·a il pt•olun ga
meuto della retta G' H' che unisce il punto G' col punto H' . Perciò, 
chiamando 

<p l'angolo l\fG' y, 
U la domandata lunghezza G'L, 
Ui la lunghezza rl ella rella H' G' e 
p la lunghezza G' M del semi-diametro dell'ellisse centrale d' inerzia 

L'ARTE DI FABBIUCAR E. Resistenza dei materiali, ecc. - 20. · 
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coniugato dal diametro HS parallelo alla direzione l\'l T dell'asse 
neutro, 
si ha dal triangolo rettangolo G' 0/ L in cui l'angolo G' L 0/ vale 
l'angolo H'G'U =90" -rp+tj; 

v 
U= ( Jf . cos o/-'1' 

Ponenrlo in quest'equazione il valot·e di V dalo dalla (5) ed osser
vando che dal triangolo t'eltangolo H' K G' si ha 

risulta 

il qual valore di U, per essere 

cos(tp- tj;) = cos tpcos tj;+ sen f sen tj; 

sen tj; = -~g_t__ = b~ sen f 

Jl 1 + lang2 tj; Jla4 cos2 <p+b4 sen~ tp 

si riduce a 

a~b2 'l 
u == a~cos~tp+b2 sen~f uj. 

Ma, essendo a e b i due semi-assi principali G' a e G' b dell'ellisse 
cenl.rale d'inerzia, e 'P l'angolo che il semi-diameLt·o G' M= p fa col 
semi-asse principale Gb b nella cui direzione venne assunto l'asse 
delle y, si ha 
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per cui il valore di U prende la semplicissima forma 

(6). 

Si può anr,he ottenere un'espressione della distanza G' 0/ = V 
del cenlt'O di superficie G' dall'asse neu tro U' U', semplice quanto 
quella di G' L= U, nel sel!uenle modo. Dai Lt'iémgoli H' h' G', l.\'1 m G' e 
G' 0/L si ricavino risp ellivamcnle i valori delle ipotenuse G' H' 
=Ut, lY~f p e G'_L_ U in funzion e ùell'nngolo H' G'U = 90'-~ 

+~e dei cateti H' h'=VP l\'lm=G e G' O/=V. Così facendo si 
ottiene 

U --~L-' 
i- cos (~- ~)' 

G 
p=cos(~-~)' 

u- v 
- cos (~- ~)' 

e sostituendo questi valol'i di Ui, p ed U nell'equazione (6) risulta 

(7). 

Le equflzioni (i) e (2) trovate in qnesto numero danno la di
rezione dell 'asse neu tro, ed un suo punto si trova mediante una 
delle equazioni (4), (5), (6) e (7). 

12 S. Tensione in qualsiasi punto di qualunque sezion retta ; 
tensione media. - Si consideri sempre la sezion rella C D (fig. 
HO) e vogliasi l'espressione della tensione q riferita all'unità di 
superfieie nel sno punto b' distante della qu<1nlilà b' q= v dalla 
retta U U condolla pel centt·o di superficie G' parallelamente all'asse 
neutro U'U' e di coordinale G'p x e p b'= y. 

L'elemeuto di fibra ab, lungo primitivamente l , solto l'azione 
della fot·za T' subisce l'allungamento b bj, il qnale per esset·e b G 
=bq=v e GO~=-G' O/=Vvien espressoda (V+v)e,giacchèbb, 
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si può consiJeJ'(Ire siccome un piccoli~simo a1·co di cil·colo di rag
gio v+ v e chiudente r angolo c o l cl cui corrisponde l'arco e di 
raggio eguale all'unità. Segue da ciò che l'espressione di q ( nu· 
mero i2) è 

la quale, dopo d'avervi sostituito il valore 1li E ~che ricavasi dalla 

prima delle equazioni (2) del numero i 26, si riduce a 

T'( v) q= Q 1+y ('1). 

Con questa equazione, determinnta la disLlllza V con una delle 
formole del numero pre1~edenlc, si può trovare la tensio ne q rife
rita all'unità di superficie in un punto qualunque b' distante 1lella 
quantità b' q= v dalla retta U U par·allela all'asse neutro U' U' , ecl 
allribuendo a . v il segno + oppure il segno-, secondo che si ri 
ferisce ad un punto come b' posto da quella parte della rella UU 
dalla qnal e esiste l'incontro H' della forza terulente T' col piano 
della sezione CD oppu•·e dalla parte opposta, il valore di q rap
presenta una tensione qnanrlo risulta positivo, ed una tensione ne
ga tiva ossia una pressione qunndo riesce negativo. 

Si possono anche trovare altre espressioni della tensione q in 
un punto qualunque b' della sezione CD e fra lulle merita in 
ispecial modo di essere co nsidera ta qnella che è funzione delle 
coordinale x ed y di detto punto. Se dalla prima delle equazioni 

(2) del numero i26 si ricava il valore di E~· sostituendolo nella 

seconda e nella terza di delle equazioni, immediatamente si dedu
cono i seguenti valori di cos y; e di sen y; 

nVQ 
cos~==I' ' 

mVQ 
sen ~ == -

1
, -- , 

i quali sostituiti nell'equazione (1) tlel citato numero 126 condu
cono a trovat·e 

(
n m ) v =V Q rY+f'x . 
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Questo valore di v s1 ponga nell'ultima espressione di q, la IJUale 
di venta 

(2), 

od anche 

(3), 

quando invece dei momenti I' ed I" si pongono i loro valori ri
spettivi bz Q ed a2 Q espressi in funzione dei raggi di girazione. 
Alle quantità m, n, x ed 'Y si devono dare i segni che loro con
vengono per rapporto alle posizioni che occup<tno rispetto ugli assi 
cool'(linati; e.d allora, come già si è dello in questo ntm1er•o, rap
presenta una tensione un valor·e positivo ed una tensione negativa 
o pressione un valore negativo di q. 

Volendosi trovare il valore di q per l'elemento di fibra media, 
ossia per l'elemento di fibra pass<wle pel centro di superficie G', 
bisogna fare v = O nell'equazione ( 1) oppure x= O ed y =-O nel
l' equazione (2) , e chiamando allora q l il valore pàrticolare che 
prende q, risulta 

ossia che l'elemento di fibra me d i a sopporta la stessa tensione 
qualunque sia il punto d'applieazione della forza T', la qual ten
sione è ciò che chiamasi tensione media. 

129. Allungamento subìto da un elemento di fibra qualunque; 
allungamento subìto dall'elemento di fibra media; deviazione 
della sezion retta del prisma. - Considerando l'elemento di fibra 
ab (fig. HO) eompreso f1·a le due sezioni AB e CD, l'allungamento 
b bl = z dal medesimo suhìto si può esprimere (num. 12) con 

_ qull_q l 
z- Eu)- E' 

essendo E il coefficiente di elastir.ità, l la lunghezza del detto 
elemento, w la snpel'ficie della sua sezione trasvel'sale e q la ten
sione riferita all'unità di superficie , che il medesimo sopporta. 
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Il valore di .z rappresenta un allungamento oppure un accorcia· 
mento (allu ngamento negativo) secondo che trovasi preceduto dal 
segno + o dal segno -- . 

Volendosi trovare l'allungamento GGi == z i subito dall'elemento 
di fibra media HG bisogna porre nell 'espressione di z quel va
lore particolare qi di q che corrisponde a v==O (numero !28) e 
risulta 

ossia che I' elemento di fibra media subisce lo stesso allungamento 
come se la forza T' fosse nou solo parallela, ma proprio diretta 
secondo I' asse del p1·isma. 

Trovandosi sol! o l'azione della forza T' il prisma di cui AB e 
CD sono due sezioni vicinissime, e supponendo che la sezione C D · 
sia invariabile di posizione, dopo la deformazione il piano C D passa 
in Cl Di, e si tratta di avere l'espressione analitica dell"angolo 
COl Ci = y. Si m'servi perciò che l'asse neutro , ossia lo spignlo 
dell'angolo diedro che vuolsi valutare, è parallelo alla rella U U 
e r.he dista da questa reLLa di 0/ G' = O i G =V, che l'allungamento 
G Gi subito dall 'elemento di fibra media è il valore di zi or ora 
trovato e che dalla figura GOt Gi, che si può risguarùare come un 
triangolo rettangolo, si ha 

z 
tangy==+ 

!50. Resistenze riferite all'unità di superficie opposte dalle 
fibre maggiormente allungate e da quelle maggiormente com
presse. - L'equazione (1.) del numero !28 può essere scritla 

e da essa immediatamente risulta: che la tensione sopportata in 
una sezion rella qualsfasi da UIHl fibra qualunque, la qnal tensione 
costituisce la resistenza che essa fibra oppone, è proporzionale alla 
sua distanza V + v dall'asse neut1·o; ch e le fibre maggiormente di
stanti dal detto asse sono quelle che sopportano la maggio1· tensione 
riferita all'unità di superficie; che vi suno soltanto fibre sopport<mti 
una maggior tensione positiva quando l'asse neutro in uua sezione 
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qualunque cade fuori del corpo considerato; e finalmente che esi
stono alcune fibt·e le quali sopportano una maggior tensione po
sitiva ed alcune a!Lt·e che sopportano una maggior tensione nega
tiva, ossia una maggiore pressione, quando l'asse neutro trovasi 
nell'interno del corpo. 

Ciò premesso , considerando il caso rappresentato dalla figura 
H O in cui l'asse neutro U' U' cade nell'interno del corpo , e chi a· 
mando 

Qi la tensione riferita all'unità di superficie , sopportata da quel 
elemento di fibra il quale, trovandosi per rapporto all'asse neutro 
da quella stessa parte in cui esiste il centro di tensione, maggior
mente dista dall 'asse neutro medesimo, 

Q2 il valore assoluto della tensione, ossia la pressione pure rife
rita all'unità di superficie, sopportata da quel elemento di fibra il 
quale, trovandosi per rapporto all'asse neutro dalla parte opposta 
a quella in cui esiste il centro di tensione , maggiormente dista 
dal dello asse, 

v'la distanza dell'elemento di fibra cui corrisponde la tensione Q1 

dalla rella U U condolla p el centro di superficie G' parallelamente 
all'asse neutro, 

v" la distanza, assunta come positiva, dell'elemento di fibra cui 
corrisponde la pressione Q2 pure della retta UU, 
e ritenendo che le lellere Q, V e T' abbiano i significati che alle 
medesime già vennero attribuiti nei precedenti numeri, si ha (nu
mero 128) 

T'( v') ol =Q 1 +v 

t3t. Condizioni ed equazioni di stabilità. - Una volta deter
minala la tensione riferita all'unità di superficie che sopporta la 
fibra maggiormente allungata e la tensione negativa o pressione, 
pure riferita all'unità di superficie, che sostiene la fibra maggiot·· 
mente compressa, affinchè il solido vet·amente si possa dir stabile è 
necessario che queste resistenze siano inferiori a quelle che corri
spondono allo snervamenl.o per estensione e per compressione, per 
modo che, nell'ipotesi che si conoscano i coefficienti di snerva
mento Q' e Q", il primo per trazione ( num. 14 ) ed il secondo per 
compressione (num. 51), si hanno le conùizioni ùi stabilità 

' 
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- 1 + -- < Q' T' ( v') 
Q v 

T' ( v")/ " Q -1+-v , Q' 

le qnali, chiamando m'ed m" due coefficienti di stabilità, il primo 
conveniente per la resistenza all'estensione (num. :14) ed il secondo 
adallo per la resistenza alla compressione (num. 51 ) , facilmenl" si 
traducono nelle seguenti equazioni di stabilità 

T'( v') Q 1+-y ==m'Q' 

T' ( v") o- --1+-y ==m''Q". 

Quanrlo invece dei coeffir.ienti di snervamento Q' e Q" sono noti 
i coefficienti di rollura R' ed R" (nnm. 17 e 54) , il primo relativo 
all'estensione ed il secondo relativo alla compressione, invece delle 
equazioni di stabilità che or ora vennero stabilite, convien adottare 
le due 

T'( v') Q 1+y- ==n'R' 

nelle quali n' ed n" sono due coefficienti di stabilità i cui valori 
vanno assunti colle norme che vennero dale ai numeri 18 e 40. 

i 5'2. Linee di egual tensione; posizioni diverse dell'asse neu
tro quando il centro di tensione varia; superficie centrale di 
una sezione. - Per lnlli i punti d'una linea qualunque EF (fig. HO) 
tracciata nella sezione C'E'D'F' e par·allela alla retta U U eorrdolla 
pel centro di superficie G' in direzione dell'asse neutro U'U', non 
variando la disL<mza v, il valore della tensione q riferitél all'unità 
di superficie, come chiaramente lo dimostra l'equazione (t) del 
rJumero t 28, si conserva costante. Per questa ragione tulle le relle 
condotte iu una data sezione parélllelamente - al suo asse neutro 
chiamansi linee di egual tensione ; la loro direzione è conosciuta 
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a prwrt come quella di U U quando è dato il punto d'Hpplicazione 
H' tlel forza T', giacchè questa direzione, coniugala di G'H' nel
l'ellisse centrale d'inerzia, non è altro che quella della tangente 
a quest'ellisse nel punto posto su G'H'. 

Se il centro di tensione H' varia di posizione partendo dal cen
tro di superficie G' ed indefinitamente allontanandosi sulla dire· 
zione dd raggio vettore G' l1 , la dirrzione delle linee di eguale 
tensione pe1· quanto evidentemente risulta dal già detto non can
gia; ma lo stesso non succede della posizione dell'asse neutro la 

cui distanza dal centro di superficie G', espressa da V =~
2 

(num. 
j 

1.27), va1·ia dall'infinito fino a zero. Così, allorquando il punto H' è 
assai vicino al punto G', l'asse neutro incontra la G' o' ad una 
grandissima dist.anza, la quale progressivamente diminuisce e di
venta nulla quando il punto H' siasi allontanato indelinitamt•nte. 
Segue da ciò che, nnll'ipolesi di spostamenti del centro di tensione 
lungo la l'ella A a (fìg. 1.07) di necef:silà vi devono esistere due 
sue posizioni particolari a ed a' per cui ciascuno dei due assi neutri 
corrispondenti non abbia che un punto comune colla sezione Lras
versille dala. 

Se per il centro di supe1·ficie G' si immaginano condotte, oltre 
la retta A a, tante altre rette B b, C c , D d, ........ e determinale 
sulle medesime le coppie dei pnnti ~ e W, y e y', Ò' e rJ', ........ 
analoghi ad a e ad a' , unendo tutti questi punti si ottiene un 
contorno il quale limita una data parte della superficie della se
zione proposta, e questa superficie così limitata è quella che chia
masi superficie centrale. Il contorno rlella snperficie centrale è una 
linea la quale facilmente può essere costl'Ulla per una dala sezione, 
ed ecco il metodo pe1· procedere alla sua determinazione tanto 
nel caso di una sezione limitata da una linea poligonale, quanto 
in quello di una sezione limitata da una linea curva. 

Essendo AB CD (fig. 1 03) la sezione poligonale per la quale vuolsi 
determinare la superficie centrale, G' il suo centro di f:upertìcie, 
x x' ed yy' gli assi principali dell 'ellisse cenlrale d'inerzia ed aba'b' 
quest'elli~se, si conducano alla medrsima le due tangenti l\1T ed NT 
la prima parallela <~l lato AB e l'altra pflrallela al Ialo A D. Egli 
è evidente che, stando il centro di tensione nell'interno dell'angolo 
MG'N, le linee di egual tensione avranno una direzione compresCl 
fra quella delle accennate tangenti, poichè tale è la direzione che 
pnò avere una tangente qualunque all' ellisse in un punto fra l\'1 ed 
N. Segue da ciò che le linee di egual tensione corrispondenti ad 
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un centro di tensione posto nell'interno del dello angolo contem
poraneamente tagliano le direzioni dei due lati AB cd A D, e che se 
l'asse neutro incontra il perimetro ABCD in un sol punto, questo 
non può essere che un punto comune alle due direzioni AB ed A D 
e quindi il vertice A. Ciò premfsso , chiamando X ed Y le due 
coordinate note del punto A rispetto agli assi x x' ed yy' , ç e 1.i 

quelle del centro di tensione ed esprimendo mediante la formola (5) 
del numero 128 che la tensione è nulla in A, si ha 

('l)' 

la qual equazione, essendo di primo grado fra ç e u e dovendosi 
applicare fa· a le posizioni G' 1\'J e G'N del raggio vettore a tutti i 
centl'Ì di tensione posti sul contorno della superficie centrale, fa 
vedere che nell'angolo M G' N la superficie centrale deve essere 
terminata dalla retta per cui si conoscf l'equazione fra le sue co
ordinale ç e 1.). A ciascun vertice del perimetro della sezione pro
posta corrisponde un'altra rella nel contorno della superficie cen
trale, e l'assieme di tante retle, eguali in numero al numero dei 
lati del perimetro della sezione poligonale pet· cui si cerca la su
perficie centrale, costituisce il perimetro dal quale questa super
ficie trovasi contorniata. 

Quando la sezione di cui vuolsi trovare la superficie ci:mll'ale è 
limilala da una linea curva qualunque, una volla determinalo il 
suo centro di superficie G' (fig. 109) e tracciata l'ellisse centrale 
d'inerzia ab a' b', si incominci dal tirare in essa una corda c d, si 
divida per mezzo in e e si conduca la retta AB determinata dal 
punto G' e dal punto e. Fatto questo, al contorno della sezione 
proposta si conduca la tangente CD parallela alla corda c d e quindi 
anche parallela alla tangente all'ellisse centrale rl'inerzia in r' si 
determini il punto d'incontro E di quella tan gente con AB e si 
misurino G' ( = p e G' E = U. Tra p, U e la distanza Uj del centro 
di tensione corrispondente all'asse neutro C D dal punto G' si ha 
la relazione (num. 127) 

(2), 

per modo che, conoscendosi p ed U, rimane determinata la distanza 
Uj la quale , portata da G' in a su quella delle due parti in cui 
la AB è divisa dal punto G' che non è incontt·ata dalla tangente 
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CD al contorno della sezione propo~ta , somministra nel punto a 
un punto della curva limitante la superficie centrale. Conducendo 
per G' altre rette ed operando su esse come si è fatto per rap
porto alla AB si po'ssono trovare, come si è trovato il punto a, 
quanti altri punti si vogliono e quindi tracciare il contorno della su
perficie centr·ale. 

Una volta determinata la superficie centrale per la sezion retta 
di un dato prisma si può dire: che tutte le sue fibre si allungano 
quando il centro di tensione cade entro la superficie centrale; che 
tulle le fibre si allungano pure, ma che ne esiste una posta sulla 
superficie laterale del solido che non si allunga nè si accorcia, 
quaudo il centro di tensione è sul contorno della superficie cen
trale; e che vi sono alcune fibre che si allungano ed alcune altre 
che si accorciano quando il centro di tensione trovasi fuori della 
suprrfide centrn le. 

! 53. Problemi sulla determinazione della superficie centrale. 
- l. Determinare la superficie centrale per una sezione rettangolare 
AB C D (fig. 111 ) i cui lati A n e H C sono rispettivamente m e n. 

Tir;:~ndo le due rette x x' ed yy' le quali dividono per mezzo i 
lati opposti si ollengono in esse gli assi principali centrali d'inerzia 
e nel loro incontro O risulta il centro di superficie della sezione 
proposta. La superficie Q ed i momenti d'inerzia I' ed 1'' , il primo 
rispello all'asse xx' ed il secondo rispetto all'asse yy', ammettono 
i valori 

O==mn, I,_ 1 3 

-i2mn' 
'l l"==r2nm3

, 

per cui i quadrati dei raggi di git·azione a e b risultano 

l" 1 
a2- _ m2 

-n--12 ' 

Siccome la sezione di cui vuolsi trovare la superficie centrale 
è un quadrilatero, anche quest'ultima deve avere forma quadr·ila
tera, e per trovare nn sno Ialo, per esempio quello corrispondente 
al vertice A, non si ha che da sostituire nell'equazione (J) del 
precedente numero i trovati valori di a2 e b2 non che le coordi-

nale dell'accennato vertice le quali sono rispettivamente X=-~ m 

ed Y ==-~n. Così procedendo si trova l'equazione 
-" 



5!6 

\) ~ -+-==1 n m 
6 6 

la quale evidentemente rappresenta la retta che congiunge il punto 
- 1 1 -- -

E col punto F presi in modo che OE sia 6 n = 6 B C c che O F 

. 1 1 A'B I . d l' l . l' f . d l' sw 6 m== 6 . n Ciascuno eg 1 a tn tre ango 1 ormat1 ag 1 

assi coorrlinati x x' ed y y' passanti pel centro O del rettangolo si 
tt'overà nna retta collocata in una posizione simile, e quindi ne 
deriva che la superficie centrale è un p<1ralellogramma i cui vertici 
dividono le mediane LM e ÌIT in tre parti eguali. 

II. Determinare la superfìcie centrale per una sez ione circolare di 
t·aggio OA=:I' (fig. 112). 

Per questa sezione i dne momenti rl'inerzia I' ed l '' sono eguali e 
vengono essi dati da 

1'-l"- 'l 4 _ - :r rrr . 

Segue da ciò che i due raggi di gir·azione a e b sono pm·e eguali, 
che i loro quadrati trovansi espressi da 

e che l'ellisse d'inerzia è un circolo di raggio~ r. 
S'immagini ora condolto nel circolo dato il diametro qualunque 

AB e cerchi si il centro di tensione D su questo diametro in modo 
che il suo estt'emo B sia il punto per cui passa l'asse neutro 
corrisponrlent e, il quale, dovendo essere parallelo alla tangente in 
C alla circonferenza del circolo d'in erzia sarà perpendicolare al tlelto 
diametro e quindi tangente alla circonr<~ renza della sezione pro
posta. Per·ciò sì adopera l'equazione (2) del precedente numero 
facendo in essa 
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e si ottiene la distanza Ui = O D ponendo 

p2 1 
Ui:= U = 4r. 

Quest'espressione di ui è indipendente dalla posizione del diametro 
AB e le due quantità p ed U che in essa entrano sono costa n t i , 
per modo che la superficie centrale è un circolo di raggio O D 

1 1 -== 4 r=40A. 

III. Determincwe la sttpet·fìcie centrale per una corona circolare di 
raggio inlerrw OC =t·' e di t'aggio esterno OA= r" (fig. 115). 

I due momenti d'inerzia l' ed l" sono eguali fra di lot·o, e lo stesso 
avviene pei due raggi di girazione; si ha 

e quiuJi l'ellisse d'in.et•zia è un circolo di raggio ~ Vr"2+r' 2 gra

ficamente rappre~entato dalla retta O G detet·minata col tirare la 
retla E F e col dividerla per metà in G. 

Coudolto ora un diametro arbitrario AB si osservi che 

U=OB=r" 

c che per conseguenza il valore di ui ' somministrato délll 'appli
cazione dell'equazione (2) del numero precedente, è .. 

Questo valore di U1 , dipendendo solamente dai raggi r" ed r' i 
quali sono costanti, è pure costante e quindi la superficie centrale 
è un circolo. 

Se lo speswre della corona circolare è assai piccolo si può assu
mere r' = r" ed allot·a il ra ggio della circonfet·enza che limita la 

superlìcie centrale diventa ~ 1·" . 
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i 3 4. Solidi prismatici compressi da forze parallele ai loro 
assi. - Allot·quaudo la forza T" (fig. 106 ) la quale sollecita un 
corpo prismalico non secon1lo il suo asse ma sihbene in una dire
zione a questa parallela, supposta tt·asportala parallelamente a se 
stessa fino a passare pel dello asse, tende ad avvicinare la sezione 
qualunque CD alla se~ione vicinissima AB, precisamente con metodi 
in tullo analoghi a quelli che vennero seguìti nei nnmei'Ì 126, 127, 
t 23, 129, t 50, 151 e f 52 si possono trovare: le equazioni d'equi
librio fra le forze estrinseche e le forze molerolctri; la dit·ezionc e 
la posizione dell'a!'se neutro; la pressione riferita all'unità di su
perficie in un punto qualunque della sezione trasversale del solido ; 
l'accorciamento subìto da un elemento di fibra qualunque e quello 
subito dall'elemento di fibra media; la resistenza riferita all'unità 
di superficie opposta dalle fibre maggiormente compresse e da 
quelle maggiormente allungale; le condizioni e le equazioni di sta
bilità; le linee di egual pressione; le posizioni diverse che prende 
l'asse neutro col variare di quella del punto d'incontro H della 
forza premente T" colla sezione trasversale del corpo , il qual 
punto chiamasi centro di pt·essione, e la superficie centrale. 

Ritenentlo t.ulte le denominazioni che già vennero stabilite nei 
citati numeri c brevemente riepilogando in modo conveniente al 
caso di una forza premente T" tulle le formule che già vennero 
trovate, si ha: · 

t, Che le equazioni d'equilibrio fra le forze estrinseche e le 
forze molecolari sono 

e 
El VO==T" 

e 
E l I' cos -t==T"n 

Efl" sen f==T" m; 

2• Che la direzione dell'asse neutro vie n determinata da una 
delle due equazioni 

I' m 
tang f ==1.,, 

n 

b2 m 
tang'"==- 

T a~ n' 
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e che quindi è parallela alla tangente all'ellisse centrale d'inerzia 
nel punto in cui viene essa incontrata dal piano di sollecitazione 
ossia dalla retla che unisce il centro di superficie col centro di 
pressione; 

5" Che un punto dell 'asse neutro trovasi mediante una delle 
quallro equazioni 

e che il ceutt·o di superficie in ogni sezione tt·asversale del corpo 
che si considera cade sempre fra il centro di pressione e l'asse 
neutro; 

4" Che la pressione q riferita all'unità di superficie in un 
punto qualunque di una sezione trasversale del corpo si ottiene con 
una delle tre equazioni 

T"( v) q= o 'l+:y 

che qnesla pressione varia proporzionalmente alla distanza del 
punto pet· cni viene essa considerala dall 'asse neutro, giacchè la 
prima espressione può essere posta sotto la forma 
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in cui V +v è appunto la distanza di un punto qualunque dal
l'asse neut1·o, e che, assumendo T" positiva e dando alle quantità 
v, m, n, x ed y i segni che IOI'o con vengono per le cot:venzioni 
stabilite al nume1·o 128, il valore di q che ricavasi rnppresenta 
una pressione oppu1·e una tensione secouùochè è preceduto dal 
segno -f- o dal segno -. 

5° Che la pressione qt per l'elemento di fibra media vien 
data da 

ossia che il detto elemento sopporta la stessa pressione qualunque 
sia il punto d'applicazione della fo1·za T" e che sopporta la pres
s·ione m e dia ; 

6° Che l'accorciamento subito da un elemento di fibra qua
lunque " non è alti'O che il valore di :t dato dall'equazione 

il quale, tenendo conto del segno di q , rappresenta un accorcia· 
mento od un allungamcllLO secondo che risulta positivo o ne
gativo ; 

7° Che l'accorciamento corrispondente all'elemento di fibra 
media è 

ossia che l'elemento di fihl'a media subisce lo stesso acco1·ciam ento 
come se la forza T'' fosse non solo parallela ma proprio diretta se
condo l'asse del pl'isma; 

8" Che l'angolo y esprimente la deviazione della sezion retta 
del prisma si può calcolare colla formola 

z 
tangy=~ ; 
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9" Che le resistenze Qt e Q~ Qpposte rispettivamente da!le 

fibre maggiormente compresse e da quelle maggiormente allungate 
ammetlono i valori assoluti 

iO" Che le equazioni di stabilità, allorquando si conoscono i 
coefficienti di sne1·vamento Q" e Q' il primo per compressione ed 
il secondo per trazione, sono 

T"( v") Q -1 +v . rn'Q' , 

e che diventano esse 

T"( v') - 1+- =n" R" 
Q v 

T" ( v") , , - -1+-- =n R 
Q v 

quando, invece dei coefficienti di snervamento, si hanno i valori 
R" ed R' dei coefficienl i di rottura il primo relativo alla compres
sione ed il secondo relativo alla trazione; 

H o Che le linee di egual pressione limitanti la superficie cen
trale corri~;pont!ente ad una data sezione si possono determinare 
coll'e q nazione 

nel caso di una sezione poligonale, e coll'equazione 

in quello di una sezione a contorno curvilineo qualunque . 
L ' ARTE DI FABBRICARE. Resistenza dei Materiali , ecc. - - 2 t 
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155. Ripartizione d'un carico totale sulla base di un prisma 
non avente aderenza col suo appoggio. - Allorquando un corpo 
primoalic'' è collocato sulla faccia piana di un resistente ed im
mobile appoggio e che trovasi solloposto all'azione di una o più 
forze la cui risultante è parallela all'asse senza però passare per 
l'asse medesimo, se non vi ha aderenza fra questo corpo ed il suo 
appoggio, affinr.hè l'equilibrio esista, devono essere necessariamente 
soddisfatte queste due condizioni: la risultante deve passare nel
l'interno del minimo poligono convesso che contiene tulli i punti 
di contallo del corpo col piano su eui trova si collocalo; essa deve 
agit·e in modo che, supposta ll·aspot·tata parallelamente a se stessa 
fino ad opet·are secondo l'asse, tenda a serrare il corpo contro 
la sua base. 

Suppongasi ora di avere un prisma sottoposto all'azione della 
forza premente T" (fig. 1:14), per il quale trovansi verificate le ac
cennate due condizioui , e sia da trovarsi la pressione riferita alla 
unità di superfieie in un punto qualunque della sua base AB. 
Due casi ben diversi si possono presentare nella risoluzione di 
questo problema: il primo ha luogo quando, supponendo il prisma 
prolungato nell'interno del suo sostegno in modo che AB diventi 
una sezion retta iutet·media, la posizione dcll'nsse neutro per delta 
sezione cade fuori di essa, cosicchè gli elementi di fibra che l'at
traversano si trovano compressi ; il secondo si verifica quanrlo il 
dello asse neutro cade sulla sezione AB , cosicchè ha luogo ac
coJ·ciamento in alcuni elementi di fibra ed allungamento in alcuni 
altri. Il primo caso avviene quando la forza premente T" agisce 
nell'interno della superficie centrale corrispondente alla sezion rella 
AB ossia quando entro della· superficie trovasi il centro di pres
sione H; il se1~ondo caso ha luogo quando questo centro H cade 
fuot·i dell'indicata superfìcie centrale. 

Trovandosi il centro di pressione nell'intemo della superficie 
si può ammellere che le cose avvengano come se realmente avesse 
luogo il prolungamento del prisma, giacchè la mallcanza d'ade1·enza 
fra la base di detto prisma e la superficie su cui è colloeato non 
impedisce alle azioni repulsive necessarie per l'equilibrio di svilup
parsi come in un corpo continuo. Segue da ciò che il caso in cui la 
forza premente agisce nell'interno della superficie centrale non ah
hisogna di uno studio particolare, e che si trova esso compreso 
nella teoria già esposta nei precedenti numeri di questo articolo. 

Quando il centro di p1·essione cade fuori della superficie centt·ale, 
l'asse neutro trovasi nella sezione AB , sopportano una pressione 
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tutti i punti collocali dalla stessa pat·te del centt·o di pressione 
pet· rapporto all'asst~ neutro e dovrebbero sopportare una tensione 
tutti quelli situati dalla pat·Le opp.osta. Ot·a, qu esto in nessun modo 
si può ammettere, imperocchè l'appoggio che sostiene il prisma è 
bensì capace di esercitare su di esso delle azioni repulsive, ma, 
manc:JtHinvi l'aderenza, non si comprende come possa clat' luogo 
a delle azioni allratlive. Quanto si è deLLo in qu esto capitolo è 
adunque insufficiente per risolvere il problema nel caso in c:ui il 
centro di pressione carie fuori dell a superficie centrale conispon
dente alla base A U, ed è necessaria una risoluzione speciale fon
data su cii! che la detta base d'nppoggio AB va considerata sic
come divisa in due parLi, una resistente alla pressione e l'altra non 
resistente a sforzo alcuno. 

15 6. Determinazione della linea che, nella base di un solido 
prismatico non avente aderenza col suo appoggio e sollecitato 
da una forza premente parallela al suo asse , separa la parte 
premuta da quella non premuta; modo di trovare la pressione 
riferita all'unità di superficie in un punto qualunque della parte 
compressa; come si deduce la pressione massima riferita alla 
unità di superficie e come si stabilisce l'equazione di stabilità. 
-Nella risoluzione di questo problema si parte dall'ipotesi che, 
dopo la deformazione pt·odolla dalla forza premen te, i punti tl'una 
sezion reLLa qualunque CD (fig. 114) vicinissima alla huse AB si 
conservino ancora su una superlicie pi ana C'D' in quella parte eli 
della sezione in cui si verificano delle pressioni. Arnmellendo que
st'ipotesi l'isulta che nella parte premuta la pt·ession e riferita al
l'unità di superficie segue la stessa legge della press ione o tlella 
trazione in un punto qualunque dell a sezione lrnsversale d~ un 
prisma retto ; per modo che basta trovare la linea di separazione 
ft·a la superfi~ie premuta e quella sull a quale non si esercita nè 
pressione nè tensione, ed una volLa cleLerrninnta qu es ta linea si 
può Iar astrazione della parte non premuta, e dete rminare nell'altra 
la pressione in ciascun punto colle formule che vennero riportate 
al numero 1 54. 

Inn<mzi lutto la linea di sepat•azione che vuolsi trovare è un a 
linea retta, giacchè, essendo essa il luo go in cui si trovano tulli i 
punti della parte resistr.nle della base pei quali non vi ha nè pres
sione nè tensione, costituisce l'asse neutro di della pnrte. Che poi 
quest'asse neu tro si debba consirlerare come una linea retta , imme
diatamente risulta da ciò che, determiunntlo la pressione riferita 
all'unità di superficie sulla parte premuta della base .con una delle 
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eqt1azioni del c1tato numero f 54, sì viene ad ammellere l'esistenza 
di lince relle di egual pressione una delle quali è appunto l'asse 
neutro. 

Ciò preme~so, ecco come in ogni caso si può procedet·e per tro
vat·e approssimativamente e per tentativi la linea di separazione 
della parte premuta da quella che uon sopporta sforzo alcuno. 
Essend.o H il centro di pressione, ossia l'intersezione della forza 
1n·emente colla base del prisma, ed essendo AB CD (fi,q. 115) il 
contoruo di della base, in una direzione qualunque X Y ~i conduca 
uua se,t·ie di re l te parallele fra le due pnsizioni estreme T T' e t t', 
tangenti al contorno ABCD se esso è cmvilineo e non aventi 
che un punto comune al medesimo qu ando è poligonale; e si cerchi 
per ciascuna di queste lin ee , per ese mp.io pet· E F , il punto H', 
centro di pressione nell'ipotesi che sia EF l'asse neutro cotTispon
denle. Per trovare il punto H' conviert deltrminare il centro di 
superlìcie della figura E B F, descrivere l' e lliss~ ce n lrale d'inerzia 
corrispondente ab a' b', condune a que~l ' ellisse la tiln genle I K 
parallela ad EF, unire il punto di conl allo I co l punto G e prolun
gare qnesla rella sino al suo incontro L colla EF, misurare G1 
= p e G L= U, e fin almente determinare G H'= U1 colla nola rela
zione (uum. 154) 

Il luogo geomett·ico di tutti i punti così ottenuti conducendo di
verse parallele ad E F cosliluisee una curva lVI N che pari e dal peri
mel t'O della superficie centrale e va al perimetro AB CD. Facendo 
variare la dit·ezione X Y si ollengono altre curve analoghe alla l\'! N 
tulle irradianti allorno alla superficie centrale. Determina rasse 
neu tro quell a di qu este curve che passa pel centro di pressio ne II; e 
qu ella rella PQ, cui conisponde il punto H come centro di pressione 
della su,pedìcie P B Q, separa la parte premuta dall a parte che non 
subisce nè pres'sione nè tensione. 

Allot·quando la sezione AB CD ba tal figura ed il centro di pres
sione H. tal posizione da conoscersi già preven livamente la direzione 
della linea di separazione dell a parte prem uta da quella che non lo 
è, riesce f11cile il trovare la distanza del centro di pressione dalla 
linea suddella , ed ecco il ragionamento che conduce a questa de
terminilzion~. 

Siano: AB C D (fig. 116) la base per la quale vuolsi determinare la 
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retta che separa la parte prem uta da quella che non soffre sforzo 
alcuno; O x la domandata reLLa che si assume come asse delle 
ascisse; Oy una retta ad essa perpendicolare che prendesi per asse 
delle ordinate; ed H il centro di pressione. Se prendesi un elemer1to 
di superficie qualunque in M e se chiamansi 

vJ la supcl'lìeie di detto elemento, 
y l'ordinata M M' del suo centro, 
yl l'ordinata HH' del centro rli pressione, 

siccome la pt'essione riferita all'unità di superficie è proporzionale 
(num. 154) alla distanza di qu es t'elemento dall'asse neutro si ha: 
che la pressione elementare sulla superficie w è espressa da Kwy , 
essendo K una quantità costante; che il momento di questa pressione 
rispetto all'asse Ox vale l\ wy 2 ; che la somma K~ w y delle pres
sioni elementari deve fare la total forza pt'emente T"; che la somma 
K ~w y~ dei momenti di tutte le pressioni elementari rispetto a 
dello asse Ox deve eguagliare il momento T"yl della forza T"; 
e che per conseguenza risultano le equazioni 

T"= K ~wy, 

Ponendo nella seconda di ques te equazioni il valore di T" dato 
dalla primll, si ottiene la seguente equazione determinat.rice della 
distanza HH'=yl che la retta, la quale separa la parte premuta 
dalla par~e che non sosli~ne sforzo alcuno, ha dal cent1·o di pres
sione H 

La pressione q riferita all'unità di superficie in nn pnnto qua
lunque della parte P ll Q della base AB C D (fig. 11 5), la pressione 
massima pul'e t•iferila all ' unità di superficie e l'equazione di sta
bilità, che è quella sola relativa alla pt·essione, si ollengono ap
plicando le convenienti formole del nulllero 154 col fare totalmente 
astrazione dell'altra parte P D Q. 

15 7. Problemi sulla determinazione della linea retta che , 
nella base di un solido prismatico non avente aderenza col suo 
appoggio e sollecitato da una forza premente parallela al suo 
asse, separa la parte premuta dalla parte non premuta , sulla 
r icerca della pressione massima e della conveniente equa:~:ione 
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di stabilità. - I. Trovare la retta che separa la parte premuta da 
qvella che non soppm·ta sforzo alcuno, la pressione massima riferita 
all'unità di wperficie e l'equazione di stabilità per tt?J. pilasti"O a 
.base l'el/angolare AB C D (fìg. 117), premuto da una forza T" la quale 
agisce nel piano perpendicolare alln base del pila>tro e paosante pei 
pw1ti di mezzo E ed P dei lati opposti B C ed A D. 

In questo caso le linee di eg ual pressione sulla superficie pre
muta sono evidentemente linee rette perpendicolari aù Eli', giacehè, 
assegnando aJ esse questa direzione, la superficie separata dall'<~sse 
neutro riP.sce un rettang-olo il cui lato parallelo a BC è anche pa
rallelo alla tangente all'ellisse centrale d'inerzia, corrispondente 
al detto rellangolo, nel punto in cui vien essa incontrata dalla 
retta r.he unisce il centro di superficie del rettangolo medesimo, 
il qnal centro è sempre posto sulla retta Eli', col centro di pres
sione H. 

Ciò premesso, ponendo AB== a e . U C== b , essendo O il centro 
dell'intiero rettangolo AB C D, H il centro di pressione e trovan-

d . ll fì . l · 'l O H osi esso ne a super c1e centra e per cm 1 rapporto OE == m 

riesce <; (num. 155), l'asse neutro è una retta U U la cui distanza 
- l 
OT dal cen tro O vien data dall'ultima delle formole stabilite al 
numero 154. In questa formola his0gna porre invece di G~ il valore 
del quadrato del semi-asse dell 'ellisse centrale d'inerzia disposto 

secondo F E che vale ,1~ a~ ed invece di V J la distanza O H== m.O E 

. 1 . 
== 2m a, per cm 

La pressione massima ha luogo nei punti maggiormente distanti 
dall 'asse neutro e quindi in tulli i punti dello spigolo B C e , fa-

cendo uell'espressione di QJ del uumero 154, O=ab, v'==~ a e 

a 
V== 6m si trova 
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L'equazione di stabilità, nel caso in cui sia noto il coefficiente di 
rottura per pressione, evidentemente risulta 

T' 
ab (1 +3m)==n" R". 

Quando il centro di pressione H cade fuori della superficie cen

trale, la qnal cosa ha luogo se m > ~ , chiamando Y la distanza 

EL tlella domandala rella K I separante la parte premuta della 
base ADCD dHlla par·te che non sopporta sforzo alcuno e pr·en
denrlo come elemento di superlìcie una lista reti angolare M Nn m 
di lati l\'IN = n ed Mm==dy, si faccia nell'ultima ~quazione del 
precedente numero 

Si ott.iene allora l'equazione 

d'onde 

3 
Y =2a(1-m), 

cosi cc h è il lato 1{1 del rettangolo premuto I ll C K avente il suo 
centr·o in G dista dal Iato D C del triplo della distanza E H= 

~n (1-m) del centro di pressione dallo ·stesso Ialo .- Venendo ora 

a cercare il valore Qt della massima pressione riferita all'unità 
di superfieie, basta osservare che essa si verifica in tutti i punti 
di DC giacchè sono questi punti quelli che maggiormente distano 
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dall'asse neutro I K, e che per conseguenza vie n data dalla (or

mola stabilita al numet·o 154 pet· trovat·e il valore di Q1 facendo 
in essa 

v'=GE=! a (1 - m), 

Il valore di Q1 adunque risulta 

T" 4 
Qt =ab 3(1--m)' 

e l'equazione di stabilità, nel caso in cui si conosce R" ossia il 
coefficiente di rottura pel' schiacciamento, è (num. t 54) 

T" 4 
ab3(1-m) 

n"R". 

Il. Trovare la retta la quale sepam la parte premuta da quella 
che non sopporta sforzo alcuno, la pressione massima riferita all'unità 
di superficie e l'equazione di stabilità per un sostegno a base circo
lare che si trova solto l'azione di una forza premente T" diretta pa
rallelamente al suo asse. 

Sia r il raggio O C ((tg. t t 8) della base circolare del sostegno, 

H .l d. . d .I O H S 1 .l 
1 centro 1 pressiOne e m 1 rapporto OC . e m< 4 1 cenlr0 

di pressione (num. 155) trovasi nell ' interno della superficie cen
trale e quindi tulla la superficie del circolo di raggio r sopporta 

pressione; se invece m> i il centro di pressione non cade nella 

superfieie centrale ed importa al101·a di determinare la retta che 
separa la parte premuta da quella che non sopporta sforzo alcuno. 

Incominciando dall'esaminare il caso in cui m<~· l'asse neutro 

è una retta E F posta fuori della data sezione . circolare AB CD, 
ed è nel punto C che ha luogo la massima pressione Q1 riferita 
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all'unità di superficie. Per trovare questo valore di Q1 bisogna 
esprimere in funzione di r e di m le quantità Q, v' e V che en
trano nella fot·mola stabilita al numero {54 per trovare la pt·es
sione massima riferita all'ttnità di superficie. In quanto alla super
ficie Q della base premuta vale n r 2

; la distanza V= O M del
l'asse neutro E F dal centro O, essendo l'ellisse centrale d'inerzia 

un circolo di raggio ~ r (num. 155) e quindi essendo la linea di 

egual pt·essione perpendicolari a O II vien data dalla formola del 
numero 154 esprimente il valore di V quando in essa si faccia 

G 
1 V . . h V Gr )2 r fi l 

=-
2 

re 1 =mr, per cm SI a = -- = 4-; na mente, 
. mr m 

essendo in C il punto di tutta la sezione proposta il quale sop
porta la maggior pressione riferita all'unità di superficie , si ha 
v'=~=r. Sostituendo i trovati valori di n, v'e V nell'espres
sione di Q1, si ha 

T" 
Q1 = - 2 (1 + 4 m), nr 

e quindi l'equazione di stabilità, quando si conosce il coefficiente 
di roti ura per compressione per la materia di cui il sostegno è 
costituito alla sua base, risulta 

T" 
-.(1+4m)=n1'R". n r· 

Il problema diventa più complicato allorquando il centro di pres
sione H cade fuori della superficie centrale, la qual cosa avviene 

1 
quando m > 4. In questo caso, essendo I l{ la retta che sepr~ra il 

se~mento IC K su cui si verifica compressione dall'altro lA l{ sul 
quale non ha luogo nè compressione nè estensione , convien de
terminarla di posizione servendosi dell 'ultima equazione del pre
cedente numero. Assumendo come incognita l'angolo COK= rp che 
il raggio O K fa col raggio O C il quale unisce il centro C della 
intiera base del sostegno col centro di pressione H, si divida la 
supHficie I C l{ mediante rette parr~llele alla corda IK, presa come 
asse delle asdsse coll'origine in L, in superficie rettangolari ele
mentari lunghe 2x ed alte d y e si osservi che 
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LC C0+0L:=r(1-cos!f). 

Partendo ora dall'ultima formola del numero precedente, sosti
tuendo in essa i trovati valori di YJ e di rJJ, e ponendo invece del 

simbolo ~ il simbolo J preso fra limiti convenienti dopo di avere 

moltiplicati i due membri di detta formo la per ~w y , si ottiene 
l'equazione 

rr(1-COS!f) rr(1-COS!f) 
r(m-cosif)Jo xydy==)o xy 2 dy (1), 

nella qnale x ed y non rappresentano più che le coordinate d'un 
punto qualunque D dell'arco CK per rapporto ai due assi orlogo
nali Lx ed Ly. Ora, se appellasi + l'angolo C O D che fa col raggio 
O C il raggio O D diretto all'indicato punto, si ha 

x:=FD:=rsen 'f, 

y== O F +01-r(cos-f-cos !f), 

d y == - r sen + d 'f. 

Questi valol'i di x, y e dy posti nell'equazione (1 ) portano a can
giare la variabile y nella t, e per estendere gli iulegrali quanto 
quelli della citata equazione, bisogna prenderli fra i limiti +=o/ 
e 'f=O, per cui si ha 

Per effettuare le integrazioni che eutt·ano in quest'equazione basta 
rammentare che 
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i quali integrali, presi fra i limiti O e rp e sostituiti nell'equazione 
(2), conducono ad otten ere ' 

1 1 1 
(m - cos rp) (s sen3 rp- 2 rp cos rp + 2 sen rp eos2 rp) 

1 '1 J ~ 1 . == 8 rp + 4 sen3 rp cos rp- 8 se n rp cos rp - 3sen3 rpcos<p+ 2 rpcos2 rp 

1 - 2 sen <p oos3 <p, 

dalla quale si ricava 

m,= 
2 
3 sen3 rp- <pcosrp+ sen rpcos2 <p 

-, 

1 
oss1a ancora, ponendo 4 fattor comune al numeratore ed osser-

2 1 
vando che 3 sen3 <p==sen3 <p- 3 sen3 tp, e che sen~<p+cos2 <p:={, 

2 
1 
rp- se n rp cos rp - 3 se n 3 <p cos <p 

m= 4 1 
sen <p- cpcosrp - 3 sen3 rp 

Delle due quantità m e rp che entrano in quest'equazione la prima 
è nota, e quindi per tentativi si può trovare la seconda ossia l'an· 
gol o C O K ==P· Una volta determinato quest'angolo, egli è evidente 
che rirnanl' fissala la posizione della cortla IK la qnale separa la 
parte premuta I CK dell'inliera base dalla parte IAI\ che non sop
porta nè pressione nè estensione, ed allro più non rimane a farsi, 
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per giungere alla completa risoluzione del problema, che tt·ovare 
la pressione massima riferita all'unità di superficie pt·odolla nel 
prisma avente per base il segmento ci t'colare I CK dalla forza nola 
T" applicala nel punto H talmente collocato da essere I K l'asse 
neutro corrispondente. Perciò si osservi: che 

LK=rsen~, LO = -rcosrp; 

che la superficie O del segmento I C K, somma di quella del setto t'e 
O I CKO con quella del triangolo l O K, vien data da 

O= r 2 (rp-senrpcosrp), 

essendo rp la lunghezza dell'arco di raggio eguale all'unità chiu
dente l'angolo COK; e che la distanza OG=d dal centro di su
perficie G del detto segmento dal centro O del circolo, cui il seg
mento stesso appartiene, ammette il valore 

_! fR3 
d_ 12 _ ~ rsen 3 rp 

-superficie l CK- 3 rp-sen rpcosp" 

Il punto della base premuta I C K nel quale ha luogo la maggior 
pressione riferita all'unità di superficie è quello che maggiormente 
dista dall'asse neutro IK, ossia è il punto C. Questa pressione 
massima si ha ponendo 

v' GC.=OC-OG · r-d=~ r3rp-3senrpcosrp-2sen3 rp . 
3 1'- sen rp cos rp ' 

V LG L0+0G=-rcosrp+d 

_ ~ r -3rp cos rp+3sen rpcos2 rp +2 sen3 rp 
- 3 rp - se n rp cos rp ' 

ed il trovato valore di O nell'espressione di Q1 del numero i 54. 
Fatte tutte le riduzioni, si ottiene 
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e quindi l'equazione di stabilità, nell'ipotesi che si conosca il coef
Ucieute di rottura per pressione, risulla 

==n"R". 

15B. Applicazione della teoria esposta nel presente capitolo 
al caso di corpi prismatici ed omogenei disposti coi loro assi 
verticali tenendo anche conto dei loro pesi , al caso di corpi 
non prismatici ma ad ass-e rettilineo, e restrizioni a cui la me
desima teoria va soggetta in alcuni .casi particolari. ~ Allor
quan.ùo un corpo prisma ti co disposto col suo asse verticale, tro
vasi assoggellato all'azione di una forza tendente od a quella di 
una fMza premr.nte, se le dimensioni del corpo sono consitlerevoli 
non si può generalmente t1·ascurare l'azione del proprio peso nel 
calcolo delle tensioni o delle pressioni per i diversi punti di una 
sezione qualunque CD (/ìg.105 e 106), e pe1· tenerne conto bisogna 
assum~re, come fo1·za tendente nel caso della figura 1 05 la risul
tante della forza T' e del pe,;o della p<~rte di corpo superiore alla 
sezione C D, come forza comprimente nel caso della figura 106 la 
risull<~nle della forza T" e del peso della parte di corpo posta pure 
superiormente alla sezione CD. Per centro di tensione o di com
pressione poi non si deve assumere il punto d'applicazione H della 
forza T' o della forza T" sulla sezione C D , ma sihbene il punto 
d'applicazione dell'indicata risullante. 

Allorquando, invece di un co1·po prismatico, si ha da considerare 
tm corpo ad asse rettilineo con sezione normale all'asse variahile 
da un silo all'allro, la teoria che venne esposta sulla flessione dei 
solidi prismatici posti solto l'azione ùi fo1·ze parallele ai loro assi 
si pnò ancora applicare ed ollenere così le tensioni o le pressioni 
le quali si verificano nei diversi punti di parecchie sezioni del so
lido pel quale si vogliono studiare le condizioni d'equilibrio . 

Quando la massima tensione o la massima pressione riferita alla 
unità di superficie varia, per un solido assoggettato all'azione 
di forze parallele al suo asse, da sezione a sezione , importa di 
determina1·e la sezione pe1·icolosa che è quella per rapporto alla 
quale ha il più gran valore il coefficiente di stabilità, ossia il quo
ziente della massima tensione o della massima pressione riferita alla 
unità ùi superficie pe1' il relativo coefficiente di snervamento o di 
rollura. La massima tensione e la massima pressione riferita alla 
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unità di superficie non sono altt·o che le resistenze all'allungamento 
ed all'accorciamento rispellivamente opposte dalle fibre maggior
mente allungale e da quelle maggiormente compt·esse; queste resi
stenze si possono adunque ritenere siccome eguali alle forze traenti 
o comprimenti da applicarsi per ogni unità di superficie della se
zione di dette fibre per produrre gli allungamenti e gli accorcia
menti che effellivamente subiscono le fibre maggiormente allungale 
e quelle maggiormente compresse, e quindi la regola data per tt·o
vare la sezione pericolosa è perfettamente in accordo con quella 
dei numeri 20, 2t e 43. 

Vi sono poi dei casi in cui le ipotesi sulle quali si fonda la 
teol'ia che venne esposta in quest'articolo in nessun modo si tro
vano verificate. Così, se una colonna in metnllo di piccolo diametro 
e portante un peso si appoggia su un largo zoccolo in pietra, si 
può colle fot·mole che vennero stabilite determinare la pressione in 
ciascun punto della colonna; ma non conviene applicarle alla de
terminazione delle pressioni sulla superficie superiore del zoccolo, 
giacchè, a motivo della ùeform11zione, questa superficie non può t·i
manere piana come si è ammesso nella deduzione delle indicate 
formule, ma ha luogo una certa depressione nei dintomi dei punti 
che direttamente si trovano solto l'azione della colonna stessa. 
Oss.ervando però che questa deformazione è locale e che essa va 
diminuendo .a misura che nel zoccolo si consi1lerano delle sezioni 
sempre più distanti dalla sua superfieie supet·iore; agevolmente si 
comprende come si possa far uso delle formole per studiare la 
maniera con cui si ripartisce la pt·essione su una sezione del zoc
colo posta a sufficiente distanza dalla sua faccia superiore. Una 
analoga eccezione in generale ha luogo per tutti i punti di quei 
corpi a cui direttamente si applicano delle forze con~iderevoli, i 
quali punti vengono rinforzati con un eccesso lli materia di cui i 
coslt·uttori ben conoscono la necessità. Queste osservazioni vennet·o 
fatte per rammentare al costnttlot·e qunnto imporli di non dare alle 
formole teoriche un'estensione più grande di quella di cui sono su
sceltive; è necessario di aver presenti in ciascuna applicazione le 
ipotesi su cui si fondano le formole ehe si voglione impiegare e ren
det·si conto fino a qual punto trovansi esse soddisfatte, se pur non 
vuolsi andar incontro a gravi inconvenienti, non derivanti da imper
fezioui di teoria, ma da imperizia n~ll'applicarla. 

159. Flessione di un solido prismatico nel quale "le dimen
sioni della sezione trasversale sono piccole in confronto del
l'altezza. - Se considerasi un solido prismatico fissato per l'estremo 



555-
A (fìg. H9), compresso nella direzione dell'asse all'altro estremo 
B, e se almeno una delle dimensioni della sezione trasversale è pic
eola in confronto dell'altezza, agevolmente si comprende come · vi 
possano essere delle cause accidentali capaci di far infleltere il 
corpo e come il medesimo possa dopo rimanere ad asse curvilineo· 
e mantenersi così in equilibrio solto l'azione della fot·za compri- · 
mente T. 

I difetti d'omogeneità nella materia costituente il solido, il modo 
con cui all'estremità riceve l'azione della forza premente, la dis
posizione e la forma dei ritegni che lo obbligano a prendere in 
alcuni sili questa anzichè quell'altra disposizione influiscono sulla 
direzione del piano in cui viene a trovat·si la curva B']) A secondo 
la quale si dispone l'asse primitivo BA. Nel caso però di un corpo 
il quale può essere com;ideralo siccome perfettamente omogeneo 
e come libero d'inflettersi in qualunque direzione passante per 
l'asse primitivo, è naturale l'ammettet·e che l'accennalo piano sia 
quello cui corrisponde il momento di flessibilità di minot· valore, 
ossia quello che è perpendicolare al maggior .asse principale del
l'ellisse centrale d'inerzia della sezione trasversale , e che quindi 
in un solido con sezione rettangolare sia perpendicolare al lato 
mag-giot·e della sezione medesima. 

Nei numeri che immediatamente seguono si risolveranno alcuni 
problemi relativi ai solidi prismatici verticalmente disposti e cari
cati di un peso alla loro base superiore , ossia verranno trattate 
le più importanti quistioni pt·atiche riferentisi ai solidi caricati di 
punta; si ammetterà che il piano di flessione sia perpendicolare 
al maggior asse principale dell 'ellisse centrale d'inerzia della se
zione trasversale del solido che si considera; acl imitazione di 
quanto finot·a venne fallo da tulli gli autori che tt·attarono que
st'argomento , si supporrà che l'asse neutro in ciascuna sezione 
passi p el suo centro di superficie; e quindi l'equazione (2) del nu
mero i 06 sarà quella che verrà adottata per esprimere che il m o-

. . d2 tt . . 
mento resistente alla flessiOne o: d z~ 111 una sez10ne qualunque deve 

eguagliare il momento infletlente l'· t•ispelto all'asse delle fibre in
variabili della stessa sezione. 

140. Problemi sulla flessione dei solidi prismatici caricati di 
punta. - l. Flessione di un solido prismatico caricato di punta , 
appoggialo in A ( fìg. i 19 ) ad ttn piano orizzontale fisso colla sua 
base inferiore, costretto a mantenere il centro di superficie della sua 
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base superiore sulla vertica.le passante pet· quello della base inferiore e 
compresso dal peso T agente nella direzione di!ll' accennata vet·ticale. 

Si assuma per origine di coordin:tle il centro di superficie A •Iella 
base inferiore, per asse della ascisse la ve•·licale Az e per asse dylle 
ordinale la orizzontale A u posta in quel piano in cui viene a disporsi 
)a llnrva B' CA presa dall'asse del solido. Considerando nel corpo 
una sezione qualunque pass:~nte pel punto m del suo a~se B'CA di 
coonlinate A m'==z ed m' m==u, l'equazione esprimente che vi è 
equiliiH'io fra le rorze estrinseche e le forze molel~ olaJ'i è quella 
che si olliene ponendo che il momento resistente aii<J fl essione deve 
essere eguale al momento iuflellenle r·ispello all"asse delle fibre in
val'iaiJili contenuto in della sezione; e per conseguenza, siecome 
il momento inflctlenle rispetto all'asse delle fibre inval'iabili pas
sante per m vien espresso da -Tu, si ha 

(1). 

Per integrare quest'equazione differenziale del secondo ordine si 
faccia 

d'onde 

dz==du 
p 

e 

du zrz=p, 

Soslitt}endo il valore di ~ z~ nella ( 1) risulta 

dalla quale, integrando, chiamando C una costante e ponendo in-

d. 'l l d u . . l . d""" vece 1 p 1 suo va ore dz, s1 ncava a seguente equazwne Jue-

renziale del primo ordine 

Passando ora alla determinazione della costante C, si osserva 



- 537-
che la tangente alla curva B'CA nel suo punto di mezzo C deve 

essere parallela all'asse della z e che quindi per tal punto il ~~ 
deve esse1·e nullo. Segue da ciò che, chiamando s l'ordinata C'C del· 
l'accennalo punto, immediatamente si ha 

per cui 

(
d 1l)2 

'I' ( 9 9) E dZ = s· - tt·. 

Separando le variabili, si ottiene 

d -V; du. . 
z_ r-==== · 

Jls2-u2 

integrando coll'osservare che per z:= O si deve avere u:::: O, risulta 

V~ . u 
z== T are ( sen==:s); 

e quindi 

u=s sen V~ z (2). 

Quest'equazione rappresenta la siuusoide s~condo cui si dispone 
l'as:se primitivo AB prendendo la posizione ACB' ; ma questa curva 
non si può dire dete1·minata finchè non si conosce la sua ordinata 
massima o saetla s. 

Chiamilndo a la lunghezza primitiva AB del corpo ed osservando 
che nei limiti delle flessioni ammissibili in pt·atica si può l'ilenere 
AB'== AB, facendo z==a nell'equazione (2) si deve avere u== O, 
per cui 

sen v~ a== o, 

L'ARTE DI FABURICARE. Resisteuza dei materiali, ecc. --- 22 
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ossia a v~ deve essere Un multiplo della mezza CÌI'COilferenza, O 

in allei termini, indicando con i un numero intiet·o qualunque ed 
essentlo n il nolo rapporto della circonferenza al diametro, si deve 
ave t'e 

(3), 

d'onde 

Ponendo in quest'equazione la se1·ie nei numeri interi 1, 2, 5, ....... , 
si trovano i seguenti valori pat·ticolari T1, '1\, T3, ....... , di T 

i quali portano a conchiudere essere i diversi valori di T eguali 
! 

alla quantità n 2~ moltiplicata per i quadt·ati dei numel'i naturali ; 
a 

essere T1 l'or indicata quantità, ossia il più piccolo valo1·e che 
prende T; e per conseguenza non polersi verificare flessione solto 

2 

l'azione di della forza se essa non raggiunge almeno il limite n .e. 
a-

Ricavando m·a il valore di v~ dall'equazione (5) e sostituendolo 

nell'equazione (2) si tt·ova 

t'T\"Z 
u=ssen- . 

a 

Per i valori di z espressi da 

a z== .,.. , 
t 

z==3~, ....... , z ==(i-1)~, z==a, 
t z 

trr z diventa un multiplo della mezza circonferenza e quindi dalla 
a 
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ultima equazione si deduce che, pci detti valori di z, u diviene 
zero. Se poi nella stessa equazione si pongono per z i precedenti 

valori diminuili di ~ I si ottiene che i valori di u diventano al

ternativamente se -s. Segue da ciò che la sinusoide secondo cui 
si flispone l'asse primitivo AB sarehhe disposta come lo inrliea la 
figm·a 119 nel caso di i=:. 1 , come lo dimostra la figura 120 nel 
caso ili i = 2, come appare dalla figura 121 nel caso di i= 5 e 
come è indicato nella figura 122 nel caso di i=:.4; ed in gene
rale si può stabilire che, qualunque sia il valore di i, esso corri
sponde al caso di una curva la quale attraversa i-1 volle la 
verticale Az. 

II. Flessione di un solido prismatico caricato di punta vertical
mente incastrato all' est.remità infm·iore A (lì g. t 25) e libero all'estfe
mità wperio1·e B sulla quale agisce la fon a premente T. 

Si chiami a la lunghezza primitiva del solido alla quale si può 
ritenere siccome sensibilmente eguale la proiezione AB' del suo 
asse deformato AB su Ila verticale A z, e si assumano le direzioni 
degli assi coordinati come nel precedente p•·ohlema coll 'avvertenza 
che la parte positiva dell'asse delle ordinale risulti da quella parte 
verso la quale dopo la deformazione viene a disporsi l'asse d~l 

corpo. Il momento inflettente rispello all'asse delle fihre invaria
bili 11i una sezione qualunque, il cni centro di superficie è rappre
sentato nel punto m di coordinale A m' z e mm'=:.u, vien espresso 
da T (s-tt ), essendo s l'ordinata massima ossia quella corrispon
dente all'estremità libera B dell'asse AB dopo la flessione, e quindi 
l'equazione ùi equilibrio fra i momenti delle forze e::;trinseche e 
delle forze molecolari rispetto al detto asse di fibre invariabili ri
sulta (num. 106) 

Quest'equazione, faceudo ~ ~-ped eliminando come nel precedente 

problema la variabile .z, conduce a 

epdp=-T(s-tt) d(s-tt) 

la quale, in seguito ad una prima integrazione fatta col detenni-

l . d h o . d u o d ' nare a costante m mo o c e per u = s1a p=:. d z= , a 
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Separando le variabili quest'ultima equazione può esser serilla 

la quale, inlegt·ata col determinare la costante iu modo che per 
u ==O sia z ==O, conduce a Lt·ovare 

g s--n V
-

z= Tarc ( cos=:-
8

- ) , 

d'onde 

V
-

s-u T 
-- ==cos -z s g 

ed 

(4). 

Quest'equazione è quella della curva AB secondo cm s1 di~pone 

l'asse del solido dopo la flessione la quale, come nel problema 
precedente , non si può dire determinala finchè non si conosce 
l' ot·tlinata B' ll = s rappt·esentante lo spostamento subito dal centt·o 
di supedkie della base superiore dalla verticale Az. 

Ponendo nella precedente equazione z.=a il valore di tt diventa 
s, per cui risulta 

Segue da ciò che a ì/~ deve essere un multiplo impari del quarto 

di circonf~renza, ossia che, essendo i un numero intiero, si deve 
avere 
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(5), 

d'onde 

Se in questa equazione invece di i si pone la serie dei numeri O, 
J , 2, ...... . , si ottengono i seguenti valo1·i particolari T P T 9 , T 3 , 

....... di T 

7!"2 E 

T3 = 25 y-:, , ....... , 
· Lfa'· 

dai quali si deduee: essere i diversi valori di T eguali alla quan-
2 

ti là~ a~ moltiplicata per i quadrati dei numeri impari; essere T 1 

1'01· indicata quantità e quindi il più piccolo valo1'e che prende T; 
non polersi verilìca1·e flessione solto l'azione della forza premente 
se essa non raggiunge il detto più piccolo valore. 

Ricavando Ol'a il valore di v~ dall'equazione (5) e sostituen

dolo nell'equazione ( 4), si ll'ova 

Quest'equazione, facendo successivamente 

a 
z =O, z=~1 , .... z+ 

a a 
z== 22i+1' z=:S 2i+ 'l' 

4 a "" a 
z== 2 i+1' z==;::~ 2t+1' 

a a 
z== 62i+1' z== 7 2i+1' 

z== (i- 1) 2i~1' 
. a 

z==t 2i+1' 

(6) . 
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dà soltanto quattro valori di tt i quali sono O , s , 2 s ed s etl 
i quali successivamente si riprotlucono. - Nel caso di i = O si 
ha 2 i+ 1 = 1 , ed i valori uf ed u2 di tt, che ri cavansi dall 'equa
zione (6) per z = O e per z = a, sono rispellivamente O efl s, per 
cui la curva secondo la quale si dispoue l'asse del solido è della forma 
di quella rappresentata colla figura 125. Quando i = 1 risulta 
2 i+ 1 = 5, i valori particolari ttp u2 , tt3 ed u4 di tt, che ricavansi 

dalla (6) per z =O, z = ~· z = 2 ~ e z = a, sono rispettivamente 

O, s, 2 s ed s, e la curva secondo cui si dispone l'asse del solido è 
della forma di quella disegnata nella figura 124. Se i = 2 rie~ce 

2 i+t = 5, i valori particolari u~' u2, u3, tt4, u5 ed u6, che prende 

l'ordinata u data dalla già cilata formola (6) per z = O, z = 3, 
z = 2 5· z = 5 ;. z = 4; e z =a, sono rispettivamente O, s, 2 s, s, 

O ed s, e quindi la curva elastica presa dall'asse del Solido riesce 
della forma di quella della figura 125. In modo analogo si possono 
trovare le curve nei casi di i= 5, 4, 5, ...... . 

III. Flessione di un solido prisrnatico caricato di punla, vertica l
mente incastrato alle due estremità e col centro dell'estremità supe
riore B (fìg. t 26) 3correvole sulla verticale del cent1·o dell'estremità 
inferiore A. 

Ritenendo .le denominazioni che già vennero ammesse nella riso
luzione degli altri due problemi e chiamando 1\1 il momento della 
coppia prodolla dall ' incaslramrnlo all'estremo B, si ha la seguente 
equazione d'equilibrio fra le forze estrinseche e le forze molecolari 
(num . 106) 

Facendo ora 

(7), 

la stabilita equazione differenziale del secondo ordine diventa 



-545-
la quale, essendo della forma dell'equazione (1) posta nel risolvere 
il problema I, integrata una prima volla conduce a 

'l d n' ' 2 ·1 
" 1 - 'f '2 +C 2°<ciz! --2 n · 

Per dete1·minare ora la costante C si osserva, come nel già citato 
problema I, che la tangente alla curva H' CA nel punto di mezzo 
C deve esse1·e parallela all'asse delle z ; e che quindi per tal punto 

'l d tt' d · Il l . 'l d tt O ' . 
1 d z eve essere nu o come o e 1 dz . ra , essendo s l ord1-

C'C . l d Il ' . (7) ' M · nata , pe1' u==s SI 1a a equazwnc u ==s- 1, per cm 

e quindi 

(8) . 

Essenrlo il solido incastrato alle due estremità, per z == O e per 
z ==AB' sensibilmente eguale ad A U == a i due valori conispon-

d . 1· 1· 11· . d l . d' ' . 'd M d enti c 1 u c 1ventano nu 1, 1 ue va on 1 v. s1n ucono a- T e a 

Il . d' du' S d · · l l · l zero que 1 1 d z . egue a CIO c 1e tanto pe pr1rno quanto pe 

secondo degli accennali valori di z si ha la stessa conclizione 

dalla quale facilmente si ricava 

Questo valore di M si ponga nell'equazione (7) e si ottiene il va 
lore di u' espresso da 

' s 
tt ==tt- 2' 
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il quale, sostituito nella (3) unilamenle al valore di M, conduce a 
lJ•ovare 

Separando in quest'equazione le va1·iabili, si ha 

d z -11~ __!~:_!! _ _ 
-

1 

Tysu-t/ 

ed integrando risulla 

o s-2t(\ V
-

z == T are ( cos== --s- _;+C. 

La costante C deve essere determinala in modo che , per z ==O sia 
u=O, per cui 

C= - v~ are (eos == 'l )== - v~ 2-irr, 

e la rel11zione fra le clue coordinate z ed u, rappresentante l'equa
zione della curva secondo cui si dispone l'asse del solido, diventa 

e ' S-'--2U V
-

z == r[are Ccos== - s-)- 2i 7r] 

Volendosi la formola esprimente il valore dell'ordinata tt, si inco
minci dal ricavat·e dall'ultima equazione 

s-2tt T . V
-

- s- = cos[ ~ z +2t7r]; 

si svolga dopo il coseno della somma dei due archi v~ z e 2i 7r, 

osservando che cos 2 i 1r== 1 e che se n 2 i 1r== O; e si ricavi il valore 
di u, il quale vien dalo da 
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(9), 

ed il quale, come già si è visto nei due precedenti problemi, non 
si può dire determinalo finchè non si conosce la saetta s. 

Se, pe1· esf'ere sensibilmente AB'- AB a nei limiti delle fles-
sioni ammiRsibili in pratica, si fa z=a nell'equazione (9) si deve 
ave1·e u =O. Segùe da ciò che 

VT 
1 - cos ; a = O, 

e che quindi · 

T . V
-

a ~= 2 trr (10)' 

e~sendo i un numero intero. Ricavando il valore di T dall' nllima 
equazione risulta 

e se in quest'equazione si pone invece di i la serie dei numeri 
interi 1, 2, 5, .. ..... si olleQgono i valori particolari T i• T~ · T 3 , ....... 

di T espressi da 

T _ 4n2
< 

{- a"' 

Il più piccolo valore adunque rl ella forza T necessaria per pro-

d l fl . ' 4 n
2 

€ • l . d. Il urre a esswne e - 2-, essa e quattro vo te maggwre 1 que a 
a 

che corrisponde al caso del solido solamente appoggialo, e mol
tiplic<lndo Ti ossia l'accennalo più piccolo valore di T per i qua
drati dei numeri 2, 5, ....... si ottengono i valori delle forze pre
menti T~, T3, ....... 

VT 
Se ora dall'equazione (iO) si ricava il valore di . e e se VIe n 
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esso sostituito nell 'equazione (9), l'espressioue di u diventa 

se 2in '\ u=2 '1-cos a z) 

e, facendo successivamente in essa 

-A a z _ 'i-2i' 

a 
z=""' ::.:t 

a 
z=5-2 ., 

· ~ 

. <;)a 
z =v2i 

. ·a 
z=(2t-1) 2 i, z=a, 

sempre ed alternativamente si lroya O ed s per valori di u. 

(11) 

Nel caso in cui i= i , i valori ui , u2 ed u3 di u che ricavansi 

da Il· equazione (i 1) per z =O , per z = ; e pe1· z =a sono rispet

tivamente O, s e O, per cui la cm·va secondo cui si dispone l'asse 
del solido è della forma di quella rappt·esentata nella figura 126. 
Se i= 2, i valori tti, u2 , u3 , tt4 ed u5 di tt, che vengono sommini-

strati dall 'equazione (H) pe1· z= O, z=~, z= ~· z= 5 i e .z=a, 

sono rispetlivamente O, s, O, s e O, e la curva è quella rappresen
tata nella figura i 27. Facendo i= 5 , ai valori di z espressi da 

O, ~· ~· ~· 2 ~· 5 ~ ed a corrispondono alternativamente O ed s per 

valori di u , e la curva corrispondente è quella disegnata nella 
figura i 28. In generale si può dire che la curva secondo cui si 
dispone l'asse del solido è tutta disposta dalla medesima parte 
dell'asse della z, che è tangente a quest'asse in JH111Li egualmente 
distanti fra di loro e che sono i+ i questi punti di conlallo , 
quanclo si comprendono anche i due estremi A e B. 

141. Accrescimento di resistenza dovuta alla presenza di 
ritegni nei solidi caricati di punta; limite degli sforzi compri
ménti capaci di produrre flessione. - l problemi che vennero 
discussi nel precedente numero chiaramente dimostrano come i 
solidi prismatici caricati di punta possano inlleltersi in lliversi 
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modi e come ad ognuno di questi modi di flessione conispondano 
delle forze comprimenti pure diverse. 

Se, per fissare le idee, si considera il solido semplicemente ap
poggiato alla sua estremità inferiore A e costrello a conservare 
il centro di super!icie della sua base superiore sulla verticale di 
quello della base inferiore, può darsi che la curva srcondo cui si 
dispone l'asse del solido pel fallo della flessione non tagli o che 
tagli in uno o più punti l'asse verticale o direzione primitiva Az 

2 

dell'asse medesimo prima della deformazione; e, essendo T i== n!" 
a 

(num. UO, prob. I) il limite inferiore della forza premente capace 
d'incurvare il corpo senza che il suo asse deformato B' C A ((tg. 

n2 g n2 g 
H 9) tagli la verticale Az, devono essere T 2 == 4 - 2 , T 3 == 9 -~ c , a a 

2 

T 4 ==t 6 n 2" i limiti inferiori delle forze prementi capaci di pro-
a 

durre le flessioni rispettivamente rappresentate nelle figure 120 , 
12f e 122. Disponendo adunque dei ritegni in modo che, avve
nendo flessione, debba l'asse deformato tagliare la verticale Az un 
certo numCI"o di volte, notevolmente si aumenta la forza premente 
che esso può sopportare prima che avvenga la flessione; e per un 
certo numero i-f di ritegni disposti a distanze eguali, si pos
sono trovare i limiti inferiori delle forze prementi T capaci di pro
durre flessione mediante la formola 

Quanto si è detto per il caso di un solido prismatico caricato 
di punta , soltanto appoggiato ad un resistente piano orizzontale 
colla sua base superiore e costt·ello a mantenere il centro di su
perficie della sua base superiore sulla verticale passante per quello 
della base inferiore, si applica in generale a tutti i casi di solidi 
car·icati di punta, per cui si può stabilire: 

1 o Che i ritegni notevolmente aumentano la resistenza alla 
flessione in un solido prismatico earicato di punta; 

2 ' Che, essendo dato il numero de·i ritegni , si po~sono tro
vare i siti su cui collocarli lungo la verticale rappresentante l'asse 
primitivo di detto solido, discutendo colle norme seguite nella ri
soluzione dei problemi del precedente numero l'equazione della 
curva secondo cui quest'asse si dispone pel fatto della flessione e 
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cercando i punti che l'asse deformato ha di comune coll'asse pri
mitivo; 

5o Che, facendo nell' espressione generale della forza premente, 
la qual e nei prohlemi del numero precedent e venn e indica ta con T, 
quel valore parti colarr. di· i. che co1·rispond e all a curva di forma 
compatibile collo stabilito numero di rit egni , si pu ò trovare il li
mite dello sforzo comprimente capace di produrre fl essione. 

142. Determinazione del numero dei ritegni da porsi lungo 
un prisma caricato di punta affinchè, sotto l'azione di una data 
forza premente, siano trascurabili gli effetti della flessione. -
Per ri solvere qu esta quisl ione basta ca lcola1·e, come si è indica to 
al numero 140, i limiti inferiot·i dell e forze prementi Tp T2 , T3 , 

....... , Ti-t e T; Célpaci di produrre flessione , e quindi pm·agonarli 
colla dala forza premente T. 

Nel caso di solidi prismatici dispos ti come qu elli di cui venne 
studiata la flessione nei problemi I e III del citalo numero 140, 
non si pone ritegno (/ìg. H 9 e 126 ) quaudo si ha T < Ti; se ne 
pone uno in D a metà distanza fra A e B (fig. 120 e 127) qu ando 
T > Ti ma < T2 ; se ne mettono due, uno in D e l'altro in E in 
modo da divid ere in tre parti eguali la lunghezza AB (fig. 121 e 
128) qn ando T > 'f2 ma < T3 ; ed in generale si pongono i - 'l 
ritegni a distanze eguali quando T è > Ti- t ma .< di Ti. 

In motlo analogo si può determin are il numero dei ritegni da 
impiegarsi nel caso di solidi prismatici verticalmente incastrali al
l'estremità inferiore e coll 'estremità superiore libera ( num. 140, 
prob. Il). Non occorre ritegno quando T < T1 ; si deve pone un 
ritegno in D ai 4/5 di AB' a partire da A (fig. 125) quanrlo, es-· 
sendo T> T i è però < di T 3 ; è necessario collocarne uno ai 4/7 
della lunghezza del solido a partire dalla sua base inferiore quando 
T). T3 ma < T4 ; import a di porne du e, uno ai -4/9 e l'altro agli 8/9 
della lunghezza del solido a partire dalla sua hase inferiore qu ando 
T). T 4 ma < T5 ; si devono pure impiega1·e due ri legni , uno ai 4/11 
e l'altro agli 8f1.1 della lunghezza del solido a partire dalla base 
inferiore quando T> T 5 ma < T 6 , ecc. 

1. 45. Condizioni ed equazioni di stabilità pei solidi rettilinei 
caricati di punta; sezione pericolosa. -- Nelle costruzioni accu
ratamente bisogna badare a che i solidi cari ca li di punta non si 
trovino soggetti ad inflellersi. Un a vo lt a presa qu esta preca uzione 
facendo nso di un con venient e numero di ritegni , se pur il bi sogno 
lo richiede, la forza premente che agisce secondo l'asse del solido 
dà soltanto luogo acl una compressione , e quindi le conuizioni e 
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le equazioni di stabilità da applicat·si nella pratica sono quelle che 
già vennet·o date ai numel'i 5t e 40. Nell'applicat·e le indicate 
equazioni di stabilità accuratamente bisogna badaee qual è il eap
porlo dell 'a ltezza della parte di solido com presa fra due ritegni 
successivi alla minima dimensione della sua sezion e tt·asversale e 
modificaee i coefficienti di rottura riportati al numero 54 a se
cotllla delle norme che vennero date nel seguente numero 55. 

L' equazione di stabilità deve esset·e applicata ponendo in essa 
pee Q il val or parti colare di quella sezione orizzontale del corpo 
nella quale più fa cilmente che in qualunque altra sezione può av
venire lo schiacciamenlo. Questa sezione è quella che chiamasi 
sezione pericolosa e vien essa determinata cercando nel corpo quella 
per rilpporto alla quale è mass imo il valore del coeffiei enle di sta
bilità, ossia il quoziente della forza preme nte per la resistenza 
totale allo snervamento od alla rottura per pression e che ad essa 
corrisponde . Nel caso di un solido prismatico caricalo di punta , 
la sua sezione orizzontale infima costituisce evidentemente la se
zione pericolosa. 

ARTICOLO III. 

Flessione p'l'otlottu nei solidi t·ettilinei du /'ot·~e t'i• 
ducibili atl untt t•ìstdtante t,r,nictl in.cottlt•ttnle i 
lot•o 1111si. 

141. Fenomeni che avveng·ono in un solido rettilineo sotto 
l 'azione di una forza comunque diretta ed incontrante il suo 
asse. - Un a fot·za applicata ad un solido rellilineo in direz ione 
ohbliqua al suo asse , ma in modo da incontrado, può sempre 
essere scomposta iu du e forze , l'una lungitudin ale os~ia parall ela, 
e l'allra noemale ossia perpendicolare al dello asse. Sotto l'azione 
di qnes te forze contemporaneamen te vien messa in giuo co l'ela
sticità longitudinale e l'elaslieità trasversale ; ha luogo flessione ; 
e, a seco nd a ùell'inte nsità , del senso seconùo cui agiscono e del 
punto d'appli cazione delle forze stesse, avviene o che alcune fibre 
del corpo si allungano men tre altre si aceorciano, o che tutte si 
allungano, o che Lullc si accorciano. 

145. Equazioni d'equilibrio fra le forze estrinseche e le forze 
molecolari che si sviluppano in una sezion retta qualunque di 
un corpo prismatico ed omogeneo. -- Siano AB e C D (fig . 129) 
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due sezioni trasvet'sali infinitamente vicine fl'a di loro di un solido 
prismalico ed omogeneo il quale lrovasi solto l'azione Ili forze 
riducihili alla risullanle unica R, applicata in L, contenuta nel piano 
delet'minalo da questo punto e dall'asse z z' del prisma, e quindi 
scomponibile nelle due componenti T Pd N dit·eLLe, la pt'ima pa
rallelamente e l'altra normalmente al dello asse; si consider·i un 
elemento qualunque ab di fibra compreso fra le dette due sezioni; 
sia b' l'intersezione di questa fibra colla sezione CD rappresentata 
in vera forma e grandezza nella figura C'E' D' F'; si indichino 
con (d, o, x, y, v, l, e, V, rp . ~)!, l', 1", E ed EIV le quantità già desi
gnate colle stesse lettere al numer·o 83; e si chiamino 

K la distanza del punto d'applicazione L della forza R dal piano 
della sezione CD, 

l'· il momento NK della forza N t'ispetto alla detta sezione CD, 
m cd n l'ascissa G' l( e l' ordinala l{ H' del punto d'iucontro H' 

della for·za T col piano della sezione C D nella qual venuero as
sunti per assi eoordinati gli assi principali centrali d'inerzia x G' x' 
ed yCr'y' della figura C'E'D'F'. 

Procedendo come al numer·o 88 si tt·ova: che 

v== ycos1f+xsenf (1); 

che la resistenza all'estensione sopportata dall'elemento di fibra 
ab è 

E ~) ~ V+v) e . 
l ' 

che i due momenti di questa forza pet· rapporto ai due assi delle 
x e delle y sono rispellivamente 

E 
(V+ v) e 

~) l y' 

E 
(V +v) e . 

w l x, 

e che la resistenza allo scorrimento trasversale opposta dal con
sideralo elemento di fibra può essere espr·essa da 
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Osservando ora che le forze estrinseche sono la T e la N, torna 

agevole il trovare che le condizioni d'equilibrio sono 

(V+ v) e 
~E w l y -Tn-NK cos rp= O, 

( V+v) e 
~ E &l l x - T m - N K se n cp = O , 

la prima delle quali esprime che è ze1·o la somma algebrica delle 
forze parallele all'asse del prisma, la seconda che è nulla la somma 
dei momenti delle forze estrinseche e delle forze molecolari rispetlo 
all'asse principale xG' x', la terza che è pure nulla la somma dei 
momenti delle stesse forze rispetto all'asse principale y G' y' e la 
quarta che è zero la somma algebrica di tutte le forze dirette nor
malmente all'asse del prisma. Ponendo in queste quattro equazioni 
d'equilibrio il valore di v dato dall'tquazione (t), non dimenticando 
che il punto G' è centro di superficie della figura C'E'D'F', che 
gli assi coordinati x G' x' ed y G' y' sono assi principali centrali di 
inerzia e che il prodollo NK ve nn c indicato con p., per le sem
plificazioni di cui si parlò al numero 88, si olliene 

E
0vo-1' l -·-

E ~I' cos'f=Tn+p.cos9' 
(2). 

6 
El l" sen 'f=Tm +p. sen f 

Facendo 'l'= O nelle equazioni d'equilibrio or O l'a trovate si 
deducono le quattro equazioni d'equilibrio marcate (6) al numero 
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83; e risullano quelle mat·cate (2) al numero i 26 eguagliando a 
zero il valore di N e quindi quello di p., e cangianùo T in T'. 

Per· quanto spetta ai segni da dal'si alle diverse quantità che 
entl'ano nelle equazione (2) , si deve ritenere: che alle coordinate 
m ed n conviene il segno che loro corrisponde a seconda della 
posizione del punto H' per rapporto agli assi coordina Li x G' x' ed 
yG' y'; che la fo r·za T, assunta come positiva quando tende a pro
durre allontanamento della sezione CD dalla sezione AB, va con
siderata come negativa quando è dil'etta in modo da produrre av
vicinamento delle stesse sezioni; e che la forza N, già risguat·data 
come positiva quando scomposta in due componenti parallele agli 
assi coordinati rox' ed yy', quest'ultima tende a far vt~nire l'asse 
del prisma sulla G' y', va presa come negativa quando la della sua 
componente trovasi dirella in gui.>a da produrre una r·otazione con
traria. Per· essere poi 

v=NK, p=NG'y'=G'H'K, 

e dovendosi considerare K come una distanza positiva, ai prodotti 
p. se n p e p. cos p convengono i segni che loro attribuiscono le quan
tità m. n ed N. 

i46. Determinazione dell'asse neutro. - L'asse neutro U' U' 
(fig. i 29) in una sezione trasversale qualunque si determina come 
al numero t 27, cercando cioè l'angolo xG' U ='i' dell'asse delle 
ascisse x G' x' colla retta U U condotta pel centro di suptrfide G' 
parallelamente all'asse neutro da determinarsi, e calcolando la di
stanza · G' O' = V di quest'asse dall 'accennato centr·o di superficie. 
Divi1lendo la terza delle tre equazioni (2) del numero precedente 
pet' la seconda si ottiene il valot'e della tangente dell'angolo 'f ; 

si calcola la quantità E ~ elevando al quaùr·ato la seconda e la 

terza delle citate equazioni (2) dopo d'avel'le rispettivamente divise 
per l' e per I", sommandole ed estraendo le radici quadrate dai 
due membri dell'equazione che risulta; finalmente si trova l'espres-

sione della distanza V sostituendo il valore di E~ nella prima delle 
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stesse equazioni ('2). Analizzando i valori di tang f e di V che 
così si ottengono, si deduce: che in ogni sezione l'asse neutro è 
parallelo alla tangentè all'ellisse centrale d'inerzia nel punto in cui 
vien essa incontrata dal piano di so llecitazione, ossia dal piano de
terminalo dall'asse del prisma e della forza T ; e che varia gene
ralmente da sezione a sezione la distanza dell'asse neutro dal cor
rispondente centro eli superficie. 

Ammesse le convenzioni stabilite nel precedente numero sui segni 
da darsi alla quantità m, n, T ed N, un valore positivo di V cor
risponde ad un asse neutro che incon tra la parte negativa del 
l'asse delle y, mentre un valore negativo di V corrisponde ad un 
asse neutro che incon tl'a la parte positiva dello stesso asse. 

i47. Equazione della curva secondo cui si dispone l'asse di 
un solido prismatico ed omogeneo. - Combinando, come venne 
indicato nel numero precedente, la secontla e la terza delle equa-

zioni (2) del numero 1.45 si ricavi il valore di E ~ e nell'equa

zione che risuita, per essere le due sezioni AB e C D (fig. i 29) 

infinitamente vicine, invece del rapporto ; si mella il quoziente t 
(num. 90), essendo p il t'aggio della c· ·conferenza osculatrice alla 
curva elastica secondo cui, pel fallo della flessione, si dispone l'asse 
del solido. Così procedendo, si ottiene un'equazione fra il raggio 
di curvatura p, il coefficiente d'elasticità longitudinale E, i m o· 
menti d'inerzia I' ed I", le coordinate m ed n, l'angolo cp , la 
forza T ed il momento in flettente (J., quest'equazione, la quale come 
ili è fatto al numero 90 si può riferire a due assi coordinati orlo
gonali, il primo nella dit•ezione dell'asse primitivo del solido ed il 
secondo nel piano di fl essione, è appunto l'equazione richiesta. 

!43. Resistenze riferite all'unità di superficie opposte dalle 
fibre maggiormente allungate e da quelle maggiormente com
presse. - Siano: Qf la resistenza per trazione riferita all 'unità di 
superficie che, fra due sezioni vicinissime AB e C D (fig. 12!::1), op
pone quell'elemento delle fibre allungale cui corrisponde la distanza 
massima v' dalla retta U U condotta pel centro di superficie G' 
parallelamente all 'asse neutro U' U'; Q2 la res istenza per pressione, 
riferita pure all'unità di superficie, che fra le stesse sezioni svi
luppa quell'elemento delle fibre accorciate che ha la distanza mas
sima v" dall'accennata retta U U; ed w la superficie elementare 
della sezion retta di ambo i detti elementi di fibt'a. Si attribui
scano alle lettere E, O ed l i significati che già alle medesime 

L'ARTE DI FABBRICARE Resistenza dei materiali, eco. - 23. 
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vennero dati al numero 88, e non si dimentichi che V è la di
stanza fra le due rette UU ed U' U', ossia la distanza del centro 
di superficie G' dall'asse neutro U' U', da assumersi ~ome positiva 
o come negativa, secondo che incontra la parte negativa o la parte 
positiva dell'asse delle ordinale y. Quell'elemento delle fibre allun
gate distante v'dalla retta UU subisce un allungamento rappresen
tato da (v'+ V) e e quell'elemento delle fibre accorciate distante 
v" dalla stessa retta U U si accorcia di (v"-V) e; il primo di 
questi elementi sviluppa una resistenza alla trazione (num. 12) 

data da E w (v'+ V) ~, ed il secondo una resistenza alla pressione 

espressa da E w (v"- V):; e finalmente le resistenze Qi e Q2 ri· 

ferite all'unità di superficie ed opposte rispettivamente dall'ele
mento di fibra maggiormente allungato e da quello nnggiormenle 
compresso, quando si ammetta che la flessione provochi la sola 
elasticità longitudinale, giacchè sono assai piccoli gli allungamenti 
che le fibre subiscono per ciò che nella flessione si provoca anche 
la resistenza allo scorrimento trasversale, si possono determinare 
colle equazioni 

le quàli, ponendovi il valore di E f che ricavasi dalla prima delle 

equazioni (2) del numero 145, si trasformano nelle seguenti 

T ( v') Qi =o 1+v 

Può accadet·e che queste formo1e diano valori negativi di Qi e 
di Q2 • Quando questo avviene è segno che è una pressione quella 
resistenza che si è supposta una tensione, e viceversa che è una 
tensione quella resistenza che si è supposta una pressione. 

l 
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i49. Condizioni ed equazioni di stabilità - Affinchè fra due 
sezionì vicinissime AB e CD (fig. 129) un corpo ad asse rettilineo 
si possa dir stabile sotto l'azione di forze riducibili ad una forza 
unica passante pel suo asse , si richiede che l'elemento di fiura 
maggiormente allungato e che quello maggiormente comp1·esso 
sviluppino resistenze infer~ori a quelle che corl'ispondono allo 
snervamento per estensione e pel' compressione, e che nell'intiera 
sezione C D non venga messa in giuoco la resistenza allo snerva
mento per scorrimento trasversale. Segue da ciò che si avranno 
le eondizioni di stabilità ponendo che le t'esistenze riferite all 'unita 
di superficie opposte dalla fibra maggiormente allungala e da 
quella maggiormente compressa , e che la resistenza allo scorri
mento trasversale, pure riferita all'unità di superficie, sono rispetti
vamente minori dei coefficienti di snervamento Q', Q" e Q'v (num. 
15, 50 e 72) , il primo per estensione, il secondo per compres
sione ed il terzo per scorrimento trasversale. In quanto alle equa
zioni di stabilità, risultano esse eguagliando le dette resistenze, o 
ai coefficienti di snervamento Q', Q" e Q'v moltiplicati pei relativi 
coefficienti di stabilità m', m", ed m1

' (num. i4, 5! e 75), o ai 
coefficienti di rottura R', R" ed R'v (num. i 7, 54 e 76) moltipli
cate pei corrispondenti coeflìcienti di stabilità n', n" ed n'v (num. 
18, 40 e 79). 

!50. Formole convenienti al caso della flessione prodotta 
in un corpo prismatico ed omogeneo da forze contenute nel 
piano passante per uno degli assi principali centrali d'inerzia 
di tutte le sezioni trasversali, col punto d'applicazione della loro 
risultante sull'asse del solido. -In questo caso, considerando due 
sezioni vicinissime AB e C[) (fig. i 50) e componendo in una sola 
tutle le forze l\', R", R"', ....... applicate al corpo fra la sezione C D 
e la sezione estrema E F, si ottiene una risultante unica R scom
ponihile nelle due componenti T ed N, la prima diretta e l'altra 
normale all 'asse del prisma. Trovandosi sull'asse LI il punto d'ap
plicazione H dell'accennala risultante, si confonde col centro di 
superficie della sezione C D il punto d'incontro della forza T col 
piano della sezione stessa, per cui sono nulle le coordinate m ed 
n di questo punto. Essendo nel piano passante per uno degli assi 
principali centrali d'inerzia tutte le forze R', R", R'", ....... ,la loro 
risultante R e la forza T, anche la forza N si trova nel detto piano, 
per cui è pur nullo il valore dell 'an golo rp . Segue da ciò che le 
formole (2) del numero !45 si semplificano nel caso di un prisma 
omogeneo sollecitato da forze contenute nel piano passante per uno 
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degli assi principali centrali d'inerzia di tutte le sezioni trasver
sali col punto d'applicazione della loro risultante sull'asse del solido, 
e che diventano 

E~ I' cos "f=p. 
('l) . 

e 
E zl" sen 'f= O 

Per trovare la direzione dell'asse neutro, dividasi la terza delle 
equazioni or ora stabilite per la seconda. Si deduce che è nullo 
I' angolo 'f, e che l'asse neutro U' U' è perpendicolare al piano òi 
sollecitazione col quale si confonde il piano di flessione. 

Dividendo per I' la seconda delle quattro equazioni ( 1) e per l" 
la terza, elevandole al quadrato e sommando le due equazioni ehe 
risullano, si trova 

d'onde, estraendo la radice quadrata ed osservando che cos2 + + 
sen 2 -f = 1, ricavasi 

E e _ p. 
l - l' (2). 

Ponendo questo valore di E ~ nella prima delle equazioni (-1 ) e ri 

solvendola pet· rapporto a V si trova pet· distanza G' O' = V del
l' asse neutro U' U' dal centro di superficie G' 

T I' 
V= -

.U· n 
(3) . 

1 e 
Sostituendo il rapporto p al rapporto t e facendo, come al nu-
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mero 106, E I'= E, gi ottiene per equazione della curva elastica 
secondo cui si dispone l'asse del prisma 

la quale, assumendo due assi coordinati ortogonali O z ed O u 
(fig. 48) per riferirvi l'equazione di deLLa curva, il primo nella di
rezione dell'asse primitivo del prisma ed il secondo contenuto 
nel piano di flessione, e rnmmentando che per flessioni piccole 
(num. 90) 

1 
p= d2 u' 

d z2 

si riduce a 

(4), 

nella quale il momento infletlente p. va consideralo siccome posi
Livo quando nella rotazione che tende a produrre <~gisce in modo 
ùa far venire l'asse delle .z sulla parte positiva dell'asse delle u, 
e come negativo quando agisce in senso contrario . 

Per quanto spetta alle resistenze Q1 c Q2 riferite all'unità di su
perficie, che in una sezione qualunque oppongono le fibre mag
giormente allungate e quelle maggiormente compresse, immediata
mente si deducono dalle ultime equazioni del numero 148 e, 
ponendo in esse il valore di V dato dall'equazione (5), si ha 

(5) . 

t 51. Equazioni di stabilità, e determinazione di una delle 
dimensioni della sezione trasversale di un solido prismatico 
ed omogeneo sollecitato da forze disposte come si è detto nel 
numero precedente. - Si consideri un prisma il cui asse, sotto 
l'azione delle forze estrinseche, si è disposto secondo una linea 
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CUI'Va, convessa in alcuni siti e concava in alcuni altri verso l'asse 
delle ascisse z assunto nella dit·ezioue dell 'asse primitivo del corpo. 
Per un tal solido , prendendo come verso positivo dei momenti 
inflettenli quello che tende a fnr venire l'asse positivo delle ascisse 
.z su quello positivo delle ordinate u, ed assumendo quest'ultimo 
in modo da essere positivi i momenti infleltenti dove la delta curva 
è convessa verso l'asse delle ascisse, saranno negativi i momenti 
inllettenti dove la stessa cui"Va è concava; ed immaginandolo scom
posto in tante parti separate dalle sezioni trasversali col'l'ispon
denti ai punti d'appoggio, ai punti d'applicazione delle forze 
estrinseche concentrate ed ai punti d'inflessione, bisogna applicare 
le equazioni di stabilità a ciascuna di queste parti. Perciò, chia
mando per una qualunque delle parti in cui si è immaginato di
viso il corpo 

p.' e p." i valori assoluti dei momenti inflettenli per le sezioni 
cui corrispondono gli elementi di fibra i quali sopportano rispet
tivamente la tensione massima e la pressione massima, 

u' la distanza dell'elemento di fibra il quale sopporta la tensione 
massima da una parallela all'asse neutro condotta pel centro di 
superficie, 

u" la distanza dell'elemento di fibra che sopporta la pressione 
massima dall 'accennata parallela all'asse neutro, 

T' e T" i valori delle forze longitudinali relative alle sezioni 
trasversali cui corrispondono i momenti in flettenti p.' e p.", 
si ha che la tensione e pressione massime riferite all'unità di su
perficie sono rispettivamente espresse da 

u' p.' T' - + --1' Q 
(1), 

u" p." 'f'' 
-~,--n (2). 

La tensione e la pressione massime Q1m e Q2m, per un determi
nato tratto di solido inflesso in cui i momenti inflettenli sono po
sitivi, si trovano sostituendo nelle espressioni (1) e (2) invece di 
p.' e di p." il valore generale del momento infleltente p., ed invece 
di T' e di T" il valore generale della forza longitudinale T per lo 
stesso tratto e prendendo i massimi valori di cui sono suscetlive le 
dette espressioni. Analogamente si calcolano la tensione e la pres
sione massime Q1m e Q1m per un tratto di solido inflesso per cui i 
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momenti infletlenti sono negativi, e solo bisogna avvertire che es
sendo 0' e p." i valori assoluti di due momenti inflellenti negativi, 
in loro vece bisogna mettere il valore generale del momento in
flettente pel tl'atto che si considera coi segni cangiati. 

Affinchè la parte di solido per cui sonosi trovati i valori di Q1m 

e di Q2m si possa dir stabile è necessario che queste tensione e 
pressione massime siano rispettivamente eguali ai coefficienti di 
rottura per estensione e per comprel'sione moltiplicati pei relativi 
coefficienti di stabilità, cosicchè le domandate equazioni di stabilità 
saranno 

n'R'=01m' n"R"- Q - 2m' 

alle quali converrà ancora aggiungere J'altt·a relativa allo scorri
mento trasversale 

l V R'v Nm n = -, o 

essendo Nm lo sforzo di taglio di maggior valore assoluto, ossia il 
maggior valore assoluto che può prendere la forza N per la consi
derata parte di · prisma. - Le lettere n', n", nrv, R', R", Rrv ed O 
hanno i significati che già altre volte loro vennero dati, e, quando 
invece dei coefficienti di rottura R', R" ed urv si conoscono i 
coefficienti di snervamento Q', Q" e Q'v , basta cangiare nelle sta
bilite equazioni n'R' in m'Q', n"R" in m" Q" ed n'vRIV in m'vQrv. 

Le trovate equazioni di stabilità, impiegale nel calcolo di una 
delle dimensioni della sezione trasversale di un solido prismatico, 
applicandole alle diverse parli in cui conviene immaginar diviso 
questo corpo per l'esistenza di punti d'appoggio, di punti d'appli
cazione di forze concentt·ate e di punti J'inflessione, conducono a 
valori diversi della dimensione incognita, ed il più grande di questi 
valori è quello da adottarsi. 

152. Problemi sulla determinazione delle sezioni pericolose, 
delle tensioni e delle pressioni massime riferite . all'unità di 
superficie e degli sforzi di taglio massimi per solidi prisma
tici inclinati , simmetrici rispetto al piano verticale passante 
pei loro assi e carichi di pesi contenuti in questo piano. -
Alcuni problemi di uso frequente nella pratica, quali sono quelli 
di solidi inclinati appoggiati in due o più punti della loro hm
ghezza e carichi di p n si unifot·memente~ distribuiti sulla loro proie-
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zio ne orizzontale, saranno quelli che verranno risolti in questo 
numero; e, siccome la simmetria dei solidi rispetto al piano verti
cale passante pei loro assi è causa che il piano di sollecitazione 
passi per uno degli assi principali centrali d'inerzia di ciascuna 
delle loro sezioni trasversali, serviranno di guida nella loro riso
luzione le generali nozioni premesse nel precedente numero. 

I. Determinare le sezioni pericolose, le tensioHi e le pressioni mas
sime riferite all'unità di superficie e lo sforzo di taglio di maggior 
valore assoluto per un solido prismatico AB ((tg. 151 ) sorretto alla 
estremità inferiore A da. un apposito sostegno, appoggiato per l ' estre
mità superiore B contro la parete verticale eli w1 ritegno fìsso e cari
cato d'un peso uniformemente distr·ibuito sulla sua proiezitme oriz
zontale AC. 

Siano: 
a la lunghezza orizzontale A C del solido proposto AB, 
a l'angolo BA C che misura l'inclinazione dell'asse di detto so

lido coll'orizzonte, 
p il peso che gravita sopra ogni unità di luughezza della proie

zione orizzontale A C. 
Immaginando sostituite al sostegno A le due reazioni Q e V, 

orizzontale la prima e verticale la seconda, ed al ritegno B la rea
zione orizzontale Q'; osservando che vale p a il peso totale distri
builo fra A e B, il qual peso trovasi applicato nel mezzo della lun
ghezza del corpo, e che è a tang a la differenza di livello fra A e B; 
ed applicando al solido AB le equazioni cl' equilibrio somministrate 
dalla statica dei corpi solidi, si ha 

d'onde 

Q'= Q, 

V = pa, 

Q
, _ 1 2 a tang .x _ 2 p a , 

Q'=Q== pa . 
2 tang a 

La risultante R delle Jue reazioni Q e V costituisce la reazione 
del sostegno A, eguale e contraria alla spinta che contr'esso eser
cita il solido A B. Questa spinta vie n dala da 
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R= 1/Q~+ V2 =p a 1/_ 1--+ 1 r ~ 4 tang~ IX ' 

e fa essa coll'orizzonte un angolo la cui tangente è 

v 
o= 2tange~.. 

Le forze applicate al solido AB e delle quali tutte bisogna te
ner conto nel risolvere il problema, sono : il peso p a che :;i scom
pone in una forza normale p a cos IX uniformemente distribuita ten
dente a produrre inflessione, ed in una forza longitudinale p a se n a. 

anch'essa uniformemente distribuita, ed il cui effetto nel produrre 
compression.e cresce a partire dalla sommità B fino all'estremità 
inferiore A; la reazione orizzontale Q'= Q applicata in B, la cui 
componente normale Q sen IX contribuisce a produrre inflessione, 
mentre la componente longitudinale Q cos"' comprime uniforme
mente il solido su tutta la sua lunghezza; la reazione R del soste
gno in A la quale però non entrerà esplicitamente nei calcoli che 
verranno instituiti. 

Per ottenere i valori della tensione massima Q1m e della pres
sione massima Q2m è necessario conoscere il valore generale del 
momento infletlente l'· e quello della forza longitudinale T. In 
quanto al valore di p. in un punto qualunque m d'ascissa A m'= z, 
per flessioni piccolissime quali sono quelle che si possono ammet-

tere nella pratica, consta del momento ~ p (a-z cos ex )2 del peso 

p (a-z cos ex) uniformemente distribuito sulla proiezione orizzon
tale del tratto mB ed applicato nel mezzo di detto tratto, dimi
nuito del momento Q (ntangex - -z senex) della spinta Q'=Q ap
plicata in B. Il valore poi della forza comprimente T risulta som
mando la componente longitudinale p sen ex (a-z cos ex) del peso 
uniformemente distribuito su mB colla componente longitudinale 
Q cos ex della spinta Q'. Per cui i valori generali del momento in
flettente f1- e della forza comprimente T in un punto qualunque m 
sono espres~i da 

1 
p.= 2 p(a- z cosex)~-Q(atango:-zsenc;c), 

T=p sencr.(a- z cos o:)+Q cosex. 
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Il valore del momento inflettente p. coi segni cangiati, giacchè 
la curva secondo cni si dispone l'asse del solido è concava verso 
l'asse delle ascisse, ed il valore di T pure coi segni cangiati, giac
chè esso rappr·esenta una pressione e tensione negativa , devono 
essere posti nelle espressioni (1 ) e (2) del numero 151, il primo 
invece di p.' e di p.", il secondo invece di T' e di T" ; dopo bi
sogna cercare quali sono i valori particolari z' . ed z" di z deter
minanti le due sezioni cui corrispondono i due valori massimi di 
delle espressioni eguagliando a zero le loro derivate rispetto ad x; 

sostituire i trovati valori di z' e di z" nelle espressioni di p. e di 
T coi segni cangiati per avere i valori assoluti p.' e p." dei mo
menti inflettenti per le sezioni cui corrispondono gli elementi di 
fibra che sopportano rispettivamente la tensione massima e la 
pressione massima e le forze longitudinali T' e T" relative alle 
stesse sezioni ; e finalmente mettere i valori di p.', p-", T' e T" nelle 
citate espressioni (1) e (2) del numero 151 le quali rappresentano 
allora rispettivamente i valori di Q1m e di Q2m (r) . Così procedendo 
ed avendo riguardo al trovato valore di Q, si deduce che l'ascissa 
z' determinante la sezione in cui ha luogo la massima tensione ri 
ferita all'unità di superficie è data da 

, _p a coso:- Q sen cc l'tangcc _ a 1' tang cr. 
z - 2 + l - -2 - - + , (1); pcos cr. tt O cos o: u O 

che l'ascissa z" a cui corrisponde la sezione nella quale si veri
fica la massima pressione riferita all'unità di superficie viene , 
espressa da 

, u_pacos cr.- Qsen cr. _ l' tangcr. 
~ - p cos2 cr. t t'' O 

a l'tango: 
, 2cos cr.- tt"O 

(2) ; 

che i valori di p.' , p.", T' e T'' sono 
, 

(r) Le espressioni (l ) e (2) del numero 151, quando si pongano in esse il valore 
di p. coi segni cangiati invece di p' e !'·" e quello di T pure coi segni can giati invece 
di T' e T", diventano del 2• grado in z, e quindi i loro valori massimi noncbè i cor
risponde nti valori di z• e z" si possono anche determin are col metodo elementare 
che venne seguito al numero 84. 



- 565-

, -l!. :!__ _ se n o: 
( 

~ 1'2 2 ) 
P. - 2 4 u"z oz ' 

T' - (-_a_· _ I' sen
2 o:) 

-P 2seno: + u'O ' 

T"- . ( - __ a _ __ I'sen
2 o:) . 

- p 2 se n a t~" O ' 

e cl1e la tensione e pressione massime Q1m e Qm2 ammettono •·i
spettivamenle i valori espressi da 

(3), 

Q 
_p_(a2 tt" au"O+I'sen3 u) 

2
"' - 2 4 I' + tt" 0 2 se n o: 

(4). 

Per quauto spetta al maggior valore assoluto Nm dello sforzo 
di taglio, si osserva che per la sezione trasversale qualnnque 1n 

la componente normale N della risultante di tutte le forze appli
cale al tratto mB di solit!o, avent!o riguardo al valore di Q, vien 
data da 

N=p (a-z coso:) coso:- Q sen x=p (~a-z coso:) coso:, 

l 

la quale acquista il maggior valore assoluto 

1 
Nm= 2 pacoso: 

a 
per z = O e per z = - ··· ossia per le sezioni estreme. 

cos 7. 

(5) 

Le equazioni ( 1) e (2) determinano rispettivamente le sezioni 
pericolose per rapporto all'estensione ed alla compressione; le 
equazioni (5) e (4) rianno la tensione e la pressione massime ri
ferite all'unità di superficie nelle delle sezioni pericolose; c l'equa
zione (5) dà il massimo sforzo di taglio il quale si verifica nelle 
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sezioni estreme che sono due sezioni egualmente pericolose sotto 
il rapporto della resistenza allo scorrimento trasversale. 

Sostituendo i valori di Qtm• di Q~m e di N., nelle tre equazioni 
di stabilità del numero precedente, e procedendo alla determina
zione di una delle dimensioni della sezione trasversale del solido 
prismatico considerato in questo pt·oblema, si trova che, pei mate
riali che vengono impiegati nelle costruzioni e per le forme sotto 
cui si impiegano, dà generalmente il maggior valore dell'incognita 
la seconda delle dette equazioni di stabilità; cosicchè nel maggior 
numero dei casi basta al costruttore di tl·ovare soltanto la sezione 
pericolosa pet· rapporto alla compressione ed il con·ispondente 
valore Q2m della pressione massima riferita all'unità di superficie 
in detta sezione. 

II. Determinare la sezione pericolosa sotto il rapporto della resi
stenza alla compressione e la pressione massima rifen:ta all'unità di 
superficie per un solido prismatico A C (/ìg. 152) uniformemente ca
ricato di pesi e collocato su tre punti equidistanti ed in linea retta. 

Siano A, B e C i tre appoggi, il primo fatto in modo da op
porre al solido una reazione Iongitudinale Q ed una reazione nor
male B, il secondo ed il terzo tlisposti in guisa da opporre sol
tanto delle reazioni normali Rf ed H2 ; si chiamino 

a la proiezione orizzontale A F dell'asse del prisma conside
rato, 

o: l'angolo C A F misurante l'inclinazione del detto asse coll'o
rizzonte, 

p il peso che gravita sopra ogni unità della lunghezza della 
proiezione orizzontale AF; 
e si suppongano tolti gli appoggi ed in loro vece sostituite le rea
zioni che essi esercitano contro il solido. 

Essendo p il peso che gravita sopra ogni unità di lunghezza 
della proiezione orizzontale A F del prisma considerato , il peso 
totale che il medesimo sopporta è p a, la componente di questo 
peso secondo l'asse primitivo AC del prisma è p a seno:, e vale 
p a cos o: quella diretta normalmente allo stesso asse. La forza Q si 
determina dicendo che essa deve essere eguale alla componente 
longitudinale del total peso p a, cosicchè 

Q=paseno:; 

e fra le tre reazioni R, Rf ed Rz si hanno le due cond.izioni som
ministrate dalla statica dei corpi solidi 
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(6) 

1 a a 1 -R -+R ---pa~-o 2 i COSa 2 COSa 2 - (7), 

la prima delle quali esprime che si annulla la somma di tutle le 
forze dirette normalmente all'asse A C del solido, e la seconda che 
si annulla pure la somma dei momenti delle stesse forze rispello 
all'estremo A. 

Prendendo ora per origine di cooi·dinate il cent1·o della sezione 
trasversale corrispondente all'appoggio B, assumendo l'asse delle 
ascisse z' nella direzione dell'asse primitivo del corpo e l'asse 
delle ordinate u' perpendicolare a Hz e volto all'ingiù, per una 
sezione qualunque il cui centro m ha l'ascissa Bm'=z', il mo-

mento inflellente p., constando del momento ~ p (~a- z' cosa ) 
2 

del peso p (~a- z' cosa ) uniformemente distribuilo sulla pro

iezione orizzontale del tratto m C ed applicato nel mezzo di detto 

tratto; diminuilo del momento R2 ( 
2
! _a_ - z') della reazione . / - cos <X 

R2, ammette il valore espresso da 

1 (1 , )2 R (1 a ') 11.=-p -a-z cosa - n -~- -z . 
• 2 ~ • 2 .cosa 

Ponendo questo valore del momento in flettente nell'equazione ( 4) 
del nume1·o i 50 , si ottiene la seguente equazione differenziale 
della curva secondo cui si dispone l'asse del solido sottoposto a 
flessione fra i due appoggi B e C 

1: d
2 t:' =!p ( 1 

a -·z' coso: )
2

·- R (! __!!__ _ _ z' ) · 
d z ~ 2 2 2 2 cos IY. ' 

e quest'equazione, integt·ata in modo che per il punto B ossia per 

O · bb' du' O · h' l · · d Il z= st a 1a d z' = g•acc e, atteso a sJmmelna e e compo· 

nenti normali dei pesi uniformemente distribuiti su BA e su B C 
per rapporto al punto B, si può ritenere siccome diretta secondo 
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l'asse primitivo Az la tangente all'asse deformalo nel detto punto 
D, dà 

Integrando ancora quest'equazione in modo che per il punto D, os
sia per .z'=O, si abbia u'=O, risulta 

-- 1 a 
la quale, dovendo dare u' =O pe1· z' =D C= -

2 
--, conduce alla 
cosa 

seguente relazione fra i dati del problema e la reazione R2 

O-- ---- -- - +---1 ( 1 a4 1 a.4 t a4 
) 

- 4.P 16 co}~ 2·'! cos~ a 96 cos~ a . 

- - R ---- - -·- --1 (1 a3 1 a3 
) 

2 2 8 cos3 a 24 cos3 a ' 

da cui si deduce 

3 
R2 = 

16 
a p cos?:. 

Questo valore di R2 si ponga nell'equazione (7), e si trova allora 
il seguente valore di Rf 

Il valore di R si può dedurre dall'equazione (6) ponendo in essa 
gli ottenuti valori di Ri e R2, e si ottiene 

3 
R = 16 a p cos a. 
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Assumendo il centt·o A della sezione estrema più bassa per ori

gine delle ascisse z, prentlendo come verso positivo dei momenti 
quello che tende a far venire l'asse Az sull'asse A u, chiamando 
l'·t e 1'-z i momenti infleltenli relativi a due diverse sezioni qualun
que appartenenti, una alla parte di solido AB e l'altra alla parte / 
di solido B C, ed avendo riguat·do ai trovati valori di R1 e di R2, 

si ha 

v =-p (a--z cos et.) - - a p - - -- z cosa 1 2 5 ( 'l a ) 
j ~ · !; ~ cos et. 

3 ( a ) ' 1 ( 3 ) --ap ---z cosa:=-pz zcoso:- -a coso: 
· ·16 COSet. 2 8 ' 

'l " 3 ( a ) 1'-z=Cjp(a-zcos o: )·- .
1
.,ap -- - z cosa 

... v cos Cl. 

= 
1
5
6 

p a2
- ,

1
1
6 

p z ( 13 a - 8 z cos et.) cos et. . 

Ottenute le espressioni generali dei momenti inflettenli relativi alle 
parli di solido AB e C D, bisogna decidere per quali tratti di detto 
solido questi momenti sono positivi e per quali tratti sono nega
tivi. Considerando il valore di flt subito si riconosce che esso va a 

zero per z =O e per z = -
8
3 

_a_, e considerando quello di p. 2 fa-
cos 7. 

cilmente si vede che esso si annulla pet· z = -
8
5 

_a_ e pet· 
cos Cl. 

z=-a-. Segue da ciò che prendendo le distanze AD' ed .AE' le 
COSCI. 

quali siano rispettivamente i 5/8 ed i 5/8 della lunghezza A C si 
hanno le ascisse dei due punti d'inflessione D ed E che presenta 
la curva secondo cui si dispone l'asse del prisma considerato, e 
che i momenti inflellenti, i quali hanno valori negativi finchè si 
riferiscono a sezioni trasversali appartenenti ai tratti A D ed E C, 
diventano positivi quando vengono presi rispetto a sezioni trasver
sali appartenenti ai tratti D B e BE. 

Trovate le reazioni Q, R, R1 ed H2 e determinate le p:uti di so· 
lido separate dai punti d'appoggio e dai punti d'inflessione, quali 
sono le A D, D B, BE ed E C, ecco come si procede per la ricerca 
della sezione pericolosa so tlo il rapporto della resistenza alla com• 
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pressione, nonchè della pressione massima riferita all'unità di su
perficie. 

Per la parte di solido AD si ha che il momento inflettenle p. e 
che la forza longitudinale T ammettono i valori 

e-== ~ pz ( zcos o: -~ a ) cos o: (8), 

T= p (a--z coso: ) se n o: (9), 

3 a 
da applicarsi per valori di z compresi fra O e - - - Il valore di 8 coso: . 
p. conservandosi negativo per valori di z compresi fra gli or accen
nati limiti e quello eli T rappresentando una pressione o tensione 
negativa, si devono essi sostitui re coi segni can giali nell'espressione 
(2) del numero 151 invece di p." e di T", ed immediatamente risulta 
l'espressione la cui derivata per rapporto a z, eguagliata a zero, 
conduce a trovare quel valore particolare z' di z il quale determin a 
la sezione pericolosa nel tratto AD. Questo valore di z' è 

, 3 a I' tango: z ------~"--
- 16 coso: u" Q 

(10); 

corrispondono ad esso i valori particolari p." e T'' di p. e di T, 
coi segni cangiati, dati da 

, _p ( 9 2 P sen2 o: ) 
v. -- 2 256 a - u"2 !::!2 ' 

T,, (13 l' sen o: ) == --p 1ti a+ n" Q se n o:, 

e la pressione massima Q!m riferita all'unilà di superficie ammette 
il valot·e 

_ p ( 9 a2 u" l'sen2 a 13 asen o: ) 
Q2m-2 512Y + u"Q~ -1- S-o (1'1 ). 

Per la parte di solido D B il momento infletlente p. e la forza 
longitudinale T ammettono i valori (3) e (9) già trovati, da appli-

. f j a 1 a Il · fl · cars1 ra.z==-
8

- - e z=-
2

- -- . momento m etlente e- s1 
COSa COSa 
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conserva positivo per tutti i valori rli z compresi fra gli accennati 
limiti, ed il valore di T rappresenta sempre una pressione o len· 
sione negativa, per cui ponendo nell'espressione (2) del numero 151 
il valore di p. coi propri segni invece di e-" ed il valore di T coi 
segni cangiati invece di T", si ottiene l'espressione 

\ 

u" pz( 8zcos o:- 3 a)cos a p (a -zcos o:) se n a 
16 I' + o . 

Quest'espressione, crescendo col crescere di z , mostra ad evidenza 
come la sezione pericolosa nel l!·atto DB sia quella che corrisponde 
all'appoggio B e come la pressione massima Q2m in detta sezione 
sia il valore particolare che prende l'espressione stessa per 

1 a z---- per cui 
-2 coso:' 

Q _pa(_! a1/" seno:) 
2m-2 16 I' + O ('12) . 

Se ora si osserva che le fo1·ze perpendicolari alla lunghezza del 
solido sono simmetricamente disposte rispetto al suo mezzo B; e 
che la forza comprimente eresce da una sezione all'altra andando 
dall'estremo C all'estremo A, agevolmente si comprende come la 
pressione massima debba sicuramente aver luogo in una sezione 
del tratto AB anzichè in una sezione dell'altro tratto B C, e 
quindi come sia inutile l'instituire per quest'ultimo le ricerche 
che vennero fatte pel primo. La sezione determinata dall'equa· 
zione (10) e quella corrispondente all 'appoggio B sono adunque due 
sezioni pericolose, e di queste sezioni è maggiormente pericolosa 
quella cui corrisponde il più grande dei due valori di Q"m som· 
ministrati dalle equazioni (H) e (12). 

155. Solidi omogenei ad asse rettilineo e di egual resistenza. 
- La legge secondo cui devono variare le sezioni di · solidi sotto
posti all'azione di forze ridncibili ad una risultante unica comun
que diretla ed incontrante i loro assi, affinchè siano essi di egual 
resistenza, si trova con un metodo in tutto analogo a quello che 
venne seguì lo al numero H 2 parlando dei solidi omogenei ad asse 
rettilineo e di egual resistenza solto l'azione di forze contenute in 
uno stesso piano passante pei loro assi ed a questi perpendieola1'i . 
I valori delle resistenze Qt e Q~ riferite all 'unità di superficie, che 

L' ARTE u: FAUBRICARi Resistenza dei materiali, ecc. - 24. 
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in una sezione qualunque oppongono le fibre maggiormente al
lungate e quelle maggiormente compresse, vanno eguagliati ai 
coefficienti di snervamento Q' e Q" (num. 92) oppure ai coeffi
cienti di rottura H' ed R" (num. 95) per trazione e per pressione 
moltiplicati pei rispettivi coefficienti di stabilità, e le diverse se
zioni del solido che si vuoi fare di egual resistenza devono essere 
prese in modo da soddisfare a qnelln delle due equazioni che loro 
ùà il maggior valore. Una volta determinate le sezioni trasversali 
in modo che il corpo sia di egual resisteuza s0llo il rapporto 
della tensione massima o della pressione massima che in ciascuna 
di esse si sviluppa, bisogna ancora accertarsi se esso presenta la 
necessaria resistenza allo scorrimento trasversale, e conveniente
mente ingrossado dove presenta una sezione deficiente , determi
nando questa come si è detto al già citato numero 112. 

CAPITOLO VII. 

Resistenza all~innalzamento . 

154. Condizione ed equazione di stabilità per un corpo il 
quale trovasi sotto l'azione di una forza che tende a sollevarlo. 
-Allorquando un corpo trovasi sotto l'azione di una forza la qual e, 
agenrlo verticalmente dnl ba:,;so all'alto, tende a sollevarlo distac
candolo dai suoi appoggi, il peso del corpo stesso opponesi a quPsto 
sollevamento, il quale in nessun modo può aver luogo lnttavolta 
che la forza sollevante trovasi direttamente opposta eri inferiore 
al detto peso. Segue da ciò che, chiamando 

T'. la forza verticale la qunle tende a produrre l'innalzamento di 
un dato corpo c 

P il peso di questo corpo , 
si avrà la condizione di stabilità 

Tv< P, 

la quale si può tradurre nell'equazione di stabilità 

essendo n'· un coefficiente di stabilità che , pel motivo indicato al 
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numero 81 nel fissare i valot·i del coefficiente di stallilità n t 'v, si 
assume variabile fra 4/5 e 2/5. 

155. Uso dell'equazione di stabilità relativa alla resistenza 
all'innalzamento , e determinazione del solido di più facile in
nalzamento. - L'equazione di stabilità che venne stabilita nel 
precedente numero serve principalmente a risolvet·e i seguenti 
problemi: 

1 o Trovare a qual forza T'- , direttamente opposta al peso di 
ttn corpo, si può questo sottoporre, affinchè non venga sollevato; 

2• Trovare qual peso P deve avere un corpo, a!finchè non 
venga sollevato da una forza T" direttamente opposta al peso del 
corpo stesso. 

Avviene ben sovente nella pratica delle costruzioni di dover 
considerare dei corpi i quali si trovano in tali condizioni da poter 
avvenire in essi un sollevamento parziale, anzichè un sollevamento 
totale. Se il sollevamento parziale tende a manifestarsi più fac.il
mente per una parte che per un'altra del corpo dalo , esiste un 
solido di più facile innalzamento il quale dà luogo a delle sezioni 
pericolose nelle superficie secondo le quali si stacca dal corpo in
tiero. Il solido di più facile innalzamento si determina cercando 
quella parte del solido inliero per rapporto alla quale è massimo 
il valore del coefficieule di stabilità , ossia il valore della forza 
che tende a produrre il sollevamento per il corrispondente peso 
che vi si oppone. 

156: Verificazione della stabilità di un condotto in muratura 
entro il quale si esercita una pressione idrostatica che tende a 
sollevare il volto che lo copre. - Rappresenti la figura i 55 la 
sezione trasversale di un condolto orizzontale in muratura costi
tuito d'una platea e delle opere di fondazione che terminano al 
livello AB, di due piedritti AL e B N e di un volto L ~iN C D E so
vraccaricato fino alla superficie cilindrica proiettata nella linea I O H. 
Attraverso a questo condotto passi dell'acqua la quale prima di 
entrare in esso sale al livello marcato dalla linea PR; e suppon
gasi che possa avvenire il sollevamento di nn masso come mD p q r s t, 
separantesi dal volto secondo i giunti m t e p q diretti normalmente 
alla superficie d'intrados e del sovrastante sovraccarico secondo i 
piani verticali ts e q,._ Si riferisca la cm·va, che si suppone sim
metrica rispetto alla verticale D y, a due assi coordinati, si assuma 
per origine il punto culminante D dell'indicata curva, per asse 
delle ascisse si prenda la tangente D x in D, per asse delle ordi· 
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nate la verticale D y. Si consideri una parte di condotto lunga la 
unità, e si chiamino: 

a la differenza di livello D Q fra il punto D. ed il livello del li
quido prima di entrare nel condotto; 

p il peso dell'unità di volume di liquido; 
x ed y le due coordinale D p' e p'p del punto p posto da l! a 

retta D y alla distanza che dalla medesima retta ha il punto rn; 

x' ed y' le due coordinate Du' ed u'tt d'un punto qualunque u 
dell'arco Dp. 

Supponendo chiuso il condotto all' estt·emità per la quale sorte 
il liquido e quindi ammettendo il easo più sfavot·evole d'una pres 
sione idrostatica (s) contro la supedìeie d'intrados del vollo, sopra 
l'elemento di superficie rappresentato nell'a rchetto uv=ds', il qnal 
elemento non è altro che una strettissima lista rettangolare lunga 
l'unità e larga ds', ha luogo una pressione elementare ad esso nor
male e misurata dal peso di un cilind'i·o liquido avente per hase la 
detta lista di superticie 1 X ds' e pet· altezza Ja differenza livello 
u u" =a +y' fra il punto u e la orizzontale P R, per cui questa 
pressione elementare vien espressa da 

p (a + y') d s' ; 

la sua componente vel'ticale ammette il valore 

p (a + y') d x' ; 

e la totale spinta verticale che si esercita contro la parte di su
perficie d'intrados del volto rappresentata in m D p vien data da 

Conoscendosi l'equazione della curva ED C rispetto ai due assi co
ordinali D x e D y, si ha il valore di y' in funzione di x'; può 
essere effettuala l'integrazione , e così. si può avere in funzione 
della variabile x l'espressione generale della spinta verticale che 
agisce su una parte qualunque della superficie d'intrados del vollo, 

(s) Nel numero cbe segue è indicato un procedimento elementare per ottenere la 
pressione verticale che ha luogo sopra una parte qualunque della superficie d'in· 
trados del ,•{llto del condotto. 
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come mDp, simmetricamente estendentesi per rapporto alla gene- . 
ral.rice suprema rappresentata nel punto D, e che tende a sollevare 
il masso m D p q r s t il cui peso sarà pure esprimibile per x al
lOI·quando si conosca con qual legge vennero tracciate le due linee 
Ll\'JN ed IO H. Chiamando rispettivamente f(x) e <p (x) le espres
sioni òella forza verticale ~gente dal basso all'alto che tende a 
produrre il sollevamento e del peso agente dall'alto in basso che 
a questo sollevamento si oppone, l'equazione di stabilità del nu
mero 154 conduce a trovare 

nv_ f(x) 
- <p (x)' 

dalla quale equazione si può dedurre quali sono le sezioni peri
colose e giudicare del grado di stabilità del condotto sotto il rap
porto della resistenza al sollevamento. Per determinat·e le sezioni 
pericolose bisogna cercare qual è quel valore particolare di x che 
rende massimo, per valori di x compresi fra O ed S C, il valore 
di n v ; per decidere poi della stabilità del condotto serve il valore 
massimo di n v e si dirà: che esiste lo stretto equilibrio quando 
n v= 1, che vi è stabilità se n v< 1 e che la stabilità è tanto più 
grande quanto più nv è una frazione piccola, e finalmente che non 
vi ha equilibrio quando n v> 1. 

L'espressione fx (a+y') d x' rappresenta evidentemente la su
-x 

perficie mD p p" m", per cui si può dire che pfx (a+ y' ) d y' è il 
-x 

peso di un cilindro d'acqua avente per base la detta superficie e 
per altezza l'unità. Questa semplicissima osservazione conduce a 
risolvere il problema anche nel caso in cui non si conosca l'equa
zione della curva E D C, purchè in iscala piuttosto grande si abbia 
il disegno della sezione trasversale del condotto. Considerando di
verse parli mDp, m1 Dpi' m2 Dp2, ........ della superficie d'ìntrados 
del vòlto, basta fare le superficie m D p p" m", m1 D P t p/' m/', 
m2 Dp2 ptmt, ........ e mCJltiplicarle per p onde ottenere le pres
sioni verticali Tv, T/, T2V, ......... che su esse hanno luogo per una 
lunghezza eguale all'unità: trovando i pesi P, P1 , P2 , ........ dei 
massi mDpqrst, m1 Dp 1 q1 r1 s1 t1, m~ Dp2 q2 r2 s2 t2 , ...... .. che rispet
tivamente operano coutro le dette pressioni verticali e facendo i 
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quozienti ~' ~> ~:· ....... , si hanno altrettanti valori diversi n", n/, 

n2V, ...• .... del coefficiente di stabilità. Il più grande dei detli quo
zienti rappt·esent.a esaltamente o per approssimazione il più gran 
valore del coefficiente eli slahililà, è qu ello cui corri sponde il solirlo 
di più facile innalzamento, determina le sezioni peri colose, e, secondo 
che risulta eguale o minore o maggiore dell'unità; porta a decidere 
se nel condotto e per rapporto alla resistenza al sollevamento vi 
ha lo strello equilibrio o se vi ha stabilità o se questa manca. 

1 57. Procedimento elementare per ottenere la pressione ver
ticale che ha luogo sopra una parte qualunque della superficie 
d'intrados del volto del condotto considerato nel precedente nu
mer o. - Ritenendo che l'arco E D C ( fig. 135) sia una linea 
poligonale di lati piccolissimi altemativamente verticali ed oriz
zontali, la superficie d'intrarlos del volto del condollo rappresen
tata nell'arco D p (fig. I 54 ) può essere risguardata rome una su
perficie poliedrica a facce strettissime alternativamente orizzontali 
e verticali a partire da D, per cui la pression e verticale che il 
liquido produce contro la superficie rappresentata in D p altro non 
può essere che la somma di tutte le pressioni che hanno luogo 
sulle piccole facce ori1.zontali D a , a'~. ~~ y, ........ Ora, essendo p 
il peso dell'unità di volume di liquido e considerando una parte 
di vòlto lunga l'unità, la somma delle pressioni che hanno luogo 
sulle indicate stt·ettissime facce orizzontali è 

p(DQ.Drx.+a' a" .a' ~ + 0' W'· Wy+ .. .... .. ), 

e, siccome la somma dei prodotti entro parentesi non è altro ehe 
l d Il . l' . DQ " ' ' " r- " r<' r-.tP.'' ,, ' a somma e e aree ptcco tssJme a a , o: a 1j ~'-' , ~ 1_, y y, ...... 
costituente l'aree totale D Q p" p, agevolmente si viene a con chiu
dere come la pressione verticale sull a superficie cilindrica hwgo 
l'unità e rappresentata in Dp altro non sia che il peso del cilindro 
d'acqua avente per base la superficie D Q p" p e per altezza l'unità, 
c come per conseguenza quella che ha luogo sulla superficie ci
lindrica m D p debba essere il peso ùel cilindro d'acqua pure allo 
l'unità ed avente per base la !'uperficie m m" p" p. Ciò premesso, 
torna agevole il tr·ovHe le pressioni verti cali che il liquido produce 
contro diverse parti (fig. 155) mDp, m1 Dp{, m2 Dp 2, ........ della su
perJ:ìcie d'intrados per una lunghezza di condotto eguale all'unità, 
e verificare la stabilità dell'edifizio sotto il rapporto della resi-



- 575-

stenza all'innalzamento procedendo come si è indicato sul finire 
del precedente numero. 

158. Resistenza all'innalzamento tenendo conto della coesione 
dei materiali. - Nel valutare la 1:esistenza all'innalzarnento usano 
alcuni costruttori di tener anche conto della coesione che mantiene 
unito il masso soggetto a sollevamento a quello che rimane im
mobile quando questo fatto avvenga. Se il distacço del primo masso 
dal secondo tende ad avvenire secondo superficie piane orizzontali, 
la forza di coesione che si oppone al sollevamento si valuta sic
come una resistenza allo strappamenlo operante in senso verticale 
e dall'alto al basso; se il dello ilistacco può solo manifestarsi se
condo superficie verticali, la forza che tende ad impedirlo si con
sidera come risultante dalle resistenze che si sviluppano nelle delle 
superficie di separazione ed agen ti pure dall' alto al basso; se fi
nalmente le superficie di separazione sono piani inclinati si usano 
dai pratici due metodi ben diversi nel valutare la resistenza dovuta 
alla coesione. Considerando, per esempio , il caso della resistenza 
al sollevamento che presenta il masso mDpqrst (fig. 155) quando 
contro la sua faccia m D p si esercita una pressione idrostatica dal 
basso all 'alto, ammettono tal uni che normalmente a ciascuno dei 
giunti piani m l e p q si sviluppi una resistenza allo strappa mento 
diretta di:tll'allo al basso e che in ciascuno dei giunti verticali ts 
e q r nasca una resistenza allo seorrimenlo pure dirella dall 'allo 
dal basso; altri invece, ritenendo come vero quanto si è detto per 
le resistenze allo scorrimento che si sviluppano negli or accennati 
giunti verticali , partono dall'idea che i giunti m t e p q non siano 
realmente pi an i ma sillbcne superficie poliedriche formate da pic
eolissime facce rettangolari alternativamente verticali ed orizzontali, 
dicono che su tutte le piccole facce orizzontali, il cui complesso 
fa le proiezioni orizzontali t t' e q q' di m t e di p q, hanno luogo 
delle resistenze allo slrappamenlo producenti una resisteuza unica 
diretta verticalmente dall 'alto al basso , e che su tutte le piccole 
facce verticali , dal cui complesso risultano le proiezioni verticali 
m t' e p q' di m t e di p q , si sviluppano delle resistenze allo scorri
mento formanti una risultante unica anche verticale ed agente dal
l' alto al basso. 

Chiamando 
R' la resistenza alla rottura per strappamento rifet'ita all'unità 

di superficie, 
n•v la resistenza 

di superficie, 

' 
alla rottura per scorrimento pure riferita all'unità 
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P il peso del masso il quale è soggetto ad innalzamento per effetto 
d'una pressione idrostatica che verticalmente contro esso si esercita 
dal basso all'allo, 
evidentemente risulta da quanto si è detto: che la rèsislenza all'in
nalzarneuto per· un masso, il quale tende a staccarsi dai suoi sostegni 
secondo due superficie orizzontali ciascuna delle quali presenta 
l'area Q, è espressa da 

P+2R'Q; 

che la resistenza all'innalzamento per un masso, il quale può essere 
levato dai suoi sostegni per distacco secondo due superficie verti· 
cali ciascuna delle quali ba l'area w, vale 

e finalmente che la resistenza all'innalzamento per un masso come 
m D p q rs t, il quale può staccarsi dai suoi sostegni secondo i giunti 
verticali s t ed r q aventi ciascuno la superficie w e secondo i giunti 
m t e p q presentanti ciascuno la superficie Q e facenti l'angolo o: 
colla verticale, può essere valutata, secondo alcuni, coll'espressione 

(1), 

dove R' Q sen e1 esprime la componente verticale della resistenza do
vuta alla coesione· che si sviluppa normalmente a ciascuno dei due 
giunti m t e p q; secondo allri coll'espressione 

P+2 Q(R' seno:+R"cos o:)+ 2R'v w (2), 

nella quale 2 R' Q seno: è la risultante di tutte le resistenze allo 
strappamento che hanno luogo sulle piccole facce orizzontali che 
nel loro complesso costituiscono le proiezioni orizzontali t t' e q q' 
di m t e di p q, e 2 RlV Q coso: la risultante di tutte le risistenze 
allo scorrimento che hanno luogo sulle piccole facce verticali for
manti nel loro assieme le proiezioni verticali mt' e p q' dei detti 
giunti m t e p q. 

Evidentemente la resistenza all'innalzamento che si ottiene ap
plicando l'espressione (2) supera della quantità 2QR'v coso: quella 
che vie n data dall'espressione ( 1); e siccome nella pratica delle 
costruzioni, allorquando non è ben certo in qual modo si sviluppano 
le resistenze, è prudente consiglio l' allenersi a quei risultati che sono 
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in favore della stabilità, un cauto coslrultore, il quale voglia anche 
tener conto della coesione dei materiali nel valutare la resistenza 
all'innalzameulo per un coudotto conlt·o il cui vòlto si esercita una 
pressione verticalmente diret.ta dal bas~o all'alto, dovrà servirsi nei 
suoi calcoli dell'espressione (1) anzichè dell 'espressione (2), e per la 
sicurezza dell 'opera dovrà fare in modo che il coefficiente di stabi
.Jità noH sia maggiore di 1/1 O. 

CAPITOLO VIli. 

R~sistenza al rovesciamento. 

i 59. Condizione ed equazione di stabilità per un corpo il 
quale trovasi sotto l'azione di forze che tendono a rovesciarlo . 
- Se dale forze operano sopra un corpo in modo da produrre 
il suo rovesciamento od anche solamente il rovesciamento di una 
sua parte , e se il peso del corpo stesso si oppone a che questo 
fatto avvenga ; affinchè il corpo si possa dir stabile è necessario 
che il momento del suo peso rispetto alla retla, intorno alla quale 
tende ad aver luogo la rotazione con cui incomincia il rovescia
mento, sia maggiore della somma algebrica dei momenti di tutte 
le altre forze applicato al corpo rispetto alla medesima retta. Se
gue da ciò che, chiamando 

P il peso del corpo e ' 
c il suo braccio ossia la sua distanza dalla retta intorno alla 

quale può aver luogo il rovesciamento, 
l\1' la somma algebrica dei momenti di tutte le altre forze appli

cate al corpo rispetto all'accennata retta, 
si deve avere la condizione di stabilità 

M' < Pc, 

e quindi l'equazione di stabilità 

nella quale nv' è un coefficiente eli stabilita che, pel motivo indicato 
al numero 81 nel fissare i valori del coe}lWente di stabilità 11'v, si 
può assumere siccome variabile fi·a 4/5 e 2/5. 
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l GO. Uso dell 'equazione di stabilità relativa alla resistenza 
al rovesciamento e determinazione del solido di più facile ro
vesciamento. -L'uso dell'equazione di stabilità del numero pre
cedente sta principalmente nel risolvere questi due problemi praLi ci: 

1 o T1·vvare a qual momento rovesciante l\'l' si può assoggettare un 
do to corpo prismatico a!finchè non abbia luogo il suo rovesciamento ; 

2° Trovare ttna delle dimensioni della sezion 1·etta di forma co
gnita da assegnarsi ad un C01]JU prismatico di sostanza nota, a!finchè 
non venga rovesciato solto l' ozione di un dato momento rovesciante M'. 

Allorquando i corpi che sono soggelli a rovesci:1menlo presentano 
una tal forma ed una tal slrultura da essere più facile il rovescia
mento per questa anzichè per l'allra parte, si fa luogo alla ricerca 
del solido di più facile 1·ovesciamento e quindi alla ricerca della se
z ione pe1·icolosa , lo quale non è allro che il giunto secondo cui il 
detto solido tende a staccarsi dalla parte che rimane immobile al 
momento in cui il rovesciamento comincia a manifestat·si . Si det er
mina il solido di più facile rovesciamento cercando quella parte del 
corpo intiero, a cui essa appartiene, per rapporto alla quale è mas
simo il valore del coeffieiente di stabilità, ossia il valore del quo
ziente del momento rovesciante l\f per il corrispondente momento 
resistente P c. 

161. Verificazione della stabilità di un muro il quale può es
sere rovesciato da una forza che obbliquamente agisce con
tro una sua faccia - Sia AB CD (fig. 155) la sezione tras
versale di un muro che si suppone di lunghezza eguale all'unità, 
costrutto per strati regolari aventi date inclinazioni all'orizzonte e 
sottoposto all'azione di una forza R, cognita di direzione e d 'in~, 
tensità, la quale agisce contro la faccia B C in un punto determi
nato I in modo da essere possibile il rovesciamento della parte 
FECD in seguitCI a rotazione della medesima attorno allo spigolo 
ol'Ìzzontale rappresentato nel punto F. Evidentemente il giunto di 
separazione della parte che può essere rovesciata dalla parte ri
manente di muro deve incontrare la faccia B C secondo una linea 
rappresentata nel punto E posto al di sotto del punto d'applica
zione I della forza R; e , chiamando x la distanza ·eH del piano 
orizzontale passante per E dallo spigolo rappresentato in C, quando 

' sia compiutamente determinata di forma e di grandezza la sezione 
AB C D torna agevole l'esprimere in funzione di x e dei cl ati del 
problema il momento della forza R rispetto allo spigolo F, il qual 
momento vale la somma algebrica dei momenti delle sue compo
nenti orizzontale e verticale Q e V rispetto allo spigolo medesimo, 
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non chè il momento, puye rispetto allo spigolo F, del peso P della 
parte di muro lunga l'unità rappr·esen tata in F E C D. Chiamando 
F (x) il momento rovesciante, ossia il dello momeuto della forza 
R, e <I> (x) il momento che si oppone al rovesciamento, ossia l'in 
dicato momento del peso P, l'equazione ui stabilità del numero 159 
conduce ad esprimere il coefficiente di stabilità n"' con 

Cer·cando qual è il più gran valore che può pr·endere questo coef
fiCiente di stabilità fra i limiti di x== C l{ e di x= CL si deter
mina quel valore particolare di x che fissa dove esiste la sezione 
pericolosa, e lo stesso più gran va lore di n"' porta a decidere del 
grado di stabilità del muro. Esiste lo st retto equilibl'io se n"1 = 1; 
vi ha sta bi lità quando n'v< 1, e questa è tanto più grande quanto 
più n"1 è uua frazione piccola ; e finalmente nou vi può essere 
eq uilibdo quando n' 1> 1. 

Sovenli volte riesce opel'azione lunga e diffici le il trovare le due 
funzioni F (x) e <I> (x) il cui quoziente rappresenta il coefficiente 
di stabi li tà, ed allora si può risolvere il problema col seguente 
semplieissimo procedimeuto pratico. Disegnata in una scala piut
tosto grande la sezione trasversa le del muro, al di sotto del punto 
d'applicazione I della forza B si conducano diverse rette EF, Ei Fl' 
E2 F 2, .• • ••.• rappresentan ti altrettanti giunti secondo i quali può essere 
possibile il rovesciamento p el' distacco delle parti di muro F E C D, 
FiE i C D, F 2 E2 C D, ....... ; si fa ceiano i momenti rovescianti M, M~' M2 , 

....... della forza R rispetto agli spigoli rappresentati nei punti F, F i' 
F 2, ., ••••• valutaudo i bracci corrispondenti con misure prese su l 
disegno; si calcolino i pesi P, Pl, P2, ••.•••• delle accennale parti; 
graficamente si determinino i punti d'applicazione di questi pesi 
ossia i centri di gravità delle stesse pa1:'h; sul disegno si misurino 
i bracci c, ci, c2, •••• •• • di questi pesi risptlto agli spigoli F, Fl, F~, 

, f . M Mi M2 • ....... ; e fmalmente si acciano i rapporti -p , p-, p-- , ... ..... 1 
c ici 2c2 

quali rapprcsen teranno altreltan li valori diversi 1'1 n' nj '\ n2 n' ......• 

del coefficieute di stabilità. Il più grande dei delli rapporti , esat
tamente od almeno con molla approssimazioue, se i giunti EF, 
EiFi, E2 F2, •••• •• • vennero condolli abbas tanza viciui, dà il più gran 
valore del coefficiente di stabilità; il giunto t~ ui corrisponde questo • più gran rapporto costituisce la sezione pericolosa; e lo stesso 
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quoziente, secondochè risulta eguale o minore o maggiore dell'unità, 
porta a decidere se per rapporto alla resistenza al rovesciamento 
vi ha nel mun> lo stretto equilibrio, o se vi ha staLililà, o se questa 

l 

manca. 
162. Pressione massima riferita all'unità di superficie sullo 

spigolo attorno al quale tende a farsi il rovesciamento di un 
solido prismatico, e modo di ' 'erificare se su questo spigolo 
non esiste pericolo di schiacciamento dei materiali. - Essendo 
EF (fig . 156) la sezione pericolosa per un solido prismatico, per 
un mm·o a cagion d'esempio, contro il quale agisce la spinta R 
applicata in I per produrre il rovesciamento attorno allo spigolo 
rappresentato nel punto F, e supponendo trasportate sulle proprie 
direzioni fino in O la forza spingente R nonchè il peso del solido 
F E C D di più facile rovesciamento, si può trovare la loro risul
tante S. Quando non ha luogo rovesciamento, la direzione Ji questa 
risultante incontra sicuramente il giunto EF in un punto determi
nalo L, e supponendo trasportata da detta risultante S sulla sua 
direzione fino ad essere applicale in L si possono avere le sue due 
componenti N e T, la prima norrìwle al giunto EF e l'altra con · 
tenuta nel piano del giunto stesso. Se il punto L si confonde col 
punto di mezzo M di E F, la pressione N che ha luogo sulla super
ficie rettangolare rappresentata in E F si ripartisce uniformemente 
e quindi la pressione massima Qt riferita all'unità di superficie 
sullo spigolo F, come su qualunque altro punto del giunto EF, 
vien espressa da 

essendo Q la superfieie di detto giunto. Se il punto L non si con
fonlle col punto M, ma se la distanza ML è minore di J /5 MF, 

ponendo ~-~=m, si ha che la massima pressione Q t riferita al-
MF 

l'unità di superficie ha luogo sullo spigolo F e che, per quanto si 
è dello nella risoluzione del problema I del numero 157, vien 
data da 

(1). 

Se il punto L dista da 1\'1 più di 1/5 M F, una parte soltanto della 

• • 
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base E F soffre pressione; questa parte, come è facile fendersi ra
gione in seguito a quanto si è detto nel risolvere il problema I 
del già citato numer·o t57, si determina ponendo FE'==5.FL; e 
la pressione massima Q{ riferita all'unità di superficie che ha luogo 
sullo spigolo F vien data dalla for·mola 

(~). 

Se il punto L dista dal punto l\1 di 1/5 MF trovasi premuta l'in
tiera hase E F, ma la p1;e~sione sullo spigolo rappresentato in E 
è nulla; e, come risulta tanto dalla formola (1 ) quanto dalla for·
mola (2) (t ), la pressione massima riferita all'unità di superficie, 
che ha luogo sullo spigolo F, vien data da 

Può avvenire che il punto L, invece di tr·ovm·si fra M ell F, cada 
fra M ed E. In questo caso lo spigolo intorno cui tende a farsi 
il rovesciamento non è più lo spigolo F, ma sihbene lo spigolo E; 
ed è su quest'ultimo che ha luogo la massima pressione riferita 
all'unità di superficie. 

Affinchè sullo spigolo attorno al quale tende a farsi il rovescia
mento non siavi pericolo di schiacciamenlo dei materiali, si ri
chiede che la pressione Q, rifer·ita all ' unità di superficie sia minore 
del coeffieienle di r·ottura per sc hiacc~amento relativo alla materia 
che in detto spigolo si trova ; e si ha stabilità quando la della 
pressione è eguale o min ore del pr·o ~tlo del coefficiente di 
suervamento (num. 50) o del coefficiente di r,.,llura (uum. 54) pel 
relativo coefficiente di 1stabilità (num. 51 e 40). 

(l ) Le formole (1) e (2) non sono altro che le due espressioni di Q1 già trovat e al 
numero 137 nel risolvere il probl ema I, nelle quali alla forza pt•etnente T" si è sosti · 
tuita la forza N ed al prodotto ab l'area n che esso rappre!'enta. 
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CAPITOLO IX. 

R.esist;enza dei solidi inizialmente . 
curvi. 

165. Assunto del presente capitolo. -La resistenza dei solidi 
inizialmente curvi (num. 10) verrà studiata soltanto nel caso par
ticolare di un solido avente per asse, ossia pet· lin ea luogo geo
metrico dei centri di superficie delle sue sezioni trasversali, una 
curva piana, e nell'ipotesi che si trovino nel piano di questa curva 
tutte le forze estrinseche, non chè uno degli assi principali dell'el
lisse centrale d'inet·zia di ciascuna sezione trasversale. In questo 
caso, il quale comprende t utte le quistioni che nella pratica si pos
sono presentare all'ingegnere costruttore e il quale pc:r conseguenza 
è il solo necessario a conoscersi da colot·o cui questo corso è desti
nalo, la direzione dell'asse neutro in qualsiasi sezione è già deter
minala , giacchè , dovendo essere coniugata , nell'elli sse centrale 
d'inerzia, del diametro che lrovasi nel piano delle forze estrin se
che, il qu al diametro è per ipotesi asse principale, è perpendico
lare al detto piano che è pur quello in cui trovasi l'asse del 
corpo. 

164. Fenomeni che si manifestano in un sol ido inizialmente 
curvo sotto l'azione di forze estrinseche contenute ne! piano 
dell'asse del solido. - Essendo AB e CD (fig. 157) due sezi oni 
trasversali vicinissime di un solido inizialmente curvo avente pet· 
asse la curva z z', ciascuna delle forze che trovansi applicate al 
corpo a dritta della sezione C D si può immaginare scomposta in 
una componente tangenziale diretta normalmente al piano dell'or 

' accennata sezione ossia parallela all a tan gente alla curva z z' nel 
punto G', ed in una seconda componente normale parallela al 
piano della sezione C D e quindi perpendicolare alla detta tangente 
GT. Tutte le componenti tangr-nziali danno gene1·almen te luogo ad 
una risultante unica che melle in giuoco l'elasticità longiturlinale 
e che, a seconda del senso secondo cui opera, tende ad allonta
nare o ad avvicinare la sezione C D alla sezione A ll, e quindi ad 
allungare o ad accorciare la parte E G dell'asse del corpo; la ri· 
sultan te unica, cui generalmente danno luogo le forze normali, pt·o· 
yoca l'elasticità tmsversale, giacchè tende a staccare la parte di 
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solido che trovasi a dritta della sezione CD da quella che trovasi a/ 
sinistra; e finalmente, siccome le forze sollecitanti non passano pel 
punto G, hanno esse un momento rispetto alla retta perpendicolare 
al piano della curva z z' passante per l'or indicato punto per cu i 
tendono a produrre rotazione della sezione CD relativamente alla 
sezione AB e quindi flessione. L'asse z z' del solido subisce delle 
deformazioni e, tuttochè siano esse effettivamente piccole nei corpi 
sottoposti all'azione di forze estrinseche non capaci di produrre in 
essi lo snervamento, pure non sono tali da potersi assolutamente 
lt'ascurare. 

165. Equazioni d'equilibrio fra le forze estrinseche e le forze 
molecolari che si sviluppano in una sezione trasversale qua
lunque di un solido inizialmente curvo. - Essendo AB e CD 
(fig. 157) due sezioni trasvet·sali infinitamente vicine Ji un solido 
omogeneo inizialmente curvo posto nelle condizioni già espresse al 
numero 165, si chiamino: 

w la superficie elementare della sezione d'un elemento di fi
bra ab e 

Q la superficie della totale sezione trasversale del solido ; 
v la distanza Gb del centro della sezione dell'elemento di fibt·a 

a.b dalla rella, perpendicolare al piano in cui è contenuto l'asse 
del corpo, rappresentata nel punto G; 

l l'archetto E G limitato ai centri di superfìcie delle due sczipni 
AB e CD; .. 

e l'arco di raggio eguale all'unità chiudente l'angolo infinita
mente piccolo C L A che, nello stato primitivo del solido, fa il piano 
della sezione C D con quella della sezi6ne AB , e 

e' l'arco di raggio eguale all'unità il quale chiude l'angolo C2 L'A 
che il piano C2 D2, in cui viene a trasportarsi la sezione C D dopo 
la deformazione, fa col piano della seziclne AB; 

V la distanza GO=G1 0 1 che l'asse neutro della sezione CD, 
rappreserftato nel punto O finchè il solido non si suppone deformato 
e nel punto Of quando il solido si è deformato, ha dal centro di 
superficie di detta sezione ; 

T la somma delle componenti delle forze estrinseche applicate 
alla parte di corpo posta a diritta della sezione C D, le quali sono 
per·pendicolari al piano di questa sezione ; 

N la somma delle componenti delle dette forze estrinseche, le 
quali sono parallele al piano di questa sezione , e 

(1· la somma dei momenti delle medesime forze rispello alla rella 
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contenuta nel piano della sezione C D perpendicolare al piano in 
cui si trova l'asse z z' del corpo e rappresentata nel punto G ; 

I' il momento d'inet·zia della superficie della sezione, C D rispetto 
alla retta proiettata nel punto G la quale, per essere uno degli 
assi principali dell 'ellisse centrale d'in erzia di ciascuna sezione nel 
piano Jell'asse z z' del solido che si considera, è asse principale 
dell'a sezione C D; 

E un numero esprimente il coefficiente d'elasticità longitudinale 
della materia di cui il solido è formalo ; 

Erv il coefficiente d'elas ticità trasversale; 

èJ lo sconimento relativo i~t (uum, 70) suhìto dalla sezione 

CD relativamente alla sezione AB ; 
~ una somma estesa a tutte le supedìcie elemental'i c,), 

Ciò premesso, essendo l'angolo COj C2=10tL'=C2 L' A-CL A, 
l'arco di raggio eguale all'unità che lo chiude vale e' - e, L'ele
mento di fibra ab, avente per sezione c,) e di stante della quantità 
V +v dall 'asse neutro rappresentato e proiettato nel punto O t, pel 
fatto della flessione prova un allungamento od un accot·ciamento 
che si può esprimere con (V + v) (e' - e), purchè prendasi v negatizo 
dalla parte della retta rappresentata e proi ettata nel punto G verso 
la quale si verificano accorciamenti di fibre; la tensione o la pres
sione corrispondente vie n dala, per quanto si è dello ai numeri 1 ~ 
e 29 parlando dell'estensione e dalla compressione, da 

Ec,l (V + v) (e' -e) . 
l ' 

il momento di questa forza rispetto alla parallela all 'asse neutro 
rappresentata nel punto G, è 

e la resistenza allo scorrimento trasversale che oppone il conside
rato elemento di fibra può essere espressa da 

Le domandate condizioni d'equilibrio fra le forze estl'iuseche e 
le forze molecolari si ottengono ponendo le condizioni esprimenti 
che tutta la parte di corpo, posta a diritta della sezione CD per chi 
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osset·va la figura .f. 57, trovasi in equilibrio sollo l'azione delle forze 
estrinseche e delle forze molecolari dalle medesime messe in giuoco. 
Ques te condizioni risultano scrivendo : che deve essere zero la 
somma algebrica delle forze parallele alla direzione E G T della 
parte EG di asse del solido compresa fra le due sezioni vicinis· 
s;ime AB e CD, e quindi si ha per prima condizione 

LE w (V+v) (S' -B) T=O 
l (1) ; 

che deve essere zero la somma dei momenti eli tutte le forze ri
spetto alla retta rappresentata e proiettata nel punto G, per cui si 
ha come seconda condizione 

(V +v) (S' -9) 
LE w l v-p.=O (2) ; 

e finalmente che deve essere zero la somma algebrica di tutte le 
forze dirette normalmente all'asse del prisma , per cui si ha la 
terza condizione d'equilibrio 

la quale per il caso di 1deformazio~i piccolissime quali sono quelle 
cui si possono assoggettare i corpi nelle costruzioni, per essere lo 
scotTimento relativo la tangente trigonometrica dell 'angolo che 
l'elemento di fibra spostata fa colla sua .posizione primitiva (num. 
70), per confondersi sensibilmente le due curve ab ed abt b2 colle 
loro corde e queste colle perpendicolari in b ed in b2 ad O C e 
ad O t C2, per risultare l'angolo ba b2 di ben poco diverso dall 'an
golo coj c2 e finalmente potendosi sostituire alla tangente di que
st'angolo piccolissimo la lunghezza dell'arco e' -e che lo chiude, 
si può ridurre a 

(3). 

Osservando ora che le quantità E,. E'v, s, e'- e e V vanno con
siderate come costanti, che Lw=O, che Lwv=O giacchè la retta 
rappresentata nel punto G perpendi colarmente alla quale si valu
tano le distanze v passa p el centro di superficie della sezione C D, 
e che L w v2 non è altro che il momento d'inerzia I' della su per-

L'AliTE: DI FA OBRICARE. Resistenza dei malet·iali, ecc. - 25, 
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ficie dell'or indicata sezione rispetto alla retta t·apprescnlala nel 
punto G, le condizioni d'equilibrio (1), (2) e (5) diventano 

B'-B 
E-l-Vn=T 

E B' -e
1
,_ 

l -1'-
(4). 

La for·za tangenziale T va assunta come positiva qnanrlo tende 
ad allontanare la sezione C D dalla sezione A D, e come negativa 
quando agisce in modo da aver tend enza ad avvicinare le stesse 
sezioni; la forza N va risgual'dala come positiva quando è rivolta 
dalla parte verso cui trovasi l'intersezione dell e due sezioni tras
versali AB e CD, come negativa quando agisce in senso contrario; 
ed i momenti pat·ziali, dalla cui somma algebrica risulta il mo
mento l'-• vanno consid_erati come positivi quando agiscono sulla 
parte di corpo posta a dritta della sezione CD in modo da far ro
tare la tangente G T verso la parte di normale in G all'asse z z' la 
quale passa pel centro di curvatura corrispondente al detto punto, 
come negativi quando operano in morlo da produrre una rolazione 
contraria a quella indicata. 

166. Determinazione dell'asse neutro. - Nei limiti entro i 
quali si è ristretto lo studio della resistenza dei solidi inizialmente 
curvi (num. 165), l'asse neutro in una sezione qualunque di uno 
di questi solidi è perpendicolare al piano in cui sono contenute le 
forze estrinseche, cosicchè per la completa sua determinazione non 
si ha che da trovare la sua distanza V dal centro della sezione in 
cui si trova. Perciò dividasi la prima delle equazioni (4) del nu
mero precedente per la seconda, e dall'equazione che risulta si ri
cavi il valore di V il quale vien dalo da 

TI' 
V= - . 

p. Q 

Ammesse le convenzioni stabilite nel precedente numero sui se
gni della quantità T, N e l'-• un valore posi tivo di V accenna ad un 
~sse neutro posto tra il centro di superficie G ed il centro di cur-
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vatura L, mentre un valore negativo di V corri'sponùe ad un asse 
neutro clte ineonlra il pt'olungamento della retta LG. 

1. 6 7. Variazioni di coordinate suhìte dall'asse di un solido 
inizialmente curvo nel deformarsi sotto l'azione di date forze 
estrinseche. - Siccome le due sezioni trasversali AB e CD (fig. 
137) vennero supposte infinitamente vicine fra di loro nel dedurre 
al numero 165 le equazioni d'equilibrio fra le forze estrinseche e 
le forze molecolari, e siccome queste equazioni sono fondate su 
ciò che nel solido considerato non avvenga snervamento e che 
quindi siano piccolissime le deformazioni che in esso si verificano, 
i due archi e e e' si possono rappresentare con due archi infinite
simi dT e dT' e coll'arco pure intìnitesimll" ds l'arco EG=l. Se
gue da ciò che facendo il prodotto E I'= E, essendo e il momento 
di flessibilità, la seconda delle equazioni (4) del numero 1.65 può 
essere scrilla 

d'onde 

d l -d r 
e ds = e- , 

dr'-d r=!e.ds, 
E 

nella quale d r e rh" sono rispeltivamente gli archi chiudenti gli 
angoli elementari fatti da due nol'111ali successive all'asse primitivo 
e dalle due not·mali corrispondenti all 'asse deformato del solido che 
si considet·a. 

Pren1lendo pet' origine di coordinate un punto della curva se
conrlo cni è foggiato l'asse primitivo per cui voglionsi trovare le 
variazioni di coordinate, per asse della ascisse z la tangente a detta 
curva e per asse delle ordinate u la normale, siccome d T 1

- dr 
misnra la differenza fra l'angolo fatto da due normali successive 
all'asse deformato e qnello fatto dalle corrispondenti normali 
successive all 'asse primitivo, il valore di r'- r, che oltiensi in le· 
grando l'ultima equazione e che vien dato da 

esprime ltt differenza fra gli angoli r' e r che le normali all'asse 
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deformato ed all'asse primi tivo corrispondenti alla stessa sezione 
fanno coll'asse delle u, angoli che sono eguali a qu1~lli che le toc
canti alle due curve nei punti medesimi fanno coll'asse delle z. 

Ammettendo ora che, fatto 

-r'-r=rp (2), 

sia rp un an golo molto piccolo, giacchè le deformazioni che si pos
sono far subire ai corpi che vengono impiega ti nelle costruzioni 
devono essere tali da non produrre in essi lo snervamento, si può 
ritenet·e con grandissima approssimazione 

cos rp =1 e senr=rp. 

Allora, siccome dalla (2) si ha 

-r'=r+r, 

torna agevole il dedurre 

cosr' = cosr- p sen r, 

sen r'= senr+rpcosr, 

e quindi il ricavare le seguenti espt'essioni di r= r' - 'l' 

, cosr-cosr' 
r=r -'l'=----

sen r 

, se n r' -sen r 
f=r -r=----

cosr 

(3). 

.1\'Ia, essendo :t ed u le coordinate del punto dell'asse primitivo cui 
corrisponde la normale che fa l'angolo r coll'asse delle u, :t' ed 
u' le coordinate dello stesso punto 'sull' asse deformalo cui per 
conseguenza corrisponde la nor male che fa l'angolo r' pure col
l'asse dell e u, ed osservando che d s' , differenziale dell'arco nell 'asse 
deformato, si può ritenere siccome eguale a d s differenziale del
l' arco nell 'asse primitivo, si ha dalla geometria 

dz 
cosr= d s ' 

, dz' 
cosr=as· 
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du 
senT= as· J 

, d tt' 
senT = ds ; 

e quindi si ottiene dalle equazioni (5) 

, dz-d z' 
T -T= d U 

, du'-du 
T. -T=---,----

dz 

Sostiluendo in queste equazioni il valore di -r'- T dato dalla ( 1) e 
ricavando i valori di d z' --d z e d u'- d u, si ha 

dz'-d z=-- ~ dufp.ds, 

l 

e finalmente integrando si ottiene 

(4). 

Queste ultime due equazioni danno, in funzione delle forze .estrin
seche ed in seguito a conoscenza della forma dell 'asse primitivo 
di un solido inizialmente curvo, le variazioni di, coordinate, e quindi 
servono a determinare l'asse deformato. 

168. Resistenze riferite all'unità di superficie, che in una 
stessa sezione normale oppongono le fibre maggiormente al
lungate e quelle maggiormente compresse. -Si chiamino: Qi la 
resistenza per traziouc riferita all'unità di superficie. che, fra due 
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se1-ioni vJclnlssime AB e CD (fìg. 1:17) normali nll'asse :t z ', op
pone l'elemento di fibra A C cui corrisponde la distanza massima 
v' dalla retta parallela all'asse neutro condotta pel centro di supm·
ficic della sezione CD e rappresentata nel punto G; Q2 la resistenza 
per pressione, pure riferita all 'unità di superficie, che fra le stesse 
sezioni sviluppa l'elemento di fibra B D che ha la distanza massima 
v' dall'accennata rel.ta rappresentata nel punto G; ed v) la super
ficie elementare della sezion retta di ciascuno degli indicati ele
menti di fibra. Alle lettere E, e, O' erl l_ si allrihuiscano i significati 
che già alle medesime vennero dati al num ero 165; e non si 
dimentichi che V è la distanza fra le due relte rappresentate nei 
due punti G ed O, ossia la distanza dal ceutro di superficie G della 
sezione CD dall'asse neutro in essa contenuto e tutto rappresen
tato nel punto O, finchè si considera la detta sezione siccome an-
cora appartenente al solido non deformato. Quell 'elemento delle 
fibre allungate, il quale dista v' dalla retta parallela all 'asse neutro 
proiettata nel punto G, subisce un allungamento rappresentato da 
(v'+ V) (8' -8), e quell'elemento delle fibre accorciate distinte v" 
dalla stessa retta si accorcia di (v'' - V) (e'- 8). Il primo dei 
ùelt.i elementi sviluppa una resistenza alla trazione (num. 12) 

d E ( l V) 
61

- e ·1 .J • Il . data a w v + -- l - ; 1 seconuo una res1stenza a a pressiOne 

d E ( " V) el- e · 1· 1 · Q Q · espressa a v) v - - l-; e qumLt e resistenze 1 e 2 n-

ferile all 'unità di superficie ed opposte rispettivamente dall'ele
mento di fibra ma ggiormente allungalo e da quello maggiormente 
compresso, quando si trascul'Ìno i piceoli allungamenti che le fibre 
subiscono per ciò che generalmente nel cimentare la resistenza dei 
solidi inizialmente curvi vien anche messa in giuoco l'elasticità 
trasversale, si possono determinare colle equazioni 

Q -E ( l \' ) o~- e ~ - v + - l - , 

Q E ( ,, v ) O'- e s= v -- - l-. - , 

l l. d · · ·1 1 ,. E 
61

- e 1 · · e qua l, quan O m esse SI ponga l va Ol'C C l -- c- C 1e n cavaSI 

dalla prima delle equazioni (4) del nnmero 165, ell il valore di V 
l trovato al numero Hi6, diventano 
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Quando nell'applicare queste formole avviene di trovare dei va
lori negativi di Q1 e di Q2 , bisogna dire che è una pressione quella 
resistenza che si è supposta una tension e, e viceversa che è una 
tensione quella resis tenza che si è suppos ta una press ione. 

16 9. Equazioni di stabilità ; determinazioneo di una delle di
mensioni della sezione trasversale di un solido omogeneo ini
zialmente curvo; sezioni pericolose. - Sia AB (fig . ·158) l'asse 
curvilin eo di 1111 solido a sezione trasversale costante; A z ed A u 
siano due assi coordinati posti nel piano della curva AB, il primo 
tangente ed il secondo normale alla curva stessa; e prendasi come 
verso positivo dei momenti inflettenti quello che tende a far venire 
l'asse positivo delle asc isse z su quello po!'itivo delle ordinale u, 
già previamenle assunto in modo da essere positivi i mom enti in
flettenti dove la curva secondo cui si dispone l'asse del solido de
formato è convessa verso l'asse dell e ascisse. Ragionando c.omc 
si è fallo al numero 151, bisogna immaginare l'inli ero solido de
formato siccome scomposto in tante parli separa te dalle sezioni 
trasversali corrispondenti ai punt i d'appoggio, ai punti d'applica
zione <Ielle forze es lrinseche conce nt rate cd ai punti d'inflessione, 
e stab ilire le eqn azioni di stab ilit à per ciascuna di queste parli. 
Perciò, considerando una qualunqu e dell e par ti in cui il corpo si 
può immagin::tre diviso c ch iamando 

p.' e p.n i valori assoluti dei moment i infletle nli per le sezioni 
cui cor ri :;pondono gli elemen ti di fibra i qnali so pporta no rispell.i
vamente la tensione massima e la pressione massima, 

u' la distanza dell'elemento di fibra il qua le sup porta la tensione 
massima da una parallela all'asse neutro condo tta pel centro di 
superficie della sezione cui corrisponde il momen to infletl ente p.', 

tt" la distanza dell 'e lemento di fibra il quale sopporta la pres
sione massima pure da una parallela all'asse neutro condotta pel 
centro di superficie ddla sezione cui conisponde il momento in
flettente p.", 

T' e T" le forze tangenziali riferenlisi alle sezioni cui corrispon
dono i momenti inflett :: uli p.' e p.", 
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si ha che la tensione e la pressione massime riferite all 'unità di 
superficie, per quel che risulta dal precedente numero , sono 
espresse da 

u' p.' T' 
- ~,- +o --
u" p." T" 
-~-,-- o 

('1)' 

(2). 

La tensione e la pressione massime Q1m e Q2m, per un tratto di 
solido cui corrispondono dei momenti infleltcnti positivi si trovano 
sostituendo nelle stabilite espressioni ( 1.) e (2) invece di p.' e di p." 
il valore generale del momento inflettente l'·• ed invece di T' e di 
T" il valore generale della forza tangenziale T per lo stesso trallo, 
e prendendo i valori massimi di cui sono susceltive le dette espres
sioni nei limiti della parte di solido che si cons idera. Analoga
mente si calcolano la tensione e la pressione massime Q1m e Q2m 

per un tratto di solido cui conispondono dei momenti inflettenti 
negativi, e solo bisogna avvertire che, essendo p.' e p." i valori asso
luti di due momenti inflettenti uegativ i, in loro vece bisogna met
tere il valore generale del momento inflettente pel tratto che si 
considera coi segni cangiati. 

Una parte di solido per cui siansi già trovati i valori della ten
sione massima Q1m e della pressione massima Q2m , si pnò dir sta
bile allorquando la detta tensione e la detta pressione sono rispet
tivamente eguali ai coefficienti di rottura per estensione e per com
pressione moltiplicati pei relativi coefficienti di stabilità. Le doman
date equazioni di stabilità sono adunque 

n'R'==Otm• n"R"==02m • 

alle quali è necessario l'aggiungere ancora l'altra 

relativa allo scorrimento trasversale, dove Nm è lo sforzo di taglio 
di maggior valore assoluto, ossia il maggior valore assoluto che 
può prendere la forza normale N per la parte di solido cui queste 
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CtjUazioni si riferiscono. - Le letlere n', n", n'v, R', R", wv ed Q 

hanno i significati che già altre volte loro vennero dali, e, quando 1 
invece dei coefficienti di rottura R', H" ed R'v si conoscono i coef
ficienti di snervamento Q', Q" e Q'V, basta cangiare nelle stabilite 
e{fuazioni n' R' iu m'Q', n" H" in m" Q" ed n'•nrv in m'v Q'V, essendo 
m', m'' ed m'v i coefficienti di stabilità relativi alle resistenze allo 
snervamento. 

lnstituendo le equazioni di stabilità per le diverse parti in cui 
conviene immaginare diviso un solido inizialmente curvo per l'ci i· 
stenza di punti d'appoggio, di punti d'applicazione di fot'ze con
centrate e di punti d'inflessione, ed applir.andole al calcolo di una 
delle dimensioni della sezione trasversale del solido stesso, si ot
tengono generalmente val0ri diversi della dimensione incognita, ed 
il più grande di questi valori è quello da adottarsi. Per ognuna 
poi delle accennate parli si devono considerare tre sezioni perico
lose: la prima è la sezione pericolosa sotto il rapporto della resi
stenza all'estensione nella quale si verifica la tensione massima 
Q1m e quindi il valore massimo del coefficiente di stabilità n'; la 
seconda è la sezione pericolosa sotto il rapporto della resistenza 
all a compressione nella quale ha luogo la pressione massima Q2m e 
quindi il valor massimo del coefficiente di stabi li là n"; e finalmente 
la terza è quella pericolosa solto il rapporto della resistenza allo 
scorrimento trasversale per la quale si trova il v<llor massimo Nm 
della forza normale e quindi il valor massimo del coefficiente di 
stabilità n'v. 

170. Problemi sulle deformazioni di archi a sezione trasver
sale costante coi loro assi disposti in piani verticali, e cari
cati di pesi. - I solidi inizialmente cnrvi che più di frequente 
avviene di dover considerare nella pratica sono foggiati ad arco di 
circolo. Le cmve circolari secondo cui sono disposti gli assi di 
questi solidi hanno generalmente le loro corde orizzontali; e, nei 
casi più frequenti della pratica, i pesi che producono le deforma
zioni o sono uniformemente distribuiti sulla loro proiezione oriz
zontale, o sono uniformemente distribuiti sulla loro lunghezza, od 
anche sono distribuiLi in parte nel primo ed in parte nel secondo 
modo. In quello che segue verranno risoluti due soli problemi 
sulle deformazioni degli archi circolari; e, seguendo sempre la via 
di approssimazione che venne tenuta nell'esporre la teoria gene
rale dei solidi inizialmente curvi, si riterrà che le azioni delle 
forze estrinseche, anche dopo le deformazioni, si possano valutare 
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come se gli ard1i non avessero cangialo lli furma, sehhene lutti 
loro punti siansi realmente spostati. 

I. Trovare le deformazioni subìte da ttn soliclo avente un arco di 
circolo BA C (fig. 159) per suo asse pr·imilivo, collocalo su tltt.e ap
poggi posti allo stesso livello, libero di sco1nre su·i medesimi e cm·i
cato d'un peso uni(onnemente distribuito sulla sua proiezione oriz
zontale. 

Prendasi per origine dell e coonlinale il col mo A dell 'arco di 
cìrcolo seconllo il qu ale si suppone fogg ialo l' ilsse primitivo del 
solido che si considera ; la ta ngente Az iu questo punto, prolun
gata 1lalla parte del !Jlllllo B, si assuma pe1· asse poisilivo delle 
ascis;;e z; la parte A tt posta al di so lto del p11nlo A, t! el la Yerli
cale che passa per A, sia l'asse positivo dell e ordinale u; e si ch ia
mino: 

1' il ra gg io dell 'a reo BA C; 
<P l'angolo A O il, e 
p il peso riferito all'unità di ltlngliezza rlel1<1 prniez iotl e orizzon

tale del dello arco: 
Q la reazione orizzontale dell 'appoggio contro l' es tremità B, ùi

relta da B verso D, c causa la da ciò che una certa resistenza d'al
trito tende ad impedire lo sco rri men to di della eslremilà; 

V la reazi one verti cale tl ell'nppoggio contro lo stesso estremo 
B e diretta dal ba sso all ';dLo; 

<p l'an go lo MO A che la normale MO in un punto qualnnqne M 
del l'asse primitivo fa colla ve rti ca le Au. 

Considere1nJo del ~olido dalo soll<mlo la metà che trovasi a de
slr·a della sezione vertica le passante pel punto culm iuan te A, giac
chè, a motivo della perfett a simmetrìa che il corpo c le forze ad 
esso applicale he1nno per rClpporto al piauo vertic ale dell'indi ca ta 
sezione, la metà di sin ist ra t.rovasi nelle irlenlit.:he condizioni della 
metà di destra, si cerchino inn<tnzi l.ut.t:o i valori di d z, du, d se 
p. da porsi nei secondi membri delle ultime rl ue equazioni del nu
mero '167. Dal trian golo l\'IEO rettan golo in E, in cui EIH=z cd 
EO=r - - u, si ha 

z= ·rsen r' 

e quindi differenzie1ndo, risulta 

d z = r cos ID d <p, d u = rsen rp rl r' · 
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Il valore di !!_s, ammeltendo che d qJ sia un a eco di raggio eguale 
all'unità chiudente un angolo elementare, vien dalo da 

ds=rdp; 

i due cateti DB e D O del triangolo B D O rettangolo in D ammet
tono i Yalori espressi da 

D B = 1' seu <lJ ' 

la distanza orizzontale BF e la distanza verticale FM del punto M 
dal punto B sono dale da 

B F= DB - EM = ?· (sen (P - sen rp ) , 

F M: EO - DO=r ( cos r- cos (!)); 

e finalm ent e il momento inflellente p., il quale consta del momento 

~p 1·Q (se n <t> - se n tp )2 del peso p ì· ( sen <lJ -se n r ) distribuilo sul

l'areo .MB proporzion alme nte alla sua proiezione orizzontale, au
mentalo del mom en to Q1' (cosrp-cos<t> ) della reazione orizzontale 
Q e diminuilo del momento Vr (sen<P -senrp ) della reazion e ver
ticale V, travasi esp resso da 

p.=~ pr~ (sen <t>- se n rpt+O T (cos p-cos (l>)- V?' (se n <J)- sen p). 
' 

La reazione vertical e V non è altro che la metà rlel peso totale 
sopportato dall'arco intìero; il suo valore adunque è 

V =prsen 1> (1), 

e quindi il valore di fl· si riduce a 

pr2 
p.= 2 ( sen2 rp -..: sen2 1>) +Q r ( cos rp-cos<l>) (2). 

I trovati valori di d z, d u, d s e fl· si pongano nei secondi mem
bri delle equazioni del numero 16 7 esprimenti lo spostamento z'- z 
nel senso dell'asse delle ascisse e lo spostamento u'- u nel senso 
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dell'asse delle ordinate per il punto qualunque M dell'asse pnmt· 
tivo del solido. Così facendo e prendendo gl'integrali fra i limiti 
che loro convengono si ottengono le equazioni 

1 

\+p; J.~ cos ~ d p J.p ( sen'p~ sen' <l> )d 1 

u' ~u= ~ r' 1+ o f. p cos p d p J,p ( cos p~cos<l>) d p 

Osservando ora che <P è costante e che 

si ha 

(3), 

(4). 

Chiamando Az e Bz i due integrali che moltiplicano rispettiva

mente le quanti tà p;· e Q nell'espressione di :/- :t, Au e B • ... 
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quelli che moltiplicano le stesse quantità nell'espressione di 
u'-u, e ponendo in essi i valori degli integrali or ora Lt·ovali, 
si ha 

Osservando ora che 

e non dimenticando i già l'i po.·tat i va lo l'i di J cos p ù f, J se n f d p 

ed Jsen 2 q; d cp, i valori di A,., Bz, Au e B" rliventano 
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1 
l3z = cos <!> ( q? cos -se n <p )+ 2 (<p - sen <p cos q;), 

1 
Bu = cos <l> (- <p sen <p - - cos <p+ 1 ) +"2 sen 2 <p. 

I trovati valori di Az, B, Au e Bu si pongano nelle equazwm 
(5) e (4) invece dei q11allro integrali che in esse si trovano, e si 
ottengono le seguenti espre ~s i n ni generali ddlo spostameutu oriz
zontale Z

1
- z e dello spostamenl o verti ca le tt

1
- tt subito da un 

pnnto qualunque M dell 'asse UAC: 

l 1 3 z ·- - z,:=: - - r 
< 

l 1 , 
u - ·u=-r·' 

€ 

+ ~~ [( ~ - se n
2

<1> ) (-- <p cos <p+ sen<p)l 

2 1 
- - sen3<p 

6 -

cos <I> ( rp cos rp- se n <p) 

1 + 2 ('P - scn rp cos <p ) J 

l 

(5) ' 

(6) . 
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La reazione Q che entra in queste formole è una fot·za cognila, 
giacehè, rappresentando essa la resistenza d'allrito che ha luogo 
fra !'élppoggio e l'estremità infet·iore B del solido, deve valere la 
pressione V= p r se n <P che ha luogo su l dello appoggio moltipli
cata per un adatto coefficiente d'attrito f, per cui 

Q=fprs en <P. 

Gli spostamenli z' - z cd u.'- u trovélnsi adunque espresst m 
funzione dei dati del problema e dell 'angolo variabile tp, e quindi 
è possibile il determinarli per un punto qualunque dell'asse pri
mitivo del solido considerato. Sul modo di valutarli però è neces
s;J rio avere un'avvertenza che immediatamente pélsso ad indicare. 
Pel fallo delle deJ'ormazio11 i che, sol to l'azione delle forze estrin
seche , avvengono nell'n rco BAC (fig. 140), l'estremo B prende una 
posizione B' spostan1losi orizzontlllmente della quantità BIT'; il vcr· 
tice A si abbassa lun go la verlieale Att venenrlo in A' e spostan
dosi verticalmente della quantità AA'; la cuna secondo cui si dis
pone l'asse primitivo BA del solido diventa la B' A'; ed il pnnlo 
f]lHt lunque M della prima curva passa in un punl.o M' clelia seconda 
curva. Ora, nel valutare gl i spostamenti subìti dal punto qualunque 
l\1, hisogna conservare nella loro posizione gli assi coordinali e 
quiudi supporre che la curva B' A' ~i elevi parallelamente a se stessa 
finchè il pnnto A' sia venuto in A. Il punto l\1' si eleva vertical
mente eli :M11"=AA'; il suo spostam ento orizzontale è la distanza 
orizz ontale Mm" dei punti M ed M" ed il suo spostamento verti
cal e è la distanza vertical e M"m" degli stessi punti. L'abbassamento 
A A' del colmo dell 'arco è evidentemente eguale all'innalzamento 
B'll '' dell'estremo B' allorquando l'asse deformato H' A' si snppone 
tra~porlato parall elanJenle a se stesso in B" A, e quindi la ricerca 
dell'abbassamento A' A <.lei vertice A si rid11Ce n trovnre la distanza 
yerticale ll' W fra il punto B ed il punto B". 

Quando le superficie superiori degli appoggi siano superficie hen 
levigate e quando lo stesso avvenga per le superficie che inferior
mente terminano I' arco che essi sostengono, si può trascurare la 
resistenza Q dovuta all'attrito, e quindi ollenere le seguenti espres
sioni degli spostamenli z' - z ed u' -tt : 
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Facendo in queste equazioni rp =<l> si ha, dalla prima lo sposta
mento orizzontale BB'=L\ z dell'es tremo B dell'arco primitivo BAC, 
dalla seconda l'abbassamento AA'=B'B"=L\u del colmo A; e 
quindi i valori di L\ z e di L\ u risultano 

l 
dove <l> rappresenta l'arco di raggio eguale all'unità chiudente 
l'angolo A O B (fig. i 59). 

Se l'arco primitivo BA C è una mezza circonferenza di circolo 
si ha 

sen<I>=1, cos <l> =0 ; 

gli spostamenti orizzontale e verticale di nn suo punto qualunque 
sono dati dalle formole 

e gli spostamenti dell'estremo B e del colmo A risultano rispetti
vamente 
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Il segno - da cui travasi preceduto il valore di 6 tt dipende da 
ciò che l'ordinata B" H (fig. 140) dell'estremo B" dell'asse deformato, 
supposto elevato parallelamente a se stesso finehè il suo punto cul
minante A' viene a coincidere col punto A, è min orr, dell'ordinata 
BI dell'estremo B dell'arco primitivo. Il costruttore però non deve 
tener conto alcuno eli questo segno, e solo deve badare al valore 
assoluto dell'abbassamento ~ 11 subìto dal punto culminante del
l' arco. 

II. Trovare le de[ormaz1:oni subite da un so lido avente tm arco di 
cii· colo BA C ((lg. 141) per suo asse primitivo, collocato w due ap
poggi posti allo stesso livello, cogli estremi B e C (lssi e caricato d'un 
peso uniformemente distribuito sulla sua l·unghezza. 

Si assumano gli assi coordinati come nel problema precedente, 
si ritengano le denomin azioni in questo problema stab ilite per 
quanto concerne al raggio dell 'arco BA C, all'angolo A O B ed al
l'angolo M O A, e si chiami q il peso che gl'avi ta sopt·a ogni unità 
di lunghezza dell'arco proposto. Suppongasi che l'appoggio B sia 
fatto in modo da opporre, contro l'estt·emo corrispondente del 
solido pet' cui si vogliono studiare le deformazioni, una reazione 
orizzontale Q volta verso l'interno dell'arco ossia da B verso D, ed 
una reazione verticale V diretta dal basso all'alto; s'immagini tolto 
il detto appoggio eù in sua vece sostituite le delle reazioni ; e, 
come nel problema precedente, si consideri soltanto la me tà AB 
dell'intiero arco BA C. Le lunghezze E M== z ed E O r-u, i dif
ferenziali d z , d u e d s, non che. le lunghezze b B, D-0, B F ed F M 
ammettono gli stessi valori già trovati nel risolvere il precedente 
problema ; il peso elementare che travasi su un arco infinitesimo m m', 
fissato di posizione mediante l'angolo m O A==~ e di lunghezza r d ~. 
vale q r d ~ ; il braccio di questo peso rispetto all 'orizzontale rappre
sentata nel punto M è me-lUE==r ( sen~-sen rp) ; il momento 
elementare del medesimo peso rispetto all'accennata orizzontale è 
q r2 (se n ~ - se n rp ) d ~ ; e finalmente il momento di tutto il peso 

L ' ARTE DI FABBRICARE Resistenza dei materiali , ecc. - 26 . 
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uniformemente distribuito sull'arco B l\'l per rapporto alla slessa 
retta. travasi espresso da 

q r' fr"'( sen f-senr) df 

==qr2[ (<p-4>)sen<p+cos<p - cos<[) J. 
Il momento inflettente l'·• il qnale consta del momento ora trovato 
e di quello delle dne forze Q e V pure rispetto all'orizzontale 
rappresentata nel punto l\'1, ammette il valore 

11. == qr2 [(<p- 4>) sen <p+cos<p- cos <[) J 
+Qr (cos<p - cos<[)) - Vr(sen4> - sen<p), 

il quale, per essere il peso V soppot·tato dal mezzo arco espresso dal 

V==qrr'f>, 

si riduce a 

p.==qr2 (<psen<p - r'f>senr'f>)+1" (gr+ Q) (cos<p-cosr'f>). 

I valor·i noli di d z, d u, d s e l'· si pongano ora nei secondi 
membri delle due ultime equaz ioni del numero 167, esprimenti lo 
spostam ento :z' -z nel senso dell'asse delle ascisse e lo sposta
mento u' -u nel senso dell 'asse dell e ordinate per il punto qua
lunque l\'1 dell 'asse primitivo del solido; ed immediatamente si 
olliene 

( (<p j '<p 
+qr)o sen<pdrp 

0 
(rp sen<p - r'f>se nr'f> )d<p 

l 1 3 z-z==- - r 
E 

(7), 
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' 1 3 u-u=-r 
€ 

(8). 

Ricordando ora che Jdr ed Jrsenrdf sono integrali già noli di 

cui vennero riportati i valori nel p1·ecedente problema, riesce age
vole il tt·ovare che 

J.f (rsen f -~se n~) d f =-r cosf +se n f- ~~se n~-

Chinmando poi Az e Au i due integrali che moltiplicano la quan
tità q r nei! e espressioni di z'- z e di u'- u e ponendù in essi 
il valore dell'integrale ultimo trovato, si ha 

i quali, tenendo presenti i valori di J (j)SCn(j)dqJ, J qJ cos d <p, 

Jsen'fdf, ed Jsenrcosfdf di gia riportati nel precedente pro· 

blema, ed osservando che 
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Au == cJ> sen <P (- rp se n rp- cos rp + '1 ) 

-- ~ (! co2 +cosen ro cos co-~ sen2 co). 2 2 J J T ' 2 ' 

Questi valori di Az e di Au, nonchè i valori di Bz e di Bu i quali 
vennero trovati nel problema precedente e che sono eguali agli 
integrali che molliplicano la somma q r+Q nelle equazioni (7) e 
(8), si sostituiscano in queste stesse equazioni; e così facendo si 
ottengono le seguenti espressioni generali dello sposlamenlo oriz
zontale z' -z e dello spostamento verticale u' -u subìto da un 
punto qualunque 1\f dell'arco BA C: 

, 1 3 z -z==- r 
e 

[ 

+cos <P ( rp cos rp- se n rp) 

+(qr+O) ,1 ( ) 
+ 2 cp- se n cp cos cp 

(9), 

J 
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' 1 tt -u==-r3 
E 

(10). 

+(qr+Q) 1 
[ 

cos<P (- q;sen rp- cosrp+ 1) J 
+ 2 sen2 rp 

Nelle trovate espressioni degli spostamenti z' -z eu u'- u en
tra la rea~ione Q, rappresentante in intensità la spinta orizzontale 
che l'arco eserci ta in B ed in C contro ciascuno dei due appoggi, 
la quale è ancora incognita. Per determinarla basta osservare che 
Io spostamento orizzontale del punto B deve essere nullo e che 
conseguentemente l'equazione (9) deve dure z' - z==O per rp==<I>. 
L'equnzione a cui si arriva, facendo z'-z==O e rp== <I> nella ci
Lata equazione (9) e conven ientemente riducendo, è 

Q ( --2<P-4<I> cos2 <1>+6 sen <P cos <I>) · 

==gr( 9 <P- 'l O <P sen2 <I> + 4 <1> 2 sen <I> cos <I>- 9 sen <I> cos<P) 

dalla quale si ricava 

Q 9 <I>- '1 O <I> se n~ <P +4 <I> 2 sen <P cos <P ~9 sen <P cos <P 
==gr -2<I>-4<I>cos2 <I> +6sen<P cos<I> (H). 

Determinala la reazione orizzontale Q, si può tl'ovare l'abbassa
mento D.u del colmo dell 'arco. Perciò basta fare u' -u=::::.D.tt e 
cp=::::. <P nell'equazione (10). Così procedendo e riducendo, si trova 
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Uno fra i diversi punti del semi·arco AB subisce il massimo 
spostamento orizzontale Sa , e si dettlrmina questo spostamento 
cercando prima quel valore particolare ~' di ~ che rende massimo 
il valore di z' - z, e cangiando nell'equazione (9) z' - z in Sa e 
~ in ~'. Per avere l'equazione delerminatrice di quel valore parti· 
colare p' dell 'an golo p corrispondente al punto che subisce il 
massimo spostamento orizzontale, bisogna fare la prima derivata 
del valore di z'- z dalo dalla formola (9), ed eguagliarla a zero . 
Così procedendo si trova che l'equazione mediante la quale si può 
determinare l'angolo ~, è 

q r [ 2 sen2 ~, -~' sen~' (cos~' +<Il sen <ll+cos!f>) J 
-Qsen ~, (p' cos <Il - senp')=O (18) 

e che il corrispondente massimo spostamento orizzontale vien 
dato da 

+(<Psen<P+cos<ll) (~' cosp' - sen ~') 

- ~W sen 2 ~'-~~'+~se n p' cos p') J 
~Q [ coscf> (p' cos ~,-se n p')+~ (p'- se n p' cos <p') J 

Quando l'arco BA C è una mezza circonferenza di circolo si ha 

sen t1>=1, cos<ll=O, 

ed i valori di Q, z' - z, u'-u e Au, somministrati rispettiva· 
mente dalle equazioni (11 ), (9), (10) e (12), diventano : 



-407 

n (1- 91sen p- cosp) 

1 -- 2 91 ~ -psenpcos91+8sen~p 

_ 5n~-8n-- 24 qr4 _ qr4 
À.U-- 16 -€- --0,013-€ • 

l 
L'equazione determinatri.-:e dell'angolo p' cui conisponde il mas
simo spostam ento orizzontale So, la quale risulta ponendo nell a 
( 15) i valori di <1>, se n <1>, cos <l> e Q che convengono al caso in 
cui l'arco BA C è una mezza circonferenza, si riduce a 

n p' +2p' cosp'-- 5 sen p':=O, 

cui corrisponde un angolo p' compreso fra 62" e 63", ma assai 
prossimo a 65"; e finalmente il massimo spostamento So ammetle 
il valore 

So==~ q ;
4 

[n (senp' -91' cos p' )+p' sen2 91' -3 p' +3sen p' cos p], 

il quale, assumendo l'angolo p' di 65", si riduce a 

171. P roblemi sulla stabilità di archi a sezione trasversale 
costante, coi loro assi disposti iQ. piani verticali , e caricati di 
pesi . - Per stare all'esame di quelle sole quistioni che possono 
ricevere delle utili applicazioni, si considereranno quei solidi iui
zialmentc curvi il cui asse è un arco di circolo nella sua forma 
primi tiva, e si supponà che le sezioni norma li dei solidi nrcua ti di 
cui vuolsi studiare la stabilità siano simmetriche rispetto alle orizzon
tali passanti pei loro centri 1li superfieie, e quindi nel cercare le 
sezioni pericolose si avrà riguardo soltan to alla resistenza alla 
compressione, giacchè pei materiali che vengono generalmente im
piegali nelle costruzioni , più della rottura per estensione e per 
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sconimento trasversale, è facile che avvenga la roltura per com· 
pressione. 

Determinat·e la sez ione pericolosa sotto il rapporto della resistenza 
alla compressione e la pressione massima nfer-ita all'unità eli super
ficie pe·r tm solido avente tm arco di circolo BA C (fìg. 141 ) per suo 
asse primitivo, collocato su due appoggi posti allo stesso livello, cogli 
estremi B e C fi ssi, e caricato d'un peso uniformemente distribuito 
sulla sua proiez ione orizzontale. 

Si assumano gli assi coordinati come nei du e problemi del nu
mero precedente e si ritengano tut te le denominazioni che vennet·o 
stabilite per risolvere il problema I , intendendo che la forza Q 
rappresenti la spinta orizzontale che l' arco esercita contro ciascun • • 
appoggio, la qual e spinta è eguale e direllamente contraria alla 
componente. orizzontale della reazione che ciascun appoggio eser-
eita contro l'arco. Ragionando come nel già citato pt·oblema I del 
precedente num ero si trova: che la fot·za V, componen te verticale 
della reazione di ciascun appoggio con tro l'est remo corrispondente 
dell'arco, è data da · 

V==prsen <I> (1); 

che il momento infleltente p., rispetto alla orizzontale rappresen
tata nel punto qualunque M dell'arco AB, si olliene colla formala 

pr2 
p.==-y ( sen2 q> - sen2 <I>) +Q r ( cos q>- cos <I>) (2) ; 

e che lo spostamento orizzontale z-z' subito dal punto qualunque 
M, a motivo delle deformazioni che avvengono nell 'arco sotto l'azione 
delle forze estrinseche, ammelle il valore dato da 

p'[ (~-sen2 <I> ) (- ipcosq>+senq>) l +2 
1 

- - sen3 q> 
6 

' 1 3 z-z=--r 
e 

+Qr 
cos<I> (q> coscp - scn cp ) 

J 
1 

+ 2(cp-sencpcoscp) 
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Venendo ora alla determinazione della spmta orizzontale Q, si 

dirà che lo spostamento orizzontale z' - z deve esse re nullo pet· 
il punto B,ossia che per Cf=<I> si deve avere z'-z= O. Ponendo 
questa condizione, si trova che l'equazione determinatrice di Q 
risulta 

Q (3 <I>+6 <I> cos2 <I>-9sen <I> cos<I>) 

=p; (3 <I> cos <I>- 6 <I> sen2 <I> cos <I> -3 se n <I>+ 7 sen3 <P), 

d'onde 

Q_ pr 3 <I> cos IJJ- 6 IJJ sen2 1ll cos lll-3 se n IJJ + 7 sen3 <l> 
-2 ~H>+61llcos~lll- !henlll co slll (S). 

Per determinare la sezione pericolosa solto il rapporto della re
sistenza alla compressione nonchè la pressione massima Q2m rife
rita all'unità di superficie, è necessario conoscere, oltre il valore 
generale del momento inflellenle p. dato dall'equazione (2), anche 
quello della forza tangenziale T. Questa forza tangenziale è una 
pressione la quale, per la sezione trasversale qualunque cletermi
nala dal punto .l\1 cui co rrisponde il raggio !\IO che fa l'angolo 
M O A =<p colla verticale A u, consta della somma algebrica delle 
componenti secondo la tangente in l\'I della reazione orizzontale 
Q, della reazione verticale V e del peso p r ( sen lll - sen <p) distri
buito sull'arco B .l\1; che per conseguenza vien data da 

T=Qcosrp+ V sen <p - pr(sen IJJ -senp ) sencp; 

e che, ponendo per V il valore dalo dalla ( 1 ), si riduce a 

T=Qcos<p+ prsen2 cp (4). 

Il momento infletlenlc p. non si conserva positivo per tulla 
l'estensione dell'arco AB; si annulla per quelle sezioni cui corri
spondono gli angoli <p dati dall 'equazione 

prz 
T ( sen2 <p- sen2 1ll) +Q r ( cos <p -cos IJJ )=O, 

e quindi per le due sezioni conispondenti ai punti per cui gli an
goli cp prendono rispettivamente i valori particolari <p i e <p 2 dati da 
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(5). 

Convien però osservare che la seconda soluzione non determina 
sezione alcuna del solido, se non quando l'angolo tp 2 è reale e più 
piccolo di <P. Osservando poi che sen2 'P- sen2 <P è eguale a 
cos2 <P- cos2 tp, il momento inflettente p. può essere scritto 

p.=p;~ (costp-cos<P) (!~-costp-cos<P) (6). 

e siccome il fattore cos'P- cos cp è positivo giacchè 'P< <P, ne 
deriva che il segno di p. dipende dal segno che prende il fallore 
2 
Q-cos'P- cos <P. Ma per 'P= 'P o questo fattore diventa zero; pr . 

prende il segno - per rp < rp 2, giacchè aumenta la parte negativa; 
eLl acquista il segno + per rp > ~' 2 perchè la pat'te negativa dimi
nuisce. Segue da ciò che, quando l'angolo rp 2 è reale e piu piccolo 
di <P, il momento inflettente è negativo pet· la sezione la quale 
passa p el colmo A; si conset•va negati v o per tutte le sezioni cor
rispondenti a punti compresi fra A ed N, essendo N quel punto 
dell'asse del solido per cui l'angolo rp ha il valore particolare rp 2 ; 

e finalmente è positivo per tutte le sezioni le quali corrispondono 
a punti compresi fra N e B. 

Allorquaudo l'angolo rp 2 determinalo coll'equazione (5) riesce 
minore dell'angolo <P, due sono le pressioni massime riferite al
l'unità di superficie che imporla di conoscere: la prima sarà la 
pressione massima che si verifica per la sezione pericolosa del 
tt·allo AN; l'altra la pressione massima che ha luogo pet· la sezione 
pericolosa del tratto BN. La più grande di queste due pressioni 
massime costituirà la più grande delle pressioni che si verificano • 
nel corpo considerato. 

Incominciando dal ricenare la pressione massima ehe ha luogo 
nella parte di solido il cui asse primitivo è rappresentato in A N, 
nell'espressione (2) del numero Hi9 bisogna porre invece di p-" il 
valore generale di p. dato dalla formola (6) coi segni cangiati, 
giacchè per una sezione qualunque di questo tratto il momento in
flettente ha sempre un valore nega livo; invece di T'' il valore gene
rale di T dalo dalla formola ( 4) anche coi segni cangiati, giacchè 
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la forza tangenziale rappresenta una pressione o tensione negativa. 
Una volta fatte queste sostituzioni, trovasi che l'accennala espres
sione diventa 

tt"pr2 
( cosp-cos<l>) ( cosp+cos<l>-~) 

21' 

(7). 

Osservo ora che, se si rappresentano i diversi valori che prende 
quest'espressione pei valori di Cf compresi fra O e (jl2 mediante le 
ordinale di una curva avente per ascisse i valori corrispondenti di 
cos Cf• questa curva riesce un arco di parabola colla sua convessità 
volta verso l'asse delle ascisse; giacchè mettendo nell'accennata 
espressione i- cos 2 Cf a luògo di sen2 Cf e chiamando a2 il quadrato 

del raggio di girazione espresso da a2 = ~ , il coefficiente di 

cos2 q> diventa 

u"pr2 _pr _pr(u"r -i) 
21' Q -Q 2a2 ' 

il quale, per essere a minore o tutto al più eguale ad u" e 2a 
sempre minore di r, è necessariamente quantità positiva. Segue 
da ciò che il più gran valore della pressione riferita all'unità di 
superficie, per la parte di solido il cui asse è rappresentato in AN, 
deve corrispondere ad uno dei due limiti dell'angolo q>, voglio dire 
a q>= O oppure a q> = rp 2 • All'angolo q>= O corrisponde la pressione 
Q2m' espressa da 

Per quanto spetta al valore della pressione massima nella sezione 
che corrisponde a q>=rp2 è inutile di occuparci, giacc!Jè, apparle· 
nendo il punto N tanto all'arco AN quanto all'arco B N, si deve 
trovare il detto valore fra quelli delle pressioni massime per le 
diverse sezioni che banno i loro ceutri sull'ultimo accennalo arco. 
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Passando ora alla ricerca della sezione pericolosa e della cor
rispondente pressione massima Q2m" riferita all 'unità di supedicie 
per la parte di solido il cui asse primitivo è rappresentato in BN, 
bisogna porre nell'espressione (2) del numero 169 : invece di p." il 
valore generale del momento infleltenle f'· dato dalla formala (6) 
coi proprii segni, giacchè per una sezione qualunque di ques to 
tratto il detto momento si conserva posit ivo ; invece di T" il valore 
generale di T dato dalla formala (4) coi segni cangiali, perchè 
rappresenta esso una pressione o tensione negativa. Così facendo 
si trova che l'accennata espressione diventa 

tt" p1'2 
( cos iJi - co;:; CI>) ( ~- cosrp -cosCI>) 

~ 21' . 

Q cos m+ p T sen2 rp + T . 
Q 

(9). 

Quel valore particolare rp' dell 'angolo rp che rende mc:ssima questa 
espressione, e che si deduce eguagliando a zero la sua prima deri
vala rispetto a rp, determina la sezione pericolosa; e, essendo 

p r (2 I' +r u" Q) cos rp' -Q (I' + nt" Q) ==0 

l'equazione che risulta eguagliando a zero la detta derivata dopo 
d'aver cangialo rp in rp', si ha 

, Q I' +ru"Q 
cosrp--- pr 2J'+ rtt"Q (10). 

Questo valore ùi rp', posto nell'espressione (9) invece di rp , dà la 
pressione massima Q2m" riferita all'unità di superficie nella sezione 
pericolosa, e quindi si ha 

Q 1/ 

2m 

u" p1'2 
( cos rp'- cosCI> ) ( ~ -cosrp' -cos <P) 

21' 

Q cos rp' +p rsen2 rp' 
+ Q (11). 

Se avvenisse il caso di trovare per rp' un angolo maggiore di CI> 
la sezione cui corrisponde la pressione Q,m" sarebbe fuori dei li
miti dell'arco proposto ; la sezione pericolosa fra tutte quelle 
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appari enenti alla parte di Rolido il cui asse è B N sarebbe la sezione 
d'imposta; e la pressione massima Q2m"' in questa sezione risulte
rebbe facendo nell'espressione (9) cp==<ll, per cu1 

Q 2m,== Q cos <I>+~ r se n 2 <I> (12). 

Se finalmente l'angolo cp 2, il cui coseno è ùato dalla formala (5) , 
si trova maggiore eli <P, bisogna cercare il valor massimo dell'es
pressione (7) il quale, pet' quanto si è eletto sulla parabola le cui 
ordinale la rappresentano, avrà luogo per uno dei due limiti di 
cp== O o di cp== <P. In questo caso adunque la pressione massima 
riferita all 'unità di superficie che ha luogo in tutta l'estensione del 
solido è la maggiore eli quelle date dalle equazioni (8) e (i 2), c la 
sezione pericolosa è, alla chiave dell 'a rco quando Q2m' > Q2m"', 

li ' . . t d Q l/ Q Ili a 1mpos a quan o 2m --..., 2m • 

Riepilogando i risultati della falla discussione, si viene a con
chiudere che, per determiuare la pressione massima riferita all'unità 
di superficie, bisogna prima calcolare Q, cp2 e rp' mediante le far
mole (5) , (5) e (i 0), e quindi procedere in questo modo : 

i o Se rp2 e rp' sono minori di <P, si prende per pressione mas
sima il più grande dei due valori dati dalle formale (8) e (H), il 
primo dei quali corrisponde all 'estraclos ed alla chiave, il secondo 
all 'inlraclos ed alle reni dell'arco; 

2' Se rp 2 è minore di <P, ma se rp' è maggiol'e di <1>, si prende 
per pressione massima il più grande dei due valol'i dati dalle for
male (8) e (12) , il primo dei quali corrisponde all'eslrados ed 
alla chiaYe, il secondo all'intrados ed all'imposta dell'arco; 

5° Se rp2 è maggiore di <P, si prende ancora per pressione 
massima il più grande dei due valori dali dalle formo le (8) e ( 12), 
i quali corrispondono rispettivament'e alla chiave ed all'imposta 
dell 'arco. 

Venendo ora al caso particolare in cui l'arco BAC è una mezza 
circonferenza di circolo, si ha 

sen<I> =='l, cos<l>==O (13). 

La spinta orizzontale Q dala dall 'equazione (5) si riduce a 

4 
Q ==-3 pr==0,4244 .pr 

7t 
(14). 
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Gli angoli rl e ~2 determinanti le due sezioni pet· cm 1 momenti 
infleltenli sono nulli, sono quelli dali dalle equazioni 

cui corrispondono gli angoli 

e l'angolo ~, può essere calcolato mediante la formala 

, _ 4 l + nl' Q _ 
0 42

J , I'+ r tt" Q 
CQS ~ - G) 21' "A- l ' ~"!' 2--~, ---,-f\ 

u rr +rn ~~ +nt ~~ 
(15). 

Essendo l'angolo ~2 minore dell'angolo li>, e lo stesso avvenendo 
dell'angolo rp', come è faeile l'accorget·si dal valore del suo co
seno, bisogna prendere per pressione massima la più grande delle 
due pressioni Q2m' e Q2m" 1late dalle formale (B) e (1 1 ), la prima 
delle quali corrisponde all'estrados ed alln chiave, ln seconda al
l'intrados ed alle reni dell'arco; e che si ollengono ponendo rispet
tivamente, nell'equazione (B) i valori Ili cos li> e di Q dali dalle 
equazioni (15) e (14), nell'equazione (H ) i valori di cos li>, Q e 
cos rp' dali dalle equazioni (i 5), (14) e (15). 

Il problema che or ora si è risoluto, e che è il più semplice di 
quelli che si possono presentare nella pratica dell'ingegnere co
struttore, mostra ad evidenza quanto sia lungo e difficile il voler 
analiticamente determinare la sezione pericolosa e la pressione 
massima riferita all 'unità di superficie che in essa si verifica per 
un solido inizialmente curvo. Gf:neralmente torna più facile nella 
pl'atica: il fol'marsi l'espressione generale del mom ento infletLente 
p. per passare ad avere lo spostamento orizzontale z' -z e quindi 
la spinta orizzontale Q; il procurarsi l'espressione generale della. 
forza tangenziale T; ed il calcolarsi varii valori di p. e di T coni
spandenti a diversi valori dell'angolo f, per poi ottenere dall'appli
cazione delle ullime due formale del numero 163 i valori di Qj e di 
Q2 per le sezioni corrispondenti agli assunti valori di rp. Un 'appo
sita tavola, contenente i diversi valori dell'angolo rp non che ì cot·· 
rispondenti valori delle tensioni Q{ e delle pressioni Q2, permet
terà di discernere qual è il massimo vulore di QP quale il massimo di 
Q2, e quindi quali sono le sezioni pericolose solto il rapporto della 
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resistenza all'estensione ed alla compressione. Si possono anche co
struire due curve prendendo per ascisse gli angoli rp , oppure un a loro 
linea trigonometrica e per ordinate dell'una i valori di QP per ordi
nate dell'allra i valori di Q2• L'ordinata maggio1·e della p1·ima curva 
dà la tensione massima riferita all'unità di superficie, e l' ascissa cor
rispondente a quest'ordinata de termina la sezione peri colosa sotto 
il rapporto della resistenza all'estensione; l'ordinata ma ggiore della 
seco nd a curva dà la pressione massima, e la sua asc.issa precisa 
la sezione pericolosa solto il rapporto della resiste nza alla pres
sione. 

172. Ricerca delle espressioni generali del momento inflet
tente p. e della forza tangenziale T in due casi che ben sovente 
si presentano nella pratica delle costruzioni. - Non sempre i 
pesi di cui trovansi curicati gli archi che avviene di dover consi
derare nr.lla pratica sono nniformemente di st ribuili sulle proiezioni 
orizzontali e su lle lunghezze degli archi stessi; ed avvengono hen 
di frequen te delle ci rcostanze in cui i delli pesi hanno una distri
buzione uniforme sulle superficie cu rve di fu si o di porzioni di fusi 
cilindrici e sferici. Io uon starò a fare per questi casi' tutte le 
ricerche a cui mi sono aceinto nei due precedenti numel'i, e mi 
accon ten terò di indicare come si trova l'esp1·essione generale del 
momento infletlcnte p. e della forza tangenziale T, dalle quali 
espressioni si passa poi facilm ente, con processi analoghi a quelli 
tenuti nei citat i due numeri, a trovare lut ti gli elementi riferentisi 
alle deform azioni, alle sezioni pericolose ed alle tensioni e pres
sioni massime. 

Per il caso di un solido inizialmente curvo il eui asse è un arco 
di ci rcolo AD (fìg.142), app oggiato in A contro un piano ve1·ticale, 
fissato in n, colla tangente orizzontale in A e soppOl'tante un peso 
uniformemente distribuito su una porzione di fuso cilindrico co
prente il trapezio A2 B2 B3 A3, le cui basi sono B2 B3 =a e A2 A3 =b 
ed avente per allezza la distanza orizzontale ~:=D B = r se n <I> 

. fra i flue estremi A e B, la parte di fu so ci lindrico corrispondente 
ad un arco inLinitesimo m'm, fissato di posizione mediante l'angolo 
mOA=~, è quella coprente il trapezio elementare m2 m2'm/m3 ; 

e questa parte di fuso, essendo 
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ammette per superficie 

Se chiamasi p' il peso che trovasi sull'unità di superficie della 
porzione di fuso cilindrico che copre il trapezio A2 B2 B3 A3, il peso 
elementare corrispondente all'arco m m' vie n espresso da 

, [ sen J.; l p (a - b) --'- +b rd ~ _ sen rD __, ('l); 

il braccio di questo peso elementare, rispetto alla orizzontale pas
sante pel centro di superficie lVI della sezione normale determinata 
dall'angolo AOM=97, è 

mn=me-ME=r (sen ~-sen97); 

e finalmente il momento del detto peso elementare, rispetto all ' ac
cennata orizzontale ammette · il valore 

p' [(a-b):::~+ b J (sen ~-sen 91) r 2 d ~ (2). 

Integrando l'espressione (1) fra i limiti ~=97 e -.f=<I>, si ha per 
espressione del peso totale sopportato dall'arco MB 

[ 
a-b - ~ =p' r - b91+--m cos97-(a - b) cotrD+brD senw _ (:3); 

ed integrando fra gli stessi limili l'espressione (2), si ottiene per 
espressione del momento dell'accennalo peso rispetto èllla orizzon
tale passante pel punto l\'L 
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p'r~ 

' f- ! a=- b cp -:-b cp sencp+ [ (a-b) col <I> - b <t>J sen cp 
\ 2 seu <I> 
\ . 
) 1a-- b •'la-b 

=p'r~ +hcosrp- -- --senrpcosrp + - -- <I> (4). 

l 2 se: <O 2 se n <> 

-
2 

(a+ b) cos <I> 

Osservando ora che la reazione ver·ticale V non è altro che il 
peso portato dall'arco AB, si ottiene il valore di V facendo o/ = O 
nel secondo membro dell 'eguaglianza (5) , per cui 

l 

[ a - b J V=p'r ---(a - b)cot <I>+ bct> . 
sen <I> 

Il momento inflettente p. consta del momento rapp•·esenlato dal 
secondo membro dell'egua glianza (4), aumentato del momento della 
reazione orizzontale Q e diminuilo del momento della reazione V, 
per cui, convenientemente riducendo, si trova 

p.=p'r2 

1a - b a- b , 
'- - rp+ b rp se n cp+ -- senrp 

2 sen <I> se n <I> 

1 a - b 
+b cos <p - -- -- sen rpcoscp 

2 sen <I> 

1a - b 
-b <I> sen <I>+--- <I> 

2 se n <I> 

1 
+ 2 (a - 3 b)cos <I>+ b-a 

+Qr (coscp -cos <I>) . 

1.' ART& Ul FAU IJll: CARE nesisten za dei materiali, ecc. - 27. 
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Finalmente resta a farsi la forza tangenziale T, la quale essendo 
data da 

T==Qcos~+ Vsenp 

[ 
a- b ' -] 

-p'r -br+~cosp- (a-b)cot<I>+b<l> senr, 
sen 'j' J 

per il nolo valore di V, diventa 

T==Q cos~+p' r brp- ---n cosr+ ---:.:h senr. ( 
a-b a- b) 

• sen 'j' sen 'l' 

V cnendo a considerare il caso di un solido inizialmente curvo, 
il cui asse è un arco Ji circolo AB (fig. 143), appoggiato in A 
contro un resistente piano verticale, fisso in B, colla tangente oriz
zontale in A e sopportante un peso uniformemente distribuito su 
una porzione di fuso sferico coprente il settore B2 O 1 B3 di raggio 
01Bi Dll==rsen <I> e d'ampiezza B2 01 B3 ==a·, la piccolissima 
parte di fuso sferico corrispondente ad un arco in fini tesimo m m' 
dell'asse del solido che si considera, fissal o di posizione mediante 
l'angolo mOA=='f, è quella coprente la porzione elementare di 
corona circolare m 2 m2' m3' m 3 , ed essendo 

mm'==rd 'f, o i mi ern=rsen 'f, 

ammette per superficie 

Il peso elementare corrispondente alla or trovata superficie ele
mentare, essendo p' il peso che trovasi sull'unità di superficie 
della considerala porzione eli fuso sferico, vien espresso da 

1 ~~o 1r r2 p' se n "t d 'V · (5); 
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la distanza del punlo d'applicazione di questo peso dalla verticale 
A O, che può essere considerala siccome la distanza del centro di 
gravità dell'al'co m 2 m 1 m3 

dal cenlro Op è quarta proporzionale 
dopo la lun ghezza dell 'a rco m2 m1 m3 , la sua corda m2 m3 ed il 
suo raggio 01 m 1 , e quindi vale 

1 
860o r se n 2 7. 

---seno/; 
7r 

il braccio poi del detto peso elementare rispetto all'orizzontale 
passante pc! centro di superficie lVI della sezione normale del so
lido considerato, determinala dall 'angolo A O l\'1 = ~ . siccome diffe
renza fra la distanza or ora trovata ed E l\'1, è 

( 
1 ) 360o sen2cx 

r -- --- sen ·"-sen r.o ; ao 7! T J 

e finalmente il momento dello stesso peso elementare, rispetto alla 
accennata sezione, vale -;;. 

o (360o sen ~ ex ') 
_ :::___7r r 3 p' - -- sen ~- sen m seno/ d ·~ (6). HlOO IXO 7r T 

Facendo per hrevilà nello scrivere 

e quind i 

le espressioni (5) e (6) diventano rispettivamente 

p' r 3 (~se n~ ::r. sen ·~- A se n il ) sen ~ d o/ ; 

c, integrandole fra i limiti ~=P e ~=<l>, si ottengono le seguenti 
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espressioni del peso totale portato dall'arco MB e del momento 
dello stesso peso rispetto alla orizzontale passante pel punto M 

A p' r2i Cf>sen-+ d +==Ap' r2 (cos 'f - cos CI>) (7), 
l 

==p'r3 
[

- tp sen ~a+ ( sen~u-A) sen tp cos tp 

+A cos Cf> sen tp + sen ~ oc (CI> - se n Cf> cosCI>) J 
(8). 

Volendosi trovare il valore della reazione verticale V prodotta dal 
l'appoggio B contro l'estremo corrispondente dell'arco, la quale 
non è altro che il peso sopportato rla!l 'a rco AB, bisogna fare cp== O 
nel secondo membro dell'eguaglianza (7), e si ha 

V==Ap'r2 (1-cosCJ>). 

II momento inflettentc p., che consta del momento rappresentnto 
dal secondo membro dell'eguagli anza (8), aumentato del momento 
della reazione orizzontale Q c diminuito del momento della rea
zione verticale V, una volta fatte le riduzioni, trovasi espresso da 

+ ( sen~a -A) sentpCOS<p 

1 
-cpsen 2 a+Asen<p -A sen Cf> 

+Qr ( cos 'f --cos Cf>). 

- (se n ~ a- A) s~n Cf> cos Cf> l 

Finalmente la forza tangenziale T, che vale 
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T==Qcos q; + V senrp-Ap'r~ (cos rp-co sct>) sen tp, 

per il trovato valore di V si riduce a 

T==Qcosrp+Ap'r2 (1-cosrp) senrp. 

Il valore di l'· • sostituito !Jell'espressione di z'-.z che venne 
trovata al numero i 67, permelte di avere il valore generale dello 
spostamento orizzontale z'- z; facendo nell'es pressione di z'- z 
rp ==et>, si determina la spinta orizzontale Q; trovata questa spinta 
si può fare l'espressione dello spostamento orizzontale u.'- u, e 
determinare l'abbassamento Il u. subìto dal vertice dell'arco; col
l'espressione di z'- z, essendo noto Q, si può trovare qual è il 
sito in cui ha luogo il massimo spostamento orizzontale So e que
sto spostamento stesso; finalmente colle esp ressioni generali di l'· 
·e di T si possono precisare le sezioni pericolose solto il rapporto 
della resistenza all'estensione ed alla compressione e determinare 
in queste sezioni le tensioni e le pressioni massime, vuoi analiti ~a

rnente, vuoi mediante la costrnzione delle curve le cui ascisse 
rappresentano diversi valori dell'angolo 'P o di una sua linea tri
gonometrica, e le cui ordinate sono le corrispondenti tensioni e 
pressioni massime r iferite all'unità di superficie e calcolate colle 
ultime due formole del numero 163. 

CAPITOLO X. 

Archi equilibrati. 

i 73. Archi equilibrati ed assunto del presente capitolo. -
Chiamansi archi equilibrali quelli i quali sono talmente foggiali 
che, solto l'azione delle forze estrinseche da cui trovansi solleci-· 
tali, non sono soggelli ad inflessione, ma solo a compressione o 
ad eslens1one, cosicchè non può iu essi avvenire nè rotazione, nè 
scorrimento di una sezione qualunque relativamente ad una se
zione vicinissima. 

In questo capitolo si tratterà degli archi equilibrali che più di 
frequente avviene di dover considerare nella pralica delle costru
zioni, ossia degli arcl1i aventi il loro asse in uno stesso piano 
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verticale, sostenuti da due appoggi situati allo stesso livello 
e simmetrici rispello al piano verticale egualmente distante dagli 
appoggi e perpendieolar·e a qu ello in cui trovasi l'asse. 

!74. Equazioni d'equ ilibr io fra le forze estrinseche e le forze 
molecolari in un arco equilibrato. - Sia BAC (fig. -144) l'asse 
di un arco sostenuto in B ed in C da due appoggi, situati in uno 
stesso piano orizzontale, e simmetrico rispetto alla verticale DA 
passante p el mezzo dell'orizzontale B C. Le forze applicate al
l'arco si trovino contenute nel piano in cui esiste il suo asse; 
suppongansi tolti i due appoggi ed a ciascuno di essi sostituita la 
corrispondente reazione contro l'estremo dell'arco. Se considerasi 
un punto qualunque l\'1 del l" asse del solido e se immaginasi la se
zione normale passante per questo punto, l'arco è equilibrato 
quando la risultante di tutte le for·ze ad esso applicate da B in 
1\'1 trovasi dir·etta secondo la tangente al suo asse in M, giacchè in 
questo caso gli elementi di libra compresi fra la sezione normale 
passante per M ed una sezione infinitamente vicma vengono o 
Lutti compressi o tulli allungati. Ciò premesso, assumasi il punto 
culminante A dell'asse dell 'arco per origine di coordinate, l'asse 
delle ascisse z orizzontale, l'asse positivo delle ordinale tt vei·ti
cale e dalla parte verso la quale incontra la corda B C; invece di 
considerare l'arco intiero ~i consideri soltanto la sua metà AB, 
giacchè per l'ammessa simmetrìa rispetto alla verticale D A le due 
metà AB ed A C sono precisamente in identiche condizioni ; e si 
chiamino 

z ed u le due coordinale A P e P l\f di un punto qualunque M 
dell'asse dell'arco ; 

s la lunghezza di un arco qualunque A M; 
S la lunghezza dell'arco AB; 
F la forza riferita all'unità di lunghezza dell'arco AB in un suo 

punto qnalunqne N; 
~ l'angolo FE z che questa forza fa coll'asse Az; 
Q la !'pinla orizzontale che l'arco esercita contro il ritegno B, 

la qual spinta è eguale e dir• t•llarnente contraria alla componente 
orizzontale della reazion e che il ritegno produce contro l'arco; 

V la p1·essione che l'arco produce sul ritegno B, la qual pres
sione è eguale e diretlamenle contraria alla eornponente verticale 
della reazione con cui il ritegno opera contro l'arco; 

T la risullanle eli lntlc le forze applicale all'arco da B in M, la 
qual risultante, affinchè l'arco sia ec1uilihrato, deve essere dirella 
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secondo la tangente in M all'asse BA C, e di più essere eguale e 
dieeltamer1le contraria alla reazione che l'arco A M esercita contro 
l'arco 1\iB, ossia all'azione molecolare che viene provocata sulla 
sezione no1·male determinata dal punto l\f. 

L'arco 1\iB si può ora considerare siccome sollecitato: in B da 
una forza ori zzo ntale Q diretta da B verso D e da una forza verti
cale V volla dal h asso all'a llo ; su tutta la sua lunghezza della 
forza totale cof'l'ispondente alla forza F distribuita su ogni ~nità di 
lunghezza; cd in ì\-1 della fo1·za tangenziale T operante come è in
dicato dall a fi gu ra. Per l'equilibrio poi dell'i ndicato arco, soll eci
tato da forze come si è de tto,~ è necessario: che si an nulli la somma 
algebrica di tutte le componenti parallele all'asse delle .z; che lo 
stesso succeda per la somma algebrica di tutte le componenti pa
rallele all 'asse delle tt. Le componenti della T secondo gli assi 
delle z e delle tt sono rispettivamente 

Tdz 
d s' 

Tdn . 
ds ' 

essendo F la forza riferita all'unità di lunghezza dell'arco AB, 
v n le F d s quella applica la all'arco elementare d s, e le componenti 
parallele agli assi delle z e delle u di questa forza elementare sono 
rispettivamente 

Fds. cos'f, F d s. se n-+; 

le somme di queste componenti per l'arco 1\iB trovansi quindi 
espresse da 

J
·s 
8 

F cos "+. d s, 

e quindi le condizioni d'equilibrio per l'arco qualunque Bl\1 si ri
ducono a 

dz fs 
T ds+ Fcos'f.ds-Q==O, 

. s 
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r dtt rs 
f dS+ J s F sen'f'. ds-V= O. 

Mediante ques te equazioni, come verrà messo in chiaro dali a 
risoluzione di alcuni problemi che venauno ti'allali nel numero 
che segue, si possono determinare: le reazioni Q e V; la curva che 
deve p1·esenlare l'asse di un <H'CO atrinchè sia equilibralo solto l'a
zione di dale forz e; e l'azione molecola re T provocata in una se
zione normale qualunque. 

175. Problemi sugli archi equilibrati. - I. Trovare la curva 
secondo la quale deve essere foggiato l'asse di un arco, affinchè sia 
eqttilibrato sollo l'azione di tm peso uniformemente distribuito sulla 
sua p1·oiezione orizzontale; determinare la spinta orizzontale e la 
pressione in una sezione normale qualunque dell'arco. 

Siano 
p il peso corrispondente all'unità di lunghezza della proiezione 

orizzontale dell'arco, 
c la semi corda B D (fig. U4) ed 
m la sua mon ta D A. 

Si ha 

F d S :::t: p d X , '/'::.:::: 90o, 

f,S Fsen 'f. d s=p (c-z), 

e quimli dalle generali equazioni d'equilibrio del numero prece
dente si ha 

r~;=o 
(1 ). 

du 
T d s=:.V ·-p(c- z) 

Dividendo la seconda per la prima di queste equazioni, ed osser-
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vando che la somma delle due reazioni verticali in B ed in C deve 
fare il peso 2pc distribuito sull'arco totale, per cui 

... 
V=pc, 

immediatamente risulla 

du_p z 
crz-o· 

Integrando quest'equazione e determinando la costante in modo 
che per z ==O sia u =O, si trova 

pz~ 

U= 2Q ('!). 

Per determinare la spinta orizzontale Q basta notare che per il 
punto B, ossia per z==c deve essere u=m, cosicchè dall'ultima 
equazione si deduce 

Pc2 
Q 
__ , 
-2m' 

Il trovato valore di Q si ponga nell'equazione (2) e risulta l'e
quazione 

_m~ 
U-~Z , c 

la quale rappresenta la curva secondo cui deve essere foggiato 
l'asse dell'arco, affinch è sia esso equilibralo. Questa curva evi
dentement e è una parabola col vertice in A, avente per suo asse 
la verli t:ale A tt e passante pei due punti B e C. 

Per trovat·e la pressione in una sezione normale qualunque del
l'arco, si elevino al quadrato le equazioni (1), si sommino, e nel
l' equazione che risulta si sostituiscano i trovati valori di V e Q. 
Così facendo si trova 

Esaminando qu esto valore di T facilmente si vede che esso ha il 
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mm1mo valore per z= O ossia per la sezione che corrisponde 
alla chiave dell'arco, dove diventa eguale alla spinta orizzontale 
Q; e che cresce per sezioni normali che vanno allontanandosi 
dalla chiave, in modo da acquistal'e all'imposta dell'arco il valor 
particolal'e T' dato da 

4m2 

Quando l'arco è a monta molto depressa, -
2
- è una frazione 

c 
trascurabile a fronte dell 'unità ; il valore di T' diventa eguale a 

2 

~~, ossia eguale alla pressione che ha luogo alla chiave; e quindi 

con molta approssimazione si può ritenere che in ogni sezione 
dell'arco si verifichi la stessa pressione. 

II. Trovare la curra secondo cui deve essere foggiato l'asse di un 
arco, affìnchè sia equilibrato sotto l'azione di ttn peso uniformemente 
distribuito nella sua lungh ezza; determinare la spinta orizzontale e 
la pressione in una sezione no1·male qualttnqtte dell'arco. 

Si ritengano le denominazioni stabilite nel precedente problema 
per quanto concerne alla corda ed alla monta dell'arco, e si chia
mino: 

S la lunghezza del semi-al'co AB ; 
a quella di una sua porzione qualunque A M; 
q il peso che gravita su ogni unità di lunghezza dell'arco AB. 
Si ha 

F=q , 

·r,s F cos'f . ds=O, 
• s 

e quindi le generali condizioni d'equilibrio, stabilite nel numero 
precedente, diventano 

T~;=o 
(3). 

du 
Tdi = V-q(S-s ) 
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Dividendo ora la seconda per la prima di queste equazioni ed 
osservando che 

si trova 

dalla quale si ricava 

V::::::::.qS , 

dtt_qs az-a, 

_Q 
sd z _ - du, 

q 
(4), 

che è l'equazione differenziale della catenaria omogenea secondo 
la quale deve essere foggiato l'asse dell'arco, affinchè sia equi
libralo. 

Per trovare ora una relazione finita fra le due coordinate z ed 
u, si elevino al quadrato le equazioni (5) e si sommino quindi 
membro a membro. Così procedendo, ed avuto riguardo al trovato 
valore di V, immediatamente si ottiene 

(5). 

Se ora si suppone che la pressione T sia quella che ha luogo sulla 
sezione del solido conispondente al punto M (fig . H5), e se si 
viene a considerare sulla mezza catenaria AB un punto M' infini · 
tamente vicino al punto M in modo che risulti M M'::::::::. d s, la pres
sione in M' è nn po' diversa da quella rhe ha luogo in M, e si 
può essa esprimere con 'f+d T. L'aumento di pressione d'f da 
altro non può essere prodotto che dal peso q d s corrispondente 
all'arco infiuitesimo MM', e quindi deve essere eguale alla campo
nenie di questo peso secondo MT, per cui si ha 

d T:::::::. q d s. cosM'M M"; 

M'M M" d u . ma cos == dS, per cm 

dT==qdu, 

la qual equazione, integ1·ata col determinare la costante in m od o 
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che per il punto A ossia pet· u = O sia la pressione T eguale alla 
reazione orizzontale Q, conduce a questa seconda espressione di T 

(6). 

I due valori di T dati dall 'ultima e dall 'equazione (5) si eguaglino 
fra di loro , si elevino al quadrato i due membri dell'equazione 
che risulta e si ricavi il valore s. Allora si trova 

(7); 

ed a motivo della relazione ( 4) si deduce 

che è l'equazione differenziale del primo ordine della catenaria, 
espressa per le coordinate z ed u. Integrando quest'equazione e 
determinando la costante in modo che per u=O sia z=O si ot
tiene il seguente valore dell'ascissa .z espresso per il logaritmo 
neperiano dell'ordinata u 

z= ~ log ---"0--

q 

(8), 

la quale, dovendo dare z =c per u =m, permette di determinare 
Q mediante l'equazione 

(9). 
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La determinazione della spinta orizzontale Q mediante l'ultima 

equazione riesce generalmente operazione talmente laboriosa che 
i pratici a m ala pena s'accingono ad effettuarla, ed in generale 
torna più spedito di ragionare e di operare come segue. Le cate
narie omogenee rappresentate dall'equazione (8) contenente il sol 

parametro Q, non altrimenti che i circoli, le parabole, le loga-
q 

ritmiche, ecc., hanno la proprietà di essere tutte simili fra di loro, 
e quindi ne deriva che, costruendo una di queste curve assu-

mendo per Q un valore arbitrario A e prendendo sovr'essa i va-
q 

lori di z ', u' cd s' per un punto qualunque della curva, basta 
accrescere o diminuire tutte queste quantità nella ragione d i 

A: 2 onde avere p et· la catenaria di parametro Q le coordinate z et l 
q q . 

u non che l'arco s pel punto omologo a quello considel'ato sulla 
curva di paramell'o A. Ciò premesso, essendo AB (fig. 146) una 
mezza catenaria tipo costl'ulla per punti mediante l'equazione (3) 

fissandosi un valore a!'bitrario A del parametro Q e volendosi tro-
q 

vare il valot·e di Q corrispondente al caso della catenaria di semi
corda dala c e di monta p n re dala m, si costruisca il triangolo 
rettangolo D C A i cui cateti A C e C D siano rispettivamente di 
tante unità, prese sulla scala che servì a costrnire la catenaria 
tipo, quante sono nelle lunghezze c ed m ; dal punto d'incontro 
E dell 'ipotenusa AD colla catenaria si conduca l'ordinata EF; si 
misu rino AF ed FE e siano !'ispellivamente c' ed m'le loro lun
ghezze; e finalmente si deduca il valore di Q da una delle due 
equazioni 

Q c 
- =:.A, , 
q c 

Q m 
-=A-,, 
q m 

la prima delle quali esprime la proporzionalità dei parametri della 
catenaria da costruirsi e della catenaria tipo alle ascisse di due 
punti omologhi e la seconda la proporzionalità degli stessi para
metri alle ordinale degli stessi punti . 
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d . ·1 Q . I Una volta eterm1nato 1 parametro - ,si ottengono e due coor-
q 

dinate z ed u di un punto della catenaria da costruirsi omologo 
del punto della catenaria tipo le cui coordinale sono z' ed u' me
diante le equazioni 

Q 

Sostituendo il valore di Q, determinato coll'equazione (9) op
pure colla costruzione della catenaria tipo, nell 'equazione (6), si 
trova la pressione T in una sezione normale qualunque il cui centro 
è determinato dall'ordinata u. Questa pressione si riduce a Q per 
la chiave dell'arco ed acquista il valore particolare T' dato dall'e
quazione 

T'=:qm+Q 

per la sezione d'imposta. 
III. Trovare la curva secondo cui deve essere fo ggia to l'asse dz: un 

arco, affinchè sia equilibrato sotto l'azione di ttna {'o1·za direllct nor
mnlmente al detto asse ed tmiformemente distribuita sulla suct lun
ghezza. 

Si ritengano le denominazioni già stabilite nel risolvere il pro
blema I per quanto si riferisce alla corda ed alla monta dell'arco, 
e si chiami N la forza applicata normalmente all 'arco per ogni 
unità della sua lunghezza. 

Considerando un punto qualunque m dell'arco BA C (fig. 147), 
ed immaginando condotta per que l punto la direzione no!'m ale 
della forza riferita all ' unità di lunghezza in esso applicata, si ha 

'f ==N E z == '180°- A E N== 180°-m m'm", 

essendo m m'm" uno dei due angoli acuti del triangolo 1! ifferen
ziale mm"m' i cui lati sono mm"= dz, m'm''==dtt ed mm'==ds. 
Ora 

.r. l " d u cos -r==-cosmrn m = - ds, 
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, , dz 
sen'f==senmm m== ds' 

F==N, 

f 8
Fsen'f.ds .(cNdz==N(c-z); 

~ s ~ z 

per cui le generali equazioni d'equilibrio del pr·ecedente numero 
danno 

T ~~==Q+N (m --- u) 

du 
T d z ==V-N(c- z) 

Dividendo la seconda per la prima di queste equazioni, si 
ottiene 

dtt_ V-N( c-z) 
d z -Q+N(m-u) (11), 

dtt 
dalla quale, osservando che per z==O ed u==O deve essere <rz==O, 

si deduce 

V==Nc (12). 

Per trovare la spinta orizzontale Q si ponga nell'equazione (H) 
il trovato valore di V, e quindi si integri determinando la co
stante in modo che per z ==O sia u== O. Così pr·ocedendo si trova 
l'equazione 

(13), 



-452-

la quale, ùovendo essere verificata per z:=c cd u=m, Jù il se
guente valore di Q 

L'equazione ( 15), posta sotto la forma 

2 2(Q+Nm) • 
z = ---N- u--u·, 

mostra ad evidenza come essa rappresenti una circonferenza di 
circolo riferito al vertice ed avente il suo centro sull'asse delle tt, 

e quindi come debba essere un arco d i circolo la curva BA C 
secondo cui bisogna foggiare l'asse dell'arco conside1·ato nffinchè 
sia e~so equilibrato. Intanto osservando cl•e, chiamando 1' il rag
gio dell'accennalo arco, fra le quantità c, m ed r si ha la re
lazione 

si deduce : 

(14) 

per valol'e del raggio dell 'arco quando si conosce la sua semi
corda e la sua monta ; 

Q=N(r-m) ('15) 

per valore della spinta orizzontale; e 

(16) 

per equazione della circonferenza di cil'colo cui appartiene 
l'arco BA C. 

P,es la ancora da trovarsi il valore di T. Perciò nelle equazioni 
(10) si ~oslituiscano i valori di V e di Q dali rispellivamente dalle 
equazioni (12) e (16), si elevino al quadrato, si sommino e final
mente dall'equazione che risulta si ricavi il valore di T, il quale 
trovasi espresso da 
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o più semplicemente, a motivo dell 'equazione (16), da 

T=Nr. 

Questo valore di T, essendo costante, mostra come la pressione 
non varii da sezione a sezione dell'arco. · 

176 . Osservazioni sugli archi circolar~ a monta molto de
pressa ed a sezione normale costante. - Prendendo il valore 
(Iella spinta ori1:zontale Q qnalè venne trovato ()l numero 171 pel 
cas0 di un ()l'CO circolare caricalo di un peso uniformemente distt·i
builo sulla sua pt·oiczione orizzontale, sviluppando in serie i seni 
ed i coseni di lfl e trascurando le potenze della lunghezza 
dell 'arco lfl superiori alla quinta nel fare questi sviluppi, si può 
avere un'espressione approssimala della spin la orizzontale Q assai 
ben e adatta per gl i archi circolari a monta mollo depressa, a 
sezione r.ostantc e caricali di pesi uniformemente distribuili sulla 
loro proiezione orizzontale. Le serie che danno il seno ed il co
seno di un arco <I> in funzione della lunghezza dell'arco slessn 
sono 

<I> 3 <I> 5 <I> 7 

'sen <I>= <I> - 1.2J3 + 1. 2.3.4.5- 1' . 2.3.4.5.6. 7+ ·• · · .. ·' 

<I> ~ <I>4 . <I>6 
cos <I>=1- 1:2 + 1.2.3.4 ---:- !.2.3.4.5.6 + .... .... ' 

le quali, qualora credasi l'arco <I> abbastanza piccolo da potersi 
trascurare le sne potenze superiori alla quinta, si riducono a 

<I> 3 ifJ 5 

se n <I>= t!>- 6 + f<IO ' 

Sosti tu endo questi valori di sen <I> e di cos <I> nella citata espres-
L'..\ liTE Ili H RURI CARE. Resistenza dei malet·ia!i, ecc. - 28. 
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sione della spinta Q, facendo i prodotti e trascurando, come si è 
detto, le potenze dell'arco <l> superiori alla quinta, si trova 

Ont, se in un circolo di raggio r l'i considera un arco di semi
corda c e di monta m, si ha dalla geometria la relazione 

la quale, potendosi trascurare m2 a fronte di 2m r allorquando si 
tratta di un arco circolare a monta molto depressa, si riduce a 

d'onde 

Ponendo questo valore approssimalo di 1· nt:> ll'ultima trovata espres
sione di Q si deduce 

- pc2 
Q_ 2m' 

che è lo stesso valore della spinta orizzontale Q che venne trovata 
nel risolvere il problema I del precedente numero; cosicchè un 
arco ~ircolare a monta mollo depressa e caricato d'un peso uni
formemente distribuito sulla sua proiezione orizzontale si trova, per 
rapporto alla spinta orizzontale, nelle stesse condizioni di un arco 
equilibrato . 

. Per quanto si è detto al numero 17f, le pressioni massime rife
rite all'unità di superficie in un arco circolare a monta mollo de
pressa, con sezione normale costante e caricai o d'un peso uniforme-
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mente distribuito sulla sua proiezione orizzontale, hanno luogo alla 
chiave ed all'imposta, e queste due pressioni sono rispettivamente 
date dalle formo le (8) e ( 12) del citalo numero. Ora, se nelle stesse 
formole, facendo l'ipotesi di un arco il quale abbia monta assai 
depressa, si pone cos <P= 1 e se trascurasi un termine moltiplicato 
per sen 2 <I>, si tt·ova che le pressioni totali supposte uniformemente 
t:ipartite sulle sezioni a cni si riferiscono, sono eguali alla spinta 
orizzontale Q; ed essendo questo conforme a quanto si è notato 
sul finire del problema I del numero precedente, si può conchiu
dere: che un arco circolare a monta molto depressa e caricato di 
un peso uniformemente distribuilo sulla sua proiezione orizzontale 
è, anche per rapporto a Ile peessioni massime che hanno luogo alla 
chiave ed all'imposta, · nelle stesse condizioni di un aeco equi·· 
librato. . 

Quanto si è detto per rapporto al trovarsi pressochè nelle con-
dizioni d'un arco equilibralo un arco cit·colare amonta molto de
pressa, con sezione costante e caricato d'un peso uniformemente 
distribuito sulla sua proiezione ol'izzontale, si estende dai pratici 
anche ad un arco circolare a monta molto depressa, con sezione 
costante e caricato d'un peso uniformemente distribuito sulla sua 
lunghezza. Infatti, essendo la lunghezza di un tal arco poco diversa 
dalla sua corda ed essendo sempre piccoli gli angoli che le tangenti 
nei diversi suoi punti fanno coll'orizzontale, senza notevole errore 
si può ammettere che un peso uniformemente distl'ibuito sulla lun
ghezza dell'arco sia identico ed agisca come un peso uniforme
mente distribuito sulla sua corda. 

177. Accorciamento suhìto dall'asse di un arco collocato su 
due appoggi posti allo stesso livello e simmetrico rispetto al 
piano verticale perpendicolare alla orizzontale che unisce i 
centri delle due sezioni d'imposta. - Su una sezione qualunque 
di un arco equilibrato ha sempre luogo una pressione diretta tan
genzialmente all'asse dell'arco stesso, la quale ha per effetto di 
produrre in esso un accorciamento. Per valutare quest'accorcia
mento si consideri sull'asse primitivo del· solido arcuato un ar
chetto M m= d s ((ìg. 144), il quale p el fatto della compressione 
verrà ridotto alla minor lunghezza 1\'lm'=ds'. L'arco ds avrà così 
subìto un accorciamento d s -ds', sarà in esso avvenuto un accor-

. · · l d 8 - d s' l f h · d ctamento proporzwna e d , e a orza c e avra pro otto s . 
quest'accorciamento proporzionale sarà la pressione T diretta se
condo la tangente in 1\'1, per modo che (num. 29) si avrà l'equazione 
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1'-E"" ds - ds' 
- - l6 ds ' 

dove E" è il coefficiente d'elasticità relativo alla compressione per 
la sostanza di cui l'arco è fot·mato eLI Q la sezione nor·male'dell'arco 
sles,so nel punto M. Ricavando dalla stabilita equazione il valore 
di ds-ds', si ottiene 

e quindi, !ntegrando fra i limiti s=O ed. s=S per avere il to
tale accol'Ciamento S-S' subito dal mezzo arco AB, si ha 

S-S'- _Lj s~ds 
-E" u . 

o 

(1) . 

Nello stabilimento degli archi equilibrati si determinano gr.ne
ralmente le superfil~ie delle diverse sezioni trasversali in modo che 
in esse si verifichi la stessa pressione riferita all'unità di supcdì
cie, calcolando Q mediante l'equazione di stabilità (num. 40) 

'T=n"R"Q (2); 

ed in questo caso l'equazione che dà l'accorciamento S-S' suhìlo 
dal mezzo arco AB si riduce a 

n" R" 
S- S'= E" S. 

Quando il valore di Q non venne determinalo per le diverse se
zioni normali dell'arco mediante l'equazione (2), per calcolare col
l'equazione (f) l'accorciamento S-S' è necessario conoscere T ed 
Q in funzione dell'arco s, oppure T, Q ed sin funzione di una delle 
due coordinate ortogonali dell'asse del solido. 

L'equazione (f ) non solo si presta al calcolo dell'aceorciamento 
subito dall'asse di un mezzo arco equilib rato, ma ben ancl1 e a 
quello subito dall'asse di un arco a sezione costante, come quelli 
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di cui si è tennlo discorso nel precedente capitolo. Se O è costante, 
il valore di S' - S pnò essere scritto 

'l rs 
S'--- S= .E"O )o 'Tds, 

e per ottenere il valore eli S'- S si richiede che la forza tangen
ziale T sia dala in funzione di s, oppure che si conoscano T eù 
s iu funzione di una stessa variabile riferentesi ai diversi punti 
dell 'asse primitivo del solido. 

CAPITOLO XI. 

Verificazione della stabilità dei vòlti 
in muratura. 

178. Assunto dei presente capitolo. - La figura e le dimen
sioni generali di una volta sono sempre determinate dalla destina
zione dell'edifizio di cui essa fa parte, e quindi si tlevono conside
raee come dati l'apertuea, la superficie d'intrados, l'altezza dei pie
drilli e la distribuzione dei pesi che la volta deve sopportare. Die
tro l'esempio lli volte analoghe a quella che vuolsi progettare, già 
costrutle e che hanno fatto buona prova, si fissano gli spessol'Ì 
che par conveniente assegnare dalla chiave alle imposte, e così si 
ultima il progetto della volta di cui vuolsi studiare la stabilità. 
Fatto questo, il costruttore s'accinge a verificare se la vòlta pro
gettala è tale da mantenersi in equilibrio sui suoi piedritti quando 
,;arà costrutta, ed a studiare le modificazioni da introdursi nel suo 
progetto qualora non riscontri in esso la necessaria stabilità. 

Il metodo di verificazione di stabilità delle volte, che verrà in
dicato in questo capitolo, si applica soltanto a quelle vòlte grosse 
le quali devono mantenersi in equilibrio per mutuo contrasto dei 
materiali, e quindi si considererà soltanto il caso delle grosse vòlte 
a bolle le quali si possono dire le sole che avviene di dover con
siderare nella pratica delle costruzioni. Tutte le altre vòlte, che 
generalmentB h:mno tali spessori da doversi annoverare fra le volte 
sottili, anzichè per mutuo contrasto dei materiali, si reggono per 
tenaci là dei cementi ; c lo studio della loro resistenza, che per le 
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volte a botte si può fondare sui principii esposti nei due ultimi 
capitoli parlando degli archi elastici, costituisce un problema il 
quale presenta delle serie difficoltà e che in modo plausibile non 
venne ancora risollo per tutte le vOlte sottili diverse dalle volte 
a botte. 

i 79. Esperienze ed osservazioni sul modo con cui avviene 
la rottura nelle vòlte a botte. - Le esperienze che finora ven
nero eseguite sopra modelli di vòlte a botte caricate pel dì ~opra, 
e le osservazioni che da parecchi ingegneri vennero fatte sopra 
arconi in pericolo di cadere e sopra i materiali di arconi già rovi
nati, hanno dimostralo che la rottura principalmente avviene, o per 
slrisciamento, o per rotazione, o pet' la combinazione dei due feno
meni di slrisciamenlo e di rotazione. 

Una vòlta a bolle può rompersi per strisciamenl.o in due distinti 
modi: o cadendo all'indentro due parli A e B (fig. 143), strisciando 
ciascuna su un giunto inclinato, ed innalzandosi una piccola parte 
C nel mezzo ; o scorrendo all'infuori due parli A e B (fig. 149) 
strisciando ciascuna di esse su un giunto orizzontale ed ahbas
sandosi la parte di mezzo C. 

La rottura prr rotazionr. si manifesta generalmente in tre distinte 
maniere: quando la volta non è di monta mollo rialzata n è di monta 
molto depressa o che è non molto cat·icata sui fianchi, il vertice 
tende ad abbassarsi ed i fianchi a sollevarsi, e la vòlta si scom
pone in quallro parti A, A', B e B' (fig. 150) aprendosi alla chiave 
verso l'iutrados, sui fianchi verso l' eslt·ados ed all'imposta oppure 
lungo i piedritti verso l'intrados; quando la vòlta è a monta piut
tosto rialzata oppure a monla qualunque, ma molto caricala sui 
fianchi, si manifesta invece una· tendenza al sollevamento del ver
tice ed all'abbassamento dei fianchi, e, se avviene la rottura, essa 
si manifesta per scomposizione del masso murale nelle quattro 
parli A, A', B e B' (/ìg. 151) aprendosi alla chiave verso l'eslrados, 
sui fianchi verso l'intrados ed all'imposta verso l'eslrados; quando 
la volla è a monta molto depressa, la rottura tende generalmente 
a farsi con aprimenlo alla chiave verso l'intrados, con aprimenlo 
all'imposta verso l' estrados e quindi con abbassamento del vertice 

·della volta. 
Si è ancora osservato che nella roltura delle vòlte a botte tal

volta incomincia a verificarsi aprimento alla chiave in seguito ad 
un piccolo allontanamento dei piedrilli, ciascuno dei quali viene 
così a strisciare su un giunto orizzontale. Il masso murale posto 
al di sopra del piano su cui avviene lo slrisciamento si divide 
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allot·a iu quattro parli, due dell e quali, quelle concorrenti alla 
chiave, ~endono a crollare all'indenlro girando intorno acl uno spi
golo posto all'inlrados. 

:180. Spinta orizzontale. - In una volta a botte composta di 
due parti eguali separate fra di loro da un giunto vertieale, l'azione 
del peso sopportato dalla volta produce perpendicolarh1ente a que
sto giunto, fra le due metà, una pressione, per cui si j'iUÒ imtha
ginare soppressa mezza vòlta ed in sua vece sostituita una forza 
orizzontale (fig. 152) eguale all'indicata pressione, e che prende il 
nome di spinta orizzontale. Se questa spinta è tanto grande da 
essere capace di spingere ·all'infuori la totalità od anche solamente 
una parte della mezza volta a cui si suppone applicata, oppure se 
essa è così piccola da non poter impedire che la delta mezza volta 
del tutto od in parte venga a cadere all'indenlro, il sistema non 
può stare in equilibrio; ed il contrario avviene quando la spinta 
orizzontale ha tal valore da impedire che parte alcuna della volta 
venga a cadere all'indentro, senza spingere qualche altra parte al
l'infuori. 

:181. Punto d'applicazione della spinta orizzontale, e punto 
d 'applicazione della pressione sopra il giunto nel quale trovasi 
lo spigolo di rotazione. - Nel verificare la stabilità di una volta 
a botte si supporrà che la volta si trovi a tal punto da essere 
imminente l'apparizione dei primi segni di rotazione, e si cer
cherà se, anche in questa sfavorevole circostanza, trovasi in equi
librio. 

In una volta a botte stanno per manifestarsi i primi segni di 
rotazione, quando, tendendo essa ad apl'il'si alla chiave verso l'in
trados (fig. :150) o verso l'estrados (fig. :15:1 ), incominciano le due 
parti A ed A' a staccarsi in modo da aver lu·ogo fra loro una mutua 
pressione, la quale si può supporre ripartita sul giunto CD in guisa 
che sia nullo il valore della pressione riferita all'unità di superfi
cie lungo la generatrice D, secondo la quale l'aprimento incomincia 
a verificarsi, che abbia un valor massimo la pressione riferita al
l'unità di superficie lungo la generatrice C intorno alla quale sta 
per avvenire la rotazione, · e che talmente cresca da D verso C 
da stare la pressione riferita all'unità di superficie in un punto 
qualunque E a quella che ha luogo in C come la distanza D E sta 
alla distanza DC. Ammessa quest'ipotesi di ripartizione della pres
sione totale sul giunto verticale CD, che si suppoile rappresentato 
nella figura 155, ne deriva che, considerando il volto siccome un 
solido prismatico nelle vicinanze del dello giunto, fra la distanza 
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O D= V del centro di superficie · O del rettangolo G H I K dalla 
retta G H su cui è nulla la pressione riferita all'unità di su
perficie, la distanza OF=Vt del punto d'applicazione della pres
sione su tullo ii giunto dal dello centro O ed il quadrato G~ del 
semi -asse dell'ellisse centrale d'inerzia disposto secondo C D p el 
caso della sezione rettangolare, si deve avere la relazione (num. 
i27 e !54) 

per cm 

ossia il punto d'applicazione della spinta orizzontale, rappresentata 
dalla p!'essione che ha luogo sul giunto verticale C D (/ìg. 150 e 15·1 ), 
si può suppone ad 1/ 5 dell'altezza del detto giunto a partire dallo 
spigolo C intomo al quale tende a(l aver luogo la rotazione. 

Quanto si è conchiuso per il punto d'applicazione della spinta 
orizzontale sul giunto verticale posto alla chiave del volto, si può 
anche estendere ai p~mti d' applicazione delle pressioni su quei 
giunti inclinati come MN, contenenti gli spigoli intorno ai qnali 
inferiormente tendono a rotare le due parti di volta A ed A', che 
l'una contro l'altra vengono ad appoggiarsi alla chiave. 

182. Formole che servono a verificare la stabilità di una 
vòlta a botte. - Sia una volla a botte in cui la rottura tende 
a manifestarsi nel modo solto il quale più di frequente si presenta 
nella pratica, ossia per aprimento alla chiave verso l'intrados e 
per aprimento sui fìanchi verso l'estrados, e, trascurando coesione 
ed aderenza delle malte, vogliasi trovare quali sono le spinte oriz
zontali che si devono supporre applicate contro il giunto verticale 
AB (jìg. i 52) , nel suo punto H quando una data parte AB C D 
della volta è in procinlo di staccarsi dalla pnrle sotlostantc : i o per 
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rotazione attorno allo sp igolo d' intrados rappresentato in D; 2' per 
rotazione allomo élllo spigolo d' estrados rappresentato in C; 3• 
per scorrimento da C verso D lun go il giunto C D; 4' per scorri
mento da D verso C lungo lo stesso giunto. 

Si chiamino : 
a l'altezza A n del giunto verticale alla chiave ; 
a' la lun ghezza DC del giunto inclin ato; 
b e b' le distan ze orizzontali DE e CF fra gli spigoli rappresen

tati in D ed in ,C ed il punto d'applicazione G tlel peso della parte 
di vòlta rappresentata in AB CD e del sovraccarico conispondente; 

c e c' le differenze di livello od allezze AL ed A K fra la genera-
trice suprema dell'intrados e gli stessi spigoli; 

a l'angolo COB che il piano del giunto CD fa colla verticale; 
P il peso della parte di volta f·a ppresentala in ABCD e del so-

vraccarico ad essa corrispondente ; 
Q, Q', Q'' e Q"' le quattro spinte orizzontali domandale; 
fil coefficiente d'attrito per la materia di cui è formato il volto. 
La spinta orizzontale Q, corrispond en te al caso in cui la parte 

di volta AB C D sia in procinto di rotare intomo allo spigolo d'in
trados rappresentato in D, si olliene osservando che le forze ad 
essa applicale sono: il peso P, la spinta Q e la reazione R che 
la parte di vòlta sottostantc al giunto D C produce contro la parte 
superiore. Il peso P trovasi applicalo al centro di gravità G, la 
spint.a Q, per quanto si è dello del precedente numero, si può sup
porre applicata in H ad 1/5 di BA a partire dal punto B; e la rea
zione R, an che per quanto si è dello nel precedente numero, si può 
supporre app licata in I ad 1j5 di D C a partire dal punto D. J~a 

reazione n è eguale e direllamenle contraria all"azione che la parte 
di volta sollostanle al giunto D C riceve dalla parte superiore al 
dello giunto, ed ammette due componen ti, una orizzontale e l'altra 
verticale rispettivamente eguali a Q ed a P, perchè devono farsi 
equilibrio tanto le forze orizzontali quanto quelle verticali applicate 
al corpo A:BCD. 

La distanza orizzontale Uf del punto I dallo spigolo rappresen
tato nel punto D è data da 

- 1 
I M== 3 a' se n a; 

la dista nza ver ticale .:\1 D dello stesso punto dal medesimo spigolo 
vien espressa da 
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- 1 
M D== S a' cos o:; 

e finalmente per l'equilibrio di rotazione del masso AB CD intorno 
allo spigolo rappresentato in D deve essere verificata l'equazione 

dalla quale si ricava 

==P 3 b+ a' sen eX 

Q 2a+3c-a'coscX 
(1 ). 

La spinta orizzontale Q', per il caso in cui la parte di volta AB C D 
sia in procinto di rotare attorno allo spigolo d'estrados rappresen
tato in C, si ottiene con un metodo in tutto analogo a quello se
guito per trovare la spinta orizzontale Q; e, ponendo che la reazione 
prodotta dalla parte di volla soltoslante al giunto C D contro il 
masso AB C D sia applicata ad i /5 di C D a partire dal punto C, 
si ha per esprimere l'equilibrio di rotazione atloruo ad detto spi
golo la condizione 

Q' ( 2 l ) p b' 1 Q' l 1 p l o sa+c - - +g a cosa+g a sencX== ' 

dalla quale si deduce 

3 b' --a' se n o: Q' -p =-----,----:-----;--
- 2a+3c' +a' coso: 

(2). 

La spinta orizzontale Q", per il caso in cui la parte di volta 
AB C D sia in procinto di scorrere in basso strisciando lungo il 
giunto CD, si trova osservando: che sono rispettivamente Q" seno: e 
Q" coso: le due componenti della forza Q" parallela e normale al 
piano dell'indicato giunto, P cos eX e P sen eX le componenti analoghe 
del peso P ; che vale P coso: -Q" seno: la forza che tende a far 
scorrere in basso il masso AB CD ed f (Q" coscX+ P seno:) la forza 
che si oppone a questo scorrimento; e che per conseguenza si ha 
l'equazione d'equilibrio 
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Pcos o: -Q" sen o:=f( Q" coso: + P seno:), 

Q" ==P cos rx.- fsen rx 
seno:+ f coso: 

(3). 

Finalmente la spinta orizzontale Q"' per il caso in cui la parte di 
volta AB CD sia in procinto di scorrere da D verso C lungo il giunto 
C D si ottiene in modo analogo a quello tenuto per avere la spinta 
Q". La forza che tende a produrre lo scorrimento è Q"' seno:-P cos rx., 

la forza che a questo scorrimento si oppone è f(Q"'cosrx.+Psenrx.), 
per cui la condizione d'equilibrio è 

Q"' seno:- P cos cz== f (Q"' coso:+ P sen rx), 

dalla quale si ncava 

Q"'== p cos C! + r se n 0: 

sen rx.- fcos rx 
(4). 

18 5. Procedimento pratico per verificare la stabilità di una 
volta a botte. - Si incomincia dal rappresentare in disegno, ed 
in una scala tanto grande che non ahbiansi a temere degli errori 
di qualche importanza nelle operazioni g•·afiche che si devono ese
guire, una parte di volla compresa f1·a due piani verticali perpen
dicolari alla sua lunghezza, e distanti di 1 metro l'uno dall'altro. 
Questo disegno conterrà: il profilo ABCD (fig. 154) della metà della 
volla propriamente deLLa; il profilo ADEXZGF di un piedrilto; il 
profilo C I-II E D del riempimento di mura tura; il profilo H L M I di un 
masso fiLLizio di muralura in modo che il suo peso abbia sul volto 
la stessa azione, che ha il peso ùi un riempimento, ben sovente 
esistente sul primo riem pimento ed avente peso specifico diverso da 
quello della mura tura; e finalmente il profilo LN OM pure di un masso 
fittizio di muratura determinato in modo che il suo peso produca 
lo stesso effetto tlel mass im o carico accidentale che sulla volla deve 
gravitare. Fatto questo, si divide il profilo della volta propriamente 
detta A n C D, mediante linee dirette secondo i suoi giunti ; ed al 
di sopra di ciascuno dei punti di divisione dell' es lrados si condu
cono altrettante linee verticali che si considerano siccome a!Lrel
tanli giunti possibili di rottura. Prendendo per unità di lunghezza 
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il metro e per nnilà di superfi(:ie il metro qnadr·ato, si trovano: 
le lunghezzze ·dei giun Li B è, b 1 cl' b2 c2 , b3 c,. ... ..... ; le superficie 
delle diverse parli BNn1 c1 b1 , BNn2 c2 b2 , BNn3 c3 b3 , ........ , non che 
i loro centri di superficie gp g2 , g3 , ••••••.• ; le distanze orizzontali 
fra i centri gl' g2, g3, ........ ,ed i punti b1 e c1, b1 e c2, b3 e c3 , •••••••• , 

coll'avvertenza di considerare come negative quelle distauze che 
cadono a sinistra dei punti collocati sull'intrados; le distanze ver·
Licali fra il punto B ed i punti b1 e c1, b2 e c1, b3 e c3, •• ., • •••• , va
lutando come negative quelle relative ai punti dell' estrados che 
trovansi al di sopra dell 'orizzontale condotta per B; e finalmente 
gli angoli che i diversi giunti b1 c1, b~ c~, b3 c3 , • ••.•••• , fanno colla 
verticale. 

Chiamando 
a l'altezza ne del giunto alla chiave, 
a'1, a'2 , c{3 , •••••••• le lunghezze dei giunti inclinati b1 c1, b2 c2, 

b, c,, ... ..... ' 
b1, b~, b3, ••.•••.• le distanze orizzontali dei centri di gravità g1., 

g2, g3, •••••••• dai punti rappresentati sulla figura in b1, b2, b3 , ••• •• ••• , 

cl' c2, c3, •• •••••• le differenze di livello fra il punto culminante B 
dell ' intrados ed i pnnti b1, b2 , b3, ••.••••• , 

a1 , a~, a3 , •••..•.• gli angoli che i diversi giunti b1 cl' b2 e2, b3 c3, 

........ fanno alla verticale, 
SP 82, S3, •••••.• la superficie delle divtlrse parli B N n1 c1 b 1, B N'll2 c2 b~, 

BNn3 c3 b3 ••.•••••• • 

n il peso del metr·o cubo di muralura, 
Pf' P 2, P,, ........ i pesi dei diversi massi murali rappresentati in 

B N 111 c1 b1, B N n2 c~ b2, B N n3 c3 b3, ........ ed espressi rispellivamente 
dai prodotti nsj, ns2, rrs3, ........ , 
mediante la formo la ( 1) del numero precedente, in cui si sosti
tuiranno per a' le lunghezze a' l' a2', c{ 3 , •••••••• , per b le lunghezze 
bl' b2, b3, ••• ••••• , per c le lunghezze c1, c2, c3, •••• • ••• , per a gli an-
goli ai, a 2, a 3 , ...... . . e per P i pesi P1, P 2, P3 , •••.•••• ; si potranno 
trovare le spinte corrispondenti Q1, Q2, Q3, ....... . fino a quella chè 
corrisponde al masso B N S D A. Costruendo una curva le cui ascisse 
siano i valori degli angoli ap a 2, <Z 3, ••••.••. e le cui ordinale i cor-
rispondenti valori QP Q2, Q3, ........ , l'ordinata massima di questa 
curva rappresenterà la massima delle spinte orizzontali possibili 
nella vòlta, e la sua ascissa farà conoscere la posizione del giunto 
a cui conisponde questa spinta massima Qm. Ordinariamente non 
si costruisce la curva di cui or ora si è parlato e si prende pet· 
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valore di Q m il massimo di tutti i valori di Q1 , Q2 , Q3 , 

Una volla trovato il valore di Q .. bisogna accertarsi se esso non 
è capace di rovesciare la volta fa cendone rotare una sua parte 
attorno ad uno dei suoi spigoli c~> c2, c3, .. . .. . .. posti all'estrados. 
Perciò, essend o 

b1', b2' , b/ • ..... .... le distanze o1·izzontali dei centri di gravità g1 , 

92, 93 , .. ...... dai punti c1 , c2 , c3, .... .... , 

c'P c'2, c'3, ........ le dilferenze di livello fr·a il punto culminante B 
dell'inlrndos ed i punti c1 , c2 , c3, ........ , 

si sostituiscano nella formola (2) del numero precedente, per a' le 
lunghezze a'1, a'2, a'3, ... ..... , per b' le lunghezze b' 1, b'2 , b3' , ........ , 

per c' le lunghezze c'1 , c'2 , c' 3 , .... .... ,per a gli angoli a 1 , a 2 , a 3 , ....... , 

per P i pesi P,, P2 , P3, ........ ; si calcolino le corrispondenti spinte 
Q'1 Q' 2 Q'3, ........ per portare le parti di volla BNn1 c1 bp BNn2 c2 b2, 

BN n3 c3 b3, ........ in procinto di rotat·e attorno agli spigoli c~> c2, 

c31 ........ situati sull' estrados; e se tulle quante queste spinte sono 
maggiori di Qm è sicuro che la massima delle spinte possibili non 
può produrre rovesciam'ento di una parte di volta facendola rotare 
intorno ad uno spigolo posto sul suo eslrados. 

Bisogna ora verificare se nessuna tlelle parli di volla BN n1 c1 bP 
B N n., c2 b2 , B N n3 c3 b3 , .. ...... può cadere in basso scorrendo sui 
giunti inclinati b1 c.p b2 c2, b3 c3, .... .. .. Perciò nell'equazione (5) del 
numero precedente si pon ga no successivamente per a gli angoli 
a 1 , a 2 , a3, ...... .. ,per P i pesi P1 , P2 , P3 , ........ ,e si trovino le spinte 
orizzontali Q"1, Q"2, Q"., ....... da applicarsi al giunto verticale BC, 
nffinchè le delle parti di volta siano in procinto di scorrere in 
basso. Questo scorrimento non avrà luogo se il valore di Q,n su
pera tulti quelli che si trovano per Q"P Q"2, Q",, : ....... 

Finalmente bisogna accertarsi che la spinta massima Qm non è 
capace di far sconere all'insù una delle parti di vòlla BNn1 c1 bi' 
BN n2 c2 b2 , BN n. Ca b., .... .... Per far qu e5: to nell'equazione ( 4) del 
numero precedente bisogna successivamenle porre gli an goli a 1 , 

a 2 , a., . ..... .. invece di a ed i pesi P p Ps, P., ........ invece di P; 
e calcolare le spiute Q'"1 , Q"'2, Q"'3, ........ necessarie a portare le 
dette parti di volla in procinto di scorrere all'insù. Non sarà a te
mersi questo sco rrimento allorquando tutte le spinte così r.alcolate 
risultano maggiori in Q"'. 

Allorquando il metodo· di verificazione or era esposto co ndu ce 
a riconoscere che la volta progettata non può stare in equilibrio, 
hiso gn:=t vari:=tre la sua sezione lras·,. ersale; aceingersi t{uind i ad una 
·nuova verificazione, e così continua re a variare ed a ve rificare, 
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finchè si atTiva ad un tal profilo cla pt'esentare una volta in equi: 
librio in seguito al dalo metodo di verificazione. 

La posizione del giunto cui ç.orrisponùe la spinta massima Qm di
pende dalla forma della curva d'intrados, dagli spessori che ba la 
volta e dai sovraccarichi che essa sopporta. L'esperienza però eù 
il metodo di verificazione che venne esposto dimostrano che ordi
nariamente questo giunto si trova a circa 50o a partire dall'im
posta per le volte a bolle a tutta monta ; a circa 50° a par
tire dall'imposta per le volte a monta depressa aventi per direttrice 
dell ' intt·ados una mezza ovale la cui monta sia fra 1/5 etl 1/4 
della corda; e finalmente all'imposta p et· le vòlte a monta depressa 
aventi per curva direttrice della superficie d'intraclos un arco eli 
circolo d'ampiezza minore di 120o. 

134. Verificazione della stabilità Hei piedritti di una volta a 
botte. - La verificazione della stabilità dei piedriLLi consiste nel
l'accertarsi se la spinta orizzontale Q,, determinata come si è eletto 
nel precedente numero, non è capace di produrre, nè un principio 
di sconirnento della mezza vòlta sopra nn giunto orizzontale AX 
(fig. 154) posto al livello dell'imposta A o di poco al disotto, nè 
un principio di rovesciamento del piedritto eolla mezza volla che 
esso sopporta facendolo rotare altorno allo spigolo esterno G della 
sua base inferiore. 

Per verificare se non può a,ver luogo principio eli scorrimento, 
da A verso X, snl giunto orizzontale AX, nell 'equazione (4) del 
numero 132, pongasi per P il total peso del masso ABNOX e si 
faccia a= 90". Se trovasi nn valore di Q"' maggiore di Q'", è 
segno che per avere un principio di scorrimento sul giunto AX è 
necessaria una spinta orizzontale maggiore di Q"" e che per con
seguenza ernesto scorrimento riesce impossibile. Quando Q"' ri
,sulta minore di Qm, quest'ultima forza è sufficiente a produne lo 
scorrimento, e per opporvisi è necessario ingrossare il piedritto. 
- Pet· determinare l'aumento di grossezza XX'=x da assegnarsi 
al pieclritto per una data altezza X U =h, affi n eh è sia lontano il 
pericolo di scorrimento sul giunto A X, si osservi che la forza la 
quale tende a produn:e lo scorr imento è la spinta Q'", che la forza 
la quale opponesi allo sconimento è l'attrito che sviluppasi su A X', 
rappresentato daf (P+llhx), essendo II il peso del metro cubo di 
muratura, che finalmente il valore di x può essere determinato 
coll'equazione eli stabilità 
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dalla quale si ricava 

essendo n i IV un coefficiente di stallilità il cui valore va assunto come 
si è detto al numero 31. 

Per verificare se non può aver luogo un principio di rovescia
mento del piedrilto e della mezza volta che esso sopporta per 
rotazione attorno allo spigolo esterno G della stla base inferiore 
F G, nell'equazione (2) del numero 132 pongasi : per P il peso di 
tutto il masso murale sovrastante al piano orizzontale F G; per 
b' la distanza orizzontale del punto d'applicazione di questo pe!>o 
dallo spigolo G; per c' l'altezza del punto B sul punto G; per a' 
la larghezza F G; e 90" invece dell'angolo a. Se trova si un valot·e 
di Q' maggiore di Qm, evidentemente non può avvenire nella vòlta 
principio di rovesciamento, giacchè la forza Qm che trovasi ap
plicata al sistema non raggiunge la forza Q' che è il limite infe
riore di quelle che sono capaci di produrlo. Se invece Q' risulta 
minore di Qm, è questa sufficiente a produrre nel sistema un 
principio di rovesciamento, e per opporvisi è necessario ingros
sare il piedritto.- Per trovare l'aumento di grossezza G G' =X da 
assegnarsi al piedritto per una stabilita altezza G Z =H, affinchè 
il sistema trovisi in buone condizioni di stabilità si osservi : che 
il peso del prisma di muralura G ZZ'G' vale ITHX; che la com
ponente verticale della reazione esercitata dalle fondazioni con
tro la faccia G'F, la qual reazione si suppone applicata ad 1/5 di 
G'F a partire da G', è P+ITHX; che il momento rovesciante è 

che il momento resistente vale 

P(b'+X)+ ~ITHX~-i(a'+X) (P+ITHX); 

e finalmente che l'equazione di stabilità relativa al rovesciamento, 
mediante la quale si può trovare X, risulta 
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Oro (~a+c') =v[P(b' +X)+~TIHX2 -~ (a'+X) (P+ITHX)] 

nell a quale si deve assumere pet· valore del coefficiente ùi stabi
lità v una frazione assai prossima all'unità od anche l'unità stessa, 
giacchè si è trascurata l'aderenza delle m alle, la quale non può a 
men o che avere qualche henelìca influenza sulla resistenza al ro
vesciamento. Trasportando tutti i termini in un sol membro, ordi
nand o secondo le potenze dell a lettera X e facendo andat' via i 

-den omi natori, l'ullima equazione si riduce a 

v D HX~ + 211 (2 P-- a' fl H) X 

+ 2 [v P(8 b' - -a') -Om (2a+3 c')]=o, 

dalla quale, ponendo 
vllH=A, 

v(2P-a'IJH)=B, 

2 [v P (8b' -a')-Om (2a.+8c')]=C', 

si ricava 

185. Verificazione della stabilità di una volta a botte e dei 
suoi piedritti sotto il rapporto della resistenza allo schiaccia
mento . - Pa r fare questa verificazione è necessario conoscere, 
per ciascuno dei giunti , in cui si è scomposta la volta onde filre 
la verificazione del num ero 1,83, nonchè per alcune sezioni oriz
zontali dei pi edritti , quali sono i punti d'npplicazionc delle pres
sioni clte su essi esercitano le parti di volta sov rastanti, per poi 
passare a dedurre la massirrw pressione riferita all'unità di super
ficie nel modo già adollalo risolvendo il problema I del nu
mero -147. 
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Sia AB C D (fig. i 55) una parte qualunque di volta a botte, nella 
quale si è supposto poter avvenire la rottu•·a per aprimento alla 
chiave verso I'intrados, e per cui vennero determinale, come si è 
dello nel già citalo numero i 85, la forza verlicale P rappresen
tante il peso della delta parte di vòlla aumentato di tutti i carichi 
che su essa si trovano, la distanza di questa forza dal punto D e 
quindi anche dal piano verlicaJe AB, e la spinta orizzontale Qm ap
plicala nel punto H posto ad i /5 dell'altezza BA a partire dal punto 
B. Immaginando trasportate sulle loro rispellive direzioni le due 
forze P e Qm fino a tt·ovarsi applicate nel punto E in cui la orizzon
tale H o passante per H incontra la verticale v v'passante p el punto 
d'applicazione del peso P, la pressione che la parte di vòlta ABCD 
esercita sul giunto CD, la qual pressione è eguale e direttamente 
contraria alla reazione che la detta parte di vòlta riceve dalla parte 
sottostante, è rappresentata in intensità e direzione dalla diago
nale del rettangolo E Q m R P i cui lati hanno lunghezze propol;zio
nali alle due forze P e Q m, ed il punto d'applicazione della detta 
pressione sul giunto CD è l'incontro F della dir,ezione dell'accen
nata diagonale colla retta CD. Ora, trovandosi la curva d'intrados 
ADI riferita a due assi coordinati Ax ed Ay, orizzontale il primo 
e verticale il secondo, e conoscendosi l'altezza· A H del punto H 
sull'origine A, nonchè la distanza E H della verticale v v' dalla ver
ticale By, ed essendo fissala la posizione del punto D sulla curva 
A D I e quindi per rapporto agli assi coo1·dinati, si possono scri
vr.re, sia l'equazione della retta D C normale alla detta curva in 
un suo punto dato, sia l'equazione della retta E F passante pel 
punto E di coordinate nole. Avendosi le equazioni di queste due 
rette si possono trovare le coordinate del loro punto d'interse
zione F e quindi passare a trovare la distanza F D. 

Una volta determinato il punto d'applicazione F della pres
sione R sul giunto CD nonchè il suo valore, suppongasi questa 
pressione trasportata sulla propria direzione col punto • di appli
cazione in F e si trovi la sua componente N normale al detto 
giunto. Questa componente N si oltiene · osservando, che la pres
sione R fa colla orizzontale un angolo o'FR'=oER=cp dato da 

. P 
tang cp =O m , 

che l'angolo o'FN è eguale all'angolo CDV = a che il giunto 
L'ARTE DI FABBI,\ICARE. Resistenza dei materiali, . ecc. ··- 2J 
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DC fa colla verticale, che l'angolo NFR'=o'FN-o'FR'=tj; 
vien dato da 

che 

e finalmente che 
N=Rcostj;. -

Determinata la componente N della pressione R che ha luogo 
sul giunto CD e trovata la distanza DF del suo punto d'applica
zione -F dal punto D posto snll'intrados, ecco come si determina 
la massima pressione riferita all'unità eli superficie che ha luogo 
sul detto giunto. Se il punto F si confonde col punto di n1ezzo l\i 
di C D, la pressione N che ha luogo sulla superficie rettangolare 
rappresentata in CD si ripal'lisce uniformemente, e quindi la pres
sione N1 riferita all 'unità di superficie in un punto qualunque del 
giunto CD vien espressa da 

essPurlo a' X i=a' la superficie di detto gi unto. Se il punto F non 
si confonde col punto 1\i, se è posto fra il punto l\'1 e I'intrados, 

e se la distanza MF è minore di 1/5 MD, ponendo M F =m, si ha 
MD 

che la massima pressione N1 riferita all'unità di superfieie ha 
luogo sullo spigolo D e che, per quanto si è detto nella risoluzione 
del problema I del numero 157, vien data da 

(1 ). 

Se il punto F, trovandosi ancora fra'l'inlrados ed il punto 1\f, dista 
da questo punto più di 1/5 di :MD, una parte soltcmto del giunto 
C D so!fre pressione ; questa parte, come è facile rendersi ra
gione in seguito a quanto si è Jetto nel risolvere il problema I 
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del già eitato numero 157, 5i detet·mina prendendola eguale 
a 5 . D F; e la pressione massima N1 riferita all'unità di superficie 
che ha luogo sullo spigolo D vien data dalia formola 

(2). 

Se, il punto F, sempre posto fra l'intrados ed il punto M, dista da 
questo di 1/5 1\1 D trovasi premuta l'in ti era base C D, ma la pres
sione sullo spigolo rappresentato in C è nulla; e, come risulta 
tanto dalla formola' (1) quanto dalla forrnola (2), la pressione mas
sima riferita all'unità di superficie, che ha luogo sullo spigolo D, 
vien data da 

N · 
0.==2, a 

(3). 

Quando il punto F invece di trovarsi fra I'intrados ed il punto 
di mezzo 1\1 del giunto CD trovasi in F' fra il punto 1\1 e l'estrados, 
ossia quando la distanza del punto d'applicazione della forza N 

da D è maggiore di DM==~a', la massima pressione ha luogo .. 
sullo spigolo d'estrados C, e servono a calcolarla le formole (i), 
(2) e (5), coll'avvertenza però che nelle formole (1) e (2) bisogna 

:ilF' -Dl\1 
mettere per m il rapporto 

l\'IC 
Appli cando il metaLlo ora esposto, si possono trovare le pres

sion i massime riferite nll'unità di superficie su quanti giunti si vo
gl iono della volta e dei piedritti; e non vi sarà pericolo di schiac
ciamento dei materiali quando la pressione massima riferita all'unità 
di superfìeie in questi gi unti è minore del coeffieiente di rottura 
per schiacciamento relativo alla materia che si trova dove questa 
pressione ha luogo. Si ha poi stabilità quando la detta pressione 
è eguale o inferiore al prodotto del coefficiente di snei'Vamento 
(num. 50) o del coefficiente di rottura (num. 55) per pressione 
moltiplicati pei relativi coefficienti di stabilità (num. 51 e 40). 

i 86. Procedimento grafico per verificare la stabilità di una 
vòlta a botte. - Questo procedimento consiste nel disegnarsi in 
iscala piullosto granL] C il pt'ofi]o di mezza VOlta, precisamente come 
si è dello al numero 1 35; nel di vide re la parte AB CD (fig. 156) 
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di questo pt·ofilo, la quale rappresenta la mezza volla propriamente 
ùetla in un numero tale di parli che si possano considerare le 
curve d'intt·ados e d'estt·ados siccome linee rette da un punto di 
divisione all'altro; nel segnare al di sopra di ciascun punto di di
visione dell'estt·ados altreltnnte linee verticali da considerarsi come 
tanti giunti possibili nei riempimenti e nel sovraccarico; nel divi
dere anche il piedritlo mediante giunti orizzontali; nel tracciare le 
due linee H I K ed LM S luoghi geometrici dei punti che sono ri
spettivamente ad 1/ '5 delle lunghezze dei giunti a partire dall'in
tt·ados e dall'eslrados; nel trovare le superficie delle diverse parli 
ANn1 b1 a1 , ANn2 b2 a2, ANn3 b3 a3, _ ....... AN c CD, AN0c1 d1 , AN0c2d2, 

•.... ... non che le posizioni dei eentri di superficie delle stesse parti; 
nel delet·minarsi pdma la spinta orizzontale ; e nel Lracciarsi fi
nalmente la curva luogo geometrico dei punti d'applicazione delle 
diverse pressioni che i massi rappres~nlali in ANn1 b1 a1, ANn2 b2 a2, 

A N na ba aa, ........ A N c C D producono rispellivamente sui giunti a1 b1, 

a2 b2, a3 b3, ........ D C, nonchè dei punti d'applicazione delle pres-
sioni che i massi rappresentati in d1 DAN0c1 , d2 DAN0c2 , 

F D A N O G esercitano rispett.ivamente sui giunti orizzontali d1 c1 , 

d2 c2, dac3, ........ FG. 
Si trova la spinta orizzontale cercando qual è la forza da appli

carsi in L normalmente al giunto AB; affinchè i massi ANn1 b1 a., 
ANn2 b2 a2, ANn3 b3 a3 , ........ ANcCD non siano in pericolo di ro-
tare attorno ai corrispondenti spigoli d'intrados a1, a2, a3, ........ D. 
Perciò, considerando una parte qualunque A N n ba del disegnato 
profilo, si tt·ovi l'inlersezione tt della orizzontale Lo colla verti
cale v v' passante pel suo centro di superficie; a partire da u si 
prenda la verticale u p talmente lunga da rappresentare un numero 
proporzionale al peso del masso murale lungo l'unità rappresen
tato in A N n ba ; si unisca il punto u col punto h, giacchè si 
suppone che' sul giunto, pel quale esiste maggior pericolo di rota
zione allorno al corrispondente spigolo d'intrados, la pressione 
si trovi applicata ad 1/3 della sua lunghezza a partire dal punto in 
cui è rappresentato il detto spigolo (num . 181 ); e si costruisca il 
rettangolo avente per uu lato u p, e la sua diagonale nella dire
zione tt h. Il lato orizzontale u Q di questo rettangolo va consi
rlerato siccome la spinta orizzontale applicala in L quando la volta, 
aprendosi alla chiave verso l'intrados, sta per aprirsi nel giunto 
ab verso l'estrados rotando attorno allo spigolo rappresentato in 
a. Quest'operazione si faccia per lulle le parli di volla poste fra il 
giunto verticale della chiave ed i giunti a1 b1, a2 b2, a3 ba, ... .. ... fino 
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al giunto D C; ed il mnggiòr lato orizzontale del rettangolo ana
logo ad u p rQ rappresenta quella forza che si assume come r_ap
presentante la spinta orizzontale Qm della volta. 

Trovata la spinta Qm, ecco come si procede per coslrurre la 
curva luogo geometrico dei punti d'applicazione delle pressioni che 
si verificano sui diversi giunti. La pressione su un giunto qualun
que, per esempio sul giunto xy, è rappresentata in intensità e 
direzione dalla risultante della spinta orizzontale Qm e del peso P 
del masso rappresentato in ANzyx, e per conseguenza il punto 
d'applicazione di questa pressione si olliene supponendo le due forze 
Qm e P trasportate sulle loro direzioni fino a trovarsi applicate 
nel loro punto d'intersezione U, costruendo il rettangolo UPRQm 
e trovando l'intersezione ex della diagonale di questo rettangolo col 
giunto y x. Per ciascuno dei giunti a1 b1, a2 b2, a3 b3, ........ D C, d1 c1

, 

d2 c2, ·d3 c3, ........ F G si trovino i punti analoghi ad a, e tulli questi 
punti uniti con una linea continua daranno la curva luogo geome
trico dci punti d'applicazione delle pressioni sui diversi giunti, la 
qual curva chiamasi curva delle pressioni. 

Quando la curva delle pressioni si trova tulta fra le dne curve 
H I K ed L M S, è impossibile che nella volla e nel suo pieùritto 
avvenga rottura per rotazione, giact.:hè tutte le parti comprese fra 

' i diversi piani di giunto trovansi premute le une contro le altre; e 
non può aver luogo rottura per scorrimento quando le direzioni tli 
tutte le diagonali dei rettangoli analoghi ad UPRQm fanno colla 
normale al giunto corrispondente un angolo minore dell'angolo la 
cui tangente è il coefficiente d'attrito f della materia di cui il volto 
si vuoi formare. Per riconoscere poi se può aver luogo rottura 
pet· schiacciamento dei materiali; graficamente si trovano le compo
nenti N normali ai rispettivi giunti delle pressioni R, 'e si misurano 
le distanze dei loro punti d'applicazione, i quali sono deter
minati dalle intersezioni della curva delle pressioni coi giunti, 
dai punti di mezzo dei giunti stessi. Facendo i rapporti m delle 
distanze ora imlicatè alle semi-lunghezze dci giunti si possono 
calcolare colle formo le (i), (2) e (5) del numero precedente 
le massime pressioni riferite all'unità di superficie sui diversi 
giunti considerali nel costrurre la curva delle pressioni e quindi 
servirsi di que3te massime pressioni per accertarsi, come si è 
dello sul finire del precedente numero, se è possibile o se non è 
possibile che avvenga schiacciamento dei materiali. 

1. 3 7. Cenno sul modo di verificare la stabilità di una vòlta 
a botte in cui la rot\ura tende avvenire per apertura alla chiave 



-454-

verso l'estrados. - Quanto si è dello nei numeri 1 tl2, 183, 1 84, 
i 85 e 136 sul modo di verificare la stabilità di una vòlla a bolle 
in -cui la rottura tende a manifestarsi per aprimento alla chiave 
verso l'intrados e sui fianchi verso l' eslrados ((ìg. 150), si applica 
anche al caso di una vòlta in cui la rottura tende ad aver luogo 
per aprimento alla chiave verso J'estrados e per aprimento sui 
fianchi verso l'intrados (fig. 151 ). Nello stabilire però le formole 
analoghe a quelle del numero i 82 bisogna supporre che il punto 
d'applicazione della spinta orizzoJitale sia ad 1/5 della larghezza 
del giunto di chiave a partire dall'intrados. Nel trovare il valore 
di Q bisogna ammettere che la rotazione tenda a mauifeslarsi al
torno ad uno spigolo dell'estrados, e viceversa attorno ad uno spi
golo dell'intrados nella deduzione del valore di Q'. La spinta mas
sima Qm si trova cercando qual è la massima delle forze da supporsi 

. appli~ala orizzontalmente contro il giunto CD ad 1/5 di CD a par
tire da C per portare una parte di vòlta in procinto di rotare 
attorno ad uno spigolo dell' estrados; e la verificazione della stabi
lità della costruzione sotto il rapporto della rotazione e dello scor
rimento consiste neU'accertarsi se la spinta Om, sufficiente per im
pedire che una parte qualunque di volta scorra all'indenlro, è invece 
insufficiente a produn:e scorrimento all'infuori e rotazione su uno 
spigolo, dell'intrados. 

CAPITOLO XII. 

~corrilnento longitudinale nei corpi 
sottoposti a flessione. 

i 88. Come può avvenire scorrimento longitudinale nei corpi 
sottoposti a flessione. - Si considerino due solidi prismatici A e 
B ((ìg. t 57) aventi la stessa lunghezza a, la stessa larghezza b ed 
H medesimo spessore c; suppongasi che quesH due solidi siano 
orizzontalmente incastrati in modo da formare un solido unico 
come lo indica la figura ; e pongasi che a!l?estremità libera di 
questo solido si trovi applicato tm peso P. Se i du e solidi A e B 
sono soltanto sovrapposti e se trascurasi la resistenza d'attrito che 
si può sviluppare sulla faccia di contallo, sotto l'azione del peso P 
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s'inflettono come due distinti corpi prism; tici; sulle loro facce su· 
periori, che pr.l fatto della fles.>ione diventano convesse, si trovano 
le fibre che subiscono il massimo allungamento; e sulle loro facce 
inferiori, che pel fallo della flessione diventano concave, sono col
locate le fibre le quali provano il massimo accorciamento. Per 
quanto risulta dalla risoluzione del pt·oblema I del I)Umero i 08, 
le sezioni pericolose nei due solidi sono quelle d'incastra; il mag
gior valore del momento iufleltente P.m è dato da 

il momento d'inerzia di ciascuna delle sezioni trasversali dei due 

corpi rispett~ all'asse neutro corrispondente è 
1
1
2 

b c3 ; e quindi la 

tensione e la pressione massime Q1 e Q2 (num. 1 06), riferite al
l'unità di superficie ed opposte rispeHivamente dalle fililre mag
giormente all.ungaf.e e da q nelle maggiormente compresse, am
mettono il valore 

Se invece dei dne solidi A e n si ha un solido unico pure di 
lunghezza a e di lat·ghezza b, ma di spessot·e 2 c egna le a quel'fe 
che presenta la sovrapposizione dei due parallelepipedi A e B, la 
tensione e la pressione massime Q/ e Q2' riferite atl'unità di su
perficie ed opposte rispettivamente dalle fibre maggiormente allun-

gate e da quelle maggiormente compresse, essendo 
1
1
2 

b. 8 c3 ==~ bc3 

il momento d'inerzia di ciascuna sezione trasversale dell'inliero 
solido rispetto al corrispondente asse neutro., vengono date da 

Confrontando fra loro i trovati valori di Q1 e di Q/ immedia
tamente si vede come il primo sia doppio del secontl tl, come per 
rendere questo eguale a quello basta intendere che all'estremo del 
solido costituilo d'un sol pezzo sia applicat(i) un peso doppio del 
peso P, e come per conseguenza presentano lo stesso grado di sta
bilità due solidi p~rallelepipedi delle slesse dimensionj, incastrati 
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orizzontalmente per un estremo e caricati di un peso all'altro 
estremo, l'uno costituito di due pezzi sovrapposti e l'altro formato 
d'un sol pezzo, allorquando trova si il secoudo caricato d'un peso 
doppio di quello che porta il primo. Il diverso modo di resistere 
di quesli dnc solidi proviene dalla possibilità di scorrimento delle 
fibre poste sulla faccia inferiore del solido A lungo le fibre poste 
sulla faccia 'superiore del solido B nella sezione longiludinale CD, 
il qual scorrimento diventa impossibile nel solido formalo d'un sol 
pezzo a motivo dell'adesione laterale delle fibre. 

Supponendo che i due corpi A e B siano uniti lungo tutta la 
faccia CD, finchè essi non scorrono l'uno sull'altro il solido che 
risulta dal loro complesso presenta la stessa resistenza alla fles
sione del solido di eguali dimensioni in un sol pezzo; ma, avve
nendo che le due parti A e B non si trovino abbastanza unite, può 
avvenire il loro scorrimento prima che avvenga rollura per esten
sione o per compressione nelle fibre maggiormente allungale od in 
quelle maggiormente compresse, pet· cui importa il saper determi
nare i valori delle forze che tendono a produrre lo scorrimento 
longitudinale delle fibre nei corpi solloposti a flessione. 

189. Forza che tende a produrre lo scorrimento longitudi
nale relativo ad una sezione qualunque parallela allo strato 
delle fibre invariabili. - Quesla forza, che facilmente si potrebbe 
determinare anche pei solidi rettilinei sottoposti alla flessione pro
dotta da forze comunque dirette e passanti' pei loro assi, verrà 
qui determinata soltanto in alcuni casi particolari e principalmente 
pei solidi omogenei ad asse rettilineo con sezione rettangolare e 
con sezione a doppio T simmetrico sollecitati da forze passanti 
pei loro assi ed a questi perpendicolari. 

I. Determinazione della forza che tende a produrre lo scorrimento 
longùudinale in un solido prismatico a sezione rettangolare. 

Sia una tra ve a sezione rettangolare A' B' B" A" (fig. 158), oriz
zontalmente collocata, col lato AB verticale e sottoposta all'azione 
di pesi passanti pel suo asse. Si chiamino 

1'- il momento inflettente relativo alla sezione trasversale qualun
que AB; 

N lo ·sforzo di taglio per la stessa sezione; 
d .z la lunghezza O Q della parte di asse del prisma compresa 

fra le due sezioni infinitamente vicine AD e CD; 
a la lunghezza del lato orizzontale A' A" della sezione trasver

sale del solido, e 
b la lunghezza del lato verticale A"B"; 



- 457- . 
' 

v la distanza fra il centro di superficie O' ed una parallela qua-
lunque K'K" all'asse neutro N'N"; 

I il momento d'inerzia del rellangolo A'B' B" A" rispetto all'ac
cennalo asse neutro. 

Come risulta dalla prima delle equazioni (5) del numero ! 06 
applicala al caso in quistione e, non per la fibra maggiormente 
allungala, ma per una fibra intermedia ai due strati delle fibre in
variabili e delle fibre maggiormente allungate, la tensione longitu
dinale per ogni unità di superficie della lista infinitamente piccola 

H' J{' K" H" è v {; e, sicco~e l' at·ea di questa lista vale il pro

dallo del.lato K'K"==a per il lato infinitesimo K'I-i'=dv, essa 

sopporta una tensione totale espressa da ar v d v. La somma di 

queste tensioni per la parte A'M' .l\'1" A", ossia la forza Q che tende 
a produrre lo scorrimento longiludinale su un piano qualunque 
M'M" parallelo allo strato delle fibre invariabili e distante da que
sto della quantità N'M'==v', sarà adunque data da 

I - 1 bs d oppure, per essere -
12 

a , a 

Nella sezione C D, la somma analoga a Q prende il valore 

Q d Q d - 6 ( 1 b2 '2) ( d l'· d ) . + Tz z- b3 4 -v l'· + dz z , 

(J). 

vi ha quindi una forza ~3 (i b2 - v'2 ) ~ ~- d z la quale tende a far 

scorrere il prisma L M A C parallelamente alla direzione O Q; e 
questa forza per una parte di solido co,mpresa fra le due sezioni 
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cni centt·i di superficie hanno rispettivamente le coordinate z ' 
e z", ammette il valore T 2 ' " dato da 

T xv - i ( ! b~- '2) l z~ {-t d 
2 -ba 4 v dz z 

z' 

(2). 

H. Determinazione dellct forza che tende a produrre lo scorrimento 
longitudÌ!nale in un solido prismatico con sezione trasversale a aoppio 
T simmetrico. • 

Consrderando il caso di una trave con sezione trasversale a dop
pio T simmetrico in cui la sezione clel gambo occ~1pi solamente 
una piccola parte ùelfa superficie dell 'inliera sezione, e per la quale 
i bracci abbiano spessore trascurabile a ft·onle dell'altezza ll C:= b 
(fig. 63) della trave, per modo che con grandissima approssima
zit:me si possa ritenere che sia anche eguale a l) la distanza P Q 
dei centri di superficie delle sezioni trasversali AB F I e D C G M 
delle due tavole; e ritenendo che le lettere a, p. , I, v, v' e Q ab
biano i significati che loro vennero attribuiti nel precedente pro-

. 1- ·t ~ 
blema, ma che v' sia compreso fra 2 B C ed 2 F G, si ha 

Q- att (! b2-v'2) 
-21 4 ' 

la quale, per essere con molta approssimazione I := ~acb~ (num. 

9'7, probl. Vl) quando assumasi BF:=CG:=c, si riduce a 

Q- 0 (1 b2 '2) -cb~ 4 ~v · 

Considerando poi una parte di trave compresa fra due sezioni 
trasversali i cui centri di superficie ammettono rispettivamente le 
ascisse z' e :z". ragionando come nel numero precedente sul tro
vato valore di Q, si ottiene che la forza T 2' .. la quale tende a pro
durre lo scorrimento longitudinale per una lunghezza eH trave 
eguale a z"-z', vien data da 
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T 'v==_!_(! b~-v'2) ; -· z"dp. dz 
~ cb2 4 d z 

' . z 

(3). 

III. Determinazione della forza che tende a produrre lo scorri
mento longitudinale in w1 solido ad asse rettilineo, di egual resistenza, 
Ùlcastralo orizzontalmente per un suo estremo e can:cato all'altro 
estremo d'un peso P (fig. 97). 

Considerando la forza che tende a produrre lo scorrimento sul 
piano orizzontale AB passante per l'asse del corpo, ed essendo 
l\f' M== 2 u I' altezza di una sezione trasversale qualunque posta a 
distanza BN=z dal1iunto d'applicazione P del peso, il valot·e di 
Q risulta evidentemente quello dato dall'equazione ( 1) quando in 
esso si facci<} v'= O e b == 2 u, cosicchè 

Differenziando ora per ottenere la forza che tende a produrre 
lo scorrimento longitudinale fra due sezioni infinitamente vicine 
distanti fra di loro delle quantità d z, bisogna considerare u sic
come variabile in funzione di z e porre 

dQ _ 3 dp. 3p. du 
-d dz--4 -d dz-~-d dz. 

Z U Z <J;U Z 

Nella risoluzione del problema l del numero H 2 già si è trovato 
che il valore di u varia nel proposto solido di egual resistenza 
proporzionalmente alla radice quadrata della distanza fra la se
zione considerala ed il punto in cui agisce il peso P', per modo 
che, quando si chiami C una costante, avendosi 

du==~V~J 
d z ~ z 

e d'altronde essendo 
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d Q 
il valore di d z-d :t si riduce a 

dp._p az-· 

Integrando quest'espressione della forza che tende a produrre lo 
scorrimento longitudinale fra due sezioni infinitamente vicine fra 
i limiti z' e z", si ottiene la forza T2'v che tende a produrre lo 
scorrimento longitudinale fra le due sezioni trasversali distanti dal 
punto B della quantità z' e z" e la quale vien quindi espressa da 

i 90. Sezione di un solido per la quale è massimo il valore 
della forza che tende a produrre lo scorrimento longitudinale. 
- L'equazione (2) del numero precedente, la quale si riferisce al 
caso di un -solido .parallelepipedo caricato di pesi e disposto in 
modo da avere due facce orizzontali e due verticali, mette in evi
denza come il valore di T~'v diventi massimo per v'= O, ossia per 
la sezione longitudinale la quale coincide collo strato delle fibre 
invariabili. E questo è vero per un solido di sezione qualunque, 
giacchè, der·ivando la forza la quale tende a produrre lo scorri
mento su una sezione longitudinale qualunque dalla somma delle 
tensioni che sopportano le fibre allungate poste fra questa sezione 
e la superficie laterale del solido divenuta convessa pel fatto della 
flessione, essa acquista evidentemente il valore massimo quando 
nel determinarla si comprendono tutte le fibre che sopportano 
tensione, ossia quando si cerca il suo valore per la sezione longi
tudinale coincidente collo strato delle fibre invariabili. 

i 91. Condizione ed equazione. di stabilità dedotte dalla re
sistenza alla rottura per scorrimento longit.udinale. - Essendo 

T 2' • la forza tendente a produrre il fenomeno dello scorrimento 
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longitudinale, in un dato corpo rettilineo sottoposto a flessione, 
nella sezione longitudinale per cui il delto fenomeno più facilmente 
può avvenire, 

R2'v il coefficiente eli rottura per scorrimento longitudinale, ossia 
la resistenza alla rottura per scorrimento longitudinale riferita 
all'unità di superficie della sezione su cui lo sconimento sta per 
avvenire, 

n l'area di questa sezione, 
-si ha che la resistenza alla rottura per scorrimento longitudinale 
opposta dal corpo alla forza T 2'y è 

che quindi si ha per condizione di stabilità 

e che per conseguenza si ha l'equazione di stabilità 

'f tv-n ,.R tvn ' 
2 - 2 2 .,, 

dove n2'v è un numero minore dell'unità, assunto per Cl)efficiente 
di stabilità, e che generalmente suolsi prendere non maggiore di 
f/6 pei metalli e non maggiore di tjfO per gli altri materiali. 

192. Uso dell' equa;r.ione di stabilità relativa allo scorri
mento longitudinale, e determinazione della sezione pericolosa. 
-Nei solidi solloposti a flessione, il valore di 1\", ossia il valore 
della forza che tende a produrre lo scorrimento longitudinale, 
come chiaramente lo dimostrano anche le equazioni (2), (5) e (4) 
del numet·o 11.19, è funzione del momento inflettente e quindi delle 
forze estrinseche sollecitanti il solido che si considera; per cui la 
condizione di stabilità può servire a verilicare se non può avvenire 
scorrimento longitudinale in un dato solido inflesso sotto l'azione 
di determinate forze estrinseche, e l'equazione di stabilità si presta 
alla risoluzione dei seguenti problemi : 

f • Trovare quali forze estrinseche si possono far sopportare arl 
un dato solido rettilineo sottoposto a flessione, alfinchè ·in esso non 
avvenga scorrimento ·in una se.z1:one longitudinale parallela a quella 
che c'orl'isponde allo strato delle fibre invariabili. 

2· Trovare quali superficie devono presentare le sezioni longitu
dinali di ttn solido t·ettilineo di forma nota, alfinchè non possa stt esse 
avvenire scorrimento. 
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La sezione pm·icolosa per un dato solido rettilineo, ossia que1Ja
sezione sulla qua.Je più fac ilmente che su qualunque allra può av
venire lo scorrimento longitudinale, si determina cercando la se
zione longitudinale per cui è massimo il valore del coefficiente di 
stabilità, ossia il quoziente della forza che sn essa tende a produrre 
lo scorrimento per la corrispondente resistenza che sulla sezione 
medesima può essere sviluppata. 

195. Conseguenze che risultano dalla teoria sullo scorri
mento longitudinale. - Lo svilupparsi di forze, che tendono a 
produrre lo scorrimento longitudinale nei solidi sottoposti a fl es
sione, rende ragione di alcuni fenomeni che sovente si manifestano 
nei solidi che avviene di dover impiegare nelle costruzioni e di 
spiegare: le disgiunzioni longitudinali che non di rado hanno luogo 
nei solidi di piccola lunghezza sottoposti all'az ione di forze che li 
fanno inflettere e principalmente quelle che tanto frequentemente 
si trovano nelle travi in legno; le differenze che si notàno nelle 
resistenze dei pezzi di legno le cui fibre sono disposte in modi di
versi relativamente alla direzione delle forze che li fanno in1lettere; 
perchè due travi sovrapposte in modo da toccarsi solamente per 
una superficie piana, ma non invariabilmente unite l'una all'alt ra, 
non s'inflettono come una trave unica di dimens ioni eguali a quelle 
del loro complesso; perchè per format·e una trave unica mediante 
la riunione di due o più travi, si usa legarle fortemente con fascia
ture, di tagliare i pezzi che si uniscono a denti ere che ingran ano 
le une colle altre, e d'interporre fra i medesimi delle biette in le
gno seguendo disposizioni analoghe a quelle che già ventJcro indi
cale nella parte già pniJbli cala di questo lavoro sull 'arte di fah, 
hricare , nel volume che tratta dei Lavori generali d'architettura 
civile, stradale ed idraulica, alla pagina 597 ed al numero 285. 



-465-

CAPITOLO Xlll. 

Equilibrio di alcuni sistemi composti 
e di alcuni siste mi articolati. 

194. Assunto del presente capitolo. - I sistemi composti che 
più di frequente si presentano nella pratica delle costmzioni sono 
le travi in legnn form ale di pezzi sovrapposti, le travi costituile da 
pezzi sovrapposti e da pezzi uniti di punta, le travi armale, le travi 
in legno a tt·aliccio e le travi metalliche a parete continua ed a 
paret e relicolata. I sistemi articolali poi che al costruttore avviene 
di dover considerare si riducono rwin cipalmente alle incavallature 
in legno ed alle incavallature metalli che. Nella parte già pubblicata 
di qu es to lavoro sull' arte eli fabbricare , al volume che tratta dei 
Lavori genm·ali d'architettura civile, stradale ed ·idraulica già si in
dicò , all'arlicolo I del capitolo VIII, quali sono le di sposizioni ge
neralmente usate nella pratica per la costruzione delle travi com
poste, ed all 'ar ticolo II dello stesso capitolo quali sono i principali 
tipi d'incavallature. In questo capitolo, senza pretendere di voler 
fare un o studio completo sull'eq uilibrio e sulla determinazione 
degli sforzi sopportati dalle diverse parti degli svariati sistemi 
composti ed aeticolati, verranno esaminati alcuni pochi casi di 
travi composte, d'incavallature e di travi armate; e quest'esame, 
nel mentre sarà sufficiente per le ordinarie circostanze della pra
tica, servirà anche a dare una norma dei procedimenti da seguirsi 
in casi non identici, ma analoghi a quelli che venanno esaminati. 

19 5. Sforzi a cui sono assoggettati i chiodi che vengono 
impiegati nella formazione delle travi metalliche composte. -
I ·chi odi ribadi ti a caldo, che vengono adoperali nella formazion e 
delle travi metalliche co mposte per mantenere fra loro unite le 
lamiere ed i ferri speciali, possono trovarsi sottoposti a due diversi 
sforzi: ad un o sforzo che tende a romperli per trazione, diretto 
secondo i loro assi, e proveniente da ciò che i chiodi ribaditi , ap· 
pena posti in opera e anco ra caldi, premono l'una contro l'altra 
le lastì·e che riuniscono e tendono ad accorciarsi al sopravvenire 
del loro raffreddamento; ad uno sforzo che tende a rompel'li per 
scorrimento trasversale il quale può manifestarsi allorquando, vinta 
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la pressione che i chiodi producono contro le lastre che riuniscono 
col tirare una di esse e prodotto lo scorrimento di questa sulle altre, 
lo sforzo di trazione esercitalo sulla lastra che vuolsi separare 
dalle altre si trasmelle ai chiodi in direzione perpendicolare ai 
loro assi. Per vedere come possa essere provocata la resistenza 
allo sconimento trasversale nei chiodi che si adoperano per la 
formazione delle lt·avi metalliche composte, basta considerare due 
lamiere A (fig. t 59) , fissate per le loro estremità superiol'i, eù 

· una lamiet·a B unita alle prime mediante chiodi ribaditi a caldo e 
sottoposta ad un sufficiente sfçrzo di trazione. Se i diametri dei 
fori, come generalmente avviene nelle chiodature fra lamiere, sono 
di qualche poco più grandi dei diametl'i dei chiodi, la lamiera B, 
tirata nel senso della freccia S, incomincierà a scorrere fra le la
miere A, e, quando le superficie superiori dei fot·i praticati nella 
lamiera B saranno anivate a conlallo delle superficie su.periori dei 
chiodi, lo sforzo di trazione che sull'ultima accennata lamiera si 
esercita viene trasmesso ai chiodi in senso normale ai lot·o assi , 
i quali trovansi così evidentemente assoggettati a sforzi operanti a 
romperli per scorrimento trasversale. 

t 96. Determinazione della resistenza delle chiodature. -
Due sono le resistenze che convien considerare nelle chiodature 
di lamiere e di ferri speciali: la resistenza allo scorrimento lungo 
le superficie di contallo delle lastre unite, la qual resistenza va 
considerata come una potente resistenza d'attrito prodotta dalla 
considerevole pressione che i chiodi esercitano contro le lastre 
serrate fra le loro capocchie; la resistenza allo sconimento tras· 
versale che possono presentare i chiodi quando, pet· una causa 
qualunque, già trovasi distrutta la della resistenza ù'allrito. 

La prima resistenza sperimentalmente può essere determinata 
inchiodando fra due liste di lamiera A, con fori circolal'i sensibil
mente eguali al diametro del chiodo da impiegarsi per la chioda
tura, una lista · di lamiera B (fig. 159), in cui siasi praticato ~n 
foro di forma ovale coll'asse maggiore diretto nel senso della sua 
lunghezza e coll'asse minore sensibilmente eguale al diametro del 
dello chiodo; fissando le estremità delle lamiere A, ed esercitando 
sulla lamiera B uno sforzo di trazione ognor crescente fino a pro
durre lo sr.onimento di questa fra quelle. Quest'esperienza già 
venne instituita, e si trovò che per far scorrere la lamiera B fra 
le lamiere A è necessario produrre sulla lamiera B uno sforzo 'di 
trazione che mediamente sia di chilogrammi 15 per ogni millime· 
tro quadrato di superficie della sezione trasversale del chiodo. 
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Pct· determinare la seconda resistenza che convien considerare 
nelle chi oda tnre , ossia la res istenza di taglio o resistenza· allo 
scorrimento tt·asversale nei chiodi, si può opet·are come segue: 
o co ntinuare a pt'od une sulla lamiera B, qnando già venne di
strutta la prima resistenza, delle tensioni ognot· crescenti finchè 
avviene la rollura del chiodo che unisce la detta lamiera a!Ìe· 
lamiere A; oppure porre il cliiodo, per cui vuolsi esperimentare· 
la resis tenza allo sconimento , fra le due guance di un rohl1sto 
bi o c co di ghisa' in modo da trovat·si appoggiato fra le dette guance, 
ed operare mediante apposita leva per esereitare not·malmente 
all'asse !le l chiodo delle pressioni note ognor ct·escenti fino a 
qnella capace di pro d n l'l'e la roltnra. lnstìtuendo l' espe!'ienza col' 
pl'imo metodo si prodnee la roùura del chiodo per taglio doppio, 
e si pott·ebbe facilm ente produrre la rollnra per t'aglio semplìce, 
per taglio triplo, pet· taglio quadruplo, ecc., adotlando le unioni; 
di larn iet·e rappresentat'e nelle figure 160, i6:l e i62, fissando le' 
lamiel'e A e producendo le tensioni ognor crescenti nelle lamiei:e 
B. Inslitu endo invece l' esperienza col secondo metodo, si prod~1ée' 
la rottura del chiodo per semplice Laglio quando esso trovasi ap ~ 
poggiato ad una delle guan ce del Llocco che impiegasi per fat·e 
l'esperimento e c li e dall 'altra parte è libero, e si produce la rot
tma per doppio ta gli o , allorquando il ehiodo venne disposto in 
modo da avere appoggio nell 'una e nell'altra guancia. Già parec
chie esperi enze venn ero eseguite sulla resistenza alla rottm·a per 
scorrimento trasversale nei chiodi che vengono impiegati per cHio
dature di lamiere, e da queste esperienze risultò : 

1. Che la delta re~istenza è proporzionale alla somma delle 
su perficie delle sezioni dei chiodi sni quali la rottura tende a m'a
nifeslarsi, per modo che questa resistenza in uri chiodo su · cui 
vien cimentata la resistenza alla rottura per Laglio doppio, triplo, 
quadruplo, ccc. è doppia, tripla, quadrupla, ecc. di quella che ha 
luogo in un chiodo in cui vien provocata la resistenza alla rot
tura per laglio semp lice ; 

2" Che questa r esistenza non è maggiore di quella alla rot
tura per Lt·azione che ~uò presentare il ferro di cui sono fbrmati 
i chi odi, e non minol'e dei 4/5 della stessa resistenza alla roltu'rlt 
pel' trazione ; 

5• Che la resistènza alla rottura pet· scorrimento ti·asversale, 
rlella anche coeffieiente di rottura pet· sconimento trasversale, p'ei 
chiodi che d'ordinario vengono impiegali nella formazione delie · 

L'ARTE Dl FA BBRI CAR E:. Resistenza dei materia li, ecc. ·- 50. 
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travi metalliche, si può assumere siccome variabile fra 52 e 40 
chilogrammi per millimetro quadt·ato di superficie sulla quale tende 
a manifestarsi la rottura. 

i 97. Numero dei chiodi da impiegarsi nelle chiodature , 
quando vuolsi tener conto dell' attrito che esse fanno nascere 
sulla superficie di contatto delle lamiere che tengono unite . - 
Avvengono dei casi in cui si devon o costrurre delle travi metalli che 
composté colla condizione che in esse non debbano avvenire defor
mazioni più grandi eli quell e che presenterebbero qu alora fossero 
d'un sol pezzo, e per le quali non si possono tollerare le maggiori 
deformazioni poss ibili per ciò che i chiodi non riempiono perfet
tamente i corrispondenti fori. In tali circostanze è d'uopo otte
nere che la resistenza allo scorrimento 1 ungo la superficie di con 
tatto delle lamiere, prodotta dall 'attrito causato dalla considerevole 
pressione che i chiodi esercitano co ntro le lastre serrate fra le 
loro capocchie , sia sufficiente a dare un'unione stallile e du
ratura; e si può fare in modo che ven ga messo in giuoco sol
tanto 1/5 dello sforzo capace di pr~dune l'accennato scorrimento. 
Segue da ciò che, ritenendo di 15 chilogrammi per millimetro qua
drato di sezione di chiodo l'accennato sforzo, sarà di chi logrammi 5 
quello che si potrà far sopportare alle chioclature, affinchè siano 
in condizioni di stabilità suf!icientemente buone; per guisa che , 
ammettendo di non voler far sopportare alle lamiere uno sforzo 
di trazione maggiore di 5 chilogrammi pure pet· millimetro qua
dt·ato della loro sez ione normale alla forza traente, si può stabilire 
che, facendo le chiodature in modo da essere la somma della su
perficie delle sezioni trasversali dei fu sti dei chiodi eguale alla 
superficie della sezione della lamiera interrotta, resiste la con nes
sione come se nell a lam iera non avesse luogo interruzione di con
tinuità. 

Ritenendo, come generalmente si usa in pratica, che il diametro 
del fusto dei chio<li sia il doppio dello spessore dell e lamiere da 
unirsi e che la loro capocchia ~ferica abbia il suo diametro eguale 
al triplo dell'indica to spessore ; e supponendo che due lastre A 
e B (fig . 165) debbano essere unite per sovr;:tpposizione, mediante 
una fila di chiodi, e chiamando 

s lo spessore delle lamiere, 
a la distanza che fra asse ed asse devono avere due chiodi sue· 

cessi vi, 
siccome da quanto or ora si è stabilito risulta ad evidenza che la 
superficie della sezione trasversale del fusto di ogni chiod.o deve 
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essel'e eguale alla superficie della sezione fatla nella pat·te di la
miera, supposta non perforala, intercetta fra gli assi di due chiodi 
successivi, si ha la semplicissima equazione 

d'onde, assumendo n== 2i ==3+;, 

(1). 

La distanza frn asse ed asse di due chiodi successivi deve adun
que essere tre volte lo spessore della lamiera più un settimo 
dello stesso spessol'e, e quindi, essendo 5 s il rliametl'o delle ca
pocchie, i chiodi devono trovarsi così vicini da esservi fra una 
capocchia e !:altra il piccolissimo intet·vallo di un settimo dello 
spessore della lamiera. 

Se invece l'unione delle due lamiere A e B si vuoi fare con due . 
file eli chiodi, come lo dimostr·a la figura 164, è la superficie della 
sezione retta di due chiodi che deve egungliare la sezione falla 
nella parte di lamiera intercetta fra gli assi eli due chiodi succes
sivi di una medesima fila, e quindi, attribuendo alle lettere a ed s 
i significati che già loro vennero dati, e ritenendo le relazioni già 
stabilite fra il diametro del fusto dei chiodi, il diametro delle ca
pocchie e lo spessore delle lamiere, si ricava 

Questa formola fa vedere che quanrlo la chiodatura fr·a dne la
miere si vuoi fare con due file di chiodi, in ciascnna fila devono 
questi rlislare da asse ad asse di sei volte lo spessore della lamiera 
più i due seltimi dello stesso spessore; cosicchè, ·essendo 5 s il 
diametro delle capocchie, vi rimarrà fra una capocchia e l'altra 
l'intervallo di tre volte lo spessore della lamiera più i due set
timi dello stesso spessore. - Pet· quanto spetta alla distanza 
fra le due file di cbiodi, si può essa assumere in modo che gli 
assi di due chiodi successivi A e B di una stessa fila e l'asse del 
chiodo C, che con·ispondc al mezzo dell'intervallo fra i due primi, 
passino per tre puuti collocali nei tre vertici di un medesimo lrian-
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gqlo equilatero; o ~uL:to al più in modo che. la distanza fra. le due. 
file di chiodi D E ed F G sia eguale alla d.istanza es istente fra asse 
ed asse di due chiodi SUC·Cf:l !'ìiv.i di unw mwlesim.a, fita. 

La tlislauza poi da lasc iarsi dai bordi H ed I (fig. 163 e 164) 
delle lamiere alle linee passa)l .li p(}t: gli assi delle vicine file di 
chiodi, deve essere almeno eguale alla distanza fra asse ed asse 
di due chiodi successivi. 

Quanto si è detto sulle chiodature di due lamiere da unirsi pm· 
sovrapposizione, si applica put·e alle chiodalnre destinate a fet·mare 
una lamiera A fra due lam iere ijs~~ B_ (fig. 165). La somma delle 
superficie delle sezioni delle lamiere fis se, fatte parallelamente alla 
direzione nella quale si vogliono eseguire le chiodature, deve al
meno eguagliaee la superficie della sezione fatta nella lamiera A 
pat·allelamente alla stessa direzione; e. si deve prendere per spes
s.ore s quello dell 'ultima indicata lamiera . 

Quando due lamiere, da porsi l'una di seguito all'altr-a, non 
devono essere unite per sovrapp osizione, ma sihbene mediante un 
c0prigiunto, la congiunzione deve essere consid era ta come il com, 
plesso. di due unioni successive per sovrapposizione, le quali si 
riducono a sovrapporre la lam iera A (fig. 1. 66) al coprigiunto C, 
e quindi la lamiera B allo stesso coprigiu nto. Analogamente Jln
nione rappresentata uella figura 167 r.olla quale due lamiere A e B• 
si pon go no l'una di seguito all 'altra fra due coprigi unti C e C' deve 
essere considerata come il complesso di due unioni diverse, la 
prima destinata a. serrare la lamiera Ai fra i delli coprigiunti, e 
la seconda destinala a fermare la lamina B fra gli stessi copri
giunti. 

In alcuni casi alle capocchie, che nell'atto della chiodatura si 
fanno dalla parte verso cui il chiodo si ribadisce, si dà non una 
forma sferica , ma sibhen e nn a fo rma coni ca col diametro dell a 
base eguale a tlue volle il tlin rnetro del fusto del chiodo e coll'al
tezza egu ale nd una vol ta e mezzo il raggio di detto fusto. Stando 
alla formula (1•), queste chiodature non . sono evidentemente pos
sibili con una sola fila di t:hiodi, perchè le cnpocchie verrcbber·o 
a sovrapporsi, e, qnando vuolsi che esse resistano per l' alll'ito che 
producono su l! ~ superficie di conlalto delle lamieee che uniscono, 
è. imperiosa necessità di dist,ribuire i chiodi in due file. 

193. Numero dei chiodi da impiegarsi nelle chiodature quand o. 
vuolsi tener conto della resistenza di taglio, ossia della resistenza 

· allo sçorrimento trasversale opposto dai chiodi medesimi. -

Facendo in modo che la stabilità di una chiodata ra sia affidata 
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alla resistenza dovuta all' allrito che ha luogo sulla superficie di 
contatto delle la miere che i 'ch-iodi ma'ntengono unite, per quanto 
risulta dalle deduz ioni del precedente numero, i chiodi vengono a 
trovat·si trCippo vicini gli un~ agli Mtri, il loro ùumero è consitlel;'ét 
voi~ e quindi riesce lunga e dispendiosa la mano d'opera per col
locarli a posto. Per ques ti motivi lorna generalmente conveniente 
nella pratica di trascurare affatto l'accennata resistenza d'attrito 
e di affidare la stabilità delle chiodature alla resistenza di taglio 
ossia alla resistenza allo scorr im en to trasversale che i chiodi pos
sono oppone. 

Le esperien ze già citale al numero 196 hanno dimostrato, che là 
resistenza allo scorrimento trasversale nei chiodi generalmente 
impiegali per le connessioni di lam iere si può ritenere siccome 
eguale alla resistenza alla trazione delle lamiere stesse. Segue da 
ciò che per avere chioclature stabili basla far in ~odo che la somma 
delle superficie dell e sezioni, sulle quali vien provocata la resistenza 
a!Ìo scorrimento trasversale di un chiodo, sia eguale all a superficie 
della sezione prodolla da un piano passante pet· gli assi di due 
chiodi successivi nella lamiera fra essi esisten te. Partendo da 
qu esto principio nel va lutare la res istenza delle chiodature, si tien 
anche con lo dell'indebolimento che , pel fallo della perforazione, 
·subiscono le lamiere, il qual indebolimen to non deve mai essere 
dimenti ca to nella detenninéizione degli s'pessori da assegnarsi alle 
lamiere che devono essere inchiodale. 

Si incominci dall 'esaminare il caso di due lamiere che si dè
vono unire pet· sovrapposizione mediante una sola fila di chiodi 
(/ìg. 165) ; come nel numerd Jrececlèt\le, si supponga che il dia
metro tl el fusto dei chi odi sia il doppio dello spessore della la
miera, e che il diametro delle capocchie sferiche sia il triplo dcll~ 
l'accennalo spessore; si chiami s la grossezza della lamiera ed 
à la distanza fra asse ed asse di due chiodi successivi. La su
perficie ci rcolaré della sezione trasversale del fusto di un èhiodo 
deve éssere eguale alla superficie rellangolare della sezion'e fatt<l 
nella lamiera (s upp osta non perforata) da un piano passa nte per gli 
assi di due chiodi successivi diminuila dell a superficie pùt·e rellan
golare della sezione falla dallo stesso piano in un foro, e qhindiJ 
atilmellendo che il diametro di un foro sia preéisamenle egualé a 
quello di un chiodo, si ha l'equazione 

d'onde 
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a=(n+2)s; 

ossia ancora, ritenendo per valore di n la sola parte intera 5, 

a = 5s. 

La distanza fra asse ed asse di due chiodi sucr.essivi deve adun
que essere eguale a cinque volte lo spessore della lamiera, e quinrli 
essendo 5 s il diametro delle capocchie, vi esisterà fra una ca
pocchia e la successiva un intervallo eguale a due Yolte lo spes
sore della lamiera. - La sezione rettangolare prodotta nella la
miera da un piano passante per gli assi di due ehiodi successivi 
e limitata a~li assi dei chiodi stessi, per 2/5 della sua lunghezza 
è occupata dai fori e quindi sollanto per gli altri 5/5 si può con
sillerarc come sezione resistente. Segue da ciò che una lamiera da 
inchiodarsi ad un'altra, lamiera per sovrapposizione, onde soppe
rire all'indebolimento prodotto dalla perforazione, deve presentare 
un tale spessore da essere non solo capaGe di resistere allo sforzo 
di trazione T' cui realmente trovasi assoggettata, ma ad uno sforzo 
T/ dato da 

d'onde 

per cui, dovendosi con una sola fila di chiodi e per sovré!pposi
zione inchiodare ad una lamiera un'altra lamiera di lunghezza 
nota che deve sopportare un determinato sforzo di trazione T', 
si determina lo spessore comune alle due lamiere colla condi
zione che siano esse sufficienti .a stabilmente sopportare i 5/5 T', 
e quindi si fa la chiodatura in modo che la distanza fra asse 
ed asse di due chiodi successivi sia il quintuplo dello spessore 
trovato. 

Volendosi fare l'unione di due lamiere soprapposte con due file 
di chiodi , si determina la distanza fra due . chiodi successivi qua
lunque A e B (fìg. 164) di una stessa fila, ponendo la condizione 
che la somma delle resistenze di taglio, oproste dal mezzo chiodo 
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A e dal mezzo chiodo B della prima fila, nonchè dall'intiero chiodo 
C della seconda fila, eguagli la resistenza alla trazione che può 
presentare la lamiera non interrotta fra i due chiodi A e B. La 
somma delle superficie delle sezioni circolari dei fusti di due 
chiodi deve adunque eguagliare la superficie rettangolare della se
zione fatta nella lamiera (supposta non perforata) da un piano 
passante per gli assi di due chiodi successivi di una medesima 
fila diminuita della superficie pure rettangolare della sezione fatta 
dallo stesso piano in due mezzi fori ossia in Utl foro intiero; e 
quindi si ha l'equazione 

2ns~ ==a s -2s~ , 

d'onde 

a== 2 (n+1)s, 

ossia ancora, ritenendo la sola parte {_intiera del valore di n, 

a==8s. 

Questo risultato fa vedere che la distanza fra asse ed asse di due 
chiodi successivi ùeve essere eguale ad otto volte lo spessore 
della lamiera, e, essendo 5 s i diametri delle capocchie, vi esisterà 
fra due capocchie successive eli una stessa fila di chiodi un inter
vallo eguale a cinque volte lo spessore della lamiera. - La se
zione rettangolare , fatta nella lamiera da un piano passante per 
gli assi di due chiodi successivi di una stessa fila e limitata agli 
assi dei chiodi stessi, pei 2/8 della sua lunghezza è ' occupata' dai 
fori, e quindi soltanto per gli altri 6/8 si può considerare come 
sezione ret:istente. Un a lamiera adunque da inchiodarsi ad un'altra 
lamiera per sovrapposizione e mediante due file di chiodi, si trova 
in buone condizioni di stabilità quando, per sopperire all'indebo
limento prodotto dalla perforazione, presenta un tale spessore da 
essere non solo cap.ace di resistere allo sforzo T' cui realmente 
trovasi assoggettata, ma ad uno sforzo T/ dato da 

d'onde 

T , 4T' 
i ==s ; 
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per cui, dovendosi unire due lamiere p et· sovrappos!Zlone ~~ me
diante due file di ~hiodi, bisogna in nanzi Lutlo determinare lo 
spessore comune alle due lamiere eolla condizione ,che siano in 
grado di poter sopportare uno sforzo di trazione che sia i 4/5 
di quello a cui realmen te sono assoggellalc, e quindi si fa la 
chiodatura in modo che la dislrmza fra asse ed asse di dne chio.di 
successivi sia otto volle lo spessore trovato. - Per quanto spella 
alla distanza da lasciarsi fra le due file di chiodi, quando questa 
distanza si misuri fra i piani paraiieli passanti per gli nssi di due 
chiodi successivi dell'una e dell'altra fila, si può ritenere : che essa 
non debba essere maggiore di quella che risulta facendo in modo 
che gli assi dei due chio,di successivi A e B di una stessa fila e 
l'asse del chiodo C, che corrisponde al mezzo dell 'intervallo fra i 
due primi, passino per tre punti collocati nei vertici di un mede
simo triangolo equilntero ; e che I)On dehha essere minore di cin. 
que volte il raggio del fusto dei chiodi. 

La distanza da lasciarsi dai bordi H ed I ({tg. 165 e~ 64) delle 
lamiere alle linee passanti per gli assi delle vicine file di chiodi, 
per comune consenso dei pratici, si può assumere di cinque volte 
lo spessot·e della lamiera. 

Allorquando una lamiera A (fig. i 65) si deve inchiodare fra due 
lìlJDiere fisse B, si osserva che nei chiodi, invece di una, si hanno 
dqe sezioni resistenti allo scorrimento trasversale , e per conse
guenza nel caso di una chiodatura da eseguirsi con una sol fila di 
chiodi si determina, in funzione dello spessore s della lamiera A, la 
distan~a a fra asse ed asse di due chiodi successivi collo stabilire 
l' et~uazione 

d'çm~e, ritenendo soltanto la par.le intiet·a del valore di n, 

a=8s. 

In questo caso, per tener conto dell'indebolimento prodotto dalla 
perforazione della lamiera A, si deve evid en temente determinare il 
suo spessore s in modo che sia capace di sopportare uno sforzo 
di trazione T/ che sia i 4/5 dello sforza T' cui realmente trovasi 
assoggettala , e fare l'inchioda tura in guisa che la distanza fra 
asse ed asse di due chiodi successivi sia di otto volte lo spessore 
della lamiera A. 
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Se invece la ìamiera A si vnol inchiodare alle lamiere B con 
d.ue file di chiodi, :vi sono quallro sez ioni di fusti di chiodi che 
resis tono allo scorrimento trasversale per ogHi parte di lamiera A 
aven te larghezza eguale alla distanza da lasciarsi fra gli assi di 
due chiodi successivi d'una stessa fila, e quindi questa distanza si 
deve determinare coll'equazione 

d'onde, ritenendo sempre la sola parte iotiera del valore di rr, 

a=14s. 

1n questo caso, la forza di trazione T/ colla quale si deve deter
minare lo spessore s della lamiera, affinchè, anche dopo la perfo
raz·ione necessa ria ad operare l'inchiodatura, sia in buone condi
zioni di stabilità solto l'azione dello sforzo di trazione T' cui 
realmente va assoggettata, si determina colla condizion·e 

"'' 
2 

T' T' 
lj -- 14 j = ' 

d'onde 

T ' 7T' 
j =6 ' 

ossia lo spessore s della lamiera A si deve determinare suppo
nendo che essa debba sopportare uno sforzo di trazione che sia 
i 7/6 dello sforzo T' che effellivamente sopporta. 

L'unione rappresenta t a nella figura 166, la quale si presta per 
disporre l'una di seguito all'altra due lamiere A e B incliiodando 
ciascuna di esse ad un coprigiunto C, va considerata siccome il 
complesso di due unioni successive per sovrapposizione, ossia della 
lamiera A alla lamiera C e della lamiera B pure alla lamiera C. 
In modo analogo l'nnione rappresentata colla figura 167, nella 
quale s' impiegano due copt·igiunti C e C' per porre due lamiere 
A e B l'una di seguito all 'altra, deve esse1·e considet·ata come il 
complesso di due unioni successive del genere di quella rappre
se.otala nella fi gura 165, la prima destinata a fermare l'a lamiera 
A fra i de~~i coprigiu nti , e la seconda pet' serrare la lamiera B fra 
gli stessi coprigiunti. 
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t 99. Norme generali per il calcolo delle dimensioni delle 
travi metalliche a parete continua. -La resistenza alla flessione 
ossia ai momenti inflettenti, la resistenza allo scorrimento tras
versale detta anche resistenza di taglio e la resistenza allo scor
rimento longitudiuale, sono quelle che sempr:e vengono provocate 
nelle travi metalliche che si impiegano nelle costruzioni. 

Alle sole lamiere disposte in ' piani perpendicolari a quello di sol
lecitazione ed ai ferri d'angolo suolsi atfidare la resistenza alla 
flessione, ossia ai momenti inflettenli, nelle travi metalliche a pa
rete continua; e si fa in modo che gli sforzi di taglio vengano 
per intiero sopportati dall'accennata parete. La teoria sulla fles 
sione, che lungamente venne svolta al capitolo VI, dimostr·a come 
i momenti inflettenti e gli sforzi di taglio variino nelle diverse 
sezioni tr·asversali dei solidi rettilinei sottoposti a flessione, e come 
per conseguenza, nell'intento di ottenere la maggior economia di 
materia e per avere delle travi che si trovino nelle condizioni di 
solidi di egual resistenza, debba convenire di far variare dall'una 
all'altra le superficie delle loro sezioni trasversali. Essendo im
possibile il fabbricare delle lamiere e dei ferri speciali le cui se
zioni variino con una data legge continua dall'una all'altra, e d'al
tronde avendosi in commercio delle lamiere e dei ferri speciali 
con spessori variabilissimi, ma costanti da un loro estremo all'al
tro, è impossibile il fare delle travi metalliche composte, che si 
trovino precisamente nelle condizioni di solidi di egual resistenza, 
e solo bisogna accontentarsi di comporle in modo che si appros
simino ad essere in tali condizioni. Per ottenere questo, dove i 
momenti inflettenti hanno grandi valori assoluti si impiega per 
resistere alla flessione l'assieme di lastre sovrapposte in numero 
maggiore di quelle che si adoperano dove i momenti inflettenti 
hanno valori assoluti piccoli, e, dove gli sforzi di taglio presentano 
i maggiori valori assoluti, s'impiegano lamiere più spesse di quelle 
che si adoperano dove gli sforzi di taglio hanno valori minori. Le 
variazioni nel riumero delle lamiere destinate a resistere alle fles
sioni e nello spessore di quelle destinale a resistere agli sforzi di 
taglio si devono poi fare in modo che nella trave ~·isulti sempre 
un eccesso anzichè un difetto di stabilità. 

Accuratamente bisogna badare che le pareti verticali non ven
gano, solto l'azione delle forze estrinseche, a subire degli sposta
menti laterali; per allontanare la possibilità di tali eventi, conviene 
rinforzarle con apposite nervature acl esse inchiodate quando sono 

' molto alte, e, nei varii casi che si possono presentare nelht pra-
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tica delle costruzioni, quasi mai conviene assegnare ad esse uno 
spessore che sia al disotto di 0,005 . 

A motivo della forza che tende a produrre lo scorrimento longi
tudinale in un solido rettilineo sottoposto a flessione, della qual 
forza si può valutare l'intensità in una sezione longitudinale qua
lunque colle norme che vennero date nel precedente capitolo, le 
lamiere che si inchiodano ai ferri d'angolo per resistere alla fles
sione nella costruzione rl elle travi in ferro sono sollecitate a 
staccarsi dai ferri d'angolo stessi ed a separarsi l'una dall'altra. 
La resistenza delle chiodature si oppone a tale separazione, e pone 
l'assieme delle dette lamiere e dei ferri d'angolo nelle condizioni 
di poter resistere alla flessione come se fosse costituito d'un sol 
pezzo . Queste chiodature adunque devono essere convenientemente 
eseguite ; importa che presentino la maggior robustezza dove la 
forza che tende a produrre lo scorrimento longitudinale acquista il 
più gran valore; e, se i chiodi hanno lo stesso diametro, è gene
ralmente un errore il porli a distanze eguali. Per seguire un pro
cesso pratico in accordo coi dellami della teoria, conviene imma
ginare divisa la lunghezza della trave in varie parti non molto 
lunghe; e calcolare, se per esempio trattasi d'una trave con se
zione a doppio T, per ciascuna di queste parti la forza che tende 
a produne lo scorrimento longitudinale sulla superficie di posa 
della lamiera maggiormente distante dallo strato delle fibre inva
riabili dalla lamiera che ad essa trovasi unita; determinare il nu
mero dei chiodi necessarii a sviluppare, per la considerata lun
ghezza di trave, una tal resistenza che permanentemente ed in 
modo stabile sia capace di opporsi alla forza che tende a produrre 
lo scorrimento longiludinale ; e distribuire il trovato numero di 
chiodi in modo uniforme sulla corrispondente lunghezza di trave. 

Le travi metalliche composte in ferro, oltre le inchiodature ili 
cui or ora si è parlato, altre numerose ne esigono per unire la 
parete continua ai ferri d'angolo, per porre l'una di seguito all'altra 
le lamiere che costituiscono la parete continua, e per sopperire 
mediante coprigiunti alla deficienza di lunghezza delle lamiere re
sistenti alla flessione e dei ferri speciali. Per fare tutte queste chio
dature servono le norme che vennero date nel precedente numero. 

200. Norme generali per il calcolo delle dimensioni delle 
travi a parete reticolata. - Le travi a parete retic.olata, al pari 
di quelle a parete continua, devono resistere alla flessione ossia ai 
momenli infletlenti, allo scorrimento trasversale ossia agli sforzi di 
taglio ed allo scorrimento longitudinale. 
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Queste travi, quando sono di fe·rro, presenFano per resistere alla 
flessione le lamiere . disposte in 'piani perpendiéolari a quello di soi
leciLazio•ne, i ·fen)i d 'a~1go'lo e le •parli piene d eU e 'pareti verticali, 
]e fila gne e le conlrofilagf!.e quando sorro di legno. I tralicci sono 
unicamente ltiestinati a far in modo ohe le .accnnnate patti resi
steNti alla flessione, l(lOSle le un e neUe r·egiéni più basse e le altre 
neHe regioni più alte d eH e ti·avi, lavorino solidari àmente, ed im
porla determinare le di\nensioni ·delle diverse parl.i di cui essi si 
C{)mpongon-o 1n hlodo che stahil r-nen te siano capaci di sopportare 
.gli sforzi di trazione e di compressione ai quali trovansi solto
posti . 

. Per determinare le su perfi cie delle sezioni relte dei diversi pezzi 
componenti un trali~ci-o, incomincio dall'osservare: che, eonsidc~ 

rando una trave orizzontalmente coUocala sù du·e appoggi e cari
~ata tl'un peso uniforn1emenle ilistribuit·o sulla sua lun ghetzza, re'
sist:ono alla trazione ·quei pezzi che incbntrano l'asse verticale D D' 
{fig. i63) ·della tra e 'al di sotto de'l punto F posto all'inle·••sezione 
del dello asse coll'asse •orizzontale O O' ; eh e resistono all'<l com
pressione quei pezzi, i qtfali incontrano l'asse D D' al di sopra del 
punto F; e che questo diverso modo di resistere rlei pezzi dieelti 
nell'uno e nell'allro senso deriva da ciò che i lorò punti d'attacco 
colle parli resistenti alla flessione tendono a subir~ sposlamenti 
tanto più grandi quanto più sono prossimi alla sezione di mezzo 
E C. Ciò premesso, suppoilgasi che siano : 

d la serbi•lunghe~za A C di una tra ve a traliccio; 
:V la distanza di une sezione tl'asversalè qualunque M N dall 'ap

poggio vicino A; 
p la parte di peso uniformen1ente ripartito sulla ttave 'Che cor

risponde all'unità di lunghezza ; 
a l'angolo acuto che misura l'inclinazione degli assi dei diversi 

pezzi componenti il traliccio all'ot·izzonte. 
Supponendo tolto il traliccio della parte di trave che trovasi a 

diritl« della sezione qualunque M N, affinchè l'altra parte A G MN 
possa mantenérsi nelle stesse condizioni d'equilibrio in cui trova si 
realmeùte quartdò esiste la parte che si suppone tolta, bisogna te
ner conto delle artioni molecolari sviluppate in delta sezione dai 
diversi pezzi componenti il traliccio; e queste azioni in modo sem
plicissimo possono essere d etei mi11ate quando si osservi c bel non 
dovendo il traliccio resistere ai momenti infleltenti, dcYono esse 
fare equilibrio allo sforza di taglio che si verifica nella sezione 
MN. Ora, essendo questo sfono di taglio la differenza fra ·la reaJ 
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zione p a prodotta dall'appoggio contro la· trave ed il peso p x uni
fot~memente distribuito· sulla luu ghezza A N, vale esso p (a- x); 
CJ siccome, chiamando T' la res istenza alla trazione opposta da un 
qualunque dei pezQ: i del' lt1aliccio incontranti l'asse· verticate D D' 
al di soLto del. punto F e T" la t'esistenza alla pt•essione opposta 
da uno. qualunque dei pezzi ùel traliccio· inoontrant4· il deHo asse 
al di sopra dello stesso punto·, sono 

T'sena, 

le loro componenti verticali, te c;uj somme devono eguagliare il 
trovato sforzo di taglio, indicando queste somme col si m bolo .E, 
si ha 

d'onde 

sena (ET' +~T")=p (a-x), 

l: T' +~1"'= p(a-x)_ 
se n o:· 

Il complesso dei pezzi del traliccio deve adnnque nella sezione 
trasv ersale :MN sviluppare le tensioni e le compressioni la cui 

somma è p (a-x}_ e quindi, chiamando Q la somma delle super
sen o: 

ficie delle sezioni r·elte degli accennati pezzi si può• essa determi
nare coll'equazione di. stabilità 

J?(a~x)=nRQ 
se n o: 

essendo n . un coefficiente ùi stabilità da assumet•si siccome varia
bile fra 1/i O ed 1/6 per le travi metalliche e fra 1/1 O•eù i /15 per 
le tt·avi in legno, ed R il più piccolo dei due coefficienti di rollura 
pet' es tensione e . pet· compressione relativo alla matel'ia di cui i 
pezzi del traliccio sono costituiti. 

La . distanza fra asse ed asse di due pezzi · successivi di nu tm· 
liccio può oscillare fra limiti assai variabili. Alcuni ingegneri usano 
far in . morlo che questa distanza sia tale da essere i vani pl'ossi
mamenle eguali ai pieni; alcuni altri l'assumono mollo piit gt·ande 
e persino . superiore ad 1 metro. Una volla stabili la la distanza a 
cui vogliousi collocat·e i diversi pezzi di un traliccio e quindr i 
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punti a, b, c, ........ ed a', b', c', ........ , in cui i loro assi vengono 
ad intersecare le linee AB e G I-1 sulle quali si vogliono effettuare 
le loro chiodature colle parti res istenli alla flessione, ecco come si 
può impiegare l'ultima equazione nella determinazione delle super
ficie delle sezioni rette da assegnarsi ai diversi pezzi. Chiamando 
m il numero dei p·ezzi del traliccio tagliati da una sezione tras
vet·sale qualunque MN della travc ed u) la supet·ficie della sezion 
retta di uno qualunque di questi pezzi, si ha Q=rn w, e quindi dalla 
citata equazione di stabilità si ricava 

p(a-x)' 
w - _;__-'-=---"-

- rnnRsen (/. (1 ). 

Poueudo in quest'equazione .-.r: = O, si ha la superficie w0 della 
sezion retta da assegnarsi ai pezzi Llel trali ccio i quali iucontrano 
la sezione trasversale A G; ponendo nella stessa equazione x =A a. 
si ottiene la superficie w1 da darsi alla sezion retta dei due pezzi 
ad' ed a' d par tenti dai punti a ed a'; facendo x=Ab, risulta la 
superficie w2 della sezion retta dei due pezzi be' e b' e i quali par
tono dalla sezione trasversale della trave determiuata da du e punti 
b e b'; e continuando collo stesso metodo si posso no ottenere le 
superficie delle sezioni rette Lli tulli i pezzi componenti il tralic
cio fino ai due P Q ed HS che in contrano nel mezzo o che sono 
più prossimi ad incontrar nel mezzo l'asse O 0'. Determinate per 
tal modo le superficie delle sezion i trasversali della metà dei pezzi 
componenti il traliccio , le stesse superficie verranno assegnate 
all'altra metà facendo in modo che abbiano egual sezione trasver
sale i pezzi simmetricamente posti rispetto all'a5se verticale D D'. 

Allorquando è quistion e, non di una lrave a traliccio per cui gli 
sforzi di taglio sono gli stessi in sezioni trasversali equidistanti da . 
quella di mezzo, ma d'una trave in cui gli sfo rzi di taglio variano 
in modo non simmetrico rispetto alla della sezione di mezzo, nella 
formola (1) che dà il valore di &l , convien porre invece di p (a-x) 
i valori assoluti degli sforzi di Laglio per le sezioni trasversali della 
trave corrispondenti ai punti in cui gli assi dei pezzi del traliceio 
incontrano le linee sulle quali lrova nsi gli assi delle loro chioda
ture coi pezzi resistenti alla flessione. Nel fare il calcolo conviene, 
incominciando da un estremo della lrave o ddlo scompartimento 
di tra ve che si considera, progredire fino a trovare le superficie 
delle sezioni trasversali dei due pezzi del traliccio i cui assi incon-
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trano l'asse orizzontale della trave nel punto in cui questo inter
seca la sezione alla quale corrisponde il minor valore assoluto 
dello sforzo di taglio, e quindi fare lo stesso calcolo a partire dal
l'altro estremo per trovare le superficie delle sezioni trasversali 
degli altri pezzi del traliccio. 

Le pareti reticolate, al pari delle pareti continue, sono soggette 
a subire degli spostamenti laterali, quando abbiano spessore troppo 
piccolo i pezzi di cui esse sono composte, ed è per ovviare a que
sto inconveniente elle, nei varii casi di travi reticolate che può 
avvenire di dover considerare all'ingegnere costruttore, quasi mai 
conviene assumere tale spessore al disotto di metri 0,005. 

Venendo ora all'angolo che gli assi dei diversi pezzi di un tra
liccio devono fare coll'orizzonte, riesce facile il dimostrare che si 
ha la più grande economia di materia quando si fa esso di 45". 
Infalli, risulta dalla formola ('l ) che la superficie della sezion retta 
di un pezzo qualunque di un traliccio è proporzionale al rapporto 

-
1
-, che la lunghezza dello stesso pezzo è proporzionale alla sua 

sena 

proiezione orizzontale e quindi al rapporto -
1
- · , e che il suo 

cosa 

volume è proporzionale' al rapporto 
1 

. Ora è minimo que-
sen a cosa 

sto rapporto, e per conseguenza è minimo il volume che ad esso 
è proporzionale, quan1lo. il denominatore sen a cosa è massimo, il 
che avviene quando sena=coso:, ossia quando o:=45·. 

Per quanto spetta alle inchiodature da eseguirsi nelle travi a 
parete r eticolata si osserveranno le norme che vennero dale nei 
precedenti numeri 197, ·193 e 199 . 

201. Ipotesi generalmente ammesse nel calcolo delle dimen
sioni delle incavallature. - Nell'applicare i p1·incipii della sta
tica e le diverse formole rel ative alla resistenza dei materiali, al 
calcolo delle forze, cui t1·ovan~i assoggettali i varii pezzi delle in
cavnllature, ed alla determinazione delle dimensioni che a questi 
pezzi conviene assegnare affinchè si trovino in buone condizioni 
di stabilità, si fa genera lmente astrazione dalla rigidità delle con
giunzioni e dall'attrito considerevole che questi sistemi incontrano 
sui loro appoggi ; e così notevolmente si semplificano le risolu
zioni dei problemi in favore della stabilità, giacchè si trascurano 
due resistenze che in genere concorrono ad acc1·escere la solidità 
dei sistemi articolati. Per quanto spella alle forze estrinseche da 
cui le incavallature sono caricate, o si riducono esse ad un peso 
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uniform emen te dis tribui to sull a loro proiezione orizzontale, oppìJl'e 
ad un peso uniformemente ripart ito sulle pt·oiezioni orizzont ali di 
superficie trian golari, trapez ie e co ni che. In que llo che immedi a
tamenre segue· si di scutono alcuni pro bl emi, in cui si sup po ne che 
le forze es trinset:he siano pes i rip art iti ne l pr imo dei modi indi
t:ati, e si lascia clìe il lettore, co n ragioname nti ana loghi a quell i 
che servirono di guida nel' ri so lvere il probl ema VI del nu mero 
1031 e nel trovare al num ero 172 le espressioni del momento in
flettente p. e della forza tangenziale T, si deduca corhe dov re!Jbet·o 
essere modificate le soluzioni quando si veri!kasset·o alt re ma11iere 
di ripartizione dei pes i. 

2'02. Incavallatura di piccola p ortata. - Si consideri l' inca
vallatura della fo rm a più se rn plit:e , ossia qnella unit:amentc costi
tuita cl un a catena orizzont ale AB (fig. 169), appoggiata orizzon
talmente a due muri, e di du e puntoni eguali AC e B C i quali a 
vicenda si contrastano nel vertice C. 

Chiamando 
2 a la porta la AB dell' in cavall atura, 
C( l'angolo CAB che misura l'inclin az ione dell'asse del puntone 

coll' orizzonte , 
p il peso che gravita sopra ogni unità di luughezza tlella proie

zione orizzontale dei du e pun loni, 
si ha : che la catena so pporta all 'estremo A la pressione p a , e 
che , sostituendo al punto ne B C la spinta orizzonta le Q che esso 
esercita contt·o l'altro puntone AC, r1ues L' ulLirno si trova in circo
stanze identiclle a quelle del solido prismali co consid er·ato nel 
pt·oblerna I del numero 152; che la pressione massima Q2ru riferita 
all 'unità di superficie , la quale si verifi ca ne ll a sezione perico losa 
del punlone, è quella data dalla form ala (4) del citalo nu mero; 
e finalm ente che l' equ azione di stabilità relatLva alla compressione 
(uum . ·l '51 ) è 

( 

o " " o I' 3 ) " R"- p a· tt a1t ""+ sen et. 
n t - 2- A-1, + "O" 'k u --"se n et. 

(1). 

Si polrehiD:ii! t'o anch e porre le equaz ioni di stab ilità relative alla 
estensione ed all o scorri mento tr11sversale; ma, sicco me i legnami 
ed i ferri, che generalmente vengono impiegati nella costruzione 
dei puntoni per incavallature amm ellono un coeffici ente di rottura 
per compressione minore di quello tl i rollura per es tensione, ed 
hanno quasi· semp t'e sezioni trasversali simmetri che rispetto alle 
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orizzontali passanti pei loro centri di superficie, i punto n i i qu91i 
si trovano in buone condizioni di stabilità per rapporto nlla resi
stenza all& compressione, lo sono ancora meglio sotto il rapporto 
della resistenza all'estensione ed allo scorrimento trasversjlle, e 
quindi l'equazione di stabilità relativa alla compressione è la sola 
che ordinariamente al costruttore importa di considerare nella de
terminazione delle dimensioni dei puntoni per incavallature. 

Venendo ora alla determinazione dello sforzo, cui trovasi assog
gettata la catena, si osserva che essa deve sopportare : la spinta 
orizzontale Q, che ognuno dei puntoni esercita in ciascuna delle 
sue estremità;, il peso p' uniformemente distribuito su ogni unità 
di lunghezza della catena stessa e proveniente dal proprio peso e 
talvolta anche dal peso d'un' impalcatura con un sovrappostovi so
vraccarico permanente od accidentale. La spinta orizzontale Q pro
dotta da uno dei punto n i, per esempio dal punto A C sull' estre
mità A della catena, si determina ragionnndo come nel problema I 
del numero i 52; ammette lo stesso valore che, già venne trnvato 
risolvendo il citato problema; e quindi si calcola colla formola 

Considerando la catena siccome un solido orizzontalmente collo
cato su due appoggi, caricato di pesi e sottoposto ad una forza 
tendente Q, contro ciascuno dei suoi estremi ha luogo la rea:~:ione 
verticale a (p +p') diretta dal basso all'alto e la pressione pure ver
ticale a p diretta dall'alto al basso. Ad ogni estremo della ca lena 
si può dunque supporre applicata la forza verticale a (p +p' )-ap 
=:::.a p' diretta dal basso all'alto, per cui, prendendo l'origine delle 
coordinate in A, l'a~se delle ascisse :t nella direzione AB e l'asse 
delle ordinate u al disolto del punto A, i valori generali del mo
mento inflettente fl· e della forza tendente T risultano 

_1 'il ' P.-GJ.P z -p az, 

T- pa 
-2tang c/ 

Il valore del momento inflettente p. coi segni cangiati, giacchè si 
conserva negativo pei valori di z compresi fra z=O e z == 2a, 

L'ARTE DI FABBRICARE, Resiste11za dei materiali, ecc. - 51. 
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ed il valore di T col proprio segno, giacchè rappresenta esso una 
tensione, si devono porre nelle espressioni (t) e (2) del numero 
t 51, il primo invece di 0' e di p." il secondo invece di T' e T"; 
e dopo bisogna cercare quali sono i valori particolari z' e z" di z 
determinanti le due sezioni cui corrispondono i due valori mas
simi di dette espressioni. Facendo le indicate sostituzioni, diffe
renziando le espressioni che risultano per rapporto a z ed egua
gliando a zero le loro derivate, si trova 

z'=z"=a, 

il qual risultato facilmente · si poteva prevedere giacchè, essen rio 
costante la tensione T, la sezione pericolosa deve essere quella 
cui corrisponde il valore massimo del momento infletteute fl-· La 
sezione pericolosa, tanto per riguardo all'estensione quanto per 
riguardo alla compressione, è adunque quella di mezzo, cui corri
spondono i valori 

T'-T"- pa · 
- -2tanga' 

segue da ciò che la tensione massima Q1m e la pressione massima 
Q2m, riferite all'unità di superficie, ammettono i valori 

e che finalmente per la catena si avranno le due equazioni di sta
bilità (num. t 51.) 

n' R'=q,_(p' a;t/ + p , ) 
2 I~. 0 1 tangr.x 

(2), 

n"R"= '!_ (P' a~/'- p ) 
2 I~. o~. tangr.x 
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la prima delle quali è relativa all'estensione e la seconda alla 
compressione. È inutile di considerare l'equazione di stabilità rela
tiva alla resistenza di taglio, giacchè le travi in legno e le spran
ghe prismaliche in ferro, che s'impiegano per formare le Galene 
delle incavallature, si trovano generalmente in migliori condizioni 
di stabilità sotto il rapporto della resistenza di taglio, anzichè sotto 
il rapporto delle resistenze all'estensione ed alla compressione. 

Fissandosi preventivamente le dimensioni della sezion rella del 
pnntone meno una ed esprimendo la superficie O, il momento 
d'inerzia I' e la distanza u" in funzione delle dimensioni nole e 
di quella incognita, si determina questa mediante l'equazione (! ). 
Analogamente, lasciando incognita una sola delle dimensioni della 
sezion retta della catena ed esprimendo Qf, 1/, u/ ed u/' in fun
zione delle dimensioni cognite e della dimensione incognita, colle 
equazioni (2) si trovano due valori di quella dimensione della se
zione trasversale della catena la quale venne lasciata incognita, ed 
il maggior di questi valori è quello da adottarsi siccome rappre
sentante la cercata dimensione. -

205. Incavallature di portata media. - Un'incavallatura di 
portata media e di un uso frequentissimo nella pratica consiste: in 
due puntoni AC e BC (fig. 170); nel monaco verticale CF, con tro 
il quale vengono ad appoggiarsi le due estremità superiori dei 
puntoni; nelle due razze G E e G D sorrette dal monaco e destinate 
ad impedire l'inflessione del puntone; e nella catena orizzontale 
AB che verso le sue estremità riceve in due intagli obliqui gli 
estremi inferiori dei puntoni e che nel suo mezzo è sostenuta 
mediante una staffa in ferro HF che va ad attaccarsi al monaco. 
Gli sforzi a cui trovansi assoggettati i diversi pezzi di questa inca
vallatura e le loro dimensioni si calcolano generalmente trascu
rando i pesi del monaco e delle razze siccome piccoli relativamente 
a quelli degli altri pezzi ed a quelli sopportati dai p un toni; e, per 
uniformarsi a quanto generalmente succede nella pratica nonchè 
per maggior semplicità di calcolo, si ammette che i due punti D 
ed E in cui gli assi delle razze incontrano gli assi dei p un toni 
siano nel mezzo della lunghezza di questi ultimi. Alle lettere a, 
a, p e p' si attribuiscano i significati che loro vennero dati nel 
precedente numero, e si chiami /3 l'angolo GDC il quale misura 
l'inclinazione dell'asse di una razza coll'asse del corrispondente 
puntone. 

Uno qualunque dei due puntoni, per esempio il p un ton e A C, 
si può risguardare siccome un solido prismatico, obliquamente 



-484-
disposto, unirormemeute caricato di pesi e sostenuto in tre punti 
equidistanli eù in linea retta, pm· cui trovasi esso in condizioni ana
loghe a quelle del solido che già venne considerato nel problema II 
del numero 152. La pressione normale all'asse del puntone, che 
ha luogo contro la razza D F nel punto D, vien dunque espresso da 

5 
spacosa:' 

la quale, dovendo essel'e eguale alla componente no l'male all ' as!ìe 
del puntone della pressione Q che sopporta la detta razza , con
duce all 'equazione d'equilibrio 

d'onde 

5 
Qsen8:= 8pacosa:, 

5 cosa: 
Q==-spa-r;.. 

sent-' 

E l'equazione di stabilità per una qualunque delle due razze (num. 
40) risulta 

(1). 

La catena AB, trovandosi sostenuta nel suo punto di mezzo dalla 
staffa FH, si deve considerare siccome un solido i1 cui asse fa 
coll'orizzonte un angolo nullo e collocato su tre appoggi equidi
stanti. La detta staffa, sopportando i 5/8 del peso della catena, 
trovasi adunque assoggettata ad uno sforzo di trazione T' dato da 

per cui l'equazione di stabilità che ad essa si adatta è (num. f B) 

(2). 

Dicendo Z la pressione verticale che ciascuno dei puntoni eser
cita sulla catena nell'estremo in cui a questa si incastra, eguale e 
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contraria alla reazione verticale dell ' estt·emo della catena sul pun
tone, ed osservando che la parte di peso di catena che non è sop
portata dalla staffa si bipartisce sugli appoggi dell 'incavallatura , 
ciascuno di questi appoggi deve soppot'lare una pressione verticale 
espressa da 

3 
Z+sp'a; 

e, siccome questa pressione vale la metà del peso dell'incavalla
tura e del peso che essa sopporta, si ba l'equazione 

Z 3 ' ' +sP a:=pa+p a, 

dalla quale si ricava 

Z 5 ' :=pa+gP a. 

Chiamando ora T la tensione orizzontale della catena, eguale e 
contraria alla reazione orizzontale che ha luogo sull'estremo A del 
puntone, e scomponendo, tanto questa tensione orizzontale, quanto 
la forza verticale Z in due, l'una normale e l'altra parallela al pnn
tone, le due componenti normali, prese coi segni che loro compe
tono, devono eguagliare la pressione normale 

3 
16

.p acos a 

~sercitata dal puntone nel punto A, e quindi l'equazione 

Z cosa-Tsen a== 
1
3
6

pacos a, 

dalla quale, dopo d'aver sostituito per Z il suo valore, si ricava 

T= t6 (13p+1 O p') cota. 

Questa tensione è costante per qualsiasi sezione della catena ; 
si avrà quindi nel solido una sola sezione pericolosa tanto per 
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riguardo all'estensione quanto per riguardo alla compressione; e 
corrisponderà essa al valore massimo del momento inflellente p. 
per una sezione qualunque della catena. Ora prendendo per ori
gine di coordinate l'estremo A dell 'asse della catena, per asse 
delle ascisse z l'asse stesso della catena, e per asse delle ordi
nate la verticale A u condotta al disotto del punto A, il valore ge
nerale del momento }nflettente 1'- per _una sezione trasversale qua
lunque della mezza catena AH trovasi espresso da 

3 
Questo momento inflettente si annulla per :t== O e per .z == .4 a ; 

si conserva negativo per valori di z compresi fra questi limiti; e 
colla differenziazione s1 riconosce che acquista il massimo valore 
assoluto 

9 l ~ 
128p a 

3 
per :t== 

8 
a. Il momento inflettente p. acquista segno positivo e 

prende valori ognor crescenti quando si fa variare l'ascissa z fra 
3 

z== 4 a e .z==a, e si trova che per .z ==a diventa 

I due più grandi valori assoluti che può adunque prendere il mo

mento tnflettente p. nella metà A H della catena sono 
1 
~8 p' a2 e 

~p' a2, il secondo dei quali è evidentemente maggiore del primo, 

giacchè, ridotto ad avere il denominatore f 28, diventa 
1
1
2
6
8 

p' a2• 

Per la parte B H di catena, trovandosi essa nelle stesse condizioni 
in cui trova si la parte A H, il massimo valore del momento in
flettente è pur quello che già si è trovato aver luogo nella sezione 
trasversale corrispondente al punto H. Dalla fatta discussione ri
sulta che per la catena la tensione massima Q1m e la pressione 
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massima Q2m , riferite all 'nn i là di superficie, vengono date dalle 
formo! e 

Q _ a(p'att/ 13p+10p' ) 1m-s --,;+ 203 cotex , 

Q _a(p'au3" 13p+10p' ) . 
2m-g ~,,--- 203 cotex ' 

e che finalmente le relative equazioni di stabilità sono (num. 151 ). 

'R'-a(p' aug' 13p+10p' t ) 
n -s -v + 20a co ex 

(3). 
"R"-a(p'aus" 13p+10p' t) 

n -s -v-- 20a co a 

Il monaco CF sopporta la tensione totale ~p' a sopportata dalla 

staffa, più ancora la somma delle componenti verticali delle pres
sioni a cui trovansi assoggettate le due razze DG ed EG. Ot·a, 
essendo 

A C H==90°-CA H ==90°- ex 

CG D==180o - AC H- G D C ==90° -(/3-ex ), 

la somma delle accennate due componenti della pressione Q sop
portata da ciascuna delle due razze vale 

2Qsen (/3- ex ); 

lo sforzo di trazione T/ cui trovasi sottoposto il monaco, vien 
dato dalla formola 

T/= ip'a+2Qsen(~-a), 

ossia ancora, sostituendo a Q il valore già trovato in funzioni dei 
dati del problema, dà 
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T ,_5 [ , coscxsen (/3-cx) J. 
f-4-a p+p /3 ' se n 

e quindi risulta 

5 [, coscxsen(/3-cx)J- 'R'n -a p+p ------ _n ~,4 4 sen/3 
(4), 

per equazione di stabilità (num. 18) atta a determinare la super
ficie della sezione trasversale del monaco. 

Rim<me ancora a trovarsi l'equazione di stabilità relativa ad 
uno dei puntoni, e per far questo importa innanzi lutto conoscere 
la pressione orizzontale Q' che ciascuno di essi esercita contro 
l'estremo superiore del monaco, la qual pressione è eguale e di
rellarnente contraria alla reazione orizzontale che il monaco vi 
contrappone. Perciò, considerando il puntone A C, basta scrivere 
l'equazione esprimente la condizione che vi ha equilibrio di trasla
zione fra Lulle le forze orizzontali ad esso applicale. Queste forze 
sono: la reazione domandata Q', la componente orizzontale Q cos 
(~-a) della reazione d'intensità Q che la razza FD esercita in 
D contro il detto puntone e la reazione T eon cui la catena rea
gisce sull'estremo A del punlone medesimo; e quindi l'equazione 
determinatrice di Q' è 

Q' +Qcos (~-cx)==T, 

dalla quale, mettendovi per Q e per T i loro valori in. funzione dei 
dati del problema, si deduce 

Q'==~[13p+10p' _ 5pcos(~-cx)Jcoscx. 
8 2sena sen ~ 

Considerando ora il puntone A C siccome un solido prismatico 
caricato d'un peso uniformemente distribuito sulla sua proiezione 
orizzontale e sollecitato in C dalla forza orizzontale Q' diretta da 

C verso x e dalla forza verticale ~T/ operante da C verso H, in 

D dalla forza obliqua Q diretta da D verso y, in A dalla forza oriz
zontale T rivolta da A vers'O H e òalla forzà verticale Z agente 
dal basso all 'alto. Osservando che la sezione pericolosa solto il 
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riguardo della resistenza alla rottura per compressione è geueral
menle, pei puntoni che vengono impiegati nelle incavallature dei 
tetli, una delle sezioni corrispondenti agli appoggi intermedii (tt), 
si ha : che p el punto ne A C si verifica la pressione massima riferita 
all 'unità di superficie nella sezione corrispondente al punto D ; 
che il momento inflcttente p." relativo a questa sezione è espresso da 

,_1 2 1T' 1Q' t . p. -gPa +4 {a- 2 a anga, 

che la forza comprimente T" relativa alla stessa sezione è 

(u) Per convincersi che le sezioni d'appoggio sono generalmente quelle, in cui più 
faci lmente può avveqire rotLura per compressione nei puntoni i quali vengono impie
gati nelle incavallature, basta osservare: che, nel caso di un puntone uniformemente 
carica to sulla sua proiezione orizzontale, l'espressione della resistenza Q• (num. !50) 
riferita all'unità di superficie che in una sezione qualunque oppone la fibra maggior
mente compressa, e quindi la stessa pressione sopportata da questa fibra, ba la forma 
parabolica 

essendo z l'ascissa del centro di superficie di una sezion retta qualunque del puntone 
contata sul suo asse a partire dall'estremo inferiore; che, dando a z diversi valori, 
calcolando i corrispondenti valori di Q, e costrue ndo per le diverse parli di punt.one 
comprese fra due appoggi, le curve paraboliche le cui ascisse sono gli assunti valori di 
: e le cui ordinate i trovati valori di Q•, ciascuna di queste curve, analogamente a 
quanto si è trovato (numeri 119 e t22, figure 105 e 104) nella rappresentazione gra
fica dei mon1enti inflettenti relativi alle diverse Eezioni di un solido rettilineo orizzon
talmente collocato su più di due appoggi, presenta un'ordinata massima assoluta per 
uua sezione intermedia a quelle degli appoggi ed un'ordinata massima relativa in 
corrispondenza degli appoggi stessi; che finalmente, entro i limiti delle inclinazioni 
cbe soglionsi assegnare ai puntoni delle incavallature e per le forme usate in pra· 
tica, il massimo f1·a i massimi assoluti e relativi che banno luogo nelle ordinate 
delle curve paraboliche anzidette si verifica sempre su uno degli appoggi intermedii. La 
verità dell'ultima conclusione non si può dimostrare in modo generale; per ogni caso 
particolare bisogna costrurre le curve delle pressioni massime riferite all'unità eli 
superficie per ciascuna delle parti in cui si può immaginare diviso il puntone dalle 
sezioni corrispondenti agli appoggi per accertarsi che la pressione massima <Qem ha 
luogo in una di queste; oppure. non volendosi costrurre le dette curve, si può cercare 
la sezione pericolosa ed il valore di Q2m col metodo tenuto nel risolvere il problema JJ 
del numero 152. Il signor Generale Celestino Sachero nel S 16 del suo commen
devole lavoro intitolato Studii sulla stabilità delle armatura dei tetti, prende ad 
esame dei puntoni di forma speciale, ed è ragionando su essi che dimostra come 
la rottura per compressione sia sempre più probabile nelle sezioni corrispondenti 
agli appoggi intermedii anzichè in qualunque al tra sezione. 
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che la pressione massima Q2m riferita all'unità di superficie in della 
sezione, quando si pongono per T/, Q e Q' i loro valori in fun
zione dei dali del problema, si riduce a 

Q _!!_[paus" (8+5cos2 a)p+10p' J. 
Sm -16 2 J ' + A ' 

5 ~,5 se n .x 

e finalmente che l'equazione di stabilità per il puntone è (num. i5i) 

n"R"= 
1
a
6 
[p2a 1tt~" + (8+5~s2 

.x) p+10p'J (5). 
5 • 5 sen .x 

Riepilogando quanto venne detto in questo numero pel calcolo 
delle dimensioni da assegnarsi ai diversi pezzi dell'incavallatura 
rappresentata nella figura 170, si può dire: che ricavando il valot·e 
di OJ dall'equazione (1) si ha la superficie della sezione trasversale 
di ciascuna delle due razze; che risolvendo l'equazione (2) per 
rapporto ad 0 2 si olliene la superficie della totale sezione orizzon
tale da darsi alla staffa; che, lasciando incognita una sola delle 
dimensioni della sezione trasversale della catena ed esprimendo la 
superficie 08 , il momento d'inerzia 13 e le distanze u/ ed u,'' in 
funzione delle dette dimensioni, le equazioni (5) servono a dare 
due distinti valori della dimensione incognita, il maggiore dei quali 
è quello da adottarsi; che, trovando il valore di 04 coll'equazione 
( 4) si ottiene la superficie della sezione trasversale che convien 
dare al monaco ; e finalmente che, esprimendo la superficie 0 5 , il 
momento d'inerzia 15' e la lunghezza tto" in funzione delle di
mensioni della sezion retta del puntone, !asciandone una sola in
cognita, si ha dall'equazione (5) il mezzo di calcolare il valore 
di quest'ultima. 

204. Incavallature di grande portata. - Un'incavallatura di 
grande portata, che ben di frequente venne e che tuttora viene 
impiegata nelle costruzioni, è quella così detta alla Palladio, di 
cui si ha la rappresentazione nella figura i 71. Quest'incavallatura 
consta di due puntoni A C e B C, di una catena AB, di un monaco 
CF contro la cui sommità vengono ad appoggiarsi i due p un toni, 
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di una controcatena E D, di due sotlopuntoni D M ed E N e di due 
monaci laterali D H ed E I. In quest'incavallatura si fa general
mente in modo che l'asse della controcatena incontri gli assi dei 
p un toni nel loro punto di mezzo ; e ben sovente avviene che gli 
assi dei sollopuntoni non sono paralleli a quelli dei puntoni. Pas
sa ndo al calcolo delle dimensioni dei diversi pezzi componenti il 
descritto sistema si allribuiscano alle lettere a e p i significati che 
loro già vennero dati al numero 202, e si chiamino: 

a la distanza L K fra gli assi dei due monaci laterali; 
"l l'angolo acuto che misura l'inclinazione dell'asse di un sotto

puntone coll'asse della catena; 
P il peso della catena ; 
P' e P" i pesi rispettivi del monaco superiore e di ciascuno dei 

monaci inferiori; 
P"' il peso della controcalena ; 
P'v il peso d'un sottopuntone. 
La catena AB è un solido prismatico caricato d'un peso unifor

memente distribuito, proveniente dal peso proprio e dal peso di 
un tavolato che sovr' essa ben sovente esiste, e sostenuto in quattro 
punti simmetricamente posti rispetto alla sua sezione trasversale 
di mezzo. Gli accennali quattro punti di sostegno sono tali che, 
trovandosi i punti D ed E in corrispondenza delle sezioni trasver
sali di mezzo dei p un toni, si ha 

per cui, essendo m~ i momenti inflettenti eguali per le due se
zioni trasversali corrispondenti ai punti K ed L, R{ le reazioni 
eguali opposte dai due sostegni A e B ed R~ le reazioni pure 
eguali opposte dai due sostegni K ed L, applicando le formale 
trovate al numero i 2i col fare in esse 

si ottiene 
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57 
R~== 128P. 

Ciascuna delle staffe adunque, le quali sostengono la catena nei 
due punti K ed L, sopporta uua tensione T espressa da 

e quindi l'equazione di stabilità che ad ognuno di esse si conviene 
è (num. i8) 

57 p 'R'" 128 ==n. ~·~ (1 ). 

La tensione che soffre ciascuno dei due monaci laterali D H ed 
E I in una sua sezione orizzontale qualunque vale la tensione T 
della slaffa aumentala del peso della parte di monaco compresa fra 
la sua base infima e la sezione orizzontale che si considera. Se
gue da ciò che, per ciascuno dci monaci laterali ha luogo la ten
sione massima alla sua estremità superiore; che , chiamando T' 
questa tensione massima, vien essa dala da 

T' ==T+ P"== f~ P+P"; 

e finalmente che l'equazione di stabilità atta a determinare la se
zione trasversale da assegnarsi ai detti monaci è (num. i 8) 

57 p P" 'R' 
128 + ==n °~ (2). 

Essendo la .controcatena D E un soli d{) prisma ti co orizzontal
mente collocato su tre appoggi equidistanti D, G ed E, per quanto 
si è detto nel precedente problema stabiliendo l'equazione di sta
bilità per la staffa destinata a sostenere la catena nel punto di 
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mezzo, la staffa F G deve sostenere i 5/B del pe;;o della oonlroca
tena e quindi urw tensione T" data da 

T"-~ P"' - s , 

cui corrisponde l'equazione di stabilità ( num. i B) 

~P"' =n' R'Q3 (3) . 

Il monaco CF, trovandosi in condizioni analoghe a quelle in cui 
trovansi i due monaci laterali DH ed El, soffre nella sua estremità 
superiore la tensione T"' espressa da 

T'"=~ P'" +P', 

per cui l'equazione di stabilità che al med~~iii,lo ~i CQnvi~qe \'ÌSQHa 
(num. fS) 

~P"'+ P' =n'R' o. (4). 

Venendo ora a considerare l'equilibrio del sist(1ma cp~tit1,1ito dai 
sottopnntoni, dalla controcatena e dai monaci inf~Jrio:ri, ~ .fll!llmen
tando (nnrn . f 52, pro hl. II ) che i p un toni esercitano nei punti 
d"ap poggio D ed E una pressione normale il ciascunq di essi 
espressa da 

5 
8pacosa, 

se il monaco D H deve mantenersi verticale, è necessai'Ìo che tutte 
le forze concorrenti alla sua estremità superiore si facciano equili 
brio . Tali forze sono : la detta pressione normale in D al puntone 
e diretta da D verso x; la tensione T' del monaco rivolta da D 
verso K ; la reazione Q che la controcatena compressa fra le teste 
dei due monaci laterali esercita contro ciascuno di essi ed operante 
sul monaco D l{ nel senso del prolungamento di E D; la reazione Q' 
che ciascun o dei sottopuntoni co mpresso fra la catena e I' estre
mità superiore del corrispondente monaco esercita contro questo 
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nel senso del pt·olungamento dell'asse del sottopuntone e quindi 
da M verso D per il monaco D H; la pressione verticale 5/16 P'" 
che la controcatena esercita sul monaco da D verso K; e final
mente vi sarebbe la pressione normale al sottopuntone D M che il 
peso P1v di questo corpo produce da D verso x' e della quale non 
si tien conto siccome trascurabile a fronte delle altre forze. Affi n. 
chè queste forze si facciano equilibrio è necessario che siano nulle 
le somme delle loro componenti orizzontali e verticali, per cui im
mediatamente risultano le seguenti equazioni delerminatrici di Q 
e di Q' 

Q-Q' cosy- ~p a cosasena=O, 

Q, . T' 5 2 3 P"' O seny-- - 8pacos a --
16 

= . 

Dalla seconda di queste equazioni immediatamente si ricava il va
lore di Q' il quale, ponendovi il valore già noto di 'f', si riduce a 

Q'_ 1 ( 57 p P" 5 2 3 P"') 
-seny 128 + +spacos ,;(+16 ' 

e dalla prima, sostituendo in essa il trovato valore di Q' e conve
-nientemente riducendo, si ottiene 

Q_5 cosacos(y-o:) ( 57 p P" 3 P"') t 
-3 seny pa+ 128 + +16 co Y· 

Ciascuno dei sottopuntoni si doVt·eb be considerare siccome un 
solido prismatico collocato su due appoggi non posti allo stesso 
livello, sollecitato dal proprio peso P!Y, premuto sulla sua base 
superiore e nel senso dell'asse dalla forza Q' e mantenuto fermo 
alla sua estremità inferiore. Più semplicemente però, e con appros
simazione più che sufficiente nella pratica, si può trascu~are l'a
zione del peso P'v nel produrre flessione e considerare il sotto
puntone siccome un corpo prismatico che non s'inflette e che nella 
sezione pericolosa sopporta una pressione eguale alla somma della 
forza Q' colla componente PIV sen y del suo peso, per cui la cor
rispondente equazione di stabilità riesce (num. 40) 
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1 ( 57 p P" 5 ~ 3 P'") 
seny 128 + + Spacos a+ 16 

+p n· sen y =n" R" 05 (5). 

Venendo ora alla controcatena D E, è essa un solido prismatico 
orizzontalmente portato da tre sostegni equidistanti, caricato dal 

P"' ·r d· ·h · 11 1 1 peso ··- um or·memente rsln urto su a sua ung 1ezza e compr·esso 
a 

dalla forza Q alle due estremità. Pei materiali che vengono impie
gati nella costruzione delle in cavallature e per le fot·me sotto cui 
questi materiali si impiegano, la rottura nella controcatena tende 
a manifestarsi per compressione, anzichè per estensione ; la sezione 
pericolosa , come già si è visto per altri casi di solidi orizzontal
mente sostenuti in tre punti e caricati di un peso uniformemente di
stribuito, è quella di mezzo ; e la pressione massima Q1m riferita 
all'unità di superficie, che in questa se.zione ha luogo, ammette il 
valore 

1 P'" au" Q 
Q!m = 32 I ' 

6 + o ' 
6 6 

dalla quale, mettendovi per Q il valore già trovato in funzione dei 
dati del prol.Jicma, si ricava la seguente equazione di stabilità 
(num. 40) : 

n"R"-...!.. ~,, aus" +~cosa cos(y - a:) p a 
- 32 16' 8 se n y 0 6 

+ ( ~ P+P" + _! P"' ) coty (6) 
128 16 06 . 

Chiamando Z e Z' le reazioni verticali dirette dal hasso all'alto, 
che hanno luo go là dove un ~unton e ed il conispondente sottopun
Lone s'incastrano nella catena, si ha che la reazione Z' deve essere 
eguale c contraria al peso prv accresciuto della componente verti
cale della pressione Q', per cui 

Z' =P'v +Q' se n y ; 

che la reazione opposta da ciascun appoggio, eguale e contraria alla 



-496-

pressione Z+Z' + 1 ~8P che in esso ha luogo, deve eguagliare la 

metà del peso di tutta l'incavallatura col sovraccarico, cosicchè 

Z+Z' + 1 ~8 P =:pa+~ ( P+P' +2P" +P"' +2 pxv ). 

Da questa equazione, per il trovato valore di Z' e in seguito a 
sostituzione del valore di Q' in funzione dei dati del problema, si 
deduce 

La somma algebrica delle componenti normali al p un ton e A C, 
della forza Z e della tf'nsione orizzontale T'v sopportata dalla ca
tenfl nello spazio compreso fra il piede di un puntone e quello del 
rispettivo sottopuntone, deve eguagliare la pressione normale 

esercitata dal p un ton e nel punto A, e quindi risulta l'equazione 

d'onde 

T'v-z t 3 - co o: - 16 pacot o:. 

Ora, dicendo TT la tensione della catena nell'intervallo compreso 
fra i sottopuntoni, essa non è altro se non la tensione T'v accre
sciuta della componente orizzontale della forza Q', per cui si ha 
l'equazione 

la quale, sostituendo a T'• e a Q' i loro valori di funzione dei dHti 
del problema, dà 
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T<-1 r 3 t 5cosacos(y-a) J 1 (P' 5P"' ) t --spa G\co a+ +r.; + -8 co a L 7c. seny :::4 

( 57 p P" 3 P"') + 128 + + ·16 coty . 

Trovato il valore Ji T', si possono porre le equnzioni di stabi
lità per la calenn. Le due sezioni corrispondenti ai punti di so
spensione l\ ed L sono le sezioni pericolose ; il valore del momento 
inlleltente relntivo ad una di queste sezioni è 

9 
G) r:: 6a p; 
..,;) 

la tensione massima Q1m e la pressione massima Q2m , che in essa 
si verificano, ammettono i valori dali da 

_ 9 tt/'aP Tv . 
Q,m-056 -~-,-- i)'• 

~ 7 ..... , 

e finalmente le domanllate equ azioni di stabilità risultano (nnm . 151) 

, R' _ 9 tt/ a P 'l"' 
n -256 I;'+ Q

7 

(7). 
, R" _ 9 tt/ a P Tv 

n - 2.56 ----ç- --Q
7 

Resta ancora a trovar.si l'equaz ione di stabilità relativa ad un 
puntone. Perciò, considerando il purrlone AC e chiamando Q" la 
reazione orizzontale che il monaco superiore CP vi contrappone 
in C, si scriva la condizione esprimente l'equilibrio di rotazione del 
dello puntone allorno al punto A. Le forze che tendono a far ve
nire il puntone AC verso la catena AB so no la metà della ten
sione T'" del monaco superiore CF con braccio di leva a, .ed i l 

L'ARTE DI FABBR ICA RE llesistenza dei materiali, ecc. - 32. 
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peso p a applicato nel mezzo del punto ne con braccio di leva~ a; 

mentre la reazione Q" con braccio di leva a lang a e la reazione 

-
8
5 p a cos 7. che ha luogo in D con hraccio di leva 

1
2
- _!!_____ sono le forze 

cosa 
le quali tendono a girare il punlone pel verso contrario. Segue da 
ciò che !"accennala condizione d'equilibrio è 

dalla quale, sostituendo a T"' il suo valore in funzione dei dati del 
problema, si ricava 

Q" 1 ( 3 P' 5P"') = 2 8ra+ +s cota. 

Il punlone AC s'i può ora considerare come un solido prismalico 
caricalo d'un peso uniformemrnle distribuilo nella sua proiezione 
orizzontale e solleeitalo in C dalla forza orizzontale Q" diretta da 
C verso x", e dalla forza verticale T"' operante da C verso G; in D 

5 
dalla forza normale spacos a diretta secondo il prolungamento 

di Dx ; in A dalla forza orizzontale T'v rivolta da A verso B e dalla 
forza verticale Z operante dal basso all'alto. Ritenendo, per quanto 
si è detto nel precedente numero, ehe la sezione pericolosa sia 
quella corrispondente all'appoggio D, il momento inflellente, che ad 
essa si riferisce, ammette il valore 

1 1 1 
-T'"a+ - pa2 - Q"atang 4 8 2 a, 

e la forza comprimente per la stessa sezione viene espressa tla 

Q" 1 T'" 1 cos a+2 sena+ 2pasena. 

La pressione massima Q1m, riferita all'uniuì eli superficie, vale 
adunque pel puntone A C 
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1 (Q" 1 T'" 1 ) +
08 

. cosa+2 sena+2pasena , 

alla quale, quando per Q" e T"' si pongano i loro v::~lot·i in runzione 
dei dati del problema, conisponùe la seguente equazione di stabi
lità (num. 151 ) : 

Riassumendo quanto si è detto sul caleolo delle dimensioni dei 
diversi pezzi componenti l'incavallatura rappresentata nella fig. 171, 
si può dire: che dall'equazione (1) sì può ricavare la superficie 
01 di tulla la sezione orizzontale da assegnarsi a ciascuna delle 
staffe sopportanti la catena; che la superficie della sezion retta di 
ciascuno dei monaci laterali si ottiene risolvendo l'equazione (2) 
rispetto ad 02 ; che la superficie di tutta la sezione orizzontale 
della staffa, la quale sostiene la controcatena nel suo mezzo, è 
data dal valore di 03 somministrato dall'equazione (3); eh€ l'equa
zione ( 4) serve a calcolare la superficie 04 da darsi alla sezione 
retta del monaco di mezzo; che, risolvendo rispetto ad Q5 l'equa
zione (5) , si ha la superficie della sezione trasversale che conviene 
assegnare a ciascun soltopuntone; che l'equazione (6) si presta al 
calcolo di una delle dimensioni llella sezion rella dalla controca
tena; che le equazioni (7) servono a detenninare due diversi valori 
della stessa dimensione della sezione trasversale della catena, il 
maggiore dei quali valori è poi quello da adottarsi: e final
mente che l'equazione (8) vale per trovare una delle dimensioni 
della sezion retta di ciascun puntone. 

Soventi volte il sotlopnnlone per lnlta la sua lunghezza vien ap
plicatn contro il pun!one. In questo caso l'angolo y diventa eguale 
all 'angolo :x, e quindi le equazioni che servono al calcolo delle di
mensioni dei diversi pezzi componenti l'incavallatura sono le stesse 
equazioni (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) ed (8) quando in esse si 
faccia y= a. 

'305 . Incavallatura di Polonceau con ciascun puntone rin
forzato da una sola colonnetta. - QuesL'ingegnosa incavallatura 
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consta di due puntoni, di due colonnetle, di quattro tiranti e di 
una catena. AC e B C (fig. 172) sono i puntoui, talvolta in legno, 
talvolta in ferro e raramente in ghisa, sostenuti normalmente nei 
loro mezzi D ed E dalle colonnette o saette D F ed E G di feno 
o 1ii ghisa. Queste colonnette sono articolate alle loro estremità, 
da una parte coi puntoni e dall 'altra coi tiranti in ferro A F e CF, 
B G e C G, i quali, mediante articolazioni, servono a collegarle 
colle estremirà dei puntoni. Fiualmente, un tirante orizzontale F G 
pure in ferro riunisce. le due metà dell 'armatura e loro impe
disce di esercitare una spinta troppo considerevole contro gli 
appoggi. 

Per determinare gli sforzi cui trovansi assoggettati e quindi le 
dimensioni dei diversi pezzi componenti ques t'incava llatura si at
tribuiscano alle lettere a, p ed a i significati che già loro vennero 
dati nei problemi che vennero risoluti nei tre numeri prece
denti, e si ehiamino ~gli angoli eguali FAC, FCA, GBC e GCB 
che i tiranti fanno coi puntoni cui trovansi annessi. Per semplicità 
si trascurano generalmente i pesi delle colonnette, dei tiranti e 
della catena, dei quali qualche volta in modo approssimativo si 
tien conto, supponendo che la loro somma costituisca un peso 
uniformemente distribuito sui puntoni, il quale allora si comprende 
nel peso p. 

Se dai punti C ed F si abbassano due perpendicolari CI-I ed F K 
alla linea degli appoggi, per le denominazioni stabilite, si ha: dal 
triangolo rettangolo C H A 

CH==atanga 
e 

CA==~ cos C( ' 

per cui 

dal triangolo rettangolo AD F 

e 
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e dal triangolo rettangolo F K A 

Siccome tulto il peso del sistema è sopportato dai sostegni A 
e B, i11 ciascuno di questi si ha la reazione verticale Z diretta 
dal basso all'alto data da 

Z=pct. 

Il sistema triangplare AF C trovasi sollecitato : nel punto C da 
una reazione orizzontale Q diretta da C verso x; nel punto F da 
una reazione pure orizzontale volla da F verso G eguale e diret
tamente contraria all a tensione T che sopporta la catena F G; nel 
punto A dalla reazione vert icale Z= pct dell'appoggio ; e finalm ente 
da lutto il peso pa portato dal puntone AC, il qual peso si può 
supporre applicalo nel mezzo del puntone stesso. Se per sempli
ci tà nello scrivere si pone 

C H=ct tang a=h, 

FI
' 1 sen ( o:- .13) 
\= - (t --'-----='-

2 coscxcost3 
h - h', 

e se si osserva che 

h a--
-tango:' 

fra le quantità ex, 0, h ed h' = Cl, si ha la relazione 

2h' - h 
tangt3 = h tango:, 

med iante la quale, conoscendosi h, ex e 0, si può trovare h'. 
Ciò premesso, per l'equilibrio dell'accennato sistema triangolare 

attorno al punto A, si ha l'equazione 

Qh-T(h-h')- ~pct~=O, 
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e, poichè per l'equilibrio di traslazione le rlue forze orizzontali Q 
e T devono essere eguali, risulta 

.Conoscendosi ora la tensione orizzontale T della catena F G, si può 
stabilire l'equazione di stabilità atta a determinare la superficie 
01 della sua sezione trasversale. Quest'equazione è (num. 1. 8) 

(1). 

Le due colonnette sono destinate ad impedire l'inflessione dei 
puntoni, cosicchè, considerando la D F, deve essa sopportare la 
pressione Q' che il punlone A C esercita in D, per cui si ha: l'e
quazione 

Q' 5 =gpacos a 

per determinare la pressione sopportata da ciascuna delle due co
lonnette; e l'equazione di stabilità (num. 40) 

5 "R" n. 
8pacosa=n ~~ 2 (2) 

per determinare la superlicie 0 2 della minima loro sezione tras
versale. 

Se ora si chiama T' la tensione sopportata da ciascuno dei due 
tiranti A F e B G, considerando isolatamente il punto ne A C siccome 
sollecitato dal proprio peso, dalla reazione verticale Z, dalla forza 
T' applicala in A e diretta da A verso F e dalla pressione Q' 
applicala in D e rivolla nel senso del prolungamento di FD, deve 
esso trovarsi in equilibrio attorno al punto C; e quindi, osser
vando che la lunghezza della perpendicolare C L abbassata dal 
vertice C sulla direzione del Lirante AF è 

sen/3 
a -

cosa ' 
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risulta l'equazione 

1 2 z T' sen ~ 1 Q' a 0 -pa- a+ a--- - --== 
2 cosa: 2 cosa: ' 

dalla quale, sostituendovi per Z e per Q' i loro valori in funzione 
dei dali del problema, si ricava 

T'- 18 cosa: 
-16pa sen~· 

Allo stesso risultato si poteva arrivare ponendo la condizione che 
in A le componenti normali al puntone della reazione Z rivolta 
dal basso all'alto e della tensione T' del tirante A O diretta da A 

l' d l" l . 3 l verso < evo no eguag w re a pressiOne 
16 

p a cosa: c 1e su esso 

punto ha luogo. Al trovato ya lore di T' corrisponde l'equazione 
di stabilità ( num. 18) 

18 cosa: 'R' 
16 P a se n ~==n n3 ' 

la quale si presta a determinare la superficie 03 della sezione 
trasversale di ciascuno dei due tiranti AF e BG. 

Per ottenere la tensione T" sopportata da ciascuno dei due ti
rauli CF e CG, basta porre la condizione che le componenti se
condo l'asse della colonnella FD della forza T diretta da F verso 
G, della forza T' rivolta da F verso A e della forza T" operante 
nella direzione F C, applicate nel punto F, devono far equilibrio 
alla forza Q' che agisce pure nello stesso punto. Così procedendo, 
si trova l'equazione 

T se n a:- T' sen ~-T" se n ~ + Q'== O, 

dalla quale, in seguito a sostituzione dei trovati valori di T, T' e 
Q', si deduce 

T"- pa (a 8 ) 
- 2 sen ~ h' sen a:- 8 cosa: ' 

cui corrisponde l'equazione di stabilità (uum. 18) 
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pa ca 3 )- ' R' r. 
2 sen .8 h' se n o:- 8 coso: -n H 4 

atta a determinare la superficie 04 della sezione trasversale di 
ci11scuno dei due tiranti F C e G C. 

Per trovare l'equazione di stabilità relativa ad un puntone, ha
sta osservare che, considerando per esempio il punlone A C, si 
può esso risguardare come un solido pris!nalico caricalo d'un peso 
uniformemente distribuilo sulla sua proiezione orizzontale e solle· 
citato: in C dalla forza orizzontale Q operante da C verso x e dalla 
forza obliqua T" rivolta da C verso F; in D ~alla forza normale 

~pacosa direlta secondo il prolungamento di FD; in A dalla forza 

inclinata T' operante da A verso F e dalla forza verticale Z rivolta 
dal basso all'alto. Ammettendo quanto realmente succede per le 
incavallature le quali vengono impiegate nella pratica delle costru
zioni relativamente alla sezione pericolosa dei p un toni, ossia che 
p d punlone considerato A C sia pericolosa la sezione conispondente 
al punto D, per essere 

1 sen~ -a--
2 cos 0: 

la lunghezza D M della perpendicolare abbassala da D sulla dire
zione CF della forza T", il'momenlo inflettente che ad essa si ri
ferisce ammette il valore 

11"' se n~ 1 2 '1 Q 
G) a--+ -

8
pa -G) a tango:, 

~ cos a ~ 

e la forza comprimente per la stessa sezione vale 

Q 'l"' (). 1 cos o: + cos t-t+ 2 p a se n o:. 

La pressione massima Q2rn, riferita all'unità di superficie, è adunque 
pel puntone AC (num. !51) 

Q 1 (r" sen ~ 1 Q ) u5" 2m == Gi a --+ 
4
- p c~- tang o: -

1 
, 

~ cos o: 5 

Qcos o:+T" cos ~ 1pasen a 
+ Q +2 Q ' 

5 " 5 
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:1lla quale, pone1;dovi per Q e per T" i trovati valori in funzione 

. dei dali del problema ed esprimendo h' in funzione di et, a e ~, 
corrisponde l'equazione di stabili tà 

"R"_pa2 us" pa ( 13cosa cos ~ ) 
n - -30J ,- + 20 sena+ 8 B ' '"' s --s sen . 

mediante la quale si può determinare una delle dimensioni della 
sezione trasversale del puntone. 

Ben rli frequen te si fa nno delle incavallature del genere di quella 
rli cui si è imparalo a calcolare le dim ensioni, nelle quali i due 
tiranti Alfe BG, nonchè la catena lfG, si trovano sulla stessa oriz
zontale. In queste incavallature si ha ~==a ed h'== h, e le equa
zioni di stabilità alte a determinare le dimensioni dei diversi loro 
vezzi si ottengono ponendo nelle stabilite equa:lioni ('l ), (2), (5), ( 4) 
e (5) gli indicati valori di ~ e di h'. 

206. Incavallature di Polonceau con ciascun puntone rin
forzato da tre colonnette. - Allorquando si devono fare delle 
incavallature di porlata considerevole , il sistema di cui si è par· 
lato nel precedente numero può diventare insufficiente, ed è ne
cessario adollare un sistema più complicato, onde evitare l'impiego 
di puntoni con sezione trasversale troppo grande. A questo scopo, 
come lo indica la figura 175, invece dì r inforzare ciascuno dei pun
toni solo nel mezzo della sua lunghezza, gli si danno tre punti 
d'appoggio inlerrned ii , per modo che esso si presenta siccome una 
tr·ave a quattro travale eguali ; e si fa un 'incavallatura composta, 
come q nella del numero precedente, dei due sistemi triangolari 
eguali A lf C e B G C uniti tra loro al vertice C e collegati fra i ver
tici lf e G mediante la catena G F, la qual e è di più rinforzata dalle 
quattro colonnette N O e PH, V X ed SU e dai quallro tiranti D O 
e DB, EX ed EU. I diversi pezzi concorrenti nei punti F e G sono 
connessi acl articolazione, e lo stesso ha luogo per quelli che vanno 
a riunirsi nei punti O ed R, X ed U, A e C, B e C, D ed E. 

Attribuendo alle lettere a, o:, ~ 'p ed h' i significati che loro 
venn ero dali nel precedente numero, si incominci dal considerare 
il sistema triangolare A Clf sollecitato dal proprio peso p a, dalla 
forza orizzontale T operante da lf verso G ed eguale in inlensilà 
alla tensione soppor tata dalla ca lena lf G, dalla reazione orizzontale 
Q applicala all'estremo C e rivolla da ,C versQI x, e-dalla reazione 
verticale Z opposta dall'appoggio A dal basso all'alto. Questo 
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sistema deve trovarsi in equilibrio solto l'azione delle citate forze, e 
quindi, come nel numero precedente, 

Z:::::::::.pa 

per cui si ha la seguente equ~zione di stabilità relativa alla catena 
F G sottoposta alla toosione T (num. 18) 

(1 ), 

dalla quale si può ricavare la superficie Q t da assegnarsi alla se
zione trasversale dell'indicata ca tena. 

Le tre saette DF, NO e PR sono destinate ad impedire l'infles
sione del puntone A C, e quindi lo pongono nelle condizioni di un 
solido collocalo su cinque appoggi equidistanti A, N, D, P e C posti 
iD linea retta, e caricato d'una forza totale p a coso: uniformemente 
distribuita e normale alla sua lunghezza. A questo puntone ad un . 
que si possono applicare le formole che vennero date nei numeri 
115, 116, 117 e 118 per calcolare i momenti inflettenti relativi 
alle sezioni d'appoggio, i momenti infleltenti per sezioni qualunque 
delle quattro parti in cui il puntone rimane diviso dalle sezioni 
conispondenti ai punti N, D e P, gli sforzi di taglio e le reazioni 
degli appoggi; e si trova che queste ultime sono : pei punti A e C 

pei punti N e P 

2 
7 

p a coso:; 

pel punto D 

Le due colonnette N O e P R soffrono una pressione Q' eguale e 
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contraria alla reazionè che esse esercitano contro il puntone nei 
punti N e P, e quindi 

Q' 2 =7pacoscx.; 

Cosicchè l'equazione di stabilità, con cui si può determinare la su
perficie 0 2 della minima sezione trasversale di ciascuna delle quat
tro colonnette più corte, si riduce a (num. 40) 

2 "R" A 

7pacosa=n ~·2 (2). 

In A le componenti normali al puntone, della reazione Z rivolta 
dal basso all'alto e della tensione T' del tirante AO diretta da A 
verso O, devono eguagliare la pressione che su esso punto ha luogo, 
per cui si ha l'equazione 

Zcosa-T'sen ~= 
1
\
1
2

pacos a 

dalla quale, ponendo per Z il suo valore, si ottiene 

La tensione T' sopportata dal tirante A O è pur quella sopportata 
dal tirante BX, e quindi, per trovare la superficie 03 della sezione 
trasversale di ciascuno di questi tiranti, si ha l'equazione di sta
bilità (num. i 8) 

(3). 

In C le componenti normali al puntone, della spinta orizzontale 
Q diretta da C verso x ed esercitata dalla mezza incavallatura di 
sinistra contro la mezza incavallatura di destra e della tensione T'' 
del tirante CR diretta da C verso R, devono eguagliare la pres
sione che su esso punto ha luogo, d'onde fequazione 

Q 'f" f3 H senr.x. - 11en =H
2

pacoso:, 
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la quale dà, ponendovi il valore già trovato di Q, 

T"_ 1 p a ( a 11 ) -2 sen 0 h: sen a- 56 cos a 

per espressione delle tensioni sopportate dai due tira n bi C Re C U, e 

(4) 

pet· equazione di stabilità (num. 18) atta <! determinare la super
ficie 04 da assegnarsi alla sezione trasversale di ciascuno di questi 
tiranti. 

Per otte11ere le tensioni T"' e T". sopportate dai 1\ranti O F ed 
O D si stabiliscano le condizioni esprimenti che si fanno equilibrio 
tutte le forze concorrenti in O. Perciò si sco~11 pon gano secondo 
due direzioni, l'una parallela e l'altra perpendicolare al puntone 
A C, tutte le forze applicale in O le quali sono, la tensione T' del 
tirante A O rivolta · dà O verso A, la tensione T"' del tirante O F 
diretta d a O verso F, la tensione TIV del tirante O D operanre. sul 
punto O da O verso D e la pressione Q' della colonnetta N O di
retta nel senso del prolungamento dell 'asse della colonnetta stessa. 
L'equazione esprimente che si fanno equilibrio le componenti pa
rallele al puntone è 

T' -T"'-T"'=O ; 

quella che si rifel'isce all 'equilibrio fra le componenti normali al 
puntone è 

(T' - T"'+ T .. ) se n~ -Q'== O; 

ed i valori di T'v e di T"', quando si mettano per T' e Q' i valori 
già trovati, vengono dati da 

T
/11- 85 ,cos Cl. 

- 112 p a sen ~ · 

Ottenute le tensioni T"' e T". che sopportano i due tiran ti O F ed 
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OD, riesce facile il porre le equazio-ni di stabilità atte a deter~ 
minare le supel'fìcie 0 5 ed 0 6 delle loro sezioni trasversali, le quali 
equazioni (num. -18) sono rispettivamente 

85 COSa 'R' 
112pasen~=n °5 

1 cosa , R' 
;:;
1
pa--P=n 0 6 sen p 

(5), 

(6). 

Le stesse equazioni di stabilità servono a determinare le supel"licie 
05 ed Q6 da darsi ai due tiranti X G ed X E i quali si Vl ovano in 
identiche condizioni dei due tiranti OF ed O D. 

Il metodo tenuto per determinare le tensioni dei tiranti O F ed 
O D, serve pure a trovare le tensioni T'. e T'"' sopportate dai due 
tiranti HF ed RD. Le equazioni esprimenti che si fanno equilibrio 
le componenti parallele e le componenti normali al puntone delle 
forze applicate in R sono rispettivamente 

T" - T''- TVI=O , 

(T" -Tv +T'.1 ) sen ~ - Q' =O, 

dalle quali S'i I'icava , quando per T" e per Q' si mcltano i lor·o valori 
in funzione dei dati del problema 

T"-T"-1 cosa - --7pa--q, 
sen"' 

v-.:... pct (a 27 ) · 
T -2sen~ h' sena - 56 cosa , 

e si hanno le seguenti equazioni di stabilità (num. f 8) alle alla 
determinazione delle superficie Q7 ed Q8 da assegnarsi ai due ti
ranti H F ed RD 

pa (a 27 ) ' R' 
2 sen ~ h' sena- 56 cosa =n 07 

1 cos a 'R' -7 pa --o. =n 08 sen 1.J 

(7), 

(8). 
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Le stesse equazioni di stabilità servono pure a determinare le su- " 
perficie 127 ed 128 delle sezioni trasversali dei tiranti UG ed U E : 
ed è rimarchevole come i quattro tiratili O D ed HD, XE ed U E 
debbano presentare sezioni trasversali identiche. 

Per ottenere la pressione Q" con cui la colonnetta principale 
D F viene premuta nel senso del suo asse, bisogna scrivere che le 
componenti delle tensioni T e Tvr , operanti rispettivamente sul 
punto D da D verso O e da D verso H e la detta pressione Q" 
diretta nel senso del prolungamento di D F fanno equilibrio alla 

pressione ~~p a coso: esercitata dal puntone. · Questa condizione 

d'equilibrio è 

13 
Q"- (Tn + Tn) sen ~-56 p a cosa== O 

dalla quale, dopo d'avervi posto per T"' e T"' i loro valori, risulta 
l'equazione 

Q" 29 , = 
56 

p a cos o: , 

che conduce alla seguente equazione di stabilità (num. 40) determi
nalrice della superficie 129 da assegnarsi alla minima sezione tras
versale di ciascuna delle due colonnette principali 

29 "R" 56pacos a=n 129 (9). 

Hesta ancora a trovarsi l'equazione di stabilità conveniente a 
determinare nna delle dimensioni della sezione trasversale di ciél 
scun puntone. Perciò si osservi che, considerando per esempio il 
puntone A C, si può esso risguardare siccome un solido prismatico 
caricato di un peso uniformemente distribuilo sulla sua proiezione 
orizzontale e sollecitato : in C dalla forza orizzontale Q operante 
da C verso x e il alla forza obliqua T" rivolta da C verso H; in P 

2 
dalla forza normale '7 p a cosa dirella secondo il prolungamento di 

13 ' 
RP; in D della forza normale 

56 
p a cosa operante nel senso del 

prolungamento di F D, nonchè dalle forze T'v e Tv', la prima 
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dirella da D in O e la seconda da D in R; in N dalla forza n or· 

2 fi male 1pacoscx. diretta secondo il prolungamento di ON; e mal-

mente in A dalla forza T' operante da A verso O e dalla forza 
verticale Z rivolta dal basso all'allo. Il massimo momento inflel· 
lente è quello che è comune alle sezioni N e P, il quale, per es· 
sere la perpendicolare P Y abbassala da P su C R espressa da 

vale 

1 sen ~ -a--
4 cos Cl.' 

1 T" sen ~ 1 ! 1 Q . 4 acoscx.+02pa -4 atangcx., 

e, siccome la pt·e~sione longitudinale è evidentemente nella sezione 
P minore di quella che ha luogo nella sezione N dove ha il valore 

Q coli ex + T" cos ~+i pasen a, 

la pressione massima Q2m rifel'ita all ' unità di superficie ammette 
il valot•e (num. 151 ) 

Q _1 (T" sen~ 1 Q . ) u10" 
;m-

4
- a --+ 

8
- p a·-- tang a -

1 
-, 

COS IX lO 

Q cos ex + T" cos ~ 3 pasen a + + - -
nl8 4nt0 , 

alla quale, per i trovati valori di Q e di T" e per le relazioni 

h=a tang cx., 

2h' - h 
tang ~= h ta~gcx. 

fra le quan tità a, h, h', ex e ~. corrisponde l'equazione di stabilità 
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che serve a calcolare una delle dimensioni della sezione tras
versale di ciascun punlone implicitamente contenuta nella sua 
superficie 010 , nel suo momento d'inerzia I10 e nella lun
ghezza tt10". 

Quando, per essere la monta tlell'incavallalura assai depressa, 
si crede -conveniente di disporre le cose in motlo rhe le lre linee 
AF, BG ed FG si trovino in una stessa orizzontale, si ottengono 
le dieci equazioni di stabilità alle a determinare le dimensioni 
dei diversi pezzi ponendo nelle equazioni (-!), (2) , (5), (4) , (5) , 
(6), (7), (8), (9) e (1 O) ~=o: ed h' = h. 

207. Incavallatura coi puntoni rinforzati da saette inclinate 
e da tiranti verticali. - Queste incavallature, di una delle quilli 
si ha la rappresen tazione nclln fi gma 17 4, si fanno generalmente 
in ferro e si adoperano per superare grandi portate. La loro co
struzione è semplicissima, ed ecco la rli sposizione che generalmente 
suolsi dare ai diversi pezzi che le compongono: si divide ciascuno 
dei punloni in un o stesso numero di parli egu;di A A', A' A'', A" R'', 
..... ... ; dal vertice C dell' in cava llatura si c0nduce la verlic<:J le CD 
sull a quale vengono a terminare due relle AD e BD, o elevale o 
confondentisi coll'orizzontale passante pei punti A e U; dai punli 
di divisione A", A111

, A'", .... .... , meno dal primo A' , si conducono 
le verticali A" E", A"' E"' , A". E" , ........ ;e quindi si tirano le rette 
obliqne E" A', E"' A", E"' A"', ..... ... e DA"'. Secondo le direzioni 
delle ultime accennale relle ob lique vi sono le saetle inclir~atc 

dell ' incavallalura, secon<lo le direzioni delle verticali condotte tla 
A", A"', A'V, ... ... .. trovansi i tiranti verti cali, c secondo le due 
relle inclinate AD e BD vi sono dei tiranti formali di pezzi di
stinti dall'uno all'altro tratto in cui le delle rette restano divise 
dai tiranti verlicali. Le unioni sono quasi tutte falle con articola
zioni; e le parli eguali in cu i si dividono i puntoui, per disporre 
i diversi pezzi destinali a rinforzarli, hanno generalmente lun· 
ghezza compr·esa fra metri 2,50 e 4. 

Si consideri il caso d'un 'incavallatura in cui cillscuu punlone è 
1·inforzalo da quattro saclle inclinate ; si ritengano per le lellere 
n, p et! a i significati che _già loro vt;nn ero dati uei preeedenl.i pro
blemi sulle incavallature, e si ehiamino : 

~ gli augoli eguali DA C e DBC t:he gli assi di ciascuno dei due 
tiranti incliuali AD e UD fanno t:ogli assi dei risp ettivi punloni; 

y', y", y"' e y"· gli an goE E" A' C, E"' A" C, E'v A"'C e DN '·c che 
gli assi delle successive saette fanno coll 'asse del corrispon<lenle 
puntone ; 
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h la monta CF dell'incavallatura ; 
h; l'alLe7.za CD del punto C, in cui s'incontrano gli assi dei due 

puntoni, sul punto D nel quale vengono a terminare gli assi dei 
due tiranti inclinati AD e HO. 

Dal triangolo r ellangolo CF A si ha 

h=a tang o:, 

- a 
AC=-- ; 

cos 0: 

dal triangolo rettangolo D FA si ottiene 

- a 
DA- - --

- cos ( o:- ~)' 

D F=a tang( o:-~); 

e, essendo h' = h -D F ed a= _h_ , si trova che le quantità o:, 
tang o: 

~. h ed h' sono legale fra loro dall'e q nazion e 

P. h' se n o: coso: 
t an g· ~-' =h l , 2 • 

-L sen o: 

Venendo o1·a al calcolo dell 'angolo E" A'C=y', dal triangolo 
ohliquango lo E" A' A", in cui si conoscono i lati 

-- G) _ 2 
E" A" - - ~ C D - -- l ' --5 - 5 L, 

nnnch è l'an golo A' A" E''=90" -o:, si ricava 

, 2 h' se n o: cos « 
tangy =, "h' 2 ; L-:z sen « 

e, ragionando per triangoli E"' A" A"', E,v A"' A'v e DA'Y C come 

L'ARTE UI FAUBR!CAIIE Resistenza dei materiali , ecc. - 35. 
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si è fatto pel triangolo E" A' A", si trovano le scgnenti espressioni 
di ta.ug y", tangy"' e tang y"· 

, 3h'sen,xcosa 
tang y =l 8 h' 2 ' L- sen a 

,, 4 h' se n a cos ,x 

tang y =l 41 ' 2 ' L- L sen a 

rv 5 h' sen o: cosa 
tang y =h 5 h' 2 • - sen a 

Le saette inclinate E" A', E'" A", Er" A"' e DA'v sono destinate ad 
impedire l'inflessione del puntone AC, e quindi questo solido si 
può considerare siccome appoggiato a sei punti equidistanti, posti 
in linea retta, e caricato d'una forza totale p a cosa uniformemente 
distl'ibuita e normale alla sua lunghezza. A questo puntone adun
que si possono applicare le formol e che vennero stabilite nei nu
meri 115, H 6, 117 e 118 per calcolare i momen ti inflet tenti re
lativi alle sezioni d'appoggio, i momenti infldtenti per sezioni qua
lunque delle cinque parti in cui il puntone rimane diviso dalle 
sezioni corrispondenti ai punti A', A", A"' ed A'V, gli sforzi di ta
glio e le reazioni degli appoggi. Instituendo questi calcoli, si viene 
a tt·ovat'e che le reazioni degli appoggi sono espresse: nei punti 
A e C da 

nei punti A' ed A'v da 

nei punti A" ed A"' da 

8 
38

pacosa; 

43 
190

pacosa ; 

37 
190 

p a cos a. 

La prima saetta E" A' sopporta una pressione Q' eg uale alla 
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componente della pressione che il puntone esercita in A' secondo 
la saetta stessa, per modo che si ha l'equazione 

Q' ' 43 seny =
190

pacoso:, 

d'onde 

' lt3 cos ci 
Q = '190 se n y' p a (1 ). 

La reazione verticale Z, diretta dal basso all'alto, che ciascuno 
dei due appoggi ·esercita contro l'es tremo del corrispondente pun
tone è la metà del peso portato dall'inliera incavallatura, e quindi 

Z=pa. 

Le componenti normali al puntone della reazione Z e della ten
sione T del primo tratto A E" del tirante AD, applicate nel punto 

A, devono eguagliare la rea zione s;P a coso: che ha luogo nello 

stesso punto, e quindi si ha l'equazione 

3 
Zcoso:-Tsen ~ = 

38 
p a coso:, 

dalla qunle, ponendovi per Z il suo valore in funzione dei dati del 
pt·oblema, si ricava 

Chiamando 

T 35coso: 
=38sen ~ 1Ja 

(2). 

T', T" e T'" le tr.nsioni sopportate dai tre tratti E" E'", E"' E'v 
ed E"· D di Lirnnte A D, 

Q", Q"' e Q". le pressioni a cui trovansi assoggettale le tre 
saette E"' A", E". A''' e D A'", 

S, S', S" ed S"' le tensioni dei tiranti verticali E" A", E"' A"' , 
E". A". e DC, 

Q la reazione orizzontale che ha luogo contro l'estremo C del 
punlone AC, rivolta cla C verso x, 
si ha : che devonsi far equilibrio le componenti orizzontali e le 
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componenti verticali delle forze applicate nei punti E", E"' ed E'V, 
per cui risultano le equazioni 

(T -T')cos(a -- ~)-Q'cos (y'-a)=O (3), 

(T' - T") cos (a- ~) -Q" cos (y"- o:)= O (1~), 

(T" - T"') cos (o:-~)_:.. Q"' cos (y"' -a)= O (5) , 

S-- (T -T')sen(a -~)- Q'sen(y' -o:) = ,O (6) , 

S' -(T' - T") sen (a- ~)-Q"sen(y"-;-o:)=O (7), 

S" -(T"-T"')sen(a-~)-Q"' sen(y'"-o:) =0 (8) ; 

che le componenti normali al puntone A C Jelle forze applicate nei 
punti A", A"' ed A'v devono pur fa1 ·si equilibrio, cosicchè si pos
sono scrivere le tre equazioni 

Q" " s 37 . o sen y - cosa-
190

pacoso:= (9), 

Q"' "' S' .. 37 O . seny - coso:-
190

pacoso:= (10), 

QI Y IY S" 43 -o seny- cosa-
190

pacoso:_ (11); 

che la tensione S'" del tirante CD deve far equilibrio alle compo
nenti verticali delle pressioni Qrv sopportate dalle due saette con
correnti in D e delle tensioni T'" dei due tratti di tirante ADB 
concorrenti pure in D, per cui si ha l'equazione 

S"' -2 Q'vsen (y'v- a) - 2T"' sen (a- ~)=0 (12); 

che finalmente in C le componenti normali al puntone della rea

zione Q, della metà .della t~nsione S"' e della pressione {8 p a cos a 

si devono far equilibrio, cosicchè risulta 

(13) . 
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Ecco ora con qual ordine si può procedere nella pratica per ri 
cavare dalle stabilite equazioni i valori numerici degli sforzi cui 
trovansi assoggettali i diversi pezzi dell'incavallatura. Dall'equa
zione ( 1) si ricavi il valore di Q' e quello di T dall'equazione (2); 
si calcoli il valore di T'coll'equazione (5) e quello di S coll'equa
zione (6) ; si deduca il valore di Q" dall'equazione (9) e quello ·di . 
T" dall 'equazione ( 4) ; si trovi il valore di S' coll 'equazione (7) e 
quello di Q"' coll'equazione (10) ; al calcolo di T"' si faccia ser
vire l'equazione (5) e l'equazione (8) al calcolo di S"; e finalmente 
le equazioni ( 11 ), ( 12) e ( 15) si adoperino per determinare rispet
tivamente i valori di Qrv, S"' e Q. 

Il massimo momento in flettente pel punlone A C è quello rela
tivo alle sezioni corrispondenti ai punti A' ed AIV, e vale 

2 ~. 
475pa ' 

e, siceome nella sezione corrispondente al punto A' la somma al
gebri ca delle componenti longitudinali delle forze applicate al 
puntone da C in A' è maggiore della somma algebrica delle com
ponenti longitndinali delle forze applic:~le da C in N v, la sezione 
perieolosa sa rà quella corrispondente al punto A'. Per determinare 
la pressione rnass'irna Q2m riferita all'unità di sup~rficie in delta 
sezione bisogna, seguendo il metòdo adottalo nei precedenti 
problemi, fare la somma algeb ri ca delle componenti longitudinali 
delle forze ap pli cate al punlone fra C ed A'. Osservando però che 
questa somma deve essere eguale e direttamente conLt·aria a quella 
delle componen ti lon gi tudinali delle forze applicate al puntone fra 
A ed A', toma assai più spedito l'ollenerla mediante la somma 
clelle comp onen ti seeonclo la direzione del puntone delle forze Z e 
T applicate in A e diretle, la prima llal basso all 'alto e la seconda 
da A verso E", diminuita della componente longitudinale del peso 
uniformemente distribuito fra A ed A'. Tenendo questo metodo si 
trova che la detta pressione massima Q2m vien data da (num. 151) 

_ 2 p a2 u" 1 ( 1 ) Ozm- 475 -l'- + 0 Zsencz+Tcos~ --- 5 pa scn o: . 

Si couoscono ora tutti gli sforzi cui tr6Vansi assoggettati. i di~ 
versi pezzi dell'incavallatura, e si possono determinare le loro 
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sezioni trasversali in modo che siano abbastanza resistenti. Le 
equazioni di st<tbilità (num. !8) 

T'=n'R'02 , 

T" = n' R' 03 , 'f"' =n' R' 04 , 

servono a determinare le superficie 0 1, 0 2, 03 ed 04 da assegnarsi 
a ciascuna delle quattro parti di cui è eomposto tanto il tirante 
A D quanto il tirante B D. Le equazioni di stabilità (num Ul) 

S=n'R'05 , S'=n'R'06 , 

S"=n'R'07 , 

sono quelle da cui si devono dedu~Te le superfìcie 05 , 06 , 07 ed 
0

8 
da darsi ai tiranti verticali. Le equazioni di stabilità (num. 40) 

Q' =n"R"09 , 

Q"'=n"R" Ou, 

Q"- "R" ') - n •·w, 

Qrv - n'' R"" - ~'1.2) 

si prestano al calcolo delle superficie 09, 010, OH ed 012 chè devono 
presentare le saette inclinate. Finalmente l'equaziope di stabilità 
(num. 1.51) 

n R - ---- -- +- Zsena+lcosP. - - pasen a , , 2 pa2 tt" 'l (c , 1 ) 
- 475 . l' o t' 5 

e tJnella da cui si deve dedurre una delle dimensioni della sezione 
trasversale del puntone. 

Ben sovente si fa in modo che i due tiranti AD e B D siano 
orizzontali, e, per ottenere le formole convenienti, basta cangiare 
~ in a nelle formole che già vennero trovate nell'ipotesi dei due 
tiranti A D e B D inclinati. 

208. lf.ravi armate. - Quanto si è detto nei precedenti nu
meri sul modo di determinare gli sforzi a cui trovansi sottoposti 
i diversi pezzi componenti le incavallature e le ~irpemi ioni che ai 
medesimi convien assegnare, facilmente si applica per le stesse 
determinazioni nelle travi armate di uso più frequ ente, ed ecco 
r esame di alcuni casi pratici della m~ssima importanza per nn
gegnere costruttore : 

I. Trave in leg110 ud in fe rro armata con ttll tirante in ferro e con 
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una saetta in ferro od in ghisa, orizzontalmente collocata stt due ap
poggi e caricata d'un peso uniformemente distribuito sulla sua lun
ghezza. 

Essendo 
2 a la distanza orizzontale AB (fig. :i 76) fra i due appoggi sop

portanti la trave, 
p il peso che corrisponde ad ogni unità di lunghezza dell'accen· 

nata distanza, 
a l'angolo D A C misurante l'inclinazione dell'asse del tirante 

all'orizzonte, 
se considerasi la saetta D C siccome destinata ad impedire l'in
flessione della tra ve AB nel suo mezzo, si ha in ciascuno degli 
estremi A e H la pressione 

ed in C la pressio1~e 

Segue da ciò che la saetta C D soppOL"la uua pressione Q data da 

e che l'equazione di stabilità colla quale si deve determinare la 
minima superficie 01 della sua sezione trasversale è (num. 40) 

La reazione Z che ciascuno dei due appoggi esercita vertical
mente contro il sistema dal basso all'alto è la metà del peso 2 p a, 
e quindi vien data da 

Z::::::.pa, · 

per cui in A, questa reazione, diminuita della componente normale 
alla trave AB della tensione T del tt·atto di tirante AD, deve egua-
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3 
gliare la pressione 8 p a che su esso produce la detta trave. Questa 

condizione si esprime ponendo 

3 
Z- Tsen a:=: 8pa, 

dalla quale, ponendo per Z il suo valore, si deduce 

5 
T==-

8
--pa, 
se n a: 

cui corrisponde la seguente equazione di stabilità determinatrice 
delle superficie 0 2 della sezion retta di ciascuno dei due tratti A D 
e BD del tirante (num. t8) 

5 ' R' 
8
- - pa==n OQ. 

seno:: " 

Per stabilire l'equazione di stabilità atta a determinare una delle 
dimensioni della sezione trasversale della tra ve AB, si deve essa 
considerare come nn solido caricato d'un peso uniformemente 
distribuito sulla sua lunghezza, sollecitato nel mezzo C dalla rea
zione Q dirella dal basso all'alto ed in ciascun estremo dalla 
forza verticale Z diretta dal basso all 'alto e dalla forza ohliqua T 
operante sull'estremo A da A verso D e sull'estremo B da B verso 
D. La massima pressione Q2m riferita all'unità di superficie (num. 
i5 i) ha luogo nella sezione di mezzo corrispondente all'estremo 
C della saetta ; il valore del momento inflettente per questa se
zione è espresso da 

la forza comprimente per la stessa sezione è la sola componente 

T cos o:: 

della tensione T ; e la pressione massima Q2m ammette il ·valore 
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c'ui, per trovati valori di T e Z, corrisponde l'equazione di sta-
bilità 

"R"-1 , (a~t/' 5cota ) n _ 8 pa 1;+~ , 

la quale si presta a determinare una delle dimensioni della sezione 
trasversale dell.a trave AB implicitamente contenuta nella lunghezza 
u/', nel mome~1to d'inerzia 13' e nella sezione 03• 

II. Trave ù& leg110 od in ferro armata con un tirante in ferro e 
con due saette in frt'FO od in ghisa, orizzontalmente collocata su due 
appoggi e caricata d'w~ peso tmiformemente distribuito wlla sua lun
ghezza. 

Si attribuiscano alle lettere a, p ed a i significati che alle me
desime già vennero dati nel precedente problema, suppongasi che 
le sezioni C ed E (fig. 177) corrispondenti agli appoggi della trave 
AB sulle saette D C ed F E dividano la distanza fra gli appoggi 
estremi in tre parti eguali e che sia orizzontale il tratto di mezzo 
F D del tirante A D F B. Siccome le due saette D C ed F E sono de
stinale ad impedire l'inflessione della trave AB, si può questa con
siderare siccome un solido appoggiato a quattro punti equidistanti 
posti in linea retta e caricato del peso totale 2 p a uniformemente 
distribuito sulla sua lunghezza. A questa trave adunque sono ap
plicabili le formole che vennero stabilite nei numeri 115, 116, 
1 '17 e 118 per calcolare, i momenti iniletlenti per sezioni qualun
que delle tre parli in cui trovasi essa divisa dalle sezioni corri
spondenti ai punti A, C, E e B, gli sforzi di la glio e le reazioni degli 
appoggi eguali e contrarie alle pressioni che essi ricevono dalla 
tra ve AB coi suoi sÒvraccarichi. Instituendo questi calcoli si viene 
a trovare che le pressioni sui punti A e B sono espresse da 

4 
15pa, 

e che le pressioni sui punti C ed E ammettono il valore 

Ciascuna delle due saette DC ed FE sopporta una pressione Q 
data , da 
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ed è (num. 40) 

l'equazione di stabilità che serve a determinare la minima super
ficie n. da darsi alla sezione trasversale di ciascuna delle due 
saette. 

La reazione Z che ciascuno dei due appoggi esercita vertieal
mente contro la trave armala dal basso all 'alto è la metà del peso 
totale 2 p a, e quindi vie n data da 

Z=::.pa . 

Segue da ciò che in A, questa reazione diminuita della componente 
normale alla tra ve della tensione T del tl'allo di tirante A D, deve 

eguagli!lt'e la pressione 
1
4
5

p a che in esso produce la detta tra ve. 

Questa condizione si esprime ponendo 

dalla quale, pel trovato valore di Z, si ricava 

H 
1'== ,15sen" pa, 

cui corrisponde l'equazione t! i stabilità (uum. 18) 

11 'R' 15 pa=n n. sen rx -

.. 

atta a determinare la superlìcie 0 2 da assegnarsi alla sezione tras
versale di ciascuno dei due tra!li inclinati AD e BF del ti rante 
ADFB. 

La tensione T' sopportata dal tratto orizzontale D F del tirante 
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si determina pouenùo che nel punlo A la componente orizzontale 
della teusioue T Jirella da D verso A deve eguagliare la tensione 
T'. Si ha adunque l'equazione 

T'=Tcos~Z, 

la quale, per il trovato valore l li T, dà 

H 
T'= 15 p a co t IX, 

e quindi 1' equazione di slabi!ità (num . 18) 

11 'R' 
15 pacata , n 03 , 

mediante la quale si può determinare la superficie 0 3 da darsi alla 
sezione trasversale del trallo di tirante D F. 

L'equazione di stabilità atta a determinare una delle dimen
sioni della sezione trasversale della tra ve AB si ottiene conside
randola come un solido caricato d'un peso uniformemente distri
builo sulla sua lunghezza, sollecitato in ciascuno dei due punti C 
ed E dalla forza verticale Q diretta dal basso all'allo ed in ciascun 
estremo dalla forza ver·ticale Z pure diretta dal basso all'allo e 
dalla forza obliqua T operante sull'estremo A da A verso D e 
sull'estremo B da B verso F. La massima pressione Q2m riferita 
all'unità di superficie (num. 151) ha luogo in una delle sezioni 
corrispondenti ai punti C ed E; il momento inflettenle per cia
scuna di queste sezioni vale 

2 2 2 
-pa2+ - aTsen~Z- - aZ 
9 3 3 ' 

la forza comprimente per la stessa sezione è 

T cos IX' 

e il valore di Q2m risulta 
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cui, per il trovato valore di T e di Z, corrisponde l'equazione di 
stabilità 

mediante la quale si può trovare una delle dimensioni della se
zione trasversale della tra ve AB implir,itamente contenute nella 
lunghezza u4, nel momento d'inerzia 14' e nella superficie 04• 

CAPITOLO XIV. 

Spinta delle terre (v) · 
e delle masse liquide contro le pareti 

piane di ritegni che le sostengono. 

209. Assunto del presente 'capitolo.- La determinazione della 
spinta delle terre contro le pareti piane di ritegni destinati ad im
pedirne gli scoscendimenti costituisce un importante problema pra
tico, che ben sovente deve risolvere l'ingegnere costruttore. Questo 
problema fu oggetto di seri i studi del CouLOMB ( Mémoires des 
savants étrangm·s, 177 5 ), del PRONY ( Recherches sur la poussée des · 
terres, etc., 1802 ), del FRANçArs ( Mémorial de l' offìcier dtt génie, 
1820), del NAVIER, (Résumé des leçons sttr l'application de la méca
nique et l' établissement des constructions, 1859), e di molti allri 
autori, i quali tutti si limitarono ad esaminarlo in alcuni casi par
ticolari. 

PoNCKLET, in un suo interessante lavoro sulla stabilità dei rive
stimenti ( Mémorial du gènie, 1840 ), ha fatto conoscere alcune for
mole ed alcune costruzioni grafiche d'un' eleganza e d'una sempli-

(v) li metodo seguìto in questo capitolo per il calcolo della spinta delle terre, trat
tanrlo alcuni casi particolari, venne da me esposto agli allievi della Regia Scuola rl 'ap
plicazioue per gli ingegneri in Torino nell'anno scolastico i866-67. Cercai in seguito 
di renderlo adatto al ca lcoli) della spinta dell e terre nel caso più generale che si può 
presentare all'ingegnere costruttore, e sottoposi i risultati delle mie ricerche all'au
torevole giudizio della Reale Accademia delle Scienze di Torino, la quale, con sua ap
provazione iu sedu ta del 26 maggi o '1867 , ne decretava l'insrrzione nelle sue Memo
rie, serie Il, Lom. XXV. 
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cità assai rimarchevole, per determinare la spinta eset·citata contro 
una parete piana da un terrapieno tet·minato superiormente da 
facce piane colle loro intersezioni parallele alla parete spinta, senza 
sovraccat·ichi o con sovraccarichi uniformemente distribuili per 
rapporto ad un piano orizzontale. BELANGER ( Cours lithog1·aphié pro
fessé à l' école des ponts et chaussées, session 1848-49 ), considerando 
il caso eli un terrapieno senza sovraccarichi ed a profilo trasver
sale qualunque, ma costante per una lunghezza indefinita, apportò 
qualche modificazione ai metodi proposti da Poncelet. Hermann 
Scrr&FFLER, in un suo lavoro pubblicato a Brunswick nel 1857, 
seppe tra ttare con qualche novità e con una vera utilità pratica i 
tre casi particolari di terrapi eni senza sovracr;arichi, appoggiati ad 
un a parete piana verticale, e terminati superiormente da un piano 

. orizzontale, da un piano inclinato e da due piani successivi, incli
nato il primo ed orizzontale il secondo. L'ingegnere SAINT-GUILHEM, 
in una commendevole sua Memoria sulla spinta delle terre (Annalcs 
des ponts el chaussées, 1858 ) , ba sandosi sui principii di Poncelet, 
anivò a determinare la spinta prodotta da un Lenapieno sotto
posto all'azione di pressioni verticali variabili secondo una data 
legge, e la cui superficie superi,ore ammette un profilo poligonale o 
curvilineo qualunque. 

Gli studi di tutti gli autori che precedettero il Saint-Guilhem 
sono insufficienti pet' le attuali es igenze delle costruzioni, e parmi 
che il lavoro di quest'ultimo non abbia da ricevere numerose ap
plicazioni, giacchè gli in gegneri pratici potrebbero fa t· oggetto di 
critica: il non servirsi dei dati di cui gei1eralmente si può dis
porre, quali sono le distanze orizzontali e le ordinate per rapporto 
ad uno stesso piano di parago ne dei vertici del profilo della super
fi cie superiore del terrapi eno; il co ndurre ad equazioni le quali, 
sotto un aspe tlo di semplicità, nascondono complicazione · e lun
ghezza di calcolo a motivo dei dati preparatorii che si rendono 
·necessari prima di dar opera alla loro risolnzione; Ì' esigere che si 
risolvano parecchie equazioni complete del terzo grado per giun
gere con appross imazioni successive alla risoluzione del problema ; 
e finalmente il determinare il punto d'applicazione della spinta col 
metodo approssimato delle quadrature. Nelle moderne costruzioni si 
fa sentire il bi sogno di un metodo che, senza avere In massima ge· 
neralità, abbracci tutti i casi in cui può avvenire di dovet· realmente 
determinare la spinta delle terre, e che, per quanto è possibile, 
nou abbia gli inconven ienti ehe l'uomo tecnico polreb ue ri scon· 
trar e in q nello del Saint-Guilhem; ed è nell 'inten to eli soddisfare 
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a questa necessità che mi accingo a tentare la risoluzione del 
problema, che è il più generale di tutti quelli che si possono pre
sentare all'ingegnere costruttore, ed il quale ammette il seguente 
enunciato : detet·minare la direzione, l'intensità ed il punto d' appli
cazione della spinta prodotta da un terrapieno sostenuto da una resi
stente parete piana, avente per una lunghezza indefinita un profilò 
poligonale qualunque ma costante, e caricato su tutte o su alcune 
facce soltanto della sua superficie superiore di pesi uniformemente 
distribuiti sulle proiezioni oriHontali di liste rettangolari, tutte di
sposte parallelamente agli spigoli, secondo cui le delle fa cce vengono 
ad incontrarsi . 

. Nel dare la risoluzione dell'enunciato problema io non ho la 
benchè minima pretensione di farmi autore di una nuova teoria 
sulla spinta delle terre. Quanti hanno studiata la quislione di de
terminare la spinta p!'oc~olta da un terrap}eno contt·o la parete 
piana di un l'itegno destinato ad impcdime gl i scosceudimenti" per 
tutto quello che a me consta, non fecero altro che proporre nuovi 
metodi onde estendere a casi più generali di quelli considerali dal 
Coulomb la teoria che qu esto scl'illore diede pel primo; e l'iugé
gnere Saint-Guilhem è quegli che m egli o cl ' ogni altro raggiunse lo 
scopo . Un nuovo metodo, a parer mio più semplice di quello del 
Saint-Guilhem, e quindi meritevole di essere tenuto in considera
zione solto il riguardo delle utili applicazioni di cui rende suscet
Liva la teoria del Co.ulomh nell a pratica delle costruzioni, è qua n t o 
mi propongo di esporre, seguendo l'ordine che immediatamente 
passo ad indicare. 

Determino innanzi tutto la spinta prodotta da un masso prisma
tico di terra, ·avente per profilo della sua superficie su periore una 
linea poligonale qualunque, con sovraccarichi distribuili nel modo 
già espresso enunciando il problema che intendo ri solvere , e se
parato dal sottostante terl'apieno da una faccia piana. Per far 
questa determinazione esclusivament e mi servo dei dati che sem
pre si conoscono quando è quislione di stabilire dei muri a soste: 
gno di terrapieni, i quali dati sono le distanze orizzontali e le 
ordinate, per rappo'rto al piano orizzontale passante pel piede del 
ritegno, dei vertici del profilo della superiìcie superiore dèl terra
pieno, nonchè le distanze orizzontali determinanti le liste sovrac
caricate. Questa scelta dei dati del problema mi porta a non 
adottare il metodo elegante, ma assai ar tificioso, del Poncelet e 
seguì lo dal Saint-Guilhem, nel trovare l'espressione dell 'accennala 
spinta, la quale oltengo passando per fonnole relativamente sem-

• 
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plici, e mantenendo in evidenza la tangente ti'igonometl'ica dell'an
golo, che la faccia inferiore del prisma di terra considerato fa 
coll'orizzonte. 

Differenziando la tt·ovata espressione della spinta, giungo ad 
avere l'equazione delet·minatrice della tangente trigonometrica 
dell'an golo, che la faccia inferiore del prisma di massima spinta 
fa coll'orizzonte, e quindi·, con un metodo più diretto di quello 
del Saint-Guilhem, arrivo a spiegare come in ogni caso si deve 
procedere per la determinazie>ne del prisma, di massima spinta. 

Esaminando il caso partiwlare di un mf.(sso di terra terminato 
superiormente da un piano inclinato, unifermemente sovraccavi
calo sulla proiezione orizzontale d~ questo piano, e staccantesi da 
un. terrapieno sotto forma di prism a' triangolare, trovo l' espt·cs
sione della spinta che· esso pt·oduce contro il l'itegno, determino il 
suo punto d' appLicazion e, e, tenenLlo di mira il risultato a cui 
vo.gJi,o an~vare, nelle formo le che ne risultano, mantengo in evi
denza l'altezza verticale della parete con~ro ]·a quale agisce il 
prisma di terra considerato. Qu est'(:lr tifizio mi permette di dedurre 
la ri soluzione del problema più generale costi~uente l'oggetto di 
lfUesto Ja.voro dalla cons·iderazione di un complesso di casi pat•li
colari, come qu-ello esaminalo; ed è così che, con un metodo il 
quale, per quanto a me risulta,. cl'a altri non venne ancora seguito, 
arrivo a trovare la spinta ed il sno punto d'applicazione senza 
impegnarmi, nella risoluzione di numerose equazioni complete del 
terzo graulo, e senza adoperare il metodo delle quadrature, ma 
sibbene un processo affatto numerico e comodo nella pratica, irt 
quanto che richiede solamente l'impiego di formole semplici e eli 
facile conteggio. 

Nell'intento eli far risultare la pratica utilità del metodo da me 
proposto, ne fa ccio l'applicazione acl (:l ]cu ni casi particolari , e, 
fra i molteplici problen1i che si possono presentare nella pratica, 
ne scelgo cinque che sono i più frequenti nell 'm· te del cosLruLLore. 
Il primo dei problemi da me risolti , con metodi diversi da quello 
che io tenni, venne già trattato da altri (:IULOt'i, ma, per quanto 
mi consta, non si può rlire lo stesso degli altri quattro. 

Finalmente noto una difficoltà che si può presentare nella de · 
terminazione del prisma di massima spinta , e propongo il modo 
col quale assai facilmente può essere superata in ogni caso. 

21 O. Ipotesi che generalmente si ammettono nel calcolo 
della spinta delle terre , e resistenze clìe si oppongono allo 
&coscendimento di un masso di terra1 appoggiato ad un rite-
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gno. - Un terrapieno esercita spinta contro la parete di m~ ri
tegno costrutto per impedime gli scoscendimenti, quando si di
stacca dal terrapi eno stesso 1111 masso di terra il qual e, appog
giandosi contro la delta parete, ed agendo a guisa di cuneo, tende 
a scorrere in basso ed a rimuovere il ritegno. Tutti gli autori · che 
hanno studiato l'importante argomento della determinazione della 
spinta delle terre sono stati d'accordo nell'ammettere che sia 
piana la faccia secondo cui il masso spingente ha tendenza a 
separarsi dal terrapieno; che anzi, HAGEN (llfanuel des conslructions 
hydrauliques, 2' parti e) e PE!ISY ( Cours de stabilité des constructions, 
lithographie de l'école ù'application à Metz ) hanno voluto dimostrare 
esser la detta ipotesi una realtà nel caso di un terrapieno termi
nato superiormente da un piano orizzontale. Le dimostrazioni date 
dagli or citati autori lasciano però luogo a serie obbiezioni; pare 
più verisimile e maggiormente conforme a quanto si manifesta 
nell'osservazione di terrapieni scoscesi l'ammettere che la super
ficie di separazione del masso spingente dal so llostante tenapieno 
sia una superficie cilindrica; che ques ta superficie cilindrica abbia 
generatrici orizzontali ; e che la sua direttrice sia una linea la 
quale incomincia in alto con una bt·eve retta verticale o poco 
distante dalla verticale, ed a cui si ra ccorda un a curva convessa 
verso l'interno del terrapieno colla sua tangente nel punto più 
basso inclinata all'orizzonte di un angolo ben poco diverso da 
quello che corrisponde al natu ra! declivio delle terre. Segue da 
ciò che, fondando la determinazione della spinta delle terre all 'ipo
tesi che sia piana la facci a inferiore del masso spingente, risul
tano delle formole la cui applicazione nou può condurre che a 
risultati d'approssimazion e. Questi ri sultati però, sia per essere 
poco lontani dal yero, sia per condurre alta determin azione di ·un a 
spinta sempre un po ' maggiore di quella che realmente ha luogo, 
si possono ammellere seuza tema d'inconvenienti per rapporto alla 
stabilità dei -ritegni, la quale sarit sem pre in eccesso anzichè iu 
difetto, qualora si regolino le loro rli 111ensioni in modo che essi 
possano resistere alla spinta teoricamente dedotta partendo dall'ac
cennata ipotesi. 

Le resistenze che si oppongono allo seoscendimento di un masso 
di terra appoggiato ùa una parte al tenapieno da cui tende a stac
carsi, e dall 'altra parte alla parete di un ritegno, sono : quella do
vuta all'allrito di terra con terra che si sv iluppa nella fa cc ia infe
riore del detto masso; quella pme dovuta all 'allrito che ha luo go 
nella faccia , secondo la quale il medesimo masso si appoggia al 
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ritegno; quella dovuta alla coesione che ha luogo fra le molecole 
terrose nella faccia, secondo cui il masso spingente tende a sepa
rarsi dal terrapieno; e finalmente quella che proviene dall'adesione 
che le mo.lecole terrose poste a contatto del ritegno hanno colla 
parete del ritegno stesso. È poi opinione generalmente acceltata 
dagli ingegneri pratici, che le resistenze dovute all'attrito non si 
sviluppino contemporaneamente a quelle dovute alla coesione ed 
all'adesione; che entrino in giuoco le prime allorquando le seconde 
sono dislt'Ulle; e che nell'inslituire dei calcoli relativi all'equilibrio 
delle terre si debba solamente tener conto delle resistenze dovute 
all'attrito, anzichè di quelie dovute alla coesione ed all'adesione, 
giacchè col tempo e per molte cause sono queste soggette a venir 
meno. 

2H. Espressione generale della spinta. - Per risolvere il 
problema di cui venne dato l'enunciato nel numero 209 si in
cominci dal cercat·e l'espressione generale della spinta eserci
tata contro la parete piana An Ai (fig. 17 5) di un ritegno da un 
prisma di terra avente pet· sczion retta un poligono qualunque 
Ai A2 A3 A4 ........ , An_ 2 An_1 An, lungo orizzontalmente l'unità, e fa
cente parte di un terrapieno con profilo costante Ai A2 A3A4 ........ 

An_2 An_1 AP e con sovraccarichi distribuiti come si è detto nel 
citato numero 209 sulle liste rettangolari rappresentate in A/ At, 
A2' A/', A3' Aa" ........ , A'n_2 A"n_2 • Prendasi per origine di coordi
nate il punto O intersezione della verticale passante per Ai col
l'orizzontale condotta per Am e si assumano le direzioni Ox ed Oy 
délle accennate rette per assi coordinali positivi onde riferirvi le 
posizioni dei vertici del prolìlo della superficie superiore del terra
pieno, dei vertici della sezione retta del prisma spingente e dei 
sovraccarichi. Si chiamino ; 

X2, Xa, X4 ........ , Xn_2, Xp le lunghezze delle ascisse dei vertici 
del profilo della superficie superiore del terrapieno rappresentati 
nei punti A2, A3, A4 ........ Au-2• Ap, essendo nulla l'ascissa Xi del 
primo v~rtice Ai, 

Yi' Y2 , Y3, Y4 ........ , Yn_2, YP le lunghezze delle ordinate degli 
stessi vertici, 

Xn_1 l'ascissa del punto An_1 in cui la retta AnAn_1, rappresen
tante la faccia inferiore del prisma spingente, incontra il profilo 
della superficie superiore del terrapieno, 

Yn _1 l'ordinata del medesimo punto, 
Xn l'ascissa del punto A, la cui ordinata è zero, 

L'ARTE DI I'ABBRICARE. Resistenza dei materiali, ecc. - :54 
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X'P X'2, X'3 ........ , X'n- 2 le disl<lnze orizzontali dei punti A/, A;, 
A'3 .••.••.• ,A' n-~, rappresentanti le rette orizzontali secondo cui 
sono limitate dalla parte dd punto A1 le diverse zone sovracca
ricate, dal piano verticàle proiettato nell'asse O y, 

X/', Xg", Xa" ........ , X"u- 2 le distanze orizzontali che i pqnli A/', 
At, Aa" ....... , A"n_2, rappresentanti le rette orizzontali che limitano 
dall'altra parte le ' diverse zone sovraccaricate, hanno dal piano 
verticale proiettato in O y, 

X' l'ascissa del punto A', rappresentante la retta orizzontale che 
dalla parte di A1 limita una zona sovraccaricata, la quale si suppone 
tagliata dal prisma spingente; 

~ l'angolo che la faccia inferiore An An_1 del prisma spingente 
fa coll'orizzonte ; 

s la superficie della sezione t·etta dell'or indicato prisma; 
II il peso dell'unità di volume di terrapieno ; 
rp l'angolo d'attrito delle terre del terrapieno sopra se stesse, 

ossia quell'angolo il quale ha per tangente trigonometrica il valore 
del coefficiente d'attrito f fra le accennate terre; 

rp' l'angolo d'attrito delle terre del terrapieno sopra la parete 
del ritegno, ossia quell'angolo la cui tangente trigonometrica è 
il coefficiente d'attrito {' delle indicate terre contro la delta parete; 

~ l'angolo A1 Aux che la parete del ritegno fa coll'orizzonte e che 

"l . y i ammette per tangente 1 quoziente- X ; 
n 

Pi• p2, p3, •••••••• .• Pn- 2 i pesi dei sovraccarichi per ogni unità eli 
superficie delle proiezioni orizzontali delle liste rettangolari sulle 
quali essi si trovano uniformemente clislrib uiti, 

p il peso del sovraccarico per ogni unità di superficie clelia pro
iezione orizzontale della zona sovraccaricata A' A" che supponesi 
tagliata dalla faccia inferiore An A11 _ 1 del prisma spingente, 

P il peso del prisma spingente, avente s per superficie della 
sua sezion retta e per lunghezza l'unità, aumentato dei sovrac
carichi eli cui il detto prisma trovasi gravato sulle sue (acce superiori, 

R la spinta che questo prisr:Da produce contro la parete Ai An per 
un tratto eli essa lungo l'unità, 

Q la componente orizzontale clelia spinta R, 
V la componente verticale della ~tessa spinta. 
Considerando il prisma di terra A1 A2 A3 A4 •• •••••• An-2 An-1 An al 

momento in cui è in procinto di scorrere lungo il piano An An-h 
esso esercita: sul terrapieno un 'infinità di pressioni elementari 
riducibili ad una pressione unica N normale all'accennato piano 
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An An_ 1 con sviluppo di una rorza co ntenuta nell o stesso piano, 
rappresentante la resistenza clovutà all'allrito delle terre fra di loro, 
proporzi onale acl N ed espressa da {N ; contro il ritegno pure un 'in
finità di pressi·tlni elementari producenti una pressione N' normale 
alla parete pi ana Ai An con svolgimento di una l'esistenza d'altl'ito 
agente nel piano di delta parete, propol'zionale alla pressione N' e 
data da (N'. La risultante S delle du e forz e N ed { N f~1 colla nor
male GN al piano An An- t un angolo NGS, la cui tangente è f, 
e quind i eli valore c:p . La risultante R delle due forze N'ed {'N' fa 
c0lla normale I-IN' alla parete Ai An un angolo N'H H, la cui tan
gente è f', e quindi di valore c:p' . I punti d'applicazione G cd H 
delle accennate risultanti si tl'ovano in quelle posizioni per le 
quali è pqssibile lo stato d' equilihl'i o prossimo al moto del prisma di 
terra Ai A2 A3 A4 • ••• .••• An_2 An-t An. Ora, essendo le dn,e pressioni 
R ed S causate dal peso P, sono esse le componenti che risultano 
scomponendolo nelle due direzioni II-IR ed I G S incontranlisi in 
uno stesso punto I dell a verticale passante pel centro di gravità 
del prisma di tena considerato e dei suoi sovraccarichi ; e , im
maginando costrutto il parallelogramma I (B) P (S) avente per 
sua diagonale una r etta verticale rappresentante in dit·ezione ed 
intensità il peso P, ecco come si ,può procedere nel determinare 
la spinta H, la quale tt·ovasi rappresentata in intensità e direzione 
dal lato I (H) del rlelto parallelogramma. 

La sup erficie del poligono A1 A2 A3 A4 ......... A11 _ ~ A 11 _ 1 A 11 , essenrlo 
la somma ùclle aree dei trapezi O A 1 A2 J) 2 , D2 A2 A3D3, D3 A3 A4'D4, 
........ , Dll-2 All-2 A._ 1 Dn - l diminuila di quelle dei due triangoli 
A. An-l Du-1 crl A11 A1 0, vicn dala da 

[ 

X2 (Y1 + Y2) +(X3-X2) (Y2+ Ys) + (X4 -Xs)(Y~+ Y4) J 
S = ~ + .·· ..... • · • · • • · · • • • • • · · · · · + (Xn-2-Xn-3) (Y n-3 + Yn-2) ' 

+ CXn-1- Xn-2) (Yu-2 + Yn-1) - (Xn-1- Xn) Yn-t - x l\ y i 

la qual espressione, ponendo 

l 
X2 (Y, + 1' 2) + ('Xr-X2) (Y 2 + Ys) + (X4-- X3) (Ya+ Y4) l 
+·: . . ...... .. + (Xn-2 -Xn-s) (Yu-s + Y"_,)--'--Xu-2 Yu- 2 =A (1) 

-XnYi 
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e mettendo Y ,._1 faltor comune, si riduce a 

s==~[ A+ Yn-iXn-1- (Xn_s-Xn) Yn-1 ] •· 

Il peso del prisma di terra rappresentato nel poligono At A2 

A3A4 ........ An_2An_1An, avente l'unità per huighezza ed s per super-
ficie della sua sezione retta, è 

~II [A+ Y n-2 Xn-1- (Xn-2-Xn) Y n-1 ] (1). 

Tutti i sovraccarichi esistenti sulla superficie superiore del terra
pieno costituiscono un peso espresso da 

) Pt(X/'-X/)+p2 (X2"-X2')+p3(X3"-X/)+ ..... l· 
l +Pn-2 (X"n- !-X'n- 2)+p(Xn- 1-X') 

il quale, ponendo 

si riduce a 

B+p(Xn-1-X') (Il). 

Il peso P, somma di quello del prisma spingente dato dall' espres
sione (l) e di quello dei sovraccarichi che su esso si trovano, dato 
dall'espressione (Il), ha per valore 

J (III). 

Chiamando ora x ed y le coordinate correnti delle rette An An-t e 
An-!Ap, esse hanno rispettivamente per equazioni 

y == (x-Xn) tang ~ , 
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essendo C la tangente trigonometrica dell'angolo AP An_1 A' P data 
dall'equazione 

(3); 

e quindi le coordinate Xn_1 ed Yn_1 del loro punto d'intersezione 
An-1 sono 

(IV), 

(V). 

Ponendo questi valori di Xn_1 e di Yn_1 nell'equazione (III), e 
facendo 

2B 2p( ') ( ) A+ n+ n Xn-X - Yn-2 Xn_2-2Xn 

+C(Xn-2-Xnf ==D (4), 

[ 2B 2p( ' ) J -C A+ n + n Xn-2- X + Xn-s Yn-2 

( 2p) -+ Yn-2 Yn-2+ n -E (5), 

si ottiene il seguente valore di P in funzione dell'angolo ~ e delle 
coordinate dei vertici Ai, A~, A a. A4, ........ An-2• AP ed An, 

(VI). 

Per ottenere la spinta R prodotta dal peso P contro la parete 



A
1 

An si osservi, che dal triangolo l (H)P, i cui lati TP ed I (R) rap
presentano rispettivamente le forze P ed R, si ha 

H.-PsenlP(R). 
- senl(H)P' 

dw, immaginando abbassate da I le due perpendicolari I d ed I e 
su AnAn_1 ed AuAj e prolungata la lP fino ad incontrare iuf'l'or-iz
zonlale Ox, agevolmente si deduce 

' 

lP (R)==P lS==Pl d- Sid = An_1 Anx- SGN == 'f -rp , 

I (R) P== 180°-] P (R) -RI P==180°-l P (R) - (e 1{- ei R) 

=rp+rp' +13- 'lj;; 

e che per conseguenza risulta il seguente valore di H 

(V Il). 

Se ora in quest'equazione si sostituiscono il valore di P dalo dal
l'equazione (VI ) e gli svolgimenti dei seni d eli (l differenze degli 
archi tj; e rp, rp + ry' + ~ e tj; , se numeratqre c de~omiualore della 
frazione che è moltiplicata per P si dividono per cos tj;, e se ai 
detti due termini di questa frazione si pot1gono rispettivamente l'al
lori comuni cos rp e cos (rp+rp' +~) , il valore di H diventa 

x 

R- ~n cosrp_ X 
-2 cos (rp + rp' + /3) 

D tang2 'f+ (E - Dtang rp ) tang 'lj; - E tang rp 

-- tang2 'f+ [C+ tang (q>+ rp' + /3) J tang 'f 

- C t an g ( rp + cp' t 13) 

(VIII) . 

Pet· trovare le componenti orizzontale Q e verticale V della spinta 
R l~,isogna prima procural'Si l'angolo Rlg, che la della spinta fa 
coll'orizzonte. Perciò si osserva che dalla figura risulta 

R lg--: g l{i-R1.f= 90°-( elf-el R) ==f3+ rp'- 90°, 
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e che per conseguenza, essendo Q== Rcos Rlg e V==RsenRig, 
risultano le seguenti equazioni determìnatrici di Q e di V 

Q==Rsen(B+ rp') 

V==-Rcos (~+rp') 

212. Determinazione del prisma di massima spinta. - Il va
lore della spinta R dato dall'equazione (VII) è nullo per ~==cp, 

e lo stesso succede per ~ == ~. giacchè il prisma spingente, ridu
cendosi ad avere una base nulla, ha pure un peso nullo, e pro
duce quindi una spinta nulla. Segue' da ciò che, facendo variare 
la posizione del piano AnAn_1 separante il prisma spingente rap-
presentato in Ai A2 A3 A4 ........ An_2 An-i An in modo che l'angolo 
cot·rispondente An-i An x prenda tut li i valori compresi fra rp e ~ . 
si deve trovare un certo valore dell'angolo ~. per cui il relativo 
prisma spingente produce la spinta più grande di tutte quelle che 
corrispondono a quanti altri prismi possono essere separati dal 
terrapieno mediante piani inclinati passanti per l'orizzontale rap
presentata in An. Questo valore particolare di ~. che verrà indi
cato con l[l', è appunto quello che importa di conoscere per la 
pratica determinazione della spinta prodolla da un terrapieno 
contro la parete piana di un ritegno destinato ad impedire gli 
scoscendimenti. 

F ·1 ffi . l'ff . l dR 1· l' · i acendo 1 coe c1ente c 1 erenzw e -d --
1 

mec I ante equazione 
tan y; 

(VIU), eguagliando a zero quel fattore che è funzione di tang ~. c 
che fa diventar nullo il detto coefficiente differenziale, operando 
tutte le riduzioni, e cangiando ~ nel suo valore 'l' corrispondente 
al prisma di massima spinta, si ottiene la seguente equazione de
terminatrice di W 

[E+ D[C+tang( rp + cp ' + ~) -tang rp J Jtang2 W 

-2 [C Dtang( rp + rp' +~)+E tang rp JtangW 

4- (C D+ E) tang( rp+c:p' +~ ) tang c:p 

-CE [tang(c:p+c:p' +~)-tangc:p J 
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Quest'equazione conduee a trovare due valori di tang W, e bi
sogna ritenere siccome determinante il prisma di massima spinta 
quello cui corrisponde l'angolo W compreso fra cp e ~ · 

Supponendo ora che An An_1 rappresenti appunto la faccia infe
riore del prisma di massima spinta, e chiamando Xm ed Y m le 
coordinate del punto An_1, il quale verrebbe così a rappresentare 
l'intersezione di detla faccia colla superficie superiore del terra
pieno, si ottengono le dette coordinate ponendo nelle equazioni (IV) 
e (V) il valore di tang W dedotto dall'equazione ( 1) in luogo di 
tang ~, e cangiando rispettivamente Xn_1 ed Yn_1 in Xm ed Ym; 
cosicchè risulta 

X _ XntangW+ Yn-2-CXn- 2 

m- tangW-C 
(2). 

Per· determinare in ogni caso, ed a seconda della forma della 
superficie superiore del terrapieno e dei sovraccarichi su essa esi
stenti, la vera posizione della faccia inferiore del prisma di mas
sima spinta, colle equazioni (1 ) , (2), (5), (4) e (5) del numero 
precedente, si calcolino i sistemi dei valori delle costanti A, B, C, JJ 
ed E supponendo successivamente che la detta faccia inferiore tagli 
la superficie superio1·e del terrapieno nei tratti che trovansi rappre
sentati in AiA'10 A'j A"i, A"1 A2 , A2 A'2 , A' 2 A"2 , A"2 A3, A3 A'3 , A'3 A"3, 

A"3A4 •••••••• Di mano in mano che si conoscono i valori di queste 
costanti si sostituiscano nell'equazione ( 1) per calcolare i corrispon
denti valori di tang W, e per ollenere il valore di Xm dalla prima 
delle equazioni (2). I successivi valori di Xm si paragonino colle ascisse 
dei punti A'H A\, A2 , A' 2 , A" 2 , A3, A'3, A"3, A4 • . •••••• ; ed il prisma 
di massima spinta tro·vasi determinato quando il valore di x m. 
calcolato nell'ipotesi che l'incontro dilla faccia inferiore di questo 
prisma colla superficie superiore del terrapieno cada su un de
terminalo tratto di quest'ultima, è eguale, oppure compreso fra i 
valori delle ascisse dei due punti rappresentanti le orizzontali che 
limitano un tal tratto. 

La faccia inferiore del prisma di massima spinta fa general
mente coll'orizzonte un angolo il quale d'alquanto si scosta dai due 
suoi limiti ~ e ~ · Da quest'osservazione deriva che, nell'intento di 
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abbreviare il lavoro necessario alla determinazione dell'accennalo 
prisma, conviene incominciare i tentativi supponendo che l'indicata 
sua faccia incontri la superficie superiore del terrapieno in tali siti 
da risultare l'angolo che essa fa coll'orizzonte n è troppo v1cmo 
al suo limite inferiore An_1 Anx, nè troppo prossimo al suo limite 
superiore A1 Anx. 

215. Spinta e suo punto d'applicazione nel caso in cui il prisma 
spingente è terminato da un piano inclinato con sovraccarico 
uniformemente distribuito nella sua proiezione orizzontale. -
Per giungere ora a trovare le formole mediante le quali, una volta 
determinato il prisma di massima spinta, torni agevole in ogni 
caso particolare il ricercare l'intensità, le componenti orizzontale 
e verticale, ed il punto d'applicazione della spinta che un terra
pieno esercita contro la parete piana di un ritegno, si esamini il 
caso in cui il prisma spingente è superiormente terminato da una 
superficie piana inclinata all'orizzonte, e portante un sovraccarico 
uniformemente distribuito sulla sua proiezione orizzontale. 

Sia A1 An (fig. 178) la retta rappresentante la parete spinta , 
A1 A quella che determina la superficie superiore del terrapieno, 
ed A3 A2 la faccia inferiore del prisma spingente. Si consideri 
una porzione di questo prisma orizzontalmente lunga l'unità, e 
si ritengano le denominazioni che già vennero stabilite al nu
mero 2_'11 per quanto concerne al peso dell'unità di volume di 
ten·apieno, al peso del sovraccarico riferito all'unità di superficie 
della proiezione orizzontale della faccia superiore del terrapieno, 
agli angoli d' attrito, agli angoli esprimenti le inclinazioni della 
parete spinta e della faccia superiore del prisma spingente coll'o
rizzonte, alla tangente trigonometrica dell'angolo che il piano, se
condo cui termina superiormente il terrapieno, e che viene incon
trato dalla faccia inferiore del prisma spingente, fa coll'orizzonte. 
Si chiamino : 

y l'altezza verticale A1 O del tratto di parete spinta sulla quale 
si suppone agire il prisma spingente A1 A2 Aa, 
' y' l'altezza verticale A1 O' di un altro tratto di parete spinta su 
cui si suppone agire una parte A1 A'3 A'~ del prisma spingente se
parata da questo mediante un piano A'3 A'~ parallelo ad A3 A~, 

!; la distanza O O fra il piano orizzontale passante p el punto A, e 
quello passante pel punto An, 

R la spinta che ha luogo contro la parete A1 A8 , 

R' quella che si verifica contro A1 A'8 , 
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Q la componente orizzoutale della prima spinta , 
Q' la stessa componente per la seconda, 
Y la distanza del punto d'applicazione della spinta R dal piano 

orizzontale passante per Ai, 
Y' la distanza dello stesso punto d'applicazione dal piano orizzon

tale passante per A3, e 
Z la sua distanza dal piano orizzontale passante per An. 
Nel caso particolare in questione, essendo un triangolo la sezion 

retta ùel prisma spingente, si ha 

Yn-1==D2A2== Y2, 

e quindi il valore di A, come risulta dall'equazione ( 1) del numero 
2H, è 

Trovandosi il sovraccarir.o su tutta la superficie superiore del terra
pieno, esiste la sola lista sovraccaricata che è incontrata dalla 
faccia inferiore del prisma spingente, e che incomincia dall' orizzon
tale rappresentata in Ai, per cui 

X'==O. 

l valori di D e di E, a cui conduce l'applicazione delle equazioni ( 4) 
e (5) del numero 211, sono 

D=-cot~[(1-Ccot ~)y~+ ~J y J, 
E== ( 1 -C co t~) y2 + ~ri y; 

e quindi il valore di R (equazione VIII del numero 2H ), effettuando 
i prodotti, ordin.ando il numeratore della frazione che è funzione 
di tang ~ secondo le potenze di y, e mettendo in evidenza il fattore 
comune 
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(tang ~- tang cp) ('1- co t~ tang~), 

si riduce a 

R-~n cos cp X 
-2 cos ( cp + cp' + ~) 

(tang~-tang rp) ('1 - cot ~tang ~) [ (1 - C co.t ~)y2+ ~ y J 
X -tang2 ~+ [C+tang( rp +rp' +~)] tang~ 

- C tang( rp+rp' + ~). 

Se ora si pone 

, cos rp ! 
. cos(rp+rp'+~)X f 

(tang~- tangrp)(1 - cot~tang~) j =F 
X- tang ~ 2 +[C + tang ( rp +rp' + ~ )] tang ~ 

- Ctang ( rp +rp' + ~) 

(1 ), 

la tt·ovata espressione rli R diventa 

(2), 

c la sua componente orizzontale Q vien data (equazioni IX del nu
me:vo i 11) da 

Se invece di considerare il total prisma spingente A1 A2 
A8 si con

sidera solo la parte A1 A'2 A'3, non cangiando i valori di n, p, rp, rp', 
~. ~ e C e quindi neppure quello di F, ma sihber:te diventando y' if 
valore di y, si ha 
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La spinta orizzontale elementare su una lista A'3 A"3 alta vertical· 
mente O'O":=dy è 

d Q'==~ IIF [2 (1-Ccot ~)y' + 
2J Jsen(~+rp') dy', 

ed il momento di questa spinta elementare rispetto al piano oriz
zontale passante per Ai vien espresso da 

y' d Q'==~ IIF [2 (1-Ccot ~) y'2+ 2rf y' J sen (~+cp')dy'. 

Siccome poi la somma dei momenti delle spinte elementari che 
hanno luogo lungo la parete Ai A3 rispetto all' accennato piano 
orizzontale deve fare il momento della spinta orizzontale totale Q 
rispetto allo stesso piano, si ha la seguente equazione determina
trice di Y 

[<1 -Ccot~) y'+ 
2J' y ]Y Jy[2(1-Ccot~)y''+ 2J' y' ]dy', 

o 

la quale, in seguito ad integrazione, conduce ad ottenere 

y-'V. 2II (1 - C cot~)y+3p 
-3· II(1 -=- Ccot~)y+2p · 

L'altezza Y' del punto d'applicazione della spinta R al di sopra 
del piano orizzontale passante per A3 è la differenza y-Y, e quindi 
vien data da 

Y' -'!L II (1-C cot~)y+3p 
-s ' II(1 - Ccot ~)y+2p 

(3), 

e la distanza Z del suo punto d'applicazione dal piano orizzontale 
passante per An ammette il valore 

z-~ 1,j II (1 - Ccot ~) y+3Jì 
- + s ·rr(1 - Ccot~)y+2p (4). 
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214. Intersezione della parete piana contro la quale ha luogo 
la spinta con un piano parallelo alla faccia inferiore del prisma 
di massima spinta, e con una delle facce costituenti la superficie 
superiore del terrapieno. - Se da tutte le rette orizzontali poste 
sulla superficie superiore del terrapieno, e rappresentate nei punti 
(fig. 175) A/, A/', A~, A~', At, A3, A,.', Aa", A4 ........ , An-i• A'n-2• 
A"n-2 ed A', si immaginano condolli tanti piani paralleli alla faccia 
inferiore del prisma di massima spinta, e quindi facenti coll'oriz
zonte. l'angolo W, la total parete A~ An viene tagliata da questi 
piani secondo altrellante rette orizzontali rappresentate nei punti 
B/, B/', B~, B~', Bt, B3, B3', B/", B4 ......... Bn-2• B'n- 2, B"n-2 e B', ed 
ecco come si fissa la posizione di una di queste orizzontali. 

Sia A; (fig. i 79) il punto che rappresenta la retta orizzontale 
della superficie superiore del Lenapieno per cui si conduce il piano 
parallelo alla faccia inferiore An An-t del prisma di massima spinta, 
la retta A; B; determini il dello piano, e, rilènute le denomina
zioni già stabilite ai numeri 2H e 212 per quanto spella all'ordinata 
O A~. ed agli angoli A~ An x e An-i An x , si chiamino : 

X; ed Y; le due coordinale OD; e D;A; del punto A; rispetto agli 
assi ortogonali O x ed Oy, il primo orizzontale e passante per A"' 
il secondo verticale e passante per A~o 

c;; l'ordinata O b; del punto., B; ; , 
essendo x ed y le coordinate correnti delle due rette An A1 ed A; B;, 
esse hanno rispettivamente per equazione 

y- Y~ =xtang~ l 
y-Y;:= (x-X;) tang·W 

(I)' 

e quindi l'ordinata .;; del loro punto d'intersezione B; vien data 
dall'equazione 

.;. _ Y; -(X;+ Yj co t~) tang W 
,- 1 - cot~tangW 

(1). 

Prolungando ora le rette A~ A3, A3A4 ........ , An-2 An-t (fig. 175) 
rappresentanti le facce superiori del prisma di massima spinta fino 
ad incontrare la retta An A1 la quale rappresenta il piano in cui 
trovasi la parete spinta, risultano nei punti C2, C3 ........ , Cn_2 le in
tersezioni di questa con quelle, ed ecco come si può procedere 
per fissare una di tali intersezioni . Si consideri in generale la faccia 
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superiore del prisma di massima spinta r appresentata colla tetla 
AiAi+i (fig. 179) incontrante la parete spin ta secondo l'orizzontale 
proiettata nel punto C;, si ritengano le denominazioni che già YCil

nero stabilite in questo numero, e si chiamino 
Xi+t ed Yi+t le coordin ate del punte Ai+t e 
vi l'ordinata O ci del punto Ci; 

essendo .x ed y le coordinale correnti delle rette An A1 etl Ai A,+ H 

siccome l'equazione del\a prima retla è l'equazione (1), mentre 
quella ~I ell a seconda è 

l'ordinata vi del loro punto d'intersezione vien data dall 'equazionù 

(2) . 

2i 5. Spinta massima, sue componenti orizzontale e verticale 
e suo punto d' applica?.ione nel caso più generale che si può 
presentare all 'ingegnere costruttore. - Una volta calcolate tutle 
le ordinate dei punti B/, U/', B2 , B2', B/', B3, B3', B/', B4 .. .... .. , 

Bu_2, B'n_2, B"n- 2 (fig . 17 5) mediante l'equazione ( 1) del numero 
precedente, e quelle dei punti C2, C3, C4 ... .. .... , Cn_2 coll'applica
zione dell'equazione (2) dello stesso numero, torna facile il trovnre 
con semplici differenze le altezze verticali A1 b/, A;b7', A:;/ç c;r;:, 
-;;r;;, ~ Cg ba, Cg ba', Ca ba", C3 b4, C4 b 4 ........ , Cn-2 b n-2 > Cn- 2 b 'n-2• 

C11_ 2 b"n_2, C11_ 2 0. Le tre altezze A1 b/, A1 b/' e A1 b2 , conveni ente
mente applicando le equazioni (1) e (2) del numero 21 5, si im
pieghino pet· determinare la spinta r/ prodotta dal prisma di terra 
A1 B/ A/ senza sovraccarico , le spinte R/ ed R/' prodotte dai 
prismi A1 B/ A/ ed A1 B/' A/' supposti uniformemente sovraccaricati 
come lo è il tratto A/ A/' della superficie superiore del teLTapicno, e 
le spinte r/' e Pt prodotte dai prismi A1B/' A/'. ed A1 B2 A2 senza 
sovraccarichi. Le quattro altezze c2 b2 , c2 b2', c2 b2" e c2 ba si .fac 
Ciano servire per trovare le spiute ,. 2 ed r 2' prodotte dai pri smi 
C2 B2 A2 e C2 B2' A2' senza sovraccarichi, le spinte H/ ed Ht pro
dotte dai prismi C~ B2' A2' c C2 Bt At supposti uniformemente 
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sovraccaricati come il tratto A2' At della superficie superiore del 
terrapieno, e le spinte rt e p2 prodotte dai prismi C2 B2" A/' e 
C2 Ba A3 senza sovraccaricbi. Analogamente si determinino tutte le 
spinte r3 ed ra', R3' ed Ra", ra" e pa ...... .. , 1"11_ 2 ed r'

11
_ 2 , R'

11
_ 2 ed H"n_2 , 

r"n- 2 e Pu-~ rispondenti rispeUJivamente ai pt'·Ìsmi Ca Ba Aa e Ca Ba' A3' 

senza sovraccarico, ai prismi Ca Ba' Aa' e Ca Bt Aa" con sovraccarico 
uniforme come sul tratto A3' A/', ai prismi C~ Ba" Aa" e C3B4 A4 senza 
sovraccarico, ... ..... , ai prismi C11 _ 2 B,_2 An_2 e C n- i! B',_2 A'u-2 pure 
senza sovraccarico, ai prismi Cn-2 B'n-2 A'n- 2 e Cn_2 B"n_2 A"

11
_ 2 con 

sovraccarico uniformemente distribuito, e finalm ente ai prismi 
C11_ 2 B"u- 2 A"u- 2 e C11_ 2 An An-t senza soveaccarico. Trovate tutte 
queste spinte parziali si facciano le differenze 

P2-r/ , 

1'' n-2 - 1' n-2 , R" n-2- R'n-2 , 

ed evidentemente, nel caso più. generale in . cui la lista sovraocari
cata si debba comiderare siccome posta fra le orizzontali A11_ 2 etl 
A11_ 1 , si ottie11e la spinta totale, che è la spinta massima Hm 
quando nel fare le spinte parziali siasi messo per ~ il suo va• 
!ore \V corrispondente al prrsma di massima spinta, aggit~ngeuùo 
ad r/ la somma di tutle le trovate differenze, e ponendo quindi 
simbolicamente 

i=n- 2 i = n -- 2 i =n - 2 

Rm=r / + ~ (r/ -ri) + ~ (R/'-R')+ ~ (pi- r /') ('l ). 
i=2 i=1 i = 1 

Si è visto al numero 211 che in generale si ottengono le com
ponenti orizzontale e verticale della spinta prodotta da un dato 
prisma di terra contro la parete piana di un ritegno, moltiplicando 
rispettivamente per sen (~ + cp') e per - cos (~ + cp') il valore el i 
delta. spinta. Segue da ciò che, un a volla trovato il valore di Hm, 
si c;1 !colano le sue componenti orizzontale Qm e verticale V m me· 
t!ianle le semplicissime equazioni 
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(2), 

V m==- RmCOS (~ + rp') (3). 

Resta ora a trovarsi il punto d'applicazione della spinta Rm, e 
questa ricerca in modo facile può essere effelluata ammeltendo 
l'ipotesi 1 favorevole alla stabilità, che le terre in procinto di sco
scendere tendano a separarsi secondo piani paralleli alla faccia 
inferiore del prisma di massima spinta. Applicando l'equazione (5) 
del numero 2-15 si calcolino le distanze dei punti' d'applicazione 
delle spinte parziali r/ ed R/, R/ ed t•/' , Pi ed r 9, t•2' ed R2' , 

R/ ed r 2", p2 ed t'3, r/ ed R3' , Ra" ed t·3", p3 ......... r n_2, t·'u-! ed 
R'n_2, R"n-~ ed l'"n_2, Pn-2 dai piani orizzontali rispettivamente pas
santi pei punti B/, B/', B2, B2' , B2" , B3 , B/, Ba", B4 ........ , Bn-2 • 
B'n-2 , B"n- 2 , An. Alle trovate distanze si aggiungano le ordinate 
degli stessi punti, ossia le loro distanze dal piano orizzontale pas
sante per An, onde ottenere le distanze dei punti d'applicazione 
delle spinte parziali dal piano orizzontale or ora definilo. Si indi
chino c.on :t/ e Z/, Z/ e z/', l;i e z2, z2' e Z2' , Z2" e :t2" , 1; 2 e Z3, 

.z a' e Za', Za" e z3", sa ........ , .z n- 2• .z' u-2 e Z' n-2• Z" u- 2 e .z"n-2• su-2 

queste ultime distanze, con Zm quella del punto d'applicazione della 
spinta Rm pure del piano orizzontale condotto per An. Ponendo 
che il momento Qm Zm della spinta totale rispetto all'indicato piano 
deve essere eguale alla somma algebrica dei momenti eli tutte le 
spinte parziali rispetto allo stesso piano, si ottiene un'equazione 
la quale, sopprimendo il fattore sen (~+ <p' ) che è comune a tutti 
i termini, giacchè invece delle spinte totale e parziali bisogna 
porre in essa le loro componenti orizzontali, simbolicamente può 
essere scrilta 

R. Z.= l 
e da cui ricavasi 

l ' 
l 
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i=n-2 i = n-2 

' ' ~ ( ' ' ) ,, (R "Z" R 'Z ') rtzt+"' r; zi -ri zi +"' i i- i i 
i=2 i=1 

i=n-2 
(4). 

+ ~ (pi ~ i -r;" z;") 
i=1 

Le cinque spinte parziali r/, R/, R/, r/ e p1 , prodotte dai 
prismi aventi le- loro facce superiori sulla prima faccia della su
perficie superiot·e del tenapieno rappresentata in A1 A2 , si ridu
cono: alle t.re R/, r/ e Pt quando il sovraccarico, incominciando 
dall 'orizzontale At, si estende fino all'orizzontale A/; alle tre 
r/, R/ ed R/, quando il sovraccarico occupa una lista limitata 
dalle orizzontali A/ ed A2 ; alla sola spinta R2" quando il sovracca
rico esiste su tulta la faccia A1 A2 ; ed alla sola spinta t'/ quando 
la della faccia non porta sovraccarico. Le sei spiule parziali r i , 
t·i', R;', Ri", t·;'' e Pi riferentisi a prismi aventi le loro facce superiori 
su un piano qualunque CiAiA,+1 (fig . 179) , si ridncono: alle 
quallro R;', R;'', t·;'' e Pi quando la lista sovraccaricata incomincia 
coll'orizzontale Ai per terminare coll'orizzontale A;''; alle quattr·o 
t'; , r;', R;' ed Ri" quando il sovraccarico Lrovasi su una lista rap
presentata in A/ A,+1 , che si estende dalla orizzontale A;' all' oriz
zontale Ai+1 ; alle due R;' eù R" quando il sovraccarico si trova sn 
tutta la faccia Ai Ai +1; ed alle due ri ed r/ quando non esiste so
vraccarico alcuno. Finalmente, per quanto concerne ai prismi le 

' cui facce superiori si trovano sul piano C"_2 An_2 Au_1 (fig. 175), 
esistono: le sei spinte rn_2, r'n_2, R'n_2, R"n_2, r"n- 2 e Pu- 2 quando 
la lista sovraccaricata cade fra l'orizzontale An_2 e l'orizzontale 
An-t rappresentante l'inlersezione della faccia inferiore del prisma 
di massima spinta colla superficie superiore del terrapieno ; le 
quattro R'n_2 , R"n_2 , r"n-2 e Pn- 2 quando la lista sovràccaricala in 
comincia all 'ot·izzontale An_2 e termina in A"n- 2 prima dell'oriz
zontale An_1 ; le quattro r 0 _ 2 , r'0 _ 2, R'n·-2 ed R"n-2 quando l'orizzon
tale An-t cade sulla lista sovraccaricata A'n- 2 A" n-!; alle due R'u-2 

ed R\_2 quando il sovt·accat·ico esiste su Lutto il tratto Au_2 A0 _ 1 ; 

ed alle due r 0 _ 1 ed t''n- 1 quando non esiste sovraccarico alcuno 
sul detto tratto An-2 An_1 . 

216. Risoluzione di alcuni problemi pratici. -L'applicazione 
dell 'esposta teoria è della massima facilità, ed ecco la risoluzione 

L'ARTE DI FABBRICARE . Resistenza dei matel'ia/i, ecc. - 35. 



546-

di alcuni prohlemi, i quali sono di uso continuo nella pratica del
l'inge~nere costruttore. 

L 'Trovare l'intensità, le componenti orizzovtale e verticale ed il 
ptt>nto d' appl!:cazione della spinta esercitata contro la parete piana c 
verticale di un ritegno da ttn terrapieno lungo orizzontalmente l' unità 
e terminato superiormente da una faceta piana con sovraccarico uni
fonnemente distribuilo sulla sua proiezione orizzontale. 

Essendo verticale la parete spinta, essendo un triangolo la se
zione retta del prisma spingente, e venend o la faecia inferiore di 
questo prisma a tagliare la superficie sovraccaricata, si ha (fig. 180) 

Yn-2=A 3 A{= Yt, 

X'=O, 

ed i trovati valori di ~. D ed E, posti nell'equazione (1) del nu
mero 212, conducono alla seguente equazione determinatrice della 
tangente trigonometrica dell'angolo A~ A3 x='V che la faccia infe
riore del prisma di massima spinta fa coll'orizzonte 

, tang· cp-C 
tang·2W -2 tano·m tangW- . +Ctang· m=O 

~T tang(cp+cp') T ' 

d'onde 

1 v tano·ro- C tang W- tang m+ -- - --'"'-T,__ _ ___,. 
- r cos cp . tang cp + tang cp' 

(1). 

Conoscendosi ora il valore di tang W, si trovi il valore di F me
diante l'equazione (1) del numero 215 can s iando in essa -+in W, 
c facendo 13=90", e si ottiene 
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F- coscp 
- cos (cp+cp'). 

tang W- tang cp 

tang ( cp +q/) tang2 W 

+ [1-Ctang (cp+q/)] tangW -C. 

Questo valore di F, posto nella (2) dell'ultimo citato numero col
l'osservare che nel caso proposto l'altezza y della parete spinta è 
A1 Aa = Y1 e che la spinta prodotta dal prisma di terra rappre
sentato in A1 A2 Aa è la spinta massima Rm, conduce a trovare 

tan g ( cp + cp') tang2 w (2) . 

+ [1-Ctang(cp+cp')] tangW-C 

Le due componenti orizzontale e verticale Qm e V m della spinta 
Rm si ottengono- mediante le equazioni (2) e (5) del numero pre
cedente e, per essere ~=90°, si ha 

(3), 

(4). 

Resta finalmente a trovarsi il punto d'applicazione della spinta 
massima Rm sulla parete spinta A3 A1• La distanza Zm di questo 
punto dal piano orizzontale passante pel punto Aa si ottiene ap
plicando l'equazione (4) del numero 215, ponendo in essa ç=O, 
y=Yto ~=90", e cangiando Zin Zm, per cui risulta 

(5). 

Riepilogando la risoluzione del proposto problema I, agevol
mente si riconosce come essa riducasi ad assumere come dati 
l'altezza Y1 della parete spinta, la tangente trigonometrica C del
l'angolo che la superficie superiore del terrapieno fa coll'oriz
zonte, il peso II dell'unità di volume di terrapieno , il peso p 
distribuito sull'unità di proiezione orizzontale di detta superficie, 
gli angoli d'uttrito cp e cp'; ed a calcolare successivamente tang liJ", 
Rro, Q m, V m e Zm mediante le trovate equazioni (f), (2), (5), 
(4) e (5). 
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Osservazione r - Nel caso particolare in cui l'angolo AA1 x', 
avente C per sua tangente trigonometrica , è eguale all'angolo 
d'allrito q> delle terre del tenapieuo sopra se stesse, l'angolo "Il' 
che determina il prisma di massima spinta vien dato cla 

tangW=t:mg rp , 

~ 

il qual risultato portn a conchiudere che la faccia inferiore del 
prisma di massima spinta si confonde col piano del natura! decli
vio cl elle terre condotto dall 'orizzontal e rappresentata nel punto 
A3 , che la faccia inferiore del prisma di massima spinta è paral
lela alla sua fa cciR superiore, e che quindi questo prisma va con
siderato siecome nn masso di terra il quale si estende ad un 'al
tezza indefinita. 

In quanto poi al valore di Rm, che per C= tang q> si prese11ta 

solto il simbolo ~, in seguito a soppressione del fattore tang 'Jf 

- tang IJl comune al uumeratore ed al denominatore, diventa 

Osservazione 2' - Quando non esiste sovraccarico sulla super
ficie superiore del terrapieno, le equazioni che servono a deter
minare lJ! , Hm, Q"" V m e Zm sono quelle segnate coi numeri (-1 ), 
(2), (3), (4) e (5) modificate col farvi p= O. L'equazione (i), es
sendo indipendente da p, non cilngia; l'equnzione (2) diventa 

_ 1 2 cos rp 
Rm-2- UY1 ( ')' cos !Jl + !Jl 

tang W - tango/ 
tang ( rp + c:p') tang 2 '-V 

+ [ '1-- C tang (rp+!Jl')] tang 'V- C 

per rapporto alle equazioni (3) c (4) bisogna intendere che il va
lore eli Rm che esse contengono sia quello or ora trovato ; e final
mente l'equazione (5) si riduce a 

(6). 

Osservazione :'i' - Se la superficie superiore del terrapieno di
venta un piano orizzontale con sovraccarico uniformemente dislri-
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Imito su esso, nelle equazioni (1), (2), (5), (4) e (5) che conven
gono pel caso in cui la delta supedicie è un piano inclinato , 
bisogna porre C= O. Le equazioni ( 1) e (2) determinanti rispetti· 
vame'nte il prisma di massima spinta e la spinta massima diventano 

_1 coscp 
Rm_ 2-Yj(IIYj+2p) ( ')X . cos t+cp 

(7), 

tang tV- tang 1f 
X _t_a_n_g_( cp- +- cp') tang2 W+ t an g W 

le equazioni (3) e (4) non cangiano quando inteudasi che il valore 
di Rm che entra in esse sia quello somministrato dall'equazione 
ullima trovata, cd il .valore di Zm non subisce cangiamento alcuno. 

Ossm·va.zione 4' - Se finalmente la superficie superiore del tcr· 
rapieno è nn piano orizzontale senza sovraccarico , il valore di 
tang W rimane quello dato dalla prima delle equazioni (7) ; quello 
di Rm si riduce a 

i valori di Qm e di V m risultano dalle equazioni (5) e ( 4) ponendo 
in esse il valore di Rm calcolato coll'ultima equazione, ed il va
lore di Zm rimane quello dato dall'equazione (6). · 

II. Trovare l'intensità, le componenti u1·iz .zontale e verticale ed il 
punto d'applicazione della spinta prodotta cont1·o la parete piana e 
verticale di un 1'Ìlegno da un terrapieno lungo orizzontalmente l'unità 
e terminato superiormente da due facce piane non sovraccaricate. 

Per risolvere questo problema bisogna prima decidere se la 
faccia inferiore del prisma di massima spinta taglia la prima faccia 
della superficie superiore del terrapieno rappresentata nella rella 
A1 A2 (fig. 181 ), oppure se taglia la faccia successiva A2 A. Perciò, 
mediante l'equazione (1 ), in cui C rappresenterà la tangente trigoJJO· 
metrica dell 'angolo A2 Ajx', si c:Jlc.oli il valore di tangtV, e quindi 
coll'equazione (2) del numero 212 si trovi il valore di Xm. Se 
questo valore è minore dell'ascissa nola X2 del punto A2 la fac
cia inferiore del priswa eli massima spinta taglia la faccia A1 A2, 
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ed il problema si riduce a quello del numero precedente. Lo stesso 
ha luogo quando il valore di Xm risulta eguale a quello di X2' 
mentre se quello risulta maggiore di queslo, l'inlersezione della 
faccia inferiore del prisma di massima spinta colla superficie su
periore del terrapieno cade sulla faccia A2 A, eù è il caso in cui 
si ha da risolvere un problema diverso da quello del numero pre
cedente. 

Essendo verticale la parete spinta, essendo un quadrilatero la 
sezion retta del prisma spingente, e non trovandosi sovraccarichi 
sulla superficie superiore del terrapieng, si ha 

xn-2=A4D2=X2, Yn-2=D2A2=Y2, 

Yn-1=D3A3=Y3, 

X' =O, 

e l'equazione determinatrice della tangente trigonometrica dell'an
golo A3 A4 x== W che la faccia inferiore del prisma di massima 
spinta fa coll'orizzonte risulta 

[ E+D [C-cot (c:p+c:p')-tangcp] Jtang2 W 

-2 [Etangcp-CDcot (cp+cp')] tangW 

- (C D+E)tangc:p cot(c:p+cp') 

+CE [tangcp+cot(c:p+<p')] =0 

(9). 

Immaginando ora condotta per la orizzontale rappresentata nel 
punto A2 un piano parallelo alla faccia inferiore del prisma di mas
sima spinta, . ed immaginando prolungata la faccia A2 A3 del detto 
prisma, il piano della parete spinta viene tagliato secondo le due 
orizzontali rappresentate nei punti B2 e C2 e le altezze di queste 
orizzontali al di sopra del piano orizzontale passante per A4, ap
plicando le equazioni (1) e (2) del numero '2. :14, si trovano 
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A4 B2= ~2= Y2-X2 tangW (10)' 

(11). 

I prismi Ai D2 A2, C2 B2 A2 e C2A4 A3 sono quelli da considerarsi 
per trqvare la spinta massima esercitata dal prisma Ai A4 A3 A2 

eontro la parete A4 Ai. Le altezze delle pareti contro le quali i 
delti prismi agiscono sono 

le tan genti trigonometriche degli angoli, che le facce superiori A1 A2, 

C2 A2 e C2 A3 degli stessi prismi fanno coll'orizzonte, valgono 

c, C· 
' 

i coefficienti F relativi agli stessi prismi ammettono i valori (/, (2 

ed (2' risultan Li dall 'applicazione ùell' equazione ( 1) del numero 215 
e dati ùa 

,_ cos cp 
r~ - cos (rp + cp') · 

tang W- ~ang Cf 

y -Y 
tan g(rp + rp') tang2 W- 2 1 

x2 

[ 
Y.-Y1 J + 1-~tang(rp+cp') tangW 

(12) , 

_ cosrp tang·W-tang rp 
!2

- cos (rp + rp') · tang (rp + rp') lang2 W 

+[1 -Ctang (cp + rp') Jtangw -C 

f2=f2; 

e finalmente le spinte parziali r/, r 2 ed r2' esercitate dai prismi 
medesimi contro le pareti B~ Ai, D2 C2 ed A4 C2, come risulta dal
l' equazione (2) dell'ultimo citalo numero, ammettono i valori 



La spinta totale Rm prodotta dal total prisma di massima spinta 
Ai A4 A3 A2 vale r/ +1·2'- r 2 , e quinJi la della spinta e le sue 
componenti orizzontale e verticale si trovano mediante le equazioni 

Rm== ~II [t/ (Yi - ~2) 2+ f2 ~2 (2v2- ç2)] (13), 

Om=Rmcosq/ (14), 

Vm==Rmsenrp' (15). 

Le distanze z/, z 2 e z 2' dei punti d'applicazione delle spinte 
parziali r/, r 2 ed r 2' dal piano orizzontale passante per A4 si ot
tengono convenientemente applicando l'equazione ( 4) del numero 
215, ed i loro valori sono 

Finalmente la distanza Zm del punto d'applicazione della spinta 
massima Rm dal piano orizzontale passante per A4 , la quale come 
risulta dall'equazione (4) del numero 215 si ridùce a 

vie n data dall 'equazione 



- 555-

Le quantità che si devono assumere come cognite nella risolu
zione di questo problema II sono: le coordinate Y1, X~ e Y~; la 
tangente trigonometrica C dell'angolo che la faccia A ~A della su
perficie superiore del terrapieno fa coll'orizzonte ; gli angoli d'a t
. trito cp e cp'; il peso II dell 'unità di volume di terrapieno. Per arri
vare poi alla completa determinazione delle quattro incognite Rm, 
Q m, V m e Zm è necessario di applicare le equazioni (8), (9), ( 1 0), 
(H ), (12), (15), (14), (15) e (i6). 

Osservazione - Supponendo che la parte di superfieie superiore 
del terrapieno rappresentata nella retta A~ A sia orizzontale, e che 
sia W l'inclinazione della faccia A1 A~ all'orizzonte, si ha 

_ cos cp tang W- tang <p 
{

2
- cos (q>+ <p')· tang (cp+<p') tang~ W +tangw· 

La spinta Rm vien data da 

R -!n 2 y -Y y coscp tangW-tangcp 
m-2 ( 2 1

) 
1 cos(cp +<p')"tang(<p+cp')tang~W+tangW' 

e la distanza del suo punto d'applicazione dal piano orizzontale 
passante per A4, ammette il valore 

III. Trovare l'intensità, le componenti orizzontale e ver>ticale, ed il 
punto d'applicazione della spinta prodotta cont1'o la parete piana e 
verticale di un ritegno da un terrapieno lungo orizzontalmente l'u
nità, e ten:ninato superiormente da una faccia piana orizzontale con 



- 554-

sovt'accarico uniformemente distt'ibuitu, a partire da una data orizzon· 
tale contenuta in detta faccia, e parallela al piano della parete spinta. 

Due diversi casi si possono presentare nella risoluzione del 
proposto problema per rapporto alla posizione dell'intersezione 
della faccia inferiore del prisma di massima spinta colla superficie 
superiore del terrapieno, giacchè quest'intersezione può cadere o 
sul trallu A1 A/ che precede la lista sovraccaricata (fig. 182), op
pure dove esiste il sovraccarico. Per decidere quale dei du e casi 
realmente succede si incominci dall'ammettere che si verifiehi il 
primo; colla prima delle equazioni (7), si calcoli il valore di tan g W; 
mediante l'equazione (2) del numero 212, si deduca il valore di 
Xm, e quindi si paragoni colla distanza A1 A/= X/. Se Xm è minore 
o tullo al più eguale ad X/, il problema da risolversi costituisce 
uno dei casi particolari discussi al problema I, ossia quelto di un 
terrapieno terminato superiormènte da un piano orizzontale senza 
sovraccarico; se Xm è maggiore di X/, è segno che l'intersezione 
della faccia inferiore del prisma di massima spinta colla superficie 
superiore del terrapieno cade sulla superficie sovraccaricata A/ A, 
ed ecco allora come si risolve il problema. 

Per essere verticale la parete spinta, per essere un trian golo la 
sezione rella del prisma di massima spinta, e per cadere sopra il 
trallo sovraccaricato la linea d'intersezione della faccia inferiore 
del prisma di massima spinta colla superficie orizzontale del ter
rapieno, si ha 

~= 90°, 

B=O, C=O, 

D-_2Px , 
- II l' 

(17); 

e l'equazione determinatrìce della tangente trigonorlletrica dell'an-
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golo A2 A3 x = 'V, che la raccia inferiore del prisma di massima 
spinta fa coll'orizzonte, risulta 

[E-D [col (cp+c:p')+tang·cp ] J tang2 W 
( (18). 

l - 2 E tang c:ptang'V - Etang c:p cot (cp + cp')= O 

Immaginando ora condotto un piano parallelo alla faccia infe· 
riore del prisma di massima spinta per la orizzontale rappresentata 
nel unto A/, il dello piano taglia la parete Ai A3 secondo un'oriz· 
zontale rappresentata nel punto B/, e l'allezza di questa orizzon
tale al di sopra del piano orizzontale passante pel punto A3 si ot
tiene applicando l'equazione ( 1) del numero 214 e quindi ponendo 

A3 B/==~/=Y1-X/tangW (1 t-J). 

Il prisma Ai B/ A/ senza sovraccarico, lo stesso prisma con so
vraccarico uniformemente distribuito sulla sua faccia superiore 
come lo è sulla superficie A/ A ed il prisma A1 A3 A2 con sovrac
ca rico su tutta la sua faccia superiore, sono quelli da considerarsi 
per ottenere la spinta massima esercitata dal prisma A1 A3 A2 uni
formemente sovraccaricato sul tratto A/ A2 del la sua faccia A1 A2• 

Le altezze delle pareti contro le quali i detti prismi agiscono sono 
rispettivamente 

le tangenti trigonometriche degli angoli che le facce superiori 
degli stessi prismi fanno coll'orizzonte sono nulli ; ed i coefficienti 
F che ai medesimi si riferiscono sono tutti eguali ed espressi da 

F- coscp tangW-tangcp 
- cos ( cp + c:p') · tang ( cp + cp') tang2 W+ tang 'lf (

20
) · 

Le spinte parziali r/, R/ ed R/' che hanno luogo, le due prime 
contro la parete A1 B/, e la terza contro la parete intiera A1 A3, 

ammettono i valori 
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l 
\ 

(21); 

e si calcolano la spinta massimfl Rm, e le sue componenti orizzon
tale Qm e verticale vm mediante le equazioni 

Vm=Rrr:sen rp' 

(22), 

(23), 

(24). 

Le distanze z/, Z/ e Z/' elci punti d'applicazione delle spinte 
parziali r/, R/ ed Rt dal piano orizzontale passante pel punto 
A3 sono 

Z'-~' Y1-ç/ II(Y1 - ç/)+3p 
1 -ç1 + 3 'II(Y

1
-ç

1
')+2p 

z "-! Y nY1+3p 
1 -3 j • nYj+2p 

(~5) , 

e quindi la distanza zm del punto d'applicazione della spinta mas
sima Rm dal definito piano risulta 

' ' R"Z" R'Z' z - ri zj + j 1 - 1 l 

m- Rm (26). 

Riassumendo la soluzione di questo problema III, essa si riduce: 
a prendere siccome dati le coordinate Y1 ed X1', il peso p cor
rispondente all'unità eli superficie sovraccaricata, il peso II dell'u
nità eli volume di terrapieno, gli angoli d'attrito rp e rp'; e quindi 
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a t·isolvere le equazioni (17), (18), ('19), (20), (21 ), (22), (23), (2,J ), 
(25) e (26). 

IV. Trovare l'intensità, le componenti: orizzontale e vert·icale ed il 
punto d'applicazione della spinta prodotta contro la parete piana e 
vm·ticale di un ritegno da ttn terrapieno lungo orizzontalmente l'u
nità, e terminato superiormente da una (acda piana orizzontale con 
sovraccarico uniformemente distribuito w una sua lista rettangolare 
li· tifata da due rette parallele al pia1w della parete spinta. 

'intersezione della faccia inferiore del prisma di massima spinla 
colla superficie superiore del terrapieno può cadere o sul tratto 
di questa superficie che precede la lista sovraccaricata, o su quesln 
lista stessa, o sul tratto che la segue. Per decidere quale di questi 
tre casi realmente succede, si incomincia dall'amrnellere ehe si 
verifichi il primo, ossia che l'inlersezione della faccia inferiore del 
prisma di massima spinta colla superficie superiore del terrapieno 
cada sul tratto A1 AL' (fig. 185) che precede ·la lista sovraccaricalil, 
si calcola il valore di tang W eolla pl'ima delle equazioni (7) , si 
deduce quindi la lunghezzil xlll mediante la prima delle equazioni 
(2) del numero 212, e si paragona questa eolla distanza A1 A1'=X/. 
Se Xm risulta minore o tutto al più eguale ad X/, il problema da 
risolvrrsi non è allro che uno dei casi particolari che vennero 
discussi al problema I, e se Xm risulta maggiore di X/, è giuoco
forza il conchinde1·c che non può avvenire il primo caso. Allora 
si ammette che possa aver luogo il seeondo, ossia che lfl faecia 
inferiore del prisma di massima spinta possa tagliare la superficie 
superiore del terrapieno lungo la lista sovraccarieata rappresentata 
in A/ A/': ponendo nell'equazione (Hl) i cotTispondenli valori tli D 
e di E si calcola quello di tang liJ per passa1·e alla ricerca della 
lunghezza Xm mediante la prima delle equazioni (2) del numero 212. 
Risultando Xm inferiore od eguale ad X/' si verifica il secontlo 
caso, ed il problema da risolversi non è altro ehe il problema Ill; 
essendo invece Xru maggiore di X/', è segno che si verifica il 
terzo easo, ossia che l'intersezione tlella faccia inferiot·e del prisma 
di massima spinta colla superlieie superiore del terrapieno viene a 
cader e sul !.ratto A/' A che segue la lista sovraccaricata, ed allora 
si ba da risolvere un nuovo problema di cui ecco brevemente la 
risoluzione. 

Essendo verticale la parete spinta, essendo un triangolo la se· 
zione rella del prisma di massima spinta, e per trovarsi un'intiera 
lisla sovraccarieala sulla faccia superiore orizzontale del detto 
prisma, si ha 
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C=O, p= O, 

e risulta quindi la seguente equazione determinatrice della tangente 
trigonometrica dell'angolo A2 A3 x che la faccia inferiore del prisma 
di massima spinta fa coll'orizzonte 

[ 
2 (X" -X') Y/- Pt ~ i .[cot(tp+cp')+tangcp)J]tang2 W 

(27). 
-2 Y. 2 tang cp tangW-Yi2 tang cp cot{cp + cp') =0 

Se ora si immaginano condotte pei punti A/ ed A/' le rette 
A/B/ ed A/'B/' parallele alla rella A3 A2 rappresentante la faccia 
inferiore del prisma di massima spinta, le altezze A3B/ ed A3 B/' si 
ottengono applicando l'equazione ( 1) del numero 214, e risultano 

(28}. 
A3 B/' = ~t= Yi - X/' tang W 

I prismi da considerarsi per giungere ad ottenere la spinta mas
sima Rm che il prisma Ai A3 A2 col suo sovraccarico produce contro 
la totale parete spinta AtA3, sono: quello rappresentato in A:nt A1' 

senza sovraccarico, quello pure rappresentato in A1 B/ A/ con so
vraccal'Ìco uniformemente distribuito sulla sua faccia superiore come 
lo è sulla lista A/ A/', quello rappresentato in Ai B/' A/' con so
vraccarico su tutta la sua faccia ·superiore, lo stesso prisma senza 
sovraccarico, e finalmente il prisma A1 A3A2 senza sovraccarico. Le 
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altezze delle pareti r,ontro le quali agiscono cìnque accennati 
prismi sono 

B1'A1=Y1-i;/, Bt A1:::; Y1- ~", 

le tangen ti trigonometriche degli angoli che le facce superiori degli 
stessi prismi fanno coll'orizzonte sono nulle; ed i coefGcienti F che 
ai medesimi si riferiscono ammettono tutti lo stesso valore dato ùa 

F= coscp ,· . tan~W- tan gcp 
cos ( cp + cp ) tan g· ( rp + cp ) tang2 w+ tangiJ!' (

29
) · 

Le spinte parziali r/, R/, Rt, r/' e Pto che hanno luogo le due 
prime contro la parete B/ A1, la terza e la quarta contro la parete 
B/' A1, e la quinta contro la total parete AaA1, ammettono i valori 
dati dalle equazioni 

R/=ITF(Y~-~t') ( Yt-~t'+~) 

Rt"= ~rrF (Y1-~t") ( Y~- -- ~/' + 
2
;

1
) (30); 

ed i vlllori della spinta massima Rm e delle sue componenti onz
zontale e verticale Qm e Vm sono 

(31) ; 

(32); 

(33). 

I punti d'applicazione delle spinte parziali r1', R1' R/', r/' e p1 
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distano dal piano orizzontale passante pel punto A3 delle quantila 
z/, Z/, Z/', z/' e ~h i cui valori sono 

z/==~/ + ~ (Y1-~/) 

z , _t: , + Y1- ~/' n (Yt - ~/') + 3 p1 

"t - "
1 3 . II (Y - t: ") + G) t -,1 ;:, P1 

(34); 

Y !:: , 

Z "-!:: "+ ~-..,! 
l -'o! 3 

e quindi la distanza Zm del punto d'applicazione della spinta Rm dal 
detto piano orizzontale si calcola coll'equazione 

''+R''Z" R ' Z'+ Y " " z _r!z1 1 1-1 1 Pt'ot - rtz1 
m- Rm (35). 

I dati che il costruttore deve assumere per la risoluzione del 
pt·oblerna IV sono le coordinate Y1, X/ ed X/', il peso p1 che gra
vita sull'nnilà di superficie della lista sovraccaricata, il peso II del 
l'unità di volume di terrapi~no e gli angoli d'attrito cp e cp'. Con 
questi dali si possono risolvere le equazioni ('2 7), (28), (29), (50), 
(51), (52), (55), (54) e (55), e L1·ovare così le incognite Rn, Qm, 
Vm e Zm. 

V. Trovare l'intensità, le componenti orizzontale e verticale, ed il 
pw1to d'applicazione della spinta prodotta contro la prtrete piana e 
verticale di un 1''Ìtegno da un terrapieno lungo orizzontalmente l'u
nità, e terminato superio1·mente da Wl piano orizzontale seguìto da 
un piano inclinato, essendovi ttn sovraccarico uniformemente distri
buito stt ttna hsta del piano orizzontale limitata da due l'elle paral
lele al piano della parete spinta (fig. 184). 

A seconda della posizione e dell'estensione della lista sovrac
cat·icala, non che tl'ella larghezza tlella far eia orizzonl:1le appar
tenente alla superficie superiore del terrap ieno può avvenire che 
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l'intersezione della far.cia inferiore del prisma di massima spinta 
colla superficie superiore del terrapieno cada sul tratto AiA/ clte 
precede la lista sovraccaricata, o sul tratto A1' A/' su cui esiste 
il sovraccarico, o sul trallo At" A~ che segue la lista sovraccari
cata , o finalmente sulla faccia inclinata A2 A ; e quindi quallro 
distinti casi si possono presentare nella risoluzione del proposto 
problema. I primi tre degli accennali casi costituiscono tre pro
hlemi che già vennero risoluti, e l'ultimo soltanto costituisce un 
problema nuovo. Per deeid cre in ogni circostanza quale dei quattro 
casi possibili realmente ha luogo, si incomincia dall'ammettere clte 
la faccia inferiore del prisma di massima spinta venga a tagliare la 
su perficie superiore del terrapieno nel tralto AiA/, colla prima delle 
equazioni (7) si trova il valore di tangW, colla prima delle eqnazioui 
(2) del num ero 2'12 si deduce Xm, e si verifica se Xm è inferiore, 
eg ual e o superiore ad X/. Essendo Xm inferiore od eguale a<l X1' , 

si verifica il primo caso, e: si ha da risolvere uno dei problemi 
particolari che vennero discussi nel dare la risoluzione del pro
blema I; essendo invece Xm maggiore di Xi', si ammette che l'in
tersezione della faccia inferiore del prisma di massima spinta colla 
superficie superiore del tenapieno cada sulla lista so\'raccaricata 
A/ A/', coll'equazione (18) si trova il valore di tangW, e si ricava 
quindi qu ello di Xm dalla p t'ima del!~ equazioni (2) del numet'O 2i 2, 
onde confrontarlo colla lunghezza nota X/'. Se il valore di Xm, 
calcolato nella seconda ipotesi sulla posizion e dell 'intersezione della 
faccia inferiore del. prisma di massima spinta colla superficie su
periore del terrapi eno, è miuqre o lulto al più eguale ad X/', si 
verifica il secondo dei quattro casi enunciali, e si ha da risolvere 
il problema III ; ma se Xm è maggiore di X/', bisogna assumere 
l'ipotesi della possibilità Llcl terzo caso, calcolare tang W coll'c
quazioue (27), servirsi di lJUesto valore di taug "IJY oucle dedurre 
Xm dall 'equazione (7) , e verificare se il valore di Xm è minore , 
eguale, oppure maggiore di X2• Essendo X.,, minore od eguale ad 
X2, si ha da risolvere il problema IV, e3sendo invece Xm ma g
giore di X2, la faccia inferiore del prisma di massima spinta taglia 
la superficie superiore del terrapi eno lun go il piano inclinato A2 A, 
ed er.co allora come si eonduce a termine la soluzione del problema . 

Per essere verticale la parete sp inta, per essere nn quadrilatero 
la sezion retta del prisma eli massima spinta, e per trovarsi una 
sol lista sovraccaricata sulla prima faccia della superficie superiore 
del terrapieno, si ba 

L ' ARTE DI FADlli\ICARI!;. Resistenza dei materiali, ecc. - 36. 
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Yn-2=D~A2 = Y~= Y l.> 

Xn-t = A4 D3 = X3 , Yn-1= D3A3=Y3, 

p=O, 

(36) ; 

E==-C [ 2X
2 
Yt+ 2P1 (X~-X/)]+ Yt~ 

e quiocli, essendo noti i valori di rp , rp', C, D ed E, risulta la se
guente equazione determinatrice di tang W 

[E+ D [C-;ot (!Jl+<p')-tang<p] J tang2 W 

- 2 [E tang!Jl _:_C D cot (IJl+IJl')] tangW 

-(C D+E)tan g<p cot(!Jl+ !Jl') 

+CE [tang rp + cot(<p + !Jl') ] =0 

InimaginanLio ora condotti per le orizzon tali rappresentate nei 
punti A/, A/' ed A2 allreltanli piani paralleli alla faccia inferiore 
del prisma di massima spinta, ed immaginando prolungata la faccia 
A2 A3 del dello prisma, il piano della parete spinta rimane tagliato 
secondo le quallro orizzontali rapprese ntate nei punti ll/, B/', B2 e 
c2 e le altezze di queste orizzontali al disopra del piano orizzon
tale passante p el punto A4 , come risulta dall 'equazione (1) del 
numero 214, vengono date da 
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• 

(38). 

Per otlenet·e la totale spinta che ha luogo contro la parete A4 A1 

bisogna tener conto delle spinte parziali prodotte da sette prismi 
diversi, i quali sono : il prismu A1 B1' At' senza sovraccarico sulla 
sua faccia superiore; il prisma medesimo supposto uniformemente 
caricato sulla sua faccia superiore come lo è il tratto A/ A/' ; il 
prisma A1 B/' At pure uniformemente caricato su tutta la sua 
faccia superiore ; lo stesso prisma senza sovraccarico ; ed i tre 
prismi A1B2 A2, C2 B~ A2 e C2 A4 A3 pure senza sovraccarichi. Le al
tezze delle pareti , contro te quali agiscono gli accennali selle 
prismi, sono 

B{ At == Y1- ~t'; B " A y l::" 
1 1== 1 - 'ol ' B2 A1== Y1- ~2 , 

le tangenti trigonometri che degli angoli che le facce superiori dei 
detli prismi fanno coll 'orizzonte, nulle pei primi cinque le cui facce 
superiori sono nel pi ;mo orizzontale A1 A2 x', diventano G per gli 
altri due le cui fa cce superiori lrovansi nel piano inclinato C2 A2 A; 
cd i coefficienti F ammettono i valori {/ , F1', F/', f/' , o/1• !2 ed (/ 
dati da 

f , F , F , f, cos cp X 
1 == 1 == 1 == 1 == o/t== ( ') cos cp + cp 

X tangW- tangcp 
tang ( cp + cp' ) tang2 W+ tang qr 

(39). 

f - f l- cos cp x 
2

- 2 - cos ( cp + cp') 

tang qr- tang cp , 
X tang ( cp + cp') tang2 W+[ 1-C tang ( cp + cp')] tangW - C 
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Le spinte parziali r/, R/ , R/', t•/', p ~o 1·2 ed r/ che hanno luogo. 
la prima e la seconda contro la parete B/ At, la terza e la quarta 
contro la parete B/' A t. la quinta con Lro la pare~ B2 A1o la sesta 
contro la parete B2 C2 e la settima contro la parete A4 C2, ammet
tono i valori . 

R"-!rrf ' (Y _ t") (Y _l::"+~~) 1 - 2 . 1 1 -,1 1 "'~ rr 

(40); 

e quindi i valori della spinta massima Hm e delle sue componenti 
Qm e v m si ottengono col porre 

(41)' 

(42)' 

. (43); 

Le distanze dei punti d'applicazione delle ~p inte parziali dal piano 
orizzontale passante pel punlo A4 sono 
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z '-'C.'+ Y1 - j{ II(Y1 - ~/)+8p 
1 -s1 8 . II(Y1-~/)+2p 

Z"- ~ "+ Y1- ~/' II(Y1 -~/')+8p 
1 

-
1 8 . II(Y1 -~t}+2p 

(44); 

~' _, +Y1- ~! 
'o1-'o2 8 

e finalmente la distanza zm dal punto d'applicazione della spinta 
massima Rm dal piano orizzontale passante per A4 vien data da 

Le coordinate Yl> X1', X/' ed X2, la tangente trigonometrica C 
dell'angolo che la faccia inclinata A2 A del terrapieno fa coll' oriz
zonte, il valore del peso p1 che gravita sull'unità di superficie della 
lista sovraccaricata, non che quelli del peso II dell'unità di volume 
di terrapieno e degli angoli d'attrito (j) e (j)' sono le quantità che 
vanno assunte come dati nella risoluzione del problema V. Le 
incognite Rro, Qm, V m e Zm si deducono mediante le equazioni (56), 
(57), (38), (59), (40), (4i), (42), (45), (44) e (45), le quali con
ducono alla completa risoluzione del problema con calcoli sem
plici, giacchè ciascuna di esse va considerata indipendentemente 
dalle altre. 

217. Spinta massima e sue componenti orizzontale e verticale 
nel caso di un terrapieno di lunghezza qualunque.- Una volta 
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trovato il valore clelia spinta massima Hm, non che quelli delle sue 
componenti Qm e V m , consillerando una porzione di terrapieno, 
lunga orizzontalmente l'unità, torna agevole l'ottenere i corrispon
denti valori Hm', Qm' e V m' della spinta massima e delle sue com
ponenti quando il ten:apieno ·ha lunghezza L, quando per· tulla 
questa lunghezza si conserva costante il prolìlo trasversale della 
superficie superiore del terrapieno, quando non caugia la densità 
delle terre c quando non val'ia la legge di distribuzione clei so
vraccarichi. I pesi che producono la spinta in questo caso sono L 
volle quelli corrispondenti al terrapieno lungo l'unità, e trovansi 
essi uniformemente distribuiti su ogni unità di lunghr.zza di terra
pieno e di parete spinta, per cui si ha 

Se il terrapieno non soddisfa alla condizione di avere per tutta 
la sua lunghez:t.a un profilo costante, se le liste sovraccaricate non 
sono tutte disposte parallelamente alle linee secondo le quali ven
gono a tagliarsi le facce della superficie superiore ·del terrapieno, 
se la parete spinta non ha altezza costante, e se varia la densità 
delle terre, si possono ancora applicare le esposte teorie, scom
ponendo il terrapieno mediante piaui verticali perpendicolari alla 
parete spinta in parli per cui sensibilmente siano verificate le con
dizioni tulle espresse nell'enunciato del problema, formante l'og
getto del presente capitolo · (num. 209), trovare le spinte, le loro 
componenti orizzontale e verticale per tutte queste parti, e rego
lare così la resistenza dei ritegni in modo conveniente all'azione 
che le spinte stesse esercitano su di essi. 

218. Dati pratici necessari al calcolo della spillta delle terre. 
- II peso n dell'unità di volume di terrapieno, non che l'angolo 
d'attrito cp delle tene fra di loro, sono elementi variabili dall'una 
all'altra qualità di terra, e mediamente per i casi più frequenti 
della pratica si possono ritenere i dali che trovansi al numero 78. 

Per quanto spetta all'angolo d'attrito cp' delle terre colla parete 
del ritegno, poche ed incerte esperienze finora vennero eseguite 
nello scopo di procedere alla sua determinazione, per cui non si 
possono riportare dei dati sicuri. Osservanrlo però che nella pra-
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lica d e ll 'in s ~· g :lcre cosli·uttoee sono quasi sempre muri di sostegno 
quei ritegni che si costruiscono nell'intento di impedire gli sco
sccndimenti di terrapieni, e che tali muri si fanno generalmente 
in modo che, dalla paete per cui si ap poggiano contt·o le terre, 
presentino delle scabrosità e delle prominenze considerevoli, la
sciando delle pietre sporgen ti, affinchè le terre costipate contro 
l' opera murale penetrino nei diversi vani, ed aderiscano alle loro 
pa reti, agevolmente si comprende come, avvenenrlo scorrimento in 
basso del prisma di massima spinta, debba esso separarsi dalla parete 
del muro res tando pieni eli tena i detti van i, ossia per iscorrimento del 
prisma stesso non contro una superficie murale, ma sibhene contro 
una superfieie coperta da molecole .. di terra. Segue da ciò che, nel va
lutare la spinta delle terre coulro sostegn i murali cos trutti in modo 
che dalla parte del terrapieno presentino scabro si tà e prominenze 
co nsiderevoli , si pu ò supporre che il prisma di massima spinta tenda 
a scorrere fra due massi la tera li della terra stessa di cui esso è costi
tuito; e questa considerazione, nel mentre è conforme alla realtà dei 
fatti, contribuisce a semplificm·e le formole ed i calcoli relativi alla 
determinazione della spin ta delle tene contro le pareti murali assu
mendo g/ = cp. II signor I-lerma nn Scheffi er nel suo Trattato sulla 
stabilità delle costruzioni, per risolve re i tre problemi parti colari 
aventi per iscopo di determinare la sp inta prodotta da ten'apieni 
.senza sovraccarichi, quando sono superiormente terminali o da un 
sol piano orizzontale, o da un ·sol piano inclinato , o ancora da due 
piani inclinato il primo ed orizzontale il secondo, ha assunto cp' = cp , 
e le formale a cui è anivato sono quelle stesse a cui si arriva col 
metodo da me proposto quando si prenda pure cp' = cp . 

Per valori dei sovraccarichi si devono prendere i valori massimi 
che essi posso no acquistare, e, quando la supe1·ftcie sovraccaricata 
è quella di una strada che corre superio rmente ad un terrapieno, 
mediamenle si possono essi assumere: di 490 a 700 chilogrammi 
per ogni metro quadrato della superfici e superiore di una strada 
ordinaria, e di 1500 a 1900 chil ogrammi per ogni metro quadrato 
della lista entro la qunle sono disposte le traversine per una via 
ferrata. 

219. Esempio numerico. - Per fissare le idee sui risultati a 
eui si può arrivare applicando l'esposta teoria sulla spinta delle 
terre, suppongasi rli dovet· trovare l'intensità, le componenti oriz
zontale e verticale ed il punto d'npplieazione della spin ta prodotta 
contro la parete piana e verticale A3 A1 (fig. 185) di un ritegno 
murale, da un terrapieno lungo orizzontalmente l'unità e terminato 
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superiormente da una faccia piana orizzontale A1 A, sulla quale 
corre una via ferrala ad un sol binario. Siano terre ordinarie quelle 
c:ostilueuli il terrapieno e la lista rellangolare, snlla quale si tro
vano disposte le tt·aversine, abbia larghezza di metri 2,70 col suo 
asse parallelo e collocato a distanza d i metri 4,f 5 dal piano della 
parete spinta avente altezza di 12 metri. 

Nel caso particolare proposto sono date le coordinale 

X '-415 2• 70 - 2m 80 
1- ' - - 2- - ' J 

X"-}, 1 5 2• 70 -5m 50 
1 -l,·! +2- ' ' 

e si possono assumere 

II= 15QQCg, cp = cp' = 45°. 

Ammellendo che I'intersezione della faccia inferiot·e del prisma 
di massima spinta c.olla superficie super.iore del terrapieno cada 
sul tratto A1 A/, ed applicando la prima delle equazioni (7) del 
numero 216 e la prima delle equazioni (2) del numero 212 si de
dueono i seguenti valori particolari tang W' ed Xm' di tang 1F e di Xm, 

tang liJ'' = 2, 

Esse!IÙO Xm' maggiore di X/= A1 A/ =2m, 80, bisogna supporre 
che la delta iutersezione venga a cadere sul tratto A1' A/', e me
,Jianle le equazioni ( 1 7) e ( f 8) del numero 216 e la prima delle 
equazioni (2) del numero 212 si trovano i seguenti valori parti
colari tang W" ed Xm" di taug 1[!' e di Xm, 

. Il 6420 
tang qr = 3329 ' 

Siccome Xm" è maggiore di X/'= A1 A/'= 5m, 50, l'intersezione 
della faccia inferiore Ilei prisma di massima spinta colla superficie 
superiore del terrapieno va considerala come esistente nel Lrallo 
A/' A di questa superficie, e mediaute l' equazione (27) del numero 
216 e la prima delle equazioni (2) del numero 212 si ottengono 
questi valori particolari tang 1]J'"' ed Xm"' di tang 'I.Jl' e di Xm, 



800 tang· \T'"'- 
t' -383' 

569 

Essendo tang 1Ji'" quel valore di tang W che determina la faccia 
inferiore del prisma di massima SP,inta, e trovandosi per in ti ero 
sulla faccia superiore del detto prisma la lista sovraccaricata, me
diante le equazioni (28) si possono trovare i valori eli ~/ e eli ~/', 
coll'equazione (29) si può calcolare F, e dalle formale (50) si pos
sono cledune i valori di 1'/, R1', R/', r/' c p1. Trovate queste spinte 
p.arziali riesce agevole l'ottenere dalle equazioni (51), (52) e (55) 

valori di Rm, Qm e V m• i quali risultano 

Le formale (54) servono a determinare le distanze z/, Z/, Z/', 
zt e /;1 dei punti d'applicazione delle spinte parziali dal piano 
orizzontale passan Le per A3 , e quindi colla formola (55) si può 
passare al calcolo della distanza ciel punto d'applicazione della 
spinta totale Rm dal dello piano, la qual distanza si trova espressa da 1 

220. Osservazione sopra un caso singolare che si può pre
sentare nell 'applicazione dell'esposta teoria sulla spinta delle 
terre.- Essendo Xm" ed Xm"' due valori successivi di Xm, il primo 
calcolato uell'ipolesi che I'intersezione della faccia inferiore del 
prisma di massima spinta colla superficie superiore del terrapieno 
cada sul tratto A;' A/' ((tg. 179) , ed il secondo nell'ipotesi t:he 
qnesl'intersezione si trovi sul tratto successivo A;" Ai +l• può darsi 
che risultino Xm" maggiore ed Xm"' minore di O D;"= X/'. La 
possibilità di questa circostanza ~hiaramente si manifesta esami
nando i valori di Xm" e di Xm'" ottenuti nel precedente numero , 
giacchè, indipendentemente dalla posizione della lista sovraccari
cata A/ A/' (fìg . 185) , può darsi che Xm"', minore di Xmn, sia 
anche minore di X/'. Così, supponendo, pee esempio, che la lista 
A/ A/' , sulla quale sono disposte le traversine, abbia ancoea la lae
ghezza di metri 2,70, e che il suo asse disti da A1 di metri 4,65, i tre 
valori di Xm', Xm" ed Xm"' risultano rispettivamente di metri 6, di 

t '6969 J' t'57Ll5 l 1 X "-465 2
>
70 -6m me n ,... " e c 1 me r1 ,· 1 , e1 essenr o , 1 - , + 2 - , 
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si YcriOca appunto il caso in cui il valore di Xm'" è minore di X/'. 
Quando si verifica una tale circostanza, due sono gli espedienti 

che presso a poco condueono agli stessi r;isullali, e con cui l'in
gegnere costruttore può facilmente togliersi d'imbarazzo. Il primo 
espediente consiste nell'ammettere che J'inlersezione della faccia 
inferiore del prisma di massima spinta colla superficie su1ieriore 
del terrapieno si trovi sul piano determinato dalle due rette oriz
zontali rappr·esentate nei punti A/' ed Ai+1 (/ìg. 179) sul prolun
gamento dello stesso piano a sinistra dell'orizzontale A/', e quindi 
nel dire che le spinte parziali, esercitate contro la parete CiAn dai 
prismi di terra che hanno le loro facce superiori sul piano Ci A, 
sono: le due ri ed r/ , pn'>dotle dai prismi Ci ~i Ai e Ci ~/ A/ senia 
sovraccarichi; le due lV ed R/' prodotte dai prismi Ci ~( A( e 
Ci ~/' A/' uniformemente s~vraccaricati sulle loro facce superiori 
Ci A/ e Ci A/', come lo è il tratto A/ A/'; e le due r/' e Pi prodotte 
dai prismi Ci ~t A/' e Ci An A senza sovraccarichì. Il secondo espe
diente, che deriva dall 'osservare come, fra Lutti i prismi spingenti 
determinati da piani passanti per l'orizzontale An ed incontranti 
la lista sovraccaricata A( A/', dà la più gran spinta quello la cui 
faceia inferiore trovasi nel piano delle due orizzontali An ed Ai"• 
consiste nel ritenere l'angolo ·q:r risullante dall'ammellere che l'in
tersezione della faccia inferiore del prisma di massima spinta colla 
super·ficie superiore del terrapieno si confonda coll'orizzontale A/' . 
Allor·a si devono assumere come spinte parziali, esercitale contro la 
parete CiAn dai prismi di terra che hanno le loro facce super·iori 
sp.l piano C; A e le loro facce inferiori parallele al piano An A/', 
le due 1·; ed r/ pr·oclotte dai prismi Gi {i Ai e Ci y/ A/ senza sovrac
carichi, e le due R;' ed R/' prodolle dai prismi C; y;' A/ e C; AuAi" 
uniformemente sovraccaricati sulle loro facce superiori C;A; e C;A;'', 
come lo è il tratto A/ A,". 

Il primo degli indicati espedienti to;·na generalmente preferibile 
quando la lista sovraccaricata lrovasi per la massima parte sulla 
superficie superiol'e del prisma di massima spinta e quando il so
vraccarico è di La! natura da non polersi risguardare siccome facil
mente divisibile nel senso del piano verticale A a. 

22{. Determinazione della spinta di una massa liquida contro 
la parete piana di un sostegno, delle sue componenti orizzon
tale e verticale e del suo punto d'applicazione. - Questa detel'
minazione in modo assai spedito può essere fatta da chi conosce 
l'esposta teoria sulla spinta delle terre, quando si consideri una 
massa liquida siccome una massa di terra di natura tanto mobile' 
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da essere nulli gli angoli d' flll rilo 'f e q>' e terminflta snp eriM
mente da un piflno ot·izzonlale. Il caso più general e della spinta 
di una massa liquida contro la parete piana di un ritegno è quello 
in cui la detta parete fa coll'o rizzonte un an golo A2 A3 x=~ 
(fig. 1.35); è questo caso paragonabile al problema che venne trat
tato nel numero 215 quando suppongflsi che sia zero la tangente 
trigonometrica C dell 'angolo che la faccia supel'iore della massa 
spingente fa coll'orizzonte, e che sia pure zero il valore del sovrac
carico ·p ; e quindi, consirlerando una porzione di parete spinta 
orizzontalmente lungo l'unità, convengono allo scopo le formale 
trovate nel citato numero quando in esse si faccia co ='f'=C= O, 
ed y egu~le all'altezza O Ai= Y1 della pare l~ spinl~. 

Incominciando dal calcolo della quantità , ausiliaria F necessaria 
a trovare la spinta R per gli accennali valori di 'f, g>' , C, p ed y 
si ha dall 'equazione ( 1) del citato numero 

F--1_ tan g~ (1 -cot ~ tang~) 
- cos~ -- tang2 ~+Lang~tang·~' 

la quale, ponendo al denominatore _
1 

P. invece Ji tang ~, osser
co t 1 .. 

vando che al numeralore ed al denominatore esiste il fattore 
co t ~ ·1 

tang ~ (l - cot ~ tang ~ ) e che ·- = -- si riduce semplice
cos ~ sen W 

mente a 

Questo valore di F, posto nell'equazione (2) dello stesso numero 
coi noli valori di C, p ed y, dà il seg uente valore della spinta R che 
ha luogo normalmente alla parete A1 A3 

R- 1 yz 
-2~IJ 1' seni-' 

nella quale H rappresenta il peso dell'unita di volume della massa 
liquida. 

Le due componenti orizzontale Q e verticale V 'della spinta R 
ri sultano ponendo nelle equazion i (IX) del numero 211 il trovato 
valore di R e g>' =O, per cui 
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Finalmente dall 'equazione (5) del numero 2f 5, quando in essa 
si pongano i noti valori di C, p ed y, si ricava per distanza Y' del 
punto d'applicazione della spinta R dal piano orizzontale passante 
pel punto A3 

Y
,_ y1 
-g 

Quando la parete spinta A1 A3 è verticale, l'angolo ~ vale 90", 
il valore di R dh·enla eguale a quello di Q, si annulla la compo
neute verticale V della spinta, e la distanza Y' si conserva an cora 

. l yj egna e ad 
3 

. 

CAPITOLO XV. 

Resistenza viva dei solidi prismatici~ 
e resistenza viva dei tubi. 

22'2. Assunto del presente capitolo . - Il generale Poncelet 
fu il primo che stabilì le basi per il calcolo delle resis tenze vive 
(num. 6) dei solidi elastici, insegnando come si possa trovare il 
lavoro resistente che un solido prismalico ed omogeneo oppone 
quando trovasi sottoposto all 'azione di uno sforzo diretto secondo 
il suo asse; e quasi tutti gli autori, che scrissero sulla t'esis tenza 
cl ei materiali dopo che Poncelet insegnò a valutare l'accennato 
lavoro resistente, o trascurarono affatto l'argomento delle res istenze 
vive, o si limitarono a considerare qualr.he semplieissimo caso sulle 
resistenze vive all'estensione, alla compressione ed alla flessione. 

Il generale Luigi Federieo Menabrea , in un 'interessan te sua 
memoria presentata nell'anno ·1862 alla Reale Accademia delle 
Scienze di Torino, felicemente seppe applicare il metodo proposto 
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da Poncelet per la determinazione dell'effelto prodollo dagli urli 
o colpi d'ariete che si verificano nei tubi delle condotte d'acqua 
quando istantaneamente si arresta il liquido che in esse scorre ; 
e, ponendo che la forza viva di cui è animala la massa liquida 
della quale si arresta il corso produca dilatazione della par·ete dei 
tubi nel senso della circonferenza, compressione della materia 
componente i tubi in senso normale alla super·ficie inlema e com
pressione dell 'acqua, giunse a dare le formole mediante le quali 
si possono calcolare gli spessori dei tubi per condotte d'acqua, 
affinchè siano essi in islato da poter resistere ai colpi d'ariete e 
le altezze delle colonne d'acqua la cui pressione idrostatica pro
Jurrebhe gli stessi effelli degli accennati colpi. 

Il generale Giovanni Cavalli con una commendevole cd elabor·ata 
sua memoria, letta nell'anno i 865 alla Reale Accademia delle 
Scien ze di Torino, fece progredire lo studio delle resistenze vi'" e 
considerando principalmente i tre casi dell'estensione, della com
pressione e della flessione, e tenendo conto delle velocità d'impul
sione che possono sopportare i solidi rellilinei ed elastici. 

In questo capitolo io mi propongo di calcolare le resistenze vi l'e 
dei solidi elastici non snervati coll'applicazione del principio di 
D' Alcmbert e del principio delle forze vive. Supponendo istantanea 
la percossa prodotta da una massa che con una data velocità viene 
ad urlare un corpo clastico, di cui vuolsi valnlare la resistenza 
viva, col principio di D' Alembert deduco ' la velocità comune alla 
massa percuziente ed al pnnlo in cui questa tocca il corpo percosso 
appena avvenuto l'urlo, ossia appena i punti di scambievole pr·es
sione fra quella e questo hanno velocità eguali. Ammetto che, dopo 
l'accennalo periodo della percossa, il corpo urtante, che suppongo 
destituito di elasticità, si conservi a rontalto del corpo elastico 
nel mentre si deforma, e che quello e questo costituiscano Utl si
stema unico fino all'istante in cui si verifica la massima deforma
zione. Mi procuro il lavoro resistente svolto dall'azione molecolare 
del solido percosso nel periodo della sua deformazione, ossia dal 
principio dell'm·to fino all'istante in cui ha luogo l'accennata de
formazione massima; mediante la velocità iniziale, ottenuta appli
cnndo il principio di D'Alembert, <;alcolo le perdite di forzn viva 
che hanno luogo nel sistema a motivo dell 'urlo; e finalmente, per 
l'intervallo di tempo in cui il solido elastico si deforma, sta h i· 
!iseo l'equazione delle forze vive, la qunle, essendo nulle le forze 
viYe del si stema al principio del tempo in cni comincia a svolgersi 
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lavoro motore ed alla fine del tempo in cui tutto questo lavoro 
trovasi consumato, e chiamando 

Lm il lavoro motore speso dall'istante in cui la massa percu
ziente batte sul corpo elastico fino all'istante in cui ha luogo la 
massima deformazione, ossia la metà della differenza delle forze 
vi ve del sistema· nel primo e nel secondo degli accennati istanti, 

Lr il lavoro resistente svolto dall 'azione molecolare del solido 
percosso fra gli istanti medesimi, 
~mu02 e ~mut 2 le somme delle forze vive dei corpi su cui suc

cedono urti al principio ed alla fine della percossa, 
in termini generali può essere scritta 

Con quest'equazione trovo la deformazione massi ma subita dal 
corpo elastico solto l'azione della percossa, ed in seguito da qu es ta 
deformazione massima deduco l'azione molecolare che nel corpo 
venne provocata dall'mio. Così procedendo, vengo a risolvere i 
problemi sull e resistenze vive dei solidi elastici con un metodo il 
quale gode delle massima generalità, e di cui, nei numeri che im
mediatamente seguono , fo l'applicazione al calcolo delle resi
stenze vive dei solidi prismatici ed omogenei, non solo nei casi 
dell'estensione e della compressione, ma anche in quelli re l ali vi 
allo scorrimento trasversale, alla torsione ecl alla flessione. Final
mente pongo termine a quest'ullimo capitolo esponendo il metodo 
proposto dal generale l\'Ienahrea per valutare l' effello dei colpi 
d'ariete nelle condotte con tubi, e per determinare gli spessori 
che ad essi convien dare affinchè si trovino in buone condizioni 
di stabilità solto l'azione degli accennali colpi. 

'2'25 . Resistenza viva all 'esten~ione . - Sia A H (/ìg. i 86) un 
solido prismatico ed omogeneo, mantenuto fermo all'estremo A, 
munito in B di un ritegno 1\i contro il quale, con una certa velo
cità, viene ad ut'tat·e un corpo di peso noto in modo da produrre 
sul solido AB una peecossa nel senso del suo asse, e si chiamino 

L la lunghezza primitiva del prisma sul quale ha luogo l'neto, ed 
n la supedìcie della sua sez ion retta, 
E' il coefficiente d'elasticità Jongitudinale relativo all'estensione 

per la materia di cui il detto solido è costituilo, 
P il peso della massa pel'cuzieule, eri 
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u la velocilà di questa massa all'istante in cui sta per percuotere 
il ritegno, 

l ' l' a.llungamento che il prisma subisce sotto l'azione della per
cossa, 

g la gravità eguale a 9'" ,8088. 
La forza viva da cui è animata la massa percuziente all'istante 

m cui sta p et· avvenire la percossa, si esprime con 

ed il lavoro motore Lm vale la metà ùi questa forza viva, e quindi 
vien dato ùa 

(1) . 

L'azione o res istenza molecolare, opposta dal co rpo che si cou
sidera qu ando il suo allungamento è x , vale (nurn . 12) 

E'n x 
---r:-' 

il lavoro elementare di questa resistenza mentre il solido si allunga 
ancora della quantità d x vien espresso ùa 

E'O 
Lxdx; 

ed il lavoro resistente totale L .. , svolto dalla resis tenza molecola re 
nel mentre si ve rifica il totale allun gamento l' , ammette il valore 

E'O.[ l' 1 E'O L - ___:::: d - - ~ t'~ .. - L x X-2 L 
o 

(2) . 

A motivo del ca ngiamento IH·usco ùi velocità che· ha luogo 
nella massa percuzieute e degli spostamenti repentini a cui tro
vànsi as tl'elte le molecole del prisma AB all 'istante in cui quella 
batte sul riteg no M, vi ha nel sis tema una perdita eli fot'za viva, la 
cui metà è rapprese ntata nell 'eq uazione generale del precedente 
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numero dal termine ~(~ mu02 - ~ mut 2), della quale, per 

quanto a me consta, non tennero conto gli aulori che finora lt·at
tarono delle resist.'enze vive dei solidi elastici , e che non si 
deve trascurare se vuolsi arriYare a risultamenti plausibili ed in 
armonia ai falli che si verificano nella percossa . Perciò dicansi : 

II il peso dell 'unità di volume del prisma percosso AB, e 
Q il suo peso totale ; 
q il peso del ritegno, il quale pu ò talvolta essere una parte 

considerevole del solido su cui ha luogo l'urlo; 
U la velocità comune al corpo percuzienle ed alle molecol e • 

corrispondenti alla sezione in èui il prisma AB si unisce al ritegno 
1\f, appena avvenuta la pereossa, ossia appena qu esto e quello hanno 
la stessa velocità ; 
e si applichi il pl'incipio di D'Aie m ber t seri vendo che vi deve essere 
equilibrio fra le quantità di moto · impres~e e le qu antità di mnto 
attuali rivolte in senso contrario. 
_ Le quantità di moto impresse si riducono unicamente alla quan 
tità di moto 

p 
-tt 
g ' 

di cui è anirn;~ta la massa percuzi ente all 'istante in cui sta pet' 
avvenit·e la pet·cossa. Le qunnlità di molo attuali sono : la quantità 
di moto 

~ u g , 
/ 

di cui ancora trovasi animala la mnssa percuzienle appena finito 
l'istante 1lella percos s <~ ; la quantità di molo 

che vien kasmessa al ritegno ; e la somma dell e quantità di moto 
che vengono comunicate a tutte le molecole del prisma AB. Orél , 
lo strato delle molecole conispondenli alla sezione fissa A non 
può subire spostamen.to e quindi non può eoncepire velocità alcuna, 
e tuiLi gli altri slri:!li prendon o velucità diverse , ma sempre min ori 
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di quella Jello strato di molecole situato all'estremo B. Quest'ul
timo strato, appena avvenuta la percossa, ha la velocità U; e, am
rnellendo che le velo cità dei diversi strati di molecole variino pro
porzionalmen te alle loro distanze rlalla sezione d'incastro A, si ha 
che la velocità delle molecole in uno strato qualunque a distanza 
y dall'accennala sezione d'incastro è 

cosicchè, essendo d y l'allezzn difl'erenziale ile l medesimo strato, 
la sua quantità di moto attuale risulta 

e quindi 

nou d 
gLY y, 

n Q UJ. L l1 Q L Q - L ydy= -2-U=0 U g o g ... g 

la quantità di moto allnnle dell'intiero solido AB. Eguagliando ora, 
per il citato principio di D'Alemhert, le quantità di molo impresse 
alle quanti là di moto attuali, risulta l'equazione 

p p q Q 
- 1~ = -u + - u + - u g g g 2g ' 

dalla 'quale si ricava 

U- 2Pu 
- 2(P+q)+Q (3). 

Tt·ovata la velocità rr, riesce facile il dedurre la perdita di forza 
viva ~ m u0 

2 - ~m tttg c!J e p el fatto dell 'urlo si deve vet·ificare nel 
sis tema. La somma ~m u0 

2 vale 

e la somma ~m ut2 consta: della forza viva 
L'ARTE DI FAlllll\ICARE . Resistenza dei Materiali, ecc. -- 57. 
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che ancora rimane alla massa percuziente dopo l'urto; della forza 
viva acquistata dal ritegno M, espressa da 

e della forza viva acquistata dalle molecole costituenti il prisma 
A B. Come già si è detto, essendo 

la velocità di uno strato di molecole qualunque del prisma AB 
posto a distanza y dall'estremo fisso A, la forza viva che ha questo 
strato, appena avvenuto l'urto, ammette l'espressione 

e vale 

II n uzJ L ~d - II O L u~- _Q_ U2 v Y Y-s -s g o g g 

la forza viva acquistata da tutto il solirlo AB nell 'istante della per

cossa. La metà della perdita di forza viva ~ ( Lmtt0
2 -Lmttt2

} 

che hn luogo nel sistema a motivo dell 'urto, vien adunque data 
dalla formola 

! (LmU ~-LmU ~) ==! (~ u2 --~ u~ _lf_ U2 - _g_ U2) (4). 
2 o 1 2 g g g 8g 

Sostituendo i valori di Lm, di L, e di~ ( Lmtt02-Lmu~2) dati 

.. 

. . 
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dalle equaz10m (i ) , (2) e ( 4) nell'equazione delle forze vive del 
precedente numero, si ottiene 

e da quest'equazione si ricava 

l'-U v L[3(P+q)+Q] 
,- 3gE'n (5). 

Trovato l'allungamento l' subito . dal solido prismatico AB, riesce 
facile il dednrre la resistenza molecolare Q/ in esso sviluppata 
dalta percossa, giacchè, essendo questa res·istenza quella che cor
risponde all'allungamento l', per quanto risulta dalla formo la (i) 
del numero i 2, vien essa data dalla formola 

(6). 

Ponendo il valore di U dato dall'equazione (5) nell'equazione 
(5) e quindi il valore di l' che ricavasi da quest'ultima nell'equa
zione (6), si ottiene il valore di Q(, il quale, aggiunto alla tensione 
che nel solido prismatico vieh p1'<wocata da forze staticamente ope
ranti su di esso, costituisce il valore di T' da porsi nell'equazione 
di stabilità del numero i B quando debbasi questa applicare per la 
determinazione della superficie Q da assegnarsi al solido conside
ralo, affinchè anche sotto l'azione della percossa si trovi in buone 

- condizioni di stabilità. 
224. Resistenza viva alla compressione. - Sia AB (fig. !87) 

un solido prismatico ed omogeneo coll'estremo A fisso e coll'e
stremo B libero ; suppongasi che contro l'estremo B di questo corpo 
e nel senso del suo asse venga a percuotere in lH e con una certa 
velocità un corpo dato ; e si ammelta che, nell'intento di ripar
tire uniformemente l'azione della percossa venga gli questa tras
messa mediante una specie di disco che si considera come asso
lutamente destituito d'elasticità. In questo caso l'effetto dell'urto 
si risolve in una compressione del solido AB, il quale si suppone 
abbastanza corto da non poter avvenire in esso flessione. 
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Attribuendo all e lettere L, Q, P, Q, U e g i significati che loro 
vennero dati nel precedente numero, e chiamando 

q il peso del disco, 
E" il coefficiente d'elasticità longitudinalc relativo alla compres· 

sione per la materia di cui è costituito il solido che si considera, 
l" l'accorciamento che questo corpo subisce sotto l'azione della 

percossa, 
e ragionando precisamente come nel precedente numel'o, si arriva 
a tl'OVal'e che la velocità U, la qual e appena avvenuto l'urto è 
comune al corpo percuziente, al disco sul quale direttamente ha 
luogo l'urto ed allo strato di molecole del prisma. elastico iu con
tatto con questo disco, vale 

U- .2Pu 
-2(P+q)+Q 

(1 ), 

che l'accorciamento l" vien dato da 

l"- U v L [ 3 (p+ q) +Q J 
- 3gE"Q (2), 

e che l'azione molecolat·e Q/ messa in gi uoco nel prisma AB dalla 
percossa, vien espressa da (num . 29) 

E" Q l" 
0~'==-1- (3). 

Sostituendo nell'equazione ' (2) il valore di U dato dall'equazione 
(i) e quindi il valot·e eli l" che così si deduc'e nell 'equazione (5), 
si ottiene il valore di Qg' che, aggiunto aila pressione esercitata 
nel solido prismatico da qu alche forza staticamente operante sopra 
di esso, costituisce il valore dì T" da porsi nell'equazione di sta
bilità del numero 40, quando debbasi questa applicare alla ricel'ca 
della superficie Q da assegnarsi al solido consideralo, affincbè si 
trovi in buone condizioni di stabilità anche solto l'aZione della per
cossa. 

225. Resistenza viva allo scorrimento trasversale. -- Ragio .. 
namentì analoghi a quelli del numero 225, i qnali tanto facilmente 
hanno condotto alla determinazione dell 'allu!l gamento subìto <la un 
solido prismatico omogeneo ed elastico in cui da una percossa 
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vien provocata la resis tenza viva all 'es tensione, sono, a mio avviso, 
da iustituirsi per giLmgere a trovare lo scorrimento assoluto di 
un soliLlo prismatico mantenuto fermo nella sezione EF (fig. 1.88) 
e sul quale vien prodotta una percossa di data intensità nella se
zione M G, parallelamente ed in luogo vicinissimo alla sezione EF. 

Ritenendo le clenominazioni già staùilite nel citato numero 225 
per quanto si riferisce alla ~uperficie della sezion retla del corpo 
percosso, alla gravità, al peso della massa percuziente ed alla velo
cità di cui questa è animata quando l'urto sta per avvenire, c 
chiamando 

D la distanza E M fra la sezion retta fissa e la sezione determi
nata dal piano in cui la percossa ha luogo, 

E'v il coefficiente d'elasticità trasversale per la materia di cui 
è costituilo il solido nel quale vien cimentata la resistenza per 
scorrimento trasversale, 

d lo scorrimento trasversale assoluto l\1M' (num. 70) che esprime 
di quanto la sezione M G si sposta parallelamente dalla sezione E F, 
si ha: che il lavoro motore Lm vie n espresso da 

che il lavoro resistente Lr ammette il valore 

che, quando si ammella che le velocità iniziali dei diversi strati 
di molecole paralleli alla sezione E F variino proporzionalmente 
alle loro distanze dalla sezione stessa la quale rimane immobile, 
la velocità U, comune alla massa percuziente, al prisma M G D C 
ed alle molecole corrispondenti alla sezione M G, si ottiene colla 
formola 

(1), 

essendo Q il peso della parte E F G M del solido proposto nella 
quale vien provocata la resis tenza allo- scorrimento trasversale e 
q il peso dell'altra parte .MG D C, e che la metà della forza viva 

~ (~muo2 -~mui2) prrduta per l'urto trovasi espressa da 
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Ponendo nell'equazione delle forze vive riportata al numero 222 

trovati valori di Lm, di Lr e di~ (~mtt02 -~mu1 2), ~i ottiene 

l'equazione 

dalla quale si ricava 

d-Uv D [3(P+q)+Q] 
- 3gEIV Q 

. (2) 

per valore dello scorrimento trasversale assoluto M'W subito dalla 
sezione MG relativamente alla sezione EF. 

L'azione mQlecolare Q4' provocata dalla percossa nel prisma 
dato AB D C fra le due sezioni E F ed M G, per quanto risulta 
dalla formola (i) del numero 7i, vien data dalla formo la 

(3). 

Ponendo nell'equazione (2) il valore di U dato dall'equazione (i) 
o nell'equazione (5) il valore di d che così risulta, si aiTiva ad 
ottenere quel valore Q4' il quale, aggiunto al valore della resi
stenza allo scorrimento trasversale già messa in. giuoco nel solido 
da forze staticamente operanti sopra di esso, conduce al valore 
di T,. da sostituirsi nell'equazione di stabilità del numero 79, 
allorquando debba questa servire a trovare la superficie Q che 
conviene al solido considerato, affinchè anche sotto l'azione della 
percossa si trovi in buone condizioni di stabilità. 

226. Resistenza viva alla torsione. -Sia ABCD (fìg. i89) un 
solido prismatico la cui sezion retta AB in un modo qualunque 
vien mantenuta ferma, e nel quale ha luogo una percossa di dala 
Jntt~nsilà nel piano della sezion retta E F, normalmente alla retta 
O M in questo piano contenuta e ad una certa distanza dal centro 



- 585-

.di superficie O della sezione medesima. Questa percossa ha per 
effelto di produrre torsione nella parte ABFE del solido prisma
Lico al quale vien trasmessa mediante un materiale braccio di leva, 
che si suppone assolutamente destituito cl ' elasticità; tutti gli strati 
di molecole comprese fra le sezioni AB ed EF, appena avvenuto 
l'urto, prendono velocità angolari diverse rispetto all'asse GO del 
prisma; è nulla la velocità angolare dello strato corrispondente 
alla sezione AB ; e la più grande delle velocità angolari di tutti 
questi strati ha luogo in quello che corrisponde alla sezione EF. 

Ciò premesso, attribuendo alle lettere D, P, tt e g i significati 
che alle medesime vennero dati nel numero 225, e chiamanrlo 

L la distanza GO fra la sezione fissa AB e la sezione EF nella 
quale ha luogo la percossa, 

E"' il coefficiente ùi torsione pet' la materia costituente il corpo 
che si considera, 

e l'arco di raggio eguale all'unità chiudente l'angolo di torsione 
E O E' che nel pt·isma si verificil pel fallo della percossa, 
si ha: che, quando l'angolo di torsione ha un valore 1f minore di e, 
la resistenza molecola re opposta da una fibra qualunque a e, posta 
a distanza O e= v dall'asse G I del prisma e colla sua sezion retta 
di superficie cd, vale (num. 50) 

E"'wv~. 
L ' 

che il lavoro elementare di questa resistenza mentre l'arco 1f su
bisce un aumento differenziale d 1f vien espresso da 

E"' w v2 l d l . 
L l.fi tfi, 

che il lavoro resistente svolto dalla fibra a e nel verificarsi l'an
golo di torsione misurato dall'arco e, vien ' dato da 

~j·e 1 g E"'~_!_ '"d·'·--E'"~82 • L T 'j'- 2 L ' 
o 

e finalmente che il lavoro resistente totale L" svolto dalla resistenza 
molecolare mentre il solido AB F E subisce il contorcimento mi
surato dall 'arco e, amJUette il valore 
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che, indicando con J il momento d'inerzia polare 1: v) v2 della se
zio n retta del prisma consideralo, più semplicemente può essere 
espresso con 

Siano ora: 

L -! E'" ez J 
r-2 L (1) . 

R la distanza O lVI fra il punto di percussione e l'asse G l del 
prisma sul quale la percossa ha luogo ; 

n il peso dell'unità di volume del prisma AB F E: 
m un elemento di massa del prisma EFCD ; 
r la sua distanza dall'asse G I; 
m' un elemento di massa del braccio di leva che riceve l'urto; 
r' la sua distanza dallo stesso asse; 
<Il la velocità angolare comune a tutte le molecole poste nello 

strato corrispondente alla sezione E F, agli elementi di massa del 
prisma EF CD ed agli ~lementi di massa del braccio di leva. 

Il momento rispetto all'asse G I della quantità di molo impressa 
al sistema nell'istante in cui sta per avv euire la percossa è 

p 
-Ru 
g 

(2), 

ed il momento della quantità di moto attuale, che il sistema ha, 
appena avvenuta la percossa, consta: del momento 

(3) 

della quantità di moto che resta alla massa percuziente ; del 
momento 

(4) 

della quantità di moto acquistata dalla parte E F C D del prisma 
percosso; del momento 

(5) 
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della quantità Ji molo acquistala dal braccio dì leva OM; e fiual
menle dal momento della quantità di moto concepila dalla parte 
AB F E del prisma percosso. Per valutare quest'ultima quantità di 
moto si ammetta che le velocità angolari dei diversi strati di mo
lecole compresi fra le sezioni AB ed E F variino proporzionalmente 
alle loro distanze dalla prima sezione. Segue da quest'ipotesi che, 
essendo nulla la vr;locità angolare per" lo strato di molecole cor
risponden te alla sezione AB e clJ quella per lo strato di molecole 
che corrisponde alla sezione E F, la velocità angolare per uno 
strato qualunque a distanza y dalla sezione AB deve essere 
espressa da 

che la velocità assoluta di una molecola qualunque, posta nello 
stesso strato ed a distanza v dell'asse GC del prisma, vale 

che la quantità di moto di questa molecola, la quale può es~;ere 

considerala come un prisma elementare avente un elemento di 
superficie w per area della sua base ed un 'altezza d y, trovasi 
espressa da / 

ITwvci> d . 
gTY y, 

che la quantità di moto di tutta la fibra a e compresa fra le due 
sezioni AB ed E F e distante appunto di Oe =t· dall'asse G I del 
prisma, vien data da 

rrwvci>[L rrwL --- ydy= - ~ vct>· 
g L. o '2g ' 

che il momento di questa quantità di moto rispetto all'asse G I 
risulta 

llwL 2 ,-... 

U) v ""' --g 
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e finalmente che la somma dei momenti delle quantila di moto 
di tutte le fibre componenti il prisma ABFE ammette il valore 

(6). 

Ora per il principio di D'Aiembert, vi deve esgere equilibrio fra 
i momenti delle quflntità di moto impresse ed i momenti delle 
quantità di molo attuali rivolte in senso contrario, ossia l'espres
sione (2) del momento dellfl quantità di molo impressa al sistema 
deve eguagliare la somma delle espressioni (5), (4), (5) e (6) dei 
momenti della quantità di molo attuali . Segue d<l ciò che, non 
dimenticando come ~w v~ rappr~senti il momento d'inerzia polare 
J della sezion retta del prismlJ. percosso e chiamando rispettiva· 
mente S ed S' le somme I m r 2 e ~m' r'' esprimenti i momenti 
d'inerzia rispetto all'asse G I del prisma E F C D e del braccio di 
leva O M il quale direttamente riceve l'urto, si può stabilire l'e
quazione 

P P , IILJ 
-- Ru=- R~<I>+S<I>+S <1>+--<1> g g 2g , 

dalla quale si deduce 

2PRu 
<l>:= 2PR2+2g (S+S')+IILJ (7). 

Ottenuta la velocità angolare <1>, torna cosa sommamente agevole 
il dedurre la perdita di forza viva Smu0

2 -~mu1 2 che, pel fatto 
dell'urto, deve aver luogo nel sistema. 
La somma ~mu02 vale 

p 2 
-u 
g 

e la somma l'm u1 ~ consta: della forza viva 

(8), 

(l}) , 

che ancora rimane alla massa percuziente dopo l'urto ; della forza 
viva · 
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(10) 

acquistata dal solido EFCD; della forza viva 

S' <ll~ (11) 

acquistata dal braccio di leva O M; e finalmente della forza viva 
acquistata dalle molecole costituenti il prisma AB F E. Essendo, 
come già si è dello, 

v <Il 
Ly 

la velocità d'una molecola qualunque posta sulla fibra ae a distanza 
v dall'asse' G I ed a distanza y dalla sezione AB, la forza viva che 
anima questa molecola appena avvenuto l'urto è 

la forza viva di tutta la fibra ae vale 

llw v2<JI2JL 2d _nw 2.?.21· 
-IT y Y-sv"*' ' g o g 

e finalmente la forza viva, che pel fallo dell'urto viene ad acquistare 
A DFE, trovasi espressa da 

ossia ancora, per essere :Ewv2==J, da 

(12). 

Togliendo dall'espressione (8) la somma delle espressioni (9), (i 0), 
(H) e (:12) risulta la perdita di forza viva che nel sistema si veri· 

• 
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fica a motivo dell'urlo, e la metà di questa perdita di forza viVìl 
risulta dall'equazione 

Sostituendo nell'equazione delle forze vive del numero 222 
il valore di Lr dato dall 'equazione ( 1. ) non che questo valore di 
'1 2 c~::muo 2 -~1111li 2), ed osservando che 

si ottiene l'equazione 

dalla quale si ricava 

L 
_1 p 2 

m-0)-u, ... g 

e:= ifl v L [3 PR2 +3 g (S+S')+IILJ] 
3 g E'" J . 

Ottenuto l'arco e di raggio eguale all'unità chiudente l'angolo 
di torsione E O E' riesce facile, mediante l'ultima equazione del 
numero 5i , di trovare quel valore particolare ~'[' di M che rap
presenta la somma dei momenti, rispetto all'asse G I, delle azioni 
molecolari sviluppate da tutte le fibre della parte di solido ABFE 
pel fatto della percossa. Questo momento, aggiunto a quello del
l' azione molecolare che nel solido percosso può trovarsi provocata 
da qualche forza torcente staticamente operante sopra di esso, costi
tuisce il valore di M da porsi nell'equazione di stabilità del nu
mero 60, allorquando debbasi quest'equazione applicare per otte
nere che si trovino in buone condizioni di stabilità quei solidi 

• 
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prismatici ed omogenei nei quali deve essere cimentata la resisten za 
viva alla torsione. 

227. Resistenza viva alla flessione . - Abbiasi un solido pris
matieo HIKL, e suppongasi che contl''esso, in nn piano passante 
pel suo asse O Z intersecante ciascuna sezion retta secondo un 
asse principale dell 'ellisse centt·ale· d'inerzia e perpendicolarmente 
all'asse medesimo, venga prodotta una percossa di data intensità. 
Se il corpo è tanto resistente da non lasciarsi rompere nè snet'
vare, sotto l'azione dell 'urlo s'inflette e, come per un pt·isma in
fl esso da un a forza normale al suo asse e staticamente opet·ante 
su ét i esso, si può ammettere: che alcune sue lìbre si allunghino, e 
che alcune altre si accorcino; che si avi uno strato neutt·o ossia uno 
strato di fibre le quali nè si allungano uè si ar.corciano; che questo 
strato passi per l'asse del solido iuflesso (num . 89); che la sua 
intersezione co n un a sezione trasversale qualunque sia perpendi
colare al piano di sollecitazione, ossia al piano passante per l'asse 
del corpo e per la direzione dell'urto; e che, cessata l'azione 
dell a percossa, tutto rientri nello stato primitivo. 

Considerando nel prisma HIKL du e sezioni lt'asversali AB e CD 
e supponendo che la prima di queste sezioni sia fissa, si può am
mettere che l'altra pel fatto della flessione ven ga a rotare atlorno 
all'asse neutro rappresentato nel pnnlo F, e che, appena cessala 
ogni azione dell'urto ossia quando sta per riprendere la sua po
sizione pl'imitiva, trovisi essa in C1 Du non più parallela, ma sib
bene. inctinata d'un angolo piccolissimo A NC1 con AB. Chiamando 

l la distanza EF fra le d ~e sezioni considerale AB e C D, 
cd la superficie elementare della sezione d'un elemento qualunqu e 

ab di fibra, • 
v la distanza Fb di ques t'elemento di fibra dall 'asse neutro 

rappresentato in F, 
e l'a rco di raggio egual e all 'unità chiudente l'an go lo CF C1 eù 

esprimente di quanto la sezione C D, passa nrlo in C1 D1, ha giralo 
intorno all 'asse neutro rappresentato in F, 

E il coefficiente di elas ticità lon gi tudinale per la materia di cui 
il pri sma è form ato , il qu al coeffici ente si assume dello stesso 
valore tanto per le fibre sottoposte a tensiorie quanto per quelle 
sottoposte a compressione, 
si ha : che la resistenza opposta dall 'elemento qualunque di fibra 
ab, qmmùo la sezione CD ha rotato intomo al suo asse neutro d'un 
angolo misurato dall'arco ~ vale (num . ·12 e 29) 

.. 
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Ew v'f. 
l ' 

che il lavoro elementare di questa resistenza, mentre l'arco ~ su
bisce un aumento differenziale "d~. vien espresso da 

che il lavoro resistente svolto dalla fibra ab, nel rotare della se
zione C D atto m o al suo asse neutro dell 'angolo misurato dal
l'arco e, ammette il valore 

e finalmente che il lavoro resistente totale, svolto dall'azione mo
lecolare fra le due sezioni AB e CD, può essere rappresentato 
dall'espressione 

la quale, indicando con I il momento d'inerzia ~w v~ della sezion 
retta del prisma considerato rispelto all'asse neutro in essa con
tenuto, si riduce a 

(1). 

Siano ora: 
P il peso del corpo che in M viene a percuotere il prisma proposto ; 
l{ la distanza del punto di percussione l\'1 dalla sezion retta C D; 
u la velocità della massa percuzienle all'istante in cui sta per 

avvenire la percossa ; 
II il peso dell'unità di volume del prisma del quale vuolsi stu

diare la resistenza viva; 
g la gravità ; 
m un elemento di massa del prisma C D l{ L posto a diritta della 

sezione CD ed 
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r la distanza di quest'elemento dall'asse neutro rappresentato 
nel punto F; 

<I> la velocità angolare comune a tutte le molecole poste nello 
strato corrispondente alla sezione CD ed agli elementi di massa di 
quella parte del prisma consideralo che t•·ovasi a diritta dell'or 
indicata sezione. 

Il momento, rispetto all'asse neutro rappresentato nel punto F, 
della quantità di moto impressa al sistema nell'istante in cui sta 
per avvenire la percossa è 

p 
-Ku 
g (2)' 

ed il momento, rispetto allo stesso asse neutro, della quantità di 
moto attuale, che ha il sistema appena avvenuta la perGossa, consta 
di -tre parti. La prima parte è il momento 

(3) 

della quantità di molo che resta alla massa percuziente, la se
conda parte è il momento 

(4) 

della quantità di moto acquistata dal solido percosso posto a di1·itta 
della sezione C D ; e finalmente la quarta parte è la somma dei 
momt' nti delle quantità di molo variabili concepite da tutte le 
masse elementari costituenti il prisma ABCD. Per valutare questa 
quantità di molo si consideri l'elemento qualunque di fibra ab posto 
a distanza F b =v dall'asse neutro rappresentato in F, e si am
metta che all'istante della percossa essendo v<I> la velocità assoluta 
della molecola posta in b è zero quella della molecola corrispon
dente al punto a, tutte le altre mole~;ole intermedie prendano ve
locità diverse e proporzionali alle loro distanze dalla . sezione A B. 
Segue da quest'ipotesi che la velocità assoluta per una molecola 
qualunque posta a distanza y dalla sezione AB è 

v(> 
- l- y' 

che la quantità di moto di questa molecola, la quale può essere 
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considerata come un prisma elementare d i base c.J e di altezza d y, 
vale 

Il w v <I> 
- - ydy 
g l ' 

che la quantità eli moto per tutto l' elemen to di fibra ab trovasi 
quindi espressa da 

IT wv<I> (l IT wl 
g -z-J o ydy=: 2g v <I> , 

che il momento di questa quantità di moto rispetto all'asse neutro 
rappresentato nel punto F ammette il valore 

e finalmente che la somma elci momenti delle quantità di moto 
di tutti gli elementi di fibra componenti il prisma AB D C vien data 
dall'espressione 

nlm'<' • 
- "" -'-' uJV" 2y 

(5). 

Ora, per il principio di D' Alembert, vi deve ~ssere equilibrio fra 
i momenti delle quantità di moto impresse ed i momenti delle 
quantità di molo attuali rivolte in senso contrario, ossia l'espres
sione (2) del momento della quantità di moto impressa al sistema 
deve eguagliare la somma delle espressioni (5 ) , (4) e (5) dei 
momenti delle quantità di moto attuali. Segue da ciò ehe , 
chiamando S la somma 1: m r2 esp1·im ente il momento d'in erzia , 
rispetto all'asse neutro rappresen tato ne punto F, della parte di 
prisma percosso posta a diritta della sezione CD e non dim enti
cando che 1: u) v2=l, si ha l'equazione 

P P ~ rrll -Ku=: -- K <I>+S<I>+-<1> 
g g 2g 

dalla quale immediatamente si ricava 
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(6). 

Trovata la velocità angolare <1>, riesce fa ci le il dedurre la per
dita di fonm viva ::mu02 -- ~mu.1 ~ che, pel fallo dell'urto, si 
deve verificare nel sistema. La somma ~mu0~ consta del solo 
termine 

(7), 

e la somma ~m u1 
2 vale: la forza viva 

(8) , 

che ancora rimane alla massa percuziente dopo l'urto; la forza 
viva 

(9) 

acquistata dal prisma C D KL ; e la forza vi v:~ acqnistata dalle mo
lecole costituenti il prisma A B D C. Essendo , come già si è 
dello , 

v <l> 
-y 

l 

la velocità di una mol ecola qualunque posta a distanza y dalla se
zione AB snll'rlemento di fibra ab collocato a distanza F b ==v 
dall'asse neutro, la forza viva che anima questa molecola appena 
avvenuto l'urto è 

11 w v~ <l> 2 2 d . 
gTY y, 

la forza viva di tutto l'elemento di fibra ab vale 

L'ARTE Ul FABilRlCARE Resisteuza dei malet·ia/i, ecc. - 38. 
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e finalmente la forza viva, che p el fatto dell'urto viene ad acquisl are 
il prisma AB D C, vien espressa ùa 

rrl,.... 2 ~ 
Sg""~ wv , 

ossia, per essere ~w v2 == I, da 

(10). 

Sottraendo dall'espressione (7) le espress10m (8), (9) e (1 O) si 
ottiene la perdita di forza viva ~ m tt02 -~mtt1 2 avvenuta nel si
stema ' a motivo dell'm·to, e la metà di questa perdita di forza viva 
vien data da 

Applicando ora il principio delle forze vive col dire che il lavoro 

motore Lm, ossia la metà della forza viva ~ tt 2 della massa pet·-
g 

cuziente all'istante in cui sta per avvenire la percossa, t1eve egua
gliare il lavoro resistente L1. , svolto dall'azione molecolare c dato 
dall'espressione (1), aumentato della meta della forza viva perduta 
per l'urto or ora trovata, si ottiene l'equazione 

dalla quale si ricava 

() _,.... l/ l(3 PK2+3gS+ Ti li ) 
C)_ ..... v 3gEI ( 11 ). 

Trovato l' arco e chiudente l'angolo CF C1 di cui ha ruotalo la 
sezione CD l'cla tivam ente alla sezione AB pel fallo della percossa, 
se chiaman si 

v' la distanza lt C Ll clla fibr a maggiormcutc allungula A C dal
l'asse ucutro c 
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v" la distanza FD della fibra maggiormente accorciata BD pme 
all'asse neult'o, 
l'allungamento e l'accorciamento di queste fibre, la superficie della 
cui sezione può essere eappresentata ·con IJl, sono rispettivamente 
/ 'd rappresentati a 

v'e e v" e; 

la tensione della prima e la prrssione della seconda (num. 12 e 29) 
sono espresse da 

v' e 
EwT e 

v" e 
Ew-· 

l ' 

e per conseguenza la fibra maggiormente allungala e quella mag
giormente accorciata sopportano rispett ivamente la tensione Q/ e 
l::~ pre~sione Q2', riferite all'unità di superficie, date da 

v'e 
Q'-E I- -l-

Q '-E~ 2- l 

(12). 

Ponendo nell'equazione (1 i ) il valore di 4> dato dall'equazione 
(6) e mettendo il valore di e che così risulta nelle equazioni ( 12), 
riesce possibile, cou metodi analoghi a quelli lungamente esposti 
nel capitolo VI, il det erminare: la sezione pericolosa; la tensione 
e la pressione massima riferite all'unità di superficie in questa 
sezione; e quindi lo stabilire le equazioni di stabilità per un solido 
prismatico ed omogeneo sottoposto ad una percossa diretta nor
malmeule al suo asse in un piano passante per uno degli assi 
principali dell'ellisse centrale d'inerzia di ciascuna sua sezione. 
Quando nel corpo cunsidet·ato vien provocata la resistenza alla 
flessione non solamente 1lalla percossa, ma an~:he da forze stati
camente operauti sopt'a di esso, è necessario teuer conto delle 
azion i di queste forze, tanto nel determinare la sez ione pericolosa, 
quanto nello stabilire le equazioni di stabilità. 

228. Resistenza viva dei tubi. - Il generale Menabrea, nella 
sua teoria sulla resistenza viva dei tubi, non fa distinzione fra il 
periodo in cui avviene l'urto e quello in cui si verificano d.eforma -
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zioni del sistema, e1l ammette che, quando bruscamente si arresta 
il corso dell'acqua che scorre enl t'o un tubo, la forza viva di cui è 
animata la massa liquida si trasformi in tre distin ti effetti, ossia : 

1 • Nella dilatazione della parete del tubo nel senso della 
circonferenza ; 

2" Nella compressione della materia costituente il tubo, nel 
senso normale alla superficie interna ; 

:r Nella compressione dell'acqua. 
Chiamando poi 

r il raggio intemo ùel tubo, supposto di sezione circolare, 
e il suo spessore, 

r+~ e il raggio medio, 

l la lunghezza della parte di tubo che si considera, 
E il coefficiente ù' elasticità per la ma Leria d i cui il tu bo è 

formato, e che si assume d'eguale valore tanto per l'estensione 
quanto per la compressione, 

E1 il coefficiente di compressibilità del liquido, 
q il peso d'un metro cubo di liquido, pari a 1000 chilogrammi 

per l'acqua, 
g la gravità, 
v la velocità dell' acqua, 
h l'altezza dovuta a questa velocità, 
1r il rapporto dell a circonferenza al diametro, 
~ l'aumento che subisce il nggio r sotto il colpo d'ariete, 
À l'allungamento proporzionale della €{rconferenza media del 

tubo corrispondente al limite d'elasticità od all'accrescimento ~ 

del raggio r, 
À' l'accorciamento p1·oporzionale dello spessore del tubo nel 

senso normale alla superficie interna, 
À11 l'accorciamento proporzionale del cilindro liquido lungo l, 
T1 il lavoro consumato per allun gare la circonferenza del tubo, 
T 2 il lavo ro consumato per comprimere il tubo in senso normale 

alla sua superficie interna , 
T 3 il lavoro consumato per comprimere l'a cqua, 
p la pressione interna atta a produrre l'allungamento propor

zionale À, riferita all'unità di superficie, ed 
H l'altezza della colonna d'acqua corrispondente a questa pres

sione, 
ecco come arriva all e equazioni mediante le quali è possibile de
terminare gli ~pessori da assegnarsi ai tuhi delle condotte d'acqua, 
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nonch è le altezze delle colonn e d"acqua capaci di produrre nei 
tuhi gli stessi effelti prodoUi dai colpi d'ariete. 

Il peso della massa liqnirla contenuta nel tubo lungo l è rr r2l q, 
e quindi la forza viva di cui questa massa è animata vale 

(1 ). 

L'allungamento che subisce la circonferenza media 2 rr ( r+ ~e ) 
del tubo è 

e quindi l'allungamento proporzionale À vie n dato da 

(2). 

Nell'istante in cui la detta circonferenza media ha subito un al
luugamento x minore di 2nd', ossia nell 'istante in cui si verifica 
l'allungamento proporzionale 

x 

l'azione molecolare messa in giuoco nel senso della circonferenza 
del tubo vien espressa da 

(essendo e l la mezza superficie della sezione fatta seconrlo l'a sse 
rlel tubo nella sua parete ) ; il lavoro resistente elementare, che 
qu es t'azione sviluppa passando l' allun gamento della circonferenza 
del tubo dalla lunghezza x alla larghezza x + d x, ammette il 
valore 
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E l 
xdx . 

e 1 ) ' 
2n(r+ 2 e 

ed il lavoro totale T1 dell'azione molecolare, mentre la circonfe
renza media del tubo subisce l'allungamento 2n ò', risulta dall'equa
zione 

o più semplicemente, quflndo per ò' si ponga il valore che ricavasi 
dalla (2), dà 

(3). 

Per trovare il lavoro T 2 consumato per comprimere il tubo in 
senso normale alla sua superficie interna, si ch1ami ~ la lunghezza 
di c,ui vien diminuilo lo spessore del tubo, e non si dimentichi 
chè p è la pressione esercitata contro l'unità della sua superficie 
interna. Considerando il tubo come un anello circolare il quale, 
per ogni unità della sua lunghezza misurata sulla circonferenza 
media, è sollecitato dalla forza normale p l, siccome la tensione 
che esso sopporta tangenzialmente alla della circonferenza media 
è EelÀ, si ha (num. 24 e 25) 

dalla quale si ricava 

EeD=plr, 

Ed 
p=

r 
(4). 

Osservando ora che l'accorciamento ~ corrisponde alla pressione 
p, la quale si esercita su un prisma avente per base l'unità ed e 
per altezza, si ha ancora 

p-E ~ - e ' 
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per cui, eguagliando i due valo ri trovati di p e ricavando ~ dall 'e
quazione che risulla, si olliene 

(5). 

Ciò premesso, nell'istante in cni la parete del tubo ha subita una 
diminuzione Ji spel'sore y minore di ~. l'azione molecolare svilup
pata dalla matèria costituente il tubo si può esprimere con 

E2nd1t · e , 

il lavoro resistente (~lementare, svolto da quest'azione nel mentre 
di1•enta y+d y la climinuzione di spessore della parete del tubo, 
risulta allora 

ed il lavoro resistente totale T ~ svolto dall 'azione molecolare, men
tre la parete del tubo subisce in senso normale alla sua su perficie 
interna la diminuzione di spessore ~. ammette· il valore 

che, a motivo del valore di ~ dato dall'equazione (5), si ri· 
duce a 

(6) . 

Venendo ora a cercare il lavoro T 3 che vien consumato nel 
comprimere la massa d'acqua , si incominci dall'osservare : che 
può essere trascurato l'ingrandimento ~ suhìlo dal raggio interno 
del tubo a motivo della diminuzione di spessore che si manifesta 
nella sua parete, giacchè si vede dalla formala (5) che questa 

tfUanlilà è sempre piccola per essere sempre tale il r<1pporto ~; 
r 

e che quindi, polendo ::; i considerare siccome ridolla a n (1· + ò')2 la 
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sezione circolare del tubo dopo avvenuta la sua dilatazione, il 
cilindro liquido prima lungo l avrà p1·esa un'altra lunghezza l'. 
Per dete1·minare l' basta porre la condizione che il volume del 
cilindro liquido di sezione n r 2 e di altezza l deve essere eguale 
al volume del cilindro liquido di sezione n (r +ci')~ e di altezza l', 
questa condizione è 

ed immediatamente da essa si ricava 

r2 
l'= (r+ eì')2l (7). 

Ora, trovandosi l'acqua al momento dell'urto sotto la stessa pres
sione p riferita all'unità di superficie che si verifica normalmente 
alla superficie interna del tubo, la lunghezza l' subisce una piccola 
diminuzione p., e fra p, l', p. ed E1 si può stabilire la relazione 
(num. 29) 

Eguagliando questo valo1·e di p a quello dato dalla formola ( 4) 
si ha 

p. EeÀ 
E1y=-r-' 

d'onde si ricava 

E l'e). 
u----
-E1 r 

(8). 

Trovato il valore di p .• si consideri il cilindro liquido, avente per 
base la superficie n (r+ eì')2 e per altezza l', allorquando si è ac
corciato della quantità z minore di p .. L'azione molecolare opposta 
dalla massa liquida si può ritenere come espressa da 

il lavoro resistente elementare, svolto da Cjuest'azione nel mentre 
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diventa z +d.:; l'nccorci~tniento del ciliuùro liquido lungo l', vale 

ed il lavoro resistente totale '1'3 consumato nel comprimere l'acqua, 
ossia nel diminuire di p. la lunghezza l', vien dato da 

ossia, 
. p.~ 

avuto riguardo al valore di l' (r + ò')~ ed al valore dr l'
2 

somministrati dalle forro.ole (7) ed ( 3), da 

(9). 

Eguagliando ora la metà della forza viva, spenta nel momento 
del colpo d'ariete e data dall 'espressione (1), alla somma dei tre 
lavori T1 , T~ e T 3 somministrati dalle formole (5), (6) e (9), si 
ottiene, l'equazione 

che facilmente si riduce 

(10) . 

Per ricavare il valore di e da quest'equazione, basta osservare che 
' l t e2 l . , f' . 
1 rapporto 9 , posto entro e parentesi, e sempre una raz10ne 

r 
assai piccola, che per conseguenza si può essa trascurare, e dedurre 

il valore di ~ dall'equazione di secondo grado 
r 
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la quale conduce ad ollenere 

Venendo ora alla determinazione dell'altezza H di una colonna 
d'acqua capace di produrre per semplice pressione idrostatica lo 
stesso effetto del colpo d'ariete, si esprime con q H la pressione 
di questa colonna sul metro quad1·ato di superficie interna del 
tubo, e, dovendo essa eguagliare il valo1·e eli p dato dall'equazione 
(4), si può stabilire l'equazione 

dalla quale si deduce 

I-I 
E d 

q = --
r 

(12), 

Questo valore di E À 2 ~ si ponga nell'equazione ( 1 O) , e si ottiene 
r 

l'equazione 

da cui si ricava 

Trascurando, come già si è fallo nella deduzione del valore di e, 
. e~ 

la frazione assai piccola r
2

, ed osservando che per la (11 ) 

e( E)- v 2qh( E) r 1-+;-Ei --1+ 1+EÀ~ 1+E~ , 
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si può assumere la seguente formola determinalrice di H 

h . 2 

H== I ---:v--;==-:::;:2 q==h==c ====E=-) 
1 + 1+ E À2 1 +E, 

(13). 

Per calcolàre mediallle le formole (H ) e (15) lo spessore e 
e l'altezza H è necessario conoscere E, À ed E1• I valori di E e di 
À souo dali sperimentali di cui vennero riportati i valori al nu
mero 15, ed imporla indicare come si possa ottenere il va
lore di E1• Perciò basta osservare che una colonna d'acqua, alla 
temperatura ordinaria, mediamente si accorcia di 0,000048 della 
sua lunghezza primitiva sotto la pressione di un'atmosfera , ossia 
di 10550 ch ilogrammi per ogni metro quadrato, e che perciò ap 
plicando l'equazione (2) del numero 29 col fare in essa 

T"== 1 03~0Cg ' À2 ==o ,000048, 

si può stabilire l'equazione 

10330==E1 X 0,000048, 

dalla quale, tenendo conto solamente delle cifre significative dei 
milioni, si ricava 

Supponendu che la forza viva la quale anima la massa liquida 
nell'istante del colpo d'ariete venga tutta consumala per dilatare 
il tubo nel senso della sua circonferenza , l'equazione esprimente 
che la metà di questa {orza viva deve eguagliare il lavoro resistente 
svolto dalla materia di cni il tubo è costruito si riduce a 

Semplificando etl ordinando per t'apporlo ad ~, si ottiene l'equa
r 

zione del secondo grado 
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( e)~ e 2qh _ 
---; +2 ;. - Eì. ~ - 0, 

e v 2qh -=-1+ 1+-r EÀP 

o più semplicemente 

(14). 

quando si sviluppi il radicale in serie e quando tengasi soltanto 
conto dei primi due termini dello svolgimento. Ossenando poi che 
dall'equazione ( 12) si ha 

risulta 

dalla quale si ricava 

e_ qH 
;:-E-x' 

(15) 

per espressione della colonna d'acqua capace di produrre lo stesso 
effetto del colpo d'ariete quando si supponga che questo unica
mente si . risolva nel produrre un ingrandimento del tubo per al
lungamento della circonferenza media della sua sezion retta. I 
risultati a cui conducono le formule ( 14) e (i 5) sono poco diversi 
da quelli che si ottengono applicando le formole (i 1) e ( 15) 
quando la velocità del liquido di cui si arresta il corso è inferiore 
ad 1 metro, e quindi al disotto di questo limite di velocità, senza 
inconvenienti, si possono adoperare le semplicissime formole (14) 
e ('15) nelle quali si trascura la compressione del tubo nel senso 
della sua grossezza e la compressibilità del liquido. 

Se in un tubo, prima del colpo d'ariete, ha luogo una pressione 
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costante p10 si l'erifica nel senso della circonferenza della seziou 
retta del tubo un allungamento proporzionale costan~e À1 , colle
gato alla pressione p1 mediante la relazione 

E e ),1 
Pt= - ---

r 

analoga alla ( 4). Da quest'equazione si ricava 

_p1r 
Àt- -E- , 

j e 

e, tanto nell'applicare le form ale (H ) e (t5) quanto nell 'applicare 
le altre più semplici (14) e (1 5), si ù1we porre per l'allungamento 
)\ no n già l'allungamento proporzionale total e che pu ò sopportare 
il tubo sullo il colpo d'ariete, ma solamente la differenza 

_ Pt1" 
),-),t_ ),- -E- . 

j e 

Onde determinare lo spessore di una co ndotta in modo che si 
trovi essa in buone condizioni di stabilità, bisogna assumere per 
allun :;flrnento proporzionale ), una data fr az ione di quello che eor
rispunrl e allo suervamen to. Questa frazione pu ù variare da 1/2 fld 
1/5 pe1 tubi ruelalliei, e da ·l /2 a1l 1/7 pei tubi in legno . 

• 
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mento di temperatura, pag. 48 n. 24, 
pag. 53 n. 25. 

Chiodature e loro resistenza, p a g. 464 
n. 196. 

Chiodi che vengono impiegati nella for
mnione de lle travi metalliche e 
sforzi a cui sono assoggettati, pag . 
463 n. 195. 

Cilindri che tendono a rompers i per ef· 
fetto di una pressione interna, pag. 
39 n. 23. 

Cilindri che tendono a rompersi per ef· 
fetto di una [Jressione es tet·na, pag. 
83 n. 46. 

Coefficiente di stabilità, p~g. 11 n. 9. 
Coefficiente o modulo d'elast icità longi

tudinale relativo all 'estensione, pag. 
H n. 1g, pag. 16 n. 13. 

Coefficiente o n.odu lo d'elasticit à longi
tudinale rela tho al la compressione, 
pag. 61 11. 29, pag. 62 n. :30. 

Coefficiente di torsione, pag. 88 n. 50, 
r~g. 105 n. 5~ . 

Coefficiente o modulo d'elastici là trasver
sale, pag. 120 n. 71, pag. 12 1 11. 72. 

Coefficiente di rottura per tensione, ossia 
t'Psistenza alla rouura pet· tensione 
riferita all'unità di superficie , pag. 
24 n. 16 e '17. 
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Coefficiente di rottura per pressione, ossia 

resistenza alla rottura per pressione 
riferita all'unità di superficie, pag. 
65 n. 33 e 34. 

Coefficie11te di rottura per torsione, ossia 
resistenza alla rottura per torsione 
riferita all'unità di superficie, pag. 
109 n. 62, pag. 111 n. 63. 

Coefficiente di l'Ottura per scorrimento, 
ossia resistenza alla rottura per sco l'· 
rimento riferita all'unità di super
ficie, pag. ·125 n. 75 , pag. 124 
n. 76. 

Condizione di stabilità pei corpi sotto
posti a torsione, pag. ·11'1 n. 64. 

Condizione di staLilità per un corpo il 
quale deve resistere ad una forza 
che tende a sollevarlo, pag 370 n. 
154. 

Condizione di stabilità per un corpo il 
quale deve resistere ad una fo1·za che 
tende a rovesciarlo, pag. 377 n. 15~ . 

Conrlizioni di stabilità pei corpi sotto· 
posti a tensione, pag. 22 n. 14, 
pag. 33 n. 18. 

Condizioni di stabilità pei corpi solto
posti a pressione, pag. 64 n. 31 , 
pag. 76 n. 40. 

Condizioni di stabilità pei corpi in cui 
vie n prevocata la resistenza allo scor
rimento, pag. 122 n. 73, pag. 133 
n. 79, pag. 135 n. 81 , pag. 460 
n. 191. · 

Condizioni di stabilità pei solidi rettilinei 
in cui vien provocata la resistenza 
alla flessione, pag. 162 n. 92, pag. 
164 n. 93, pag. 511 n. 131, pag. 
555 n. '149. 

Corpi solidi di cui convien studiare la 
resistenza e loro generazione geo
metrica, pag. 12 n. 1 o. 

Costituzione molecola re dei corpi, pag. 
7 n. 1. 

Curva elastica, secondo la quale si dis
pone l'asse di un solido rettilineo, 
nel quale vien provocata la resiste11za 
alla flessione, pag. 158 n. 90, pag. 
299 n. 124, pag. 353 n. 14 7, pag. 
355 n. 150. 

D 

Deformazioni elastiche, pag. 8 n. 4. 
Deformazioni permanenti, pag. 8 n. 4. 
Deviazione della sezion retta d'un prisma 

inflesso sotto l'azione di una fo1·za 
p~rallela al suo asse, pag. 309 n. 
129, pag. 318 n. 134. 

Disposizioni più convenienti da assegnarsi 
alle sezioni trasversali dei solidi da 
impiegarsi per resistere alla fl es
sione, pag. 250 n. 11 O. 

Durata dell'azione delle forze estrinseche 
e sua influenza sulla resistenza dei 
corpi, pag. 11 n. 7. 

E 

Elasticità, pag. 8 n. 4. 
Elemento di fibra o fibra elementare , 

pag. 12 n. 10. 
Equazione d'equilibrio fra le forze estrin· 

seche e le forze molecolari in un 
corpo prismatico sottoposto a ten
sione, pag. '14 n. 12. 

Equazione d'Pquilibrio fra le forze estrin
seche e le forze molecolari in un corpo 
prismatico sottoposto a pressione , 
pag. 61 n. 29. 

Equazione d'equilibrio fra le forse estrin
seche e le forze molecolal'i in un 
corpo sottoposto a torsione, pag. 88 
n. 50. 

Equazione d'equilibrio fra le forze estrin
seche e le forze molecolari in un corpo 
sottoposto a scorrimento trasversale, 
pag. 120 n. 71. 

Equazione dei momenti inflettenti per le 
sezioni corrispondenti a tre appoggi 
successivi di una trave orizzontal
mente disposta ed unifornremente 
caricata di pesi, pag. 175 n. 114. 

Equazione di stabilità per un corpo il 
quale deve resistere ad una forza 
cùe tende a sollevarlo, pag. 370 n. 
154, pag. 371 n. 155. 

Equazione di stabilità per un corpo il 
quale deve resistere ad una forza 
che tende a rovesciarln , pag. 377 
n. 159, pag. 378 n. 160. 

Equaziorri d'equilibrio fra le forze estrin
seche e le forze molecolari nei corpi 
rettilinei sottoposti a flessione, pag. 
In n. 88, pag. 301 n. 126, pag. 
318 n. 134, pag. 349 n. 145, pag. 
355 n. 150. 

Equazioni d'equilibrio fra le forze estrin
seche e le forze molecolari nei solidi 
inizialmente curvi, aventi per asse 
una curva piana, sollecitati da forze 
contenute nel piano di questa curva 
ed in cui ciascuna sezione è tagliata 
dal piano stesso secondo un asse 
principale dell'ellisse centrale d'i
nerzia, pag. 381\ n. 165. 

Equazioni d'equilibrio fra le forze estrin
seche e le forze molecolari in un arco 
equilibrato, pag. 422 n. 174 . 

Equazioni di stabilità pei corpi sottoposti 
a tensione, pag. 22 11. U, pag. 53 
n. 18, pag. 34 n . 19 e 20. pag. 
35 n. 21. 
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Equazioni di stabilità pei corpi sottoposti 

a pressione, pag. 64 n. 31, pag. 76 
n. 40, pag. 77 n. 41 e 42, pag. 76 
n. 43. 

Equazioui di stabilità pei corpi sottoposti 
a torsion e, pag. 108 n. 60, pag. 11 t 
n. 64 , pag 112 n. 65, pag. 113 
Il. 66. 

Equazioni di stabilità pei corpi in cui 
vie n provocata la resistenza allo scor
rim ento, pag. 122 n. 73, pag. 1 :;3 
n. 79, pag. 134 n. 80, pag. 135 n. 
81, pag. 460 n. 191, pag. 46'1 n. 
102. 

Equazioni di stabi lità pei solidi rettilinei 
in cui vien Jlrovocata la resistenza 
alla flessione, pag. 162 n. 92, pag. 
164 n. 93, pag. 511 n. 131, pag. 
3 18 n. 134, p3g. 355 n. 149, pag. 
35 7 IL 15 f. 

Equazioni di stabilità pei so li di rettilinei 
inizialmente curvi, pag. 39 ·\ n. 169. 

Esperieuze e dati sperimentali sulla re
sistenza all'estensione, pag. ·14 n. 
11, pag. 16 n. 13, pag. 23 n. 15, 
pag . 24 n. 17. 

Esperienze e dati sperimentali sulla re
sistenza alla compressione. pag. 6U 
n. 28, pag. 62 n. 30, pag. 65 n. 32 
e 34. 

Esperienzé e <lati sperimentali sulla re
sistenza alla torsione, pag. R7 n. 49, 
pag. 105 n. 58, pag. 109 n. 61, 
pag. 111 n. 63. 

Esperienze e dati sperimentali su lla re
sistenza allo scorrimento, pag. 119 
n. 70, pa::. 121 n. 72, pag. 123 n. 
74, p:lf!. 124 n. 76, pag. 127 n. 77, 
pag. 130 n. 78. 

Esperienze e dati sperimentali sulla re
sist enza all a fl~ssione , pag. t 46 n. 
86, da pag. 201 a 2 13 e da n. 103 
a 10 5. 

Esperienze ed osservazioni sul modo con 
cui avvieue la rottura nelle volte a 
bolle, pag. 438 n. 179. 

Espressione generale della spinta delle 
terre, pag. 529 n. 211. 

F 

Fibra e fibra elementare, pag. 12 n. 1 O. 
Flessione prodotta nei solidi rettilinei da 

forze perpendicolari ai loro assi, da 
pag. 146 a 300 e da n. 86 a 1'24. 

Flessione prodolla nei so lidi rettilinei da 
forze parallele ai loro assi, da pag. 
300 a 349 e da n. 125 a 143. 

Flessio1•e di un soliuo rettilineo caricalo 
di punta, nel quale le dimensioni 
della sezione trasversale sono pie-

cole in confronto dell altezza , da 
pag. 334. a 349 e da n. 139 a 143. 

Flessione prodotta in un solido rellilineo 
da forze riducibili ad una risultante 
unica obliqua al suo asse, da pag. 
349 a 3i0 e da n. 1-14 a 153. 

Forme più convenienti da ass~f(narsi alle 
sezioni trasversali dei solidi da im
piegarsi per resistere alla flessione, 
pag. 250 n. 11 O. 

Forza che tende a produrre, in un corpo 
sottrposto a flessione, lo scorri men to 
longit.udiuale in una sezione paral
lela allo strato delle fìhre invaria
bili, pag. 456 n. 189. 

Forze es trinseche limiti a cui · convien 
assoggettare i corpi nelle costru
zioni, pag. 11 n. 8. 

I 

incavallatura di piccola portata, pag. 480 
n. 202. 

Incavallatura di portata media, pag. 483 
n. 203. 

Incavallatura di grande portata, pag. 490 
n. 204. 

Incavallatura di Polonceau, pag. 499 n. 
205, pag. 505 n. 206. 

Incavallatura coi puntoni rinforzati da 
saelle inclinate e da tiranti verticali, 
pag. 512 n. 207. 

Incavallature e calcolo delle dimensioni 
di diversi pezzi che le compongono, 
da pag. 4 79 a 524 e da n. 201 a 208. 

L 

Linea che, per un prisma non avente 
aderenza coll'appoggio, separa nella 
sua base la parte p1·emuta dalla parte 
non premuta, pag. 323 n. 136, pag. 
325 n. 137. 

Linee di egual tensione nei solidi retti- ' 
linei intlessi da forze parallele ai loro 
ass i, pag. 312 n. 132. 

Linee di egual pressione nei solidi retti
linei inflessi di forze parallele ai loro 
assi, pag. 318 11. 134. 

M 

Momenti d'inerzia di sezioni piane rispetto 
ad assi in esse contenute , da pag. 
165 a 199 e da n. 95 a 102. 

Momenti d'inerzia polari di sezioni piane, 
da pag. 92 a 105 e da n. 52 a 57. 

Momenti inllellenti nelle sezioni corri
spondeuti a~li appoggi per una trave 
orizzontalmente disposta ed unifor
memente caricata di pesi, pag. 278 
D. 115. 
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Momenti infl ettenti nelle diverse sezioni 

delle travate di una tr~ve orizzon
talmeute disposta ed uniformemente 
car icata di pesi, pag. 280 n. 116. 

Momento cl'irle i'Zia polare, pag. 88 n. 511. 
Momento di torsibilità, p~g. 88 n. 50. 
Momento di resistenza alla r·ottura per 

torsione, pag. 109 n. 62. 
Mom euto intl rllente, pag . 158 n. 90. 
Momento resi,teute alla flessione, pag. 

158 n. 90. 
Momento di flessibilità, pag. 158 n. 90. 

N 

Nozioni generali sulla resistenza dei corpi, 
da pag. 7 a 13 e da n. 1 a 10. 

Numero ciPi chiodi da impiegarsi nelle 
chiodature, pa g. 466 n. 197, pag . 
468 Il. 1\!8. 

p 

Piano di flrssioBe, pag. 155 n. 89. 
Piano rli sollecitnione, pag . 147 n. 87. 
Pressione in qualsiasi punto della sezion 

retta di u11 prisma intlesso soLto l' a
zioue eli una forza parallela al suo 
asse, pag. 318 n. 134. 

Pressione massima. riferita all'unità di 
superficie sullo spigo ln attol'llo al 
quale tend e a f<lr'si il rovesciamento 
di un solido prismatico , pag. 580 
n. 162. 

Prisma di massima spinta delle terre, 
pag. 535 n. 2'12. 

Problemi sulla resistenza all'estensione , 
da pag. 56 a 53 e da n. 22 a 24. 

Problemi sulla resistenza alla compres
sione, pag. 79 u. 44, pag. 81 n. 45. 

Probl emi sulla resistenza alla torsione, 
pag. 116 n. 68 . 

Problemi su lla resistenza allo scorrimento, 
da pag. 1:55 a 145 e da n. 82 a 85. 

Problemi sul la determinnione delle curve 
elastiche secondo cui si dispongono 
gli assi di solidi rettilinei nei qu ali 
vien provocata la resistenza alla fles
sione, p a g. 215 n. 107. 

Problemi sul la determin azione dei mo
menti inllclleuti e degli sforzi di 
taglio eli maggior· valore asso luto , e 
quindi delle sezioni pericolose pei 
solidi rettilinei in cui vien provocata 
la resistenza alla flessione, pag. 229 
n. '108, pag. 359 n. 152. 

Problemi sulla resistenza dei solidi ret
tilinei alla Oessione, pag . 255 n. 111. 

Probl em i sulla clrformazione di archi ci r
colari caricati di pesi, pag. 393 n. 
170. 

Problemi sulla stabilità rli archi circolari 
caricati di pesi, pag. 407 n. 171. 

Pr·oblemi sugli archi equi libr·ati, pag. 424 
n. 175. 

Problemi sulla spinta delle terre, pag. 
545 n. 216. 

Procedinwnli pratici per verificare la sta
bilità ùi un a vòlta aborte, pag. 445 
n. 183, pag. 1,46 n. 181, pag. 448 
n. 1K5, pag. 451 n. !Rf:. 

Punto d'appl icazione della spinta delle 
terre, pag. 537 n. 213, pag. 542 
n. 215. 

R 

Rapporti fra gli archi circolari a monta 
molto depressa e gli archi equi librati, 
pag. 433 11. 176. 

Rappr'PS~ntazione grafica dei momenti in
flPLieuti nel le diverse sezio ni di una 
trave orizzontalmerrte disposta ed 
uniformemerrte caricata di pesi, pag. 
2R4 11. 119. 

Rappresentazione grafica degli sfor·zi di 
ta glio nelle diverse sezioni di una 
tr:1ve orizzuntalmellt.e disposta ed 
uniformemente caricata di pesi, pag. 
287 n. 120. 

Reazioni degli aproggi su una trave oriz
zontalmente disrosta ed unifor·me
mente caricata di pesi, pag. 283 n. 
118. 

RPsistenza dei corpi, pag. 8 n. 3. 
Resist!'nza all't!stensiorre , da p~g. H a 

60eda n.11 a 27. 
Resistenza allo snt>I'Vamenlo p~r tensione 

riferita all'unità di superficie, pag. 
In n. 13. 

Resistenza alla rottura per tensione, pag, 
24 Il. 16. 

Resistenza al la compressione, da pag. 60 
a 87 e da n. 28 a 48 . . 

Resistenza allo sne,·vamento pPr pressione 
riferita all'unità di superficie, pag. 
62 n. 30. 

Resistenza alla rottura per pressione, 
pag. 65 n. 33 . 

Resistenza alla rottura per pressione nei 
corpi prisma! ici soggeLLi · ad intlet
tersi ~ pag. 71 n. 55. 

Resistenza alla rouura per pressione nei 
sostegni prismatici in legno ed in 
ghisa, pag. 73 n. 36. 

Resistenza alla rottura per pressione nei 
sostegni cilindrici in ferro ed in 
ghisa, pag. 75 n. 37 . 

Resiste11za alla roltura per pr·essione nei 
prismi fii pietra formati di più pezzi 
sovrapposti, pag. 75 n. 38. 

Resistenza alla rottura per pressione nei 
corpi cilincl r·ici impiegati come rulli, 
pag. 76 n. 39. 
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Resistenza alla rottura per scorrimento, 

pag. 123 n. 75. 
Hesistenza all a tot·sioue. da pag. 87 a 

H 8 e da n. 49 a 68. 
Resistenza all' innalzamento, da pag. 370 

a '577 e da n. 15' a 158. 
Resistenza allo scorrimento nei corpi so

lid i, da pag. 119 a 145 e da n. 69 
a 85, da !Jag. 454 a 462 e da n. 
188 a 193. 

Res istenza allo scorl'imento trasversale 
nei corpi fibrosi, pag. 119 n. 60. 

Resist.euza allo scorrimento longitudiuale 
nei corpi fibrosi, pag. 119 n. 69. 

Resistenza allo scorr inwnto nei masst m 
muratur~. pag. 127 n. 77. 

Resistenza allo scorrimento nei massi in 
tel'ra, pag. 130 n. 78. 

Resistenza dei solidi rett ilin ei alla fles
sione, da pag. 116 a 570 e da n. 
8G a 155. 

Resiste1,za dei solidi rettilinPi orizzon13l
mente collocati su più appoggi e 
caricati di pesi uniformemente di
stribuiti sulla loro luughezza, da pag. 
2 7 3 a 300 e d a n. 11 3 a 1 'l4. 

Resistenza al royesciamento, da pag. 377 
a 381 e da n. 150 a 162. 

Resistenza dei solidi inizialmente curvi, 
da pag. 382 a 421 e da n. 163 a 
1 ì2. 

Resistenza viva, da pag. 572 a 605 e da 
n. 222 a 228. 

Resistenza viva all'estensione, pag. 574, 
11. 225. 

Resisten~.a viva alla compressione, pag. 
57Q n. 224. 

Resistenza viva allo scorrimento trasver
sa le, pag. 580 11. 225. 

Resistc!!za viva alla torsioue, pag. 582 
n. 226. 

Resistenza vin alla fl ess ion e , pag. 5~9 
n. 2'27. 

Resistenza viYa dei tubi, pag. 595 n. 22~. 
Resistenze che vengono provoca te nei 

corpi impiegali nelle cost ruzioni , 
p~g. 9 11. 6. 

Resistenze riferite all ' unità di super fi cie 
opposte, in una sezione qualunque 
di un solido rettilineo inOPsso, dalle 
fibre tmggiormenle allungate e dalle 
fihre maggiormente accorciale, pag. 
160 n. 9 1, pag. 310 n. 130, pag. 
3-Ifl n. 13 ,i, pag. 153 n. 14 8, pag. 
155 n. 150. 

Resistenze riferite all'unità di superficie 
che in una sezione normale qualun
que di un solido inizialm ente cuno 
oppongono le fibre maggiormente 
allungate e quelle maggiormente 
compresse, pag. 389 n. 168. 

Ripartizione del carico totale sulla base 
el i un prisma non avente aderenza 
col suo appoggio, pag. 322 ''· 155. 

Ritegni e loro intlucnza nell 'accrescere 
la resistenza dei solid i caricati di 
punta, pag. 346 n. 14'1, pag. 5<18 
n. '142. 

Rottura, pag. 9 n. 5. 

Scorrimeuto trasversa le assoluto, pag. 
119n.70. 

Scol'l'imento trasversale relativo, pag. 
11 9 n. 70. 

Scorrimento longituclinale nei corpi sot
toposti a flessione, da pag. 454 a 
,;62 e da n. 188 a 193. 

Sezione pericolosa nei solidi in cui ' 'icn 
provocata la resistenza all'estens ione, 
pag. 34 11. 20, pag. 35 n. 21. 

Sezione pericolosa nei so lidi in cu i vicn 
provocata la resistenza al la compres
sione, pag. 77 n. 42, pag. 78 n. 43. 

Sezione p~ricolosa nei solidi in cui vien 
provocata la resistenza allo scorri
mento, pag.134 n. 80, pag. 135 n. 81. 

Sezioni pericolose nei solidi relliline i in 
cui vien pt·ovocata la resistenza alla 
flessione, pag. 229 n. 108, pag. 2<16 
n. l 09, pag. 460 n. 190, p:lg. 3~7 
n. 151, pag . 359 n. 152. 

Sezioni pericolose nei corpi in cui vien 
provocata la res istenza all' innalza
men to, pag. 371 n. 155. 

Sezioni pericolose nei corpi in cui Yi en 
provocata la resistenza al rovescia
mento, pag. 378 n. 160. 

Sezioni pericolose nei solidi inizialmente 
cuni, Jl<1g. 391 n. 169. 

Sfere che tendono a rompersi per effetto 
di una pt·essioue int erna , pag. 39 
n. 25. 

Sforzi di taglio uelle diyerse sezioni delle 
travale di una l.t'al·e orizzontalmente 
disposta ed unifol'lnemente cal'icata 
di pesi, pag. 281 n. 117. 

Sistemi composti, sistemi articolati e loro 
equ ilibl'io, da pag. 463 a 524 e da 
n. 194 a 208. 

Snervamento, pag. 9 n. 5. 
Solidi di egual resisten7.a all'estensione, 

pag. f•3 n. 26, pag. fi8 n. 27. 
Sol idi di egua l resisteuza alla com pres• 

sione, pa;\. 8<1 n. 47, pag. 86 n. 48. 
Sol idi di egual resistenza al la flessione, 

pag. 262 n. 112, pag. 369 n. 153. 
Spinta delle terre, da pag. ;;24 a 570 e 

da n. 209 a 220. 
Spin ta massima delle terre, pag. 542 n. 

215. 
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Spinta di una massa liquida contro la 

parete piana di un sostegno , pag. 
570 n. 221. 

Stabilità di un condotto in mura tura entro 
il qua le si esercita ur.a pressione 
idrostatica che tende a sollevare il 
volto che lo copre, pag. 371 n. 156, 
pag. 374 n. 157. 

Stabilità di un muro sul quale ~gisce un a 
forza che ter.de a rovesciarlo, pag. 
378 n. 161. 

Strato dP lle fibre invariabili, pag. 147 
n. 87. 

Superficie centrale di una sezione nei 
solidi relli linei inflessi da forze pa
ralle le ai loro assi, pag. 312 n. 132, 
pag. 315 n. 133. 

T 

Tensione in qualsiasi punto della sezion 
retta di un pr·isma inflesso sollo l'a
zione di una forza para llela al suo 
asse, pag. 307 n. 128. 

Tiranti che devono rPsistere ad una data 
tr nsione, non che ad un aumProto 
di tensione causato da un abbassa
mento di temperatura, pag. 4tl n. 
21, pag. 53 n. 25. 

Tralicci e supPrfìcie da assPgnarsi ai di
wrsi pezzi che li compongono, pag. 
475 11. 200. 

Travi armate, pag. 518 n. 208. 
Travi a parete r·e ticolata e ,.alcolo delle 

loro dimensioni , pag. 475 n . 200. 
Travi metalliche a parete continua e cal

colo delle loro dimensioni, pag. 474 
n. 199. 

v 
Variazioni di coordinate subìte dall'asse 

di un solido inizialmente cur·vo nel 
deformarsi solto l'azione di date 
forze estl'inseche, pag. 387 n. 167. 

Verilìcnione della stabil ità dti volli in 
murat.ura , da pag. 437 a 454 e da 
n. 178 a 187. 
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