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Nell'eseguimento di costruzioni civili, stradali ed idrauliche
continuamente avviene di tracciare allineamenti e linee curve
con determinate condizioni, di trovare lunghezze, di misurare
superficie e volumi per valutare I'entita di opere solamente pro-
geltate oppure di altre gid eseguite. Queste operazioni di trac-
ciamento e di misura costituiscono I'oggetlo della Geomelria
pratica applicata all’arte del costruttore, la quale abbraccia un
complesso di problemi geomelrici le cui risoluzioni attenta-
menle deve studiare chiunque voglia apprendere e professare
Iarte di costrurre.

Nella prima parte di questo volume verranno esposti i me-
todi per risolvere i problemi di tracciare allineamenti e di mi-
surare distanze nelle piu difficili circostanze della pratica; si
trattera del tracciamento e della misura di quelle linee curve
che al costruttore avviene di dover considerare nell’esecuzione
dei suoi progelli; e si daranno le norme per la trasformazione
dei profili altimetrici a seconda delle opere che si vogliono
eseguire sui terreni ai quali essi si riferiscono. Nella seconda
parle s'insegnera come il costruttore possa determinare le su-
perficie, tanto piane quanto curve, che gli puo avvenire di
dover considerare nell’esercizio della sua carriera. Finalmente
nella terza parte si esporra con quali procedimenti si possono
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trovare i volumi di quelle opere che, per comune consenso
dei pratici, si valutano in unita cube.

I tracciamenti di strade e di canali, la misura delle super-
ficie dei terreni da occuparsi per I'esecuzione di queste opere,
le norme per trovare le superficie delle volte, e finalmente le
regole per la determinazione dei volumi dei movimenti di terra
e dei massi murali, costituiranno gli argomenti pitt importanti
da trattarsi nel presente volume; e, non tralasciando di esporre
in modo elementare tutte quelle pratiche quistioni che sono
suscetlive di esserlo, si cerchera per quanto ¢ possibile di re-
digere un lavoro utile, non solo agli ingegneri, ma a tutti co-
loro che devono applicarsi allo studio, dar progetti, far ese-
guire e sorvegliare 'esecuzione di costruzioni civili, stradali e
idrauliche.

G. Coriont




PARTE PRIMA

DELLE LINEE

CAPITOLO L

Tracciamento di allineamenti
e misura di distanze.

1. Assunto del presente capitolo. — Negli scritti i quali tral-
tano delle operazioni topografiche, per far apprendere I'uso degli
strumenti planimetrici, sempre si espongono parecchi problemi
sul tracciamento di allineamenti e sulla misura di distanze acces-
sibili non solo, ma anche in parte o del tutto inaccessibili; e quindi
pare che non sia conveniente I'esporre in questo volume ¢quanto per
comune consenso degli scrittori e per le esigenze stesse della
scienza & ormai passato nel dominio della Topografia.

Se pero si osserva che i problemi, i quali generalmente vengono
trattati nei corsi di operazioni topografiche, sono solamente quelli
che si presentano nelle ordinarie e pin facili circostanze della pra-
lica, torna agevole il comprendere: come in questo corso di Geo-
metria pratica applicata all’arte del costrultore molto rimanga a
dirsi sui tracciamenti di allineamenti e sulle misure di distanze al-
traverso terreni di difficile natura ; e come non possa a meno che
riescire della massima utilith pratica la risoluzione di aleuni pro-
blemi diretti a servire di guida nelle importanti operazioni relative
al tracciamento di strade e di canali allo scoperto ed in galleria su
lerreni variamente accidentati.

2. Voltate e deviazioni dei lati di una linea poligonale rilevata
per camminamento. — In una linea poligonale chiamansi vollale
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gli angoli che i prolungamenti dei lati fanno col lato successivo.
Dove il prelungamento giace sulla sinistra del lalo successivo si
ha una voltata a destra, dove giace sulla dritla si ha una vellate a
sinistra. Cosi, considerando una linea poligonale AA A A, A A A,
vees (fig. 1), € supponendola percorsa partendo da un punto qua-
lunque del lato A A, e dirigendosi primitivamente da A verso A,,
si hanno voltate a destra nei punti A, A;, Ay, ... , voltale a si-
nistra nei punti A,, A, ........

Se si valulano gli angoli dei lati successivi di una linea poligonale
prendendo come lato di destra quello appena percorso e come lato
di sinistra quello da percorrersi, tali angoli, sottratti da 180°, danno
le vollate che sono a drilta o a sinistra secondo che le accennale
differenze risultano posilive o negative: cosl, essendo «, l'angolo
del lato A A col lato A, A,, si hain A, una voltata a destra, per-
ché, come lo indica la figura, risulta 2, < 180° e quindi positiva
la differenza 180" — 2, ; mentre, essendo «, I'angolo del lato A A,
col lato A A, si ha in A, una voltata a sinistra, perché riesce
oy >1800, e quindi pegativa la differenza 180°—,. In generale
adunque chiamando 2 'angolo di due lati qualunque «; ed a, , di
una linea spezzata valutato come sopra venne indicato, (@, ,a;) la
voltata nel vertice dell’'angolo medesimo, si ha la semplicissima
equazione

(@, 10)=180°— 2, ).

La somma algebrica delle vollate per arrivare da un lato ad un
altro della linea poligonale si dice deviazione del secondo lalo sul
primo o per rapporto al primo, e, considerando come posilive le
voltate a destra e come negalive quelle a sinistra, la deviazione &
a destra o a sinistra secondoché 'accennata somma si trova positiva
o negativa. In generale, chiamando (a,¢;) la deviazione d'un lato
qualunque a, su un altro lato qualunque che gli sta innanzi a;, si ha

(69 4) =A@ 11 @) = (B3 B 1) (@5 3 Big2) F oo
= (ap-—i ap—z) it ia (ap au—l) (Q) .

La deviazione di due lati non ¢ altro che I'angolo formato da due
parallele condolte per uno stesso punto ai due lati e pel verso dei
prolungamenti: cosi la deviazione del lato A A, col lato A, A,
che si oltiene prendendo la somma algebrica delle voltate che
hanno luogo in Ag A;, A4 ed A;, si puod anche oltenere nell’angolo
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aq 0ag’ (fig. - ) che nasee conducendo per un punto qualungue o
due relte oa,” ¢ oag l‘lbpt.LllNlllr‘n[L mr.zllelu a A, An e A A In-
fatti immaginando per o le retie oay’y oay'y oay’, oa; e oag’ p.trallele
ad Ay Ag Ay, AA), AgAy e A s A si ha

(!:;0 ﬂ’l-';’: PEL Hg’ﬂ a;—f— as’ﬂ fl';;—'— ﬂ{o !T-:—.('— !'e‘,_r_’t) o —— Ag! A, A 3’

B A A AN MM,

ossia eguale alla somma algebrica delle voltate per arrivare dal lato
A A, al lato A A,

5. Coordinate dei vertici di un poligono rilevato per cammi-
namento. — Sia A A A, ... A, A A, (fig. 3) una linea poli-
gonale di n—1 lati determinata per camminamento, ossia mediante
la misura dei suoi lati e dei suoi angoli, e fissata di posizione me-
diante I'angolo del lato A, A, colla retta A X. Chiamando

Bty gy s s Oy sy @,y le lunghezze dei lati cognili m,
Kg_As, H,;, cenan AscaA Lied A AL

(a:0,), (a3 @) ....... s (@ stty_s) € (a,_,a,_,) le voltate nei vertici A,,
e s s A, e A, facili a dedursi applicando la formola (1) del

numero precedente,

(a,@) la voltata o deviazione di A, A, su A, X', ossia 'angolo di
AA; con A X,
riesce agevole il dedurre le deviazioni degli altri n—2 lati del po-
ligono per rapporto ad A X', e chiamandole ordinatamente (a,),
(@3 %), coouee (@,_o2) (a,_, %) si ha per l'applicazione della formola
(2) del numero precedente

(@, @) = (e, 2)+(a,a,)

(@y2)=(a, @ '+'(aa )+(a,a () = (1, ) 4 (s ),

(s 2) =(0, 2}t @ )H........ (s €, )= (0 &)+(ty_st,_),

(aa—l 33) f— (f\'rl x)+ (a'g ﬂq) s T o (ar:—'.' a’n-—li) 2 (an—l an-—:)

= (@ag &) (B ey ).

Cio premesso, si possono trovare le coordinate di tutli i verlici
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della linea poligonale per rapporto alla retta A, X ed alla sua per-
pendicolare A, Y. Immaginando condotte pei vertici le rette A, A,
AJAVANY, AN WAL A ALA e le rette AL ALY,
RyB e A A e ALLAY, A A", le prime perpendi-
colari e le seconde parallele all’asse XX', e chiamando z, ed y,,
oy ed vy @ ed 4y, 2y ed Yo cernn B g 64 Yy g Tany 04 Yoy 2, 0d
. le coordinate dei vertici A,, Ay, Ay Ay o 5L I |
A,, si hanno le equazioni

2;=—=0
=0,
n—Aa
Yo—=Aq Ay,

t—=N, Ay =A, A, +A, A,

yy—=Ay Ay—=A, A,— Ay A,

=N A=A A/ +AA,

yy=A; A=A, A, +A A,

Ly o— Ai L — m’n—s A, A",

yn—il p— A'n—i An—z_—— A’n—a n—3 + A"n—i An—! ]

{ru_[ — mn—\ :m’n-—a + An—? A”n—i

yn—i - A,n——l Am—i :A‘n—i ﬁn—! _A-"n—l An—l. ]

2y —=A, Ay =A N A A,

yn p— An’ Au = A"ﬂ—l "'\u—l"'_'i'\n” Am

le quali, per la considerazione dei triangoli rettangoli A, ASA,,
A‘Z A3” As, A3 A“” I&_‘, ....... An_;;A”n_: An_g, A:I—B A”n—l An—l'! All—l A”Il Ang
diventano



Sorellaats

a0

y, =0

2, ==, €05 (a,7)

1, —d, sen (a, )

Ly == Ly, COS (¢ T)

Ys ==Yy +dy Sen (ay)

Ly, =%y~ COS (A3 )

Yi=Ys~+ dysen (a4, 7) (1).

Ty ™= Ty 3=y 3 COS (A3 Z)
a

yn—2: yu—s_'_ a’n-—:i sen n—3 3"')

(
Lot =Ty a3 €05 (Gn_» Z)
(

yu-—lz yn—i == Oz SENL (s x)

Ly =@y g~ ;1 €08 (@1 2)

Yo == Yn1 sy SED (1,1 Z)

Queste formole permettono di stabilire una regola semplicissima
per il calcolo delle coordinate dei vertici di una linea poligonale
rilevata per camminamento, e questa regola si riduce a dire: che
I'ascissa di un vertice qualunque & eguale all’ascissa del vertice
precedente aumentata del prodotto della lunghezza del lato deter-
minato da questi due vertici per il coseno della deviazione di questo
stesso lalo coll’'asse delle ascisse; e che I'ordinata di un vertice
qualunque vale lordinata del vertice precedente accresciuta del
prodotto della lunghezza del lato determinato da questi due ver-
tici per il seno della deviazione dello stesso lato pure coll’asse
delle ascisse.

Soventi volte si prende per asse delle ascisse la direzione slessa
del primo lato A, A, (fig. 4) della linea poligonale, e per origine di
coordinate 1'estremo A, di questo lato. In questo caso, conducendo
da ciascun vertice del poligono due rette, una perpendicolare e
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I'altra parallela all’asse A, X delle ascisse, e ragionando sulla fi-
gura 4 precisamente come si ¢ falto sulla figura 3, si oltengono i
seguenti valori delle coordinate z, ed y,, o, ed y,, z; ed y,, x, ed
2] v s Zug ed Yy, 5, ., ed Y.y, 2, ed y, dei vertici A, A,, A,,
1 - Hins Mot 60Ky

g,—=0

y=0 \
Xl

g

T3 == Ty~ @y COS (a1 0y)
Yy = a,sen (d, o)

Ly == Ty 15 08 (y 1)

Y=Yy 0y Sen (as @) 2),
Ty s =Ty g0y COS (A3 )
Yos—Yna =03 ﬁo‘(an—a ai)
By == g+ 3 COS (B3 1)

Yt = Yis s §OB( 2 0y

Py == Tnmt 4 COS (an—l a1) /
Yo =Yt~y SQBU(1_ C) !

e si puo stabilire la regola che V'ascissa e I'ordinata di un vertice
qualunque sono rispettivamente eguali all’ascissa e all’ordinata del
vertice precedente, pilt il prodotto della lunghezza del lato deter-
minato da questi due vertici per il coseno o per il seno, secondo
che trattasi dell’ascissa o dell’ordinata, della deviazione dello stesso
lato al primo lato della linea poligonale assunto come asse delle
ascisse.

4. Coordinate dei vertici di una rete trigonometrica stabilita
fra due punti dati, — Una rete trigonometrica fra due punti A,
¢ A, (fig. 5) trovasi compiutamente determinata allorquando, im-



T .

maginando proiettali tutli i suoi vertici sulla superficie di livello
passante per un suo estremo, per esempio per l'estremo A, ed
unile tali proiezioni mediante linee rette in modo da avere una serie
continua di triangoli, oltre gli angoli di tali triangoli si conosce
ancora la lunghezza di uno dei lati che prende il nome di base. In
tulli i trattati di Topografia e nel volume che fa parte di questo
lavoro sull’arte di fabbricare, intitolato Operazioni topografiche, lun-
gamente si parla delle triangolazioni topografiche e quindi delle
reti trigonometriche, del modo di convenientemente stabilirle, della
misura della base e degli angoli, del caleolo dei lali; per cui sen-
z'altro si supporra che per la rete trigonometrica stabilita fra i
due punti A, e A,, della quale si vogliono le coordinate rispetto a
due assi ortogonali, gia si conoscano tutli gli angeli e tutli i lali.

Per risolvere il proposto quesilo si puo seguire il metodo che
generalmente viene esposto nei (ratlati di Topografia e che trovasi
spiegato nel citato volume sulle operazioni lopografiche: oppure si
puo tenere un’altra via che si fonda su quanto venne detto nei pre-
cedenti numeri 2, 5 e 4, e che succinlamente trovasi qui tracciata,
nell'ipotesi che vogliasi assumere il vertice A, per origine di coor-
dinate, la retta A, X condolta in modo da fare col lato A, A, un an-
golo dato per asse delle ascisse e la retta A, Y perpendicolare ad
A, X per asse delle ordinate.

Si consideri la linea poligenale A, A, A, ... A,_,A,_,A ; suppon-
gasi che questa linea venga percorsa da A, verso A, ; si caleolino
gli angoli avenli i loro vertici nei punti A, A,, ..., A, ed A, _,
della linea poligonale accennata, valutando rispettivamente i lati
AA, AA oed A, A, come lati di destra: applicando la
formola (1) del numero 2, si trovino le voltate dei diversi lati della
stessa linea poligonale; e colla formola (2) dello stesso numero si
deducano le deviazioni dei lali medesimi per rapporto ad AX', di
cui AX ¢ il prolungamento ; e finalmente, mediante la regola che
deriva dalle formole (1) del numero precedente si caleolino le eoor-
dinate di tutti i vertici A, A, A, ..oy Ay, A, ed A,. Quanto si
¢ detto doversi fare per la linea poligonale A, A; A, ... A,_,A,_.A,,
¢ pure applicabile alla linea poligonale A;A A, ... A, ;A A
cost si ottengono le coordinate dei vertici A,y Ay, ooy Ausy AL,
¢ per la seconda volta si hanno quelle del punto A,. Essendo esatte
le misure determinanti la rete trigonometrica rappresentata nella
figura 5 ed essendo esalli tutti i calcoli instituiti, le coordinate del
punto A, determinate in due diversi modi devono essere eguali. Nel
caso che esista fra esse un notevole divario, bisogna rifare i calcoli,
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e trovando i risullali gia oltenuli convien ripigliare 1 operazione
della misura degli angoli e della base. Quando & piceola la diffe-
renza fra i due valori delle ascisse e delle ordinate del punto A, ot-
tenute considerandolo successivamente come estremo della linea
poligonale A A A, ... A, A, _,A, e della linea poligonale A A A,
....... A, sA,_ A, si prende per ascissa la media aritmetica dei
valori delle due ascisse poco diverse, o per ordinata la media arit-
metica dei valori delle due ordinate.

Invece di prendere per asse della aseisse una retta AX la quale
faceia col lato A, A; della rete trigonometrica un dato angolo, si
puo a dirittura prendere quest’asse nella direzione dello stesso lato
AAy

5. Tracciare sul terreno l'allineamento determinato da due
punti molto lontani, e tali che da uno di essi non si possa sco-
prire l'altro. — (Questo problema ben di frequente si presenta al-
I'ingegnere costruttore nelle operazioni pel tracciamento di strade
e di canali che devono passare per punti obbligali, e quando su
terreni aceidentati e montuosi occorre di segnare la divezione ossia
la traccia del piano verticale , in eui deve trovarsi 'asse di una
galleria. La sua risoluzione non ¢ difficile, ed ecco quali sono i
procedimenti che a seconda delle circostanze locali si possono se-
guire nella pratica.

1" Essendo A e U (fig. 6) i due punti determinanti I'allinea-
manto da traceiarsi, si stabilisca fra essi una linea poligonale ABC
....... LMN ..... STU del minor numero possibile di lati, ma tale
che questi lati cadano su un terreno facile ¢ poco aceidentaio onde
poterli facilmente misurare: e si misurino tutti i lati e totti gli an-
goli di quesla linea poligonale. Mediante la formola (1) del numero
2 si possono trovare le voltate che hanno luogo nei diversi vertici
dell’accennala linea poligonale: colla formola (2) dello stesse nu-
mero si possono oltenere le deviazioni di tutti i lati della stessa
linea poligonale per rapporto al primoe lato AB nella cui direzione
convien assumere 'asse AX delle ascisse; e finalmente, o colle for-
mole (2) del numero 5 o colla regola che da queste formole emana,
si possono calcolare le coordinate di tutti i suoi vertiei. Essendo

X ed Y i trovati valori delle eoordinate Ji‘u—U1 e lh—U,

¢ 'angolo U, AU che I'allineamento da tracciarsi AU fa coll'asse
delle ascisse AX, ossia colla direzione del lato A B, si ha

s
tango—x 1;
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¢, una volta calcolato l'angolo ¢ mediante quesla semplicissima
formola, si puo dire che l'allineamento AU & delerminato, giacche
si conosce I'angolo che esso fa colla direzione nota AB. Per effet-
tivamente tracciare quest’allineamento sul terreno s’incominei dal
venire in A, e mediante un buon goniometro si facciano collocare
dei segnali nella direzione che coll’allineamento AB fa I'angolo tro-
vato 9. Una volta collocati aleuni segnali, I'allineamento puo essere
prolungato ponendone successivamente dei nuovi nella direzione
di almeno due di quelli che gia si trovano a sito, e, continuando il
lavoro fino al punto U, si dira che esso venne ben eseguilo quando
questo punto si trova nella direzione dei segnali piantali e che sono
visibili a poca distanza dal detlo punto U sul prolungamento di AU.

Per controllare l'esattezza dell’operazione, ossia per essere si-
curi che I'angolo o, caleolato coll’ultima formola, & proprio quello
che la direzione da tracciarsi AU fa eol lato AB, si puo stabilire
una seconda linea poligonale AB (7 ... LN ... T'S'U fra i
due punti dati A e U; ecalcolare le coordinate dei suoi verlici per
rapporto agli assi coordinati AX ed AY: e lrovare cosi una se-
conda volta le coordinate del punto U le quali, per I'esattezza del
lavoro, non dovranuo essere sensibilmenle diverse da quelle olte-
nute considerando la linea poligonale ABC ....... LMN .o LU,
Trovandosi una differenza notevole fra le coordinate del punto U
ottenute nei due diversi modi indicali, sara indispensabile rifare i
calcoli e, qualora queslo non basti per ritrovare la causa d’errore,
bisognera riprendere I'operazione sul terreno. Se poi la discrepanza
fra le indicate coordinale ¢ assai piccola, si assumano come vera
ascissa e come vera ordinala le medie arilmetiche fra i due valori
delle ascisse ed i due valori delle ordinate trovate.

2° Si presentano talvolta delle circostanze nelle quali, doven-
dosi collocare un segnale in un delerminato sito dell’allineamento
da tracciarsi, riesce impossibile vedere da questo sito due dei se-
gnali gia collocati. Quando questo avviene puo convenire di proce-
dere come segue: da un punto qualunque di una delle linee poli-
gonali che vanno dall’estremo A all’altro U dell’allineamento che
si vuol tracciare, e generalmente da un vertice M, si conduca sul
terreno un allineamento MZ il quale facilmente si possa percorrere;
e si misuri 'angolo LMZ che quest’allineamento fa col lato ML
della linea poligonale cui appartiene il punto M. S'immagini con-
dotta la retta MX, parallela all'asse delle ascisse, si ritengano le
denominazioni gia stabilite per le coordinate del punto U, e si chias
mino:
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' ed ¢ le due coordinate AM, ed M, M del punto M;

o 'angolo LMZ;

a il lato ML;

z la distanza MO ;

X" ed Y’ le due coordinate A0, ed 0,0 del punto d'incontro del-
I'allineamento MZ colla direzione AU.

Per determinare la voltata (za) = ZMM di MZ su LM si ha
la formola

(2a)=180"—= @),

e la deviazione (z2) di MZ per rapporto all'asse delle ascisse vien
data da

(zo)=(ax)~+(za) ().

Trovata la deviazione (zx), riesce agevole oltenere le coordinate
del punto O in cui la retta MZ interseca la retta AU. Percio con-
siderando la linea poligonale che incomincia in A e che termina al
punto O, per quanto si & detlo al numero 3, si hanno le equazioni

X'=#'4zcos(z2)

Y =y +zsen(za),

¥

;‘, eguale al rappnrto 2 fra I'ascissa
e l'ordinata del punto U a molivo della similitudine del due trian-
goli AO, O ed AU, U, conducono all’equazione

le quali, per essere il rapporto

&' 4z cos(m) }
Y —+zsen(zx) Y’
da cui si ricava
’ 7 Y
¥ ol

(4).

=

¥ o0 (z) — sen ()

Il valore della lunghezza z, a cui conduce questa formola, si porti
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orizzontalmente sul terreno nella direzione dell’allineamento MZ, il
quale fa coll’allineamento ML l'angolo z, e nell’estremo di tale lun-
ghezza si ha un punto dell’allineamento determinato dai due punti
Aed U

Come si & determinato il inlnlo 0 si possono determinare quanti
altri punti si vogliono dell'allineamento AU: ed il problema puo
ancora ecssere risoluto quando si presentano lali accidentalita di
terreno da non bastare un allineamento unico per andare da un
vertice qualunque M di una linea poligonale stabilita fra i punti
dati A ed U ad intersecare l'allineamento da essi determinato. In
questo caso si puo stabilire una linea poligonale secondaria, come
MunopZ che, partendo dal vertice qualunque M di una linea po-
ligonale gid stabilita fra i punti dati A od U, vada ad intersecare
coll'ultimo suo lato I'allineamento da questi punti determinato; tro-
vare le deviazioni di tulti i lati della linea poligonale secondaria
sull’asse delle ascisse; e calcolare le coordinate dei snoi vertici per
avere l'ascissa X’ e l'ordinata Y’ del punto O in euni essa incontra
la linea AU in funzione della distanza pO ==z la cui lunghezza
verra determinata coll'ultima formola, quando intendasi che le co-
ordinate 2" ed ¥’ che in essa si lrovano siano quelle di quel vertice
p della linea poligonale secondaria dal quale parte la direzione pZ’
intersecante la direzione A U.

3" Soventi volle si presentano delle circostanze nelle quali, né
torna comoda né riesce possibile la misura di tutti i lati di una li-
nea poligonale stabilita fra i due estremi deli’allineamento da trac-
ciarsi. Quando questo avviene si puo stabilire una rete di triangoli
fra i due punti A ed U (fig. 7), misurare un lato di questa rete,
prendere quelle misure d'angoli che sono sufficienti per determi-
narla e per controllarne I'esatlezza, calcolare tullii suoi lati e tutti
gli angoli di cui non venne fatta la misura e trovare (num. 4) le
coordinate dei verliei per rapporto ai due assi ortogonali OX ed
0Y, il primo dei quali si puo assumere nella direzione del lato AB
della rete triangolare e coll’origine nel punto A. Ritenendo le deno-
minazioni gia stabilite per indicare le due coordinate del punto U
e l'angolo di AU con AX, si puo stabilire I'equazione (1) e dedurre
da essa I'angolo XA U=y, il quale, venendo con un goniometro
nel punto del terreno rappresentato sulla figura in A, assai facil-
mente pud essere costrulto e permettere cosi di collocare aleuni
segnali nella direzione AU da cui, come gia si & delto in questo
numero, si potra dedurre il completo tracciamento dell’allineamento
AU quando risulti possibile di porre successivamente dei nuovi
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seguali, nella direzione di almeno due di quelli che gid si trovano a
posto, in diversi sili del terreno che trovasi attraversato dall’alli-
neamento determinato dai due punti A ed U.

Allorquando le civcostanze locali sono tanto sfavorevoli al facile
tracciamento dell’allineamento AU, che in qualehe luogo riesca im-
possibile di collocare un segnale appoggiandosi su alecuni dei se-
gnali gia posti a sito, puo P'operatore togliersi d'imbarazzo col me-
todo che gia venne esposto in questo numero: tracciando cioé I'al-
lineamento M Z, misurando "angolo LMZ — = di quest allineamento
col lato ML, calecolando mediante la formola (2) la voltata (za) di
MZ su LM ¢ mediante la formola (3) la deviazione (zz) di MZ per
rapporto all'asse delle ascisse, (rovando la distanza MO — z col-
I'applicare la formola (4), e finalmente portando questa distanza sul
terreno da M in O nella direzione MZ.

4’ Prevedendosi che possa riuscire operazione difficile la mi-
sura della distanza MO, si puo giungere a determinare il punto 0
coll'intersecazione di due allineamenti MZ ed FZ" da condursi per
due vertici qualunque M ed F della rete triangolare. L'allineamento
MZ si puo assumere in modo da fare col lato ML dell’accennata
rete un angolo dato LMZ —=, ed & 'angolo EFZ"—f che si deve
determinare in modo da risultare nella direzione AU lintersezione
0 delle due direzioni MZ ed F Z". Si chiamino percio:

2" ed y” le due coordinate del vertice I';

7 la distanza FO;

(z"2) la deviazione di FZ" per rapporto all'asse delle ascisse,
e si conservino le denominazioni gia slabilite per indicare le
coordinate dei punti U, O ed M, la distanza MO, e la deviazione
di MZ per rapporto all’asse delle aseisse. Abbassando dai punti U
ed O le due perpendicolari UU, ed 00, sull’asse AX, risultano i
due triangoli simili AU, U ¢ A0,0 dai quali immediatamente si
ricava

X A
_.‘?—‘?)
d'onde
J_X' ¥ =
X=7Y (9)
Considerando la linea poligonale ABD ....... LMO, le due coordinate

A0, :X’:%Y’ ed 0,0=Y’ del suo punto O sono date da
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EV’:T’-{—zcos (z2)

\.
Y =y ~+zsen(z2);

da queste due equazioni del primo grado fra le incognile z ed Y
agevolmente si deduce

. Yy —a'tang (z o)

r= s
A 3(\1 -tang (z x) (6);
e quindi per |'equazione (5) si ha
Y/ — y'—a' tang (2 @)
il (7).

Y—tang(:‘r)

Ora che si possono rilenere siccome quantitd note le due coordi-
nate X" ed Y’ del punto 0, si consideri la linea poligonale AC .......
EFO e fra le coordinate del suo estremo 0, il lato FO e la devia-
zione di questo lalo per rapporto all’asse delle ascisse, si hanno le
due equazioni

X'=—z"42'cos (z.' )

Y —=y"+2"sen('2),
dalle quali si deducono queste altre

Jeos(z ) =X'—2a'

7 sen(¢'z) =Y —y".

Dividendo la seconda i queste equazioni per la prima si ottiene la
formola

L1

tang ('z)—= ;T;:% (8),

mediante la quale si pud trovare la deviazione di FZ’ per rapporto
all'asse delle ascisse. Essendo ora nota la deviazione I"F X, del lato
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EF per rapporto all'asse delle ascisse, riesce agevole il dedurre
I'angolo F'FZ’ e quindi I'angolo domandato EF Z"'—

Una volta slabilito di quanti gradi deve essere I'angolo LMZ— =
e dedotto in conseguenza 'angolo EFZ" —[3, si va sul terreno e si
costruiscono questi due angoli, il primo colla direzione nota ML,
ed il secondo colla direziene pure nota FE. Si otterranno cosi le
due direzioni MZ ed FZ’ nella cui intersezione si ha un punto 0
che appartiene all’allineamento AB. Il metodo che ha condolto a
determinare il punto O puo servire a determinare quanti altri punti
si vogliono.

6. Determinare la distanza orizzontale fra due punti molto
lontani e tali che da uno di essi non si possa scoprire l'altro.
— Questo problema, al pari di quello del numero precedente, ¢ della
massima imporlanza per un ingegnere costruttore, il quale debba
dar opera allo studio e quindi all’esecuzione di strade e di canali
sopra terreni di natura un po’ difficile. Esso serve a trovare le
distanze orizzontali di quei punti fra i quali trovasi un terreno su
cui riesce impossibile I'eseguire delle misure dirette, e quindi benis-
simo si presta ad oltenere le lunghezze di trincee e di gallerie da
aprirsi fra due punti dali in terreni e sotto colline o sotlo mon-
tagne presentanti accidentalila le piu svariate e le piu sfavorevoli.
La risoluzione di questo problema é della massima facilila, ed ecco
con quall norme l'ingegnere deve pr ocedere in ogni caso per arri-
varvi in modo ordlmln e sicuro.

1° Quando fra i due punti A ed U (fig. 6), determinanti le ver-
ticali passanti pei due punti estremi della distanza orizzontale che
vuolsi trovare, ¢ possibile stabilire una linea poligonale ABG .......
LMN ...... STU, misurare tutli i suoi lali e tutli i suoi angoli, si
possono mandare ad effetto queste operazioni di stabilimento della
linea poligonale e di misura dei lati e degli angoli, ed instituire quindi
i calcoli che gia vennero indicali nel precedente numero per giun-
gere ad otlenere le due coordinate AU,—X ed U, U=Y dell'e-
stremo U della distanza da valutarsi per rapporto a due assi coor-
dinati ortogonali AX ed AY, il primo dei quali si suppone assunlo
della direzione del primo lato AB della linea poligonale. Ottenuti i
valori di X e di Y, immediatamente si deduce la distanza orizzon-
tale D fra i due punti A ed U dalla considerazione del triangolo
rettangolo AU, U, e ponendo quindi

D:]/X“-}-Y?.
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Per assicurarsi che il valore di D calcolato con questa formola e
la vera distanza domandata, si puo slabilire la seconda linea poligo-
nale AB'CY ...... BTN L T'S’U e servirsi delle lunghezze dei
suoi lati e delle ampiezze dei suoi angoli onde (rovare due nuovi
valori X" ed Y’ delle coordinate del punto U per rapporto agli stessi
assi AX ed AY. Si puo dire: che I'operazione condusse a risultati
i pit soddisfacenti possibili se i due valori di X" e di Y’ sono rispet-
tivamente eguali a quelli di X e di Z; che I'operazione venne anche
ben falta se i valori di X" e di Y’ presentano lievi discrepanze coi
valori di X e di Y; finalmente che I'operazione in qualche sna parte
¢ erronea e che per conseguenza deve essere rifalla quando i valori
di X" e di Y’ sono sensibilmente diversi dai valori di X e di Y.
Verificandosi il caso in cui I'operazione si pud rilenere come ben
falta, per essere i valori di X" e di Y" poco differenti dai valori di
X e di Y, si calcola nuovamente la distanza orizzontale D" fra i due
punti A e U mediante la formola

== V\"—-i—Y_“

e si assume per vera distanza fra gli accennati punti la media arit-
melica fra i due valori di De di D" :
2° Presentandosi delle circostanze locali per cui non riesce

operazione comoda la misura dei lati di una linea poligonale sta-
bilita fra i due punti A ed U, é necessario aver ricorso ad una
rele triangolare che partendo dal punto A vada a terminare al punto
U (fig. 7). Una volta scelli ulti i vertici di questa rete triangolare
e prese le misure della base e degli angoli necessari a determinarla
ed a somministrare un sufficiente numero di mezzi di controllo,
colle norme che vennero date al numero 4 si calcolano al tavolino
le coordinate di tulti i suoi vertici, e quindi anche quelle del punto
U per rapporto ai due assi ortogonali AX ed AY. Ritenendo le
denominazioni gia stabilite per indicare le lunghezze delle due coor-
dinate del punto U, colla prima formola posta in questo numero si
pud dedurre la lunghezza D ossia la dimandata distanza fra i punti
Aed U

7. Trovare I'angolo di due direzioni che vengono ad inter-
secarsi in un punto inaccessibile ed invisibile, e fissare la posi-
zione di questo punto. — Siano AB ed UV (fig. 8) i due allinea-
menti ossia le due direzioni di cui vuolsi trovare 'angolo, nell’ipo-
tesi che la loro intersezione Z abbia luogo in un punlo inaccessibile
ed invisibile.
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1" Supponendo innanzi tutto che fra A ed U si possa stabilire
una linea poligonale ACD ....... STU facile a percorrersi misurando
tutti i lati e tulli gli angoli, si misurino effetlivamente questi ele-
menti e non si dimentichi né I'angolo CAB che il suo primo lato
AC fa colla direzione AB, né Ualtro VUT della direzione UV col-
Pultime lato U'T. Mediante questi dati & possibile di calcolare le
voltate nei diversi vertici A, G, D, ....... S, T ed U della linea poli-
gonale BACD ....... STUYV applicando la formela (1) del numero 2
e le deviazioni dei diversi lati AC, CD, ....... 8T, TU ed UV per
rapporto al lato BA colla formola (2) dello stesso numero. La
deviazione di UV su BA non & altro che 'angolo VZX il quale,
soltratto da 180°, da I'angolo domandato VZB.

Per fissare la posizione dell'intersezione Z delle due direzioni B A
e VU si pud assumere siccome incognita la distanza A Z, la quale
assai facilmente puo essere determinata col seguente processo. Pren-
dendo per origine di coordinale ortogonali il punlo A e Passe delle
ascisse positive nella direzione AX del prolungamento di AB, si
calcolino le coordinate di tutti i vertici della linea poligonale ACD
coveere STU per avere anche quelle del punto U, e si chiamino:

X ed Y le coordinate AU, ed U,V di questo punto,

f I'angolo trovato VZB,

¢ la distanza domandata A Z.
Dal triangolo UU,Z, rettangolo in U, si ha

Y

T tang 67

e quindi risulta che il valore di Z, siccome equivalenle alla somma

di AU, con U,Z, vien dato da

Volendosi trovare anche la distanza UZ— v, immediatamente si
puo essa dedurre dal triangolo rettangolo UU,Z, e si ha

2" Quando riesce impossibile od anche solamente incomoda
'operazione di misurare tuttii lati della linea poligonale ACD ...
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STU, si stabilisee una rete (riangolare fra i punti A ed U nel modo
espresso dalla figura 9; si ha 'avvertenza di misurare, oltre un lato
della rete e tutti gli angoli necessarii a determinarla ed a control-
lare I'esatlezza del lavoro, 1'angolo della direzione AB con uno dei
Jati AC ed AD concorrenti in A non che Valtro della direzione UV
con uno dei due lati US ed UT concorrenti in U, Una volta ealco-
late le lunghezze dei lati della rete triangolare e ottenuti gli angoli
che essi fanuo tra di loro, si pué considerare una qualunque delle
linee poligonali costituite dai diversi lati della rete ed estendentisi
da A in U, e cosila risoluzione del problema trovasi ricondotta a
quella che venne gia data nell'ipotesi d'una linea poligonale direl-
tamente slabilita fra gli accennati punti A ed U.

d. Tracciamento di una linea poligonale sul terremo. — Que-
sto problema & uno di quelli che pin di [requente si presentano
all’ ingegnere applicalo alla costruzione di strade ‘e di canali, e
generalmente esso consiste nel determinare una serie di punti
posti su allineamenti diversi di cui si conoscono le lunghezze oriz-
zontali e facenli fra loro angoli dati. Le circostanze locali sono
quelle che rendono pint o meno difficile la risoluzione del problema,
¢ bastera I'esaminare aleune di queste per ben far comprendere
come in ogni caso si deve procedere.

Suppongasi di dover stabilire una linea poligonale fra i due punti
A ed U (fig. 10), che questa linea poligonale debba trovarsi in
cinque allineamenti diversi AB, BC, CD, DE, ¢ EU, che il primo
allineamento AB debba fare un angole noto BAM=—2, con una
direzione prestabilita AM, che le distanze orizzonlali fra i vertici
AeB BeCG CeD,Ded E ed E ed U debbano rispeltivamente
ESSETE @y, sy dg & ed ay, ¢ finalmente che siano o, oy, 2, ed 2, le
ampiezze degli angoli aventi i loro vertici nei punti B, C, D ed E,
e misurati prendendo rispeltivamente le direzioni BA, CB, DC ed
ED come lati di destra.

Venendo a far stazione nel punto A con un teodolite, e facendo
colla direzione AM l'angolo dato «,, immediatamente si puo trac-
ciare sul terreno la direzione AB’ del primo lato della linea poli-
gonale, e nell'ipotesi che lungo questa direzione si possa facilmente
misurare, si determina I'estremo B dell'accennato primo lato por-
tando sulla direzione AB’ ed a partlire da A la distanza orizzontale
AB—a,. Fissata la posizione del punto B, basta far stazione in
esso col teodolite per traceiare I'allineamento BC inclinato a B A
dell’angolo «, e sul quale deve trovarsi il punto Cavente dal punto
B la distanza orizzontale a,. Se lungo BC' si puo comodamente
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misurare, si determina il punto C col metodo seguito per trovare il
vertice B: ma se esistono lungo B (" degli ostacoli che impediscono
la misura dirella, questo metodo non riesce applicabile ed allora il
problema puo essere risoluto col seguente metodo.

Sulla direzione B (" prendasi un punto N tale che riesca possi-
bile il misurare la distanza orizzontale BN—b, ¢ quindi si fac-
cia la differenza a,— b=—c¢ per avere la distanza orizzontale fra
il punto N ed il punto C che vuolsi determinare. Pel punto N con-
ducasi un allineamento qualunque N O, si misuri I'angolo ONC' =2,
su quest’allineamento si scelga un punto P, e si misuri la distanza
orizzontale NP —d. Nel (riangolo NP C sono noti il lato NC—=¢,
il lato NP==d e I'angolo PNC =, per cui riesce facile il deter-
minare i due angoli NP C—=y» e PCN=/. Dalle nolissime propriela
che in un (riangolo qualunque la somma di due angoli & supple-
mento del terzo, e che i seni degli angoli sono proporzionali ai lati
opposli, si ricavano le seguenti due equazioni delerminatrici i 7 e
di 2.

1 i 304

g('/—l-'.})IQUI—QC( (1),
seny _¢ )
seno~ d e

Trasformando I'equazione (2) in

seny—-send __ c+d
seny—send ~ ¢—d’

si ricava
1 %
langg/+9) ;44
1 . G
tangg(y——a)
0 ancora
‘ol,-I
ot cd
1 e—d’



d'onde

NG o BT 1
(;J‘—-’ﬂ)__z_"q:"dl_ﬂtgx {{]).

LS —

lang

Ponendo nelle equazioni (1) e (5) i dati del problema invece delle
lettere ¢, d ed 2, si ollengono le ampiezze m° ed »* degli angoli

1 . . , bl
%(?4_6) ed 5 (y—2d), per cui, avendosi le equazioni

1 N : 1 ¥ ,
‘@(}J—l—o):m', 9(7-—0):13,‘,

basta ordinatamente combinarle per somma e per soltrazione onde
ollenere

y=m"+n’, d=m’—n".

Una volta determinato I'angolo NP G=+, basta far slazione in P
con un goniometro, costrurre su PN l'indicato angolo e far trac-
ciare la direzione P C”. L'intersezione degli allineamenti BC' e P C”
somministra il punto domandato C.

Si presentano lalvolta tali circostanze che rendono impossibile il
tracciamento dell’allineamento BC" nel sito in cui deve trovarsi il
punto C, ed in questo caso si puo risolvere il problema determi-
nando due allineamenti diversi dall’allineamento BC" e sui quali
debba contemporaneamente trovarsi il punto C. Percid si puo con-
durre da N un allineamento NO,, misurare I'angolo CNO, —«,,
scegliere sul detto allineamento un punto P,, trovare la dislanza
orizzonlale ﬁ, —d, e quindi considerare il triangolo GNP, onde
dedurre I'angolo NP, C," =+, collo stesso metodo che venne tenulo
nel caleolo dell’angolo NPC”=y. Costruendo coi vertici in P ed
in P, i due angoli y ey, il primo in NPC” coll’allineamento PN
ed il secondo NP, C,” coll'allineamento P, N si oltengono le due
direzioni P C” e P,C,” che nella loro intersezione determinano il
punto domandato C.

Qualche volta, invece di prendere il punto P, su un allineamento
NO, diverso dall’allineamento NO, pud tornar comodo il fissarlo in
P, sul prolungamento di NO. In questo caso l'angolo che venne
chiamato «, si riduce all’angolo CN P, che vale 180° — 2.

Nel determinare il punto € mediante l'intersezione di allineamenti




aceuratamiente bisogna procurare che questintersezione si faccia
sotto un angolo che non si scosti molto dall’angolo retto, e per
quanto si puo convien cercare che quest’angolo sia né minore di
60" ne maggiore di 120°. Di pin, per essere sicuri dell’esatlezza
dell’operazione e per oltenere un lavoro ben conlrollato, convien
tracciare almeno tre allineamenti che devono passare pel punto che
vuolsi delerminare, ed accertarsi che eflettivamentle concorrono in
un sol punto,

Una volta determinato il vertice €, siccome si conosce I'angolo
2, dell’allineamento CD coll’allineamento CB, si puo traceiare la
direzione D’ dell’allineamento CD. Ammesso che il vertice ‘D, il
quale si dovrebbe fissare portando sulla direzione €D" ed a partire
da C la lunghezza nota a;, eada su un terreno inaccessibile, ¢ che
d’altra parte non sia necessario per lo scopo del lavoro di fissare
la posizione dell’accennalo vertice, ma soltanto di Lraceiare una
parte E” E dell’allineamento D E, ecco come si puo procedere per
continuare nella risoluzione del proposto problema. Su CD’ scelgasi
un punto qualunque Q, si misuri la distanza ovizzontale CQ =’
che esso ha dal punto C, ¢ quindi si stabilisca una linea poligonale
QRSTZ misurando tulli i suoi lati non ehe gli angoli aventi i loro
vertici nei punti Q, B, S e T ed i loro lati di destra nelle direzioni
QC, RQ, SR e TS. Si assuma per origine di coordinale il punto
Q. per asse delle aseisse il prolungamento QX di GCQ e per asse
delle ordinate la direzione Q Y perpendicolare a G Q. Si trovino colle
formole del numero 2 le voltate e quindi le deviazioni di tutti i lati
QR, RS, ST e TZ dell'accennata linea poligonale per rapporto
all’asse delle ascisse; e mediante le formole del numero 3 si calco-
lino le coordinate dei vertici R, S e T. Chiamando

«" ed y' le due coordinate del vertice T da cui parte la direzione
TZ che deve intersecare |'allineamento da traceiarsi D E' in modo
da risultare Q_D: as ed EDCG—=«,,

= la distanza orizzontale TZ del punto d’intersezione dell'alli-
neamento TZ coll’allineamento DE dal punto T,

5" la distanza orizzontale DZ dello slesso punto d'intersezione
dal punto D,

(= @) la deviazione di TZ per rapporto all'asse delle ascisse,

(s"@) la deviazione nota di DE per rapporto all'asse delle ascisse
ed espressa da 180" — «,

¢’ lascissa QD del punte D data dalla differenza a;,—¥b’,

X" ed Y’ le due coordinale del punto Z,



e R

e considerasi la linea poligonale Q RETZ si ha
X'=a'4zcos(z2)
Y =—1'—+zs8en(z2),

ed analogamente dalla linea poligonale Q DZ risulta
X'=¢'42"cos(2'®)
Y'=—2'sen (2’ z).

Eguagliando orafra di loro i valori di X" e di Y', si oltengono le
seguenti equazioni determinatrici di = e di =’

242008 (22)=c"+2"cos (2" @)
iy 4-zsen (zx)=1"sen ('),

dalle quali oltiensi

(¢ —a)sen (' @)+ cos (2" 2)
: sen[(2'@)—z2) ]

(¢ —a)sen(z )49 cos (za)
W sen [ (2 @) —(zz) |

La trovata lunghezza z si porti orizzontalmente sulla direzione TZ'
a partire dal punto T, e si ha cosi il punto Z appartenente all’alli-
neamento ED, il quale potra essere traccialo quando si conosca
I'angolo EZT —o che essa fa con Z T,

Per trovare questo angolo non esiste difficolta alcuna quando si
immagini condotta pel punto Z la retta ZX' parallela e pel verso
dell'asse positivo QX delle ascisse, ¢ quando si osservi: che 'angolo
(z"@) & quello rappresentato sulla figura in EZX"; che I'angolo (z#)
¢ quello rappresentato in Z'ZX"; che I'angolo EZZ" vale la diffe-
renza (3"x)— (s2); e quindi che I'angolo domandate EZT —g¢
vien dato da 180° — (2" 2) + (s 2). Trovato I'angolo ¢, altro non
rimane a farsi che costruirlo mediante un goniometro col vertice
in Z, e sull’allineamento ZT, preso come lato di destra, tracciare
la direzione ZE' del suo lato di sinistra, fare la differenza a, —z’
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per ottenere la distanza del vertice E dal punto Z, portare questa
distanza sul terreno da Z verso E’ e fissare cost la vera posizione
del vertice E.

Determinato il punto E, si puo dire che I'operazione di (raccia-
mento ¢ ultimata, e si pnd conchiudere che essa venne ben eseguita
se misurando la distanza EU e I'angolo ZEU, trovansi la prima
eguale alla lunghezza data a,; il secondo eguale all’angolo pure
dato z,.

9. Nozioni generali sul tracciamento di una galleria in dire-
zione rettilinea. — Allorquando in un sito qualunque devesi aprire
un passaggio solterraneo con (ulte il suo asse contenuto in uno
stesso piano verticale, le prime operazioni da farsi consistono: nel
fissare i punti estremi della galleria che vuolsi eseguire; nel Lrac-
ciare sul terreno 1'allineamento in cui questi punti si (rovano; e
nel determinare la distanza degli stessi punti. Queste operazioni
preliminari, a seconda delle circostanze locali, si conducono a com-
pimento, o risolvendo i semplici problemi che abitualmente vengono
trattati nei corsi di Topografia sui tracciamenti di allineamenti e
sulla misura di distanze, oppure operando come si ¢ delto nei
numeri 5 e 6 del presente capilolo; e, una volta che siano esse
ultimate si procede all'incominciamento dello seavo. Questo lavoro,
a seconda della lunghezza della galleria e delle esigenze speciali, si
incomincia soltanto per le estremila, oppure per Ie estremila ed in
punli intermedii, ai quali si arriva mediante pozzi praticati talvolta
col loro asse nel piano verticale in cui trovasi I'asse della galleria,
e talvolta laleralmente a questo piano.

1° Per il traceiamento di una galleria il eni scavo deve essere
altaccalo solamente alle estremila, si fanno collocare aleuni segnali
al di la dei prolungamenti del suo asse nel piano verticale dell’asse
slesso gia delerminalo con segnali sul lerreno. Scavando nella
direzione dei segnali cost collocali, possono i minatori aprire per
ciascuna delle due estremila un pezzo dell’avanzamento, e quando
questo gia di qualche poco Lrovasi innolirato non riesce operazione
difficile il collocare nel cielo dello seavo e nell’allineamento degli
stessi segnali dei picchetli, nei quali si fissano delle viti munite d’un
anello onde potervi appendere dei fili a piombo. Quando gia si tro-
vano a posto aleuni di questi fili a piombo, a misura che lo scavo
avanza servono essi a collocarne degli altvi, e cost si puo oltenere
che i due avanzamenti, praticati I'uno per un estremo e I'altro per
'altro estremo della galleria, si mantengano precisamente col loro
asse nello stesso piano verticale e che vengano ad incontrarsi. Tutte
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le volte che si viene a verificare se venne eseguito nella vera dire-
zione, secondo la quale deve essere praticata la galleria, un tratto di
geavo ultimamente fallo dai minatlori, si appendono dei nuovi fili a
piombo al cielo di questo nel piano verticale di quelli gia a posto,
e l'operazione si deve rilenere come bene condolla allorquando
quelli cadono nel mezzo della sezione (rasversale dello scavo in eui
si trovano. Trovandosi la galleria d’avanzamento di tanto innoltrata
da non potersi vedere i piombini per deficienza di luce, si ricorre
allo spediente dei segnali a fuoco. Si fanno collocare dei lumi pre-
cisamente nelle verticali dei fili a piombo che gia trovansi a posto:
e nelle sezioni trasversali della galleria in cui voglionsi collocare
dei piombini si mettono dei lumi in allineamento coi primi. I lumi
cosi disposti precisano le verticali nelle quali si devono trovare i
piombini da appendersi nel cielo della galleria.

2" Allorquando una galleria vuol essere eseguila altaccando lo
scavo alle estremita ed in punti intermedii mediante pozzi coi loro
assi posti nel piano verticale dell'asse della galleria, lo scavo per
gli estremi si fa avanzare come gia si ¢ detto, e per quanto spetla
agli scavi intermedii cui si vnol arrivare mediante pozzi si procede
come segue. Trovandosi gia sul terreno, e nell’allineamento deter-
minalo dai due estremi della galleria, alcuni segnali a dritla ed a
sinistra del silo in eui vuolsi scavare un pozzo, si pone in stazione
un teodolite in uno di questi punti: si collima col cannocchiale
agli altri i quali, quando si Lrovino realmente in uno slesso alli-
neamento e quando lo strumento sia ben messo in istato d’azione,
devono presentarsi siccome coperti dal filo del reticolo che & per-
pendicolare a quello orizzonlale: e finalmente, girando semplice-
mente il cannoechiale attorno al suo asse orizzontale, si collima
con esso nel luogo scelto per scavare il pozzo. Dopo questo nel-
I'allineamento determinato dai due punti estremi della galleria e
ad una certa distanza dal bordo dello scavo da eseguirsi, si fanno
costrurre due pilastrini in muratura, coperti da una pietra solida-
mente murata su essi e colle loro facee superiori poste in un mede-
simo piano, e situati in modo che I'uno cada da una parte e l'altro
dall'altra parte del pozzo che vuolsi aprire. In due siti della faccia
superiore di ciascuno dei detti pilastrini verticalmente si colloca,
nella divezione dei segnali posti sull’allineamento determinato dai
due estremi della galleria, un’asta sottilissima terminata a punla
nella estremita inferiore; colla matita si segnano i quattro siti in
cui viene a cadere la punta dell’accennata asta; si distende uno
spago [ra quesli qualtro punti; e mediante il leodolite si osserva se
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il filo del cannocchiale non perpendicolare a quello orizzontale
copra bene quesio spago. Non avendo luogo questa coincidenza,
convien accertarsi se il teodolite & ben collocato in stazione e se
¢ ben rettificato ; porlo a sito e rettificarlo nel caso che non lo sia,
e determinare quindi nuovamente le posizioni dei quattro punti che
devono servire di guida nel porre nuovamente a posto lo spago, il
quale, disteso in linea rella, esattamente li deve coprire e contem-
poraneamente mostrarsi in coincidenza col filo del reticolo. Quando
questo si verifica, i punti marcati sulle facce superiori dei pilastrini
si incidono sulla pietra mediante una punta da scarpellino, e ser-
vono essi come d'indici fiduciali per segnare la direzione del piano
verticale in cui trovasi I'asse della galleria nel sito in ecui vuolsi
praticare il pozzo.

Fatte queste operazioni, si incomineia dallo scavare il pozzo in
modo che simmetricamente si estenda a diritta e sinistra della retla
contenente i quattro punti segnati sulle superficie superiori dei due
pilastrini. Conoscendosi di quanto il pozzo deve essere affondato
sotto la faccia superiore di ciascun di essi, riesce agevole il cono-
scere quando raggiunge la volata profonditd, ossia quando il suo
fondo ha raggiunto il livello al quale deve trovarsi I'avanzamento
della galleria. Allora, per avere la direzione secondo la quale a
diritta ed a sinistra si deve attaccare lo scavo per dirigersi ad ese-
gnire gli avanzamenti eui si arriva dal pozzo gid praticato, si di-
stende fra i quattro indiei fiduciali uno spago o meglio ancora un
filo di platino, al quale si sospendono, alla maggior distanza possi-
bile, due fili a piombo che, giungendo liberamente fin presso al
fondo del pozzo, servono benissimo a dare la direzione secondo la
quale devono essere incomineiati gli attacehi. Soventi volte si fanno
pescare i due piombini entro secchi d’acqua, nell'intento di ottenere
che risultino immobili quando si eseguisce 'operazione di delermi-
nare alcuni punti negli avanzamenti. Quando i due attacchi a diritta
ed a sinistra del pozzo sono di tanto avanzati da riuscire possibile
la determinazione di aleuni punti dell'allineamento in cui trovasi
Passe della galleria mediante un teodolite, si melte in slazione
questo strumento in uno degli avanzamenti alla maggior distanza
possibile dall'asse del pozzo ed in modo che I'asse ottico del can-
nocchiale cada nella direzione dei due fili a piombo; si verifica se
ess0 trovasi precisamente a sito appendendo un piombino nel cielo
dello scavo e nel piano verlicale determinato dall’asse del cannoc-
chiale, e osservando se questo piombino trovasi nel piano verticale
degli altri due che trovansi appesi allo spago oppure al filo di pla-
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lino disteso attraverso la hocca del pozzo. Una volta collocato a
posto il teodolite nel modo indicato, si fanno fissare mediante il
suo cannocchiale nel cielo dell'avanzamento opposto aleuni picchetti;
in ciascuno di questi picchetti si mette una vite munita d'un occhio
ed a quest’'occhio si ferma un piombino. Dopo questo si porta il
teodolite sotto il pitt lontano dei piombini che cosi vennero fissati
nel cielo dell'avanzamento opposto a quello in cui esso venne messo
in stazione la prima volta; anche in questo sito si dispone in modo
che, deserivendo un piano verticale 'asse ottico del cannocchiale,
collimi esso ai fili a piombo che gia trovansi a posto, si fanno fis-
gare dei picchetti nel cielo dell'avanzamento in cui la prima volta
venne collocato il teodolite ed a questi picchelti si fermano quegli
anelli a cui si devono appendere i piombini.

Seguendo i procedimenti esposti, riesce possibile I'appendere
quanti piombini si credono opportuni nel piano verticale dell’asse
della galleria che vuolsi praticare, e guidare per loro mezzo il
lavoro in modo che esso proceda nella voluta direzione. Nelle gal-
lerie cui si accede per pozzi vi & quasi sempre assoluta deficienza di
luce, ed il collocamento dei piombini si fa usando dei segnali a
fuoco nelle operazioni di tracciamento, Dove esiste gia un piom-
bino il segnale a fuoco consiste in un lume posto coll’asse della
sua fiamma sotto il piombino stesso; e dove invece si vuol appen-
dere il filo a piombo, si pone prima un lume nella direzione di
quelli gia collocati nell’allineamento contenente I'asse della galleria,
ed ¢ verticalmente sopra questo lume che si pianta il picchetto cui
si deve appendere il filo a piombo da porsi a sito. I teodolili di
eui conviene far uso nelle gallerie sono quelli nei quali & possibile
illuminare i fili del micrometro.

3" Volendosi stabilire i pozzi che devono dar aceesso ai punti
d’attaceo intermedii di una galleria in modo che i loro assi siano a
qualche distanza dal piano verlicale in cui trovasi I'asse della gal-
leria stessa, appena il pozzo ha raggiunta la voluta profondita ¢
necessario aprire una galleria trasversale, che talvolta si fa in dire-
zione normale e talvolta in direzione obliqua all’asse della galleria
costituente 1'oggetlo principale del lavoro. Siccome poi il trac-
ciamento d'una galleria trasversale obliqua all'asse della galleria
principale presenta maggior difficoltd di quella che s'incontra nel
tracciamento di una galleria normale allo stesso asse, e siccome
d’altronde questo tracciamento non ¢ altro che un caso particolare
di quello, bastera che qui si esponga il metodo da seguirsi per
effettuare il primo.
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Gia trovandosi esaltamente tracciato sul terreno I'allineamento
in cui deve trovarsi I'asse della galleria principale, ed essendo fissato
il punto per cui deve passare I'asse del pozzo, si conduca da questo
punto T'allineamento determinante la direzione secondo la quale
vuolsi aprire la galleria trasversale ; si trovi U'intersezione di que-
st’allineamento con quello dell’asse della galleria ; si faccia stazione
in questo punto con un buon goniomelro; e colla massima esallezza
si misuri I'angolo dell’allineamento dell’asse della galleria trasver-
sale coll’allineamento dell’asse della galleria principale, Dopo questo
convien far costrurre un pilastrino in muratura nel sito in eni si
misuro I'accennalo angolo; segnare su una pietra ad esso murata
colla punta da searpellino il punto d'intersezione degli indicati alli-
neamenli ; e finalmente far costrurre duoe pilastrini murali da una
parte e dall'altra del sito in cui vuolsi affondare il pozzo, posti coi
loro assi nella direzione dell’allineamento in cui deve Lrovarsi I'asse
della galleria trasversale. Su questi due pilastrini, precisamente
come gia si ¢ detto pel caso in cui I'asse del pozzo doveva trovarsi
nel piano verticale contenente l'asse della galleria, si segnino i
quattro indici fiduciali; e quindi, esaltamente e per diverse volle si
misuri la distanza orizzonlale dell’intersezione degli allineamenti,
in cui deveno trovarsi gli assi della galleria principale e (rasver-
sale, dagli indici fiduciali e dall’asse del pozzo. Dopo di cio si puo
incominciare I'affondamento del pozzo, e, raggiunta la voluta profon-
dita, si distenda uno spago al di sopra del pozzo e in modo che
passi per i quattro indici fiduciali. A questo spago si appendano i
due piombini i quali, discendendo fin presso il fondo del pozzo,
devono servire per somministrare ai minatori la direzione in cui
va aperla la galleria trasversale. Quando lo seavo di questa galleria
gia da qualche poco si trova innoltrato, puo convenire di abbassare
un teodolite, di verificare se essa procede nella voluta direzione e
di determinare alcuni punti del suo asse mediante piombini appesi
nel cielo dello scavo. Conoscendosi la distanza che 'asse del pozzo
ha dagli indici fiduciali, riesce facile di trovare la distanza dell’asse
stesso da ciascuno dei due piombini che vennero appesi allo spago,
e quindi di segnare al fondo del pozzo un punto corrispondente al
suo asse, Misurando da questo punto nella direzione dell’asse della
galleria secondaria, si deve dire che essa ha raggiunla la ncces-
saria lunghezza allorquando questa risulta eguale alla mela od a
poco pilt della meta della larghezza della galleria principale aumen-
lata dalla distanza misurata sul terreno fra I'asse del pozzo e I'in-
tersezione degli allineamenti degli assi della galleria principale e
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della gallevia trasversale. Appena questa galleria ha raggiunta I'ac-
cennala lunghezza orizzonlale, provvisoriamente e mediante un
goniomelro qualunque, si possono indicare ai minatori le direzioni
degli attacchi; e quindi, quando gia siano essi abbastanza innoltrati
da riuscire possibile I"uso di un teodolite, traendo partito dei fili a
piombo posti nel pozzo, e di quelli situati nella direzione dell’asse
della galleria trasversale, e riportando la distanza misurata sul ter-
reno fra I'asse del pozzo e il punto d’'intersezione della direzione
della galleria principale e della galleria trasversale, si puo determi-
nare il punto delle due gallerie corrispondente all'intersezione dei
loro assi. In questo punto, che deve essere segnato in modo da
potersi facilmente conservare come capo-saldo, si venga a far sla-
zione con un teodolite; si collimi ai due fili a piombo che trovansi
nel pozzo nonché a quelli situati nella direzione dell’asse della gal-
leria trasversale ; si acquisti certezza se il teodolite ¢ ben collocato
in stazione; e dopo si faccia coincidere lo zero del nonio del cir-
colo orizzontale collo zero della graduazione; si fissi il disco interno
al disco esterno; si imprima allo strumento il movimento generale
di rotazione attorno al suo asse verlicale; si collimi col cannoc-
chiale ai piombini che trovansi nel pozzo ; e finalmente, imprimendo
allo strumento il movimento parziale, si giri il cannocchiale finche
lo zero del nonio indichi I'angnlo che venne letto sul terreno all’in-
tersezione dell’allineamento dell’asse della galleria principale col-
l'allineamento dell’asse della galleria trasversale. Trovandosi l'asse
ottico del cannocchiale in tal posizione e quindi girandolo 180",
riesce operazione facile il far appendere nel cielo degli scavi, che
gia si cerco di eseguirve secondo I'asse della galleria principale,
alcuni piombini situati uvella direzione dell’asse ottico stesso, ¢
questi piombini sono nel vero allineamento in cui deve trovarsi
Passe della galleria principale. Quando siansi collocati almeno due
piombini nell’'uno e nell’altro degli attacchi, si ha una verificazione
dell'esattezza del tracciamento, giacche tutti questi piombini devono
trovarsi in un medesimo piano.

Quanto si & detto in questo numero sulle operazioni di traceia-
mento destinale a servire di guida nello scavo delle gallerie si rife-
risce soltanto al tracciamento planimetrico, e per quanto spelta al
tracciamento altimetrico si parleri in seguito nel capitolo IV di
questa parte.

L’ARTE DI FABBRICARE. Geometria pratica, ece, — 3.
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CAPITOLO 1L

Tracciamento di linee curve
sul terreno
e misura del loro sviluppo.

10. Assunto del presente capitolo. — Il tracciamento di linee
curve sul terreno costituisce un’operazione della massima impor-
tanza per I'ingegnere costruttore. Questo principalmente si presenta
nello stabilire 'andamento degli assi di strade e di canali dei guali
vuolsi dar mano alla costruzione , giacché la direzione rettilinea
dall’uno all’altro estremo, tuttoche la migliore, non ¢ pero general-
menle quella possibile per tali opere a motivo dei punti dali che
esse devono riunire e delle difficolta del terreno. La direzione poli-
gonale, che si pud ancora (ollerare nelle vie ordinarie quando le
aperture degli angoli sono assai grandi e prossime a 180°, assolu-
tamente deve essere proscritta nelle vie ferrate, ed una regolare
linea stradale deve risultare composta di una serie di rette e di
curve fra loro tangenti. Queste curve, generalmente o circolari o
paraboliche, prendono il nome di risvolle ; ed & appunto del loro
tracciamento ¢ della misura del loro sviluppo che si terra discorso
nel presente capitolo.

11. Caleolo degli elementi necessari alla costruzione di un
arco circolare per punti. — Molli sono i procedimenti che si
possono impiegare nella determinazione dei dati che servono a
costrurre sul terreno un arco circolare per punti. Quelli comune-
mente usati in pratica si riducono a tre: al metodo delle saette; al
metodo delle perpendicolari alla corda; ed al metodo delle perpen-
dieolari alla langente.

10 11 raggio 0 A=r (fig. 11) dell’arco a descriversi e la sua
corda AB=—¢, costituiscono i dali da impiegarsi primitivamente
nel caleolo quando vuolsi traceiare un arco circolare col metodo
delle saclte. Immaginando unito il centro O col mezzo € della corda,
dal triangolo ACO, rettangolo in G, si ricava

e 2 —————
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e quindi, chiamando s la saetta CD, si deduce per elemento che
determina il punto D

RS v
2V

Ricorrendo ora, sia al triangolo rettangolo ACD, sia alla pro-
prieta delli_curda AD di essere media ﬂ}porzionale fra 1" intero
diametro D E ed il segmento adiacente CD, si puo trovare I'anzi-
detta corda, la quale unitamente al raggio si presta al calcolo della
saetta C'D".

Collo stesso procedimento, che conduce a trovare la corda AD,
si possono dedurre le due corde eguali AD e DD, per quindi avere
le due saette pure eguali C”D” ¢ C”D”, e per poscia procedere
innanzi calcolando allre corde ed altre saelte, i eni estremi costi-
tuiscono altrellanti punti dell’arco a traceiarsi, che, essendo simme-
trico per rapporto alla retta DO, ammettera per la parte BD le
stesse corde e le stesse saclte calcolate per la parte AD.

2° 11 raggio OA==r (fig. 12) e la corda AB==¢ sono pure gli
elemenll primitivi del calcolo quando vuolsi traceiare un arco
circolare col metodo delle perpendicolari alla corda, e chiamando
h la distanza O C ed s la saetta GD si ha immediatamente

h:%]/:’;r*——cg,
9--1*—-—1 V/n"m—c‘
s=r—3) :

Questo valore di s delermina il punto di mezzo D dell'arco. La
determinazione di altei punti si riduce a saper trovare la lunghezza
y di una perpendicolare FE innalzata per un punto qualunque F
preso sulla corda AD e avente una distanza cognita GF—d dal
mezzo C della corda. Immaginando percio prolungata la perpendi-
colare EF fino ad incontrare in G la retta ZX condotta dal centro
0 parallelamente alla corda AB, dal triangolo EG O rettangolo in 0,
in cui OE—r e 0G=—Ad, si ricava

:V e,
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e quindi, per essere GF—=0C=1#
y:]/ r—dt —h.

Per avere guanti punti si vogliono dell'arco, basta dare a d
diversi valori compresi fra 0 ¢ g © dedurre dall’ ultima formola i

corrispondenti valeri di y, i quali si riferiranno non solo all’arco
AD ma anche al suo simmetrico BD. In pratica si usa di calcolare
le perpendicolari che corrispondono ai diversi punti della semi-corda
AC divisa in parti eguali.

I conoseitori di- Geometria analitica possono osservare che il
melodo ora esposto consiste : nell'instituire 1'equazione della cir-
conferenza di eircolo eni appartiene l'arco a descriversi, riferita a
due assi OX e OY passanti pel centro O e diretti, il primo secondo
una parallela, e Paltro secondo una perpendicolare alla corda AB;
nell’attribuire all’ascissa diversi valori minori della semicorda; nel
calcolare le ordinate corrvispondenti, e nel diminunirle della quantita
costante 0 C=—h esprimente la distanza del centro alla corda.

5" 1l metodo delle perpendicolari alla langente consiste nel
saper trovare la lunghezza d'un ordinata DC=y (fig. 13) innalzala
perpendicolarmente alla tangente AX per un punto D preso ad una
distanza cognita AD—4d dal punto di contatto A. Percio, essendo
0 il centro dell'arco AB ed O A il raggio diretto al punto di con-
tatto, s'immagini una retta OZ parallela ad AX, si prolunghi la per-
pendicolare D G fino ad incontrarla in E e si unisca O con C. Dal
triangolo CEO rettangolo in E, in cui OE=d ¢ CO=r, si ha

£ V prilges

e quindi, per essere ED=0A— £
y—r— V 78—

Questa formola, applicata col dare a d diversi valori compresi [ra
0 e la lunghezza della proiezione A F dell’arco sulla tangente A X,
puo somministrare quanto si crede necessario all’effettivo traccia-
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mento dell’arco per punti. Gonvien perd nofare che, nel caso di un
areo A B (fig. 14) maggiore del quadrante la proiezione AF dell’arco
diventa egnale al suo raggio e che per un valore qualunque di d,
compreso fra detla proiezione ¢ quella AK della corda, corrispon-
dono due valori y" ed y” di y ambo deducibili dalla formola

yr=rop V?“"—t#'*‘ ).

cosicehe supponendo che il valore attribuilo a d giunga da A in G
gi.l_avré:

per determinare il punto H, ﬁﬁ:y’:r—'_.f rt—d*:

per determinare il punto I, GI—= Y —=r—- V' ré—d?,

Chi conosce la Geometria analitica puo risolvere piu speditamente
il problema, instituendo l'equazione della circonferenza di circolo
cui apparliene I'arco AB col prendere la tangente AX per asse
delle ascisse e la direzione perpendicolare A'Y per asse delle ordi-
nate; altribuendo all’ascissa diversi valori compresi fra 0 e la pro-
iezione A F dell'arco sulla tangente: e calcolando le ordinate, le
quali corrispondono immediatamente alle lunghezze delle perpendi-
colari determinatrici dei punti domandati.
12 Risvolta circolare passante per un punto preso su una
delle direzioni da raccordarsi. — Sia BAC (fig. 15) il gomilo
rettilineo che vuolsi trasformare in una risvolta circolare passante
pel punto D preso sul lato A B.

L’angolo BAC— 2z e la distanza AD —a costituiscono i dati
necessari alla soluzione del problema.

Per descrivere la risvolla sulla carta, avendosi gia l'angolo

bac= g, si tira la bisettrice az (fig. 16), si prende = ,_:' AD (es=

1 : ’
sendo = la scala del disegno), s'innalza per d la perpendicolare ad

a b, si fissa I'incontro o di questa perpendicolare colla az e si de-
scrive, eol centro in o e col raggio od, I'arco di circolo dge, che
per l'esaltezza dell'operazione deve toccare la a¢ in un puntoe per
eui si abbia ae—ad.

Per tracciare la curva sul terreno si considerino innanzi tutto i
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due triangoli rettangoli ADO e ADLin cui AD=—a ¢ DAO =52,
e s deducano:

1 o
O=atang; =, DL—=asen c-l—)oc.

Conoscendosi ora il raggio e la corda della risvolla, colle norme
esposte nel numero anlecedente si ecalcolino, o diverse saelte, o
diverse perpendicolari alla corda, o diverse perpendicolari alla tan-
gente, i quali elementi, portati a sito sul terreno cogli strumenti
che servono a misurare distanze e collo squadro agrimensorio, da-
ranno altrettanti punti della curva domandata,

Un altro metodo che si pud adoperare pel Lracciamento delle
risvolte di piccolo raggio e il cui uso dispensa da ogni caleolo ¢ il
seguente: prendasi sul lato A C (fig. 17) la lunghezza AE—=AD e
si conduca allineamento D E. Tanto 'angolo ADE quanto il suo

eguale AED (ciascuno dei quali vale 90”—25 a) si dividano nello

stesso numero di parti eguali, per esempio in sei. Individuando tutte
le dividenti con paline, e supponendole numerate incomineciando
dalla piu vicina a DE per quelle che partono da D e dalla piu lon-
tana a DE per quelle che partono da E, si avranno nelle interse-
zioni G, H, F, I e K delle direzioni aventi lo stesso numero altret-
tanti punti dell’arco domandato. Infatti, risultando eguali tutti gli
angoliin G, H, F, I e K si trovano essi inseritti in un medesimo
segmento di circolo, sul cui arco di necessita devono essere i ver-
tici di detti angoli.

13. Risvolta circolare passante per un punto preso fuori
della direzione a raccordarsi. — Siano AB ed AC (fig. 18) le
due direzioni retlilinee che voglionsi raccordare con una risvolta
circolare obbligata a passare pel punto D: I'angolo BAC sia «; la
lunghezza AE sia p; e la perpendicolare ED ad AB sia ¢.

Avendosi gia sulla carta I'angolo bac—ux (fig. 19) ed il punto
d rappresentativo di D, si puo adollare questo procedimento per
I'effetlivo tracciamento dell’arco: segnata la bisettrice az dell’an-
golo bac e calata su essa la perpendicolare dy si pren;ia'i_[:ﬁi:
sara f un punto dell'arco domandato, fg una segante e dg la parte
esterna. Descrivendo su ¢ fun semicircolo ed innalzando la perpen-
dicolare dm, si avra in gm una media proporzionale fra I'intera
segante e la sua parte esterna, ossia si avra la tangente che porlata
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da g in h determina su ab il punto di contatto A, oltenuto il guale
si opera come nel numero antecedente per trovare il centro o ¢ per
descrivere l'arco hd [k,

Pel tracciamento dell’arco sul terreno bisogna conoscere ledistanze
dei due punti di contatto He K dal vertice A e quindi la corda HK ed
il raggio OH. Dal triangolo rettangolo EDG in cui Fangolo EDG
vale !:x gi deducono:

2

EG:qlunggja, Gh=-1 5

CUSaa

-

d'onde risulla

AG=AE+EG=p-+qtang % o,

Considerando ora il triangolo rettangolo AG 1 si ricava immediata-
menle

GI:.-\Gseng)-a:(p-i-q[.ang%oc)sen;u,

¢ quindi

GF=GL—-F zﬂtll—ﬁﬁzﬂ(p—i—qtang;a)sené:x

q

8051
Qa

la quale, riducendo al medesimo denominatore e semplificando,

diventa
A P Senx—{Ccosa
GEmr T
Cos 5 &

Conoscendosi ora la segante intera GF e la sua parle esterna GD,
si ha per espressione della tangente GH

GH=)/ GFXGD=— 11 V 4 (psena—geosa).

CoS . &
92
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Questo valore di GH sommato con quello di AG dala distanza dei
punti di contatto dal vertice A, e riduce la soluzione del problema
a quella del numero antecedente.

14. Risvolta circolare di raggio dato. — Sia « I'angolo BA C
(fig. 15) delle due direzioni da raccordarsi, e sia » il raggio dell’arco
che vuolsi adoltare.

Essendo ab e ac (fig. 16) due rette gia disegnate in carta e rap-
presentanti i due allineamenti AB ed AC del terreno, ci conduca
la bisettrice ax del loro angolo, per I'estremo a s’innalzi una retta
ay perpendicolare ad ab, si porli su essa una lunghezza af che
nella scala del disegno rappresenti il raggio, e si conduca per [ una
parallela ad ab: evidentemente, nellintersezione di quest’ ultima
con aw, si ha il centro o dell’arco ; negli estremi d ed e delle per-
pendicolari calate da o sulle direzioni ab ed ac, i due punti di
contatto; e nelle lunghezze eguali od ed oe due raggi.

Le distanze eguali AD ad AE (fig. 15) dei punti di contatto dal
vertice A e la corda DE si deducono dai triangoli rettangoli AD 0

¢ DLO dove DO=r, DAO:LDU:%a, col porre:

}\_U:]\_P]:;'c.ol.;;a, DE:Q—L:Q?'COS%a.
Dopo di cio si compie la soluzione del problema colle norme date
nei numeri antecedenti.

15. Effettivo tracciamento delle risvolte circolari col metodo
delle perpendicolari alla tangente. — Questo metodo ¢ quello
che maggiormente viene impiegato nella pratica, e, quindi non &
fuori di proposito di parlarne a lungo ed in tutte le sue partico-
larita.

Alcuni costruttori, nell’applicare la formola (1) del numero 11
al calcolo delle ordinate ossia delle perpendicolari y alla tangente
corrispondenti ad ascisse ossia a distanze date d del piede dell'in-
dicata perpendicolare dal punto di contatto A (fig. 14), usano far
variare i valori di d di quantita eguali. Deriva da cio che i punti
della curva cosi determinati non sono equidistanti,, e che riesce
cosa difficile il giudicare convenientemente della regolarita della
curva stessa,

Per soddisfare alla condizione di tracciare la curva determinando
aleuni punti della medesima i quali siano equidistanti, basta sapersi
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calcolare le ascisse e le ordinate di pareechi punti i quali, succes-
sivamente considerati due a due, appartengano ad archi di egual
lunghezza e quindi di eguale ampiezza. Percio & necessario stabi-
lire in generale le formole le quali danno le coordinate (fig. 13)
AD —= e DC—y di un punto qualunque C del arco circolare AB
in funzione del suo raggio OA—r e del suo angolo COA —=29.
Essendo la retta D E perpendicolare ad AX ed essendo egnale a ¢
Pangolo ECO, si possono dedurre i valori di OE ¢ di EC dal trian-
golo rettangolo CE O, ed oftenere

OE=v7seng, EC=rcosg,
e quindi
r=rseng, y=r{l—cosg) (1)

dando ora a ¢ diversi valori variabili per differenze costanti, me-
diante queste formole si possono trovare i corrispondenti valori di
x ed y: e, portando questi valori sul terreno, si otlengono tanti
punti dell’arco da tracciarsi egnalmente distanti fra di loro.

Per condurre celeremente a termine I’ operazione del traccia-
mento di un arco circolare sul terreno col metodo delle perpendi-
colari alle tangenti pud tornare della massima utilita una tavola
numerica in cui per un circolo di raggio dato siano marcati diversi
angoli, i quali variino fra di loro per differenze egunali, non che le
ascisse da portarsi sulla tangente e le ordinate da elevarsi perpendi-
colarmente alla stessa retta, corrispondenti ai detti angoli. La tavola
che qui si riporta, la quale trovasi inseritta nell'opera di A. F. Brun
intitolata Traité pratique des opérations sur le terrain, da le ascisse
¢ le ordinate, per rapporto alla tangente ed alla sua perpendicolare
nel punto di contatto, corrispondenti ad un arco circolare di 1000
metri di raggio e per punti presi in modo da essere di 30" I'am-
piezza dell’arco fra essi compreso.
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AMPIEZZE ASCISSE ORDINATE || AMPIEZZE | ASCISSE ORDINATE
degli archi ossia ossia degli avchi 0ssia 0ssia
prendendo | lunghezze lunghezze || prendendo lunghezze langhezze
per origine | da misurarsi delle i per origine | da misurarsi delle

il punto sulla perpendicolari| il punto sulla perpendicolari

' di contatto | tangente | alla tangente || di contatto langente | alla tangeute

m m m e

o 30 8,7165 0,0380 13° 2949511 25,6300

1 17,4524 0,1525 13 30 235,4452 27,6503
] 26,1769 0,3428 14 241,9219 29,7046

2 34,8095 0,6090 14 30 250,3800 31,8526

2. 30 43,6104 0,9518 15 258,8190 34,0744

3 52,3360 1,3708 15 30 267,2384 36,3696

3 &0 61,0485 1,8653 16 275,6573 38,7386

4 69,7565 2,4560 16 30 284,0153 41,1803

4 30 78,4591 53,0830 17 2923717 43,6954

5 87,1557 3,8050 17 30 300,7059 46,2850

5 30 95,8457 4,6038 18 309,0170 48,9456

6 104,5284 5,4783 18 30 317.5046 51,6764

6 30 113,2032 6,4281 19 325,5682 54,4814

7 121,8690 74538 19 50 335,8069 57,5586 ||
7 30 150,5262 8,5655 20 342,0215 60,5074 |
8 1394751 9,7318 20 30 350,2074 63,3278

R 30 147,895 10,9840 214 558,3680 66,4196 |
9 156,4345 12,3118 21 30 366,5012 69,5826 |
A 165,0476 13,7146 22 374,6065 72,8152
10 175,6481 15,1924 22 30 382,6834 76,1206
10 30 182,2555 16,7453 23 390,751 79,4952
11 190,809 18,3730 23 50 398,749 82,9400
i1 30 199,3680 20,0754 24 406,7366 86,4546
12 207,917 21,8526 24 30 414,6933 90,0388
12 30 216,4396 23,7040 25 422,6183 05,6024

Le formole (1) mostrano ad evidenza come le due coordinate o
ed y siano proporzionali ai raggi, e questa proprieta mette in ebiaro
in qual modo si deve adoperare questa tavola. Supponendo che
vogliasi tracciare un arco di raggio R, le coordinate x ed y corri-
spondenti alle ampiezze regisirate nella tavola dovranno stare a
quelle che si trovano nella lavola per le stesse ampiezze, come il
raggio R sta al raggio 1000, per cui, essendo rispettivamente «’ ed
y’ l'ascissa e 'ordinata contenute nella tavola & corrispondenti ad un
dato angolo, i valori di = e di y per lo stesso angolo sono dati da

G el e
*=1000"" Y=1000 7"

Nell’effettivo traceiamento delle risvolte non ¢ generalmente ne-
cessario di calcolare i valori di z e di y per angoli variabili di mezzo
in mezzo grado, e, a seconda del raggio della curva, & quasi sempre
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sufficiente di caleolare i valori delle detlte coordinate per angoli
variabili fra loro per differenze maggiori. Cosi, per una eurva di
1000 metri di raggio, il tracciamento riesce abbastanza particola-
rizzato col costrarre i soli punti corrispondenti ad angoli variabili
di due in due gradi: per una curva di 2000 metri di raggio si
possone stabilire i suoi punti i quali corrispondono ad angoli varia-
hili di un grado e mezzo in un grado e mezzo.

Allorquando lo sviluppo di una curva é considerevole, le ordinate
riferentisi a punli molto distanti da quello pel quale venne condotta
la tangente riescono troppo lunghe, per eui richiedono troppo tempo
le operazioni di tracciamenlo sul terreno, trovansi soggette ad
errori ¢ talvolta riescono persino impossibili per alcuni estacoli
che avviene d'incontrare nella loro direzione. Per porsi al riparo da
guesli inconvenienti, basta costrurre Farco riferendo le posizioni dei
suoi punti a diverse sue tangenti ed operando per diverse parti
dell'iutiero arco da traceiarsi precisamenle come gia si ¢ detto per
archi che hanno uno sviloppo non tanto considerevole, Cosi, do-
vendosi tracciare un arco circolare ACB (fig. 20) di raggio dato
OA=r ¢ di ampiezza anche data AOB=, s'immagini diviso
quest’arco in qualtro parli eguali AE, EC, GF ed FB, e tirate le
relle che congiungono i punti E, C ed F col centro O; dal trian-
golo reftangolo GAO si deduca la lunghezza AG data da

A G:?‘tangj,—k B;

si osservi che BH—AG, che GH—2.AG, e che questa retta nel
suo punto di mezzo C é tangente all’arco ACB. Premesso questo,
per tracciare Iarco sul terreno si portano nelle divezioni AD e BD
delle tangenti estreme le due lunghezze eguali e calcolate AG
e BH: si traccia I'allineamento dato dai due punti G ed H; e si
divide per meta in C per avere in questo punto il punto di mezzo
dell’arco da tracciarsi e contemporaneamente il punto in cui esso
¢ toccato dalla retta GH. L’arco AE si traccia assumendo per assi
coordinati le direzioni AD ed AO: le direzioni CG ¢ €0 sono
quelle che servono pel traceiamento dell’arco CE; le direzioni CH
e CO convengono per riferirvi le posizioni dei punti dell’arco CF;
e le direzioni BD e BO coslituiscono i due assi coordinati pei di-
versi punti dell’arco BF. — Dividendo GA, GC, HC ed HB per meta
nei punti I, K, L ed M, si pessono eondurre le, redte 1K ed LM,
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che nei lovo punti di mezzo E ed F riescono tangenti all’areo: ¢
continuando collo stesso metodo, riesce possibile oltenere una linea
poligonale che, nelle due estremita e nei punti di mezzo di ciascuno
dei lati collocati fra i due lati estremi, presenta altrettanti punti
di contatto coll’arco che vuolsi tracciare. Questa linea poligonale
in ogni caso puo essere determinala in modo da non avere am-
piezza maggiore di 20 a 25 gradi la meta dell’arco compreso fra
due punti di contatto successivi, per cui la tavola che venne ri-
portata riesce acconcia al tracciamento di una risvolta circolare
in tulte le ordinarie circostanze della pratica.

Una linea poligonale come ATKLMB la quale nei punti estremi
A e B e nei punti di mezzo E, C ed F dei lati 1K, KL ed TM
risulti tangente ad uno stesso arco circolare ACB, di cui si co-
nosce il raggio 0A=—"7r e I'ampiezza AOB=—{, assai facilmente puo
essere fracciala sul terreno per camminamento, ossia cosiriendo
successivamente I'angolo che i suoi lati devono fare tra di loro non
che la lunghezza dei lati stessi. In generale, volendosi che siano
n i punti di contatto della linea poligonale coll'arco cireolare, i lati
della linea poligonale risultano pure n, le parti eguali in eui 'avco

totale rimane diviso dai punti di contatto sonon—1, e quindi I'am-
A
~

piezza di ciascuna di queste parli vale n

16. Effettivo tracciamento delle risvolte circolari col metodo
delle seganti. — Per i progetli di massima, per i rapidi lraccia-
menti delle linee stradali e qualche volta anche per il posamento
delle rotaie nelle vie ferrate e per la regolarizzazione delle trincee
e dei rilevati, si impiega un metodo conosciuto generalmente col
nome di sistema inglese, il quale si applica procedendo come im-
mediamente vien indicalo, Essendo gia fissalo un estremo A della
curva circolare che vuolsi tracciare e conoscendosi la direzione AT
della sua tangente in questo punto, si calcola 'ordinata EB—z
(fig. 24) corrispondente ad una data ascissa AE—d, contata dal
punto A sulla tangente AT assunla come asse delle ascisse. Percio,
immaginando condotta da B la retta BF parallela ad AT e tirati
i due raggi OA ed OB di lunghezza R, dal triangolo rettangolo BF 0
si ha

OT:'/ R*—d?;

e quindi, essendo AF—=EB—=uw, risulta
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Trovato il valore di « si porti la lunghezza d sul terreno da A in
E nella direzione AT, in E si elevi la perpendicolare EB lunga
quanto il calcolato valore di z, e quindi si tiri la segante AB pro-
Jungandola in BS al di la del punto B.

Fatlo questo, nella direzione BS s'immagini portala la lunghezza
BG eguale a d e si caleoli la perpendicolare GC—=y elevata pel
punto G sull’accennata direzione. Per trovare i valori di y si os-
servi che, per essere la corda AB media proporzionale fra il dia-
metro AK—2R e la sua proiezione AF—z sullo stesso diametro,
si ha

=)/ 2Rz,
per cui risulta

Considerando ora le due seganti GA e GI partenti dal punto G,
per un nolo teorema di geometria si ha

AG:IG=HG:B

c-!

da_cui, per il trovato valore di AG e per essere [IG—=2R+HG
e BG—=d, si deduce I'equazione

I_'I_Ee-i-ﬁﬂxmzd('f‘lflm—i-d),
la quale da

e loges ]/ m+d( VE’R?—;—d).

Ottenuto cosi il valore di HG, riesce facile il dedurre quello di
GO—z, ed evidentemente si ha

m+d(|/?zﬁ"£+d) @).
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Considerando ora il Lriangolo GBO nel quale sono noti i tre lali
0B, BG e GO rispettivamente eguali ad R, 4 e z, si calcoli il suo
angolo BGO mediante la nota relazione [ra i tre lati ed un angolo
di un triangolo rettilineo gqualunque. Questa relazione, applicata al
caso in quistione, conduce a lrovare

4R
cosBRO= ot 7 ;

per cui, chiamando ¢ l'angolo 0GC=90"—B GO, risulta

% S0P
senqo:'d"{_%#_R (3).

Nel triangolo GCGO si conoscono ora i due lali 0G—=z ed 0C=r
non che il seno dell’angolo 0GC, e quindi dicendo b I'angolo GCO,
per la proporzionalita dei lati ai seni degli angoli opposti, si pud
dedurre

do -2t —R?
sl Y=o it

Conoseendosi ora i due angoli 06C=9 ¢ GCO={, dall'ultimo
citato triangolo in cui l'angolo GOC vale

180°—(9-+9),

si puo ricavare la lunghezza della perpendicolare G C—y data da

y—Sen+9) o
Sen g

(9)-

Ponendo ora nell’equazione (2) il valore di « somministrato dal-
I'equazione (1) si ottiene il valore di z: conosciuto questo valore
di z ¢ possibile dedurre quelli dei due angoli ¢ ¢ ¢ mediante le
equazioni (3) e (4), e finalmente si pud passare mediante 'equazione
(5) al caleolo della perpendicolare G G—y. Trovalo il valore di y,
si misuri sul terreno nella direzione della segante A S a partire
da B la distanza BG=d, nel punto G si elevi la perpendicolare
GC di lunghezza y e nel punto G si ha un punto dell'arco cir-
colare domandato.

Qualora la distanza ¢, come generalmente avviene nella pralica,
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sia molto piccola in confronto del raggio R, il valore di @ si puo
calcolave colla semplicissima formola

d!

la quale risulta dall’equazione (1) mettendo R* fattor comune sotto
il radicale, portando quindi R fuori del radicale stesso e prendendo
i due primi termini della serie che lo rappresenta. Questo valore
di z, posto nell’equazione (2), facilmente conduce a trovare

/

2
z—=R Y 1—|—Q-d—

R*’

da cui, sviluppando il radicale in serie e trasecurando le potenze

. d S i Vil o
di 0 superiori alla seconda, si ricava

?

Z:R+ ﬁ.

Ora, quando la lunghezza BG & piccola in confronto del raggio
dell'arco da traceiarsi, I'angolo BG O & assai vicino a 90° il suo
complemento O GC & un angolo piceolissimo e quindi la perpendi-
colare GC = y & sensibilmente eguale alla parte GH della segante
G OI Segue da cio che, per essere

d%

GH=z—R= o

con molta approssimazione si puo assumere

e

ossia il valore di y eguale al doppio del valore di z.

Per continuare il traceiamento, si fa passare pei due punti B e C
nna nuova segante B CR, si prende su essa CD =—d, e per D si eleva
la perpendicolare DL — GC=—y. Fallo questo, si traccia ancora
sul terreno I'allineamento determinate dai due punti C ed L si. mi-
‘sura su esso LM —d, si eleva la pcrpendico]are T}TN:y, e qoéi
si continna finché si arriva verso il mezzo della eurva che vuolsi
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tracciare. Fatto questo, si opera nello stesso modo partendo dal-
Ialtro punto di tangenza, e il tracciamento si puo ritenere come ben
eseguito allorquando i due archi di circolo passanti pei punti de-
terminati come sopra si ¢ dello vengono a raccordarsi verso il
mezzo dell’arco da traceiarsi.

Conviene, nell’operazione di tracciare i due archi dal cui assieme
deve risultare l'intiera risvolta, determinare sul primo arco alcuni
punti apparlenenti al secondo e sul secondo alcuni punti apparte-
nenti al primo. Allora riesce facile di riconoscere se i punti ottenuli
colle due diverse operazioni appartengono alla medesima curva,
e verificandosi qualche deviazione torna generalmente agevole veri-
ficare e rettificare, di 100 in 100 metri, le posizioni di alcuni punti
col metodo delle tangenti oppure con quello delle seganti. Nei trac-
ciamenti proyvisori si puo misurare lo scartamento ab (fig. 22) esi-
stente fra le due curve dove dovrebbero unirsi per conlatto; prendere
il punto di mezzo ¢ di ab siccome appartenente al punto dell’arco
che vuolsi tracciare; dividere la meta di questo scartamento in lante
parti eguali quanti sono i punti intermedi stati determinati sull’arco
Ab fra il punto di contatto A ed il punto b e portare rispettivamente
sui raggi una, due, tre..... di queste parti a partire dai punti 1, 2, 3,
vieeees @ld fissali sull’arco Ab col metodo delle seganti. La rettifica-
zione eseguita sull’arco A b si ripeta per 1'arco Ba dividendo la meta
dello scartamento ab in tante parli eguali quanti sono i punti in-
termedi stati determinali sull’arco Ba e portando rispeltivamente
sui prolungamenti dei raggi una, due, tre, ....... di queste parti a
partire dai punti 1, 2, 3, ....... gia stabiliti sull’arco Ba pure col me-
todo delle seganti.

Il tracciamento delle risvolte circolari col metodo delle seganti
riesce generalmente assai spedito; ma, per la facilith con cui gli
errori si propagano da un punto all’altro, & prudente consiglio di
non impiegarlo nei tracciamenti definitivi, salvo in aleuni casi ecce-
zionali come nelle traversate di boschi e di villaggi. Allorquando &
imperiosa necessita di adottare il metodo delle seganti per un trac-
ciamento definilivo, si deve trar partito di tutti i mezzi di verifica-
zione che, a seconda delle circostanze locali, & possibile adottare.
Questi mezzi si riducono alla determinazione con altri metodi di
alcuni punti che devono trovarsi sulla vera curva; e c’é¢ ragion di
credere che con essa si confonde lacurva tracciata col metodo
delle seganti, quando la nuova determinazione somministra dei
punti posti sull'ultima accennata curva.

Il metodo delle seganti per il tracciamenlo delle risvolte puo
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condurre a buoni risultati allorquando si deve operare su una su-
perficie piana, e quindi generalmente conviene per lo stabilimento
definitivo di una strada allorquando gia trovansi eseguiti i movi-
menti di terra. In tali circostanze si puo disporre della distanza da
prendersi sulle seganti in modo che tutte le operazioni abbiano lnogo
sulla superficie orizzontale o quasi orizzontale dello scavo o del
rialzo, su cui la curva deve essere tracciata, e lavorare cosi su un
terreno sul quale riesce facile il misurare con esatlezza.

Siccome poi generalmente si pud assumere la distanza d assai
piccola in confronto del raggio R dell’arco che vuolsi tracciare, i cal-
coli da istituirsi pel completo traceiamento di una risvolta circolare
col metodo delle seganti si riducono semplicemente a trovare il
valore di z colla formola (6) ed a prenderne quindi il doppio per
ottenere quello di y.

17. Tracciamento delle risvolte circolari in galleria. — Al-
lorquando una galleria deve essere costrutta in curva e che non ha
lunghezza cosi grande da essere necessario lo stabilimento di pozzi,
per ciascun imbocco s’incomincia lo scavo procurando di seguire al-
meno approssimativamente 'andamento curvilineo che vuolsiottenere
mediante il tracciamento che gia si sara fatto presso gli imbocehi
sulla superficie del terreno nel quale la galleria deve essere scavala.
Aperta la galleria per una certa lunghezza, si prolunga la tangente
al primo punto della curva di quanto lo permette la larghezza dello
scavo e si elevano su questa tangente, di mano in mano che l'a-
vanzamento progredisce, delle ordinate le cui estremita determinano
altrettanti punti posti nella superficie cilindrica a generatrici verti-
cali avente per direttrice I'asse curvilineo della galleria. Nel cielo
dello scavo si piantano dei picchetti in corrispondenza dei punti
cosl determinati, e si fermano in essi delle vili munite di anello in
modo che, appendendovi dei piombini, si trovino gli assi dei loro
fili nell'accennata superficie cilindrica.

Trovandosi la tangente AT (fig. 23) in procinto d'incontrare la
parete dello scavo, si prende su questa linea un punto B, tale che
si possa in esso far stazione con un goniometro; e, dopo d’aver
misurata la distanza A B, dal triangolo OA B rettangolo in A, di
cui si conoscono i due cateti OA—R ed AB=d, si deduce I'an-
golo 0BA—¢ dato dalla semplicissima formola

{:mgqazg.

L'ARTE DI FABERICARE, Geomelria pralica, ecc, — 4.
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Una volta determinato I'angolo g, il suo doppio si costruisce in
ABT’; sulla nuova direzione BT’ si elevano le ordinate che gia
servirono al (racciamento della curva A E aventi rispettivamente
dal punto B distanze eguali a quelle che i piedi delle ovdinate elevate
su AB avevano pure da B, e si continua finché misarando lnngoe
BT si trova nna lunghezza BG—=BA=—d. Gli estremi delle ordi-
nate elevate su BCG non che il punto C si trovano sulla superficie
cilindrica a generatrici verticali avente per diretirice Uasse della
galleria; determinano essi la curva EC; ¢, continnando lo scavo col
portare sul prolungamento di B G le stesse ordinate gia elevate su
AB a distanze da C rispetlivamente eguali a quelle adotlate lungo
AB a parlive da A, si arriva alla determinazione dell’arco G F. Go-
struendo in D l'angolo BD T” eguale al doppio dell’angolo g, si
ottiene la divezione DT”, la quale tornera in acconcio per Lrac-
ciare I'arco F GH adottando il metodo gia segnito per determinare
I'arco E GF.

Soventi volte pel tracciamento di una galleria in covva, cono-
scendosi il raggio 0 A—=R (fig. 24) della risvolta, non che la Jar-
ghezza CD=—21 che deve avere lo scavo che vuolsi praticare, e
ponendo che la semi-corda AB=x deve essere media propor-
zionale fra i due segmenti adiacenli del diametro espressi da
R —BE=2R—1 ¢ da BE==1, si calcola la lunghezza della
vella A B, ossia la meta della corda AF, colla semplicissima formola

a::Vl(ﬂR&—J—)-;

Fatto questo, osservando che nel (riangolo rettangolo AB O sono
noti il catéto AB—x e lipotenusa OA =R, si trova I'angolo
T'AB—=AOB=—1 che la corda AF fa colla tangente alla risyolla
in A col porre

| &

sen o=

]

o
—

il supplemento di quest’angolo si costruisee col vertice in A e colla
direzione AT, di cui AT" & il prolungamento, per ottenere la dire-
zione A X della corda AB; e su questa direzione si porta nna lun-
ghezza A F eguale al doppio della lunghezza . T punli A ed F sono
due punti determinanti 'asse della galleria, ed un terzo punto si ha
nell'estremo E della perpendicolare innalzala alla corda AF nel suo
puntv di mezzo B con lunghezza eguale alla semi-larghezza [ dello
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seavo. Volendosi deferminare altri punti della curva AEF, si pos-
sono caleolare col melodo esposto al pumero 11 le lunghezze di
aleune perpendicolari alla corda A F. Prendendo il complemento
dell’angolo , si ottiene 1’angolo BA O; e costruendo il doppio di
quest'angolo col vertice in F e colla retta FA, si trova la dire-
giope F X’ d’una puova corda la quale, come A F seryi al traccia-
mento dell'arco AEF, seryirda di base per la delerminazione di
quanti punli si vogliono dell’arco successivo F H G.

Qualche volta nel tracciamento delle gallerie in curva si adotta
il metodo delle seganli; se perd non si vuel andar incontro a gravi
inconvenienti & necessario operare colla massima precisione e colle
cure pitt minute, ed il costruttere di tanto in lanto deve accertarsi
dell’esattezza del lavoro determinando aleuni punti con uno dei due
melodi che in questo numero vennero indicati.

Pei tracciamenti di quelle gallerie in curya alle quali si arriva
mediante pozzi, s’incomincia dallo stabilire la curva sulla superficie
del suolo con tutta la diligenza possibile, e quindi coi procedimenti
esposti nel numero 9 si traccia nella galleria o la direzione di una
tangente o la direzione di una corda gia stabilita sul suolo. Fatto
questo, il tracciamento della curva determinante I'asse della galleria
d'avanzamento si effettua con uno dei due metodi gid esposti pel
caso in cui lo scavo si debba fare pei soli imboechi. Quando si
vogliono stabilire dei pozzi coi loro assi fuori della superficie cilin-
drica a generatrici verticali avente per direttrice I'asse curvilineo
della galleria da costruirsi, si rende necessario I'aprimento di gal-
lerie trasversali, le quali si stabiliscono generalmente in modo che
i loro assi si trovino in piani verticali diretti secondo raggi della
curva che deve presentare I'asse della galleria principale.

18. Risvolte circolari successive. — Ora che si conoscono i
metodi per trasformare un gomito rettilineo in un altro circolare,
risulta facile di costruire una successione di risvolte raccordanti fra
loro le diverse parti di una linea poliganale. Basta percio raceor-
dare le direzioni rettilinee due a due e (racciare per ciascun an-
golo l'arco tangente dietro le condizioni che vengono imposte dalle
circostanze locali.

Nelle risvolte per strade, quando occorre la costruzione di due
curve rovescie, si deve procurare d'interporre fra Funa e I'altra un
tratto reltilineo, il quale nelle vie ferrate deve almeno avere la
lunghezza massima di un convoglio. In quelle localita poi in cui gli
angoli non sono abbastanza aperti e nelle quali per mantenere una
conveniente lunghezza al raggio si ¢ obbligati di dare alla curva
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uno sviluppo tale che l'estremita di una di esse venga a coincidere
coll'origine della curva seguente, si deve cercare per quanto si puo
una curvatura uniforme nel complesso delle risvolte.

19. Risvolte paraboliche. — Un metodo, il quale in modo gene-
rale conduce al tracciamento di una risvolla parabolica allorquando
sono dati i due punti di contatto sull’'uno e sull’altro dei due alli-
neamenti da raccordarsi, consiste: nell’assumersi due assi coordi-
nati ortogonali fissati di posizione per rapporto alle rette rappre-
senlanti le tracce orizzontali degli accennali allineameati; nel porre
I'equazione generale delle curve del secondo grado sotto la 'forma

B (¥ D E F_ :
y“—f—Kmy-{-Kw*-hiy—f-Km-l-g—O (1);

nello scrivere la condizione
Bt—4AC=0 (I1)

esprimente che la curva deve essere una parabola; nello stabilire le
due condizioni derivanti da cio c¢he la curva deve passare pei due
punti di raccordamento di cui si conoscono le coordinate; e final-
mente nell’'esprimere, mediante due altre equazioni, che le tangenti
nei detli punti si confondono colle due direzioni rettilinee da rac-
cordarsi. Cosi procedendo si hanno cinque equazioni fra i coefli-

Dt d g, i quali si possono per tal modo determi-

i B
clentl T NA e
nare onde sostituirli nella citata equazione generale del secondo
grado che rappresenta allora I'equazione della curva da tracciarsi,
e la quale assai facilmente pud essere costrutta per punti sul ter-
reno quando si conoscano i valori delle ordinate y corrispondenti
a dati valori delle ascisse x. Il metodo or ora accennato pel trac-
ciamento di una risvolta parabolica non vien guari adoperato nella
pratica, e generalmente si preferiscono i due che immediatamente
seguono.

1" Essendo CA e CB (fig. 25) le due direzioni rettilinee da
raccordarsi mediante una curva parabolica la quale parta dal punto
D e finisca col punto E, si dividano CD e CE nello stesso numero
di parti eguali; i punti di divisione su CD si marchino da C verso
D coi numeri d’ordine crescenti a partire dall’unitd, ed i punti di
divisione su CE si manchino da C verso E con numeri d’ordine

decrescenti a partire dal numero delle parti in cui trovansi divise
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tanto CD quanto CE, ¢ si uniscano mediante rette i punti aventi lo
stesso numero. Nelle inlersezioni della retta 11 colla retta 22, della
retta 22 colla retta 35, della retta 35 colla retta 44, ....... si hanno
altrettanti punti della curva domandata.

Per dimostrare che veramente la curva determinata dagli accen-
pati punti ¢ una parabola raccordatrice delle due direzioni rettilinee
A C e BC nei punti D ed E, assumasi la retta CX (fig. 26), la quale
divide per mezzo la corda DE, come asse delle ascisse, e si valutino
le ordinate parallelamente alla corda stessa. Pongasi che M N ed
M’ N’ siano due delle retle consecutive determinanti nella loro inter-
sezione m un punto della curva costrutla come si ¢ detto ragio-
nando sulla figura 25, si assuma 1'origine delle coordinate nel ver-
tice C (fig. 26) e si chiamino:

p Vascissa CF del punto D,

g Vordinata FD dello stesso punto ;

a ed y le coordinate correnli di un punto qualunque delle due
rette MN ed M'N’;

a la lunghezza di ciascuna delle parti in cui & divisa la GD,

b la lunghezza di ciascuna delle divisioni di CE;

n il numero delle divisioni contenute tanto di CD quanto in CE;

n’ il numero delle divisioni di GM.

Osservisi ora che per le denominazioni,stabilite, si ha

CM=n'a, CM'=(n'+1)a,
CN=m—n'+1)b, CN=(n—n)b;

che, per la similitudine dei due triangoli MG C ed M'G’C col trian-
golo DFC, risulta

'\______ﬂ‘_Ir ‘?__'__E’ o
=, GN=12g;
C_-G;: n —,:-1;”’ W:" ::’—l ¢

e che, per essere i due triangoli CHN e CH'N simili al triangolo
CFE il cui lato FE vale FD ossia ¢, si ha
== n—n'—41 N n—mn'—1

CH="—""y, AN -

fl
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— 1, BN — T4

1

CH =

Conoscendosi le coordinate dei due punti M ed N per cui passa la
retta MN, si puo trovare la sua equazione la quale &

=t 0| g (n-+-1 ___})
Y ng_( nh—'i)p !

ed analogamente essendo note le coordinafe dei due punti M" ed
N’ pei quali passa la retta M"N’, si puo scrivere la sua equazione la
quale risulfa

s o e x__""‘*'i.?
n q_(ﬂn’—n—l—*l)p w L)

Supponendo ora che le coordinate 2" éd y" simultanéamente sod-
disfino alle ultime due equazioni quando si pongdno invece di »
e di y, rappresenteranno esse le due coordinate del punto m, in
cui s'incontrano le due rette MN ed M'N. Segue da cid che, can-
giando z ed y in 2" e ¢ nelle citate equazioni ed eliminando la
quantita #” che serve ad individuare le or indicate rette, I'equazione
risultante in &’ ed y" rappresenterd tulti i punti analoghi ad m,
ossia la linea che li conliene. Per comodamente eseguire quest "eli-
minazione si ordinino le ultime equazioni per rapporto ad . Fa-
cendo questo si Lrovano le equazioni

-I— n+1)y@+nq (n+1)z" ig ),
=pq
w4 “ﬂ)qq—ny o,
np(n—1)y' +ngn+1)a’'—npg__
- 3 =0,
rq

e sottraendo la prima dalla seconda, risulta



L ﬂJ +ﬂq
1 ﬂq

Questo valore di a" si ponga nell’equazione (1) ¢ si ottiene I'equa-
zione

npyt—2q* (n+1) 2" 4-pg* (n+2)=0 (2)y

la quale conviene alla curva risnltante dalla costruzione della figura
25, e che rappresenta una parabola di cui ¢ un diametro la retta
CX tirata dal vertice C al mezzo F della corda D E.
Evidentemente il piii piccolo valore che si possa atiribuire ad
n, per eseguive la costruzione rappresentata nella cilata figura 25,
¢ 2, dal quale puo crescere fino all’¢o. Segue da cio che fra le
infinite parabole soddisfacenti al problema, quella ¢he ha il para-
melro pit grande corrisponde a n==2 e quella che ha il parametro
pitt_piccolo ad n=—=e2. Ora differenziando I'equazione (2) si trova

da’ _  npy
dy FFln4-1)’

da cui si ricava per espressione della sottotangente in un punto
qualunque della parabola

yda' _ npy®

dy’ (1)’

e quindi per espressione della _soltotangente nei punti D ed E, le
cui ordinate sono FD==q ed FE=—g,

np
=1

Dividendo numeratore e denumeratore di quest’espressione per n
st oltiene

5
=

14

dalla qual frazione risulta che la sottotangente pei due punti D ed
E vale GF=p nel caso in cui n==co. Segue da cio che solamente
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nel caso di n=co le due rette CA e CB sono tangenti nei punti
D ed E alla curva di cui venne data la costruzione nella figura
25, e che quindi, non potendosi raggiungere I'accennato limite nel
valore di m, tale costruzione non conduce mai a soddisfare ad una
delle piu importanti condizioni pel transito sulle strade, tuttoché
si possa essa raggiungere con tulta I'approssimazione desiderabile
accrescendo di quanto aggrada il numero delle divisioni in punti
eguali tanto di CD quanto di CE.

2° La seconda costruzione della curva raccordatrice in D ed
E (fig. 27) delle due direzioni rettilinee CA ¢ CB consiste nel
dividere per mezzo le due rette CD e CE in a ed in b; nel tirare
la retta ab; nel dividerla per mezzo nel punto ¢, il quale cosli-
tuisce un punto della curva domandata; nell’operare, sulle due rette
aD ed ac unienli i tre punti D, @ e ¢ non che sulle altre due
bE e bc unienti i tre punti E, b e ¢ come si é fatlo sulle due
rette CD e GE unienti i tre punti D, C ed E per ottenere due
punti della curva richiesta nei punti & ed ¢+ posti sul mezzo delle
due rette de e g_f determinate dai punti d ed e, g ed f situali
sui mezzi di aD ed cu,, bE e be; nell’operare sulle rette dD e
dh, eh ed eo, fc ed fz, ga e gl.*. come si ¢ fatto sulle rette CD
e CE, e cost continuare fino ad ottenere quanli punti si vogliono
della curva da tracciarsi.

Per dimostrare che veramente & una parabola la curva DhciE
risultante dal metodo di tracciamento ora indicato, si cerchi in-
nanzi tutto di far vedere che la parabola passante pei due punti
D ed E e tangente in questi punti alle direzioni CA e CB, che passa
pel punto di mezzo ¢ di ab e che a questa retta & tangente nello
stesso punto. Prendasi percio per origine di coordinate il punto
E, per asse delle ordinate la direzione CB e per asse delle ascisse
la perpendicolare Ex a questa direzione; si chiamino

m ed n le due coordinate ED” ¢ D'D del punto D,

a l'angolo ACy,

z ed y le coordinate di un punto qualunque della parabola
raccordairice delle due direzioni rettilinee CA ¢ CB nei punti D
ed E;
¢ finalmente si scriva I’equazione di questa parabola solto la
forma generale

B . F
i/ +A$+K_n,

B 1B®
AR S v i ¢
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Ja quale risulta dall'equazione (I) dopo d’aver in essa sostituito il

valore di % che ricavasi dalla (II). In quest’ultima equazione en-

T R : L
trano quaitro coeflicienti TTA ed It la cui determinazione as-

sai facilmente pud essere fatta ponendo le seguenti condizioni:
1° che la eurva deve passare pel punto E le cui coordinate sono
nulle; 2° che essa deve passare pel punto D d’ascissa m e d’or-
dinata n; 3" che la tangente alla eurva nel punto E deve fare un
angolo di 90° coll’asse delle ascisse; 4° che la tangente nel punto
D deve fare un angolo « coll’asse delle ordinate.

Una volta ottenuta I'equazione della parabola raccordatrice delle
due direzioni rettilinee CA e CB non che U'espressione della tan-
gente (rigonometrica dell’angolo che la tangente in un suo punto
qualunque fa coll’asse delle ascisse, si trovino i valori delle due
coordinate E¢” e ¢’¢ del punto ¢ posto sul mezzo della rella ab,
e la tangente trigonometrica dell’angolo che la detla retta fa col-
l'asse delle ascisse. Le coordinate del punto ¢, sostituite nell'e-
quazione della parabola, renderanno il suo primo membro eguale
al secondo, e la tangente dell'inclinazione della retta ab coll’asse
delle ascisse varra la tangente dell’angolo che la tangente alla pa-
rabola nel punto ¢ fa collo stesso asse, per cui si deve dire: che
il punto ¢ & un punto della parabola raccordatrice delle due direzioni
rettilinee CA e CB: che questa parabola ¢ tangente nel detto punto
alla retta ah. Ora, per la costruzione rappresentata nella figura 27
trovandosi i due punti i ed ¢ per rapporto ai puntiDec, Eec e per
rapporto alle rette aD ed ae, be e bE nelle stesse condizioni in
cui trovavasi il punto ¢ per rapporto ai punti D ed E ed alle rette
CD e CE, ne deriva: che il punto h & sulla parabola raccorda-
trice delle due direzioni rettilinee aD ed ac: che il punto 1 cade
sulla parabola raccordatrice delle due direzioni bEe be; e quindi
che amhedue questi punti si trovano sulla parabola raccordatrice
delle due direzioni CA e CB. Questo modo di ragionare, esteso
ad un punto determinato fra due punti qualunque gia stabiliti col
metodo seguito per fissare la posizione del punto ¢ avendosi quella
dei punti D ed E, conduce a conchiudere che la citata costruzione
geomelrica facilmente porta ad ottenere quanti punti si vogliono
della parabola raccordatrice in D ed in E delle due direzioni ret-
tilinee CA e CB, non che le tangenti alla parabola negli stessi
punti.

20. Sviluppo delle risvolte circolari. — Soventi volte deve il
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costrattore trovare lo sviluppo di una visvolta semplicemente pro-
getlata od anche di una risvolta gia tracciata sul terreno, ed i dali
del problema sono generalmente 'angolo BAC — =« (fig. 15) for-
mato dalle due direzioni raccordate colla risvolla, non che il raggio
r di questa curva.

Conoscendosi 'angolo BA € = », immediatamente si pud dedurre
I'angolo DOE == £, giacché vale esso 180° — 4, ed allora, per la
proporzionaliti delle lunghezze degli archi dello stesso raggio alle
loro ampiezze, si ottiene la lunghezza L dell'arco di raggio r e di
ampiezza 5 mediante la semplicissima formola

e
L= g

Generalmente perd nella pratica, invece d’impiegare questa for-
mola, con maggior celeritii si puo operarve facendo uso di tavele
come quelle contenute nella gia citata opera di A. F. Brun, e le quali
danno gli sviluppi di archi cireolari aventi 1 metro di raggio e colle
loro ampiezze variabili di grado in grado, di minuto primo in mi-
nuto primo e di minuto secondo in minuto secondo.
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TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro
- di raggio calcolate per ampiezze variabili di grado

in grado.
il =
AMPIEZZE | LUNGHEZZE || AMPIEZZE | LUNGHEZZE || AMPIEZZE | LUNGHEZZE
n L] m
1° 0,017453 a5 0,610865 69° 1,204277
9 0,054906 36 0.628318 70 1,221730
3 0,052359 37 0,645771 71 1,239185
4 0,069813 a8 0,663225 72 1,256457
5 0,087266 30 0,680678 73 1,274090
[ 0,104719 40 0,698151 74 1,291543
7 0,122173 ' 0,715584 74 1,308996
8 0,139626 42 0,733038 76 1,326450
9 0,157079 45 0,750491 77 1,343903
10 0,174532 A4 0,767944 78 1,561556
1 0,191986 45 0,785398 79 1,378810
12 0,209459 ] 0.802851 80 1,396263
13 0,226892 47 0,820304 81 1,412716
14 0,244346 48 0,837758 82 1,431169
15 0,261799 49 0,855211 83 1,448625
16 0,279952 50 0,872664 84 1,4660786
17 0,296705 .51 0,890117 85 1,483520
18 0,314159 52 0,907574 86 1,500083
19 0,331612 53 0,925024 87 1,518436
20 0,549065 54 0,942477 88 1,535889
21 0,366519 55 0,959951 19 1,653343
29 0,583972 56 0,977384 90 1,570796
23 0,401425 57 0,994857 91 1,588249
24 0,418879 58 1,012200 92 1,605702
a5 0.436352 59 1,029744 03 1,623156
26 0,453785 60 1,047197 94 1,640600
27 0,471238 61 1,064650 95 1,658062
28 0,488692 62 1,082104 96 1,675516
29 0,506145 63 1,099557 97 1,692969
30 0,523598 G4 1,117010 98 1,710422
1| 0,541052 65 1134464 99 1,727875
52 0,55850% 66 1,451917 100 1,745329
53 0,575958 67 1,169370 180 3141592
w4 0,593411 68 1,186825 360 6,285185
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TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro
di raggio calcolate per ampiezze variabili di minuto
in minulo.

AMPIEZZE | LUNGHEZZE || AMPIEZZE | LUNGHEZZE || AMPIEZZE | LUNGHEZZE
m m : m
1 0,000290 1! 0,006108 || 41’ 0,011926
2 0,000581 92 0,006399 || 42 0,012217
3 0,000872 23 0,006690 || 43 0,012508
4 0,001163 2% 0,006981 || 44 0,012799
5 0,001454 95 0,007272 || 45 0,013089
6 0,001745 % 0,007565 | 46 0,013380
7 0,002056 97 0,007853 || 47 0,013671
8 0,002527 928 0,008144 48 0,013962
9 0,002617 99 0,008435 ‘ 49 0,014253
10 0,002908 50 0,008726 50 0,014544
1 0,003199 51 0,000017 || 51 0,014835
12 0,005490 32 0,009308 || 52 0,015126
15 0,003781 33 0,009599 || 53 0,015417
14 0,004072 34 0,000890 | 54 0,015707
15 0,004365 35 0,010181 55 0,015998
16 0,004654 36 0,010474 || 56 0,016289
17 0,004945 57 0,010762 | 57 0,016580
18 0,005235 38 0,011055 || 58 0,016871
19 0,005526 39 0011344 || 59 0,017162
20 0,005817 40 0.011635 I 60 0,017463

TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro
di raggio calcolate per ampiezze variabili di secondo
in secondo.

AMPIEZZE | LUNGHEZZE || AMPIEZZE | LUNGHEZZE || AMPIEZZE | LUNGHEZZE
m m m
i 0,000004 o 0,000104 L 0,000198
2 0,000009 29 0,000106 | 42 0,000203
3 0,00001 4 95 0,000111 i3 0,000208
i 0,000019 94 0,000116 4 0,000215
5 0,000024 25 0,000121 i5 0,000218
6 0,000029 || 26 0,000126 it 0,000223
7 0,000033 97 0,000130 47 0,000227
8 0,000038 98 0,000135 48 0,000232
9 0,000043 929 0,000140 49 0,000237
16 0,000048 30 0,000145 | 50 0,000242
11 0,000053 34 0,000150 || 5 0,000247
12 0,000058 || 32 0,000155 59 0.000252
13 0,000065 33 0,000159 53 0,000256
14 0,000067 34 0,000164 54 0,000261
15 0,000072 35 0,000169 55 0,000266
16 0,000077 36 0,000174 56 0,000271
17 0000082 57 0,000179 57 0,000276
18 0,000087 38 0,000184 58 0,000284
19 0,000092 39 0,000189 59 0,000286
20 0,000096 40 0,000193 60 0,000290
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Per far uso di queste tavole, si prendono in esse le lunghezze cor-
pispondenti ai gradi, ai minuti primi ed ai minuti secondi contenuti
nell’ampiezza totale dell’arco di cui vuolsi la lunghezza; queste lun-
ghezze si sommano [ra di loro, ed il risultato cosi oltenuto si mol-
tiplica per il raggio della curva. Cosi, supponendo che trattisi di una
risvolta avente 800 metri di raggio cui corrisponde 1" angolo al
centro di 71° 36" 127, si pud disporre il calcolo come segue :

Lunghezza corrispondente a 714° . . . . 17,239183
» BB it e s 040474

n 127 . . . . 0.,000058

1",249712

Questa somma porta a conchiudere che la lunghezza di un arco
dell’ ampiezza di 71° 56" 12” ed avente un 1 metro di raggio é
1%,249712, per cui la lunghezza dell’arco della stessa ampiezza,
ma di 800 metri di raggio, dovra essere

1,249712 X 800—=999™,7696.

Le lunghezze di archi circolari di cui sia nota I'ampiezza ed il
raggio si possono calcolare anche assai spedilamente senza 'uso
delle tavole, allorquando si conoscono soltanto le tre lunghezze degli
archi di 1°, di 1" e di 10" ed aventi per raggio 1 metro. Queste tre
lunghezze sono:

pee: Vareo i 430, g 0 0n e 02047458
« P Ah g gy 5801000290
« QO why it e [ B2,000048

e volendosi la lunghezza della risvolta circolare avente 800 melri
di raggio ed a cui corrisponde 'angolo di 71° 36" 127, si fara il
calcolo come segue:

Lunghezza corrispondente a Ti“.. . 0017455 71 =1",239165
" 367 .. 0,000290 X 56 =10 ,010440

« 127, . 0,000048 X 1,2—0 ,000058

1*,249661

Cosicché la lunghezza domandata dell’arco dell’ampiezza di 71°
36" 127 ed avente 800 metri di raggio sara

»

1,249661 X 800=999",7288,
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Questa lunghezza differisce da quella somministrata dalle tavole
di 07,0408, perché dopo le sei cifre decimali che vennero assunte
nei valori di 1°, di 1" & di 10” vengone altre ecifre; la differenza
pero & abbastanza piccola da potersi (rascurare nelle operazioni
pratiche della misura delle risvolte circolari per strade e per canali.

21. Sviluppo delle risyolte paraboliche. — La lunghezza di
una risvolta parabolica non si pud pii ottenere con quella facilita
con cui ¢ possibile avere la lunghezza di una risvolta circolare. Es-
sendo compintamente determinata la parabola raccordatrice di due
direzioni rettilinee in dati punti di esse, ¢ possibile trovarne la sua
equazione rispetto a due assi qualunque, e quindi, mediante apposite
trasformagzioni di coordinate, otlenere I'equazione della curva riferita
al suo vertice ed al suo asse. Falto questo, non si ha pii che da ri-
solvere un semplicissimo problema di rettificazione di enrve col cal-
colo integrale. Questo metodo perd, tuttoché non possa imp!jcare
gravi difficolta, ha inconveniente di riuscire generalmente un po’
lungo, per cui il pratico, ben conoscendo come basti sempre I'avere
una lunghezza approssimata delle risvolte paraboliche, al metodo
analilico ed esatto preferisce i metodi spediti e di approssimazione.

Quando la curva ¢ tracciata sul lerreno, si misura direllamente
la sua lunghezza mediante regoli lunghi 4,2 o tutto al pic 5 metri,
ponendoli nella direzione della curva stessa partendo da un suo e-
stremo ed andando all’altro estremo.

Quando si ha solamente il disegno in una data scala, della eurva
di cui voolsi la lunghezza, si puo prendere nella scala del disegno
una data apertura di compasse, apprezzabile si, ma piuttosto piccola,
rappresentante un dato numero m di metri; portare quest’apertura
successivamente sulla curva in modo che, partendo daun estremo, i
punti in cui snecessivamente si pongono le punte del compasso siano
sulla curva slessa; contare quante volle n quest’apertura sta sulla
curva per raggiungere un punto che disti dall’altro estremo meno
dell’apertura rappresentante m metri; misurare la distanza m” fra
questi due punti portando sulla secala I'apertura di compasso cor-
rispondente ai medesimi; e dire che la lunghezza domandata &
nm-m’,

Al metodo indicato per misurare la lunghezza di una risvolta pa-
rabolica di cui si ha il disegno si puo anche sostituire quest’altro:
prendere sulla curva diversi punti a, b, ¢, d, e, f, g, hed i (fig. 28) tal-
mente vicini che sensibilmente agli archi ab, be, od, de, ef, fg, gh ed ke
si possano sostituire le loro corde ; tirare queste corde prolungandole
come si vede sulla figura; e procedere quindi come segue. Prendasi



sl
col compasso la eorda ab, si fissi una punta del ecompasso cosi a-
rto in ¢ e l'altra punta sul prolungamento di be in ¢’: si tenga
ferma quest'ullima punta e si apra lo strumento finche 'alira viene
in b: Vapertura cosi otlenuta con molta approssimazione rappresenta
L'arco ab¢. Dopo di cio si fissi una punta del compasso, senza a-
pnrlo ne chinderlo, nel punto d in modo che I'altra punta cada sul
prolnngnmeutu di ¢cd in d', e tenendo ferma quest’ultima punta si fac-
¢ia venir l'altra in ¢: la distanza fra le due punte dello strumento di
con wolta approssimazione 'arco abcd. Continuando collo stesso
metodo si puo averenel compasso una tale apertara che la distanza
delle due punte rappresenti la lunghezza dell’arco abedefgh: ed
allora per avere la lunghezza dell'intiera curva altro non rimane a
farsi che fissare una punta nel punto ¢ e I'altra sul prolungamento
i ht in ¢’ senza variar la loro distanza, tener ferma la punta che
trovasi in ¢ ¢ far venir 'altra in A : la distangza delle due punte evi-
dentemente eguaglia per approssimazione la lunghezza che la curva
abedefghi ha sul disegno, per cui portandola sulla scala si pud
dedurre lo sviluppo effettivo della risvolta guale verra tracciata sul
terreno.

Lambert ha dato una formola semplicissima per trovare appms-
simativamente la lunghezza di un arco i qualsiasi cuarva, ¢ quindi
anche di un arco parabelico, e quantunque asserisca egli di essere
pervenuto alla sna formola dietro la comsiderazione ed il calcolo di
pin archi di diverse curve, violsi tutlavia ritenere come puramente
empirica la regola che se ne deduce. Essendo AMB (fig. 29) l'aceco
di curva di eui vuolsila lunghezza, non presentante cuspidi né punti
('inflessione fra i suoi estremi, si livino le due langenti nei punli
estremi A ¢ B della curva non che la sna corda, Le dette due tan-
genti s’incontrano in un punto C ed indicando con ¢ e ¢ le lovo lun-
ghezze AC eBC e con ¢ la corda AB, secondo Lambert puo essere
calcolata la lunghezza L dell’'arco AMB, mediante la formoletta

ossia prendendo il (erzo della somma delle tangenti col doppio della
eorda. Nelllapplicare questa regola perd non bisogna procedere senza
aleuna avvertenza: & necessario che I'angolo di contingenza BCD,
ossia il supplemento dell’angolo BC A delle due tangenti, sia minore
di 50, e che la curva BMA non presenti né euspidi né punti d'in-
flessione fra i due punti A e B: di piu, avendosi una curva per cui
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il delto angolo di contingenza & maggiore di 50°, bisognera dividerla
in diverse parli a ciaseuna delle quali corrispondano angoli di con-
tingenza minori di 50°, fare le loro lunghezze colla formola di Lam-
bert e quindi sommarle.

CAPITOLO HI.

Traceiamento ¢ misura dello sviluppo
delle curve diretirici.

22. Indicazione delle curve piu usate in qualita di direttrici
nella genesi dei volti. — Le messe circonferenze dv circolo, gli
archi circolary, le curve policentriche risultanti da una serie Wi tali
archi convenientemente raccordali, le mezze periferie ellittiche e gli
archy ellittici, sono le curve che quasi esclusivamente si impiegano
come direttrici nella genesi dei volti; ed é soltanto in alcuni casi
che occorre di considerare I'elica cilindrica ed altre curve da (rac-
ciarsi a mano libera fra pochi punti obbligati.

Nel presente capitolo, oltre i metodi a segunirsi nell’effettivo trac-
ciamento delle indicate curve diretlrici, si esporranno i procedi-
menti analitici, sia per delerminare i raggi e le ampiezze degli
archi circolari che le compongono, sia per trovare le loro lunghezze
non che le posizioni di quei punti la cui esatta conoscenza pud
essere di qualche importanza.

23. Mezza circonferenza di circolo. — La mezza circonferenza
di circolo & la curva direttrice pi facile a tracciarsi, bastando di
far centro sul mezzo C (fig. 50} del suo diametro AB e di descri-
vere 'arco ADB con apertura di compasso CA.

Chiamando poi

2 ¢ il diametro AB,

B I'angolo MCD che il raggio condotto ad un punto qualunque
M della mezza circonferenza fa col raggio G D,

A l'ampiezza dell'intero arco ADB ed

L la sua lunghezza,

« ed y le due coordinate GP e PM del punto M rispetto ai due
assi Cz e Gy,

4 la lunghezza dell’arco D M,
si ha: per essere I'arco ADB una mezza circonferenza,

A =180, li=mné;
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er essere le lunghezze degli archi dello slesso raggio proporzio-
nali alle loro ampiezze,

ﬁ

e
180”
e per essere rettangolo il triangolo MPC in cui I'angolo CMP —= £,
z—=csenf, 1y =—ccos 2

94. Arco circolare. — L'arco di circolo & la curva direllrice
che, per facilita di esecuzione, viene immediatamente dopo la mezza
circonferenza; e, ponendo che sia A’B (fig. 51) la corda e CD la
saetta di una tal curva, come insegna la geometria elementare, si
procede al suo tracciamento tirando la corda A’D, innalzando una
perpendicolare nel suo mezzo E, determinando I'incontro 0 di questa
perpendicolare col prolungamento della saetta, centrando in O con
apertura di compasso OA e descrivendo I'arco che, cominciando in
A’, viene a passare per D e a ferminare in B'.

Assumendosi poi come dali,

2 ¢ ossia la corda A’B’ dell'arco che si considera,

m ossia la sua monta GI) e

£ ossia I'angolo DOM che il raggio condotlo ad un punto dato
M llLll arco fa col raggio OD passante pel mezzo dell'arco mede-
simo , .
si puo delerminare : non solo I'ampiezza e la lunghezza dell'arco
A’DB’, la lunghezza dell'arco DM e le coordinate del punto M, per
le quali quantita riterremo le denominazioni gia stabilile nel prece-
dente numero; ma hen anche

r ossia il raggio OD dell’arco considerato e

v ossia la distanza G0 che il centro dell’arco medesimo ha dal
mezzo C della corda A'B.

Supponendo compinta Iintiera circonferenza, a cui appartiene
Farco A’D B, e prolungato il raggio DO fino in F, per essere la
semi-corda A’C media proporzionale fra i due segmenti CD ¢ CF
del diametro, si ha

e quindi

L'ARTE DI PABERICARE Geomelria pratica, ecc. — 5.
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e, per essere ilkaggio la meta del diamelro,

4 m2+c‘£
2m

Considerando ora GO come differenza fra il raggio e la saella,
risulta, a riduzioni falle,

v_c-?—m‘-‘
— 2m

L’ampiezza A dellarco A’D B, doppio dell' arco DB, si ricava dal
triangolo rettangolo B"C O col porre

sen : A="—s R

Y T T 2 2
la lunghezza L dello stesso arco, per la proporzionalita delle lun-
chezze degli archi dello slesso raggio alle loro ampiezze, ¢
espressa da

A
L_ W Y M
¢ analogamente la lunghezza 7 dell’arco D M di ampiezza (5 ¢ data du

g 8
=150 "

Osservando finalmente che # —=CP =00, y—=PM =Q M — €0,
che il triangolo OQM é rettangolo in () e che 'angolo O M () vale
B, si ha

g==rsen, y=rcosf—u.

Le lunghezze L e 2, quando si conosce il raggio e I'ampiezza
dell’arco cui appartengono, si possono anche ollenere servendosi
delle tavole che vennero riportate e di cui venne spiegato 'uso nel
numero 20.

Vi sono anche delle tavole le quali danno le lunghezze degli
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archi circolari quando si conosca soltanto la loro corda e la loro
saetla senza che prima sia necessario calcolare il loro raggio e la
loro ampiezza. In queste tavole una colouna conliene generalmente

m ; ;
il rapporto — della saetta alla semi-corda e l'altra la lunghezza L,

dell'arco corrispondente, supponendo la semi-corda eguale all’unita;
e quella che qui si riporta contiene i valori dello sviluppo L, corri-

; : W Ao e
spondenti a valori del rapporto — variabili da centesimo in cente-
3 .

simo da 0,10 fino ad 1.

i

I
i Ly ‘ Bobe Dbl gy Wl Sl )
¢ ¢ ¢ ¢ !

(PO
0,10 | 2,015 || 0,28 | 2.103 0,46 2,974 0,64 0,82 | 2,802
0,11 2,016 |1 0,29 | 2410 0,47 2,283 0,65 0,85 | 2,819
042 [ 2019 || 0,30 | 2,418 !l 0,48 | 2,294 || 0,66 0,84 | 2,837
0,45 | 2,622 || 8,31 2,126 0,49 2,306 0,67 0,85 | 2,855
044 | 2,026 || 0,52 | 2,434 || 0,50 | 2,318 || 0,68 0,86 | 2,873
0,45 | 2,050 I 0,33 | 2,142 0,51 2,551 0,69 0,87 1| 2892
0,16 | 2,054 || 0,34 | 2451 || 0,52 | 2345 || 0.70 0,88 | 2,910
017 | 2,038 || 0,35 | 2,160 0,53 2,356 || 0.71 0,89 | 2,929
0,18 | 2,045 || 0,56 | 2,169 0,54 2560 1| 0,72 0,90 | 2,948
0,19 | 2,048 0,37 | 2478 0,55 2382 0,55 | 2,648 || 0,91 2 966
0,20 | 2,055 | 0,38 | 2,187 (| 0,56 | 2,505 || 0,74 | 2,665 || 0,02 | 2,985
021 | 2,058 | 0,39 | 2497 || 0,57 | 2,408 || 0,75 | 2,681 || 0,93 | 5,004
0,22 | 2,064 | 0,40 | 2,207 || 0,58 | 2.492 || 0.76 | 2.698 || 094 | 3024
0,23 | 2,070 | 0,41 | 9217 || 0,59 | 2,436 | 0,77 | 2,715 || 095 | 3.043

0,24 | 2,076 || 0,42 | 2,227 || 0,60 | 2,450 || 0,78

[ 2732 || 0.96 | 35,063
0,25 | 2,082 | 2,238 || 0,61 | 2,464 || 0.79 |

[

|

9,749 || 0,07 | 7,082
92,766 || 0,98 | 3,102
9,784 || 0,99 | 3,122
1,00 | 3142

Lol
7§

0,26 | 2,080 | 0,44 | 2,249 || 0,62 | 2,478 | 0,80

0,27 | 2,096 | 0,45 | 2,260 || 0,65 | 2,495 || 0,81

L'uso di questa. tavola ¢ della massima semplicita, e, volendosi,
per esempio, lo sviluppo dell'arco circolare avente 12 metri di
corda e metri 1,20 di saelta, si procede come segue. Sifa il rapporto

1,20

7 il quale nel presente caso @ — 0,20 sicerca nelle colonne inti-

"

m 2
tolate — {uesto numero e nella colonna che trovasi alla sua destra

inteslala L, si legge il numero corrispondente che ¢ 2,055 ; si mol-
tiplica questo numero per la lunghezza 6 della semi-corda e si ha
la lunghezza dell’arco proposto, la quale lunghezza viene per con-
seguenza data da

—9,053 X 6—12= 318.
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Quando il rapporto — si compone di tre cifre in modo da esser-
¢

vene una nella colonna dei millesimi, come succede, per esempio,
quando esso ¢ rappresentato dal numero 0,203, con mlﬂla approssi-
mazione si puo prendere lo sviluppo 2,053 corrispondente al rap-
porto 0,20 contenuto nella tavola e immediatamente inferiore al
rapporto dato; ed aumentare questo sviluppo dei 0,5 della diffe-
renza 0,005 che passa fra gli sviluppi 2,058 e 2,053 corrispon-
denti ai rapporti successivi 0,20 e 0,21 esistenti nella tavola I'imo
maggiore e l'altro minore dell’accennato rapporto dato. Segue da

- : ) . m Aot o, 3
c¢io che il valore di L, corrispondente ad -E:[l,).[]a sard

L,=2,0534-0,3 X 0,005=2,054.

25. Condizioni a cui deve soddisfare una curva policentrica
per essere ben tracciata. — In qualsiasi curva policentrica tutli
gli archi circolari che la compongono devono avere le langenti
comuni nei loro punti di riunione e quindi i centri di due archi
suceessivi devono trovarsi su una medesima linea relta,

Se si considerano particolarmente le semi-ovali, ossia quelle curve
policentriche che devono essere simmetriche rispelto ad una retta
perpendicolare nel puntlo di mezzo della distanza dei snoi estremi,
colle tangenti in questi punti perpendicolari alla retla che li unisce
e colla tangente nel punto di mezzo parallela alla stessa rella, si
richiede: che i centri degli archi estremi siano sulla corda e che
il centro dell'arco di mezzo sia sul prolungamento della saetta o
sulla perpendicolare innalzata sulla meta della corda; che il numero
dei centri sia impari; che la curva, mantenendosi concava versola
corda, cresca con legge di continuitd da un estremo al mezzo e
che da questo decresca simmelricamente fino all’aliro estremo, e
che quindi i raggi vadano crescendo dal primo a quello dell’arco
di mezzo e che colla stessa legge vadano decrescendo da (uesto
all'ultimo ; che la somma delle ampiezze dei diversi archi faceia 180",

26. 11 problema di descrivere una semi-ovale quando sono
date la sua corda e la sua monta & indeterminato. — Siano
2n-+1 gli archi circolari che devono comporre una semi-ovale
di semi-corda G A (fig. 52) e di monta CD, e siano 0,, 0,, O, .......
0,, 0,,, 1 centri degli #+1 archi di differenti raggi. Chiamando

2¢ la corda della semi-ovale e quindi ¢ la semi-corda CA,

m la monta GD,
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’ 'B.,-, ceeeeny By Ry 1 raggi m’ -ﬁ:‘;’ Srbears m- Oﬁ-nfa

Olgy weeeene Oy %y, 1€ ampiezze degli archi Ab, be, ....... ef, [I”
pdo /" arco culminante:

inando condotte le rette 0, P,, %25, el QPSS

A 0,A+0,P,+0,0,+...... +0,.,0,+0,0,,,=AC,

l' ; mg"}'m"'_---- wes +0|1_Q:1+0n..;.1 n+i:0u+1D_Eﬁs

or le denominazioni stabilite ¢ dalla considerazione dei triangoli

t-)-11._0‘:1.;-1 = Bn-a-i_Bn ’

RO, P=a

0,0,0; =2, +2,=A,,

A A PR S
ISR | WL X1 WO I SR T O

-~ si ricavano le due equazioni
-~ R,+(R;—R)cosa,+ (R,—R,) cos Ay +.......
...... (R, —R,_)cosA,_+(R,..—R,)cosA,—=¢ (1),
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(R,—R,)senz, 4 (Ry—R,)sen A, +.......
..... +(R,—R,_)sen A, + (R, —R,)sen A,—=R, —m (2),

le quali, e l'altra

.\n—{-u—l) 2,\_:_‘:gfjn (3)

-

esprimente che la somma delle ampiezze degli avehi della mezza
semi-ovale deve fare 90°, costituiscono tre relazioni fra n—+1 raggi
ed n—1 angoli diversi ossia fra Zn <2 quantita delle quali se ne
potranno delerminare tre, rimanendo ancora indeterminate le allre
2n—1.

Si puo adunque conchiudere che il problema di descrivere una
semi-ovale, quando si conosce la eorda e la monta, ¢ indelerminato,
¢ che si devono ancora assumere arbitrariamente tante condizioni
quanti sono i cenlri della semi-ovale meno due.

27. Metodi da seguirsi per rendere determinato il problema
di descrivere una semi-ovale conoscendosi la corda e la monta.
~— I metodi dati da Huygens, Bossul, Bérard, Perronnet, Gauthey,
K'maingant e Montluisant, non che da parecchi altri autori, per deseri-
vere le semi-ovali avenli pit di tre centri, si riducono a fissare,
secondo leggi pitt o meno arbitrarie, la sitnazione e la grandezza
dei raggi, ed a modilicare quesli elementi dietro il loro confronto
con quelli di una curva simile, finché si venga ad avere una curva
passante per le estremitda della corda e della monta.

L’'ingegnere francese Michal seppe ideare un metodo diretto per
risolvere il problema di descrivere una semi-ovale ad un numero
qualunque di centri, conoscendosi la corda e la monta, ed un ftal
metodo consiste nel fissare le ampiezze degli archi tulti e le lun-
ghezze di n—1 degli n+1 raggi differenti necessari alla descri-
zione della curva in quistione. Per dare una teoria generale delle
semi-ovali eredo conveniente: 1° di esporre in modo generale il
metodo di Michal e di instituire le formole che conducono alla
determinazione di tulti gli elementi che puo avvenire di dover con-
siderare in tali curve; 2° di esaminare il caso delle semi-ovali cogli
archi della medesima ampiezza e coi raggi tali che la curva tenda
a confondersi colla mezza ellisse avente per semi-assi la corda dala
e la monta data; 3° di esporre il metodo seguito da Lerouge, asse-
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gnando alle semi-ovali archi della medesima ampiezza e raggi cre-
geenti in progressione aritmetica.

28. Metodo generale per la descrizione di una semi-ovale a
qualsivoglia numero di eentri. — Per quanto si disse nel numero
26, ¢ indeterminato il problema di descrivere una semi-ovale cono-
scendosi la corda e la monta, ed ¢ indispensabile di darsi, tra
raggi ed archi diversi, lanti elementi quanti devono essere i cenlri
della curva meno due. Generalmente soddisfacendo all’equazione
(5) del gia citalo numero 26, si prendono arbitraviamente le am-
piezze di tutti gli archi diversi e, badando alle condizioni espresse
nel numero 25, si assumono le lunghezze di tulli i raggi, salvo
guelle dei due raggi dell’arco culminante e dell’'arco che lo pre-
cede. Allora, indicando con 2n—1 il numero dei centri della
semi-ovale a descriversi, si hanno le ampiezze degli n—41 archi
diversi, non che le lunghezze di n—1 degli n 41 raggi corri-
spondenti e, chiamando

e ed m la semi-corda e la monta,

e L ey 2, .y e ampiezze del 1°, del 27, ...... del a™,
del (n—+1)"" arco,
R, Ry oo Ris Ry le lunghezze dei raggi del 1°, del 27, .......

del (n—2)"" del (n—1)"" arco,

si puo tenere il seguente processo per descrivere graficamente la
cnrva: sulla corda della semi-ovale si costruisca una mezza cir-
conferenza di circolo e, considerando il solo quadrante A CK (fig. 32)
si facciano in esso gli angoli ACE=—2x,, ECF =2, ...... JHCI—2=, ¢

I{IK:;%H: si prenda AO, =R, si conduca O, m parallela a

CE, si centri in 0, con raggio O, A e si otliene il primo arco Ab
avenle la tangenle in A perpendicolare alla direzione CA della
corda per essere su quest'ultima il centro O,. Si porti 60,—R,
e si conduca O,n parallela a CF, facendo centro in O, un raggio
0,0 si ottiene il secondo arco be ben raccordato al primo nel
punto b per essere questo ed i centri dei due archi sulla medesima
retta 0,m: continuando collo stesso metodo si arriva a trovare il
centro 0,_,, la retta O,_,p parallela a CH ed il punto e su cui
termina I'arco di raggio R,_,. Fatto questo, si condunca per ¢ la
relta eq parallela alla corda HI e per lestremo D della monta
si tiri la retta Dr parallela alla corda KL Nell'intersezione di
queste due rette si olliene il punto [ e, lirando per esso larella
{0, parallela al raggio C1, si determinano il punto 0, sul prolun-
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gamento di GO, ,edil punto O, , sul prolungamento CO, , della
monta; e, risultando i due triangoli e0.f, O, ,D rispettivamente
simili a’ triangoli HCT e 1CK e come questi ultimi isoseeli, 'arco
di centro 0, e di raggio 0, ¢ deve passare per [ e l'arco di centro
0,.. e di raggio m deve passare per D e terminare in /" sulla
retta 0,,,/ condotta da 0,., parallelamente al raggio CL deter-
minato col prendere KL=—KL Gli ultimi due archi ef ed /" sono
ben raccordati nel punto comune f, perche questo ed i due centri
0, ed 0,,, si trovano sopra una medesima linea retta; la tangente
nel punto D & parallela alla direzione AC della corda siccome per-
pendicolare alla monta sul cui prolungamento trovasi il centro 0, ,.

29. Calcolo delle coordinate dei centri di una semi-ovale e
calcolo deiraggi dell'arco culminante e dell'arco che lo precede.
— L’esposto metodo per tracciare le semi-ovali, conoscendosi la
corda e la monta, non puo condurre a risultati di precisione finche
non si determinano numericamente gli ultimi due raggi che, nel-
Pindicata costruzione, risultano determinati dall'intersezione di rette
tagliantisi solto angoli molto discosti da 90°. Considerando sempre
una semi-ovale a 2n—+1 centri, prendendo per asse delle ascisse
la direzione Cx della corda e per asse delle ordinate la direzione
Cy del prolungamento della monta e ritenendo le denominazioni
gia stabilite ai numeri 26 e 28 per quanto concerne alla corda, alla
monta, alle ampiezze ed ai raggi degli archi, si chiamino rispettiva-
1 D R e Sl 0 el o T SRR S I EA o e B . B
e Y,,, le coordinate dei centri 0,, 0,, 0, ...... LA AR
Dalla figura 32 si ha: pel centro O,

)i,:c_(")i:'{fﬁ—m——c—ﬁi

Xo==10):
pel centro 0,
X,—CP,—C0,—P,0,—X,— (R,—R,)cos 2,
Y,—P,0,—(R,—R,)senz,;

pel centro O,

Xg:ﬁq:m-mz_Xg' (R;—R,)eos A,
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Yg—-PgBa—-—-— 0 +0303—-Y +(R ——HQ)SenAs,

Xn—i = XH—E_ (Bn—-i — Rn—i) cos An—‘}
Yr:—l :Xn-—2+ (B o Rn——!) sen An—E *

~ (Ora, essendo CP, w1 —X,_, la somma delle proiezioni delle due
hezze 0,_,0,—R,—R,_, ¢ 0,0 0,..—=R,, ,—R, sulla direzione
della corda, ¢ Q,0,+Q,.,0,,,=0,.,D—CD—P,_,0,,
R, ,—m—Y, , coslituendo la somma delle proiezioni delle
sse relle sul prolungamento della monta, si avranno le seguenti
nazioni determinatrici di R, ed R, ,, le quali tengono il luogo
‘delle (1) e (2) del numero 26,

(Rn e Rll—-—l) LGOS A‘n—t '+‘ (Bll-l'i s Rl!) cos l\n: Xn,_,1
(B'u e B1I———1) 5en An___1 - (R-ﬂ']'l - Rn) sen ﬁn —t Rn+1 e I v Yﬁ_i .

ettnando i prodotti, traspbrtando tutti i termini cognili nel 2°
~membro e ponendo per semplicita

X,oa-HR, jeosh y—X
RyysenAp —m—Y, =Y,

'- le ultime due equazioni diventano

R, (cosA,_—cosA)+R,,  cosA, =X

R, (sen A,_y—senA,)+R,,  (senA,—1)=Y,

+ 4 éalle quali, ricavando i valori di R, e di R, effettuando i pro-
- dotti al denominatore di tali valori ed osservando che senA,cos
A,_,—cos A, sen A,_,—sen(A,— A,_,)=sen «, risultano
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_ X'(senA,—1)—VYcosA,
T seno,—cosA,_~+cosA,

n

fin, X'(sen A,—sen A,_,) —Y'(cos A, —cosA,_.,)
e sen &, — oS A,_—Cos A, '

Conosciuti cosi i raggi R, ed R, riesce facilissimo il trovare le
coordinate dei due centri O, ed 0,,,, ed evidentemente risultera:
pel ecentro O,

Xn :m;u:.‘chf)n—l i 6:1_0!1.-4 = xn—i i B (Hu i H u—1_) Cos ‘\n—i

Yu: mu:rj;ﬁl +FOT.‘0“: Yﬂ"1 + (Hn 2 Rn—--l) SPn ‘:\n = ,
pel centro O, ,

X, =0

Y8 —C =0 D—=CD =R, —m.

Costruendo coi valori delle rispettive coordinate i centri 0, 0,,
0, ... 0,_,, 0,,0,., della mezza semi-ovale ¢ conginngendo 0,
¢on' 0,, 0; coit' @, ....... , 0, con 0,_,, ¢ 0., con O, si deler-
minano tutli gl angoli mO,A, »O,m, ... sO,p, DO, s che
devonsi chindere cogli archi della eurva. Centrando poi successiva-
mente negli indicati centri coi raggi cogniti R, B, ....... R,, Roips
si arriva facilmente, non solo a deserivere la curva, ma anche ad
accertarsi dell’esattezza del suo tracciamenlo, imperocche 'areo di
centro 0, e di raggio R, deve incominciare in A, I'arco di centro
0,., e di raggio R,,, deve passare per D, e gli archi intermedii
idlevono risultare tali da confondersi il primo punto di ciascuno di
essi coll’ultimo punto di quello che gli sta inmanzi. Siccome le
semi-ovali sono simmetriche rispetto alla loro monta, gli stessi
valori, che servono a costruire i centri di mezza curva, servono
pure a costruire i centri dell’altra mela. '

30. Lunghezza degli archi diversi componenti una semi-ovale
¢ lunghezza della curva intiera. — Si ritengano le denominazioni
gia stabilite, per rapporto alle ampiezze ed ai raggi dei diversi
archi, e si chiamino:
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» l'ampiezza di un arco qualunque componente la semi-ovale:

R il suo raggio:

5 la sua lunghezza;

L quella dell'intiera curva.
La lunghezza dell’arco qualunque di raggio R e di ampiezza o sara
espressa

o

Onh

=

|

o

¢ quella dell'intera semi-ovale, composta di due volle i primi »
archi precedenti 'arco culminante e di nna sol volta questultimo,
sarda dala da

_QOQ(R T ety .......+Rnan+%nuﬁ_l%ﬁ,l).

Le lunghezze dei diversi archi (:nmpﬂnenl,i una semi-ovale e pei
quali sono noti lampiezza ed il raggio si possono anche oltenere
usando delle tavole e colle norme che vennero date nel nu-
mero 20,

31. Coordinate di un punto qualunque di una semi-ovale e
principalmente dei punti di raccordamento degli archi. — Tali
coordinale si possono calcolare rispetlo alle direzioni G della
corda e Gy, della monta e, ritenute le denominazioni gia stabilite
pei diversi raggi, per le ampiezze dei diversi archi e per le coor-
dinate dei centri 0, 0,, 0y, ....... 0,_,, O, rispelto agli assi Cax
¢ Cy, si dicano:

By ed ¥y Byedi gy st @, , ed y, ,, x, ey,le coordinate dei
punti b, ¢, ....... e, [ in cui si raccordano gli archi;

9 l'angolo che il raggio, condotlo da un punto M dell’arco di
raggio R al vispettivo centro, fa col raggio dell'estremo di quest’areo
che pin si approssima alla monta;

il posto che esso areo occupa a partire dall’estremo A della
corda,

x ed y le coordinate volute dell'indicato punto M,

X, ed Y, le coordinate del centro di quest'arco rispetto agli
assi Cz e Cy.

Le aseisse e le ordinate degli indicati punti per rapporto ad
assi paralleli a Cx e €y, condotti per centri 0, 0y, ....... 00
sono rispettivamente:



pel punto b R, cos o, R, sen z,:

pel punto ¢ R, cos A, R, sen A, ;

pel punto M R cos (A, — o) Rsen (A, — 9):
pel punto e R, ,cos A, B, ,senA, ,;
pel punto [ R, cosA, R, senA,.

Le coordinate degli stessi punti rispetto agli assi Cx e Cy, sono:

pel punto b x, —R, cos «, +X, ¥, =R, senz’;

pel punto ¢ z,—R, cos A+ X, Y, =R, sen A, — Y, ;

pel punto M x=Recos(A, — 9)+ X, y—Rsen(\,—9)—Y,;
pEI pun‘O e mn—I:Bﬂ—l Cos -'I\ ||-—1+Xn—l yn—IZRH—I Sen A n—!-"yll-\.!. 3
pel punto / x,—R, cos A, +X, y,—=R,sen A, —Y,;

I valori di queste coordinate risullano principalmente utili pel
tracciamento delle semi-ovali in grandezza naturale, e per verifi-
care se durante 1'esecuzione delle volte non si manifeslano altera-
zioni nelle principali forme loro assegnate.

52. Semi-ovale cogli archi della medesima ampiezza, ten-
dente a confondersi colla mezza ellisse avente i semi-assi eguali
alla semi-corda ed alla monta della semi-ovale a descriversi,
— Ll'ingegnere francese Michal, assegnando eguale ampiezza a lulti
gli archi componenti una semi-ovale a qualsivoglia numero di centri,
propose di immaginare l'ellisse di semi-assi eguali alla semi-corda
ed alla monta della curva a descriversi e di determinare i primi n-1
raggi col prenderli rispettivamente eguali a quei raggi di curvatura
dell'indicata ellisse che dividono in due parti eguali gli archi corris-
pondenti della semi-ovale; e, per giungere allo scopo, diede una
formola merce cui si possono determinare le lunghezze dei raggi di
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atara di un’ ellisse in funzione dell'angolo che essi fanno col
d'asse ¢ degli altri elementi dell'ellisse medesima. Per arri-
“a questa formola si chiamino .

Ja semi-corda AC (fig. 53) della semi-ovale a tracciarsi, e
la sua monta CD;

angolo MNB che la normale MO, in un punto M dell'ellisse
ni-assi AC e CD, fa coll’asse Cz;

il raggio di curvatura dell’ellisse corrispondente all’angolo o,
ed y le coordinate CP e PM dell'indicato punto M per rapporto
due assn Cze Cy;

“ed y” le prime due derivate dell’equazione dell’ellisse.

sendo

cty+miPat—cPmt (1

nazione dell'ellisse di semi-assi ¢ ed m, 'espressione della sua
ima derivata sara

31’: i '(2),

e quella della seconda derivala

I m*

== = Y i y (3);

~essendo poi ¢ 'angolo che la direzione del raggio di curvatura nel
~punto M fa coll'asse delle «, si ha

-

5 . (4).

Y= tange

lhcavaudo ora i valori di z ed y dalle (1) e (2), ponendo in essi
,;l valore di y" dato dalla (4) e meltendoli dopo nella (3), si trova
- che il valore di y” in funzione di ¢, m e tang ¢ ¢ dato da

Z 1

a
B —— *
Y'=om tang® o

(c®—4m®tang® q:)

e rammentando che la formola la quale conduce a lruvare iraggi di
curvatura ¢
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si olliene, nel easo particolare in quistione e a riduzioni fatte,

R—rc*m*

2 - ‘_;
1-4tang*o ) ®)

c*—m® lang® o

che & la formola la quale permette di calcolare, in un’ellisse di se-
mi-assi dali, il raggio di curvatura che fa un angolo qualunque dato
col grand’asse.

Volendosi ora risolvere il problema generale di descrivere una
semi-ovale a 2n—+-1 cenlri, s'incomincia a trovare I'ampiezza = di
ciascuno dei suoi archi col porre

_A80°
2_21@—}—1

[

e poscia nella formola (5) si fa ordinatamente

si conoscono cosi le ampiezze degli archi componenti la semi-ovale
non che i primi n—1 raggi differenti R, R,,....... R,_,, e si puo quindi
procedere alla descrizione della curva come venne indicato al nu-
mero 28.

Colle formole stabilite ai numeri 29 e 31, ponendovi rispelliva-
mente «, 2z, ....... o (n—2) z, (n—1) =, nain luogo di z,, k.
....... Ay e Ay_ey Ay, A, sipossono caleolare le coordinale dei
diversi centri, le lunghezze dei raggi dell’arco culminante e dell’arco
che lo precede, le coordinate di un punto qualunque e dei punti di
raccordamento per una semi-ovale descritta col metodo di Michal;
ponendo poi =z in luogo di &, o, ...y 2, 2, nella seconda for-
mola del numero 50 vi trova che la lunghezza L dell’intera semi-
ovale & espressa da -

1
_9” (R + R+ ... +Hu+§1{“_,_;).
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Tavola di Michal per la descrizione delle semi-ovali a
wque, a sette e a nove centri, — Michal, nell'intento di sommi-
sirare degli clementi pratici meree cui risulti possibile trovare le
thezze dei raggi necessarii a descrivere una semi-ovale di corda
(i monta data, servendosi della formola (5) del numero 52, ha
lcolato tre tavole applicabili al traceiamento delle semi-ovali a
que , a sette e a nove centri. In tali tavole si suppone che si
debhano adottare curve a cinque centri quando il rapporto della
ta all’apertura varia da 0,56 a 0,30, curve a sette centri quando
ceennato rapporto varia da 0,35 a 0,25, e curve a nove cenlri
quando varia da 0,25 a 0,20.

Semi-ovali a 5 centri.

RAPPORTO RAPPORTO
della mouta [ del 1° raggio
alla corda alla semi-corda

0,36 0,556
0,55 0,530
0,54 0,504
0,35 0,477
0,52 0,450
0,51 0,425
0,30 0,396

Semi~ovali a T cenlri.

BAPPORTO RAPPORTO RAPPORTO
della monta del 1° raggio | del 2° roggio
alla corda alla semi-corda | alla semi-corda

0,33 0,453 0,630
052 0.471 0,604
0,31 0,406 0,578
0,30 0,583 0,551
0,29 0,559 0,525
0,28 0,336 0,49%
0,27 0,512 0,472
0,26 0,289 0,445

0,25 0,265 0,419




Semi-ovali a 9 cenlri.

=2 M <.

RAPPORTO
della monta
alla corda

BAPPORTO
del 1" raggio
alla semi-corda

BAPPORTO
del 2° raggio
alla semi-corda

BAPPORTO |
del 3° raggio |
alla semi-corda |

0,25 1,259 0,341 0,597
8.24 0,240 0,518 0,556
: (1,23 0,222 0,296 0,535
0,22 0,205 0,276 0,504
0,21 0,185 0,251 0,474
0,20 0,166 0,298 0,443

L'uso di queste tavole ¢ semplicissimo; a farlo apprendere valga
un esempio particolare in cni mi propongo di descrivere una semi-

ovale avente per corda AB—20" e per monta CD=6",40 (fig. 54).

6,40 ;
+——0,52 ¢ la semi-

20

ovale a descriversi sara a selte centri; i due numeri 0,431 e 0,604
corrispondenti al trovato rapporto, moltiplicali per la semi-corda
10™ danno rispeltivamente nei prodotti 0,451 X 10=4",51 e
0,604X10=06",04 il primo ed il secondo raggio. Conoscendosi
ora i raggi di cui si puo disporre, descrivendo sulla corda AB la
semi-circonferenza AKB, dividendola in 7 parti eguali e tirando
i raggi corrispondenti ai punti di divisione e applicando il metodo
esposto al numero 28 si arriva ad ollenere la semi-ovale rappresen-
tata nella figura 54.

Dividendo la monta per la corda si lrova

34. Descrizione della semi-ovale a tre centri coi suoi tre
archi della stessa ampiezza. — La regola che venne data al nu-
mero 28 per la deserizione di una semi-ovale a qualsiasi numero di
centri conduce al seguente metodo per descrivere la semi-ovale a
Lre centri coi suoi tre archi della medesima ampiezza. Descrilla la
mezza circonferenza AEB (fig. 35) sulla corda AB presa come dia-
melro, si osservi che ciascuno dei tre archi della semi-ovale deve

) o . 180
avere I'ampiezza di S
nella detla semi-circonferenza da A in F, ed nnendo I con C risulta
il triangolo equilatero FAC, langolo FCA di 60° ed il suo comple-
mento ECF di 50° Fatto questo, si conduca per l'estremo D della
monta la relta DG parallela alla corda EF, si determini il suo

= 60°;si porli la semi-corda A C come corda
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ineontro G coll'altra corda FA e per G si conduca la retta GO, 0,
parallela a CF. Il primo centro della curva che vuolsi descrivere ¢
in 0,, trovasi in O, quello dell’arco culminante, e si determina il
centro O, del terzo arco prendendo m;m. L’arco di centro
0, e di raggio m passa sicuramente per G perché il triangolo
A0, G, essendo equilatero, ha i due lati 0.Aed 0,6 eguali fra di
loro. L'arco di centro O, e di raggio O, indubitatamente viene a
passare per D perche, essendo il triangolo G 0,D simile al trian-
golo FCE, come quest’ultimo & isoscele e quindi 0,D =0, G. Fi-
nalmente, pella simmetria della figura rispetto alla retta O,E,
visnlta che, tirando la retta 0,0, z e continnando 'arco di centro
0, e di raggio 0, 0,G, si deve avere il punto H distante da O, di .
0,H—=0,A—0,B, cosicché l'arco di centro O, e di raggio O,H
passa infallantemente per B.

35. Lunghezze dei due raggi diversi di una semi-ovale a
tre centri coi suoi tre archi della stessa ampiezza. — Chia-
mando R, il raggio minore O,A ed R, il raggio maggiore 0, G, si
ricorra alle equazioni (1) e (2) del numero 26. Osservando che

A= oi==A OF—=60°,

sen An:%‘/g,

e chiamando ¢ la semi-corda CA ed m la monta CD, le cilale e-
quazioni diventano

R,~+5(R,—R,)=

2(
1 3
Q(RE——R{)‘B:RQ——:}?

dalle quali immediatamente si deducono i seguenti valori di R, e

di B,

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria prafice, ecc. — 6.
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R, :c——‘l _EVS(c-—-m) )
& (™).

Rg:c-{—"*'g'/g (c—m) \
Osservando che 3 po 2 che 1/121 =11 e che ]/5_6_5. ¢ di poco
i V T '

superiore a 19 giacché 19*—=5641, con molta approssimazione si

pu;'J assumere ]/_5:15—; ed allora i valori di R, e di R, diventano

__1m—ic
R=—mx
96¢—15 p 3
e C— m
B“*”_’l_i_—

Queste ultime due formole permettono di calcolare i due raggi
diversi di una semi-ovale a tre centri coi suoi lre archi della me-
desima ampiezza, e, tutloché siano esse soltanto formole d'appros-
simazione, pure molto vengono esse usate dai pratici.

Risulta dalla prima delle equazioni (1) essia dalla formola che
da il valore R,, come non sempre sia possibile la costruzione della
semi-ovale a tre centri cogli archi della stessa ampiezza, e come
tale operazione si potra soltanto fare finche

ossia finche

m_ 2
¢ 14+y3°
cosicche
———— —0,267949,
14+y3

costituisce il limite inferiore del rapporto che deve esistere fra i
semi-assi, aflinché sia possibile la costruzione del numero precedente,
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56. Sviluppo di una semi-ovale a tre centri coi suoi tre
archi della medesima ampiezza. — Questo sviluppo non é altro
che il valore di L, il quale ricavasi dall’'ultima equazione del nu-
mero 52 quando in essa si faccia 2=—=60", e quando nella mede-
sima si pongano per R, ed R, i valori di R, e di R, dati dalle
equazioni (1) del numero precedente. Cosi facendo si trova

L:%ﬂl_iic——fl%m(c—m)] (1).
a8 (
Questa formola, assumendo Z—T‘Qper valore di = e 1—'; per valore

di V.'} si riduce a quest'altra,

9
L:Lc-|’;10m,

che, per la sna semplicitd, pin della prima vien adotlata dai pra-
tici nel caleolo dello sviluppo di una semisovale a lre centri col
suoi Lre archi della stessa ampiezza.

Tuttoché semplicissime le formole mediante le quali si puo tro-
vare lo sviluppo della semi-ovale a tre centri coi suoi tre archi
della medesima ampiezza, pure, per maggior comodo dei pratici,
credo conveniente il dare una lavola di valori particolari L, di L,
calcolata colla formola (1) ridotta alla forma

sre[3-H20-7))

. . m oot s
per la semi-corda ¢—1 e per valori del rapporto — variabili di
¢

lJ_

centesimo in centesimo da 0,27 a 1.
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m

Ly Ly Ly Ly

als
nls

=
nla
\112

0,27 | 2,007 || 0,42 | 2512 || 0,57 | 2,526 || 0,72 | 2,741 || 0,87 | 2,956
0,28 | 2112 || 0,43 | 2,326 0,58 | 2,541 || 0,73 | 2,755 || 0,88 | 2,970
0,29 2,126 0,44 2,541 0,59 2,555 0,74 2,770 0,89 2,984
0,30 2,140 0,45 2,355 0,60 2,569 0,75 2,784 0.90 2,999
0,31 | 2455 || 046 | 2,369 || 0,61 | 2,584 || 0,76 | 2,798 ! 0,91 | 3,013
0,32 2,169 0,47 2,587 0,62 2,598 0,77 2,813 0,92 3,027
0,53 | 2,183 |[ 0,48 | 2,308 || 0,65 | 2,612 || 0,78 | 2,827 || 0,95 | 5,041
0,54 | 2,197 || 0,49 | 2,412 || 0,64 | 2,627 | 0,79 | 2,841 || 0,94 | 5,056
0,55 | 2.212 || 0,50 | 2,426 || 065 | 2,641 || 0,80 | 2:855 || 0,95 | 3.070
0,56 | 2,296 || 0,51 | 2,441 | 0,66 | 2,655 | 0,81 | 2,870 || 0,96 | 3,084
0,37 2,240 0,52 2,455 0,67 2,670 82 2,884 0,97 3,099
0,38 2,255 0,55 2,469 0,68 2,684 83 2898 0,98 3113
0,59 | 2,269 || 0,54 | 2,484 || 0,69 | 2,698 /| 0,84 | 2,913 || 099 | 3.427
0,40 | 2,285 [l 0,55 | 2,498 || 0,70 | 2,742 || 0,85 | 2,927 || 1,00 | 3,142
0,41 2,298 0,56 2512 0,71 2,727 & 2941 ‘

L'uso di questa tavola & precisamente quale venne indicalo al
numero 24 per la tavola che nello slesso numero venne data onde
trovare gli sviluppi degli archi cireolari dei quali si conoscono le
corde ele saelte.

37. Semi-ovali cogli archi della stessa ampiezza e coi raggi
crescenti in progressione aritmetica. — Alle denominazioni gia
stabilite, per quanto concerne il numero dei centri, la corda, la
monta, 1" ampiczza di ciascun arco e la lunghezza di ciascun
raggio, aggiungasi la denominazione J per la ragione della pro-
gressione aritmelica che deve passare fra i raggi ossia per la dif-
ferenza fra i due raggi successivi. Fra il raggio R, , dell'arco cul-
minante, il raggio R, del primo arco, il numero.n degli archi che
precedono I'arco culminante e la differenza 2, si ha I'equazione

R v —=R,~4nd (1.

Ricorrendo alle equazioni (1) e (2) del numero 26; ponendo

BB —R —R— ... =R —Rk. =R, —R=0 n—u,

Ay==22. .or.. A, —=mna; meltendovi per R, , il valore dato dalla
(1) e ponendo ¢ fallor comune si trova

R,+3d (cosa—+cos2a—~+....... ~+-cosna)=—¢c

R,+d(n—senz—sen20—.......—senno)—m,



=

le quali, facendo

coSa~4cos2a—4....... ~+cosna—H,
n—senae—sen2a—.......—senna—H,
diventano
R,+JdH=¢ )
; 2).
Ri+dH=m

Da queste equazioni, combinandole per sottrazione, si ricava

L c—m

T H—H”

s

e, ponendo questo valore nella prima delle (2), si trova

Hm-—H'e
L el

In quanto agli allri raggi, sono essi evidentemente espressi da
R,=R,+7, R.=R 28, ... biis R, =R, +nd.

Conoscendosi ora le ampiezze degli archi tulti componenti la
semi-ovale non che i loro raggi, risulla della massima semplicita
il descrivere graficamente la curva.

Essendo cognite le ampiezze di tutti gli archi della semi-ovale
e le lunghezze di tutti i raggi, risulta facile il calcolare le coor-
dinate dei centri, quelle dei punti di raccordamento e di punti
qualunque colle formole stabilite ai numeri 29 e 31; e con quelle
del numero 30 si possono trovare le lunghezze di ciascun arco,
non che lo sviluppo dell'intera curva.

38. Tavole di Lerouge pel tracciamento delle semi-ovali a tre,
a cinque, a sette e a nove centri. — In tali lavole, calcolate
nell'ipotesi degli archi della medesima ampiezza e dei raggi ecre-
scenli in progressione aritmetica, si suppone la corda presa per
unila, e si trovano inseritli il valore del primo raggio e la diffe-
renza fra i due raggi successivi per rapporti fra la monla e I'a-
pertura, variabili da 0,380 a 0,500, da 0,350 a 0,500, da 0,530
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a 0,500, e da 0,520 a 0,500, secondo che tratiasi di semi-ovali
a lre, a cinque, a sette e a nove centri.

Semi~ovali a lre centri.

x DIFFERENZA
SAETTA o] dei raggi
Raggio sucresgig\'i
0,380 0,336 0,327
0,390 0.350 0,301
0,400 0.363 0.273
0.410 0,377 0.246
0,420 0,391 1,219
Il 0,430 0,404 0.191
| 0440 0.41% 0,164
Il o450 0.432 0,137
L o460 0,445 0.109
U 0,470 0,459 0,082 |
| 0,480 0475 | 0055 |
Il 0490 0.486 0.027
‘ 0,500 0.500 | 0,000 |
] {

Semi~ovali a cinque cenfri.

aheTE) 10 DI-;‘F“EHENZA
: el raggi
Ragglo steeessivi

0,350 0,245 0,228

t 0,360 0,262 0,213

f 0,370 0,279 0,198

i 0,380 0,296 0,183

i 0,590 0,313 0,167

| 0,400 0,330 0,152
0,410 0,347 0,137

[ 0,420 0,364 0,122

| 0,430 0,381 0,107

1 o440 0,398 0,091
0,450 0,416 0,077

| 0,460 0,432 0,061

| 0,470 0,449 0,046
0,480 0.466 0,030
0,490 0,483 0,015

! 0,500 0,500 0,000

f
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Semi-ovali a setle centri.

g 1° DLFFEBENZA

SAETTA : ei raggi

Baggio suceessivi
0,330 0,185 0,181

0,540 0,202 0,171
0,350 0,221 0,160
0,360 0,239 0,149
0,370 0,258 0,139
0,380 0,276 0,128
0,390 0,295 0,117
0,400 0,314 0,107
0,410 0,352 0,096
0,420 0,351 0,085
0,430 0,370 0.075
0,440 0,588 0,064
0,450 0,407 0,055
0,460 0,425 0,043
0,470 0,444 0,052
0,480 0,465 0,021
0,490 0,481 0,011
0,500 0,500 0,000

Semi=-ovali a nove centri.

1° DIFFERENZA
SAETTA 4 dei raggi
Raggio successivi
0,320 0,148 0,148
0,330 0,167 0,140
0,540 0,187 0,132
0,350 0,206 0.123
0,360 0,226 0,115
0,370 0,245 0,107
0,380 0,265 0,099
0,390 0,285 0,001*
0,400 0,304 0,082
0,410 0,324 0,074
0,420 1,343 0,086
0,430 0,363 0,058
0,440 0,383 0,049
0,450 0,402 0,041
0,460 0,422 0,033
0,470 0,441 0,025
0,480 0,461 0,016
0,490 0,480 0,008
| 0,500 0,500 0,000
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Osservando che aggiungendo la differenza dei raggi successivi
al primo, si ha il secondo raggio, che aggiungendola al secondo
si ha il terzo raggio, e cosi di seguilo, risulta facilissimo 1'uso
della citata tavola. La figura 56 rappresenla una semi-ovale a nove
centri di corda 20™, di monta 77,20, avenle per rapporto fra
la monta e la corda -7%:0,560, descritta col primo raggio
=—0,226 X 20—=4",520, colla differenza Ira due raggi successivi
— 0,415 X 20=2",500 ed avenle quindi il secondo raggio
= 4,520 42,300 = 6",020, il terzo raggio— 6,820+ 2,300
=9",120, il quarto raggio —9,1204-2,500 = 11",420.

39. Tavole di Michal per la descrizione di semi-ovali cogli
archi presso a pocc della medesima lunghezza per le curve a
cinque, a sette e a nove centri. — I calcoli da instituirsi per
giungere a trovare le formole convenienti alla determinazione dei
raggi delle semi-ovali cogli archi della medesima lunghezza, a mo-
tivo delle quantita trascendenti che vengono ad entrare nelle for-
mole, risultano, se non impossibili, almeno di una complicazione
somma, per cui Michal, proponendosi di rendere presso a poco
eguali le lunghezze degli archi componenti una semi-ovale, si li-
mito a trovare per tentalivi le ampiezze degli archi diversi compo-
nenti le semi-ovali a cinque, a selle e a nove cenlri e le lunghezze
dei raggi disponibili. Queste tavole si estendone a rapporti fra la
monla e la corda variabili da 0,56 a 0,30 per le semi-ovali a
cinque centri, da 0,33 a 0,25 per le semi-ovali a selle centri e
da 0,25 a 0,20 per le semi-ovali a nove centri.

Semi-ovali a cinque cenlri.

RAPPORTO
della monta
alla corda
AMPIEZZA
del 1* arco
AMPIEZZA
del 2° arco
4;\ MPIEZZ A
della meta
dell’arco culminante
RAPPORTO
del 1° ragzio
alla semi-corda

0,36 | 49° 0] 32° 0 9
0,35 | 50 20 | 30 40 9 0,578
0,34 | 51 40 | 29 20 9 0,557
033 |53 0|28 0 9 0,535
9
9
9

o | 0,600

0,32 | 54 20 | 26 40 0.513
0,31 | 55 40 | 95 20 0,492
0,30 | 57 024 0 0,470
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Semi~ovali a seile centri.

| | o
| | Tkt S
S - - - e ) i e 25
Bl S 8 | N9 | maElows| oRE
1@5? NE| BE| NEISEE|SEI|EES
g2 =, = = e = =T
|Eaa) @0 | 2h |iEk |22 g8l EaE
| == = =i B eac = e R e
|SSF| 28| 23| 3% |25 ~z=2|=8=
| = % i

-

| ‘ |
0,33 | 43° 0| 25° 0| 18° 0 | 6 | 0500 | 0,900
0,32 | 45 37 | 22 52 | 17 50 6 | 0480 | 0887
031 | 4415|2245 |17 0| 6 0,460 | 0,875
0,50 | 44 58 | 22 37 {1630 | 6 | 0,440 | 0,862
0,29 | 4550 | 2250 (16 0| 6 | 0,420 | 0,850
0,28 | 46 7 | 22922 | 15 30 6 | 0,400 0,837
027 | 46 45 | 22 15 | 15 0 ‘ 6 0,380 0,825
0,26 | 4723 |92 7|1430| 6 0,360 0,812
025 [ 48 022 0 | 14 0 J 6 l 0,340 0,800

Semi-ovali a nove cenlri.

1 | E
| = =] = «
- - - - = ol 2
E%g N8| N8| N8| N8 |SgE|e=EassiakE
6| mg NE NE Ng NEZE|lsai|leasi| =29
cEg B, | &, | B, | B (mEBlorglokel SR
E.Ei’ B g :m ;ﬂ E%g E?-g E?‘.\lg E?ﬂs
== i = & 2 ;
%% 28| 23| 23| 5% |5 5| ®za|c5s|~2s
"T: [+ (] &
-~
1 ;
| 0,25 | 48° 0 | 20° 0 | 10° O 9 0 3° 0,320 | 0,R00 | 1,450
| 0,24 | 49 12 | 19 24 9 48 8 36 3 0,304 | 0,800 | 1,490
0,23 | 50 24 | 18 4g 9 36 8 12 3 0,288 | 0,500 | 1,530
I 022 [ 51 36 | 18 12 9 24 T 48 3 0,272 | 0,800 | 1,570
I 021 | 5248 | 1736 | 942 | 7 24 3 0,256 | 0,800 | 1,610
0,20 | 54 0|17 O 1 9 0 750 3 0,240 | 0,800 | 1,650
| | |

In ogni caso parlicolare in cui sia dala corda e monla, sifa il
rapporto di questa a quella, si cerca questo rapporto nella prima
colonna ¢ si lrovano corrispondentemente ad esso gli angoli degli
archi diversi, non che iraggi disponibili dedotti nell'ipotesi della
semi-corda eguale all'unita e che, moltiplicati per la semi-corda data,
somministrano i raggi corrispondenti al caso che si considera. Si
hanno cosi tutti gli elementi necessarii per costrurre la semi-
ovale col procedimento generale esposto al numero 28. La curva
rappresentata nella figura 37 & una semi-ovale a 5 ccut:‘i cogli
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archi presso a poco della slessa lunghezza, avenle per corda
20", per monta 67,80, per ampiezza del primo arco 51° 40" per
ampiezza del secondo arco 29" 20°, per ampiezza della meta del-
I'arco culminante 9° e per primo raggio 0,557 X 10™ =5"57.

40. Metodi generalmente seguiti nella pratica delle costru-
zioni pel tracciamento delle ellissi. — Allorquando avviene al
costruttore di dover tracciare un’ellisse, conosce egli i due semi-
assi, ed ecco quali sono i metodi che generalmente convien se-
guire nell’effettivo tracciamento della curva.

Quando la curva deve essere descrilta sopra un disegno si pos-
sono delerminare prima i fuochi, i quali sono due punti posti sul-
I'asse maggiore distanti da un estremo dell’asse minore di una
quantita eguale al semi-asse maggiore; servirsi della proprieta di
cui gode I'ellisse, che congiungendo ciascuno dei suoi punti ai due
fuochi, la somma delle due distanze egnaglia I'asse maggiore ;
fissare aleuni punti sulla retta che unisce il centro dell’ellisse con
un fuoco; e far successivamente centro nei fuochi stessi con aper-
ture di compasso eguali alle distanze dei delli punti dagli estremi
dell'asse maggiore per oltenere tante volte quattro punti della curva
quanti sono quelli presi sull'asse maggiore. — Invece di questo
metodo torna generalmente pii comodo di prendersi una listerella
di carta avente un suo filo ben rettilineo. Su questo filo si portano
i semi-assi maggiore e minore dell’ellisse per modo che siano 'uno
sovrapposto all'altro ed abbiano inoltre un’ estremila comune. Se
in seguito si dispone la listerella in guoisa che U'estremita della retta
portata sul filo ben rettilineo non comune ai due semi-assi si trovi
sull’asse minore dell’ellisse da costruirsi e 'altro estremo della
differenza dei semi-assi medesimi sia sull'asse maggiore, il lerzo
punto segnato sul detto filo sard un punto dell'ellisse. L'esaltezza
di queslo semplicissimo melodo per descrivere I'ellisse si dimostra
osservando che, essendo a e b i due semi-assi CB e CD (fig. 33)
di una di queste curve, z ed y le due coordinate Cp e pm di un
suo punto qualungue m rispetto alle direzioni dei suoi assi, si ha
fra le quantita a, b, @ ed y la relazione

LA
e e

la quale si trova verificata quando, presi i punti n e ¢ in modo da
essere mn—h ed mg—aq, si faccia in essa
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r=CUp=—qr—acosmnp,

y=—mp=>hbsenmnp.

grandezza naturale su una superficie piana, per esempio sul suolo
piano e per quanto si puo orizzontale, su cui vuolsi comporre |
centina od incavallatura per una volta a direttrice ellittica, si
generalmente: segnarsi le direzioni dei due assi della eurva;
endere su queste direzioni l'asse maggiore ed il semi-asse mi-
; caleolarsi mediante 'equazione dell’ellisse riferita al centro
agli assi, ossia mediante I'equazione gia riporlala in questo
imero, le ordinate corrispondenti a diverse ascisse e fissarsi cosi
cchi punli mediante queste ordinale. — Invece di seguire
o metodo si puo anche determinare la distanza d di ciascuno
i due fuochi dal centro dell’ellisse, la qual distanza, essendo
e b i due semi-assi della curva, vale

.

d:'/a*—b“;

si di questa distanza per fissare la posizione dei due fuochi:
quindi descrivere 'ellisse per moto continuo prendendo una fu-
a lunga come I'asse maggiore, fissandola per le sue estremita
fuochi, e tracciando la linea descritta da una punta che si fa
orrere sul suolo mantenendola contro la funicella in guisa che
anga questa sempre dislesa secondo una linea spezzata di due
i. Cosi procedendo si deserive la vera ellisse domandata, giacché
ltiene una curva per cui la somma delle distanze dei suoi punti
fuochi & costantemente eguale all’asse maggiore. — Nella pra-
delle costruzioni ¢ mnelle operazioni di qualche Importanza,
sempre si descrivono le ellissi col metodo delle coordinate,
si riserva il secondo metodo per verificare 1'esaltezza del lavoro
per tracciare le parti di curva intercette fra i diversi punli co-
i colle loro coordinate.
41. Sviluppo di una semi-ellisse. — Sia AMB (fig. 38) un
rto di ellisse, ed ANC sia un quarto di circonferenza di circolo
~ avenle per suo raggio il semi-asse OA==a del quarto di ellisse.
Si consideri un punto qualunque M della curva ellittica; si dicano
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rispettivamente 2 ed y le due coordinate OP e PM di questo punto
rispetto ai due assi coordinali Oz ed Oy assunti nella direzione
dei semi-assi dell’ellisse; si prolunghi l'ordinata PM fino ad in-
contrare in N il quarto di circonferenza del circolo; e si chiami
g I'angolo che la retta ON uniente il punto N coll’origine O fa col-
Fasse Oy delle ordinate. Dal triangolo rettangolo OPN, in cui
V'angolo ONP & ¢, immediatamente si ricava

&t=asenq,

PN=acoso;
e, per la proporzionalita dell'ordinata PM dell’ellisse ¢ dell’ordi-

nata PN della circonferenza di circolo corrispondenti alla stessa
ascissa OP ai semi-assi OB ed OA dell’ellisse, avendosi

PN=Ly,

risulta

y—=bcosg.

Ora, si sa dal caleolo differenziale che. essendo ds il differen-
ziale dell’arco di una curva, si ha

ds= Vda;‘+d y*:

per cui, essendo nel caso di un arco ellittico
de=acospdog, dy—=—bsengdyg,

Iespressione di ds divenla

ds=dg Va‘l cos’ o+ b*sentoq.

Quest’espressione, ponendo 1-—sen *g invece dicos®¢, mettendo il
fattore a fuori del radicale e facendo



si riduce a

Pil=ssom —2irin 1
ds:adq;]/’l_c“sen‘qs —a(l—c*sen®o)? dg.

Qualora si voglia lo sviluppo d’un arco BM—s dell’ellisse bisogna
“integrare l'ultima espressione di ds fra i limiti O e 9; & necessario
integrarla fra i limiti O e ; quando si cerca lo sviluppo S del
quarto di ellisse BMA; e finalmente si prenderd il doppio di S per
- lo sviluppo L della mezza ellisse.

1 -

L'espressione (1 —c%sen®)*do & tale da non potersi integrare
che per approssimazione sviluppandola in serie secondo la formola
- del binemio di Newton. Questo lavoro gia venne fatto dal dotto
e laborioso Legendre, e ci lascid esso delle preziose tavole mediante

le quali, per diversi valori di*c e per molteplici valori di 9, si ha
- lintegrale corrispondente. Legendre, osservando che il numero ¢
¢ una frazione, I» ha rappresentato col seno di un angolo 0, e
cost ha fatlo dipendere da due angoli ¢ e 9 I'integrale dell’espres-

1
sione (1—c*sen?9)*do. Chiama ampiezza 1'angolo ¢, modulo
I'angolo 0 ¢ le sue tavole conlengono i valori del cilato integrale
corrispondeati a tutli quelli di ¢ e 0 variabili di grado in grado
da zero a rovanta,

Quello che pitt importa nella pratica delle costruzioni & di avere
un mezzo fwile per trovare gli sviluppi delle mezze ellissi: ed ¢ per
soddisfare a quest’esigenza che qui appresso si riporta un’utile ta-
- %ola tratta dagli Elementi di calcolo differenziale e di calcolo integrale
del professae Francesco Paolo Tucci, la quale serve ad ottenere

1
f(i—c* sa’9) dp—E, preso da 9=0" a 9=90°, pei quadranti

dei perimeti ellittici di semi-asse maggiore 1 e di eccentricita
c—=senf pe valori di 9 compresi fra 0° e 90°.
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—_ --
1
9 E 0 E ] E
0° 1,57079 63 30° | 1,46746 22 60° | 1,21105 60
1 1,57067 67 | 51 1,46077 35 61 1,20153 81
2 1,57031 79 || 32 1,45390 77 62 1,19204 56
3 +1,56972 0t || 33 1,44686 92 63 1,18258 90
4 1,56888 57 || 34 1,43966 21 (it 147517 93
5 1,56780 90 || 35 1,43220 09 65 1,16382 79
6 1,56649 67 6 1,42476 05 || 66 115454 66
7 1,56494 75 a1 1,41707 49° 67 1,44554 78
] 1,56516 22 38 1,40023 97 68 1,13624 43
9 156114 17 39 1,40125 97 || 69 1,12724 96
I 10 1,55888 71 || 40 1,39314 02 || 70 1,11837 77
|11 1,56639 947 41 1,38488 65 7l 1,10964 54
[l 12 1,55368 08 42 1,37650 43 72 1,10106 21
15 1,55073 19 45 1,536729 91 73 1,09265 03
14 1,54755 45 44 1,35937 69 74 1,08442 52
15 1,54415 04 || 45 1,35064 38 75 107640 51
16 1,54052 15 || 46 1,34180 60 76 1,06860 95
17 1,53666 97 ‘ 47 1,33286 49 71 1,06105 95
18 1,53259 72 iR 1,32584 21 78 1,05377 69
19 1,52830 62 | 49 1,31472 95 79 1,0467% 64
20 1,52379 92 |l 50 1,30553 90 80 1,04011 45
21 1,51907 85 || 51 1,20627 80 | 81 1,03578 94
29 1,51414 69 52 128695 37 || 82 1,02784 56
23 1,50900 71 || 53 1,27757 39 83 1,02231 25
24 1,30566 21 54 1,26814 65 || 84 1,01723 69
| 25 1,49811 49 || 55 1,25867 96 || 83 1,01266 35
{96 | 1,49236 87 || 56 1,248 16 || 86 1,00864 70
27 | 1,48642 68 | 57 1,23966 11 || 87 1,00525 85
‘ 98 | 1,48029 26 58 1,23012 72 88 1,00258 40
29 | 1,47396 98 || 59 | 1,22058 89 89 1,00075 15
| 30 | 1,46746 22 60 | 1,21105 60 00 1,00000 00

Venendo ora all’'uso della riferita tavola, suppongasi di dover
trovare lo sviluppo di una semi-ellisse avente 10 muttri per semi-
asse maggiore a e 4 melri per semi-asse minore b. Per risolvere
il problema si incominci dal fare il valore del modub 0 ponendg

Va—tb*  Y100—16 V'si_

senf—c— = = 10 =10

cui corrisponde, tenendo conto solamente dei minut primi,
6—=166°25",

Trovalo cost il modulo 9, si cerea nella tavola e relle colonne
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?intestate 9 il numero 66°, e si (rova cheﬂ valore B’ di E ad esso
_corrispondente &

_ F'=1,1545466.

IE er tener poi conto dei 25" contenuti nel valore di § si osserva
“che la variazione fra il valore dell'E corrispondente a 67° ed il
‘valore dell’E corrispondente a 660 ¢

1,1453478 —1,1545466 — — 0,0091988

,"'e che quindi la variazione 0 da farsi sul valore di E* per avere
il valore dell'E corrispondente a 66° e 25 & approssimativamente
‘data da 4 %

| A=— 22 0,0091988=—0,0038328.

‘Segue da c¢id: che per valore di E corrispondente a 9=66" 25
'si pud assumere

n‘i,

E—E'—4-A—1,1545466 — 0,0038328 =1,1507138;

che la lunghezza S del qua;drante ellittico di semi-assi a=—10"
eb=—A4" vien data da

$=10.E=11=,507138;
e finalmente che la lunghezza L della mezza ellisse é
L=—2.85—=—23=.014276.
Assai piu comode della tavola, di cui gia si ¢ indicata l'origine
e l'uso per la retlificazione della mezza ellisse, sono quelle in cui
- in una colonna trovansi diversi valori -del rapporto gvfra il se-

‘mi-asse minore ed il semi-asse maggiore, e nell'altra lo sviluppo
E della corrispondente semi-periferia ellittica per il caso di a=—=1.
Una tavola ad imitazione di quella dello Sganzin, e che puo ser-

vire allo scopo di questo lavoro, ¢ quella che immediatamente vien

riportata in cui i valori del rapporto , variano di centesimo in

centesimo da 0,20 a 1.



W, T -

2| g k. E Y2 E L = 4.2 E

[/} @ [’} i a
0,20 | 2,102 || 0,36 | 2,958 || 052 | 2,448 || 0,68 | 2,665 || 0,84 | 2,803
0,21 2411 0,537 2,269 0,53 2,461 0,69 26717 0,85 2,910
0,92 | 2120 || 038 | 2980 || 054 | 2474 f| 070 | 20601 || 086 | 2,925
0,25 | 21929 || 059 | 2,291 || 055 | 2487 || 0.7 | 2705 || 0087 | 2/040 |
0,24 | 2138 || 0,40 | 2502 || 0,56 | 2,500 || 072 | 2719 [ 0,88 | 2,956 |
025 | 2147 || 0,41 | 2314 || 057 | 2513 || 075 | 2,734 | 0,89 | 2,971
026 | 2156 || 0,42 | 2,395 || 058 | 2527 || 074 | 2748 [ 0,90 | 2,986
0,27 2166 0,43 2,537 0,59 2,540 0,75 2,763 0,9 3,002
0,28 2475 0,44 2,549 0,60 2,553 0,76 2,778 0,92 3,017
0,29 2 1485 0,45 2,561 0,61 2 567 0,77 9,792 0,93 5,052
050 | 2,195 || 0.46 | 2375 || 0,62 | 2580 || 0.78 | 2.807 | 0,94 | 5,048
031 | 2205 || 047 | 2.286 || 0,63 | 20595 || 0,79 | 2821 || 005 | 3,065
052 | 2215 || 048 | 2398 || 064 | 2607 || 0.80 | 2856 || 0,96 | 5,079
053 | 2296 [ 040 | 2410 || 0065 | 25621 || 0.81 | 2,851 || 0,97 | 7004
054 | 2956 || 050 | 2425 || 0,66 | 2635 || 0,82 | 2,865 || 098 | 3110
035 | 2,247 || 051 | 2,455 || 0.67 | 2,649 || 0,85 | 2880 || 097 | 5,126

1,00 | 5142

Questa tavola si impiega per (rovare le semi-periferie ellitliche
precisamente come venne indicato al numero 24 parlando dell’uso
della tavola che serve a calcolare gli sviluppi degli archi cireolari
dei quali si conoscono le corde e le saette. Nel caso di a=—10" e
b—A4" siha:

: SERT
a
F—2,302

L=9.302 % 10—=23>02.

42. Formole atte al calcolo dello sviluppo delle mezze ellissi.

— Come si ¢ visto nel precedente numero, il differenziale di un
arco qualunque d’ellisse si esprime con

1
ds—a(l —c*sen*¢)*d o
e la lunghezza S del quadrante ellittico vien data da

2 :
S—=a| (1—c*sen’q) dg.
0
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Syvolgendo (1 —c®sen®g)* colla formola del binomio, si trova

2 £ 1.4.3
f(l -~r~s~°nq: 2—{,{-0*50;}*9 W senby-—....),

la quale, integrata coll'osservare che in generale

.

. sen"'ocose  m—1 s
sen®edo— — ' Lol sen"“odo
Gy n m g
¢ che
T
IQ -
m—1) (m—3) (m—5)....... 11
sen®gdo— ( ) ) ( )

m(m—2) (m-—4)....... g

e raddoppiata, conduce alla seguente serie determinatrice dello
sviluppo L della semi-ellisse

B eyt oy ams i

La serie esprimente il valore di L nelle ordinarie circostanze
della pratica ¢ convergentissima perché ¢ risulta generalmente una
frazione piuttosto piccola, per cui si pud anche limitare ai primi
due termini 'espressione della semi-periferi‘a ellittica. Cosi facendo

a!___bg

e ponendo per ¢ il suo valore g si trova
n3at—4b*
L__4 a (Q)’.

la quale, come asserisce anche Brunacci, conduce a risultati suf-
licientemente approssimati nelle ordinarie circostanze della pratica.

Un’altra formoletta, che da molti pralici vien adoperata per
trovare la lunghezza L della semi-periferia ellittica, ¢

L'ARTE DI FABBRICARK, Geomelria pratica, ece. — 7.
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il cui secondo membro, diviso per 2, espresso in funzione di a
e di ¢ mediante la relazione

e svolto colla formola del binomio, da una serie che nei due primi
termini s'accorda col secondo membro dell'equazione (1).

Le equazioni (1), (2) e (3) sono quelle che nella pratica delle
costruzioni possono condurre a trovare la lunghezza della semi-
periferia ellittica: la prima da un valore tanto piu esafto quanto
pit grande ¢ il numero dei termini di cui si tien conto, e le allre
non conducono che a risultamenti approssimati, i quali tanto piu
si accostano ai veri quanto piu il valore del semi-asse minore b
¢ poco diverso dal valore del semi-asse maggiore a. Quando b ed
@ differiscono molto 1'uno dall’altro, ¢ necessario far uso della
formola (1) prendendo un conveniente numero dei termini, op-
pure servirsi delle tavole che vennero riportate nel precedente
numero.

45. Tracciamento dell'elica. — Chiamasi elica una curva, come
ABCD (fig. 39), tracciata su una superficie cilindrica, la quale
gode della proprieta di avere le sue ordinate B8 R e , di-
rette secondo le generattici, proporzionali alle ascisse eurvilinee
AE, AE',......., contate su una sezion retta AEF G della superficie
cilindrica a partire dal punto A dell’elica la cui ordinata & zero.
Allorquando la sezion retta della superficie cilindrica ¢ una curva
chiusa, l'elica puo tagliare in due o pitt punti una stessa gene-
ratrice della detta superficie, e la distanza costante che esiste fra
due punti successivi di una stessa elica posti su una medesima
generalrice prende il nome di passo. Chiamasi poi spira la parte
d’elica compresa fra due punti successivi posti su una medesima
generatrice.

Il tracciamento di un'elica su una data superficie cilindrica ri-
esce operazione della massima facilita. Se si conosce la proiezione
AB (fig. 40) dell'elica su una sezion retta della superficie cilin-
drica, non che le distanze d e D dei due estremi A" e B’ dell’elica
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dal piano di questa sezion retta, si divide la proiezione curvilinea
AB dell'elica in un dato numero n di parti eguali nei punti C,
D, E,......, nello stesso numero di parti eguali si divide la diffe-
renza delle accennale due distanze, e si ottengono altrettanti punti
della curva prendendo

AX'=4q CC=d+ ;

W:d—i—ﬂ-—;——, ER=d33——",

BB’ =D.

Quando la sezion retta della superficie cilindrica su cui vuolsi
tracciare I'elica ¢ una curva chiusa vale lo stesso metodo, coll’av-
vertenza che la eurva da considerarsi come proiezione dell’elica
sull'accennala sezion retta deve essere tante volte U'intiera sua pe-
riferia qnanti sono i giri intieri che l'elica deve fare, pin quella
parte della medesima periferia la quale corrisponde ad una por-
zione di giro.

Lelica gode della proprieta di misurare su una superficie cilin-
drica la minima distanza fra doe punti della superficie medesima,
e siccome d'altronde un filo disteso tra due punti di una superficie
cilindrica si dispone secondo I'arco d’elica passante fra quei due
punti, quando si faccia astrazione dagli effetti che possono produrre
le seabrosita della superficie, ne deriva che approssimalivamente
si pud traceiare un arce d’elica fra due punti, distendendo un filo
sulla superficie cilindrica e fra i punti stessi, e segnando la curva
secondo cui esso si dispone. Quando l'elica deve tracciarsi fra due
punti posti su una superficie cilindrica la cui direttrice ¢ una curva
chiusa, bisogna che il filo faccia fra i punti dati tanti giri intieri
sulla superficie cilindrica quante sono le spire che I'elica deve pre-
sentare, Sovenli volte invece del filo si fa.uso di una verga elastica.

44. Sviluppo di un arco d'elica. — Sviluppando in piano la
superficie cilindrica su cui trovasi tracciata un’elica, questa curva
si dispone secondo una linea retta. Questa retta, come ¢ facile il
comprendere, & l'ipotenusa di un (riangolo rettangolo avente per
un cateto la lunghezza ¢ della parte di generatrice compresa fra
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le sezioni rette passanti pei due estremi dell’elica e per altro ca-
teto la proiezione s dell’'elica su una sezion retta. La lunghezza
dell’elica non & diversa dalla lunghezza della sna trasformata, per
cui lo sviluppo L di un arco qualunque di elica vien dato dalla
semplicissima formola

i V'J‘"’—i—s"ﬂ

Quando Pelica consta di diverse spire, il valore di s & tante volte
la periferia della sezion retta del cilindro su cui U'elica ¢ tracciata
quante sono le spire, pit la proiezione su detla sezione di quella
parte di elica ehe supera il numero intiero di spire.

CAPITOLO 1V.
Trasformazione dei profili.

45. Pendenza di una retta in funzione delle ordinate di due
dei suoi punti e della loro distanza orizzontale. — L'inclinazione
di una retla all'orizzonte, espressa col rapporto che passa fra la
differenza di livello di due dei suoi punti e la loro distanza oriz-
zontale, ¢ un elemento di continuo uso nei problemi di livellazione.
Questo rapporto, chiamato comunemente pendenza, puo riferirsi
tanto ad una retta in discesa come ad una retta in salita, per cui,
a scanso d'equivoco, si stabilira di valutarlo come posilivo nel
primo caso e come negativo nel secondo.

Sia AB (fig. 41 e 42) la retla di eui vuolsi valutare la pendenza,
d la sua longhezza orizzontale, a V'ordinata dell’estremo A, e b
quella dell’estremo B. Chiamando p la pendenza richiesta, si avra:

b—a a—0b
e A oppure p=—

i d

secondo che la orizzontale di paragone A'B’ & al disopra o al di-
sotto dei punti A e B. Infalli, per I'orizzontale di paragone al di
sopra (fig. 41), il numeratore b —a, e quindi p, ¢ positivo per il
caso di una discesa cui corrisponde b >a e negativo pel caso di
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nua salita per cui si ha b < a; nel caso poi dell'orizzontale di pa-
ragone al disotto (fig 42), il numeratore a—b, e quindi anche p,
& positivo per una discesa perché a>b e negativo per una salita
perche a < b.

46. Ordinata di un punto qualunque di una retta data colla
sua pendenza e coll'ordinata di un suo punto. — Sia AB la retta
data (fig. 41 e 42), a D'ordinata del suo estremo A, p la sua
pendenza, ¢ sia proposto di calcolare 'ordinata di un suo punto
B distante orizzontalmente da A delle quantita d.

Dalla definizione slessa della pendenza risulta che la differenza
di livello di due punti vale la pendenza della retta che li unisce
moltiplicata per la loro distanza orizzontale, per cui immaginando
condotla la orizzontale Ab si ha:

Bb=pd,
¢ qnindi, chiamando z ordinata B'B,
r—atpd,

valendo il segno -+ per il caso dell’orizzontale di paragone A'B’
posta al disopra (fig. 41), e il segno — per il caso dell’orizzontale
di paragone posta al disotlo (fig. 42).

47. Intersezione di due rette date colle ordinate dei loro e-
stremi. — Siano AB ed A, B, le due rette date (fig. 45 e 44),
siano a e b le ordinate dei due estremi della retta A B, a, e b, quelle
dei due estremi della retta A,B,, e sia d la loro comune lun-
ghezza orizzontale A’B’. Chiamando rispettivamente r ed »" le dif-
ferenze a—a, e b—>b, fra le ordinate degli estremi della relta
AB e quelle degli estremi della retta A, B,, si fissera compiuta-
mente il punto d’intersezione M trovando la distanza orizzontale
A’M == che esso ha da A e l'ordinala MM —z. Considerando
percio i due triangoli simili MAA,, MBB, (fig. 43) e immaginando
condolta per M la orizzontale P (), si deduce

yp— MOXAK,
BB,

la quale, osservando che MP—=A'M' =2, MQ—=A'M'— A'B'— 2 —d,
AA,=r e BB,=r, si trasforma in
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.'C:(—'—w-_-__‘;d}r:

d’onde si ricava

dr
e —r (1).
Nel caso della figura 43 le differenze » ed " sono ambedue posi-
tive, mentre nel caso della figura 44 una ¢ positiva e l'alira nega-
liva.
Chiamando poi p la pendenza della retta AB, si ha per ordinata
del punto M

T —a-+-pa.

48. Intersezione di due rette di pendenza cognita e partenti
da due punti dati sulla stessa verticale. — Siano A e B (fig. 45)
due punti di una medesima verticale distanti fra loro della quan-
tith AB—r, siano p e p’ le pendenze di due rette AX ¢ BY, e
sia proposto di fissare la loro intersezione M mediante la distanza
orizzontale MC—z. Per le definizioni e pei problemi premessi si

ha

AC=pz, BC=p .
Sottraendo queste equazioni ed osservando che AC—BC=r si
trova questo risultato :
T:‘B(‘p_‘p’):

d'onde

Questa formola si accomoda anche al caso in cui le due retle
AX eBY (fig. 46) siano inclinatein contrario senso, percheé allora
la pendenza di BY va considerata come negativa,

49. Intersezione di due rette di pendenza data e partenti da
due punti di cui si conoscono la distanza e le ordinate. — Siano
AeB (fig. 47 e 48) due punti distanti orizzontalmente della quan-
tith A’B'=d ed aventi per ordinate A“A= g4, B'B=1b; siano AX
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e BY due retle aventi rispeitivamente le pendenze ps p’: e siano

AN =z, WM=y le due lunghezze determinatrici del punto M.
Immaginando condotta per M la orizzontale CD si ha

Al=puz, BD=yp/ (d—a);
d'onde
NC=a*xpz, PD=bxp (d—n),

valendo i segni superiori pel caso dell’orizzontale di paragone al
di sopra (fig. 47) ed i segni inferiori pel caso dell'orizzontale di
paragone al di sotto (fig. 48). Osservando ora che A”C—TR'D, si
puo stabilire I'equazione

axpe=bxp (d—a),
dalla quale si ricava

““(b——a)
P

pd

T =

L'ordinata "M =z, appartenendo al punto M della retta AX,
si oltiene come si ¢ detto al numero 46 e quindi vien data da

AT,

dove il segno - vale per il caso dell'orizzontale di paragone al
disopra (fig. A7), ed il segno — per il caso dell'orizzontale di
paragone al disotto (fig. 48).

- La risoluzione di questo problema si pud anche facilmente ri-
durre a quella del numero 47 immaginando prolungate le rette
AX e BY fino in F ed E ¢ trovando prima, come si insegno al
numero 46, le ordinate A'E ¢ B'F.

50. Tracciamento di due rette passanti per due punti dati
ed aventi pendenza e contropendenza eguali. — Siano A ¢ B
(fig. 49) i due punti dati, determinati mediante la loro distanza
orizzontale A’B’ e mediante le loro ordinate A”A e B'B. Sia CD
un’orizzontale data mediante V'ordinata A"C del suo estremo C e
vogliasi trovare su essa il punto M tale, che unito con A e con
B dia due rette MA ed MB egualmente inclinate all'orizzonle, una
da M in A e l'altra da M in B.
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Per risolvere il problema prendasi sulla BB’ la DB,==DB, ed
il punto da trovarsi M sard lintersezione della A B, colla oriz-
zonlale GD. Infatli i due triangoli BDM e B, DM, siccome meta
del medesimo (riangolo isoscele B MB,, sono eguali, e quindi I'an-
golo BMD & eguale all'angolo B, MD; ma, essendo quest’ullimo e
I'angolo A MC anche eguali siccome opposti al vertice, ne con-
segue essere l'angolo BMD eguale all'angolo AMC, e quindi
essere le due rette MB ed MA egualmente inclinate all’orizzon-
tale CD.

Se numericamente vuolsi trovare la distanza orizzonlale del
punto M al punto A ossia la A'M’, non si puo incontrare diffi-
colta alcuna, giacché la quistione ¢ ridotta a determinarne I'in-
contro di due rette CD ed AB, per le quali si conoscono le ordi-
nale dei punti estremi e quindi a risolvere il problema del nu-
mero 47.

Se invece di determinare il punto M su una data orizzontale,
devesi questo determinare su un profilo qualunque cdef (fig. 50),
Poperazione puo essere condotta per tentalivi, tirando successiva-
mente tante orizzontali C,D,, C,D,, C;D,, ...... , & cercando per
ciascuna di esse, e come gia si e delto, i punti M,, M, M, ...,
i quali unili ai punti dati A e B danno due rette con pendenza e
contropendenza eguali. Dalla riunione di tutli questi punti nasce
una linea curva le cui intersezioni col profilo dato somministrano
altrettanti punti, ciascuno dei quali determina due relte con pen-
denza ¢ contropendenza eguali quando si unisea coi punti A e B.

51. Tracciamento della linea di progetto su un profilo lon-
gitudinale, — Varie sono le condizioni dietro cui, su un profilo
longitudinale rilevato e costrutto nello scopo di studiare un dato
lavoro il quale richiede una trasformazione della superficie del ter-
reno, si puo condurre la linea di progello generalmenle composta
di varie livellette, ossia di tralti alcuni in pendenza, aleuni in
contropendenza ed alcuni orizzontali. Per fissare le idee suppon-
gasi che un breve tronco di strada da progettarsi vogliasi costi-
tuito da due livellette: la prima, passando di metri 0,40 al di
sopra del punto I (fig. 51), debba raggiungere la verticale del
punto IV colla pendenza del 0,02 per metro; e la seconda par-
tendo dal termine della prima debba salire colla pendenza del
0,0075 per metro fino alla verticale del punto VII.

Fissata la posizione del punto I rispetto a quel piano orizzon-
tale che vuolsi assumere come piano di paragone, e supposto, per
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esempio, che debba essere di 108 metri I'ordinata del detto punto
al disopra dell'accennato piano, si calcoli I'ordinata

Na—1084-0,40—108" 40

del primo punto a della linea di progetto. Dopo, come si ¢ inse-
gnato al numero 46, si trovino le ordinate dell'ultimo punto d e
dell'ultimo punto g della prima e della seconda livelletta, date
rispetlivamente, con errore minore di mezzo centesimo, da

D7d=108,40— 0,02 (46,08+-30,26 4 28,35)— 106" 31,
79 =106,31 --0,0075 (28,32 431,80 4- 35,20y = 107,01

Conoscendosi ora le ordinate dei tre vertici a, d e g, riesce
agevole il segnare le posizioni di questi tre punti sul profilo e
quindi il tracciare la linea di progelto adg che, secondo l'uso
generale, suolsi segnare in rosso.

52. Determinazione delle ordinate e delle quote rosse nei pro-
fili longitudinali. — [ calcoli delle ordinate dei diversi punti, in cui
le verlicali del profilo naturale incontrano la linea di progelto,
devono immediatamente tener dietro al suo tracciamento, Serve
alla loro determinazione quanto si & detto nel numero 46, ed il
calcolo va inslituito come appare dalle formole che seguono, le
quali si riferiscono alla linea di progetto tracciata sul profilo della
figura 51. Per la livelletta avente pendenza del 0,02 per metro
e compresa fra le verticali dei punti Ie IV si ha, con errore minore
di mezzo centesimo nei risaltali finali,

A a=—108",40

3b—=108,40 — 0,02 X 46,08 =107 48

i

o=108,40 —0,02 (46,08 +30,26)—106",87.

Per la livelletta in contropendenza del 0,0075 per metro e com-
presa fra le verticali dei punti IV e VII, risulla s

d=—106,31
E e=106,31 40,0075 X 28,32 — 106,52

F7f=106,31 40,0075 (28,32 +31,80) = 106", 76.
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Tutte queste ordinate, non che quella del estremo g, si segnano
sulle verticali dei punti eni corrispondono in color rosso, ed ¢
per questo motivo che vengono da laluni nominale ordinate rosse.

Una semplice sottrazione fra le ordinale rosse e le ordinate cor-
rispondenti dei punti del profilo naturale del terreno, ossia fra i
due numeri marcati su ciascuna verticale, ne da un terzo da
inscriversi al suo estremo superiore esprimente la distanza fra i
due punti di essa appartenenti, uno al profilo naturale e laltro
alla linea di progetto. Questo terzo numero prende il nome di
quola rossa, perché suolsi pur marcare in color rosso. Le quote
rosse relative all’esempio in quistione sono:

al=0"40

FTI=—107,48—106,98 —0" 50
cTI=106,87—108,60—— 1= 75
a1V =—106,31 —105,53—=0",78
eV=106,52—108,13—=—1~,61
FVT=106,76 107,18 =-— 0" 42
g VII=107,01 —106,51 = 0",50.

Le ordinate dei punti del profilo naturale, dette anche ordinate
nere giacché si scrivono in nero sul disegno, indicano, secondoché
sono esse minori o maggiori di quelle dei punti corrispondenti
della linea del progetto, se devonsi eseguire rialzi o seavi nei
punti a cui esse si riferiscono; e le quote rosse, positive dove si
devono eseguire rialzi e negative dove si devono fare scavi, nel
mentre fanno conoscere le altezze di quelli e le profondita di
questi, somministrano una prima indicazione dei movimenti di
terra necessari per l'esecuzione del lavoro progettato, ed il pia
delle volte inducono a stimare conveniente ovvero a rigettare sic-
come non ulile il sistema delle pendenze adottate.

Nell'inscrivere le quote rosse sui disegni di profili longitudinali
non si usa mettere in evidenza il loro segno, giacche gli stessi
disegni gia abbastanza indicano dove si devono eseguire scavi e
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dove si devono eseguire rialzi per passare dalla superficie natu-
rale del terreno alla superficie dell’opera progettata,

33. Determinazione dei punti di passaggio nei profili longi-
tudinali. — I punti h, ¢, k ed | (fig. 51), in cui la linea di pro-
getto interseca il profilo naturale, diconsi punti di passaggio, e la
loro posizione suolsi determinare trovando le distanze orizzontali
che essi hanno dai punti vicini. Queste distanze si ottengono risol-
vendo il problema gid svolto nel numero 47 pel caso della figura
44, ed i calcoli devono essere instituiti applicando la formola (1)
del citato numero come appare dalla tabella che segue:

I—l—; JO,QBXU,')O

R0 .78 0
77— Qi____g ?jfg 20— 19756
PT=7% ?&? 2 10,’7738 Gt
g @18 ffjfg %‘ — 190 08,

Questi calcoli servono a determinare ciascun punto di passaggio
in due distinti modi, ossia mediante le distanze orizzontali che
ciascuno di essi ha dai due punti del profilo naturale fra i quali
esso cade, e si possono quindi ritenere siccome esatti quando la
somma delle distanze relative ad uno stesso punto di passaggio ¢
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eguale alla distanza che esiste fra i due punti del profilo naturale
fra i quali esso si trova.

I punti di passaggio separano nel profilo longitudinale le super-
ficie che rappresentano dove va eseguito un rialzo da quelle che
indicano dove va fallo uno scavo: alle prime, per comune con-
senso dei pratici, suolsi dare una tinta chiara di carmino, ed alle
seconde una linta pure chiara di gomrma gulla.

54. Condizioni diverse dietro le quali si puo determinare la
linea di progetto su un profilo longitudinale. — Nel caso par-
ticolare trattato al numero 51 la linea di progelto si ¢ segnata
colla condizione che le due livellette partano ciascuna da un punto
determinato ed abbiano una data pendenza. Quesla pero non ¢ la
sola condizione che un operatore puo imporsi, ¢ [requentemente
accorre di tracciare una livelletta in modo che unisca due punti
dati, oppure in modo che partendo da un punto dato, determini
la somma delle superficie in rialzo eguale alla somma delle super-
ficie in iscavo, od ancora in modo che, essendo soddisfatta que-
st'ultima condizione, abbia essa una pendenza prestabilita.

Se la livelletta deve avere i suoi estremi in due punti a e d
(fig. 52) determinati dalle loro ordinate Aa—=m e D'd—n e
dalla loro distanza orizzontale A’D’ =d, si trovera la sua pendenza
p per metro ponendo (num. 45)

_m—n

= '_d_ 2

e si passera in seguito con tutta facilita al calcolo delle ordinate
rosse, delle quote rosse ed alla determinazione dei punti di pas-
saggio.

Se la livelletta, partendo dal punto dato a, deve determinare la
somma delle superficie di rialzo eguale alla somma delle super-
ficie di scavo, si procedera prima al calcolo della superficie dei
trapezii AA’B’B, BB'C'C, CC'D'D; la loro somma si dividera per

M’

la lunghezza - 9 —g dal quoziente sisottrarra I'ordinata A'a=—m
-

e si avrd la quota I'd—n dell'ullimo punto della livelletta. In-
fatti, la somma delle superficie esprimenti un rialzo sara eguale a
quella delle superficie rappresentanti uno scavo quando il trapezio
aA'D’d eguagli la somma dei gid indicali trapezii; dividendo
questa somma per meta A’D" si trova la somma delle due basi
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parallele del trapezio aA"D'd, e, sottraendovi la hase cognita A",
si trova l'altra incognita D'd.

Se la livelletta deve avere una data pendenza e dare la somma
delle superlicie in rialzo eguale alla somma della superficie in ri-
basso, si dividera la somma delle superficie dei trapezii A A" B’ B,
BB C'C, CCD'D per A'D’—=d, e nel quoziente si avra la media
aritmetica m’ delle due basi del trapezio aA'D’d risultante in
seguito al tracciamento della linea di progetto. Si porterd a posto
questa media aritmetica delle due basi, prendendo il punto di
mezzo M di A'D’, e determinando la verticale M'M—m’. Mediante
Uordinata cognita m’ del punto M, la distanza T}T’ﬁ:; e la pen-
denza p della linea di progetto si calcoli I'ordinata D'd=—n (num.
A5) dell’nltimo punto d della livelletta; e, oltre di poter tracciare
la linea di progetto, riescira agevole il calcolo delle ordinate rosse
non che la determinazione dei punti di passaggio.

20, Tracciamento della linea di progetto sui profili trasver-
sali. — I profili trasversali, su cui continuamente si devono intra-
prendere degli studi nell’esecuzione dei progetti di strade, di canali
e di altre opere le quali esigono un cangiamento nella forma pri-
mitiva del terreno, trovansi sempre collegati ad un profilo longitu-
dinale ; ciaseuno di essi ha comune con questo un punto; e gene-
ralmente si effettua il loro disegno collocando a sito i diversi
verlici mediante le distanze orizzontali che essi hanno dal punto
che appartiene anche al profilo longitudinale e mediante le loro
ordinate per rapporlo al piano orizzontale passante per Iaccen-
nato punto, le quali ordinate vanno considerale come posilive
quando si riferiscono a punti posti al di sopra del piano di pa-
ragone, ¢ come negative nel caso contrario, Per segnare poi su
questi profili la linea di progetto corrispondente ad una dala opera,
convien osservare che essi devono presentare nel punto comune
col profilo longitudinale le stesse quote vosse gia calcolate con-
siderando il profilo longitudinale. Cio premesso, suppongasi di
dover segnare, sui diversi profili trasversali fatti in corrispondenza
del puntids T T WY del profilo longitudinale rappresen-
tato nella figura 51, la linea di progetto per una sirada della
total larghezza di 9 metri, colle scarpe dei rialzi inclinati a 3 di
base per 2 di altezza, coi fossi profondi e larghi al fondo metri
0,50 ¢ colle scarpe degli scavi a 45"

Incominciando dal segnare la linea di progetto sul prefilo tras-
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versale I (fig. 553), si porterd in una conveniente scala e da I
in a la quota rossa 0™,40 corrispondente al punto I del profilo
longitudinale: si condurra da a una refta rappresentante I'oriz-
zontale conlenuta nel piano del profilo: e si prenderanno su essa
a destra ed a sinistra le lunghezze ah ed as eguali alla meta
della larghezza della strada, cioé¢ di 4",50. Fatto questo, agevol-
menle si scorge eome la strada ¢ in rialzo, e per segnare le due
scarpe basta dividere la ah in tre parti eguali, portarne due da
@ in k e prolungare le rette kh ¢ ki fino ad incontrare in [ ed
m il profilo del terreno.

Lo stesso procedimento che venne indicato per segnare la linea
di progetto sul primo profilo trasversale serve anche pel secondo
(fig. 54), ne guari diversamente si deve procedere per segnare la
linea di progetto sul terzo. Pel punto ¢ (fig. 55), preso al di
sotto del punto III d’'una quantita eguale alla quota rossa 1",73,
gia ottenula considerando il profilo- longitudinale, si conduca I'o-
rizzontale ki, prendendola tanto a diritta quanto a sinistra del
detto punto di meta larghezza della strada. Essendo la strada in
ribasso, si prenda ck—ch per avere, nei prolungamenti delle Jih
e ki sino agli incontri m ed n coll’'orizzontale condotta per s al
disotto di ¢ di metri 0,50, i limiti delle scarpe dei fossi inclinati
a 45°. Facendo risultare le orizzontali mo ed np lunghe come la
larghezza del fosso, cioé di metri 0,50, prendendo st—so—sp
e prolungando le to e tp fino ad incontrare il profilo del terreno,
si determinino i fondi e le contro-scarpe dei fossi.

Quanto si ¢ delto per segnare la linca di progetto sui profili
trasversali I e III si applica facilmente a tutti gli altri, né si puo
presentare difficolta alcuna nell'eseguire questa semplicissima ope-
razione. Considerando i quattro profili o sezioni trasversali I, II,
Il e IV, di cui vennero rispettivamente date le rappresentazioni
nelle figure 53, 54, 55 e 56, riesce facile il comprendere: come
nella prima e seconda sezione trasversale l'esecuzione del pro-
gelto richieda un rialzo; come nella terza sezione occorra uno
scavo; e come sia necessario in parte uno rialzo ed in parte uno
scavo nella quarta sezione.

Anche sui profili trasversali, precisamente come si usa sui pro-
fili longitudinali, si disegnano in rosso le linee di progetto. Alle
superficie rappresentanti rialzi si da una leggiera tinta di car-
mino, ed una leggiera tinta di gomma gutta a quelle rappresen-
tanti scavi.
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Allorquando si devono disegnare le linee di progetto per mna
stessa opera sopra un gran numero di profili trasversali, puo con-
venire il farsi mediante pezzi di carta ben resistente delle sagome
delle diverse linee di progetto e servirsi poi di queste sagome
pel materiale tracciamento delle accennale linee.

56. Determinazione delle ordinate nere nei profili trasversali
— Disegnate le linee di progetto sui varii profili trasversali, si
puo passare al calcolo delle ordinate mere, ossia al calcolo delle
ordinale di quei punti dei profili (rasversali del terreno che si
trovano sulle verticali dei vertici delle linee di progetto. Questi
calcoli si fanno trovando prima con semplici addizioni e sottra-
zioni le distanze delle diverse verticali condotte per tutti i ver-
tici spettanti tanto alla linea di progetto quanto al profilo natu-
rale; e, considerando la sezione (rasversale rappresentata nella
figura 56, queste distanze risultano:

melri 2,75 fra le verticali IVd e AL/,

» 4,75 » hh' e it
» 0,50 » it e kE,
» 0,50 » kk e LI,
» 4,50 » IVd e mm'.

Trovate queste distanze, se si vogliono le ordinate nere 17, kK
ed T corrispondenti ai punti ¢, & ed ! posti sulla retta ko avente
rispettivamente 41",45 e 17,70 per ordinate dei suoi due estremi
h ed o e lunga orizzontalmente 6™,25, si procederda come nella

risoluzione del problema costituente 1'oggetto del numero 46 e
si avri

1,70 — 1,45, .

TT=1,46+ ~—="—1,75=1"59,
’!.

S 1,70—1,45 :
Pt g5 000,75 400,50)==12,54,

1,70—1,45

ﬂ:‘l,ﬁﬁ-—}- 5.9

(1,75 40,50 +0,50) =156

Analogamente si trova l'ordinata nera m’'m e si ha

o L ST S

9
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57. Determinazione delle ordinate rosse e delle quote rosse
nei profili trasversali. — Anche nei profili trasversali, non altri-
menti che nei profili longitudinali, chiamansi ordinate rosse le di-
stanze che i punti della linea di progetto hanno dal comune piano
di paragone. La loro determinazione va fatta per tulli i vertici e
per quei punti che si trovano sulla verticale di qualche punto
P’ineguaglianza del terreno; Pordinata rossa IVd=0"78 di quel
punto del profilo trasversale che & comune anche al profilo lon-
gitudinale & quella da eui bisogna prendere le mosse; e per dare
un’idea del modo di operare possono hastare i calcoli qui sotto
institoili :

IVd—0m78,

i =1¥d=0"%38,

7 —=1vd—=0"78,
mm” =IVd=0"78.

L'ordinala rossa kA" si ottiene applicando quanto si ¢ detto
per la risoluzione del problema del numero 46, e, osservando che
vale Punita la pendenza di una retta facente coll'orizzonte un an-
golo di 45°, si ha

Kk =018 —1 % 0,50=—=0"28,
VI'—E 7 —0m 98,

Facendo le differenze fra le ordinate rosse e le ordinate nere
corrispondenti a punti del profilo del terreno e della linea di pro-
getto posli sulla stessa verlicale, da considerarsi come positive
quando si trovanoe al disopra del piano di paragone rappresentato
nella retta XY e come negative quando sono al di sotto dello
slesso piano, si ottengono le quole rosse, le quali nel caso parti-
colare considerato sono .
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Wd=0",78,

h ' —=0,78—1,45—=—0",67,
i’ —=0,78 —1,52—=—0" 74,
kK" =0,28 —1,54——1>26,
1i°=0,98 — 156 —1<1=28,
mm”—=0,78-+40,10=0=,88.

Le quote rosse posilive indicano che nei punti cui esse si ri-
feriscono bisogna eseguire dei rialzi, e danno un’idea dell’entita
di tali opere: le quole rosse negative invece indicano la stessa
cosa per gli scavi. Queste quole si scrivono sempre in rosso sui
profili Lulwelsall, ma non si fa distinzione di segno, giacche lo
stesso disegno®chiaramente manifesta dove esistono dei rialzi e
dove si devono effettuare degli scavi.

58. Determinazione dei punti di passaggio e delle lunghezze
orizzontali delle scarpe mei profili trasversali. — Il processo
che si tiene per determinare le posizioni dei punti di passaggio
sui profili longitudinali vale anche pei profili trasversali, e, pren-
dendo a considerarve il punto di passaggio n (fig. 56), le distanze
orizzontali che esso ha dai punti IV ed h sono

—  275X0,98 .
WSROI T
L PRGN RET
el

Le lunghezze orizzontali pg ed rs delle due scarpe si calcolano
colle regole che vennero stabilite al numero 48 e, osservando

L’ARTE DI FABERICARE. Geomelria pratica, ece. — 8,



— 14 —

9
che vale T'unita la pendenza d’una retta inclinata a 45" e 3
quella d’una retta inclinata a 3 di base per 2 d’altezza, si ha
Ay fl ;28 m
< FRomE PR
6,25
o 0’88 m
TS_'.:;‘!_ _(_]_,Qﬂ ...._.1 ,}6
g~
59. Disegno dei profili. — Nell'esecuzione del disegno dei pro-

fili altimetrici indispensabili per dare i progetti di strade e di ca-
nali si adollano certe disposizioni che & bene conoscere, e delle
quali immediatamente in quello che segue si da un breve cenno.

Trattandosi di un- profilo longitudinale, si calcolano general-
mente le ordinate dei diversi punti livellati per rapporto al livello
del mare; e generalmente si prendono le ordinate in una scala
assai maggiore di quella che si' adotta per le distanze orizzontali.
Risultando le ordinale tanto lunghe dgnon poter stare sul foglio,
tutte si diminuiscono di una stessa quantila, e sono le ordinate
cosi diminuile che s'impiegano nel disegno del profilo. Si tirano
sul disegno sei relle parallele rappresentanti sei orizzontali: sulla
prima, ossia‘sulla piu bassa, si marcano tanti punti distanti fra
loro 1 chilomelro e sotto di essi si mettono i numeri 0, 1, 2, 3,
sy Sulla seconda si portano le distanze orizzontali fra i punti
che vennero livellati sul profilo longitudinale, al di sotto dei suc-
cessivi punti separanti queste distanze si pongono i numeri d’or-
dine 1, 2, 5, ......., e fra gli stessi punti si scrivono le loro di-
stanze orizzontali; appena al di sopra di quesla orizzontale e
sulle verticali elevate pei diversi punti su essa delerminati si seri-
vono le ordinale nere: sulla lerza orizzontale si marcano le di-
stanze dei punti di passaggio dai punti del profilo del terreno fra
cui cadono, ed appena sopra quesla orizzontale si serivono le or-
dinate rosse; sopra le ordinate rosse silira la quarta orizzontale
al di sopra della quale si registrano le quote rosse; nella quinta
ovizzontale si pongono le pendenze delle diverse livellette mar-
cando per ciascuna la discesa o la salita per metro non che la
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unghezza; finalmente suila sesta si inscrivono le lunghezze delle
pacti di linea del progetto che sono in linea retta e quelle che
sono in linea curva, distinguendole colle parole rertifili e curve,
indicando se voltano la loro concavita a destra oppure a sinistra
mediante le iniziali D od S, ed aggiungendo i raggi di queste ultime
se sono circolari. La prima e la seconda orizzonlale, le ordinate,
il profilo del terreno, i numeri d'ordine indicanti i chilometri, i
numeri d'ordine dei punti livellati, e le distanze orizzontali di que-
sti punti si disegnano e si scrivono in nero: e si fanno in car-
mino la terza, la quarta, la quinta e la sesta orizzontale, le linee
di progetto, le ordinate rosse e le quote rosse, le distanze deter-
minanti i punti di passaggio, le indicazioni relative alle pendenze
ed alle lunghezze delle livellette, non che quelle che si rileriscono
ai rettifili ed alle curve.

I profili trasversali si disegnano generalmenle nella stessa seala
tanto per le distanze orizzontali quanto per le ordinate, e s’inseri-
vono al di sopra ed in nero le distanze orizzontali e le ordinate
dei varii vertici appartenenti al profilo naturale del terreno;al di
sotto ed in carmino le distanze orizzonlali [fra le verticali con-
dotte pei vertici del detto profilo, per quelli della linea di pro-
gelto e pei punti di passaggio, non che le quote rosse. Il profilo
naturale del terreno si disegna in nero; in carmino la linea di
progetto; ¢ presso il punto del profilo trasversale che trovasi anche
sul profilo longitudinale si serive in nero lo stesso numero d'or-
dine che in quest'ultimo profilo gli corrisponde.

60. Determinazione del punto d'incontro di un profilo tras-
versale colla superficie cilindrica avente per direttrice una
data risvolta ed avente le sue generatrici verticali. — la una
livellazione longitudinale e trasversale, i profili trasversali si rile-
vano generalmente con tali direzioni da essere alcuni di essiper-
pendicolari agli allineamenti in cai trovasi il profilo longitudinale,
aleuni altri diretti secondo le bisettrici degli angoli di questi stessi
allineamenti. Da questa disposizione: di cose risulta che, sosli-
tuendo la risvolta DGE (fig. 57) a due direzioni rellilinee CA e
GB, sulle quali venne primitivamente rilevato il profilo longitudi-
nale, pel profilo longitudinale definitivo ADGEDB non si hanno le
ordinale dei punti in cui vien esso incontrato dai profili trasver-
sali stabiliti su DG e su GE. lesiilemndo\mm di questi profili,
per esempio quello proigtiato nella retta XY, ¢ supponendo che
gia se ne abbia il disegno ottenuto mediante le distanze orizzon-
tali dei suoi vertici e mediante le loro ordinale riferite al piano
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di paragone XY’ (fig. 58) passante pel punto €, ecco come si de-
termina il punto G (fig. 57) in cni la direzione XY di questo pro-
filo interseca la superficie cilindrica a generatrici verticali ed
avente per direttrice la risvolta DGE. Avendosi la distanza oriz-
zontale fra il punto G ed il punto C, riesce facile il decidere se
il punto G deve trovarsi (fig. 58) fra C ed H, [ra H ed I, oppure
fra T e K. Posto che il punto G debba cadere fra questi ultimi
due punti, si trovi la distanza orizzontale che il punto G ha dal
punto I facendo la differenza fra la distanza orizzontale nola che
il panto G ha da € e la distanza orizzontale pure nola che il
punto I ha dello stesso punto G. Ora, trovandesi il punto G sulla
retta 1K della quale si conoscono le ordinate dei due estremi I
¢ K non che la loro distanza orizzontale 'K’, riesce facile (num. 45)
trovare la pendenza della slessa relta e quindi dedurre (num. 46)
ordinata G'G. Quest'ordinata, da consilerarsi come posiliva
quando il punto G f{rovasi sopra il piano XY’ & come negaliva
quando lo stesso punto trovasi sollo il detlo piano, algebrica-
mente si aggiunga all’altezza od ordinata del punto C al di sopra
del piano di paragone, cui trovansi riferiti i punti del primitivo
profilo longitudinale, e si olliene cosi, per rapporto allo stesso
piano, l'ordinata del punto del profilo longitudinale definitivo rap-
presentato in G. \

61. Determinazione di piu punti posti su una retta di data
pendenza. — La risoluzione di questo problema continuamente si
presenta nelle opere che richiedono un cangiamento nella forma
della superficie primitiva del Llerreno, e quindi nell’esecuzione di
scavi e di rialzi, nella costruzione di strade e di canali.

Volendosi, per esempio, segnare sul terreno e pel punto A
(fig. 59) una retta in salita del 7 per 1000, ossia colla contro=

pendenza dei basta assumersi una dala distanza orizzontale

7
1000°
che, per fissare le idee, si suppone di 40 metri; trovare la diffe-
venza di livello 2 fra il punto A ed il punto B distante da A di

40 metri e posto sulla retta che deve avere la pendenza dei ]ﬁ%ﬁ’

la qual distanza vien data da

T 0—m 98-
! el ;1'0—0040_—0 ,‘28,
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misurare a partire da A nella stabilita direzione la distanza oriz-
zontale di 40 metri; e finalmente scavare od innalzare il terreno
all’estremita di quesla distanza fino ad oltenere un punto piu ele-
valo del punto A di metri 0,28. Per ollenere il punto B piu ele-
vato del punto A dell'indicata altezza si fa uso del livello e della
mira e si procede colle norme insegnate dalla topografia.

Allorquando con un livello ¢ con una mira siansi delerminati
due punti di una retta di dala pendenza, assai facilmente si puo
essa prolungare, usando di tre o di piu biffe di eguale altezza e
composte semplicemente di una base, di un fusto ad essa per-
pendicolare e di uno scopo. Cosi, essendo A ¢ B due punti de-
lerminanti una retta di data inclinazione, si collocano verticalmente
in essi le due biffe AA” e BB'. Siccome queste hanno eguale al-
tezza, la visuale condolla per le loro estremild sara parallela ad
AB e quindi avra la stessa pendenza di AB. In seguito di eid si
determina un altro punto € ponendo in esso una terza biffa CC’,
scavando od innalzando il terreno su cui deve appoggiare il suo
piede, finché la visuale condotta per la sua estremila e per A’
passi anche per B". In un modo analogo si determinera un quarto
punto D, e quanti altri punli si vogliono, appoggiandosi almeno
a due delle bilfe gia convenientemente disposte.

Il metodo indicalo per determinare sul terreno diversi punti
tutti posti su una ‘retla di dala pendenza si applica, non solo
quando si deve eseguire quest'operazione allo seoperto, ma anche
quando si deve lavorare in galleria. In quest'ultimo caso pero si
deve far uso di lumi e di segnali a fuoco, e tutle le biffe devono
essere fornite di piccole lanterne avenli fiamme eguali e coi loro
centri ad eguale altezza sui piedi delle biffe.

Un mezzo assai comodo per determinare nelle gallerie dei punti
aventi fra loro date differenze d’altezza, si ha nel livello ad acqua
composto di un tubo flessibile, generalmente di caouichouc, che
puo persino avere la lunghezza di 50 metri, e mediante il quale
comunicano fra loro due vasi cilindrici di vetro aventi anche al-
tezza di metri 1,50 a 2. Questi vasi sono muniti di piedi egual-
mente alti e sono graduati nello stesso modo a partire dalla loro
base inferiore. Se nello strumento trovasi una certa quantita d’ac-
qua che riempia il tubo flessibile ed in parte i vasi, egli é evi-
dente che il livello dell’acqua nei due vasi permetterd di fare due
letture e che la differenza di queste letture indichera di quanto il
piede di un vaso e piu basso dell’altro. Segue da cio che, sup-
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ponendo le graduazioni fatte in centimelri e millimetri, sara fa-
cile determinare un punto B distante da A di una data quantita,
per esempio di 40 metri, e pit alto di questo di metri 0,28.
Bastera percio porre un piede del livello in A, portare 1altro
piede alla distanza di 40 metri da A dove si vuol determinare il
punto B, e scavare o elevare il suolo finché la differenza delle
due indicazioni date dal livello delPacqua nei due vasi sia di
metri 0,28. Con questo metodo si possono determinare, secondo
I'asse delle gallerie, quanti punti si vogliono posti su una retta di
_data pendenza, e regolave cosi il tracciamento altimetrico di que-
~ ste frequenti ed importanti costruzioni. Sul vaso posto in A si
~dovra leggere la quota maggiore .o la quota minore, secondoché
il punto B deve essere pin alto o pitt basso del punto A.



PARTE SECONDA

DELLE SUPERFICIE

CAPITOLO 1.

Misura delle superficie piane.

62. Norme generali. — Per (rovare la superficie di una figura
piana qualunque, si devono seguire le seguenli norme generali:
1° eseguire le misure di lunghezze e di angoli per determinare
completamente la figura di cui vuolsi I'area; 2° scomporre questa
in figure f*uometrichu, di ciasuma delle quali sappiasi trovare la
superficie; 53° dedurre daf 1 nun;m e dagli angoli misurati i fattori
che mancano per il calcolo ‘di queste fignre parziali e che non
vennero direttamente misurati: 4° effettuare il caleolo delle aree
delle diverse figure ed esegunire la loro somma algebrica.

Le figure risultanti dall’accennala scomposizione devono esserc
triangoli, quadrilateri (preferibilmente rettangoli, parallelogrammi,
trapezii), e figure terminate da linee rette ¢ da archi circolari.
Dovendosi ammeltere delle figure mistilinee si procurera che esse
siano segmenli limitati da una curva e dalla sua corda, oppure
triangoli e quadrilateri aventi un sol lato in linea curva, e, se ¢
possibile, i lati rettilinei perpendicolari fra di loro.

Le superficie dei triangoli, dei rettangoli, dei parallelogrammi,
dei (rapezii, dei quadrilateri ed in genere di tutti i poligoni, non
che quelle delle figure nel cui eontorno entrano solo curve circo-
lari od anche curve circolari e linee rette, si oltengono facilmente
applicando le regole a cui conduce lo studio della geometria elc-
mentare.
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Nei numeri che immediatamente seguono trovansi esposte for-
mole e metodi per (rovare le aree di figure piane nei diversi casi
che si possono presentare all'ingegnere costrutfore. Non vien data
dimostrazione alcuna per le formole derivanti dalle pit ovvie ve-
gole di geometria; e (rovansi inveece dimostrali i metodi di valuta-
zione di quelle aree piane che, pei dati da cui sono determinate
e per la loro figura, non vengono abitualmente considerate nei casi
di geometria elementare.

63. Area di un triangolo. — Molte sono le formole mediante
le quali si puo oltenere 'area A di un triangolo retlilineo, ma
quelle delle quali convien far uso nella pratica si riducono sol-
tanto a qualltro.

1° Per un triangolo di cui ¢ nota la base b e laltezza h,
come insegna la geometria elementare, si ottiene la superficie colla
formola

1
A_Qbk.

2° Per un triangolo, di cui si conoscono i tre lati a, b e ¢,
si deduce prima il semi-perimetro p ponendo

(a-b+0),

]

p:

e quindi si calcola I'area colla formola

A=} p(p—a)(p-—b)(p—c) (.

La verita di questa formola risulta da cio che in un triangolo
qualunque ABC (fig. 60), in cui sono noli i tre latiBC, AC ed AB
rispettivamente eguali ad 4, b e ¢, chiamando y T'altezza AD, si ha

A:gjay 2),
Y+ BD=¢* (3),
yi+ (a—BD)*=p* (4).
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Sottraendo l'equazione (4) dall’equazione (3) e ricavando il valore
di BD dall'equazione che si oltiene, trovasi

@t —b?
BD="" 7,

e quindi, ponendo questo valore di BD nella (3), si ha

‘I / 2 1] o o
Ii;:% l,- hact— (f.'&“—}-c"—-—b-)*.

Questo valore di y, sostituito nell’equazione (2) conduce a trovare

|
—_ Antet__(nt LAY
A_4]/m ¢t — (a4t —b%)2,
lIa quale,’ per essere

hatc—(at+c* — b = (2a c4a* 4 — b (2ac—a® —c* 4 b%)
=[(a+0)!—b*][b*—(a—¢)*]
= (a4c+b) (a4c-b) (b+a~c) (b—a—c),
si riduce alla formola (l)' quando si ponga
t4b+4c=2p
a4-c—b=2p—2b
J.'i-!—a,—wc:‘)p—;%
b—a—+c—=2p—2a.

3" Per un triangolo determinato mediante i suoi due latis
b e I'angolo compreso C, si trova la superficie osservando che
Valtezza AD vale AC sen C—bsen C, e che quindi

1 N
A.._gubsenb.
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4" Per un triangolo dato mediante un lato a ed i due angoli
adiacenti B e C, si ha

A:éaXEsenC,

la quale, per essere I'angolo BAC eguale a 180°— (B+C) ¢ quindi

-“—,-_IsenB_ar sen B
S =%enA — “sen(B+C)’
diventa
1 . senBsenC
—_ nt
A_‘Ea sen (B+C)’
64. Area di un quadrilatero. — I quadrilateri dei quali av-

viene di dover trovare la superficie sono i rettangoli, i parallelo-
grammi ed i trapezii, qualehe volta anche .i quadrilateri a cui ¢
circoserivibile un circolo ed i quadrilateri qualunque. Molle sono
le formole dalle quali si pud desumere la superficie A di un qua-
drilatero, giacché in molti modi puo esso venir determinato. Quelle
pero che avviene di dover considerare nella pratica si riducono ad
un numero assai limitato, e principalmente alle cinque che imme-
diatamente passo ad esporre.

1° Per un rettangolo, ed in genere per un parallelogramma
di base b e di allezza h, si ha

A=bh.
2° Per un parallelogramma i cui lati contigui ﬁ)::e e CB—)
(fig. 61) comprendono I'ungolo €, essendo I'altezza DE—asenC,

si ha

A=absenC.

3" Per un trapezio, le eui basi parallele sono a e b e lacui
altezza vale h, risulta

A:%(a+b)h.

4" Per un trapezio di oW si ‘conoscono i quattro lali a, b; ¢
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e d, essendo & la base maggiore ¢ b la base minore, si trova
prima il semi-perimelro p ponendo

1
P=g3 (a4-b~4-c~+d),

e quindi si passa a dedurre la superficie A usando della formola

A=Y p—a) ) (p—b—0) (p—b—d) (1),

La deduzione di questa formola esprimente I'area di un trapezio
in funzione dei suoi quattro lati, si fa coll’osservare che, immaginando
condotta la retta BF (fig. 62) parallela ad AD, resta scomposto il
trapezio nel parallelogramma ABFD e nel triangolo BF C aventi
la stessa altezza BE, la somma della cui superficie da appunto la
superficie A, la quale, per essere DF=—b ed FGC=a —b, vien
espressa da

Ora, essendo lﬁ:a, 'A_B—:b, AD—=c e Fﬁ:d, dal triangolo
BFC i cui tre lati FC, BF e BC sono rispettivamente a—b ¢ e d,
col processo lenuto nel precedente numero per ottenere l'altezza
AD=y del triangolo ABC (fig. 60), si trova

1
2(a—

BE— FC.— (F G-t —d?),

e quindi I'espressione di A diventa

1(!-1—!)

A= O VA TT . o (Tt — @),

Ma
4. FC2. et — (F"Ce+ 6 — %)

(PE—}—c—l—d)( T4 +c¢—d) (d+FC—c)(d— FC+C),



%
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¢, ponendo

t—+b4c+d—2p,

si ha
FC4c+d=2p—2b
FC+c—d=2p—2b—2d
d+FC—c=2p—26—2¢
d—FC4c=2p—2a.

Risulta adunque

4.FC. ¢t — (FC o2 —d)?
=16(p—a) (p—b) (p—b—c)(p—b—d),

-

e la formola (2) si riduce alla gia stabilita formola (1).

5" Per un quadrilatero inscritto in un circolo e di cui sono
noli i quattro lati a,b, ¢ e d, una volta calcolalo il semi-perimetro
p col porre

1
ng(a—[—b—l—c—l—d),

si deduce la superficie mediante la formola

A=)/ (p—a)(p—b) (p—0) (p—d) 3

Per dimostrare 1'esattezza di questa formola basta osservare:
che il quadrilatero ABCD (fig. 63) & eguale alla somma dei due
triangoli ABC ed ADC: che, rappresentando le lettere a, b, ¢ e di
quattro lati AB, BC, CD e DA, essendo ¢ I'angolo ABC, e quindi
180°—o¢ l'angolo ADC, si possono rispettivamente esprimere con

1
Ejabsenrp e con chsenrp

le aree dei due triangoli ABC ed ADC, e che I'area A del total
quadrilatero proposto vien data da
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A=} (@b-+cd)seng 4.
Ora, per un noto teorema di trigonomelria rettilinea e conside-

rando i due triangoli ABC ed ADC, si possono stabilire le due
equazioni

ACt=a*+b*—2abcosg
ACt=ct+d*+2cdcosg,

dalle quali, sottraendo la prima dalla seconda e ricavando il va.
lore di g dall’equazione che risulta, immediatamente si deduce

q._!_b‘;‘__ "2 d'_'

Trovato cosi il valore di coso, si puo dedurre quello di seny me-

diante la nota relazione sen o= ]/’l—-cus*cp e quindi ollenere

1

—2(ab+cd V 4(ab—+cd) —(a* 40—t —d*),

sen ¢

per cui il valore di A dato dallequazione (4) diventa

1 , :
A:Z V}'&(ab—-{-rﬁ.d)"" — (@ 4= 6% - ¢*—d?)*~.

Osservando ora che
(@b d) — (a2 =-b* — e — d*)* —[ 2 (@ b+-c d)
+ (@b —c* —d*) || 2(ab4cd)—(a®*+b*—c*—d?) ]
=[(@+0)* —(c—d)* ] [-+d)*—(a—bF]
—(a+b4+c—d)(@+b—c+d)(c+d+a—b)(c+d—a-+D),

a+b4c+d=2p '

e ponendo
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a+-b4+c—d—=2p—2d

a—+b—c+d—=2p—2¢
ctd+a—b—2p—2b
c+d—a+b=2p—2a,

I'ultimo trovato valore di A si riduce identico a quello dato dalla
formola (3). )

65. Area di un poligono regolare. — La geomelria elemen-
lare insegna che l'area A di un poligono regolare qualunque si
ottiene moltiplicando il suo perimetro per la metd del suo apo-
tema, cosicche, essendo n il numero dei suoi lati, [ la lunghezza di
un lato AB (fig. 64) ed a la lunghezza dell'apotema CD, dipen-
dente dai due dati » ed [, si ha

A
A_._Q'nla.

Osservando ora che, immaginando unito il centro del poligono
cogli estremi A e B del lato AB, si ha che I'angolo AGD vale
1800

—— ¢ ¢che
n

1 180°

a-:E):JCOL-n "

lo stabilito valore di A vien dato dalla formola

180°

n ’

R
A_.ancot

la quale da la superficie di un poligono regolare qualungue in
funzione della lunghezza dei suoi lati e del loro numero.

66. Area di un poligono qualunque quando si conoscono le
coordinate dei suoi vertici rispetto a due assi ortogonali. —

Sia A AL, ... A, A, A, un poligono qualungue (fig. 65) pel
quale si conoscono le coordinate di tulli i vertici, e vogliasi (ro-
vare la sua superficie.

Egli ¢ evidente che la domandata area A sara egnale alla somima
dei trapezii che attraversano il poligone diminuita dalla somma
dei trapezii che non I'attraversano e che hanno le loro basi paral-
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lele ad uno stesso asse di coordinate. Segue da cio che, essendo

B Xy Tasisanns , By _q, @, ed @, le ascisse TJT,, (_]T‘Q § m’;,
OP,_,, OP,_, ed OP,

Yor Yoo Yzo ovees s Yooss Yauu_ed y, le ordinate mv P,A,, P,A,

L]

....... P oA o BIPA o el A
si ha
1 (5‘?2—3”1)(He+y|)+($a—ﬂ?g)(yg+yi)—i— ..... "
A=g| + @1 —os) Yats +Yage) (@0 —Cucs) Yut-Yur)

+ ("T] —.’T-”) (.’h + yn)

La stessa superficie si puo otlenere considerando i trapezii aventi
le loro basi parallele perpendicolari all’asse delle y, e la formola
che risulta facilmente si oftiene dalla precedente col semplice can-
giamento delle @ nelle y e reciprocamente.

Caleolando T'area A bisogna tener conto del segno che haunno
le diverse coordinate secondo le posizioni dei vertiei a cui si ri-
feriscono per rapporto agli assi coordinali: per ollenere un sicuro
mezzo di verificazione dell’esaltezza del lavoro basta calcolare
I'area in due modi, considerando cio¢ i trapezii colle loro basi
parallele perpendicolari all'asse delle ordinate ¢ quindi quelli colle
loro basi perpendicolari all’asse delle ascisse.

7. Area di un poligono qualunque rilevato per irradiamento.
— Sia AAA; ... A, _.A, A, (fig. 66)un poligono qualunque di
n lali determinato per irradiamento, ossia in modo da essere nole
le coordinate polari dei suoi vertici per rapporto all'asse O X ed
al polo O, e vogliasi trovare la sua superficie.

Delte percio

@ s s 0 st y @u_sy @, ed a, le lunghezze dei raggi OA,,
A, DAY, e URLC DA, el U8
Oliy Clgy %3y seeveny Fnoas %, €d o, gli angoli degli indicati raggi

con OX, contati da 0" a 560" e da sinistra a drilta per un os-
servatore posto in 0 e volto verso X,

riesce facile il comprendere come l'area domandata A valga la
somma algebrica delle aree di tutti i triangoli che, avendo il loro
vertice nel punto O, hanno per base ciascuno dei lati del poligono,
e come per conseguenza debbasi avere
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3 @y 0y SeN (aty— a1, )~ Gg Ay SN (oty— 1) ... ...
A= g| +@sa.sen (tpy —2tns) 00yt SEN (2t — &ty _4)

~+a, @, sen (2, —a,)

I segni dei diversi termini di questa formola dipendono dai seni
che essi conlengono, e giammai puo nascere incertezza quando,
partendo dal vertice A, si segua il perimetro senza inlerruzione,
passando ordinalamente pei vertici Ay, Ay, ... A, o, A, A, ed A,

Se il punto O & un vertice del poligono, per esempio il ver-
tice A, (fig. 67), la trovata formola, invece di » lermini, ne con-
tiene solo n—2, perché essendo a,—0, scompaiono il primo. e
I'nltimo termine.

Soventi volte, invece di misurare gli angoli che i diversi raggi
condotti dal polo O (fig. 66) fanno con una direzione OX, si mi-
surano gli angoli che tulli i raggi fanno con uno di essi, per
esempio con OA,, ed anche per questo caso vale la trovata for-
mola quando in essa pongasi 2, —0.

68. Area di un poligono qualunque rilevato per cammina-
mento, — Abbiasi un poligono qualunque A, A A A, ... A
A, A, A, (fig. 68) di nlali rilevalo per camminamento, e quindi
determinato per cio che si conoscono n— 1 dei suoi lati ed n— 2
dei suoi angoli. Per trovare la sua superficie s'immaginino lirate
dal vertice A, tanle rette agli altri vertici, per scomporre il po-
ligono in n—2 triangoli. Le altezze A, P, .rl’o_, A,P,
X,TI-T,,,S, A_n_l"'n_,, di queski Lriangoli si possono considerare come
altrettante ordinate del vertice A, per rapporto al primo lato di
linee poligonali incomincianti ordinatamente coi lati A, A,—a,,

AgAy—=ay, AjA=ay, ... A A =0, 5 A sA, =4,y 6 i1
seguito a quanto si trovo al numero 5 sui valori delle ordinate
di diversi vertici di un poligono rilevato per camminamento, im-

mediatamente si deduce

A, P,—a,sen (a,a,)4a;sen (a a,)—+.......
s SeN (g @y) =, SN (Wy_s @) oy SED (X1 a,)

A Py—a,sen (a;ap)+.......
g SN (A thg) =y SEN (s (hg) =1 SET (A, @)
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J'\n pn—:l — “u—: sen (an—‘: lf“!m—fl) +au-—-1 sen (an—1 ﬂ'n_a}
AP s = sen (B O &)
Osservando ora che 1'area di ciascun triangolo vale la meta del

prodotto della base per la sua altezza si ha, chiamando A l'area
domandata, :

[ a,sen(a,a,)+assen(aga)+....... |
A== é a, ~+a,_.sen (a,_yi,)+a, .sen(a,_.a,)
2 -1, sen (a, ) fy)
@ 8en (A ty) 4 ....n. .. E
= :—) a, A,y Sen (ty,_s @) 0, s 8en (s ts)
) -ty S€N (@, o) g

1 —
~+ g ns | @ SCN (g s W_s) ~ @y SEN (A y a.._s)]

1
+ (‘_) s gy sen (an—-! au—-’.’)!
]

la quale si riduce a

." @, agsen (@ a,)—=a, dysen (aya,)—+.......
+a, @, ssen (a,_sa,)+a, a,_sen(a, a,)
-, agsen (@)= ...

A= El, iy Wy SBN (g )~y 1,y SEN (2, )

0y g SO (s (yyg) 0L By SCT (01 )

\ +(In—2 ﬂu—! sen (ﬂu—l au——i)

La qual formola dice che Darca di un poligono, di cui si cono-
L'ARTE UI FABBRICARE Resisfenten—det materialé, ecc. — 9.

(ocmor ePrec- prmf e
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seono Lulti i lati meno uno e tutti gli angoli meno i due adia-
centi al lato incognito, ¢ data dalla metd della somma dei pro-
dotti che si oltengono moltiplicando i lati due a due pei seni delle
rispeltive deviazioni: cosicché, essendo n—1 i lati misurati, si

(n—1)(n—9)

comporra l'ultima formola di ) termini.
(9. Area di un poligono rilevato per intersezione. — Sia A,
P . 0. PR A A A, (fig. 69) un poligono il quale venne ri-

levato per intersezione, misurando ciot il lato A, A, e gli angoli
AcA N, A AA, AA A i A WA A AL A A ed AAA,,
.:\” I\Q .-\,. A,,_._. I\g;’li. A"_u ;’L_.. f\,. SRS }\_-_."\._.I\,, i\_‘Aag'\l ed 1\3;\2 J'\,_
Volendosi trovare la superficie di questo poligono in funzione del
lato e degli angoli misurati, si ehiamino

b la lunghezza della base A, A,,

Olgy &y Tis vevees Boos Zar 802, gl angoli che le reite A, A,,
LA - -
AAGAA;, G AA A ed A A fanmo colla direzione A, A,
. i i . o wl 2" oli aneoli che le rette A, A
gty ROEL o Dlpiin Buatnas s %gom g €Wog, ghoangoll che le relle Ay A,

AgAyy AgAy s AgA, oy Ay A ed AL A, fanno colla divezione A, A,,
Considerando i triangoli A, A A, A A A, A AA, .., AA,
Aey AAA, ed A A A, in ciascuno dei quali si conescono il lato

comune A, A, ed i due angoli adiacenti, immediatamente si ol-
liene

SN 2y

.ﬁ!,:b — 5
: Sen (2324
g sen a;”
A A= =i =
sen (o~2;")
= sene.
M =b———
: sen (z—+2.")
LT sene’,
A { :’\,l_:‘:i'! e e e
sen (o, s—+2, s)
e sen o',
AA_=b—"
sen (“n—‘l_’_z n-—l)
sen o,
:\] f\“: b .

ﬁ(xn +1u’)-
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Ora, essendo I'area A del poligono proposto la somma delle aree
dei triangoli A, A Ay, A A A ALAA, b ALAALAL s ed AGA,
A, per ciascunn dei quali si possono dir noti due lati ¢ 'angolo

cﬁmpl’ém, ERSE“(}O 1‘ispe[t1'vameﬂte 3
Fhyy dy——dg=T AL, Hase by e— N
Glpt — &y a"— A‘.n—l 3y Hy T Hp — an

oli angoli di questi triangoli aventi il vertice in A,, e ponendo

SRR, o o | e
=ty ==X, =ty ==, , ge=fa. =X,

at ]

- £ —_— o —_— - g
xﬂ“i+zﬂ‘-3—-'rl—.£! «U—l-{“‘{u—[_h‘lf—'il zn+2n ‘——'zn!

- si ha la formola

1 7 ) .
- SCIL oty SOM 2, SeN 2,
— Ryt —————— sen A
| send ! 3 sen }'8 apn Slj 4
e ’
sen ez, sen z: il g
sen X sen X : T e N
A—=-b° |
) . A L ’
& BEIl ok, » SCIL e
e

sen, . .sen¥, .

’
senz’, ,senz,
senX, ,sen;

sen A i

n

la quale serve al calcolo della superficie di un poligono rilevato
per intersezione nel modo espresso dalla figura 69.

70. Area del circolo e delie sue parti. — Le figure cireolari
sono di quelle ehe pia di frequente avviene di dover considerare
nella pratica delle costruzioni, ed ecco una succinla esposizione
delle formale che servono al caleolo dell’avea A di tali figuve :

) | 1" Per un cireolo di raggio » si ha

essendo = il rapporlo delle circonferenze al diametro, 11 valore di
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questo rapporto, che si pud assumere di 22/7 uei problemi in cui
non si richiede una grande esatlezza, stando al limite delle prime
dieci cifre decimali vien espresso da 5,1415926555.

" Per un seltore circolare di raggio » e chiuso da un arco
di lunghezm I. si ha

1
\:‘2 nls
5° Per un settore circolare in cui sono noti il raggio » e I'am-
piezza a" dell’arco chiudente il settore, per essere le aree dei settori
dello stesso raggio proporzionali alle loro ampiezze e per essere

il eircolo un settore cui corrisponde I'ampiezza di 560°, risulta la
formola

‘:%m'

A" Per un settore circolare determinato mediante la sna corda
AB—2¢ e la sua monta DC=m (fig. 70), si calcolano il raggio
OA—r e langolo AOB=n", ¢ quindi si applica I'ultima formola.
Osservando che la semi-corda AD & mcdia proporzionale fra i due
segmenli adiacenli del diametro a cui ¢ perpendicolare, 1'equazione
determinatrice di » risulta (num. 24)

o
9m:

N

e, per essere 'angolo AOD=g ", dal triangolo rettangolo ADO

si deduce

o el
'lan ';_}-‘

per equazione determinatrice dell'angolo »'.
5" L'area di un segmento circolare ACB ad una sol hase si.
ottiene sottraendo dall’area del settore OACGB chiuso dall'arco del
segmento, quella del triangolo isoscele AOB che ha per vertice il
centro del circolo cni il segmento appartiene e per base la sua
corda.
6" L'area di un segmento circolare a due hasi e, pit gene-



ralmente, 1'area della parte di circolo EFGH compresa fra due
corde EF ¢ GH ed i due archi circolari EH ed FG, si oltiene
facendo le superficie di due segmenti circolari ad una sol base e
sottraendo quella del segmento minore da quella del segmento
maggiore.

7° L’arca di una corona ecircolare di raggio maggiore R e di
raggio minore », siccome differenza fra le aree dei due circoli
aventi gli indicali raggi, si oftiene colla formola

A=n(Rt—r?).

(uesta formola puo anche essere seritta

H S
A=2r 'Q"’gﬁ_r),

per cui Parea di una corona circolare si otliene moltiplicando

R—41r
‘2 3

: R+ oo ; '
la circonferenza 911—2— , avenle per raggio il raggio medio

per la larghezza R—r della corona.

8" L'area di una porzione di corona circolare, separata dalla
corona intiera mediante due retle concorrenti al centro ¢ la dif-
ferenza fra le aree di due seltori di raggi R ed » ed aventi la
stessa ampiezza »°. Siccome poi le porzioni di una slessa corona
circolare sono proporzionali alle ampiezze che loro corrispondono,
¢ siccome I'ampiezza d'un intiera corona ¢ 360°, si ha

A=

% m (RT— %),
Ouesta formola, seritta sotto la forma

_n" _R4r
A_.WT! 9 (R—-T),

mosira che la superficie di una porzione di corona circolare &
: R

data dalla -lunghezza dall’arco l_g%ﬁ ™ -—y, avente per raggio il

: . R4-r
raggio medio g

. moltiplicata per la larghezza R—r della por-

zione di corona.
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71. Area delle semi-ovali. — L'area di un quarto di ovale
ACD (fig. 32) si oltiene facendo le aree dei settori circolari
AO b, b0 ¢y oy €0,/ ed [0, D, sommando quesle aree e sot
traendo dalla somma 'arca del poligono G0,0,0;....... 0, ,0,0,,,.
Il doppio del numero che cost si ottiene rappresenta 'area com-
presa fra le semi-ovali ¢ la sua corda. Le aree degli indicati set-
tori assai facilmente si ollengono giacche, come si ¢ visto nel ca-
pitolo I della prima parie, si conoscono i loro raggi ¢ le loro
ampiezze ; in quanto poi all’area che si deve sottravre dalla. somma
degli accennati setlori riesce assai agevole L'ottenerla, giacehé vale
essa la somma delle aree delle figure 0,P,0,, 0.P,P,0;, ...,
0,,P, 10, ed O,P,CO,., la prima delle quali ¢ un friangolo
rettangolo e le altre trapezii pei quali si conoscono basi ed al-
lezze.

Dovendosi trovare area di una zona compresa fra due mezze
ovali aventi le loro corde su una medesima direzione, si toglie
dall’area della semi-ovale maggiore 'area della semi-ovale minore.

72. Area di un segmento parabolico. — Avviene qualche volta
nella pratica di dover ottenere I'area d'un segmento parabolico,
come APM (fig. 71), terminato da un diametro A 2 ¢ dall’ordinata
PM parallela alla tangente AV, ed ecco come elementarmente si
pud ottenere quest’area.

8'immagini inscritta la linea poligonale MM'M" ... A nel-
larco di parabola, condotte pei vertici M, M, M, ....... le tangenti
MT, WT, M"T”, ....... alla parabola, non che le ordinate MP, W

M7P”, ... Le indicate tangenli determinano colle loro interse-
o
zioni suceessive i triangoli TR'T, T'R'T”, ... che convien para-

gonare coi trapezii corrispondenti PMMP, P'M'M”P”, ....... Ora,
se dal punto R e dal punto I posto sul mezzo della corda MM,
si abbassano ITG ed TK perpendicolarmente ad Az, se da I si
conduce TL parallela ad MP, ¢ se da P si tira PO perpendicolare
ad MP, si ha

I

TRY f-)'ﬂ“'xu 0
PMM P =TLXP0O=PI"XIK.
Ma per essere MT ed M'T" tangenti alla parabola nei punti M ed

W, e per essere nella parabola la solto tangente il doppio dell'a-
scissa, si ha AT=AD ed AT'=AP’; per cai TI'=P}”. Condu-
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cendo per il punto I la retta IG parallela ad A 2 si ha pella retta
IG un diametro della parabola, e le tangenti alla curva in M ed
M devono lagliare questo diametro nello stesso punte; il puste R
si trova adunque sul diametro 1G, ed ﬁi}u & eguale ad TK. Risulta
da tutlo questo: che la superficie del trapezio PMMI ¢ doppia
di quella del triangolo TRT"; che la stessa relazione ha luogo fra
la superficie di ciascuno dei trapezii analoghi a PMMP ¢ quella
del triangolo corvispondente: che la somma dei trapezii ¢ doppia
della somma dei triangoli, qualunque sia il numero dei lati della
linea poligonale inscritta nell’arco parabolico AM: che il segmento
parabolico AP M, il quale ¢ il limite della prima somma, e il dop-
pio del triangolo mistilineo AMT, che ¢ il limile della seconda
somma; che il segmento ¢i due terzi del triangolo rettilineo TMP
ossia del parallelogramma APMV equivalente al detto triangolo sic-
come avenle altezza eguale e base metd di quella del triangolo, e
finalmente che il segmento parabolico APM ¢ i due terzi del paralle-
logramma fatto sull’ascissa AP ¢ sullordinata M.

Risulta dal sin qui detto ehe, chiamando

aeh Pascissa AP ¢ Pordinata PM di un segmento o triangolo
parabolico, avente per lati Varco di parabola AM, I'aseissa dell’e-
stremo M contata a partive da A sul diametro A e Uordinata dello
slesso estremo M parallela alla tangente della parabola in A,

+ I'angolo M P2 che misura Uinclinazione dell’ordinata della pa-
rabola al diametro,

A 'area del segmento parabolico,

si ha
A— 2(:. bsen «. '
3
73. Area dell’ellisse e dei segmenti ellittici. — Anche l'el-

lisse & una figura piana della quale soventi volte si deve nella pra-
tica valutare I'area, ed ecco le nozioni fondamentali che elementar-
mente conducono sia alla valutazione della superficie dell’intiera
ellisse, sia alla valutazione di quelle sue parti che pin di frequente
avviene al costruttore di dover considerare.
1" Se sull'asse maggiore BC (fig. 72) di un ellisse si descrive

un eireolo, e se chiamansi

« il semi-asse maggiore AD,

b il semi-asse minore A D, :

yed Y le due ordinate PN ¢ PM clevate nello stesso punto P
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fino alla periferia dell’ellisse e fino alla periferia del circolo, si sa
esistervi fra le quattro indicate lunghezze la semplicissima rela-
Zione '
y__b

g

Premesso questo, se nella civconferenza si mserive un poligono
qualunque CMM'M” ..., se da ciaseuno dei suoi vertici si abbas-
sano delle perpendicolari sull’asse BCe se si congiungono con refte
i punti in cui queste perpendicolari tagliano I'ellisse, si viene a
formare un poligono CNN'N" ... inscritte nell’ellisse. Ora, un
trapezio qualunque MPP'M" preso nel circolo ha per superficie
Pespressione

PM4+PM)PT,

bS]

e la superficie del trapezio corrispondente NN preso nell'el-
lisse vien data da

La superficie del secondo trapezio sta adunque alla superficie del
primo trapezio nel rapporto

1 ha
PN+PN _ o
PH--PHY %
¢ quindi essendo le aree di due trapezii corvispondenti nel rapporto

. b
costante di = nello stesso rapporto staranno pure le aree dei po-
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ligoni, ¢ questo qualungue sia il numero dei loro lati, Questo rap-
porto adunque sard pur quello dei loro limiti, cosicehe chiamando
A Tarea dell’ellisse ed
A" quello del circolo,
si avri

Ma l'avea A’ del cireolo vale
data da

a®, ¢ quindi quella dell’ellisse vien

A—rab.

2" L'area di una corona ellittica si otliene toglicndo dall’area
dell’ellisse maggiore quella dell’ellisse minore.

3' Se, invece dei due semi-assi principali @ ¢ b dell’ellisse,
sono noti due semi-diametri coningati «” ¢ 6" non che Fangolo «
che essi fanno fra di loro, siccome si sa che

ab=a'l'senz,

ne deriva che Uarea dell’ellisse in [unzione di due suoi semi-dia-
melri coniugali vien espressa da

A—ra Vsenz.

A Quando si vuol trovare la superficie, non di un’inticra el-
lisse, ma sibbene soltanto d’'un segmento ellittico PP N'N compreso
fra due ordinate perpendicolari all’asse BC, facendo un ragiona-
mento analogo a quello che venne fatto per I'ellisse intiera e chia-
mando

A, Parea del segmento ellittico PP'N'N,
A, 'area del segmento circolare corrispondente P P'M'M, si trova |

b ]
-'\1:& Ay,

e cost la quadratura d’un segmento ellittico si trova ridotta a quella
d'un segmento circolare, facilmente effettuabile colle regole di geo-
melria elementare.

5" Se invece trattasi di avere l'area d'un segmento ellittico,
compreso fra un diametro qualunque BC (fig. 75) ¢ due ordinate
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PN ¢ PN parallele al suo coningato, s'immagina deseritto un cir-
colo su BC come diametro; s'inserive nell’arco d'ellisse NN una
linea poligonale NRR’ .......: dopo, avendo condotte le ordinate RS,
RS, parallele ad NP, si elevano su BC le perpendicolari PM,
SH, § . ¢he determinano sulla civconfervenza i punti M, H,
I, 4.0 si congiungono questi punti fra di loro e si paragonano
i trapezii obliqui, come PSHN, ai trapezii rettangolari corrispon-
denti. Abbassando dal punto S la perpendicolare ST su PN, dal
triangolo rettangolo SIT si ha

S1=8PsenlPS.
Segue da eid che Parea del trapezio obliquo PSRN vien data da

mentre quella del trapezio rettangolare corrispondente I'SHM vale

PM+4SH)SP,

b =—

Ora, essendo

Y= —, (@' —z),
Y= :

Pequazione dell’ellisse rapportata a due diametri coningati, uno dei
quali ¢ BC, e le cui meta sono « e I, ed essendo
y‘i'.: t-!”"l___&-‘.-‘

Pequazione del circolo rapportata al diametro BC ¢ ad un altre
diamelro a questo perpendicolare, evidentemente si ha I'eguaglianza
di rapporti

I
SH

7
prsc

b’
v

PN
PM
dalla quale immediatamente si deduce

PN+SR __ ¥

PM—+-SH ¢
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Segue da cio che chiamando « l'angolo NPB=IPS, eguale a
quello che il diametro B G fa col suo coniugalo, si ha

’

- SE11 2
i

per rapporto della superficie del trapezio obliquo PSRN a quello
del trapezio rettangolare corrvispondente PSHM; e siccome 1 tra-
pezii corrispondenti sono tra loro nel rapporto costante or ora
trovalo, qualunque sia il loro numero, un segmento ellittico qua-
lunque NPP'N" deve stare nello stesso rapporto al segmento circo-
lare corrispondente MPP'M".
Chiamando adungue

\, area di un segmento ellittico compreso fra un diametro e
due ordinate parallele al diametro coningalo del primo, ed

A, l'area del segmento circolare corrispondente compreso Ira
il detto diametro ¢ due ordinate ad esso perpendicolari,
si ha

!

A, —=— A, senz.
AT Ay

In tal modo si fa dipendere I'area A, d'un segmenlo ellittico dal-
l'area A,” d'un segmento circolare da oltenersi coi semplici pro-
cessi a cui conduce lo studio della geomelria elementare.

74. Calcolo dell'area compresa fra una curva, una retta e due
perpendicolari a questa retta; fra una curve, una retta passante
per un suo estremo ed una perpendicolare a questaretta; fra una
curva e la sua corda. — Sia ABC una curva (fig. 74), DE una
retta, DA ed EC due perpendicolari abbassate dai due estremi di
quella su questa, e sia proposto di ottenere la superficic contenuta
fra queste quatiro linee.

Percio dividasi la base DE in parti eguali nei punti ¢, ¢”, ¢,
....... : le' llll(}‘iLl punti di divisione s’innalzino le perpendicolari
r[ m, q'm’, q ", .., Varea totale resteri cost scomposta in
tanti trapezii la cui somma, quando gli archi Am’, m'm”, m" " m”,
....... si confondano sensibilmente colle loro corde, dard approssi-
malivamente 'area cercata: cosicche indicando questa con A, con b
il valore di ciascuna parte in cni venne divisa la DE, con P s

i L

G e le Iunghezze delle diverse perpendicolari, si avra
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A=hlEP P.;p-q-fﬂ#_

Mettendo h fattore comune, osservando che la prima perpendico-
lare p entra solo nel primo termine, ¢ l'ultima p™ solo nell’ul-
limo, si avra

y. ‘—h (P“l"} +1] +fj +P’”+ ....... +F{”—-“)-

Questa formola, detta formola di Bézoul, serve anche a trovare
Parea compresa fra una curva ABC, una retta DG ed una per-
pendicolare AD (fig. 75) facendo p™=0; e serve pure ad ottenere
la superficic compresa fra una curva ABC e la sua corda AC
(fig. 76) quando si faccia p—=0 e p™'=0.

Adoperando la formola qui trovata, 'area che si oltiene ¢ mi-
nore della vera quando la curva ¢ in tutta la sua estensione con-
cava verso la base, e maggiore quando & convessa; imperocche,
nel primo caso si levano ¢ nel secondo si aggiungono all’area
otlenula i piccoli segmenti, compresi fra eiascun archetto della
curva e la corda di questo archetto

75. Formola di Simpson. — L'errore che si commeltle impie-
gando la precedente formola si puo rendere piu piccolo, conside-
rando una copia di detti archetti, per esempio Am'4-m'm” (fig.
77), dividendo Vintervallo D¢”—=2%k in tre parti eguali nei punti
F ¢ G, ed innalzande per questi le due perpendicolari FH e GT,
onde avere i tre trapezii ADFH, HFGI, 1G¢”"m", che, conside-
rati come reltilinei, danno per somma delle loro aree

I L 5 &T

2 (p-+TTF) 4 & (AF +GT) + 2 (G 1) = (p-2TTF+ 3G T+p).
3 3 3 3

Ponendo in questo risultato p'— HF _)HJI, ossia 2WF+ +261=4p",

onde compensare in qualehe modo lerrore commesso conside-
rando i precedenti trapezii come retiilinei, si olliene

I y :
b por et
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la quale espressione, unila alle analoghe %(p”—{—&p’"—i—p"}.

g(p“'—[—-’ip" ~+p"); weeenny Oltenute considerando le aree proietlale

sugli intervalli 24 della base, condurra alla formola
} ’ ’r e (]
A=g (p-+A4p+ 20+ 4y + ") ().

Egli ¢ evidente che, per applicare questa formola, il numero delle
parti eguali in cui si deve dividere la base DE (fig. 74) deve es-
sere pari, Facendo in questa formola p==0, si ha la superficie del
terveno rappresentato nella figura 75: e facendo p=—0, p™ =0,
si ha quella del terreno rappresentato nella figura 76.

Al medesimo risultato si giunge considerando ciasenna coppia

di avehetti, qual ¢ Am’—-m'm” (fig. T4), come un arco di para-
bola ordinaria di equazione

y=A+Br+Ca?,

dove A, B e C sono tre parametri da determinarsi colla condizione
che essa debba passare pei tre punti A, m" e m”. Percid pongasi
Porigine delle coordinate in D, prendasi la DE per asse delle
ascisse, e la DA per asse delle ordinate, e si avra che le coordi-
nate dei punti A, m', m”, sono rispettivamente (0, p), (h, p*), (2h, p”),
¢ si potranno stabilive le seguenli equazioni

p=A>A, P =A+Bh+4-Ch*, P =A+2Bh+4CH",

dalle quali, ricavando A, B e €, si ha

_ —3p+hp—p” p—2p +p”
A:p, Bi= B > (‘—_G):};Té'—p

Lavea ADg”m” ¢ data da

ah -3
J yde=—|] (A+Br+Cae*)de—=2A h—f—QBh‘z-{—gChﬁ;
0 0

e, sostituendo ad A, B, € i loro valori, si trova
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2h
4
J yde=2hp~+h(—3p-+4p’ --p")+;!,Jh{'?':——‘:zp'—i—p")
0 )

h 4 rr
=g p+4p'+p"):

espressione identica a quella gia ottenuta con altro metodo, e che
agginnta alle sue analoghe riproduce la formola (1).
Conchindendo sul merito di questa formola, ¢ da osservarsi che
essa puo dare un valore pin esatto dell’area compresa fra un areo
di eurva, una retlta e due perpendicolari, soltanto nel caso in cui
la concavita della eurva trovasi volta verso la base. Nel caso ehe
cio non avvenga, come nella fig. 78, bisogna econdurre la reila
ACG, caleolare la superficie del trapezio ACED, quella compresa
fra la corda AC e Ta eurva ABC, ¢ diffalearve dalla prima la seconda.
76. Aree delle zone comprese fra due linee parallele. — Non ¢
raro il caso di dover trovare P'area di una zona compresa fra due
lince poligonali parallele fra loro, e terminata ai suoi capi da due
rette avenli direzioni qualunque, perche ad ogni istante s'incon-
trano appunto terreni intersecati da fossi e da strade la cni lar-
ghezza ¢ effettivamente, o almeno si puo ritenere come costanlte.
In questo easo basta osservare che, congiungendo (fig. 79) i verlici
corrispondenti A e A, B e B, € ¢ €, ..... due a due, l'area a
caleolarsi trovasi scomposta in tanti trapezii di basi a e b, " e I,
E , di altezza costanle o, e la eni somma, costituente 1'area
dimandata, sara
a -}—h

tH—h u'j-—l—f;_

AR

Hpriehinve (1,

d'onde, ehiamando o e 0™ le basi dell’ultimo trapezio,

e (A" —4a"+...... ~+-a N (D=0 40" 4 ... ") 9)
. — ‘:?‘ =ty

risultato che dimostra essere l'avea voluta eguale alla larghezza
costante della zona moltiplicata per la semi-somma delle Junghezze
delle due linee poligonali.

Se ora immaginiamo divise per mezzo tutle le rette AN, BE



= B —

[ e B nei pimti A7, B”, €7, ........ & se si indicano con m, m’,
rletmedie AR B delle basi dei trapezii, si avrd
a+b__ LA e AN o™ = b
g =M, =M s g =m",

A=h(im+m'4+m"+....... —~+m'") (3.

Questo risultato dimostra come larea della zona sia anche eguale
alla larghezza costante della zona moltiplicata per la linea poligo-
nale media fra le due date.

Le due regole gid esposte pel caso di due linee poligonali fra
loro parallele sono anche applicabili al caso di due curve quando
la saperficie della zona [ra esse compresa si puo considerare come
generata dal movimento di una refta che percorre col suo mezzo
la curva media A”B”C”, conservandosi ad essa normale e senza
passare due volte per un medesimo sito. Le medesime regole si
applicano anche al calcolo dell’area di una zona qualunque com-
presa fra due curve parallele (fig. 80), ed i risultali che si ottengono
sono abbaslanza esalli per la pratica.

In un altro modo generalmente pin lungo, ma Lalvolta comodo,
si possono avere simili superficie, condncendo cioé una linea di
base MP, cercando, con una delle regole date nei due precedenti
numeri, area del trapezio curvilineo MABCP, ¢ togliendovi I'area
dell’altro trapezio curvilineo M'A’B'C’1”, non che quella dei due
trapezi rettilinei MAA'N, PCCT.

77. Valutazione delle aree dei terreni. — Quando per rilevare
il terreno di eni vuolsi I'area si usano i soli strumenti che servono
a misurare distanze, oppure a questi si accoppia I'nso di uno
squadro agrimensorio o di un goniomelro, ¢ sempre possibile, coi
metodi esposti nei numeri 63, 64, 65, 66, 67, 68 ¢ 69, calcolare
I'area voluta coi dali presi sul terreno o con altri che da quesli
si deducono, ed i risultati che si oltengono sono della massima
esallezza quando le misure siansi fatte colla dovuta cura ; lo stesso
grado di precisione non si pud raggiungere costruendo il piano del
terreno e desumendone la superficie collo scomporlo in figure geo-
meltriche calcolabili, come triangoli, rettangoli, trapezi. Questo
metodo perd, che & il solo da impiegarsi nelle operazioni eseguite
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colla tavoletta, si nsa anche per i lerreni rilevati cogli altri stru-
menti siccome non imbarazzante in caleoli, facili se si vuole, ma
lunghi e fastidiosi. |

Allorquando si ha un piano e che vuolsi desumere I'area di uno
o pit appezzamenti in esso rappresentali, si puo condurre verso
il suo mezzo una retta di base nel senso della maggior lunghezza,
abbassare su questa delle perpendicolari dai varii verlici e misurare
colla corrispondente scala tutte le perpendicolari non che le distanze
fra le medesime, seguendo cosi un processo in lulto analogo a
quello che si tiene sul terreno nel rilevare eollo squadro agrimen-
sorio, e che sempre conduce a scomporre la figura in triangoli,
trapezii ed in parli comprese fra linee rette e linee curve. Il metodo
d'inserivervi un gran ftriangolo, o un gran rettangolo, o un gran
trapezio, ¢ di prendere i loro lali per linee di base, impiegasi in
tale operazione con huon suceesso, perche con una sola figura s’in-
comincia ad avere quasi la (olalita della superficie a valutarsi.

Pia spedito del suesposto metodo ¢ quello della triangoli zzasions,
che consiste nello scomporre la figura a misurarsi in triangoli
avenli una certa regolarita, oltenuti prolungando alcuni lati onde
far si che il loro numero sia il pitt piccolo possibile, e nel trovare
ciascuna base ed allezza, ulilizzando, se si puo, qualche misura
desunta dal quaderno dei rilievi locali. Talvolta, oltre questi triangoli.
rimangono delle parti comprese fra un perimetro molto frastagliato
o curvilineo : queste parti si calcolano o colla scomposizione in
trapezii e triangoli retlangoli o colla regola data al numero 74.

I numeri necessarii al calcolo dell’area si notano (alvolta per
maggior chiarezza su un abbozzo o sul piano geomelrico stesso:
le singole parli o caselle oltenule con la scomposizione devono
essere distinte con numeri progressivi o con lettere, ed il tullo va
traseritlo in un casellario disposto in modo che si possano collo-
care in apposite linche: 1° I'mdicazione degli appezzamenti; 2° il
numero. d’ordine d'ogni casella: 3’ la denominazione della sua
figura; 4" le dimensioni lineari o i due fattori alli a dare l'area
doppia di ognuna di esse; b le aree doppie delle caselle addiet-
live ¢ sottrattive; 6° le aree dei singoli appezzamenti.

La figura 81, rappresentante due appezzamenti A e B, da l'idea
di una scomposizione per Iriangolizzazione: un casellario che puo
convenire ¢ quello che trovasi qui appresso riportalo.
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Le aree si oltengono doppie per non essere costrelli a prendere
sempre la metd di uno dei fattori che servono a conseguirle ; e se
lalvolta si presenta qualehe rettangolo, conviene registrare nella
colonna dei fattori la sua Dbase e la doppia altezza, la quale va
pure raddoppiata nelle figure mistilinee.

L’operazione di prendere col compasso sulla seala del disegno
le misure di base e di altezza di ciascuna casella, e di riportarle
nelle apposite colonne del casellario, dicesi impostazione.

78. Relazione esistente fra una scala di proporzione , una
superficie naturale e la corrispondente superficie sul piano. —
La ligura di una data porzione di terreno disegnala in iscala, &
sempre simile alla figura naturale del terreno medesimo, ¢ quindi
il rapporto delle aree di queste due figure deve essere eguale a]
quadrato del rapporto delle dimensioni lineari o ancora al quadrato
della frazione scala. Segue da cio che, chiamando s la superficie

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomeiria pratica, ece. — 10,
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di una figura rappresentala in un piano, S la superficie naturale

: i ; G b
corrispondente, = la scala del piano, si avra

Sl limX2
SNk J

dalla quale, ricavando successivamente s ed 8, si hanno

m\? 1. my*
s—=S{ — ” o Bt ] [REEAR !
n n

formole che danno luogo alle regole seguenti:

1" Data una superlicie naturale, si trova la sua rappresentaliva
in iscala moltiplicandola per il quadrato della frazione scala o, men
generalmente, dividendola per il quadrato del denominatore, quando
il numeratore ¢ egnale all'unita;

2" Data Parea di un piano eseguito in una determinata scala, si
frova la superficie naturale corrispondente dividendola per il qua-
drato della frazione scala, o moltiplicandola semplicemente per il
quadrato del denominatore, quando il numeralore & eguale all unita.

Trovala I'area di una figura rappresentala in un piano, usando
di semplici righe e squadrette per operare la scomposizione in
figure geometriche elementari e prendendo le misure col doppio
decimetro, si giugne, coll’applicazione della seconda regola, a de-
sumere la superficie naturale del terreno rappresentato senza co-
struzione di scale.

79. Planimetri. — Vi sono degli ingeguosi ed ulili apparati
meccaniei, i quali servono a valutare le aree di figure piane dise-
gnate sulla carta. Tali strumenti prendono il nome di planimetri,
¢ nei numeri che immedialamente seguono vien dala la descrizione,
la teoria e 'uso del planimetro ortogonale e del plamimetro polare,
che sono i due riconoseiuli veramente utili e comodi nella pratica.

80. Descrizione del planimetro ortogonale. — Una base mu-
nita di tre guide g, ¢, 9”: un carretto € a Lre ruote scorrevoli
sulle aceennate guide (fig. 82): un disco cireolare D, parallelo al
piano della base e girevole intorno ad un perno ad esso perpen-
dicolare con euni fa corpo un tamburo T; una lunga riga- RK
disposta perpendicolarmente alle guide che con due bracei serve a
tener teso un filo finissimo d’argento f, che s’avvolge all’accennato
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tamburo; un secondo disco eirecolare o volella 1, col suo piano
perpendicolare a qguello del disco D) e su eui appoggia per puro
contatto; un eircolo graduato G su cui scorre un indicatore quando
la rotella I gira intorno al suo asse a; e finalmente un caleatoio
¢ che (rovasi ad un estremo della riga, costituiscono 1'essenziale
del planimetro ortogonale. Il carretto puo scorrere longitudinalmente
in direzione delle guide, e la riga, sempre mantenuta in senso
perpendicolare alle gnide medesime colle piccole ruote r, ¢ ed 17,
pud muoversi innanzi e indietro pel verso della sua lunghezza, per
modo da essere sempre possibile far percorrere al calcatoio il pe-
rimetro di una fignra chiusa collocata nel piano inferiore della base.
Lo scorrimento della riga nel senso della sua lunghezza produce
un moto giratorio nel tamburo e annesso disco D, il qual molo,
per semplice contatlo di sviluppo, si trasmetle alla rotella D e
quindi all’indice girante sul lembo graduato. Ben di frequente al-
U'estremo del perno a trovasi un rocchetto con cui ingrana una
ruota d, denlala alla periferia coi denti generalmente costrutti in
modo da passare due mezzi denti ed un intervallo per ogni giro
d’indicatore ; una tal ruota serve a valatare il numero intiero dei
giri dati dallindicatore senza essere costretti a contarli darante il
tempo, per cui lo strumento trovasi in azione.

01. Teoria del planimetro ortogonale. — Per ben comprendere
la teoria del descritto planimetro, s'immagini un rettangolo ABGCD
(fig. 85 e 84) aventi i due lati AB e CD paralleli al filo metallico,
e per conseguenza gli altri due lati BG ed AD paralleli alle guide.
I lati AB ed AD del rettangolo si indichino rispetlivamente colle
lettere a e b; la distanza EO del punto di contatto della rotella
dal centro del disco sia d; sia » il raggio OF del tamburo su cui
avvolgesi il filo metallico, ed ¢ il raggio EG della rotella.

Quando il calcatoio passa da A in B, il tamburo ed il disco che
con esso fa corpo gireranno intorno al loro comun asse, e siccome
la votella gira in pari tempo intorno al proprio asse, si vedra scor-
rere lindicatore sul cireolo graduato. Chiamando x 'arco percorso
da tulli i punti del tamburo ¢ dell’annesso disco che sono a distanza
1 dal loro asse di rotazione, y I'arco percorso dagli analoghi punti
della rolella intorno all'asse proprio; U'arco percorso dai punti del
tamburo in coincidenza col filo metallico sard espresso da rax ed
avra la lunghezza «, per modo che si potrd porre per prima e-
(uazione

=14
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I punti del disco, che distano dal centro O della quantita d, avranno
percorsi archi di linghezza d; i punti della periferia della rotella
avranno deseritti archi di lunghezza »'y; e siccome quesli due
ultimi archi devono essere eguali, si avra per seconda equazione

rey=ai.
Eliminando x dalle due stabilite equazioni, si conchinde

”_ad
. _'?,lr")
e chiamando N’ il numero dei giri percorsi dalla rotella, il qual
numero si ottiene dividendo I'arco y di raggio 1 per la circonfe-
renza 27 dello stesso raggio, si avrd

N — ad
T nre”

Facendo ora scorrere la punta da B in C, la distanza OE—
si cangia nell’altra O'E=d==b (valendo il segno ~+ pel caso della
figura 85, ed il segno — per quello della figura 84), e la rotella
non gira. Portando dopo la punta da Cin D, la rotella, girando
in senso contrario al primo, fa il numero di giri

a(d==b)
Qrre

N =

2

per modo che l'indice, tornato indietro del numero di giri N,
segneri

NN & (d==b) wd

1

Qzrr Qrorr’”
Facendo finalmente ritornare il caleatoio da D in A, la distanza
O'E—=d==b torna a divenlare 0 E—4d senza che abbia luogo ro-
tazione alenna nello strumento.

Intanto ricavando il prodotto ab dall’ultima equazione, si (rova

ab=2nrr'(EN"ZN)

dove i segni superiori si rviferiscono al caso della figura 85, e gli
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inferiori a quello della figura 84: cosicche I'area del rettangolo
ABCD ¢ proporzionale al numero dei giri dati dalla rotella, quando
col calcatoio si percorra I'intiero perimetro del rettangolo medesimo,

Si immagini ora che, invece di un sol rettangolo, se ne abhiano
due ABCD, EFGH congiunti I'nno coll’altro come lo indica la
figura 85, e che al calcatoio del planimetro si facciano percorrere
gli intieri perimetri dei due rettangoli: allora I'indicatore segnerd
sul lembo gradualo un numero proporzionale alla somma delle due
aree. Osservando pero che in questo movimento la linca BF vien
percorsa due volte in senso contrario, cio che segna U'indice quando
la punta viene da F in E & distrutto da ¢io che segna lindice
quando essa viene da E in F: cosicche, anche percorrendo il solo
perimetro che abbraccia I'assieme dei due rettangoli, deve risultare
nel numero dei giri della rotella una quantita proporzionale all’area
dei due rettangoli. Lo slesso avra luogo quando si abbiano pin di
due rellangoli assieme collegali come i precedenti. Cio posto, sie-
come una figura qualunque si pud sempre supporre scomposia in
liste rettangolari di larghezza infinitamente piccola e di Iunghezze
parallele al filo metallico, ne segue che, facendo percorrere dal
calcatoio del planimetro il solo perimetro di una figura qualungue,
si avrd nel numero di giri dati dall'indicatore un numero propor-
zionale all'area compresa nel perimetro percorso.

Dal sin qui delto si pud conchiudere che, chiamando A I'area
di una figura qualunque, N il numero dei giri dati dall'indicatore
nel mentre il calcatoio ne percorre il perimetro intiero, e ritenendo
le nolazioni gid sopra stabilite, si avra

A=2xzryN 1,
e, facendo per semplicita 2xrr’ —m,
A=mN (2).

82. Uso del planimetro ortogonale. — L'uso del planimetro
ortogonale riesce della massima comodita pratica, allorquando il
disco graduato ¢ talmente costrutto da rappresentare in ogni sua
divisione una delerminata unita superficiale. Percid convien fissare
prevenlivamente la superficie che vnolsi corrispondente ad un inticro
giro, bisogna conoscere il raggio » del tamburo e, partendo dalla
formola (1) del numero precedente, dove A ed » sono noti ¢ dove
N=1, dedurre il ragzio »” della rotella. Cosi, se delerminasi il raggio
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della rvolella in modo d'aver rappresentata nell'intiero givo la su-
perficic di 2000 millimetri quadrati e se tulto il lembo graduato
vien diviso in duecento parti eguali, una di tali parti da 10 milli-
metri quadrati, dieci pacti rappresentano 100 millimetri quadrati
ed ogni mezzo giro 1000 millimetri guadrati. Ora, se la piceola
ruota dentata ¢ costrutta in modo da passare una sua divisione per
ogni mezzo giro d'indicalore, si avra che ogni sua divisione cor-
risponde a 1000 millimetri quadrati, cosicché le migliaia di mille-
melro quadrato si avranno dalla ruola dentala, le eentinaia nelle
grandi divisioni del lembo gradualo e le decine nelle piccole sue
divisioni. ;

Per costrurre un planimetro ortogonale in modo che ogni
divisione del suo disco gradualo rappresenti una data unitd super-
ficiale ¢ adunque necessario misurare il raggio » del tamburo, ¢
costrurre la rotella in modo che abbia il raggio +* dedotto dall’e-
quazione (1) del numero precedente. Ora, atteso la picciolezza di
questi raggi e quindi atteso la difficolta che necessariamente incon-
trasi nel valatarli, si puo benissimo ottenere che ogni divisione del
disco graduato rappresenti con una cerla approssimazione una pre-
stabilita unita di superficie, ma non ¢ da aspeltarsi che la rappresenti
esallamente. Segue da cio doversi impiegare nella valutazione delle
aree col planimetro ortogonale la formola (2) del numero precedente,
determinando sperimentalmente il suo coefliciente m. Prima pero
dimpiegare la detta formola nella determinazione del coefliciente
m conviene eliminare da essa il numero N esprimendolo in funzione
del numero v delle piccole divisioni del lembo graduato corrispon-
dente al numero N di girvi. Si osservi percio: che, ritenendo fatte
come gia si & delto le divisioni del disco graduato, ogni giro intiero
dell’indicatore corrisponde a 200 delle piccole divisioni; che per
conseguenza

¥

N= 5003

e che finalmente 'equazione che si presta alla delerminazione di
m, diventa
v
A—m 55
200

Per questa determinazione si faceia percorrere al calcatoio il
contorno di una figura di area nola; si tenga conto del numero
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delle piccole divisioni del lembo gradunato percorse dall'indica-
tore; e si faceia il quoziente dell’area della figura, il cui intiero
perimetro venne percorso dal caleatoio, per Uindicato numero di
divisioni. Questo quoziente rappresenta il coefliciente numerico ;%[:’.
Per fissare le idee suppongasi che al caleatoio si faceia percorrere
il perimetro di una figura quadrata avente 1 decimetro dilato ¢ quindi
della superficie di 10000 millimetri quadrali; che al principio
dell’operazione, ossia appena il caleatoio si ¢ portato in un punto
del perimetro della figura, si leggano 4 divisioni sulla ruota dentata
¢ 23 divisioni sul disco graduato, e che alla fine dell operazione,
ossia dopo ehe il caleatoio ha percorso lintiero perimetro della
figura, leggasi il numero 14 sulla ruota dentata od il numero 19 sul
disco. Le piceole divisioni segnate dallo strumento al principio
dell’operazione erano 423, e 1419 quelle indicate alla fine. Segue da
cio che, nel perecorrere il calcatoio I'intiero perimetro della fignra,
sotto estremita dell'indicatore saranno passate 1419 — 425 — 096
piccole divisioni del disco gradunato, e che quindi, facendo A==10000

e »— 996, I'nltima equazione diventera
096
l”UUU___— Gj]ﬂ i,
dalla quale si ricava 5
Mt 500000
S

0ssia ancora

m— 2008,
quando si tenga solamente conto della sua parte intiera.

Per determinare il coefficiente m conveniente ad un dato plani-
melro, si ripete I'operazione ora descritla su diverse figure piane di
contorno ¢ di superficie diversa. Tutle quesle operazioni condur-
ranno a valori poco diversi del coefficiente n% ed ¢ la media aril-
metica di questi che costituisce il vero valore da adollarsi.

Ammettendo che il valore di m conveniente ad un dato plani-
metro ortogonale che vuolsi impiegare nella valutazione delle arce
sia quello or ora (rovalo, ossia 2008, I'ultima formola esprimente
la superficie A diventa

A=10,04.v,
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la quale serve a trovare I'area di una dala figura piana operando
come segue. Disposto il planimetro ed il foglio su cui la detta figura
trovasi disposta in modo che un punto del caleatoio si trovi in un
punto del perimetro della figura slessa, si faccia sullo stramento la
prima letlura, e suppongasi che sia essa di 2 divisioni sulla ruota
dentata e di 74 divisioni sul lembo graduato: dopo si faceia
percorrere dal ealcatoio I'inliero perimetro della figura, e si passi
alla seconda leitura, e suppongasi che sia essa di 11 divisioni sulla
ruota dentata e di 7 divisioni sul lembo graduato: si oftenga la
differenza fra la seconda e la prima lettura, espresse prendendo per
unita le piceole divisioni del disco gradualo, ossia si ollenga la
differenza fra i due numeri 1107 ¢ 274; questa differenza, che ¢
833, rappresenta il numero v, e risulla quindi

A=10,04 X 833=28363""4,32,

ossia 'area della figura il cui perimetro venne percorso dal calea-
toio & di millimetri quadrati 8565,52.

Inveee di far percorrere dal calcatoio nna sol volta il perimetro
della figura di cui vuolsi 'area, si puo seguitare per far si ehe il
detlo perimetro per intiero venga percorso due, tre, od anche un
maggior numero di volte. Allora, chiamando il numero che esprime
quante volte il perimetro venne percorso dal calcatoio, L’ la prima
lettura ossia la lettura iniziale ed L” la lettura finale, si ha evi-
dentemente

IJ’ ; e ]J’
n

=

2

e facendo cost una serie di corse intiere per dedurre il valore di v,
probabilissimamente si ottiene un’area che si accosta alla vera, piu
di quello che si ottiene deducendo il valore di v da una sola corsa.

Quando vuolsi ancora maggior esatlezza nella valulazioue dell’area
di una figura, si possono fare due o pin serie di corse trasporlando
in ogni serie il planimetro. In questo caso essendo d, d,, d., .......
le differenze delle lettere iniziale e finale per le serie 17, 27, 3, ... ..
ed n, n, i ....... 1l numero delle corse faite in ciascuna serie, si
ottiene il valore medio di v col porre

__$+a2+-55+.. .....
R T L ;
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Allorgquando la figura di cui vuolsi trovare F'area & mollo esiesa,
per modo che risulti impossibile di far percorrere l'intiero suo peri-
meltro dal calcatoio stando il planimetro in una sola posizione, si
scompone essa in lante figure minori, per ciasenna delle quali si
trova I'area come si & delto, ¢ la somma delle aree di tnlte queste
ligure componenti la figura totale da I'avea domandata.

Non occorre dive come il planimetro ortogonale da Varea effet-
tiva della figura disegnata sulla carta il eui perimetro per intiero
vien percorso dal calcatoio, e come per conseguenza, volendosi
I"area del terreno rappresentato in un tipo, hisogna procurarsi
prima l'area che la figura rappresentante il terveno ha sul tipo, e di-
viderla quindi per il quadrato della frazione seala che venne impie-
gala nella costruzione del fipo.

Affinche un planimetro ortogonale possa servire per lo scopo
cni ¢ destinato si richiede:

1 Che il filo il quale avvolge al tamburo sia ben disteso;

2° Che i movimenti del earretto e della riga rieseano facili,
qualunque sia il perimetro che si fa descrivere dal caleatoio;

3° Che, svolgendosi il filo sul tamburo, questo giri:

4" Che il disco facente corpo col perno del tamburo sia per-
fettamente piano e ben levigato;

5" Che la rotella sia in un piano perpendicolare a quello del
disco e che il suo contorno sia senza difetti;

6 Che I'asse della rotella il quale porta lindice, non incontri
il benché minimo intoppo nel sno movimento rotatorio

Quando poi si fanno delle lunghe operazieni col planimetro
ortogonale bisogna di tanto in ,tanto accerlarsi se esso funziona
hene, e si olliene questo facendo percorrere dal caleatoio il peri-
metro d'ona figura d'area nota ¢ confrontando quest’area coll'in-
difazione data dal planimelro.

83. Descrizione del planimetro polare. — Il planimetro polare
consta d'un’asta A (fig. 86) lunga circa 21 centimelri, a sezione
quadrata, portante all'una delle sue estremitd una punta o ealeatoio
€ ed all’altra un eursore MN che sn essa pud seorrere a dolee frega-
mento. Su questo cursore & collocala una rotella R la quale & termi-
nata verso una sua base da un bordo o risalle b, e verso 'altra hase
¢ divisa in parti eguali mediante divisioni praticate nel senso di
generatriei della sua superficie convessa. Un nonio fisso n serve a
valutare le frazioni delle divisioni della rotella il eui asse, p'nallelo
alla lunghezza dell’asta A, porta una vite la quale formando vite
perpetua con un piccolo rocchetlo r, fa girare questo in modo da



— 154 —

passare un suo dente per ogni giro della rotella. L'asse di questo
roechelto poi, il quale ¢ perpendicolare a quello della rotella, ¢
munito di un disco D diviso in parti eguali; ad ogni rivoluzione
intiera della rotella passa una di queste divisioni innanzi ad un
indice fisso ¢. Alla parte anteriore del cursore ¢ unila a cerniera
una seconda asta B langa circa 15 centlimelri, avenle come la prima
sezione quadrata e lerminata da un punteruolo P, chiamato polo,
il quale serve a fissare lo sirumento al tavolo, su cui trovasi disteso
il foglio contenente la figura di eni vuolsi trovare I'area.

Collocando il planimetro polare sopra un piano si vede come
quello - tocehi questo soltanto in tre punti, che sono: il punto pin
basso del hordo della rotella, la punta del calcatoio e la punta
dell’ago. Se poi, trovandosi fisso il polo P, si fa percorrere dal caleca-
Loio il conlorno di una ligura descritta sul detto piano, la rotella ora
striscia ed ora gira intorno al proprio asse per sviluppo di conlatto,
e conlemporancamente fa rotare il disco D.

84. Teoria del planimetro polare. — Sia P il punto fisso o
polo del regolo B (fig. 87), S lo snodo del regolo A col regolo B, €
il calcatoio ed I la posizione della rolella quando il calealoio & in
un punto del perimetro di una figura chiusa qualunque MNO. Fa-
cendo percorrere al calcatoio un archetto infinitesimo CC', il regolo
SC prende la posizione 8'C, e condueendo per S’ una retta S’ C,
parallela a SC, riesce agevole di comprendere come 1'accennato
regolo abbia descrilla un’area infinitesima SCC’S’ composta di un
parallelogramma SCC, 8" e d'un settore C,8°C" e come abbia girato
la rotella passando da R in R

Cio premesso, chiamisi ¢ la lunghezza SC del regolo A, & l'al-
tezza EF del parallelogramma, r il raggio della rotella, ¢ Farco di
raggio 1 chiudente I'angolo C,8" €', ed » il numero dei giri della
rolella corrispondenti all’altezza x: si avrd che l'area del piccolo
parallelogramma SCC, 8" & espressa da awx, che quella del piccolo

settore €, 8'C/, il cui arco & ag, & espressa da 5a'p, e che quindi

l'area elementare SCC'S', descritta dal regolo A, nel mentre il cal-
catoio passa dalla posizione C alla ', &

L

5 l S
at—+g5a'e;

¢ osservando ora che 2 =2 = rn, quest espressione dell’area elemen-
tare si puo trasformare in



9 | 1 2
“J;T:ﬂr‘i’l.+arf.- 3.
-

Immaginando ora le due posizioni limiti 8”"C” ed 8”7 C" del
regolo A, chiamando rispettivamente " ed @7 le due aree §” €N
ME”8" e 8"C"0C™S", accenlando le quantiti # e ¢ alle medesime
corrispondenti, abbracciando le loro somme col simbolo ¥, e po-
nendo @ Parea domandata eguale ad @ —©Q", si avranno

; 1
V=9%xars as+qa-g_
I o] (/4 I' a5 "
G —dnarin G509

o A= u( 7 —3n )+J)f5']l‘30 ‘_,,)

Osservando ora che tulli i settori rviferentisi alla parte di perimetro
C'NME™ sono tali, che un lato di ciaseuno (i essi ¢ parallelo al
lato vicino del settore che lo precede; si avra che la somma degli
angoli di tulti questi settori fa un angolo solo, di lati paralleli alle
due posizioni estreme 8”7 (" ed 8 }"' del ragoln A, ¢ che lo stesso
ha luogo per gli angoli dei settori riferentisi alla parte di perimetro

00" : cosicehé sard Y¢'—¥¢"=0, e quindi
Q=%nar(Sn'—En") M.

Esprimendo Xa" il numero dei giri della rotella corrispondenti allo
scorrimento del caleatoio sulla parte di perimetro C"NMC™, e So”
il numero dei giri deseritli in senso contrario e corrispondenti allo
scorrimento del caleatoio sulla curva €7 0C™; Sn'—En” rappre-
sentera il numero tolale di giri deseritli dalla rotella nel mentre
il calcatoio percorre lintiero perimetro, per modo che, chiamando
N questo numero finale di giri, si puo trasformare P'equazioue (1)
in quest’altra

Q—%rarN 2),

o pit semplicemente, eguagliando 2rar ad un coefficiente co-
slanle m,

Q=mN (3).
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Se il vegolo A ritorna nella sua posizione primitiva dopo di aver
deseritto un intiero giro,e in modo che tutta la circonferenza avente
il centro mel polo I' e di raggio eguale al regolo B rimanga tutta
interna al perimetro della superficie piana a trovarsi, come appare
dalla figura 88, allora la superficie di questa componesi dei sune-
cessivi parallelogrammi P, P”, P, ... dei settori 8, 8”, 8, ......
(che, per avere lo stesso raggio ed una disposizione tale da riuscire
un raggio dell’'uno parallelo ad un raggio dell’antecedente, formano
un intero cireolo di raggio SC=—a) e d'un ecircolo di raggio PS
=b: cosicche, rilenendo le denominazioni gia stabilite, si avra

Q—%2rarN+rna+=b? (4);

dove si deve intendere che N rappresenti il numero dei giri della
rotella corrispondenti ai diversi parallelogrammi P, P”, P, ...... Se
si indiea con N* il numero dei giri di rotella provenienti dallo
seorrimento di quest’ultima sugli archi di raggio SR=1d chiudenti
i diversi seltori, e che si fanno per tulta una circonferenza di raggio
d, siha 2zrN'=2=d, ¢ quindi 2narN'=2rad, ¢ I'equazione (4)
col togliere dal suo secondo membro 2zarN e coll'aggiungervi
2rad, si trasforma in

Q=2nar(N—N)=4r (@4 b*+2ad),

la quale, facendo 2z ar—m ¢ N—N'=N,, diventa

Q=m N, +n(e*4b*+2ad),

ossia che, nel caso in quistione, la superficie data dai giri N— N
—N, della rotella va aumentata dalla costante r(a'~-0°+2ad).

Quando il regolo A (fiy. 89) torna nella sua prima posizione dope
d’aver descritto un intero giro, e che la superficie a trovarsi ¢ in-
terna alla circonferenza avente il suo centro nel polo P e di raggio
eguale alla lunghezza PS del regolo B, con un ragionamento
analogo a quello tenuto per I'ultimo esposto caso, si vedrd [acil-
mente che dalla costante = (¢*+b°—+2ad) va soltratta la superficie
indicata dai giri della rotella.

85. Uso del planimetro polare. — Affinché I'uso del planimetro-
polare riesca facile ¢ comodo conviene che ogni giro della rotella
R (fig. 86), ossia ogni divisione del disco D, ecorrisponda ad una
determinata unita superficiale, la quale suol essere per gli ordinarii
planimetri di 1 decimetro quadrato pari a 400 centimetri guadrati.
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Segue da cio che, essendo generalmente 100 le divisioni della
rotella R, ogni sua divisione corrisponde allora ad 1 centimelro
quadrato, e che si hanno : le cenlinaia di centimetro quadrato nelle
divisioni del disco, le decine di centimelro quadrato nelle grandi
divisioni della rotella abbraceianti dieci delle piceole divisioni, ed i
centimetri quadrati nelle dette piccole divisioni. Se poi, come ge-
neralmente avviene, il nonio abbraccia nove divisioni della rotella
ed ¢ diviso in dieci parti eguali, si possono ancora valutare con esso
i decitni di cenlimetro quadrato.

(io premesso, due sono i modi ¢on cui si puo ottenere che ogni
giro della rotella corrisponda ad una data superficie, per esempio
a quella di 100 eentimetri quadrati. Il primo di questi modi con-
siste, quando il planimetro vogliasi adoperare in guisa da reslare
il suo polo fuori della figura di cui vuolsi la superficie, nel fare
Q=100"" ed N=1 nella formola (2) del numero precedente, dalla
rquale ricavasi allora

100
o ik

cosicehe conoseendosi a, si pud allora convenientemente determinare
r. Ma per un dato strumento il raggio » della rotella ¢ invariabile,
per cuiinveee di determinare r in guisa che ogni giro della rotella
stessa corrisponda a 100 cenlimetri quadrali, conviene ricorrere
al secondo modo che conduce a poter soddisfare a questa condizione,
ed il quale consiste nel determinare convenientemente la distanza
fra il perno deHo snodo con cui sono uniti i due regoli A ¢ Be la
punta del caleatoio. Se per fissare le idee si suppone che il raggio
r della rotella sia di 1 cenlimetro, ponendo nella eilala equazione
(2) del numero precedente =100, r—1, N—=1 ¢ ==35,14159
e ricavando il valore di a, trovasi

E—15" 915

e quindi, portande il eursore in tale posizione dell'asta A che la
distanza fra I'asse dello snodo e quello del calcatoio sia di centimetri
15,915, lo strumento & disposto in modo da rappresentare: 100
centimetri quadrati ogni divisione del disco; 10 centimetri quadrati
ogni gran divisione della rotella, e 1 centimelro quadrato ogni sua
piceola divisione.

Senza misurare la distanza del calcatoio dal perno dello snodo,
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la qual misura diflicilmente puo  essere effettuata colla necessaria
esattezza, in altro modo si eseguisce generalmente nella pratica
I'operazione diretta a disporre il planimetro in guisa da poler
direttamente leggere su esso Uarea in cenlimetri quadrati. Annesse
al planimetro trovansi generalmente due lamine metalliche Tunghe,
una un po’ pin di 10 e 'altra un po” pitt di 20 eentimetri. La lamina
di minor lunghezza ¢ quella che serve all'indicalo scopo. Percio
porta una linea incisa nel senso della sua lunghezza, e su questa
linea trovasi praticato un forellino ed un piceolissimo incavo conico,
distanti 'uno dallaltro di metri 0,4. (uesta lamina si fissa ad un
tavolo orizzontale, su cui venne disteso un foglio di carta da
disegno, mediante uno spillo che ne attraversi il foro; si colloca
poscia lo strumento sullo stesso tavolo fissandone il suo polo, e si
fa entrare la punta del calcatoio nell'incavo praticato sulla medesima
lamina. Fatto questo si legge prendendo per unita le piccole divisioni
della rotella, cosicché rappresenteranno rispettivamente decine e
centinaia di unita le grandi divisioni della rotella e le divisioni del
disco e decimi di unita le divisioni del nonio, qual ¢ Vindicazione
data dallo strumento nell'indicata sua posizione: e quindi si passa
a far deserivere una o pit volte al caleatoio la circonferenza che
ha per raggio la distanza fra i detti foro ed incavo. Siccome il
cireolo di raggio un decimelro ha per superficie centimetri quadrati
314,16, o con sufficiente approssimazione per la questione di eu
traltasi centimetri quadrati 514,2, ¢ necessario, se il planimetro ¢
talmente disposto da condurre a (rovare direllamente le aree’ in
centimetri quadrati, che la differenza Ira la lettura dopo che il
calcatoio ha falto una corsa e la lettura primitiva sia 514,2, che
sia invece 2X 514,2—=0628,4 dopo che il calcatoio ha fatto due
corse, X 3142=—=042,6 dopo che il caleatoio ha fallo (re
corse; e cosi via via discorrendo. Non verificandosi questo, si
rettifica o strumento facendo scorrere il cursore ed avvicinando
quindi od allontanando il perno dello snodo al calcatoio, finehé le
differenze fra le diverse letture e la lettura iniziale siano quelle
or ora indicale.

La seconda delle lamine di cui si ¢ falle cenno, ossia quella
lunga un po’ pitt di 20 centimetri, porta anch’essa incisa una
linea nel senso della sua lunghezza, e su questa linea esiste pure
un forellino ed un piccolo incavo conico distanti P'uno dall’altro
precisamente di 20 centimetri. Questa lamina serve alla determina-
zione della costante =(a®*—4-0*~+2ad). Percio s’introduce il polo
dello strumento nel foro della lamina ed il ealcatoio nell'ineavo,
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Dopo si fissa il polo al tavolo e si fa descrivere al caleatoio una cir-
conferenza intiera. Terminata la corsa, ed essendosi fatle le letture
iniziale e finale, si ha nella loro differenza il numero N, che si
puo esprimere prendendo per unita le piccole divisioni della rotella.
D’altronde, siccome @ un ecireolo di raggio 20 cenlimetri la figura
il euni perimetro venne percorso dal CRILH[OID, si conosce Q; e
quindi I'ultima formola del numero precedente serve a delerminare
la costante = (a*4-0*+2ad). Questa determinazione si deve
eseguire facendo pit corse e, trovandosi valori di poco diversi gli
uni dagli altri, si assume Ia loro media aritmelica siccome rap-
presentante I'accennato numero coslante.

Non tutti i planimetri polari permettono di avvicinare o di
allontanare di qualche poco I'asse dello snodo al calcatoio, e quindi
non in tutti si pud rendere egnale all'unila il coefliciente m. In
ques(o caso sifa percorrere dal caleatoio il perimetro di una figura
d’area nota, per esempio di 100 centimetri quadrali fissando il
polo fuori della figura stessa; si fa col planimetro la lettura iniziale
che, prendendo per unitd una piccola divisione della rotella, si
suppone di 256,4; e, quando il caleatoio abbia percorso I'accennato
perimetro, si passa alla lettura finale che si suppone data dal
numero 538,3. La differenza fra queste due letture & 104,9, per
cui, ponendo nella formola (5) del precedente numero Q=100 e
N=—=101.9, si deduce

100

7 e ] 019 =10,981

quando lengasi solamenle conto dei millesimi,

Per determinare il coefficiente m, conveniente ad un dalo
planimetro, convien ripetere U'operazione ora descrilta su piu figure
piane di eontorno e di ‘all[‘)t"l ficie diversa. Tulte quesle operazioni
condurranno a trovare “dei valori poco diversi del cocfficiente m, ¢
sard la loro media aritmetica il valore da adottarsi.— Quando poi
si fa percorrere il perimelro di una figura dal ®lcatoio, convien
generalmente fare pin di una corsa e dedurre il valore di N
corrispondente colla semplicissima formola

N— Pl ‘
n
essendo L7 la lettara iniziale, L7 la lettura finale ed » il numero
delle corse [alte dal ealeatoio sull” intiero perimetro della figura.
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Sia quando si ¢ disposto un planimelre polare in modo da vap-
presentare cenlimelri quadrati le piccole divisioni della rotella o,
¢it che torna lo stesso, quando il coefficiente m si ¢ ridolto eguale
all'unita, sia quando questo coefliciente ¢ qualunque, riesce fa-
cilissimo il trovare l'avea di una figura qualunque. Nel primo caso
la detta area; espressa in cenlimetri quadrati, ¢ rappresentata dalla
differenza fra la lettura finale corrispondente ad una sola corsa e
la lettura iniziale, quando il polo sia fuori della figura e quando
prendansi per unita le piccole divisioni del tamburo; nel secondo
caso la stessa area si ottiene moltiplicando il valore di m per
l'accennata differenza delle letture.

L’esperienza ha dimostrato che generalmente, ponendo il polo
fuori delle figure di cui vuolsi (rovare 'avea, si otlengono risullati
migliori di quelli che si hanno ponendo il polo dentro. Segue da cio
che, trattandosi di trovare le aree di figure molto estese, conviene
scomporle in altre minori e tali da potersi percorrere col calcaloio
Vintiero perimetro senza collocare il pole nel loro interno.— Il
metodo di fissare il polo entro il perimetro che deve essere percorso
dal calealoio si puo riserbare per le verificazioni, onde trovare in
un sol tratto la somma delle aree di diverse figure gid ottenute ad
una ad una.

La pin piceola quantita che direttamente si puo leggere su un
planimetro polare ¢ un decimo di una divisione della rotella, e
quindi nella valutazione delle aree tulto al pin si puo Lener conto
di quelle divisioni che corrispondono a deeimi di cenlimelro qua-
drato, ossia a 10 millimetri quadrati. Segue da cio che, volendosi
impiegare il planimetro polare per aree di 10 centimetri quadrati,
si ha la probabilith di commettere un evrore di circa l'uno per
cento; ed un errore relalivo assai maggiore per aree minori. Per
rendere quest’errore meno sensibile ¢ necessario trovare le aree [a-
cendo due seric di corse trasportando il polo dall'una all'altra serie’
Il numero delle corse da farsi per ogni serie, ossia per ognuna
delle due posizi@i del planimelro, deve essere pilt 0 men grande,
secondo la minore o maggior ampiezza della figura. Questo numero
deve essere di due, di tre e di quatiro corse per ogni serie quando
I'area cercala ¢ compresa fra 5 e 10 centimetri quadrati, fra 5 e 5
cenlimelri quadrati, e fra 1,5 e 5 centimetri quadrati. Per aree
minori di centimetri quadrati 1,5 conviene fare cinque corse per
ogni serie; e per aree maggiori di 10 centimetri quadrati non ¢
necessario trasportare il polo, ma basta lave due serie di due corse
partendo ogni volta da due punti opposti del perimetro.
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11 planimetro polare, come il planimelro ortogonale, di le aree
effettive delle figure disegnate sulla carta il cui perimetro per
intiero viene percorso dal calcatoio. Segue da cio che I'area vera
di un terreno rappresentato in un tipo eseguito in una data scala,
si ottiene desumendo I'area dalla figura rappresentata sul tipo
mediante il planimetro, e dividendola quindi per il quadrato della
frazione scala.

Il planimetro polare, per servire allo scopo cui ¢ destinato, deve
soddisfare ad alcune condizioni, cioé:

1° 11 bordo della rotella deve essere circolare o perfettamente
liscio:

2" La rotella deve girare senza il benché minimo intoppo sul
Suo 1}erno;

3° 11 movimento dell’asta minore attorno allo snode deve aver
lnogo senza sforzo;

4" 11 caleatoio non deve oscillare, esserc ben diritto ¢ verticale
quando il planimetro trovasi su un lavolu orizzontale;

5" La spilla che serve di polo deve essere ben ferma, diritta
e verticale e non sporgere (roppo fuori dal foro in cui viene
collocata.

Quando si fanno delle lunghe operazioni col planimetro polare
bisogna di tanlo in tanto accertarsi della sna esaltezza, e si otliene
questo facendo percorrere dal caleatoio il perimetro di una figura
d’area cognila e confrontando il numero esprimente quest’area
coll'indicazione data dal planimetro. A ¢io si presta assai bene la
minore delle due lamine di cui si & gid parlalo in questo numero,
poiché serve essa a far perfettamente descrivere al ecalcatoio la
circonferenza di un circolo di avea cognita.

86. Approsslmazloue data dai planimetri. — I vantaggi che
presentano i planimelri sui mezzi comunemente adottati nella valu-
tazione delle aree somno duc il‘notevole risparmio di tempo ¢
Vesattezza a cui essi condicono. Il primo vantaggio da tutti &
riconoseiuto; il secondo vien messo in dubbio da molti operatori, i
quali, per I'unica ragione di credere buono sollanto cio che & nelle
loro abitudini, reputano i planimetri eome soli mezzi di verificazione
¢ quindi inutili, potendo servire per lo stesso scopo la carta tras-
parente qumht.llata

Coloro che cosi la pensano s’ingannano a gran partito : chi, dopo
un po’ d’esercizio adopera con criterio un buon planimetro ortogonale,
vede superala ogni sua aspeltazione: I'approssimazione di 1/200,

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria praticn, ece. — 11.
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generalmente riehiesta nel valulare Ie aree dei terreni si oltiene
senza difficolta alcuna, e da molti autori tedeschisi vuole che un pra-
lico operalore possa, con un planimetro ben costrutto, avere 'ap-
prossimazione di oltre 1/1000.

Anche dell’esattezza dei rvisultati che si ottengono con un plani-
metro polare si hanuo ormai le prove sperimentali pit soddisfacenti.
Amsler, Tinventore di tale strumento, pretende che si possa pure
raggiungere Papprossimazione di 1/1000; quantungne , a motivo delle
irregolarita ehe’incontra la rotella nel suo scorvimento sulla carta,
sembra che non si possa ottenere tanta approssimazione. Che che
ne sia pero, il planimetro polare da buoni risultati sufficientemente
esalli per la pratiea , e, a motivo della sna semplicila, vuol essere
fenito in gran confo,

CAPITOLO 11

Misura delle superficie curve
e principalmente
delle superficie delle volte.

87. Assunto del presente capitolo. — Le superlicie curve, che
al eostruttore avviene di dover misurare nella pratica delle- costri-
zioni, si riducono: alle superficie cilindriche, coniche, sferiche, anu-
lari ed ellissoidali; ad aleune superficie rigale a piano diretlore;
e finalmente ad alire superficie generate da linee curve di forma
costante o variabile secondo una data legge , e moventisi in un
modo ben definito. g

La geometria elementare insegna a caleolare alcune delle super-
licie accennate; per allre ¢ necessario applicare quanto insegna
il ealeolo integrale sulla quadratura delle superficie curve; e final-
mente per alcune, riescendo troppo difficili e lalvolla impossibili
le integrazioni, bisogna limitarsi a valutarle con metodi di ap-
prossimazione. '

In questo numero si daranno le norme per oltenere le varie
superficie curve che al costruttore pud avvenire di dover consi-
derare nella pratica. Senza dimostrazioni si riferivanno le formole
derivanti da regole, ben note a tutti coloro cui questo corso ¢
dedicato, le quali servono a dedurre quelle superficie che si con-
siderano nella geometria elementave; si dimostrera come, conve-
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nientemente applicando quanto s’apprende dalla geometria ele-
menlare, si possono dedurre alcune superficie di wso continuo
nella pratica; si svolgeranno i caleoli che conducono alla valata-
zione di alenne superficie curve applicando il processo delle inte-
grazioni; e non si tralascera di accennare a quei metodi che
servono in aleuni casi alla determinazione approssimata delle su-
perficie la cni quadratura ¢ difficile od impossibile ad effetinarsi
cogli ordinarii procedimenti di caleolo.

8. Superficie cilindriche rette ed oblique. — Insegna la geo-
metria elementare: che la superficie convessa di un cilindro retto
a basi circolari si ottiene moltiplicando la circonferenza della base
per Ia hmghezza della generatrice; e che la superficie convessa di
un cilindro obliquo, pure a basi circolari, vien data dalla lun-
ghezza dell’ellisse costituente la sezion retta per la lunghezza
della generalrice.

Se invece di una superficie cilindrica a direttrice circolare si
considera una superficie cilindrica avente per diretirice una curva
(ualunque contenuta in un piano perpendicolare alle generatrici,
tutte di egnal lunghezza, questa superficie sviluppata in piano si
riduce ad un rettangolo avente per lati lo sviluppo della direttrice
e la generatrice, per cui si ottiene essa moltiplicando la lun-
ghezza della direttrice per quella della generatrice. Quando poi
si considera una superficie cilindrica obliqua qualungque ABCGD
(fig. 90), ma avente tutle le generatrici di egual lunghezza e la
quale, quando si immagini tracciala su essa una sezion retta EF
non clie una serie di generalriei vicinissime A—D, ﬁn A.D,, A, D,
....... , si riduce nello sviluppo ad una serie di parallelogrammi
avenli tutli per base una generatrice e per altezza gli sviluppi
degli archetti EE,, B, K., E,E; ......., si ha che la superficie S vien
data da

S=AD(EE,+E E,+E.E;~+.......).

Ora, il fattore entro parentesi uwon e altro che lo sviluppo del-
intiera sezion retta, per cui una superficie cilindrica obliqua
qualunque colle generatrici di egnal lunghezza si olliene molti-
plicando la lunghezza della sezion retta per quella della gene-
ralrice.

Riepilogando quanto si & delto sulla valutazione di una su-
perficie cilindrica avente tulte le sue generalrici di egual luu-
shezza, si puo stabilire che essa si otliene moltiplicando la Jun-



— 164 —
ghezza della sezion vefta per la lunghezza della generalvice, per
modo che, dicendo
L Ia prima lunghezza,
a la seconda ed
S la superficie domandata,
si ha la semplicissima formeola

Se=1l.ix.

La geometria elementare insegna a trovare la superficie con-
vessa di un fronco di cilindeo retto avente per base un cireolo,
e, siccome un simile troneo ¢ la meta di un eilindro retto avenle
la stessa base e l'asse doppio, si ha

S=2xrb,

essendo

r il raggio della base del tronco

b la lunghezza del suo asse ed

S la sua superficic convessa.

Per wna porzione qualunque di superficie cilindrica ABCD
(fig. 91), compresa fra le due generatrici AD e BC e le due curve
AB e DC, si trova la superficie: segnando su essa la sezion retla
EF: prendendo su questa curva diversi punli vicinissimi E, E,,
A Dl B E,_, ed F'; conducendo per essi altrettante generatriei
¢ prolungandole fino ad incontrare le due curve AB e DC; misu-
rando gli sviluppi degli archetti EE,, E K, E. E;, E.E,, ..... i
non che le lunghezze delle gemeralrici AD, A, D, A. Dy, A;D,,

ADyy oo A, D,_, e BC comprese fra le delte curve; ¢ final-
mente osservando che (quando siansi presi i punti E, E,, E,, E,,
Ey, oo B,_, ed I abbastanza vicini), nello sviluppo su un piano

della proposta porzione di superficie cilindrica, tulle le figure
AA DD, A,A.D.D,, A;A;D;D;, A;A, DD, ....... A,_,BCD,_, si tras-
formano in tanti trapezii le cui basi sono le detle porzioni di
generalrici misurate e le cui altezze sono i detli archetli pure
misurali. Segue da cio che, chiamando

y Quy sy Ay Gy wovene y_y ed a, le lunghezze delle generatrici
AD, A,D,, A,D,, A, n B | 3. D . e Bt

iy by Ly 1y ... 1, la lunghezza degli sviluppi degli archelli
EE, E E., E.E, E.E, ... DA

S la superficic domandata,
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s1 ha

. ! l !
S=(a+a,) ;§+(ag+ag)@“+(ag+as)~é+(as +a,,)%+ .......
!
-+ (au—l -, % (1 )°

Questa formola, quando si prendano eguali in lunghezza gli
archetti in cui'venne divisa la sezion retta EV, quando chiamisi
[ la loro lunghezza comune, e quando si osservi che questa lun-
ghezza si puo mettere fattore comune, che la prima e I'ultima
generalrice entrano solo una volta nell'espressione di S e che le
altre entrano lutte due volte, si riduce a

S:t(“—_gﬁ—f-a,-a-u.g-;-ug-m_,q- ....... +u.,_1) (2).

89. Superficie del fuso cilindrico. — Se immaginasi un Lrian-
golo qualunque CAB (fig. 92), se pel suo vertice C si eleva una
perpendicolare CX, se prendesi su essa un punto qualunque V,
se si conduce l'altezza CD del detto triangolo, se nel piano de-
terminato dalle due retle GV e GD supponesi traceialo un arco
DV, se immaginasi descritta la superficie cilindrica che ha per
diretlrice quest’arco e le sue generatrici parallele ad AB, ¢
se di questa superficie considerasi la sola parte compresa [ra i
due piani ACV ¢ BCV, ossia la sola parte che copre il trian-
golo GAB, si ha in essa eio che chiamasi col nome di fuso
cilindrico. Dicesi lato del fuso la rella AB che esso ha di co-
mune col triangolo che copre, vertice del-fuso il punto V in cui
concorrono le due curve AVe BV, saelta o monfa la retta CV
la quale unisce il vertice del fuso col vertice C del triangolo CAB,
e finalmente semi-corda la perpendicolare €D condotta dal piede
€ della saelta sul lato. La direttrice DV pud essere un quarto
di eirconferenza di circolo, un arco di circolo, una mezza ellisse,
una mezza ovale od anche un’altra eurva diversa, ed il fuso si dice
@ (ulla monta, a monle depressa, o a monta rialzata secondoché
la sua saetta GV & eguale, minore o maggiore della semi-corda CD.

Le norme, per arrivare alla determinazione della snperficic di
un fuso cilindrico in tutli i casi che si possono presentare nella
pratica, trovansi esposte in quello che immediatamente segue.
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1* Quande la direttrice DV ¢ un quarte di circonferenza di
circolo, s'immagimno condotti due piani EFG ed HIK infinita-
mente vicini fra di loro ¢ paralleli al piano del triangolo ABC.
Il fuso VAB vien tagliato da questi piani secondo due relte pa-
rallele EF ed HI infinitaménte vicine fra di loro, la superficic
della parte di fuso compresa f[ra queste retle puo essere consi-
derata siccome quella di un trapezio .di basi parallele EF ed
HI e di altezza eguale alla lunghezza dellaveo OM confondentesi
colla sua corda, giacche i due punti M ed O sono per ipotesi
infinitamente vicini, Segue da cio che la superficie della parte di
fuso EFIH vien espressa da

EF-I-leOM 0

Ora, se immaginasi abbassata dal punto M la perpendicolare MN
a G0 ¢ condotla dal punto L, preso sul mezzo di MO, le due rette
LP ed LT, la prima perpendicolare a CX e Taltra concorrente
nel punto C, risultano i due triangoli MNO ed LPC simili fra i
loro, ¢ dai quali per conseguenza si deduce P'eguaglianza di rap-
porti

T E
Quest’eguaglianza da
0N = U N,
LP

Osservando ora che, proiettando in Q'R sul piano del trian-
golo CAB la generatrice QR passante per L, visultano i due trian-
goli CAB e C Q'R nei quali si ha D C=L0 e SC==LP, si ricava

& quindi



F4-HI
.

Questo valore di OM si ponga nellespressione (I) ed essa di-
venla

ABXMN.

Se ora osservasi che MN non ¢ aliro che la distanza fra i
due piani infinitamente vicini EFG ed BIK, facilmente si com-
prende; come, immaginando un’infinita di questi piani condolii
fra il vertice V ed il triangolo GAB, tutle la superficie comprese
fra due qualunque di questi piani successivi verranno date dal
lato AB moltiplicato per Ia loro distanza; e come per conseguenza
nella somma delle piccolissime parti di fuso comprese fra i detii
piani infinitamente vicini, la qual somma costitnisce la superficie
del fuso totale, vi deve essere AB fattor comune, moltiplicato per
la somma delle distanze a cui vennero condolti i piani, ossia
per Ta lunghezza CV. Seégue da cio che chiamando

s il lato AB,

m Valtezza o monta GV del fuso ed

S la superficie domandata,
si ha la semplicissima formela

S=—ani (A,

la quale indica che la superficie di un fuso cilindrico avente per
direttrice un quarto di circonferenza di circolo si ottiene molli-
plicando il suo lato per la sua monta, o altrimenti prendendo il
doppio del triangolo da esso coperto.

2" Per trovare la superficie di un fuso cilindrico la cw diret-
trice ¢ un arco di circolo, si tiene un ragionamento in tutto ana-
logo a quello gia tenuto nel caso in cui la diretirice ¢ un guarto
di circonferenza di circolo. Essendo VAB (fig. 93) il fuso di cui
vuolsi la superficie, s'immagini esso completalo per avere il
fuso VA'D’ la cui direttrice VI’ & il quadrante della circonfe-
renza cui appartiene I'arco VD, La superficie infinitamente piceola
compresa fra le due generatrici vicinissime EF ed HI vien
espressa da



EF 4 l>< oM ;
2

dai due triangoli simili MNO ed LPC si ricava

P _TT

MN OM

e quindi

oM =L NN ;

LP

proiettando QR sul piano G'A'B" in 'R ed osservando che

BRIl

-QT]?:QR_‘ 5 4
si deduee
Ll B
LP EF+4HI
2

. e . T
ponendo questo valore di — nell” espressione di OM, si ottiene
LP

W___A’B‘}(MP_J;

2
. Pespressione dell’area mfinitamente piccola EFIH si riduce a
AD' X MN;
e quindi la superficic 8 del fuso VAD vien data da
S— U XLV,
Se ora chiamansi
o il lato AB del fuso,
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¢ la sua semi-corda DC ed
m la sua monta OV,
si ha (num. 24)

3 T - m’
e

perche €'D" ¢ raggio di un arco circolare di semi-corda ¢ e di

monta m. Proiettendo poi AB sul piano del triangolo C'A’B" in A, B,,

dai due triangoli simili C'A'B" ¢ C'A,B,, in cui

AB =a T et
si deduce

(e = m?)

AR —=
9 m

]

3

per cui il valore di S risulta

(6"~ m’ :
S:-(—;;—) ).

3" Per ottenere la superficie di un fuso cilindrico VAB (fig. 94)
avenle per direttrice una mezza ellisse ed a monla depressa, ossia
colla. monla minore della semi-corda, assumasi per origine di
coordinate il punto 0, I'asse delle ascisse nella direzione della
semi-corda e l'asse delle ordinate nella direzione della monta.
N'immagini deseritto il quadrante CD: si fissi la posizione di un
punto qualunque M dell’ellisse mediante I'angolo NOC=¢ che il
raggio ON, condotto al punto in cui il detto quadrante & incon-
trato dall’ordinata del punto M, fa col semi-asse minore delle
ellisse, ossia coll’asse delle y; si chiamino = ed y le due coor-
dinate OP ¢ PM del punto M; e si ritengano le denominazioni
gid stabilite per quanto si riferisce al lato AB, alla semi-corda 0D
ed alla monta OV del fuso. Siccome’per un metodo ben noto di
costrurre ellisse il punto M ¢ Iintersezione delle due rette NP
e QR, condotte rispettivamente dai due punti N e Q in cui i
quadranti €D e VS di raggi OD—¢ ed 0V=m sono incontrati
dalla retta ON, la prima perpendicolare e I'altra parallela all’asse
delle ascisse. evidentemente si ha



= /=
GL=—(Senq
i =11 COS .

Immaginando ora condotte le due generatrici mfinitamente vicine

mn ed m'n" del fuso, ed osservando che mn ¢ eguale alla sua
proiezione pg¢, dalla considerazione dei doe triangoli simili opyg
ed OAB risulla

—_— O
mun=—pqg=— F.‘!J_L& selg;

e quindi, dicendo ds P'arco infinitesimo MM ¢ d 8 l'area elemen-
tare mnn' m’, si ha '

dS—=usengds.
Ma dalle trovale espressioni di @ ¢ di y ricavasi
de—=cecosgdy
dy=-—msengdq

e quindi

ds:l/:iw“'-i-dy‘:dq:'/r:’cos*’q>+mesen2qa‘

Questo valore di ds pongasi nell'espressione di dS. invece di
sen’g si metta 1—cos’q, e si porti fuori del radicale la semi-
corda c. Allora il valore di dS diventa

& —m? m*

dS—acsenodo I/T cos’ g+ e

e, ponendo

d'onde
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st riduce esso a

(11).

dS=—acesenodg

Trovato il differenziale dell’area del fuso in [unzione della varia-
hile o, basta integrare fra i limiti =0 e q,:; per avere l'area

S del fuso intiero, per eui

“
2
\—ace" sengdo l/ ~~~~~~ +r;os”rp.
0

Per far quest'integrale si osservi che

sengdo—=-—dcosqg,

’(]LObfPV'_ —+cos'o

e che per conseguenza

[Sencpdfp l/’l
::———-(_COS@

+l-—— l(cosm—;— l/ ——|- cos® m)J

2: 0 L ™ 4 oLl s
Prendendo quest'integrale fra i limiti O e 5 e facendo le riduzioni
-

che per le prime si presentano, Lrovasi

T
"2

J sengdg
(i}

w34 wi-——e*ll/i—es 4
=9 7 e

e
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continuando nelle riduziont si giunge ad ottener

"
2 / >
1—e . R e e
f Sen?d?l/ 'I'“Eg—ﬂ—f-c‘:'s'f?: 9(—;4— e 'I—i—%
0 j 2 ¢

¢ quindi la formola determinatrice deila superficic S diventa

b 1—{, 14¢
b:;j—au(-l e '7Y ), (4).

T—e

Il logaritmo indicato in questa formola colla caratteristica [ ¢
un logaritmo neperiano, ossia un logaritmo nella base 2,71828182
........ In sua vece conviene meltere il logaritmo nella base 10,
che indico colla caralleristica log, facendo

]+
1te_ hfg_l v
= Jad
dove
K—=log. 2,71828182....... —0,43429448. ...... :

¢ la formola determinatrice di § diventa
L—;)‘r“"(l"l- Ty :+6) ().

Il secondo membro dell’equazione (4) si puo svolgere in serie.
Rammentando percio che

R (eciee
I(l+e)_r,—~c)+;; {+, y- kB R
13 v SR T A
] 1_8 P— L"_?l'_'_{“T*'_-:;__'E'__T_ ------- 3

risulla
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:l—"f'_":i(1+c) —I(‘I———(’)
1 —e

e quindi il valore di S diventa

S:rt.c(Jl—%}e’—:}% c"——s%e“-—. ...... ) (6).

La quantitd ¢*, come risulta dalla formola (3), & una [razione nel
caso del fuso con direttrice ellittica a monta depressa; i diversi
termini del secondo membro dell’nltima equazione vanno sempre
impicciolendosi; ed il valore di 8 a cui essa conduce & tanto piu
approssimato quanto pitt grande ¢ il numero dei termini di cui
si lien conto. .

Supponendo che il fuso sia a tutta monta, nel qnal caso m —e¢,
il valore di ¢ diventa nullo ed il valore di S dato dall'ultima
equazione si riduce a quello somministrato dalla formola (1) olte-
nuto con semplici considerazioni elementari.

Tenendo conto soltanto dei due primi Lermini del secondo mem-
bro della (6) e ponendo per ¢* il suo valore dato dalla (3), ri-
sulta la formola

_ 204wt
=0 —a—,
la quale evidentemente conduce sempre ad una superficie mag-

giore della vera, e che da risultati i quali tanto pin si scostano
dal vero quanto piu la monta del fuso ¢ piceola. Se poi, pel caso

limite della pratica in ecui m:%c, si calcola la superficie S colla
L=

formola (5) e coll'ultima formola, si trova che questa conduce ad
un risultato maggiore di quello somministrato dalla formela (5) di

1 : ,
cnca de]l area del triangolo coperto dal fuso; cosieché 1'ul-

lima scmphmsmma formola, atteso la troppo grossolana approssi-
mazione a cui conduce in aleuni casi, non merita di essere as-
sunta come formola sufficientemente esatla anche nelle ordinarie
circostanze della pratica.
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Se invece si lien conto dei primi tre termini del secondo mem-
bro della (6) e se per ¢ si mette il suo valore dato dalla (3),
si lrova

SN Qe (7).

la guale da pur sempre risultali un po’ maggiori del vero, ¢ che
lanto pitt si accostano alla veritd quanto pi il rapporto fra la
monta e la semi-corda si approssima all'unila. Caleolando poi la
superficie S con questa formola d"approssimazione e colla formola

KA al)s il ellike 4 S ;
(5) nel caso limite della pratica il eni m=—z ¢, si viene a conchiu-
dere : non convenire assolutamente I'applicazione della formola (7

1 : :
quande m < g, € potersi appena essa considerare come formola

4

pralica d’approssimazione grossolana quando m vaggiunge 5 O
giacche in questo caso da una superficie che ¢ ancora maggiore
della vera di quasi% della superficie del triangolo coperto dal-
F'unghia. A misura perd che il rapporto fra la monta e la semi-

corda diventa maggiore di & cresce 'approssimazione datla dalla
= o)

formola (7), per cui, senza tema di gravi inconvenienli, si puo essa
adotlare nelle ordinarvie ecircostanze della pratica qual formola
conveniente a trovare la superficie del fuso cilindrico ellittico a
monta depressa.

4" Un procedimento in tutto analogo a quello or ora esposlo
per trovare la superficie del fuso cilindrico con direttrice ellittica
a monta depressa serve ancora a trovare la superficie del fuso
cilindvico con dirvettrice ellittica a monta rialzata, Ritenendo le
denominazioni gia slabilite per «quanto si riferisce al lato, alla
semi-corda ed alla monta del fuso, assumendo gli assi eoordinali
come pel fuso a monta depressa, ed osservando che un punto
qualunque M (fig. 95) dell’ellisse vien determinato descrivendo i
due quadranti €D ¢ VS di raggi 0D —=¢ ed OV=—m, tirando il
raggio 0Q e prendendo lintersezione delle due rette Pz e QIt
condotte rispettivamente dai punti N e @, la prima perpendicolare
e l'altra parallela all'asse delle ascisse Oz, si ha: che le due
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coordinate 0P ==z ¢ PM—y del punto M sono date, in funzione
dell'angolo QO V=g, dalle equazioni

L=—CSeng
I ==mCosg;

che i differenziali delle due coordinate # ed y sono rispettiva-
menie

de—=ccosgpdg
dy——msenedo;

che il differenziale dell’arco MM —ds vien dato da

ds—=d q:]/c* cos* o ~mi*sen’y;

che la generatrice del fuso passante pel punto M ammette il
valore

1
mn=-r=aseny;

¢ finalmente che I'area elementare man'm'=dS8, quando espri-
masi il seno di ¢ in funzione del suo coseno, risulta

m* om—c
elS::acsenq:dqal,/c—a— o cos’o .

Ponendo ora

e —c I
——=¢ (8),
d onde
m__ -
1’_‘_2 2a2 1 + £

la trovata espressione di dS diventa

A | g >
18S=accsengdol/ —os’o (1),
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la quale, integrata fra i limiti =0 e J:;—,, conduce a (rovare

il domandato valore della superficie S del fuso. Per fare quest’in-
tegrazione, nella trovata espressione di dS si ponga —dcoso in-
vece di sengdg, ed allora si olticne

# e » §
Jsen q:dq:l/j +° —costp—— [d oS0 l/ !—:l:i--~cosﬂq:

e

:_%[mq,|/4¢3'_.cos»¢+*'tf-arc(sen: ccost )I_

Y1+

Prendendo quest’integrale fra i limiti 0 e %, si {rova

: e

f Sen?d‘?l/ = Z —coso
:32 VL:sg‘W-f—i_:Eg:n‘c(scn: % )
fphehinc =2

:%D—-I—E——:—s'arc(sen: S )W
g g V-__-1—|—s‘3 -

= ammelte

i+

Osservando ora che l'arco il quale ha per seno

¢ per langente, risulta

senodg T costo
0 :
:;[1—-@- 1 —;3'_;11'1; (tang: 3)§J;

gl A
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per eni il valore di S, il quale vale quest'integrale moltiplicato
pel prodotto ace, vien dato dalla formola

1 —4-¢?

§uoflane '
b:;z a cL*i -+ are (tang — s):l (Y).

Se ora si svolge in serie arc(tang=—¢) si ha

PRy, |, e 1 ~3 1 b 1 o7
ﬂrl,(ta"g_._:)_:.—'—'g: +ﬁ- ’“7; s PSR N
e quindi il valore di S diventa
e : 1 0 1 '3 1 i )
S _ﬂ'(’([—f—r"——:}: “37]» +5 7’: Y T (Jt“)

Quando ¢* & una frazione, ossia quando

mi—ef L}

i(\l
nssia ancora quando

m(c]/%,

si puo ealeolare il valore di S mediante I'equazione (10), la quale
risulta di pia facile conteggio che non la formola (9) allorquando
prendansi solamente pochi termini del fattore svolto in serie che
moltiplica il prodotto ae.

Nel caso del fuso a (ulta monta si ha ¢—m e quindi =0
per cui il valore di S risulta eguale al prodotto am gid trovato
partendo da semplici considerazioni -elementari.

Considerando il caso in cui m (cVQ e tenendo soltanto conto

del termine che conliene la seconda potenza di ¢, quando per
questa quanlita si ponga il suo valore dato dalla (8), si ottiene
la formola

[ IPY) 2
s=a=gER (1),
b

I’ARTE DI FABBRICARE, Geometrin pratica, ece. — 12,
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la quale, essendo negativo il primo termine (rascurato nella serie
che trovasi nel secondo membro dell’equazione (10), deve con-
durre a risultati un po’ maggiori del vero. Se poi si paragonano
fra di loro i valori di S che si otlengono, applicando le formole

(9) e (11) per diversi valori di m pit piccoli di ¢ ", si trova

che essi s’accordano quando m=—c e che negli altvi casi presen-
tano discrepanze notevoli ¢ crescenti a misura che m cresce
cosicché la formola (11), sia per essere applicabile ai soli pochi

casi in cul m<c]/9, sia per la poca approssimazione a cui con-

duce, non pu’ assolutamente essere considerata come formola
utile da adottarsi nella pratica.

Per stabilire una formola d’approssimazione atla a caleolare Ia
superficie del fuso cilindrico elliftico a monta vialzata in tutti i
casi della pratica, si parta dalla gia trovata formola

/ m,* m* — 69

cos*o,

la quale esprime il differenziale dell'area di detto fuso e si
p

porti fuori del radicale il fattore - Cosi facendo si oltiene Ie-

quazione
dS—amsenedy I/J-’.l“;mg_g{i cos’y,
che, ponendo
L, (12),
si riduce a
dS—am senqdq:V’i_:? 9052? (IV).

R L T 4
Svolgendo in serie |/1— #*cos*o —(1 —4' cos*0)® colla formola
g = ¢

del binonio per poter facilmenle eseguire le integrazioni, ed osser-
vando che
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sengdgo-——dcosg,
si trova
4 i bl oty
1— g Cos’ g —gy uicosty
dS=—=-—amdcosg )
e beosto
o6 " St
la quale, integrata fra i limiti =0 ¢ @:;—;,cﬂnduce a lrovare che
la superficie S del fuso vien data da
;& SR B G
btigp st g
23 2.45
S—am . 13!
1.1.31
o R
2467

Come chiaramente si vede dalla formola (12), il valore di » ¢ una
frazione, e quindi il [attore svolto in serie nell'ultima formola ha
tutti i suoi termini deerescenti. Segue da cio che la formola (13)
torna utilissima nella pratica per (rovare la superficie di fusi ellil-
Llici a monla rialzala, e che 1 risultali a cui essa conduce sono
tanto pitt prossimi al vero quanlo piu grande ¢ il numero dei
termini di cui si tien coulo nel faltore svolto in serie.

Tenendo conto soltanto dei due primi termini dell’accennata
serie e ponendo per »* il suo valore dato dalla (12), risulta la
semplicissima formola pratica

O Mt ¢t

S: T
bm

(14).

la quale, essendo negativi tutti i termini trascurati nella serie che
trovasi nel secondo membro dell’equazione (13), conduce necessaria-
mente a risultati un po’ maggiori del vero. Gonfrontando poii risultati
dati da questa formola con guelli che somminisira la formola (9)
trovasi che per m poco diverso da ¢ si ha quasi la coincidenza esatta
nei detti risultati, che essi differiscono pochissimo per quei rap-
porti fra la monta e Ia corda i quali vengono adottati nella pra-
tica, e che quindi la semplicissima formola (14) si puo conside-
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rare come atta a trovare la superficie del fuso cilindrico ellittico
a monla rialzala in Lutte le ordinarie circostanze.

5" Dovendosi lrovare la superficie di un fuso cilindrico a
divettrice qualunque, si puo applicare il metodo generale ed ap-
prossimato che venne indicato al numero 88 per valutare una
porzione di superficie cilindrica. Si dividera la direttrice VD (fig 92)
in parti diseguali od eguali, ma abbastanza piccole che, immagi-
nando condotte le generatvici corrispondenti ai diversi punti di
divisione, si possano considerare come altrellanti (rapezii le figure
che rimangono comprese fra le indicate generatrici quando si fac-
cia lo sviluppo del fuso: si misureranno gli sviluppi delle parti
di direttrice comprese [ra queste generatrici, non che le lunghezze
delle generatrici medesime: e si otterra quindi la superficie del
fuso applicando la formola (1) oppure la formola (2) del citato
numero, secondoche la direttrice VI venne divisa in parte dis-
eguali od eguali.

90. Superficie dei fusi cilindrici incompleti. — Non sempre
i fusi cilindrici, che avviene di dover considerare wnella pratica
delle costruzioni, hanno la tangente nel punto pin alto della loro
curva direttrice parvallela al piano dei triangoli che essi coprono :
e sovenle avviene di dover considerare dui fusi cilindrici v A B
aventi per diretirice un arvco circolare Dv (fig. 92), colla tan-
gente perpendicolare al piano del triangolo coperto oA B nell'e-
siremo D e colla tangente obliqua al detto piano all'esiremo wv.
Questi fusi si possono chiamave fusi cilindrice incompleli, e per
trovare la loro superficie vale la regola generale data sul finire del
precedente numero pel fuso cilindrico a direttrice qualungue.

Pel fuso cilindrico, come vAB (fig. 92), avenle per diretlrice
I'arco circolare Dv si pud stabilive una semplice formola alta al
calcolo della sua superficie. Si chiamino percio :

a il lato AB del fuso;

¢ la sua semi-corda Do;

v il raggio CD dellarco Du:

z larco di raggio eguale all'unita chindente 'angolo »CX che
il raggio Cv, condotto al vertice v del fuso, fa colla direzione CX
tirata pel centro € dell’arco ecircolaro Do perpendicolarmente al
piano del triangolo o AB;

S la superficie del fuso vAB.

Dal triangolo voC, rettangolo in o in cui Co=—=r—-¢, immediala-
mente si ricava
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SN ———-, 1).
- (

Se ova sulla superficie del fuso si segnano due geueratrici infi-
nitamente vicine rs e tu ¢ se ehiamasi ¢ larco di raggio eguale
all’'unita corrispondente all’angolo =€ X che il raggio, il quale va
al punto d'incontro della generatrice 7s collarco Du, fa colla
reita CX, si ha: che Parco elementare compreso fra delte gene-
valvici infinilamenie vicine ¢

rdo;

che la protczione €& del raggio Gz sul piano del triangolo o AB
vale

rseno;
che la dislanza ¢ risulta

¢ —r(l--seng);

che la generatrice rs, eguale alla sua proiezione po sul piano
del triangolo 0 AB, ammetle per espressione

¢—r(l—seng)

il

che 'area clementare dS compresa fra le due generatrici infinita-
mente vicine rs e tu si olliene coll equazione

dS:t—?‘[(c—-?)+rsenfp]d¢;

e finalmente che la domandatla superficie S, la quale si otliene
T

integrando fra i limili o=z« e ,v:? viene espressa da

S::'{%[__rmwv—(r—c)(%——Z)] : (2).

La formola (1) serve al caleolo di z, ¢ si passa dopo a (rovare
la superficic S mediaute la formola (2).
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91. Superficie dellunghia cilindrica. — Sia ABG (fig. 96)
un triangolo qualunque, GV sia una perpendicolare al piano di
questo triangolo elevata pel suo vertice G ed ADB sia una curva
direttrice che tutta si proietta in A B sul pianc del triangolo ABC.
Immaginando deseritta la superficie cilindrica avente per divetirice
fa curva ADB e per generatrice una retta parallela alla mediana
CG del triangolo ABG e supponendo questa superficie cilindrica
limttata dalle due curve AV e BV risultanti dall'intersezione dellor
accennata superficie cilindrica coi piani clevati pei lati AG e BG
perpendicolarmente a quello del detto triangolo, si ottiene la porzione
di superficie cilindrica VADB la quale costituisce un’unghia cilin-
drica. La divettrice ADB ¢ generalmente una mezza circonferenza
di circolo; qualche volta & un arco circolare, oppure una mezza
ellisse, od anche una semi-ovale. Le relte AD ¢ CD=GV, le
quali costituiscono rispellivamente la corda e la monta della curva
A DB, chiamansi col nome di corda ¢ di monta o seella dell’'un-
ghia ; la mediana G C=VD del triangolo coperto dall'unghia prende
il nome di lunghezza; ed il punto V si dice vertice dell'unghia.
Quando la retta GC ¢ perpendicolare alla retta AB, Punghia ¢
retta ed il triangolo GAB ¢ isoscele sulla base AB; si ha invece
un’unghia obliqua quando questa condizione non ¢ soddisfatta. Una
unghia retta si dice a fulla monla, a monle depressa o « monla
rialzata secondoché la sua saetta CD) ¢ eguale, minore o maggiore
della meta della corda AB. Per decidere invece del sesto o della
monta di un’unghia obliqua bisogna considerare la sezion retla
ADB, del cilindro cui essa appartiene, e dire che essa & a (ullu
monta, a monta depressa o @ monla rialzate secondo che la saetla
(’D’=CD ¢ eguale, minore o maggiore della meta della corda A B’
dell’indicata sezion retla.

Se pel vertice V dell'unghia immaginasi un piano parallelo a
quello in cui trovasi la direttrice ADB, e se si suppone prolun-
gata la superficie cilindrica cui 'unghia appartiene fino a questo
piano, nasce la curva EVFE identica all’accennala curva dirveltrice:
e la superficie dell’'unghia si puo considerare siccome la differenza
fra la superficie del cilindro ADBEVF, coprente il rettangolo od
il pavallelogramma A BFE secondoche U'unghia é vetta od obliqua,
¢ la somma delle superficic dei due fusi cilindrict VAE ¢ VBF
msistenli ai triangoli GAE ¢ G BF. Ora, immaginando prolungata
la retta BG Gino ad incontrare in M il prolungamento di AE, ri-
sulia la lunghezza AH=2ALE=20G ed il triangolo HEG = BI G,




e $ D
¢ quindi la somma degli accennati due fusi si ridoce al fuso
unico VAH coprente il triangolo GAH. Segue da cio che la su-
perficie di un’unghia cilindrica ¢ la differenza fra Ja superficie
cilindrica avente la stessa direttrice e la stessa lunghezza del-
I'unghia e quella del fuso di lato doppio della lunghezza, di saetta
¢ di semi-corda eguali a quelle della sezion retta dell'unghia.
Quando I'unghia e retla, la sua sezion retta ¢ la stessa cuorva
direttrice.
1° Per I'unghia cilindrica retta avente per diretirice una

mezza circonferenza di circolo, chiamando

2¢ la sua corda AB,

o la sua lunghezza GC ed

S la sua superficie
si ha: che la superficie cilindrica retla avente la stessa direitrice
e la stessa lunghezza dell’'unghia ¢

nac;

. che la superficie del fuso cilindrico di lato doppio della lunghezza,
di saetta ¢ di semi-corda eguali a quelle della sezion relta del-
Vunghia vale

Sac;
¢ che la superficie dellunghia risulta quindi dalla semplicissima
formola
S=ac(r—2) ),

la quale si riduce ad

Gt B i
S=nac (2)

- A :
quando assumasi per = il valore % dato da Archimede.

I1 prodotto ac rappresenta evidentemente la superficie del trian-
golo GAB coperto dall’'unghia, per cui si pud dire che la super-
ficie di un’unghia cilindrica retta a tutta monta vale gli % del-
area del triangolo che essa copre.

2" Un'unghia cilindrica refta ¢ a monta depressa, quando ha
per direttrice una mczza ellisse col semi-asse CA, costituente Ia
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semi-corda dell'unghia, maggiore del semi-asse CD =GV rappre-
sentante la monta. Ritenendo poi le denominazioni gia stabilite
nel caso precedente per quanto si riferisce alla corda, alla lun-
ghezza ed alla superficie, e chiamando

m la monta CD—=GV,

L lo sviluppo della semi-ellisse ADB costituente la sezion retfa
delPunghia
si ha: che la superficie cilindrica retta avente la stessa diretirice ¢
la stessa lunghezza dell'unghia é

La (3);
che la superficie del fuso cilindrico di lato doppio della lunghezza,

di monta e di semi-corda eguali a quelle della sezion retta del-
P'unghia ¢, per la formola (5) del numero 89,

1 1+¢ )
¢ finalmente che la superficie S dell’'unghia risnlta dalla formola

1—e* 1 4¢

%—a\ Lotk gog ).

(2),

nella quale si deve meltere per L lo sviluppo della semi-ellisse di
semi-assi ¢ ed m da calcolarsi colle norme che vennero date ai
numeri 41 ¢ 42, per ¢ il suo valore somministrato dall’equazione
(3) del numero 89 e per K il numero 043429448 ...

Applicando la formola (1) del numero 42 a trovare lo sviluppo
L della mezza ellisse ADB di semi-assi ¢ ed ne col fare

V S —m?

— (6),
e sostituendo all'espressione (4) il suo svolgimento in serie,
come risulta dall’applicazione della formola (6) del numero 89, si
trova



( %'l
(7,

(1"3 o 5 L p—
’)/pﬁ - ,7 .......

la qual formola conduce ad un valore tanto pitc approssimalo
delle superficie 8 quanto pitt grande ¢ il numero dei lermini di
eni si tien conto nel suo secondo membre, ordinalo secondo le
potenze ascendenti d'ordine pari della frazione e

Nelle ordinarie civcostanze della pratica basta tener conto dei
due primi termini del fattore svolto in serie nell’ultima equazione,
ed allora, ponendo per e il suo valore data dalle (6), si trova

(et mt) —8(2c 4 m?)

S=u 19; ' (8),
29 ! 5 N
la quale, assumendo = pel valore di 7, si riduce alla formola
7

L3¢t Hmt

ey R R
42e¢ :

),

che per la sua semplicila si puo applicare in quasi tutte le eirco-
stanze della pratica, giacché da valori di S superiori ma assai vicini
al vero pei casi in eni m poco differisce da ¢: e nel caso limite

4

: S . 4 = 2 |
di m=— 5¢ di una superficic maggiore della vera di cirea ) del-

I'area del triangolo coperto dall’unghia.

5 Quando si ha un'unghia eilindrica retia avente per divel-
trice una mezza cllisse col semi-asse GA coslituente la semi-corda
¢ dell’unghia minore dell'altro semi-asse CD=GV rappresentante
la monta m, ritenendo tutte le denominazioni slabilite nel caso
precedente per I'nnghia cilindrica ellittica a monta depressa, si
ha: che la superficie cilindrica retta avente la stessa diretirice e
la stessa lunghezza dell’unghia vale

L i
# .

che la superficie del fuso cilindrico di lato doppio della lunghezza,
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di monta ¢ di semi-corda eguali a quelle della sezion retta del-
I'mnghia vien espressa, per la formola (9) del numero 89, da

ac[l +—— are (tang —:) l,

e finalmente che la superficie 8 dell’'unghia si puo dedurre dalla
formola

S—u —o[:l—I— au,(lang:s) _[ g (10).

nella quale devesi parre, per L lo sviluppo della semi-ellisse di
semi-asse maggiore m e di semi-asse minore ¢ da nlleuersi colle
norme che vennero ddlb nei gia citali numeri 41 e 42, e per
il suo valore dato dalla formola (8) del numero 89,

Applicando la formola (1) del numero 42 per trovare lo sviluppo
L della semi-ellisse di semi-asse maggiore m e di semi-asse mi-

nore ¢ col porre
mt—c* :
LS i% av,

m

=

¢ adottando il secondo membro dell’'equazione (13) del numero 89
per esprimere la superficie del fuso cilindrico di lato 2 doppio
della lunghezza, di monta m e di semi-corda ¢ eguali a quelle
della sezion retta dell’unghia, si trova che la superficic S di que-
st’ultima puo essere calcolata colla formola

101 9 14/13 2
4 ‘(ﬂuﬂ) g\a™ 3 )»'— Qj@(ﬂfr-—ﬁ)n-"m
== £ ol i
o il ADER (a8 Ak
Srcow o ow bl SonmpEc

(uesta formola conduce ad un valore tanto piu approssimato della
superficie S del fuso cilindrico ellittico a monta rialzata, quanto
pitt grande € il numero dei termini di cui st tien conto nel suo
secondo membro ordinato secondo le polenze ascendenti d’ordine
pari della frazione 7.



— 187 —
Tenendo conte solo dei due primi termini del faltore svolto in
serie nell’ultima formola e ponendo per v il suo valore dato dalla
(11), si deduce

3 (' 4+ 3 m*)—4(c* 45 m*)
12m

Qv

la quale, prendendo -"77' per valore di =, da luogo alla formola

19 2 20 m?

Se poi, per diversi valori del rapporto —, si ealcolano i valori
m

3

corvispondenti di S coll'ultima formola e colla formola (10), s
irova che essi, salvo il caso in cui m € vicinissimo a ¢, nolevol-
mente differiscono, per eui 'ultima semplicissima formola non puo
essere adotlata come formola pratica per calcolare le superficie
delle unghie cilindriche ellittiche a monta rialzata,

Se invece si lien conto dei primi tre termini del faltore svollo

929
in serie nell’'equazione (12) e se per = si assume 7 siarriva
alla formeola
1993 m -+ 2174 m* ¢* — 327 o*
S8=a . 14
3360m’ ki%)

che da risultati maggiori del vero, ma piu esatti di quelli som-
ministrati dalla formola (13) e tanto pit prossimi al vero quanto
pittil valore di m si accosta a quello di¢, e che ulilmente pué essere
impiegata nelle ordinarie circostanze della pratica, giacché nel
caso di m=—4c¢, che si puo considerare come il caso limite delle
unghie a monta rialzata che avviene di dover considerare nella

pratica, da una superficie maggiore della vera di circa -ﬁ—] del-
I'area del triangolo coperto dall'unghia.
4" Venendo ora all’'unghia cilindrica obliqua, si osservi che,
chiamando
2¢ la corda AB della sua divettrice ADB,
m la monta ﬁ:t_ﬂ,
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o la lunghezza €6 dell’'unghia ossia la mediana del iriangolo
che essa copre,

« l'angolo d’ebliquita B'AB, ossia Vangolo che il prano AD'B/
contenente la sezion reita della superlicie eilindrica cui 'unghia
appartiene fa col piano ADDB in cui si trova la eurva diretirice,
si ha essere ancora m la monta G’ ¢ 2¢cosz la corda AB della
sezion rella. Segue da ¢io che TVapplicazione della regola gene-
rale dala in questo numero per lrovare la superficie di un'unghia
cilindriea porta a conchiuderc: che nel caso di m—ceosz si
trova la superficie 8 dell'unghia obliqua cangiando ¢ in ccosz
nella formola (1) o nella formola (2); che, quando m < ccosz, il
cangiamento di ¢ in ccosz deve essere fatto in una delle formole
(5), (7), (8) o (9); e finalmente che, risultando m > ccosx, biso-
gna operare il detto cangiamento in una delle formole (10), (12
e (14).

5" La superficie di un’unghia cilindrica retta od obliqua a
direttrice qualunque, con un metodo generale ed approssimate,
si puo ottencre operando come si ¢ delto al numero 88 per valu-
lare una porzione qualungue di superficie cilindrica. Si divida
percio la sezion retta in parti disegnali od eguali, ma in tal nu-
mero ¢ fanlo piceole che, immaginando condolle le generatrici
corrispondenti ai diversi punti di divisione, si possano considerare
come altrettanti trapezii le figure che rimangono comprese [ra le
detle generatviei quando si faceia lo sviluppo dell’unghia : si mi-
surino gli sviluppi delle parti di direttrice comprese Ira le dire-
zioni di queste generatrici, non che le generatrici slesse per
quanto si trovano sulla superficie dell'unghia; e finalmente, secon-
doche la sezion retta si & divisa in parti diseguali od eguali, si
applichi la formola (1) ¢ la formola (2} del citalo numero 88
per avere la superficie domandata, la quale deve risultare lanto
pit prossima alla vera quanto maggiore & il numero delle parti in
eni venne divisa la sezion relta.

92. Superficie coniche rette ed oblique. — La geomelria cle-
mentare insegna a trovare la superficie convessa di un cono rello,
non che quella di un tronco di cono retto a basi parallele.

La prima, siccome lacendo lo syiluppo della superficie conica,
si dispone essa sccondo un setlore circolare chiuso da un arco
lungo come la circonferenza della base del cono e di raggio eguale
alla lunghezza del lato del cono stesso, si olliene colla formola

S=nri,
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essendo S la superficie domandata, = il noto rapporto della cir-
conferenza al diametro, » il raggio della base del cono ed 1 il
suo lato.

La seconda, per essere lo sviluppo della superficie convessa di
un troneo di cono vetto a basi parallele una porzione di corona
circolare avenle per arco di raggio medio la semi-somma delle
due circonferenze delle basi ¢ per larghezza il lato del tronco di
cono, chiamando

il raggio della base maggiore del tronco,

" quello della base minore

[ il lato,
vien data da

S=mx(r-1")L.

La superficic di un troneo di cono retto a basi non parallele ¢
anche un elemento il quale facilmente ed elementarmente si puo
ottenere. Basta pereid osservare: che immaginando il tronco di
cono ABDE (fig. 97) laciente parie del cono retto VAB, la sua
base EIDK ¢ un ellisse; e che quest’ellisse si proietta nell'ellisse
FNGO sul piano della hase ALBM. Gio premesso, se si condu-
cono ddue generalrici infinitamente vicine Vm e Vm,, determinano
esse sulla superficie convessa del tronco di econo la stretlissima
lista s, n n, la cui area si pud dir rappresentata dal prodotllo

i X .

Ora, chiamando = Uinclinazione delle generatrici del cono retto
cui il troneo appartiene col piano della base, si ha

— mn
W= :
cOS o

e quindi Uespressione dell'area dell’accennata strettissima lisla si
riduce a

ma, X mn'
cosa
Ma il prodotto mm, X mn" esprime l'area mm, n/n" protessane di

i, nyn sul piano della base ALBM, cosicche 'area di una stret-
tissima lista di superficie di tronco di cono retlo a hasi non
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parallele & eguale all’area della sna proiezione sulla base del cono,
divisa per il coseno dell'inclinazione delle generatrici -alla base
stessa. Quello che si & conchiuso per la lista qualunque mm, n, »
¢ vero per tutte le liste analoghe componenti Uintiera superficie
convessa S del troneo di cono retto proposto, la quale per conse-
guenza vale la differenza fra Tarea del circolo ALBM e quella
dell’ellisse FNGO divisa per il coseno dell’aceennata inclinazione,
Segue da eio che, essendo

r il raggio GA della base cireolare del tronco di cono retto,

@ il semi-asse maggiore dell’ellisse FNGO e

b il suo semi-asse minore,
si ha

= (r*—ab)
Cos o

S—

Per ottenere la superficie convessa S di un cono obliquo qua-
lunque VAMN (fig. 98) si puo nella pratica seguire il seguente
metodo d’approssimazione. Dividasi la curva A MN, che limita la
superficie conica da valutarsi, in parti sufficientemente piceole da
poter soslituire agli archi AA,, A, A, A A, AJA,, ... ed A,_,A
le corde corrispondenti. Si tivino le generatrici VA, VA,, VA,,
VR CN s e VA,_,: e si considerino siccome altretfante
facce piane le parti di superficie conica VAA, VA A, VA,
VA A, i e VA,_,A. Misurando le lunghezze di tutte le gene-
ratrici condotte ai punti di divisione della curva AMN, non che
le diverse parti in cui questa curva (rovasi divisa, ¢ possibile
costrurre 1'uno dopo I'altro i triangoli V'A'A, V'AA, VASAY,
YASAS, . e VA’ A" aventi rispettivamente per lati

VA=VA, VA =VE, A'A/—=AA,

VA { = WA 1 “‘;.’Ie’ 2= VA 23 A{ ‘A ':).__-" A—i"\l?

VA —=VA,, VA =Vh.  Ajdl=AA
VA, =VA,, VA =VA, AJA/=RK,8,
VN =V, | VA 2=TA N, A"=A,_A.
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L'assieme di tutti questi triangoli da la figura piana V'A'A" A,
ASAY o N A7 e, essendo essa lo sviluppo della data super-
ficie conica, la sna area rappresenta la domandata superficie S, e
questo con lanla maggior approssimazione ¢uanto piu grande ¢ il
numero delle parti in eui venne divisa la curva AMN. Per trovare
I'area dell'indicata figura piana, ossia dello sviluppo, valgono le
norme che vennero date nel precedenle capitolo, se pur non si
preferisce di operare come segue.
Dai punti A/, A/, A, A, ...... ed A” si abbassino delle per-
pendicolari sulle direzioni delle dirvettrici VA, V'A’,, V'A',, WS,
, e ﬂ’u_,, e si misurino le loro lunghezze. Evidentemente per
tutti i triangoli compounenti lo sviluppo della data superficie eco-
nica si conoscono basi ed altezze, per modo che, chiamando

G R .ed r,, le lunghezze delle generatrici VA
WA VA VAL, VA e VR,

L e e p“ . le perpendicolari AP, A/P,, A/P,,
A P ed A"l‘“_; alle dette generatrici,
si ha

il by

Le altezze p, pi, pes Pss coveeen © pu_y si possono anche diretla-
mente ed in modo suflicientemente esatto misurare sulla superficie
conica invece di misurarle sullo sviluppo, e di pia & possibile fare
in modo che esse risultino di egual lunghezza. In questo caso
avendosi' p—=p, =P = p; = ....... ==Pa_y, risulta

i
h:§?3(?°+?‘i+i“g+ b .7 Vs T s ) ;

Quando abbiasi da trovare, non la superficie convessa di un
cono, ma sibbene la superficie convessa di un tronco di cono, o
piit generalmente di una porzione di cono qualunque AMNQRS
compresa fra le due curve AMN e QRS, si oltengano colle norme
che or ora vennero date le due superficie VAMN e VQRS, e si
faccia quindi la loro differenza. La trasformata della curva QRS
sullo sviluppo si descrive assai facilmente misurando le rette
VQ,_}_’(T,, ;‘?ﬁg. VaQ,, ‘"ﬁ;, \fQ 4l pm‘tamlole rispettivamentc
in VO —=VQ", V4, V'lln 2 \"ﬂ TRTAR Ty e VQ,_,, e tracciando
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lIa linea determinata dagli estremi di queste lunghezze, La figura
piana A"M'N'A”Q"S'R'Q" rappresenta lo sviluppo della parte di
superficie conica eompresa fra le due corve AMN ¢ QRS, e quindi
Parea di questa figura piana deve valere l'area domandata, e
queslo con approssimazione tanlo maggiore quanto pin grande &
il numero delle generatrici che vennero considerate nel far lo
sviluppo.

5. Superficie delle unghie coniche. — Considerando il caso
dell'unghia FDAE (fiy. 99) appartencnte ad un cono retto VADB
¢ da esso separala mediante il piano segante DFE, la sua su-
perficie si pno immaginare decomposla in tante strettissime liste.
come mnngmn,: talle queste liste si possono rignardare come piane
ed inclinale alla base del cono dell'angolo 2 che le generatriei
fanno colla base stessa, e quindi, trovala l'avea della proiezione
ADF'E dell'unghia sulla base del cono, si oltiene la domandata
superficie dell’'unghia dividendola per il coseno dell’angolo 2.

Quando il piano segante DFE (fig. 100) & talmente disposto da
tagliare le direzioni dei due lati VA ¢ VB sotto il vertice V del
cono, la figira DFE ¢ una porzione di ellisse per cui la proie-
zione dell'unghia si riduece al segmento circolare DAE diminuito
del segmento ellittico EF’D. Se il piano segante ¢ parallelo al lato
BV del cono, la sezione DFE ¢ un segmento di parahola, e riesce
facile il vedere come la superficie sulla quale si proietta Punghia,
sia il segmento circolare DAE diminuito del segmento parabolico
DI'E. Se finalmente il piano segante taglia una direlfrice, come
VA, solto il vertice V ¢ Palira diametralmente opposta VB sul suo
prolungamento sopra il dello vertice (fig. 99}, la sezione DFE &
un segmento d'iperbole, ¢ la proiezione della superficie dell'unghia
si riduce al segmento circolare DA E aumentalo o diminuito del
segmento iperbolico DI'E, secondo che il detto piano taglia la di-
rezione GV dell’asse del cono al di sopra o al di sollo del ver-
lice V.

Per ottenere la superficie di un'unghia conica qualungue con-
viene praticamente procedere come segue, Fare lo sviluppo del cono
cui l'unghia appartiene, segnare sullo sviluppo le trasformate delle
linee che contornano 'unghia e trovave Varea della figura piana
compresa fra queste trasformate.

04. Superficie sferiche. — La geomelria elementare insegna a
trovare le superficie 8 della sfera, della ealotta, della zona, del
fuso e del triangolo sferico.

1° Essendo r il raggio di una sfera ¢ = il nolo rapporto
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della circonferenza al diametro, si ha che la sua superficie S ¢
data da

S—dnre,

2" Per una calotta appartenente ad una sfera di raggio r ed
avente la saella m, si ottiene la superficie moltiplicando la eir-
conferenza massima della sfera eui la caloita appartiene per la
saelta m, ¢ quindi

S:Qm‘m.

Se invece del raggio r della sfera eni la calotta appartiene si
conosee la sna corda 2e, si osserva che la corda dell’arco gene-
ratore della calotta, la guale costituisce l'ipotenusa di un triangolo
rettangolo avente per cateli la semi-corda e la monta, & media
proporzionale fra il diametro intiero della sfera ¢ la monta, per
cui, avendosi

rm=—ct~+m?,

la formola che di la superficie di una calotta sferiea, quando si
conosce la sna corda 2¢ e la sna monta m, diventa

S=n(c*~mY).

5" Per una zona slerica di altezza @ ed apparlenente ad una
sfera di raggio . si ha
S=2nra.
A" Pel fuso sferico limitato da due mezze circonferenze massime,

i cui piani fanno fra loro un angolo di «' e che appartiene ad
una sfera di raggio r, la superficie 8 vien data da

e vien essa espressa da

qnando ¢ data, non Vampiezza dell’angolo formato dai due piani
limitanti il fuso, ma sibbene la Junghezza [ dell’arco di circon-

L’ARTE DI FARBRICARE Geonelria pralica, ece 15,
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ferenza massima della sfera cui il fuso appartiene e misurante il
detto angolo.

5" Pel triangolo sferico, ossia per la porzione di superficie
sferica compresa fra tre archi di circolo massimo, la superficie
vale tanti ottavi dell'intiera superficie sferica, cui il (riangolo ap-
partiene, quanto sono gli angoli retti contenuti nell’eccesso sle-
rico ossia nella differenza fra la somma dei tre angoli del (rian-
golo (espressi prendendo per unita Pangolo retlo) e due retli.
Ségue da cio che, essendo r il raggio della sfera ed A°, B" e C°
i tre angoli del triangolo sferico dati col prendere il grado per
unita, la superficie 8 ammette il valore dato da

. AOB-Co-—180°0
b:___ —— e L R

n0° 2

95. Superficie dell'unghia sferica. — Se immaginasi un trian-
golo CAB (fig. 101) isoscele sulla base AB, se col centro nel ver-
tice C e con raggio eguale al lato G A si suppone deseritto 'arco
AFB, e se dal mezzo fuso sferico VAFB coprente il settore cir-
colare CATB si suppone folta la semi-calotia AEBF insistente
al segmento BF A, la porzione di superficie sferica VAEDB che
ancora rimane e che copre il triangolo CAB coslituisce un’unghia
sferica.

La superficie della descritta unghia sferica assai facilmente si
ottiene considerandola siccome la differenza fra la superficie del
mezzo fuso VAFB e quella della mezza calotta AEBF. Segue
da cio che, chiamando

2¢ la base AB del triangolo isoscele coperto dall'unghia ossia
la corda dell'unghia,

a l'altezza DC dellindicato triangolo ed

S la superficie domandala,
si ha: per valore del raggio CA della sfera ecui I'unghia appar-
liene

CA=}/ a*+¢*;
per valore della saetta I'D della semi-calolta AERBF

F—D:Vﬂ'-’+ ¢t —a;
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per equazione determinatrice dell’angolo ACD—C

s o c’_ AN .
fang (. — s {@);

per espressione della superficie del mezzo fuso slerico VAFB

grs Sies)
o =@ —+¢%);

per espressione della superficie della mezza calotta sferica AERF

:'l/n.'-’-|-.r:‘-'('/ o - -r-‘-) i

¢ finalmente per valore della superficie S dell unghia

B=mn ’/ a’—c* [(gg—n—1 ) V f&2—|—n‘";+&] (2).

L’equazione (1) serve a trovare I'angolo G che si deve esprimere
prendendo il grado per unita, e, una volta trovato quest’angolo,
si passa a dedurre la superficie dell’unghia sferica applicando la
formola (2).

96. Superficie degli ellissoidi. — Gli ellissoidi che sovenli
volte avviene di dover considerare nella pratica sono: quello di
rivoluzione intorno al suo asse minore, delto ellissoide schiacciato;
e quello dirivoluzione intorno all’asse maggiore, chiamalo ellissoide
allungato. Qualehe volta si presenta anche il caso di dover con-
siderave Uellissoide a tre ass:.

1" Per trovare la superficic del mezzo ellissoide schiaceiato
generalo dal qguarto di ellisse AB (fig. 102) rotante intorno al
suo semi-asse minore OB, assumasi per origine di coordinate il
centro G dell'ellisse cni appartiene la curva generatrice, 1'asse delle
ascisse nella direzione C 2 dell'asse maggiore e l'asse delle ordi-
nate nella direzione Cy dell'asse minore della stessa ellisse.

Considerando un punto qualunque M della curva AB, si pud
dire che questo punto ¢ lintersezione delle due rette NP e QM,
la prima perpendicolare e l'altra parallela all’asse delle ascisse,
condotte per punti N e Q in cui una stessa retta CN interseca
le due circonferenze descritle col centro in C ed aventi i loro
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raggi rispetlivamente eguali a CA e CB. Segue da cio che chia-
mando

¢ il semi-asse maggiore CA,

m il semi-asse minore CR,

2 T'angolo yCN,

S la superficie cercala,

ds un arco elementare MM,
si ha: che il differenziale dS della superficie generata dall’ar-
chetto infinitesimo MM, mentre il quadrante ellittico AB fa un’
intiera rivoluzione, vien dato da

dS=%2nzds;

¢ che, come si ¢ (rovato al numero 89 parlando del fuso eilin-
drico a monta depressa con direttrice ellittica,

r==cseng,
J=mCcos g,
dr=ccospdy,

dy—=—msen¢doy,

des=do ‘/ c*cos® g--m*sen? g,

Ponendo nell’espressione di dS il valore di « e quello di ds, met-
tendo 1 —cos*s invece di sen®s e portando fuori del radicale la
semi-corda ¢, si ottiene

2

! 4 ot —m? m
d&-:%r-senqad?l/-—ﬁ-——cos“cp—{—- =i

e, facendo

G‘i_m'}.
'('.—‘3:6? (1),

risulta

th:‘.:QT‘:f.‘a‘f?SCﬂ?d? l/‘_l"(,s

EQ
~+-cos* @.
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Questo valore del differenziale dell'arca d'un ellissoide schiac-
cialo differisce dal valore del differenziale dell’area del fuse cilin-
drico a monta depressa con direttrice ellittica. dato dalla formola
(I1) del numero 89, nel solo coefliciente costante il quale ¢ 2zt
wmvece di ae. Segue da cio che le formole delerminatrici della
superficie S di un mezzo ellissoide sehiacciato sarammo quelle stesse
trovate nel citato numero per il fuso cilindrico a monta depressa
con dirvettrice ellittica quando in esse si eangi ¢ c in 2 z¢% e che
per conseguenza si avra

s:n,(l—i— T 11) @),
H:ﬂn.f"*(l+lg~%j\.£:|t}g‘—:§) (3),
oo b 3"’92(1 - 1!3 L"—S—:I-i:_:t."—::-l'fsr—- ...... ) (l\‘

Fenendo conto solamente dei due primi termmi della serie rap:
presentante il valore di 8 ¢ ponendo per ¢* il sne valore dato
dall'equazione (1), si oltiene

T (25 4m),

la quale evidentemente conduce ad una superficie maggiore della
vera, ¢ che da risultati i quali tanto pit si allontanano dal vero
quante piu la monta del fuso ¢ piccola.

Per ottenere nna formola la quale, con un’approssimazione sul-
ficiente nelle ordinarie circostanze della pralica, serva a caleolare
la superficie del mezzo ellissoide schiaceialo, ¢ necessario tener conto
di almeno tre termini del fattore svolto in serie nell’equazione (4).
¢ cost facendo si ottiene la formola

Yet—-Te* m* — m* "

S=2x 52 (9),

la quale da per lellissoide schiacciato il grado dapprossimazione
somministrato dalla formola (7) del numero 89 quando vien que-
sia impiegata al calcolo della superficie del fuso cilindrico ellittico,
a monla depressa.



— 198 —
Soventi volte nella pratica, invece di -adotlare le formole (2),
(3) e (4) od anche la (5) nel caleolo della superficie del mezzo
ellissoide schiacciato, si impiega la semplicissima formola empirica

S::’.rc[m—-f— %(c—-—m)] (6).

Questa formola da visultati un po’ minori del vero pei semi-ellis-
soidi mollo schiacciali, e da risullali assai prossimi al vero pei
semi-ellissoidi il ecul semi-asse minore & poco diverso dal semi-
asse maggiore.
2° La superficic del mezzo ellissoide allungato generato dal

quarto di ellisse AB (fig. 105) rotante intorno al suo semi-asse
maggiore CB, si oltiene ragionando come si & fatto per avere la
superficie del mezzo ellissoide schiaceialo. Assumasi per origine di
coordinate il centro C, l'asse delle ascisse nella direzione del
semi-asse minore CA ¢ l'asse delle ordinate nella direzione del
semi-asse maggiore CB, ¢ si consideri un punto qualunque M
della curva ADB siccome intersezione delle due rette QP ed NI
la prima perpendicolare e 'altra parallela al semi-asse maggiore
CB, condotte pei due punti Q ed N in cui una stessa retta €0
interseca le due circonferenze descritle col eentro in ( ed aventi
i loro raggi rispettivamente eguali a CB ed a CA.

Essendo

¢ il semi-asse minore G_A_;

m il semi-asse maggiore B,

¢ angolo yCQ,
¢ rilenendo le denominazioni gia stabilite per quanto si riferisce
alla superficie domandata, alle coordinate del punto gqnalunque M
al differenziale dell'arco MM ed alla superficie infinitesima gene-
rata dall’arco elementare MM’ nell'intiera rivoluzione del quarto
di ellisse AD attorno al suo semi-asse CB, si ha, come per l'ek
lissoide sechiacciato,

dS=2xrzds,
z=—cseng,
Y==mcos g,

do=ccosgdo,
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dy— —msengdg,

ds—=dg l/r;’acosﬁ‘cp--l--i'i*sﬁ‘sen2 @5

e quindi, ponendo nell’espressione di dS il valore di x ¢ quello
di ds, mettendo 1 — cos* g invece di sen’qp e portando fuori del
radicale la semi-corda ¢, si oltiene

. wme Lmt—ct
dS=2xnc'sengdo {/ - — cos’ q.
i &

Quest'espressione di dS, ponendo

ey, .
‘_'E&"_ —— (‘},

diventa
. Bl ety ez aiin
d8=—=2n¢’csengd gol/—fT—E —¢08% g,

e differisce dal differenziale dell’area di un fuso cilindrico a monia
rialzala con direttrice ellittica, dato dalla formola (III) del numero
89, nel solo coefficiente costante, il quale & 2x¢* invece di ac.
Segue da cio che assai facilmente si possono dedurre le formole
le quali servono al calcolo della superficie del mezzo ellissoide
allungato dalle formole (9) e (10) del citato numero 89, relative
al fuso cilindrico a monta rialzala con direttrice ellittica, ponendo
in esse 2n¢® invece di ac; e quindi risulla

¢ -
= are (tang =7¢) J (d),

S—9xet (1—|—135'-——§l—5—6' l s" ....... ) (9.

Quando ¢* & una frazione, ossia quando

mi—cr
Gg < l 2
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ossia ancora quando

m{c]/ﬂ.

conviene generalmente adoltave la formola (9) con pochi termini
del fattore svolto in serie. Prendendo due soli termini di questo
fattore e pouendo per ¢ il suo valore dato dalla (7) si oltiene la
formola

9
S= 2 n(2¢t=4-m?) (10),

la quale, essendo negativo il primo termine trascurato nell’indicato
fattore svolto in serie. deve condurre a risultati maggiori del
vero. :

La formola (10), sia per essere solamente applicabile ai pochi

casi in cui m.{c]/‘.! sia per dare una grossolana approssimazione

per poco che m differisca da ¢, non si pué ritenere siccome for-
mola utile da impiegarsi nella pratica, e, per ollenere una formola
{’approssimazione atta a calcolare la superficie del mezzo ellissoide
allungato in tutti i casi della pratica, si parta dalla gia trovata
equazione

{ m omt—c*
dS=2nc'sengdo F——-«-,;—-—cos’cp !

143

la quale esprime il differenziale dell’area del detto ellissoide e si

y ] ; sai m* : hals
porti fuori del radicale il faltore v Cosi facendo si ottiene

2 ol

d8=2nremsenpde V N = = cos' e,

che, ponendo
mr—i? <
e T
nm’ ¥ (1,
s1 riduce a

dS=2ncmsengdep V-'l'-—ngeosg?ﬁ .
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(Jueslo valore di A8 dillerisce da quello dato dalla formola (IV)
del numero 89 solamente per un cofliciente costante, eioé la lun-
ghezza a del fuso ¢ surrogata dalla lunghezza 2xe della circon-
ferenza del circolo coperto dal mezzo ellissoide. Segue da cio che
dalla formola (13) del citato numero, col solo cangiamento di a
in 2re, riesce facile il dedurre la formola

S=2 nm(l "H L

la quale serve al calecolo della superficie del mezzo ellissoide al-
lungato.

L’ultima equaziove riesce utilissima nella pratica e di sempre
risultati un po’ minori del vero, ma tanto pin prossimi alla ve-
ritd quanto pitt grande @ il numero dei termini di cui si tlien
conto nel fattore svolto in serie. Tenendo soltanto conto dei due

primi termini e ponendo per »* il suo valore dato dalla (11) ri-
sulta Ia semplicissima formela pratica

3 -'—~———’";_+'" _. a3),
B
la“quale, essendo negalivi tutti i termini trascurati nella serie che
trovasi nel secondo membro della (12), conduce necessariamente
a risultati un po’” maggiori del vero con quel grado di approssi-
mazione che somministra la formola (44) del numero 89 nel cal-
colo della superficie del fnso-eilindrico ellittico a monta rialzata.
Nelfa pratica, invece di adottare le formole (8), (9), (12)e (15)
Igdesalcolo della superficie dei semi-ellissoidi allungati, ben di fre-
quente si impiega la formola empirica

S—=2nc¢ _m-—.?(m—c)J (14),

-

la quale da risultati assai prossimi al vero pei semi-ellissoidi non
molto allungati.

3" La superficie del mezzo ellissoide a tre assi si oltiene par-
tendo dal differenziale d8 dell’area di una superficie curva qua-
lunque, il quale, come si sa dal calcolo differenziale, per una
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superficie curva riferita a tre assi coordinati ortogonali delle =,
delle y e delle = vien dalo da

dS=duzdy Vl_--i-‘l—ﬁI —|-E§.
dzt ~ dy*
Ora, essendo
i il T S
atpt =

I'equazione dell’ellissoide di semi-assi o, h ed m diretti rispettiva-
mente secondo gli assi delle .z, delle y e delle z, e quindi risul-

tando
spdiily @ 1y e
P=mill —=—5 15
( a’ b“) (3%
: i digolnd 2 , x
le derivate parziali — e~ ammetlono i valovi
dz ~ dy
dz m'
dz at'z
dz__ mdy
day" AT

per eui il valore di dN si riduce a

3 m-‘m‘}. ?n.j?g
db:d;t:(ly]/fl_g_w_'_ﬁ_

Eliminando da quest’equazione il valore di z° mediante 'equazione
(15), il valore di dS diventa

o

1Y __ﬂ%j b 1_?_@ J
dS=dxdy at ) ot b* ) b
) J

[

o

e la superficie S del mezzo ellissoide vien rappresentata da
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::—//ml I/I#(I l, u(_'-_*i%%

a'.’. b'.’.

allorquando i limiti delle due integrazioni s’intendano determinati
dalla sna traccia sul piano delle zy, ossia dal contorno dell’el-
lisse, la eui equazione ¢

2

li‘?:
=

e

]

—1 (16).

-}

—

1 )

Per arvivave ad eseguire la duplice integrazione che trovasi nel
valore di 8, suppongasi per fissare le idee

a>b>m,

¢ di pii si faeeia

oL 9,

e f,
7 b
m' . m* A
1 — =% 1 --F:(,- (17).
Evidentemente si ha
i valori di d@ e di dy riescono
de—ade, dy=bdun;

ed il valore di S diventa

. [ y 1 T
b_ﬂb[[dadﬂ' W

al

Ponendo ora

— 3 oS
c—Vi 1_"1;_";2’ (18),
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il valore di § si riduce semplicemente a

Zdedn, {(19),

S:ab’

'Y

dove 1l valove di ¢ ¢ determinato dalla (18), ossia aneora dall'e-
(uazione
(C—32)€%+(C‘—p')GJ:C‘—|, (2.]),

¢ dove 1 limiti delle nuove intersezioni sono daii dall equazione

5

=1 (21),

N i

‘—ed L=,

a (1]
Considerando ora le nuove varviabili . » ¢ £ siccome le coor-

dinate ortogonali di unaltra superficie rappresentata dall’equazione

-~
-

la quale risulta dalla (16) facendo in essa

(20), !lgdsdaq si puo riguardare siccome espressione analitica

di un volume limitato dal piano delle ev, dalla superficie cilin-
drica (21) e dalla saperficie (20) di ordinata ¢. L'intersezione di
quest’ultima superficie con un piano parallelo a quello delle ¢ &
la eurva rappresentata dal complesso dell'equazione (20) coll’e-
quazione

C:CJ
essendo C quella costante che determina a qual distanza dall e-

rigine delle coordinate passa il piano segante; ¢ equazione della
preiezione della stessa intersezione sul piano delle :» &

('~ ) e (O — ) P =0 —1 .

Quest’equazione evidentemente rappresenta un’ellisse i cui semi-
assi U ¢ V, rispettivamente paralleli agli assi coordinati dalle - ¢
delle 4, sono espressi da
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per modo che quando il piano segante, sempre parallelo al piano
delle ¢x, passa alla distanza qualunque ¢ dall'origine, i due semi-
assi u e v dell’ellisse intersezione verranno dati dalle formole

g — V_Zj;t!_
b= gz_ o

=Y &=
P a4

Quesli semi-assi divengono eguali fra di loro ed all'unila per
(=<, diventano nulli per £ =1, e quindi la superficie rappre-

sentata dall'equazione (20) taglia I'asse delle Z nel punto A (fig. 104,
posto a distanza QA —1 dall'origine delle coordinate ¢ si innalza
in modo da rendersi assinlotica alla superficie cilindrica BCED
avente per direttrice la circonferenza di circolo rappresentata dal-
I'equazione (21) e le sue generatrici parallele all’asse QZ.

Cosi essendo, si puo misurare il volume espresso da Cdedy,

prendendo per elemento di esso la differenza infinitesima [fra i
volumi dei due cilindri retti le cui altezze sono

bd=ct, bVd =t-+d¢,
e le cui basi sono le ellissi di semi-assi
Qb—u, Qe—7,
OV —u—+du, Q' —v+dv.

Le superficie di queste ellissi, trascurando gli infinitesimi di se-
condo ordine, vengono rispeltivamente espresse da

Tuv,
ruvtudv+vdu)=n@v+duv);

I'elemento di volume vale

téduvy;
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il volume totale rappresentato da Cdedy fea i limiti visultanti

dall’equazione (21) si pud esprimere con

= | tduw

preso fra i limiti £—=1 e Z====: ¢ cosi, medianle un ingegnoso

ripiego dovnto al signor Catalan, l'integrale doppio | JZdedy tro-

vasi (rasformato nell’equivalente inlegrale semplice = | Zduv.

Chiamando V T'ultimo integrale , lintegrazione per parti faeil-
mente conduce ad ottenere I'equazione

-+

—tuy— Jurdcg,

=5 | -

o

la quale, per i trovati valori di « e di v in funzione di Z, si ri-
duee a

YE—DE—p) [ YE—HEC—8)

R (N | TR Sl e 1

Se ora si osserva che £ non puo essere minore di 1 e per con-
seguenza non minore di 2, ¢ lecilo il porre

92),

d'onde

o acosvdy

e d{—=— —=,

seng sen”

==

-

¢ quindi il valore di — vien dato da

I
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g 3 a
| #—sen'o (sen’*o—of)dy

.f:enc;mos?]/ o -—[isen’y seni‘q’l/ o — Bisenq
L

Ma identicamente si ha

sen’p —o*—sen'y —[*sen*y — (£’ —[f*sen’ ),

per cui, dividendo per sen“q:]/ ot— [%sentq, risnlta

Vaez-— B*sen’y

seno — o e 1—g
R e e I 7o o sen*y
F»{‘.i‘l‘-’D'/ ot —prsen’o |zr ot —Bsen’y :
e l'ultimo valore di — si riduce a
™
z*—sen*e i
== ————
SN ¢Cos e ]/ ot — [ sen*
\?
w ch*—-B*q{'n’-?
—(—p) [—Z de
sen’ o

sz—{sﬂsenggs i

Trattando 'ultimo integrale col metodo dell'integrazione per parti,
si {rova che esso vale

= ;
- s ; cos’odg
—coty V A —fsente—-F ] —— LT

J = —psenty

T

cosieche il valore di — pud essere ridotto a
I
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sen o («*<+ (% costo —1)
oS o V ot — BPsen’o '

—t

’ 1__62)[ do __521- cos'odo ‘
ch —fsen’s @ o ]/ z—@sen‘yp |

o pit semplicemente, mettendo 1 — sen*¢ invece di cos*o nell’nl-
timo integrale e riducendo i dune integrali, a

A -

e SEH?(f-MQCOS*cP—lJ___[('—lﬂ*qf‘ ‘dg
\ FO%'”VQ’ - sen*o

Avendosi ora per identita

1—Fsen*o—(«'— [F sen*p) 41 — &,

: ANEW . .
il valore di — puo anche essere seritto
i

sunq;a+(jcos o—1) (

Pan:l; o —p sen® o

qu:] - [#*sen® ¢ — (-I—z*)[L .
5 Vai—.&*sen?qa .

0 finalmente

“i-ﬂi

—-_.-‘.___——-

o sen @(a* - 5*cos* -“—*l)
oS @ V — (*sen*y

A=

ok B e et B B R
x-[(’l——_z:acn g) do - (1 fsenqo) de
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Intanto, essendo 1 ed = i limiti di Z, quelli di seng in virta
dell’equazione (22) devono essere « e 0, e ponendo

g —senw (‘23),

I

quelli di ¢ devono essere » e 0. Ora, nell'ultimo valore di i la
©

parte libera dal segno J, frai limiti seng=—u= ¢ senp =0, assume

il valore

Y a—a0—8),

per modo che il valore di V, rappresentante tf§d uv fra i li-

miti =1 e £—2 o0 ancora ff’;dsdw fra 1 limiti risultanti

dall’equazione (21), vien espresso da

/

_—_— 0 gz e
s +]/(1Hsc’)('l—-ﬁ’)—~af (1—%{—2sen’q:)gd?

? 4 —a? 0. g2 .._,%.
@

Ma, come risulta dall’equazione (19), quest’espressione moltiplicala
per ab da la superficie S del mezzo ellissoide per cui, invertendo
Uordine dei limiti nei due integrali ed osservando che per [e re-
lazioni (17)

—Al—m=""
Y A= —B)=—7,
si (rova
[
~+a ('l——;‘,sen’qa) dg
§=0
S=nm*+nab (24).

Yoo A 52 Lk

o a"J"ra(‘l——L—,sen’qa) g

L'ARTE DI FABERICARE. Geomelria pratica, ecc. — 14,
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I due integrali contenuti nel trovato valore di S, i quali si
riducono a

p=p B
(1—c*sen*q) de

=0

P=p _1
(1—c*sen’p) *de
P==0

quando si faceia

?

8
o

==

sono tali da non potersi effettuare che per approssimazione, svi-
1
luppando in serie col linomio di Newton le espressioni (1 — ¢*sen‘o)*

ed (1—c¢*sen’y). * Legendre pero, ponendo eguale al seno di un
angolo 9 la frazione rappresentante il coefliciente di sen®s, ha
calcolali e raccolti in tavole questi integrali chiamati rispettiva-
mente funzioni o trascendenti ellittiche di prima e seconda $pecie.

Come gid si noto al numero 41 parlando dello svilappo della

semi-ellisse, dove avvenne di considerare I'integrale dell espressione
i

(1—c'sen*p)® d o, queste tavole contengono i valori dei citati inte-
grali corrispondenti a tutlti quelli di ¢ e di 9 variabili di grado in
grado da zero a novanta, e di necessitd sono esse a doppia en-
trata come quella di Pitlagora. La prima loro colonna contiene i
diversi valori dell’angolo o chiamato ampiesza; le altre, nel numero
che permette il formato della carta, sono oceupate dai valori cor-
rispondenti del primo e del secondo integrale pei diversi valori
del modulo 9. Le colonne poste a destra di quella contenente le
ampiezze @, secondo che trattasi del primo o del secondo inte-
grale, sono intestate E (0%, E (17), E (2°), ......., E (90°) oppure F (07),
F°), F (2, ..., I (90°), e queste indicazioni significano che
i

]

nelle espressioni (I — ¢*sen*s) * dg od (1 —¢*sens) *.do il modulo
6, di cui ¢ & il seno, si suppone corrispondere successivamente a
LA [ e , 90", Per tal modo volendo, per esempio, il valore’
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[liJ(l—c"sen‘?} *d g corrispondente a gradi 20 di ampiezza o ed
a gradie>4 di modulo 0, si cerchera l'ampiezza nella prima eo-
lonna, il modulo nel primo rigo superiore, e, seguendo coll’occhio
le linee dirette secondo la larghezza e l'altezza della tavola che
passerebbero pei rispettivi luoghi dei numeri cercati, si trovera
nell'incontro di esse il richiesto valore dell’ultimo indieato inte-

grale.
Per hen far apprendere I'uso delle indicate tavole, trascrivo qui
appresso una piccola parte di quella che da i valori dell'integrale

1

dell’espressione (1—c¢*sen*) * do, e mi propongo di trovare que-
sUintegrale per 9=—=17"29" e per ¢==0,064242 cui corrisponde
6—=5" 41" i

-

E(0°) E(1%) E2") E(3") E(4°)

10,00000 00000 ED.DDUDB 00000 10,00000 00000 /10,00000 00000 {0,00000 00060
001745 32925 0,745 52922 0,01745 32014 |0,01745 32001 |0,01745 32882
0,05480 65850.0,05490 65829 0,03490 63764 [0,05400 65656 10,05490 65505
0,05235 98776 .0,05235 08703 0,05255 98484 [0,05255 98121 |0,05235 97512
0,06981 317010,06981 31528 0,06081 31010 [0,06081 30199 [0,06981 28044
0,08726 64626 0,08726 64290 0,08726 63278 |0,08726 61547 |0,08726 59244

O & D =

|
0,10471 97551 (0,10471 96070(0,10471 95224 [0,10471 92320 [0,10471 88258
042217 50476 [0,12217 20558 |0,12217 26784 (0,12217 22176 |0,12217 15751
0,13962 63402 (0,13962 62026 |0,13962 57896 (0,13962 51025 |0, 153962 41411
045707 96327 [0,15707 94569 (0,15707 88497 10,45707 78720 {0,45707 65048
0,17455 20252 (0,17453 26569 |0,47455 18525 |0,17455 05129 [0,17452 863595

0D 00 =T

019198 62177 (0,49168 38611 1019198 47917 [0,19198 30110 [0,19198 05208
12 10,20045 95102(0,20945 00479 10,20045 76615 10,20945 53528 10,20945 21244
I3 |0,22680 28028 (,22680 22158 10,22685 04558 |0,22688 75250 10,22688 54266
14 10,24454 60953 0,24454 55635(0,24454 816881024435 95043 |0,24455 44039
15 10,26179 93878 0,26179 84803 (0,26179 57948 |0,26170 15078 0,26178 50553

16 10,27925 26803 |0,27925 15919 (0,27924 28987(0,27924 2802710,27925 52920
17 10,20670 59728 (0,20670 46700 |0,29670 07631 (0,29669 42565 |0,20668 5[5?9|
18 [0,31415 92654 0,31415 77221 0,31415 50943 |0,31414 53870]0.51415 46094
19 10,535161 25579 [0,33161 07469 |0,55160 53164 (0,55159 62723 10,55158 56253 |
20 (0,54906 58504 |D,3&EIOG 57432 |0,534905 74244 (0,34904 69007 |0,54905 21847

Cercando mella prima colonna 'angolo 17" e nel rigo superiore
l'indicazione E (5°), si trova che il valore corrispondente dell'in-
Llegrale &
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E'=0,2966942565.

Per tener conto dei 29" contenuti nell'ampiezza ¢ si osserva che
la variazione fra il valore dell'E(5") corrispondente a 48" ed il
valore del E(3°) corvispondente a 17° ¢é

0,3141453870 —0,2966942565 — 0,0174511305,

¢ che quindi in proporzione la variazione A da farsi sul valore
di E” per avere il valore E(3°) corrispondente al 17° 29" appros-
simativamente vien data da

A== 60’ D 074511305 =10,00843471293.

Analogamente si tien conto dei 41" contenuti nel modulo 0, osser-
vando che la variazione fra il valore di E(3°) ed E(4") corri-
spondenti all'ampiezza 17°, la qual variazione si ottiene toglicndo
il valore di E' dal numero scrittogli a destra nel medesimo rigo, &

0,2966851579 — 0,2966942565 = — 0,0000090986,

e che quindi la variazione A" corrispondente a 41" vale in pro-
porzione

.

A—=— ;a 0,0000090986 ==~ 0,00000621736.

Le due correzioni A e A’ riunite ne fanno una data da
0,00843471293 —0,00000621736 —=0,0084284956,

la quale, aggiunta al valore di E’, da il seguente valore E del-
1

Vintegrale dell’espressione (1 —c*sen*)* dg per =17"29" ¢ per
¢—0,064242 '

E=0,2966942565-+0,0084284956 —=0,3051227521.

I’ esposto metodo per ottenere I integrale dell’ espressioney

(1 — ¢*sen’)* do per dati valori di ¢ e di ¢, semplicissimo quando
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I'ampiezza ed il modulo risultano affetti anche da minuti, conduce
a risultali i quali non sono generalmente esalli oltre le prime
cinque cifre decimali. Quest’approsimazione perd é piu che suffi-
ciente in Lutti i problemi di geometria pralica, per cui mi credo
autorizzalo a non far parola di altro metodo pin esalto sugge-
rito dallo slesso Legendre al numero 211 del tomo HI della sua
opera sugli esercizii di calcolo integrale.

La tavola che da i valori dell'integrale dell’ espressione

(1—¢*sen*s) * d g per diversi valori di 9 e di ¢ ¢ precisamente

disposta come quella che serve a trovare i valori dell'integrale
)

dell'espressione (1 —¢*sen®s)* dg, né vi ha diversita nel modo di
servirsi di questa tavola.

Riepilogando quanto si ¢ detto sul caleolo della superficie di
un semi-ellissoide a tre assi, di eui si conoscono i tre semi-assi
principali a, b ed m, parmi potersi conchindere: 1° doversi cal-
colare le quantita « e 5 medianle le equazioni (17): 2° essere
necessario trovare I'angolo » colla formola (23); 3° doversi olte-

-
1 2 - .
nere I'angolo 6 ponendo senf—e¢=—"=; 4 servire le lavole di
i -
Legendre al calcolo dei due integrali
o2 e 2 1
ik F
(I—"S—zsen’go) dop
= X
Jo=0
CP:IU,

it
('l~—;,—scn’cp) do
G0

avenli per ampiezza l'angolo p e per modulo I'angolo 6: e final-

mente doversi sostilujre nella formola (24) i valori dati di a. b
ed o, il valore noto di = ed i valori caleolati di « e degli accennali
integrali per ottenere la domandata superficie S del semi-ellissoide.
Lesposto metodo per trovare la superficie del mezzo ellissoide o
tre assi ¢ difficile e lungo, per cui grandemente ¢’¢ da dubilare se i
pratici vorranno adattarsi ad applicarlo. Per questo motivo, deno-
tando sempre con a e b i due semi-assi principali dell’ellisse che
serve di base all’ellissoide, con m il terzo semi-asse principale, e
chiamando L lo sviluppo dell'indicata ellisse, nel caso in cui
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a—+b
9 )

si pud empiricamente calcolare la superficie S colla formola

A Qpa4-b  \- gt
b_L[m-}-ﬁ(——g —-m)_l (25),
e nel caso in eui

(41
T <
si puo invece adottare la formola

9 a0 .
S:L[m—?(m---vv——@-— ] (26).

Queste formole (25) e (26) si riducono rispettivamente alle .
)

formole empiriche (6) e (14) convenienti per gli ellissoidi schiac-

ciali ed allungati nel caso in cui b=—=a: danno risultali non molto

lontani dai veri quando i tre semi-assi a, b ed m sono poco dil-

ferenti tra loro; ed invece non possono condurre che a risultati®

di grossolana approssimazione quando i detli tre semi-assi nole-
volmente differiscono.

97. Regola di Guldino per ottenere le superficie di rivolu-

zione. — L’enunciato di questa regola ¢ il seguente: la super-
ficie generata dalla rotazione di un arco di curva piana intorno
ad un asse fisso, contenuto nel piano e posto da una sol parte di
essa, ha per misura il prodotto della lunghezza dell’arco genera-
tore per la lunghezza dell’arco descritto dal suo centro di gravita.

Per dimostrare la verita dell’enunciata regola si consideri una
curva piana qualunque AMB (fig. 105) rvotante attorno all’asse YY'
contenuto nel suo piano, e si chiamino
L la lunghezza dell’arco generatore AMB,

z, la distanza PG del centro di gravita di quest’arco dell’asse
di rotazione YY’,

I la lunghezza di una parte infinitesima qualunque MM’ del-
I'arco generatore ed



ey e

# la distanza ON del punto di mezzo di quesla parte infinite-
sima dell’asse YY'.

Supponendo che la linea AMB si riduca ad una linea materiale
di dimensioni infinitamente piccole nella sna sezione trasversale,
il momento del suo peso tolale rispetto al piano proiettato in YY’
deve essere eguale alla somma dei momenti di (ulli i pesi elemen-
tari degli archetti infinitesimi, analoghi ad MM, rispetto allo stesso
piauo; cosicehe si ha I'equazione

Lz, =%z

dove il simbolo ¥ rappresenla una somma eslesa a tutti i pro-
dotti degli avchetti infinitesimi analoghi ad MM per le distanze dei
loro centri dall’asse Y Y’. — Moltiplicando ora la stabilita equa-
zione per 2w e scrivendo per primo il secondo membro, si ottiene

*

32nx.l=L.2na,.

Per essere 272 la circonferenza di raggio NO—=x, 2z2.0 la
superficie convessa generata dall’arco infinitesimo MM’ (superficie
che si puo considerare siccome quella di un tronco di cono retto
di altezza pure infinitesima, giacche il delto arco si confonde colla
sua corda) ¢ X27a. 1 la somma delle aree elementari generate
da tutti gli archi infinitesimi analoghi ad MM’, in cui s'intende
scomposta l'intiera curva AMB, il primo membro dell'ultima equa-
zione esprime la superficie di riveluzione generata dall’or indicata
curva. Il secondo membro poi é il prodotto della lunghezza L
dell’arco generatore per la circonferenza 2za, descritta dal suo
cenlro di gravita, e quindi nell'ultima equazione trovasi contenuto
'enungiato della regola di Gunldino.

Questa regola, non solo & vera quando la curva generatrice
descrive un intiero giro attorno all'asse YY', ma anche quando
descrive una parte di giro; ¢ «questo risulta ad evidenza da cio
che si ha sempre un’eguaglianza, quando nell'ultima equazione
si dividano le lunghezze delle due circonferenze 2na e 2na, per
uno stesso numero.

Una snperficie la quale assai facilmente puo essere calcolata
applicando la regola di Guldino, ¢ quella dell'anello generato dalla
rivoluziong di una mezza circonferenza, di un arco ecircolare, di
una mezza-ellisse o di upa mezza ovale rotante atlgrno ad un
asse OY contenuto nel piano della cyrva geperairice e perpen-
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dicolare alla divezione OAB (fig. 106) della sua corda. Eviden-
lemente in questo caso il centro di gravila della curva generatrice
ACB trovasi sulla saetta CD e quindi la lunghezza dell’arco de-
seritto dal detto centro nell'intiera rivoluzione della curva ACGB
attorno all'asse OY non ¢ altro che la lunghezza della circonfe-
0A+0B
2

superficie vien data dalla lunghezza dell’arco A CB, facile ad olte-
nersi colle norme che vennero date ai numeri 25, 24, 50, 41 ¢ 42
moltiplicata per la lunghezza della circonlerenza di raggio 0D.

Un’altra superficie, che anche facilmente si puo ottenere appli-
cando la vegola di Guldino, & quella generata dalla rotazione di
un quarto di ovale attorno ad un suo semi-asse. Cosi, supponendo
che vogliasi trovare la superficie generala dal quarto di ovale
AB (fig. 107) cosliluilo dai quattro archi cireolari AF, FE, ED
e DB e rotante allorno al suo semi asse (’B. s'incominciera col
determinare i centri di gravlla 9. g” e g’ dei primi tre archi,
non che le loro distanze m’y’, m”g” ed m”y”" dalla retta CB,
e quindi si dira che la superficie richiesla vien data dalla su-
perficie della calotta sferica generata dall'arco BI), anmentata dei
tre prodotti AFX 2z m ¢, E¥ X 2r. m"J” e DEX2r. m™"g".
La determinazione di centri di gravila g', ¢” e 4" assai facil-
mente si fa quando si osservi che lrovansi essi rispetlivamente
sulle bisettrici degli angoli AO,F, FOE ed EO,D, e che, per
quanto risulta dallo studio della meccanica razionale, le loro
distanze dai centri 0,, 0, ed O; sono allrettanle quarte propor-
zionali dopo gli archi, le corde ed i raggi corrispondenti.

8. Metodo approssimato per la valutazione di una superficie
di rivoluzione. — Allorquando devesi valutare la superficie di
rivoluzione generata da una curva AB (fig. 108) rotante intorno
ad un asse YY' contenuto nel suo piano, e per la quale riesce
impossibile, tanto Vapplicazione della regola di Guldino, nel modo
facile indicato nel precedente numero, quanto i procedimenti
derivanti - dall’applicazione del calcolo integrale alla quadratura
della superficie di queslo genere, si puo procedere approssima-
livamenle come segue: si segnino sulla curva AB diversi punti
€ DB talmente vicini che gli archi fra essi intercetti
ben poco differiscano dalle loro corde: e si assuma la somma
delle superficie generate dalla rotazione di queste corde attorno
all’asse YY', siccome rappresentante la superficie domandata.

renza di raggio OD— . Segue da cio che la domandata
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Queste superficic generate dalle corde sono poi facilissime ad ot-
tenersi, giacché sono esse le superficie convesse dei tronchi di
coni retti a basi parallele le cui circonferenze medie hanno per
raggi le rette FF/, GG, HH, ........ condotte dai mezzi F, G, H,
coeeee delle corde perpendicolarmente all’asse di rotazione, ed i
cui lati sono rispellivamente le corde slesse AC, CD, DR Hlis

Nel caso di una eurva generatrice la quale sia concava verso
I'asse di rotazione, l'indicato procedimento per la valutazione ap-
prossimata di una superficie di rivoluzione conduce evidentemente
a lrovare un valore un po’ minore del vero: e lerrore in eni
necessariamente s’incorre tanto pin ¢ piccolo quanto pin si
prendono vieini i punti A, G, D, E,

Un altro metodo consiste: nel 'prenclcrsi ancora sull'arco gene-
ratore AB 1 punti A, C, D, E, ...... non mollo distanti, affinche
agli archi fra essi intercelli si possano sostituire le corde corri-
spondenti, nel tirare le corde AC, €D, DE, .......; nel dividerle per
mezzo nei punli F, G, H, ......: nel cercare 1l centro  di  gravita
del perimelro ACDE.......B: nel misurare la distanza di queslo
cenlro di gravita dall’asse di rotazione YY'; nel procurarsi lo
sviluppo dell’arco A B assumendolo come eguale al«letto perimetro,
oppure applicando le regole che vennero date nel numero 21: ¢
finalmente nel moltiplicare questo sviluppo per la circonferenza
avenle per raggio la distanza dell’accennato centro di gravita
dall’asse di rotazione. — Per determinare la posizione del centro
di gravila del perimetro che si soslituisce all'arco generatore A B,
si unisca F con G e si divida la vetta FG in parti inversamente
proporzionali ai lati AC e GD ponendo

( ]_]Xl‘ [1

R o—
J .'\.[_1 *f'"{: I}

e siottiene cost il punto g centro di gravita della parte di perimetro
ACD. Fatto questo, si unisca g con H, e si divida gH in parti
inversamente proporzionali alle lunghezze AC+CD ¢ DE ponendo

AC+CD+DE

e, cosi facendo, si determina il centro di gravita ¢ della parte



di perimetro ACDE. Unendo ¢ col mezzo del lato successivo al
lato DE che venne counsiderato per I'ultimo, si trova il centro di
gravita della parte di perimetro costitnita da quattro lati: e,
continuando collo stesso metodo ad unire il centro di gravita
ultimo trovato col mezzo del lalo che immediatamente segue la
parte di perimetro a cui il detto centro si riferisce, facilménte si
arviva a trovare il centro di gravitd dell'intiero perimetro che si
sostituisce alla eurva AB.

99. Superficie dell'elicoide a piano direttore. — Sia ABCD
(fig. 109) la proiezione verticale di un’elica delineata su un eilindro
retto di raggio OA=—0,A,—=R ¢ di passo p: il centro della
sezion retta del cilindro passante pel punto O si assuma come
origine delle coordinate; l'asse delle = prendasi nella direzione
del raggio che unisce il detto centro coll’origine A dell’elica, 'asse
delle y normale a quello delle #, ¢ quello delle ordinate = diretto
secondo 'asse 0z del cilindro. Considerando sull’elica un punto
qualunque di proiezione verticale M e di proiezione orizzontale M’
e chiamando z Vordinata PM, la lunghezza dell’arco circolare
A, M, rappresentante la proiezione orvizzontale dell’arco d’elica AM
vien espressa da

=

2=R
y
e quindi da

s

"I_]".

la lunghezza dell’arco cireolare di raggio eguale all'unita chiudente
angolo A,0,M,. Ora, denotando con z ¢ con y le due coordinate
0,Q,=0P ¢ Q,M, del punto M ¢ considerando il triangolo ret-
tangolo O,Q, M,, ricavasi !

D
w=Reos~—3
p

)
y—Rsen—z,
}]

le quali equazioni divise tra loro conducono a

Q)
- T
I,

Y
~—tlang ;
T 2] ?



Y

=L ap o= ;
.,_.Qﬁ‘uc(tan JB) (1).

La penullima equazione, e quindi anche 'nltima che da essa de-
riva, per ogni valore costante di = esprime una retla la quale
incontra P'asse delle 5, ed appartiene percio alla superficie gene-
rata da una retta che, restando parallela al piano delle xy, si
muove in modo da incontrave sempre Pelica ABCD ed il di lei
asse 0z, la qual superficie ¢ appunto quella dell’elicoide a piano
divettore,
Cio premesso, essendo

d'onde

SR =
dady Vl +3;°+3;,

. » f . 5 . .
il differenziale dell’area di una superficie curva, e nel caso del-
I'elicoide a piano direltore avente per equazione la (1) risultando

daingeipgh oy
da™  Qnat~49F
dg  p& 2

dy— % Py’

si ottiene che il differenziale dS dell'area di questa superficie
sghemba vien dato da

2
dS—=duxzd ?;1/1 +‘i— (‘ﬁ_'_yz)

Ora, volendosi integrare quest’espressione di dS, conviene in-
trodurre P'angolo M, 0,2=—9 in luogo della variabile » cui & le-
gato coll'equazione

y—wxtango.

Ma, quando si voglia integrare 'espressione di dS per rapporto
ad y, bisogna supporre la @ costante, per cui nella sostituzione



w990 =

di ztangf ad y, cio che si deve surrogare a dy si ottiene dil-
ferenziando xtangf rispetto alla sola 6, cosicehé si ha

T edd
VY =Gw

Ora, siccome per la sostituzione di zlangf ad y risulta

1 P’ i l/ | ji o 'V sy p*eos’d
+4z”(;r:ﬂ+y“") =V Tiersecs o) ” A

si ottiene il seguente valore di 8 in 2 e 6

s
J cog’8 fi-r

Supponendo che vogliasi la parte di superficie elicoidale rac-
chiusa nel senso dell'elica fra la superficie cilindrica di raggm
0,A,—0A—R ed un’altra di raggio minore 0,E,—0E—r,
ne.l senso della generatrice tra la posizione OA sita nel plaIlU
20y ed una pasizionﬂ particolare distante da questo piano della
quantita O R—q, i limiti dell'integrazione per rapporto.ad  sono

0,T,=rcosb, 0,Q,=Rcosb,
e quelli rispetto all'angolo 6 risultano 0 e Parco di raggio eguale .
all'unita chiedenle I'angolo corrispondente all’altezza a, cosicche
Sy a
questi limiti saranno 0 e 2 .-r;} Integrando per rapporto ad

introducendo mediante le equazioni

p=2xRlang'—=%nrlangy (2)

le inclinazioni I' ¢ 7 delle due eliche ABCD ed EBFG al piano
delle xy, osservando che

].f/'l—l—tang‘l‘:*:ccl': ]/1+tang’;;:$007,
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e che il logaritmo della differenza di due quantita vale il loga-
ritmo del loro quoziente, si Lrova

i RCOSgdm l/x2+p200§23
recosd A

R(1+4-secT) '] c0s*f

r(1+4-secy) &

= [—Rgsecr‘-—rgsecyﬁ— R*tang®1.1

per cui il valore di S vien dato da

S e 2panorp 1 R(1—-secl)
S__rrp [R sec'—r*secy—+ R*tang l'lﬁr('l—i—sec?)]

Se ora si eliminano i due raggi R ed », ponendo come risulta
dalle (2)

Ly

—9Ortang T

et P

~ 9rtangy’
e se osservasi che

gecl _ cotl
tag*T ™ senl

secy _ coly
tang®y ~ seny’
1~4secl” _1~cosT r

— —col;
lagl’ senT 2

1+secy 1-4-cosy 7
== —eot &,
tangy seny 2

il valore di S si riduce a

ap fecotl’  coty W .
s :_ = g3 PDL
S /!-r:(senl seny & 9
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Finalmente, sostitnendo ai logaritmi neperiani i logaritmi corri-
spondenti nella base 10, risulta

ap fcotl’  coty | y .
S__(L (qenl 0, —I——log.cnl2 ]log .cot (3),

dove K (num. 89) ha il noto valore 0,45420448 ......

100. Metodi approssimati per la valutazione delle superficie
qualunque. — Questi metodi servono per la determinazione delle
superficie curve qualunque di cni mon si conosce la generazione
geometrica, ed anche per la determinazione delle superficie curve
di cui si conosce la generazione geowetrica, ma per le quali non
riescono applicabili i metodi esposti nei precedenti numeri per
impossibilita od anche solamente per difficolta nell’effettnare le
integrazioni. Un primo metodo consiste nello scomporre nel mi-
glior modo possibile la superficie curva da valutarsi in varie por-
zioni tali, che ciascuna di esse si possa sensibilmente considerare
come piana, nel valutare le superficic di tulle quesle porzioni
colle norme che vennero date nel precedente capitolo, e nel pren-
dere la loro somma. Un secondo metodo si riduce a scomporre
la proposta superficie in tante porzioni le quali almeno approssi-
mativamente si possano considerare come sviluppabili, nel misu-
rare le aree delle diverse porzioni sviluppale e nell’assumere
quindi la somma di tulle queste aree siccome rappresentante la
superficie domandata.

Aleune superficie curve, la cui valutazione riesce difficile e che
pure avviene di dover considerare nella pratica, si valutano anche
mediante formole empiriche, e gia vennero date aleune di queste
formole nel numero 96 parlando delle superficie degli ellissoidi.

101. Superficie delle vélte a botte. — Le superficie d’intra-
dos (a) delle volte a bolte coprenti aree vettangolari ¢ parallelo-
grammiche, sono superficie cilindriche aventi le loro generatrici
lunghe come le linee d'imposta. Segue da cio che si oltengono
le superficie d'intrados di queste vilte, moltiplicando gli sviluppi
delle loro sezioni relte, ossia delle sezioni normali alle genera-
trici, per la lunghezza della linea d’imposta. Chiamando adunque

(2) Per ben far comprendere la generazione geometrica della superficie d'intrados
delle volte, vale quanto gia si € detto in quest’operasull'arte i fabbricare, al capi-
tolo VII del volume intitolato Lavori generali d'archilettura civile, stradale ed idrau-
lica, e analisi dei loro prezz,
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L lo sviluppo della sezion retta «di una vilta a holle,
a la lunghezza della volta, ossia la langherza della generalrice
d'imposta, ossia ancora la lunghezza di una generatrice qualunque,
¥, la superficie domandata,
si ha la semplicissima formola

R U

Allergnando la volta a botte ¢ retta, ossia allorquando copre un
reltangolo posto in un piano orizzontale ed ha le sue generalrici
pure orizzontali, la sezion retta ¢ identica ad uno dei due archi
di ‘testa.

Se invece la volta a hotte ¢ obliqua, ossia se ha le sue gene-
ratrici orizzontali e se copre un parallelogramma ABCD (fig. 110)
collocato in nn piano orizzontale, la sezion vefta & una ‘curva
identica alla curva DIE, la quale risulta immaginando tagliata la
Ssuperficie d'intrados della volta mediante un piano verticale per-
pendicolare alla linea d'imposta AD e passante pel punte D. Es-
sendo poi

2¢ la corda DG dell’arco di testa DK,

m la sua monta HE,

z lanigolo EDC il quale misura T'obliquitd della volta,
evidentemente si ha: che la monta GT della sezion rétta & eguale
alla monta HK—m dell'arco di testa; e che la corda DE delfa
slessa sezion refta vien dala da

DE=2%2c¢cos52.

La lunghezza della corda della sezion retta si pud anche ‘ottenere
colla misura divetta, fissando un filo in ‘'un punto qualunque L
della Tinea d'imposta AD e distendendo questo ‘filo finche, arri-
vando all’altra linea d'imposta BU, deserive un arco ad essa tan-
gente col punto M in cui Ta tocea. La parte di filo disteso,inter-
cétla fra i punti L 'ed M, misura cvidentomente la corda della
sezion relta.

Finalmente quando si ha una vdlta a botte rampante, ossia una
volta a holte coi piani di testa verticali e colle sue generatrici
inelinate all'orizzonte, 1a sezion relta ¢ una curva identica alla
curva IGK (fig. 111) che risulta immaginando tagliata la superficie
dintrados della volta con nn piano passante pel punto G e per-
pendicolare alle generatrici. Segue da cio che, dicendo
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3¢ la corda AB dell'arco di testa,

m la sua monta GE,

B Tangolo G EL misurante U'inclinazione delle generatrici colla
verticale,
risulta essere eguale alla corda AB dell’arco di testa la corda TK
della sezion relta, e polersi ottenere la sua monta GL dal trian-
golo rettangolo ELG ponendo

GL—=msenf.

La lunghezza della monta GL della sezion retta si puo anche
ottemere direttamente prendendo sulle lince d'imposta due punti
I" e K’ rispettivamente equidistanti da A e da B, distendendo [ra
questi due punti un filo, fissando il suo punto di mezzo L', po-
nendo una squadra con un suo caleto lungo la generatrice su-
prema GH e facendola avanzare finche l'altro catelo passa pel
punto L. La parte di quest'ultimo caleto, intercetta fra la gene-
ralrice suprema della volta ed il punto L', misura evidenlemente
la monta della sezion retla.

Quando si conoscono la corda e la monta della sezion retta di
una volta a botte, riesce facile il procurarsi o esatlamente o per
approssimazione il suo sviluppo L, seguendo le norme che ven-
nero date nei numeri 21, 23, 24, 30, 32, 56, 57, 41 e 42.

Sovente avviene di dover considerare delle volte coprenti aree
trapezie, e la loro superficie si otliene moltiplicando lo sviluppo
della sezion relfa per la semi-somma delle lunghezze delle due
linee d’imposta. Infatti essendo ABCD (fig. 112) il trapezio coperlo
dalla volta, se immaginasi il rettangolo HKIG equivalente al detto
trapezio ed i cui lati GH ed TK passano rispellivamente pei punti
di mezzo E ed F deilati non paralleli AD ¢ BC, i due triangoli
DGE e CIF sono rispettivamente eguali ai triangoli AHE ¢ BKF,
e quindi invece dei fusi cilindrici coprenti gli ultimi due triangoli
si possono soslituire quelli insistenti agli altri due. Segue da cio
che alla superficie d’intrados della vélta a botte, coprente il Lra-
pezio ABCD si puo sostituire quella della volta a botte, di egual
sezion relta, coprente il rettangolo HKIG, la qual ullima si ot-
tiene moltiplicando lo sviluppo della sezion retta per la lunghezza
della retta GI eguale alla retta EF, ossia ancora eguale alla
semi-somma delle due basi parallele AB e D costituenti appunto
le due linee d'imposta della volta coprente il trapezio ABCD.
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102. Superficie delle vdlte a collo d'oca. — La superficie d’in-
trados di una di queste volte, le quali generalmente coprono delle
aree rettangolari, non ¢ altro che quella di una superficie cilin-
drica avente per sezion retta la curva ABG (fig. 113) posta nel
piano di testa ed avente le sue generatrici costantemente eguali
alle linee d'imposta AA” e CC”. Segue da cio che, dicendo

L lo sviluppo dell’arco di testa ABC contenuto in un piano
normale alle generatrici ed

a la lunghezza della linea d’imposta,
si ottiene la superficic ¥, dellintrados della vilta mediante la
semplicissima formola

it b i

La carva ABC o ¢ una curva policentrica, oppure una curva
progettata col tracciarla a mano libera in modo da soddisfare a
date condizioni. Nel primo caso si puo calcolare rigorosamente
il suo sviluppo colle norme che veanero date parlando dello svi-
luppo delle curve policentriche: nel secondo si oltiene esso appros-
simativamente coi mefodi gia su tale proposito esposti al numero 21.

103. Superficie delle volte anulari. — Le volte anulari sono
quelle che frequentemente si impiegano per coprire delle superficie
poste in piani orizzontali aventi la forma di corone circolari, e
la regola di Guldino (num. 97) si presta a meraviglia per calco-
lare la superficie d’intrados di queste volle, sia che coprano esse
delle intiere corone, sia che ne coprano soltanto delle parti.

Avendosi la corona circolare chiusa dalle due circonferenze con-
centriche di raggi CA e CB (fig. 114), contornata da un muro
che si eleva verticalmente attorno alla circonferenza maggiore ed
avente nel suo mezzo il maschio cilindrico di raggio CB,la vélta
anulare che la copre ¢ generala o da una mezza circonferenza di
circolo, o da un arco di cireolo, o da una mezza ovale o da una
mezza ellisse, di-corda eguale alla larghezza AB della corona, e
rotante attorno alla verticale determinata dal centro € in modo
da passare sempre il suo piano per la verticale medesima, colla
corda orizzontale e cogli estremi sul piano d'imposta. Il centro
di gravila della curva generalrice descrive evidentemente la eir--
conferenza avenle per raggio il raggio medio €D fra CA ¢ CB,
per cui, dicendo

R il raggio maggiore CA della corona,

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria pratica, ece. — 15.
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r il vaggio minore CB,

L la Tinghezza della eneva generatrice €

¥, la superficie :lomarrdatu, '
risulta -

R+
9

=

EP=

e quindi
n_,L(B--{--ﬁv)L

Se la \'ull’i anulare, invece di coprire un®intiera ecovona eirco- |
lare, copre soltanto una parte AEFGHB cui corrisponde I'angolo
ACF=c°, la lunghezza dell'arco DLI descritto dal eentro di gra-
vita della curva generatrice vien espressa da

'?"‘GTJ—D TK(R—""‘}") 3

per 13111 si ottiene la l?;uperﬁme 28 della volta mediante la sempli-
CIS'SIIIIEI formola.

'3‘23600 r(R+r)L.

Evidentemente la regola di  Guldino serve anche a frovare la
superficie: di una Vélta anulare coprente una corena o soltanto una
porzione di -corond non circolave, purché abbia essa larghezza
costante in mode da non cangiar di forma I'arco generatore.

104, Superficie delle vélte ehcoidali. — Le volte elicoidali
sono quelle che slimpiegano per la costruzione delle seale a chioe-
ciola, ed ammeltlono esse per superficie d'intrados queila dell’eli-
coide a piano direttore (num. 99 e fig. 109). Per calcolare la su-
perficie d’intrddos ‘di una di queste volte, conmoscendosi i raggi
R ed rodel cilindro maggiore e del cilindero minore, il passo p
delle eliche ‘descritte sui detti cilindri e limitanti la domandata
superficie e l'altezza a della generatrice pin elevata dell’elicoide
sulla deneratrice pitt bassa, s’incomincia dal (rovare le inclina-
zioni T ¢ y delle accennate due eliche mediante le formole

ki il
tan,rgl__{z?TR
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facili a dedursi dalle equazioni (2) del citato numero 99, e quindi
si passa alla deduzione della richiesta superficie X, applicando la
formola (3) dello stesso numero e ponenclo

w 2P _COtT __coly 1 el PO
“ ==\ senl sen/+kl g.coty ]{lob.cotg.

La superficie d’intrados delle volte elicoidali si puo anche otte-
nere per approssimazione, supponendo che ad essa sia applicabile
la regola di Guldino, e dicendo che vien data dalla lunghezza
della retta generatrice di detta superficie per la lunghezza del-
Parco d’elica descritto dal suo centro di gravita. Ora ¢ facile il
vedere : che 'arco d’elica deserilto dall’aceennato centro ha lo stesso
passo delle eliche limitanti Velicoide ¢ poste sui cilindri di raggio R

; i ; . Rtr
ed r; che trovasiesso su un eilindro di raggio g © che hale

sue estremitd sui piani delle sezioni rette medesime sulle quali
esistono le generalrici estreme dell’elicoide. Essendo adunque a
la differenza d’altezza fra la generatrice piu elevata e la gene-
ratrice pitt bassa della,superfieie costituente I'intrados della volta
elicoidale e p il passo, risulta: che la lunghezza della relta gene-
ralrice vien espressa da

R—r7r;

che la proiezione sul piano di una sezion retta dell’arco d'elica
descritto dal centro di gravita di questa retta vien dala da

@
pﬁ(ﬂ—i—?’),

che la lunghezza o sviluppo dello stesso avco d'elica (num. 44)
ammelle per valore

a 3 3
SV B
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e finalmente che la superficie approssimata X, della vélta elicoi-
dale si puo caleolare colla formola

¥ :ﬂ(R—-T) i R—I—?‘)2.
== VP47

Questa formola da una superficie un po’ diversa dalla vera, e
nelle ordinarie circostanze della pratica basta moltiplicare il risul-
lato a cui essa conduce per il coefficiente 1,05 per ottenere un
risultamento che ben di poco scostasi da quello che ottiensi colla
formola esatta.

105. Superficie delle volte anulari ed elicoidali. — La super-
ficie d'intrados di queste volte, le quali s’impiegano pure per le
scale a chiocciola, ¢ generata da una curva direttrice che suol
essere una mezza circonferenza di circolo, oppure un arco di eir-
colo, e una mezza ovale o una mezza ellisse, rotante in modo da
mantenersi sempre nel piano verticale passante per l'asse comune
delle due superficie cilindriche fra cui cade la chiocciola, e coi
suoi estremi conservanlisi allo stesso livello su due eliche di egual
passo, descritte sulle accennate superficie ecilindriche. Segue da
cio che vi ha una certa analogia fra le superficie d'intrados delle
volte elicoidali e delle volte anulari elicoidali: per quelle si puo
dire che la superficie d’intrados ¢ generata da una retta che
scorre su due eliche di egual passo coi suoi estremi allo stesso
livello ; per queste invece la superficie d'intrados ¢ generala da
un arco che scorre nello stesso modo su due eliche pure di egual
passo. Ora, se riesce applicabile la regola di Guldino per ottenere
approssimativamente la superficie di una volta elicoidale, la stessa
regola deve pure dare un risultato di sufficiente approssimazione
per la pratica, quando si applichi alle volte anulari elicoidali, e
quindi sembra potersi stabilire: che la superficie d'intrados di
una volta analare elicoidale approssimativamente si ottiene mol-
tiplicando la lunghezza o sviluppo della curva generatrice per la
lunghezza o sviluppo dell’arco di elica descritto dal suo centro di
gravila, Segue da cio che, chiamando

R il raggio del cilindro maggiore fra cui cade la volta,

r il raggio del cilindro minore,

a la differenza di livello fra il punto piu alto ed il punto pin
basso dell’arco di elica percorso da uno dei dae estremi della
curva generalrice

p il passo delle eliche direttrici,
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L la lunghezza o sviluppo dell’arco generatore e

¥, la superficie domandata,
si deve avere, analogamente a quanto si e lrovalo nel precedente
nunero,

e R TN
Em:%]/p”+w (R=7)".

La lunghezza L dell'arco generatore si ottiene colle regole che
gia su (ale argomento vennero date in questo volume.

106. Superficie delle volte coniche. — Le vilte coniche che
pitt di frequente ayviene di dover considerare nella pratica coprono
trapezii isosceli, e la loro superficie d'intrados ¢ una porzione di
superficie convessa di tronco di cono retto a basi parallele quando
i due archi di testa AED e BFC (fig. 115) sono due archi cir-
colari simili. In questo caso, dicendo

2¢ ed m la corda AD e la monta GE dell'arco insistente alla
base maggiore del (rapezio,

2¢" la corda BC dell’arco insistente alla base minore,
si ha che la monta NF di quest’nltima vien data da

r

W:-c—m;
c

e, immaginando la sezione KLI prodotla nella superficie d’intrados
della vélta da un piano egualmente distante dai due piani deter-
minati dagli archi di testa, si ha che la corda ¢ la monta di que-
st’arco sono rispettivamente

L 9
l:g—c-_g_f-:c+c’,

o= m=+-HF  ¢4-c
ML= g —M—g -

-

Ora, conoscendosi corda e monta dell'arco medio KLI, riesce fa-
cile il trovare la sua lunghezza (num. 24) e, moltiplicando questa
lunghezza per quella della generatrice AB, evidentemente risulta
la superficie d'intrades della volta conica considerata. In generale
adunque, chiamando

L lo sviluppo dell'arco medio di una volta conica coprente un
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trapezio isoscele ed avente due archi civeolari simili per archi di
Lesta, '
a la lunghezza della gencratrice della superficie d'intrados,
Y, il valore di questa superficie
si ha

B.=ali.

Allorquando, essendo sempre un trapezio isoscele 'area coperta
dalla volta, i due archi di testa AED ¢ BF C non sono due archi
circolari simili, ma sibbene due semi-ellissi v due semi-ovali - si-
mili, le generatrici della superficic dintrados della volta non
hanno pin lunghezza coslante, ¢ nelle quistioni pratiche conviene,
o valutare questa superficie facendone lo sviluppo colle norme
che vennero date al nmumero 92, oppure atlenersi al metodo em-
pirico adoltato da molti pralici ¢ che consiste nel (rovare corda
e monta dell’arco medio ILK, nel caleolare la sua lunghezza e
nel moltiplicarla per la media aritmetica delle lunghezze delle
tre generalrici AB,DCed EF, assunte le due prime all'impo-
sta e l'altra alla sommita della superficie d’intrados della volta.
Invece di considerare tre sole generatrici per prenderne la media
aritmetica, se ne possono considerare cinque, selle, nove ed in
generale un numero impari qualungue, non dimenticando pero
quella pin alta e le due d'imposta, ¢ prendendo le altre simme-
tricamente poste rispetlo alla prima.

Se la volta conica di cui vuolsi trovare la superficie copre, non
un Irapezio isoscele, ma sibbene un quadrilatero ABGD (fig. 116)
appartenente ad un lnauﬁolu VAD isoscele sulla base AD, mel
caso in cui l'avco di testa AED ¢ una mezza circonferenza di
circolo, riesce facile il calcolare la superficie applicando quanto si
¢ detto al numero 92 sul modo di trovare la superficie convessa
di un tronco di cono retto a basi non parallele. La figura BF G
¢ una mezza ellisse che si proietta sul piano DEA pure in una
mezza ellisse BT €, ¢ la superficie vichiesla si ottiene logliendo
dall’area del semi-circolo AED quella della mezza ellisse B'F'(7,
¢ dividendo la differenza per il coseno dell’angolo DAB=ADC,
misurante I'inclinazione delle generatrici della superficie conica al
piano di testa ADE.

Quando una yolta conica insiste ad un quadrilatero che fa parte
da un triangolo isoscele senza avere una mezza circonferenza per
arco di Lesta corrispondente alla base di questo triangolo, e quando
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copre nn quadrilatére qualunque, il metodo che conviene seguire in
pratica per frovare la sua superficie consiste nel farme lo sviluppo
- precedendo eolle norme che venunere date nel citato numero 92,

107. Superficie delle vélte conoidiche. — Le vélie conoidiche,
al pari delle coniche, s'impiegano sovenmte per coprire trapezii
isosceli posti in piani orizzontali, e la loro superficie d’intrados ¢
generata da una linea retla conservantesi costanlemenle orizzon-
tale e moventesi in modo da passare sempre per un arco AED
(fig. 147) e per una retta VU delerminala dall'inlersezione dei
due piani verticali passanti per le due linee dimposta AB e DC.
Questa superficic d'intrados ¢ sghemba, e per otlenerla in modo
rigoroso bisognerebbe scrivere la sua equazione vispello a re
assi coordinati, procurarsi il differenziale dell'area e quindi inte-
grare fra limili convenienti con un processo amalogo a quello te-
nute nel namere 99 per lelicoide a piane direltore. Nella pratica
perd quesio melodo di valulazione esaita della superficie conoidiea
vien generalmente ripntato troppo diflicile, ed ordinaviamente si
ricorre a metodi d’approssimazione.

Uno di guesti metodi consisle nell'immaginare Uarco IMK rap-
presentaunte Vintersezione della superficie d'intrados della volta eol
piano venticale egualmente distante dai dae piani di testa AED e
BFC, nel procacciarsi la lunghezza di gquesl’arco ¢ nel meoltipli-
carla per la media aritmetica delle lunghezze delle tre gemeratrici
AB, DC ed EF corrispondenti, le due prime allimposta della
violta e la terza alla sua sommitd, Inveee di cousiderare lre sole
generalrici nel prendere la media arvitmetica, se ne possono con-
siderave cingque, sette, nove ed in generale un numero iropari
qualunque. Le due gemeratrici d'imposta pero ¢ quella posta alla
sommila della superficie d'intrados non &i devono mai dimenticare,
e si devono prenderc e altre in modo da trovarsi esse simme-
tricamente disposte rispetto al piano werticale GVNE, dividente
per mezzo la volla nel senso longitudinale.

Per oltemere la lunghezza dell’areg medio IMK importa di
prima saperselo descrivere, ed ecco come puo essere condotia que-
st’operazione : assunto per piano ovizzontale di proiezione il piane
d’imposta, si disegni il trapezio ABCD (fig. 118) eoperto dalla
vilta; prendasi la linea di terra nella direzione D'A’ perpendico-
lare alla veta V G costitueule l'altezza del (riangole isoscele cui
il detto trapezio appartiene; ed in proiezione verlicale si disegni
Larco direttore D'E’A” orizzontalmente proiettalo in DA, non che
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la direttrice V'U” orizzontalmente proiettata nel punto V. Imma-
ginando un piano verticale qualunque, parallelo al piano di testa
la eui traccia orizzontale ¢ DA, la traccia orizzontale di quel piano
riesce una retta KI parallela a DA, e la sua intersezione colla
superficie d'intrados della volta risulta un arco di corda Kle di
monta V'E'. Abbassando dai punti K ed I due perpendicolari alla
linea di terra si ottengono in K' ed I' le due estremita del detto
arco il cui punto pit elevato trovasi in E". Per ottenere poi un
punto qualunque dell’arco medesimo s'immagini una generatrice
qualunque della superficie d'intrados della volta, per esempio quella
orizzontalmente proiettata in VO, Questa generalrice incontra I'arco
di testa nel punto di proiezione orizzontale 0, e la proiezione
verticale dello stesso punte risulta conducendo per O una per-
pendicolare alla linea di terra fino ad incontrare in O’ l'arco
D'E’A”: la proiezione verticale dell'accennata generalrice si ha
nella parallela alla linea di terra 0’'¢": e finalmente ottiensi il
punto o° della curva domandata conducendo per o una perpendi-
colare alla linea di terra fino ad incontrare la proiezione verticale
dell'indicata generatrice. Il metodo tenuto per determinare il punto
o” dell'intersezione della superficie d’intrados della vdlta col piano
K1, serve a trovare quanti altri punti si vogliono e quindi alla
completa deserizione della stessa intersezione.

Volendosi maggior esattezza nella valutazione della superficie
di una volta conoidica coprente un (rapezio isoscele, sembra po-
tersi procedere nel seguente modo : divisa I'altezza PQ (fig. 119)
del trapezio in parti eguali pinttosto piceole, s'immaginino pei
punti di divisione le rette A,D,, A, D,, A,D,, ....... parallele alle
basi; si facciano separalamente ¢ col metodo gid esposto le su-
perficie delle volte conoidiche coprenti i trapezii AA, D, D, A, A, D, D,
A A, DD, ....:e finalmente prendasi per superficie della volta
proposta la somma delle superficie parziali cosi ottenute.

108. Superficie di una vélta con strombature. — Una villa
con strombature, che sovente impiegasi per coprire frapezii iso-
sceli disposli in piani orizzontali, & quella la cui superficie d'in-
trados, limitata dalla mezza circonferenza D' E'C” (fig. 120) insi-
stente alla base minore del trapezio, dall'arco circolare A’ I B’
insistente alla base maggiore e dai due archi egunali A’D" ¢ B'(V
proiettati orizzontalmente nei lati non paralleli dal trapezio, ¢ co-
stitnita da una superficie sghemba generata da una retta coslan-
temente passante per la linea discontinua D' A’F’B’ €, per la mezza
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circonferenza D'E'C” e per la retta Oo uniente i due punti di
mezzo delle basi del trapezio d’imposta, ossia del trapezio coperto
dalla volta al livello dei due punti D" e (7. La determinazione
esalta della superficie d'intrados di questa volta ¢ problema serio
del quale, per quanto a me consla, non venne ancora data la ri-
soluzione, ed ¢ sufficiente per la pratica il metodo d’approssima-
zione che immediatamente passo ad esporre.

Rappresentala la superficie d'intrados della volta mediante la
sua proiezione orizzontale fatta sul piano dimposta nel Irapezio
ABCD, e mediante la sua proiezione D"A"F B C'E’ sopra un piano
verticale parallelo alle bhasi del dello trapezio, s’immagini essa
tagliata mediante tanti piani verticali non molto lontani fra di
loro, paralleli al piano verticale di proiezione e (uindi determinati
unicamente dalle loro tracce orizzontali a,b,, a,b,, azb,, ... Le
intersezioni di questi piani colla superficie dintrados della volta
sono facili a determinarsi, ¢ considerandone una, per esempio
quella corrispondente al piano a,b,, ecco come si procede per la
sua costruzione, Pei due punti a, e b, si conducono due per-
pendicolari alla linea di terra fino ad incontrare gli archi A'D’
e B'C ina, e b/, esi otengono cosi i due estremi dell'in-
tersezione domandata. L'intersezione della superficie d'intrados
della volta col piano di profilo OU é la retta E”'F” determinata
col prendere sulla linea di terra I”K” =—IK e col porlare per-
pendicolarmente ad essa le lunghezze I’ E” ¢ K”F” rispeltivamente
eguali ad O'E’ ed 0" F’; cosicehe, prendendo 1'd” =T¢,, condu-
cendod”’c,” perpendicolarmente ad A”K” e prendendo 07, —d77,”,
risulta in ¢,” il punto pin alto dell'intersezione che si sta eer-
cando. Segnando in proiezione verticale le due generatrici 0’A” ed
O0'B’, trovando le proiezioni orizzontali G ed H dei punti in cui
queste generatriei incontrano la mezza circonferenza D'E'C/, ¢ fi-
nalmente lirando le due rette G A e BH, che prolungate devono
incontrarsi in uno stesso punto V della retta OV, si determinano
i due punti m, ed n, le cui proiezioni verticali m,” ed n,” danno
due punti appartenenti pure all'intersezione domandata. Per tro-
vare un punto qualunque di questa curva basta condurre una
generatrice O'P” sulla proiezione verticale: (rovare le proie-
zioni orizzontali Q e P dei punti Q" ¢ P’ in cui la detta retta
incontra gli archi I'E'C’ ed A'F'B’; segnare la proiezione oriz-
zontale QP di questa generalrice ; ¢ finalmente condurre dal punto
ro, in eni questa relta incontra la traccia a, by, la perpendicolare
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alla linea di terra fino ad incontrare in »,"lavetta 0P, per otte-
nere nel punto »,” un punto della curva richiesta. Il procedinento
lenuto per trovave il punto r,” lorna in acconcio per trovarve quanti
altri puati si vogliono. Come si & descritta la enrva a,’¢,b, si
possono deserivere le altre curve a¢b/, «/e/b/, ... , rap-
presentanti le intersezioni della superficie dintrados della volla eoi
piani verticali determinati dalle lovro tracce ovizzontali a, b, a,b,,
oo pavallele alle basi del trapezio d'imposta. Cosi facendo = si
scompone la detta snperficie d'intrados in tante zone limitate da
curve poste in piani paralleli, delle quali si possono approssima-
tivamente avere le lunghezze; Ta superficie di ciascuna di queste
zone non pud essere wollo diversa da quella che risulta dal pro-
dotto della semi-somma delle lunghezze dei due archi fra cui la
zona cade per la linghezza effettiva defla parte di generatrice su-
prema E'F che fra essi si lrova; e nella somma di tulli questi
prodotti risulta approssimativamente il valove della superlicie d'in-
trados della vblta proposta. Le parti poi di genmerairice suprema
E'F corrispondenti alle diverse zone sono; F”¢/” per la zona
ANFB b/ a’; e ¢c,” per Yazona a, ¢,/ bby e a); ¢ ¢;” per
19" 20m8 86 b el ;

109. Superficie delle vélte a bacino su pianta circolare. — La
superficie d'intrados di queste vdlte ¢ quasi sempre una superficie
di rivoluzione generata da un quarto di circonlerenza di circolo,
o da un arco circolare, o da un quarto di ovale o da un quarte
di ellisse. L’asse di rivoluzione ¢ determinato dalla retla condotta
pel centro del circolo coperto dalla volta perpendicolarmente al
suo piano: la curva generatrice ha un suo estremo sull’asse colla
langente in quest’estremo perpendicolare all’asse medesimo, ed ha
Faltro estremo distante dall’asse di una quantita eguale al raggio
del detto circolo coperto dalla volta,

Allerquando una volta a bacino ¢ a tutla monta (fig. 121), essia
allorquando la proiezione CD della curva generatrice dell'intrados
sull'asse & eguale al raggio CA del civeolo che serve di base alla
volta, la curva generatvice AD & generalmente un quarto di cir-
conferenza di circolo, ¢ la superficic d'intrados una mezza sfera,
Segue da cio che dicendo 1 il raggio AG del circolo coperto dalla
volta, la superficie ¥z del suo intrados vien data in questo caso da

S=2me?,

Se una volta a bacino & a monta depressa, ossia se la proiczione



D (fig. 122) dL‘Hd curva generatrice dellintrados sull'asse risulta
minore del raggio CA del circolo coperto dalla volta, e se la detta
curva generalrice ¢ un arco circolare, la superficie d’intrados g,
¢ quella di una calotla sferica, e si olliene essa mediante la sem-
plicissima formola (num. 94)

Ye==mn (c*4-m7),

dove ¢ ed m rappresentano rispeltivamente la corda CA e la monta
CD dalla volta.

La superficie d’intrados X5 d'una volta a bacino a monla de-
pressa generata dalla rotazione di una semi-ellisse attorno al suo
semi-asse minore (fig. 102), ¢ per la quale sono note la semi-corda
¢ ¢ la monta m, si ottiene calcolando prima la quantita ¢ me-
diante la formola (num. 96)

=il ),

ed impiegando poscia: o la formola

< e, l+e
"—*°('+w Is[g'i_—_'é)’

nella quale K=—10,45429448 .......: oppure l'altra

rn iy 1 | 1
lﬁ:'ﬂﬂt};('l‘—' = z'—gjrﬂq—.-,:—?ﬁs—'—....... - (3),

la quale conduce ad un risultato tanto pit esatto quanto mag-
giore ¢ il numero dei Lermini di cui si tien conto nella serie rap-
presentala dal fattore chiuso fra parentesi.

Molti pratici, invece di adoperare le formole (1), (2) e (3) pel
caleolo delle superficie d’intrados delle ville a hacino su pianta
circolare, ellissoidiche ed a monta depressa, impiegano :o la sem-
plice formola

9t 47 mP— m?

T 15¢

(),

che si ottiene tenendo conto soltanto dei priwi tre termini del fal-
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Lore svolto in serie nell’equazione (3): oppure la formola empirica
9
Eg:ﬂﬂc[m+5(c~m)] (5).

La formola (4) da risultati un po’ maggiori del vero e l'ultima
formola invece conduce a risultali un po’ minori del vero per le
volte a monta piuttoslo depressa; ma ambedue somministrano ri-
sultali assai prossimi al vero per le volte la cui monta ¢ poco di-
versa dalla semi-corda.

Per le volte a bacino su pianta ecircolare, a monta rialzala e
colla superficie d’intrados generata dalla rivoluzione di una seni-
ellisse atlorno al suo semi-asse maggiore (fig. 103), essendo ¢ la
semi-corda ed m la monta, si caleola la superficie Xz, trovando
prima la quantitd ¢ mediante la formola (num. 96)

V mi— ¢
c

£

(6),

ed impiegando poscia la formola

.l+52
£

Sp—nc [1 + are (tang — s)] (7).

Quando il valore di ¢ ¢ una frazione, si puo anche adottare la
formola

R B 1
:.‘ﬁ:%ﬂ'cz('l+W}E.'—_‘—{}Ea+rﬁ—7€ﬁ— ....... ) (8),

la quale conduce a risultati tanto pit prossimi al vero quante pin
grande ¢ il numero dei termini che si prendono nella valutazione
del fattore svolto in sevie.

Invece della formola (8), la quale ¢ solo applicabile gquando ¢
¢ una frazione, conviene generalmente lrovare la quantita » po-
nendo (num. 96)

Vm* g

N (95 ’

m 2

1
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e calcolare quindi la superficie ¥z coll’equazione
gpsna iR 443

4
E@:Q?‘.’C’m ('l = an —“ﬂs n 9.4.{1 7":‘6_“-----) (10)'

Tenendo conto soltanto dei due primi termini del fattore svollo in
serie e ponendo per % il suo valore, si ha la semplicissima formola
Dm’ ¢
Sa=me~—m—— (11),
: B

la qualg da sempre risultati un po’ maggiori del vero, ma tanto
pit prossimi alla verita quanto pit piccola ¢ la differenza fra la
semi-corda ¢ e la monta m.

Aunche per le volte a bacino su pianta circolare, ellissoidiche ed
a monta rialzata, usano molti pratici impiegare la semplicissima
formola empirica

3629“3[ ——%(-m—c)] _ (12)

invece delle formole pit complicate (6), (7), (8), (9), (10) ed (11), ed
i rvisultati che con essa si ottengono, si possono considerare come
assai prossimi al vero soltanto per le volte a bacino a monta
non molto rialzata.

Puo anche avvenire il caso di dover trovare la superficie d'in-
trados di una volta a bacino su pianta circolare generata dalla
rivoluzione di un quarto di ovale attorno ad unm suo semi-asse.
Questa superficie esatlamente si pud ottenere applicando la regola
di Guldino, come si ¢ detto al numero 97 ; e, volendosi procedere
speditamente, ma per approssimazione, possono servire le formole
empiriche (5) e (12). La prima di queste formole va adottata quando
la volta & a monta depressa e la seconda quando la vdlta & a
monta rialzata. g

110. Superficie delle vélte a bacino su pianta ellittica e su
pianta ovale. — La superficie d'intrados di una vélta a bacino
su pianta ellittica ¢ generalmente un mezzo ellissoide a tre assi
(fig. 123), e quindi si pud essa otlenere col metodo esatto svolto
al numero 96, impiegando*le tavole delle funzioni ellittiche.

Qualora,poi vogliasi rinunciare al metodo esatto, per impiegare
qualche metodo d’approssimazione facile e spedito, si puo far uso
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di formole empiviche e, per non allontanarsi da gquelle che ven-
nero date per le vilte a bacino su pianta circolare, si puo calco-
lave la superficie ¥: di una volta a bacino di monta m ed insi-
stente ad una pianta ellittica oppure ad una pianta ovale di semi-
assi a e b e di periferia L: mediante la formola

2 ra~-b X
e +5‘\TH J i
quando
a—+b“ m
(z ~ »

¢ mediante Ualtra formola

S 27 b
Ze=Lfm-—p(m—g=1]

nel caso in cui

a—b
_:)_ <M.

Affinché queste formole diano risultati non molto lontani dai
veri si richiede che i tre semi-assi a, b ed m siano poco differenti
tra loro. In quanto poi alla lunghezza o sviluppo L della periferia
dell’ellisse o dell’ovale coperta dalla vilta, si deve essa otfgnere
colle norme che vennero date al capitolo II della ‘prima parte,
parlando degli sviluppi delle semi-ellissi e delle semi-ovali.

111. Superficie delle vdlte a conca. — Quesle volte coprono
aree rettangolari e la loro superficie d'intrados & generata da una
semi-ellisse GVH (fig. 124), posta primitivamente in modo da
frovarsi inun piano perpendicolare a quello del rettangolo ABGD
che serve di base alla volta, col suo asse intiero GH nel piano
di detto rettangolo eguale in lunghezza al lato AB e col suo semi-
asse OV eguale alla monta della vilta. Questa semi-ellisse, can-
giando di forma, si muove parallelamente a s¢ medesima in modo
da conservarsi I'asse inliero, sempre lungo come AB, uel piano del
detto rettangolo d'imposta ABCD, ed in modo che la meta dell’al-
tro asse varii di lunghezza come le ordinate di una semi-ellisse fissa
EVF, disposta in un piano perpendicolare al piano del rettangolo
coperfo dalla vilta ed al piano della semi-ellisse generalrice, col-
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l'asse intiero EF ugnale al lato AD del rellangolo e col semi-asse
0OV eguale alla monta della volta.

Se la superficie d'intrados di questa vilta immaginasi tagliata
con piani perpendicolari a quello del rettangolo d'imposta ABCD
e paralleli al lato AB, le sezioni sono evidentemente le stesse semi-
ellissi generatrici; ed ¢ facile il dimostrare che, immaginando (a-
gliata la detta superficie d’intrados con piani pure perpendicolari a
quello dell'accennato rettangolo e paralleli al lato AD, le sezioni
sono pure semi-ellissi, eosicche la superficie indifferentemente si
puo immaginare generala in due modi, prendende cioé per diret-
trice o la semi-ellisse EVFEF opppure 'altra GVH. Per dimostrare
fquesto, si-consideri nna semi-ellisse generatrice qualungue avb; sulla
periferia i questa curva prendasi un punto qualimque M: s'imma-
gini per questo punto un piano perpendicolare a quello del rettan-
golo ABCD e parallelo al lato AD: suppengasi che questo piano
tagli la semi-ellisse GV H nel punto u; e si faccia vedere che la
semi-ellisse avente per asse intiero la retta d¢—DA e per semi-
asse la retla Tu, rappresentante un’ordinata della semi-ellisse
G VH, passa pel punto M. Percid si osservi: che, supponendo distinti
I'uno dall’altro i due punti proiettati in P ed appartenenti uno alla
semi-cllisse avh e Ialtro alla semi-ellisse cud, le loro altezze al
disopra del piano ABCD sono rispetiivamente espresse da

= You—oP )
o
ok ) (1);
L ’
rc
che (Tv_, considerata come ordinata della semi-cllisse EVF, vien
data da

o e st

0v=— '—_—MVOFH—-—UO“" ;

OF

che il valore di ru, per essere essa ordinala della semi-ellisse GV
H, risulta

T

= VoG —07;
e



che

che Ie wpt'eqsmm (1), sostituendovi i trovati valori di ov, ru, oa,
oP, re ed vP, si riducono ad avere lo stesso valore

T

O _yVor_0s)0e—0r;

OF X0G
che per conseguenza la semi-ellisse cud di semi-assi rc ed ru
passa pel punto M dell’altra semi-ellisse di semi-assi oa ed ov; e
finalmente ancora che la semi-ellisse cud, come incontra la genera-
trice qualunque avb, deve incontrare tulle le altre, e frovarsi quindi
per intiero sulla superficie d'intrados della vilta.

Cio premesso, si puo ottenere la superficie della vilta a conca
col seguente metodo d’approssimazione. Si considerila quarta parte
della superficie d'intrados di questa volta e, per fissare le idee,
quella proiettata nel rettangolo AFOG (fig. 125) equivalente alla
quarta parte del rettangolo totale d’imposta ABCD.

I lati opposti 06 ed FA si dividano in parti eguali piuttosto pic-
cole; e lo stesso si faccia sui lati opposti OF e GJ’& ed i punti cor-
rispondenti si uniscano mediante retle in modo da scomporre in
tanti rettangoletti il rettangolo AF 0 G. Egli & evidente che la somma,
delle parti di superficie d’intrados della vélta a conca coprenti i
detli rettangoletti, da la superficie d’intrados coprente il rettangolo
AFOG, e che, quadruplicando questa somma, ne deve risultare la
superficie d’intrados della vdlta. Ora, considerando la parte di su-
perficie d’intrados proiettata in uno dei rettangoletti, per esempio
quella che corrisponde al rettangoletto afo g, ¢ essa una superficie
curva chiusa da quattro archi di ellisse proiettati nelle rette af,
fo, 0g, e ga; e, qualora le rette mn e pg, rs e tu siano abba-
stanza vicine, ai detti archi ellittici si possono sostituire le loro corde
ed alla superficie curva fra i medesimi compresa, le due facee piane
triangolari proietlate nei triangoli afo ed ago. Per le dette facee piane
triangolari, essendo i due vertici proiettati in @ ed [ sulla semi-el-
lisse generatrice di asse {w ed i due vertici proiettati in o e 4 sulla
semi-ellisse generalrice di asser—s, ¢ facile trovare le altezze dei
loro vertici al disopra del piano d'imposta, si puo quindi passare al
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caleolo deiloro lati, giacché per ciaseuno di questi ¢ nota la proiezione
ovizzonlale e la differenza di livello degli estremi, e dedurre final-
mente la loro superficie dietro la conoscenza dei lati di ciascuno di
essi. Il metodo esposto per trovare la superficic, che per appros-
simazione si sostituisce alla vera superficie d'intrados coprente il
rettangoletto afog. si applichi alla ricerca approssimata delle di-
verse superficie coprenti i reltangoletti in cui venne scomposto il
rettangolo AFOG; si sommino i visultati che cosi si ottengono, ed
il quadraplo della somma che ne risulta da un valore approssi-
malto della superficie d'intrados della volta a conea. Il risultamento
a cui conduce I'esposto metodo & sempre un po’ minore del vero,
e tanto piil si accosta a queslo quanto pii grande ¢ il numero delle
parti rettangolari in cui si scompone il rettangolo A FO G.

112. Superficie delle vélte a vela sferiche. — Le vilte a vela
sferiche si possono soltanto costrurre per coprire aree poligonali
a cui ¢ eircoserivibile un cireolo, ¢ la superficic dintrados di una
di queste volte risulta immaginando 'emisfero (fig. 126) insistente
al circolo circoscrilto al poligono d'imposta che essa copre, sup-
ponendo elevati pei diversi lati di questo poligono dei piani ad
esso perpendMolari ¢ togliendo le semi-calotte che questi piani
separano dall’emisfero. Evidentemente in tutte le volte a vela sferi-
che la monta GV non costituisee un dato arbitrario, ma sibbene
¢ sempre eguale al raggio (ﬁ el eircolo circoseritto al poligono
coperto dalla volta.

Lindicato modo di generazione della superficie d’intrados di
una volta a vela sferica, facilmente conduce a stabilire doversi
otlenere questa superficie procurandosi prima quella della mezza
sfera avente per raggio quello del ecircolo circoseritto al poligono
coperto dalla volta, ¢ togliendovi poscia la somma delle superficie
di tante semi-calotle sferiche quanti sono i lati del detto poligono.
Quando il poligono coperto dalla volta ¢ regolare, tutte le semi-
calotle sono eguali; la corda di ciascuna di esse e il lato del
poligono, e la saella ¢ la differenza fra il suo raggio ed il suo
apolema. Quando invece la vilta copre un poligono non regolare, le
semi-calotte non sono pin lutle eguali fra di loro; la corda di
ciascuna di esse ¢ un lato dell'indicato poligono e la saetta ¢ la
differenza fra il raggio del circolo circoseritto ¢ la perpendicolare
abbassata dal centro del circolo stesso sul lato il quale serve di
corda alla semi-calolla che si considera.

115. Superficie deile vélte a vela sferiche su pianta regolare.

L'ARTE DI FABERICARE. Geomelria pratica, ecc. — 16,
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— Per nna vdlta a vela sferica coprente un poligono regolave,
se chiamasi

r il suo raggio, ossia il raggio del circolo eircoseritlo,

a V'apotema,

7 il numero dei suoi lati e

Y, la superficie d'intrados della volia,
si ha: che la superficie dell'emisfero insistente al cireolo di raggio
r vien espressa da

Qmr?
che la superficie di ognuna delle semi-calotte vale
wr(r—a);

e finalmente che la superficie X, della volta a vela si pno ealco-
lare colla semplicissima formola ¢

Ye=nr[2r—n(r—a)].

Generalmente i polizoni regolari sono determinatiperla conoscenza
del numero n dei loro lati e della lunghezza [ di questi, ed allora si pos-
sono dedurre i valori delle due quantita a ed r osservando che, imma-
ginando unito il eentro € (fig. 64) di un poligono regolare cogli

0

estremi A ¢ B di un suo lato ADB, si ha —ﬂ— per valere del-

I'angolo ACD e quindi

razﬁlcotho
Ml l
T T
T

114. Buperficie della volta a vela sferica su pianta rettango-
lare. — Per una volta a vela sferica copreute un rettangolo ABCH
(fig. 127), chiamando

ve b i suoi due lati AB ¢ BC,

ril raggio OA del circolo ad esso circoseritto,

¥, la superfieie dintrados della volta,
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risulta: che la snperficie dell’emisfero coprente il eircolo circo-
seritto al rettangolo ¢

Qrr;

-

che la somma delle superficie delle due semi-calotte eguali, aventi
per corde 1 lati ABe DC di lunghezza « e per saelic le vetle.

E¥ e GH di lunghezza r-—-—-:]—b, vale

2

97:?*(1“——-%!;) ;

che la somma delle superficie delle due semi-calotte eguali, le cui
cotde sono i lati BG e AD di lunghezza b e le cui saette sono le

A

rette IK ed LM lunghe r— 5a, vien espressa da

1
Qﬁ?"(?'—;ja 3
-

e linalmente che la saperficie X, i ottiene eolla formola

b
2}\.:97:1‘(&—:5-{—?‘) :
x '

Il raggio r del cireolo circoseritlo al retlangolo ¢ un elemento fa-
cilissimo a determinarsi in funzione deilati a e b, giacehé dal trian-
golo rettangolo OEA, i cui cateti EAed EO sono rispeltivamente

1 1 Syl Cpy : : 3
gt ed5b e la caiipotenusa O A vale r, immediatamente si deduce

o by

11). Superficie della volta a vela su pianta rettangolare col-
lintrados gemerato da um arce di circolo di forma variabile.
— Allorgnando occorre di dover costeurre una volta a vela su
piantd retiangolare ¢ che non riesce possibile adoltare per monta
il raggio del cireolo eircoscrillo al rettangolo coperto dalla volta,
per soddisfare a tutte ie esigenze di bellezza e di facile esecuzione,
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parmi potersi immaginare generata la sua superficie d'inirados nel
modo che vado a esporre. Ammellendo che sia orizzontale il piano
d'imposta e quindi il vettangolo ABCD (fig. 128)- avente i suoi
vertici nei quattro punti pin bassi della volta, nei piani verticali
determinati dai quattro lati AB, BC, CD e DA s'immaginino de-
seritte le semi-eirconferenze AEBR, BFC, CGD e DIHA: vertical-
mente al di sopra del centro O del rvetlangolo d'imposta si sup-
ponga determinato il punto V in modo da risultare la retta OV
eguale alla monta della vélta: e quindi immaginisi I'arco circolare
determinato dal punto V e dai due punti ¥ ed H posti nel mezzo
delle due semi-circonferenze BFC ed A HD. Supponendo ora che
nn arco eircolare di forma variabile, mantenendosi sempre in un piano
parallelo a quello del semi-circolo BF (G, si muova in modo da
conservarsi sempre colle sue due estremita sulle mezze circonfe-
renze BEA e CGD e col suo mezzo sull’arco F'VH, genera esso
una superficie che puo essere assunta come superficie d'intrados
della volta a vela.

L'intersezione della superficie d'intrados generala nel modo de-
seritlto con un piano verticale pavallelo a quello del semi-circolo
BFC & sempre un arco di circolo, ed assai facilmente puo essere
determinata nel seguente modo. Segnala la traceia 1K, parallela
alla retta BG, del piano segante eol piano d'impoesta, si determinino
sulle due mezze circonferenze AEB ¢ DGC i due punti M e P ver-
licalmente posti al di sopra dei punti Ie K, ¢ si misuri IMN—=KP
non che la lunghezza della verticale LN compresa fra il mezzo L
di TK e la superficie d'intrados della volta. L'intersezione di questa’
superficie col piano verlicale determinato dalla retta IK & Tarco
circolare passante pei tre punti M, N e P, la corda di quest’arco &
MP—IK—=BC ¢ la sua monta ¢ la rella NQ=LN—LQ=LN
—IM. Conoscendosi corda ¢ monta di fuest’arco riesce facile trovare
la sna lunghezza colle norme ehe vennero date al numero 24,

Volendosi ora determinare la superficie d'intrados di una volta a.
vela su pianta rettangolare coll'intrados generato da un arco di circolo
di forma variabile, si puo tenere il segnente metodo d’approssima-
zione: immaginare Lanti piani verticali, paralleli al piano del semi-
circolo BI' € piuttosto vicini fra di loro: trovare la lunghezza degli
archi circolari RST, MNP, UXY, ......, vappresentanti le interse-
zioni di quesli piani colla superficie d'intrados della volta: proeu-
rarsi le lunghezze delle parti FS, SN, NX, ....... dell’arco direltore
culminante FVH: ottenere approssimativamente le superficie delle
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zone in cul venne cosi scomposta la mezza vilta B FC G VE, molti.
plicando le semi-somme delle lunghezze dei due archi fra cui esse
cadono per le rispettive larghezze misurate sull'arco F'V; somiare
Lulli questi prodotti, e finalmente prendere il doppio della somma.
Questo modo di trovare la superficie della volta conduce ad un
risnltato il quale tanto pin é prossimo al vero, quanto pin grande &
il numero delle zone in cui si scompone la semi-volla BFGGVE.

Quando si reputi sufficiente un’approssimazione grossolana nel
vialulare la superficie d'intrados della volla in quistione, si puo adot-
tare la regola di moltiplicare la media aritmetica dello sviluppo
dell’arco d'imposta BFC e dell'arco alla chiave ad esso parallelo
EVG, per la media avitmetica degli sviluppi dell’altro arco d'im-
posta AEB e dell'arco parallelo HVE posto alla chiave.

116. Superficie delle volte a padiglione. — Le volte a padi-
alione hanno la loro superficie d'intrados costituila da tanli fusi
cilindriei quanti sono i lati dei poligoni che esse coprono, e quindi
per trovare la delta superficie vale la regola generale di fave le
superficie dei diversi fusi componenti colle norme che vennero date
al numero 89, ¢ di prendere quindi la loro somma.

117. Superficie delle volte a padiglione su pianta regolare. —
1" Quando una véllta a padiglione copre un poligono regolare e
quando la perpendicolare calata dal punto pin alto della sva su-
perficie d'intrados, in cui si riuniscono i vertici dei diversi fusi, ¢
eguale all’apertura del detto poligono, tutti i fusi sono eguali ed a
tutta monta, la loro divettrice ¢ un quarto di civeonferenza di cir-
colo, la loro superficie riesce calcolabile colla formola (1) del nu-
mero 89, e, chiamando

a il lato AB (fig. 129) del poligono regolare,

n il numero dei suoi laii,

m la monta OV della volta ¢

Y, la sua superficie d’intrados,
si ha

' S, =nam.

Siccome poi, per essere i fusi a tulla monta, risulta che la monta
OV ¢ eguale all’apotema OD, ¢ siccome in un poligono regolare,

0

e - 180 : . :
avente n lati, 'angolo AOD vale TP evidentemente il valore di m

¢ funzione dei due dali ¢ ed n, e risulta esso dalla semplicissima
formola
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! 180"
m_{z aeol e

che immediatamente si deduce dal triangolo rettangolo ARG,

2° Quando uva volta a padiglione coprente un poligono regolare
ha la sua superficie d'intrados costituita da tanti fusi cilindrici
monta depressa aventi per direttrice un areo circolare, la eni super-
ficie vien data dalla formola (2) del numero 89, vitenendo le deno-
minazioni gid slabilite per quanto si viferisce alla lunghezza dei
lati del poligono regolare. al loro numero, alla monta della volta ed
alla sua superficie. e dicendo ¢ 'apotema del poligono regolare
costituente la semi-corda dei diversi fusi, si ha

a(c 1)
u)c

essendo le due quantita @ e ¢ legate fra loro dalla semplicissima
relazione

S ()0
LI TLlll]—%: (b,

che immediatamente vicavasi dalla considerazione del triangolo vet-
tangolo ODA.

3" Per il caso di una volta a padiglione coprente un poligono
regolare avente i suoi fusi a monta depressa con diretivice ellittica,
conservando alle lettere a, ¢, m ed = i significati che gid lovo ven-
nero attriboiti nei die easi esaminati, non dimenticando che fra
a e ¢ esiste sempre la relazione (1) ed osgervando che pel caleolo
di ciascun fuso riesce applicabile la formola (5) del numero 89, si
ottiene la superficie ¥, dell'intrados della volta, ealcolando prima
la quantita ausiliaria e mediante Uespressione

Vﬂ —m?

6= 1

ed impiegando poseia la formola

)

nm,(l—f- %; 51":) (2),
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nella quale K=1log.2,71828182...... — 0,43429448.......
Invece dalla formola (2) si pud anche adoltare I'cquazione
Si==nac 'l—i—e*—ie4—=1165—..... (3)
I3 1.5 3.0 2.7 2 ’

di cui e facile rendersi ragione, in seguilo a quanto si ¢ dello nel
gia citato numero 89, e che da risultali tanlo pit prossimi al vero,
quanto pin grande ¢ il numero dei termini di cui si tien conto nel
fattore svolto in serie.

Finalmente, bastando una valutazione approssimata della super-
ficie d'intrados della volta, la saperficie i ciascun fuso puo essere
otlenuta colla formola (7) del citato numero 89, e quindi riesce
applicabile al caleolo di ¥ la semplicissima formola pratica

Qe 76 mP— m?
15¢3

WY i
Z=ta ;

la quale da risultamenti un po’ maggiori del vero, e conduce a
visultali che tanto pia si accoslano alla verita, yuanlo pin Papo-
tema ¢ © poco differente dalla monta m.

A" Presentandosi il caso di dover trovare la superficic di
una volla a padiglione a monta rvialzata, coprente un poligono re-
golare e colla sua superficic d'intrados costituita da fusi eilindrici
cguali aventi per direttrice un quarto di ellisse e quindi caleo-
labili colla formola (9) del numero 89, ritenule le denominazioni
gia stabilite per quanto si riferisce al numero dei lati del poli-
gono coperlgg dalla volla, alla loro lunghezza, all’apolema ed alla
monla, s'incg@hincia dal calcolare la quantita = mediante 1'equazione

e quindi si procede alla deduzione della superficie ¥, applicando
la formola

9
13

are (lang— a)]

Sp:%mw['l —i.—1 =

La superficie di ciascuno dei fusi cilindrici ellittici a monta vial-
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zata, componenti Uintrados della volta a padiglione su pianla
regolare di eni vuolsi valutare la superficie, si puo anche valu-
lare colla formola (13) del numeroe 89; per cui, oltenuta la
quantita » col porre

me“—f:*

N ——,

(i

si pno dedurre la superficie ¥, dalla formola

s by e o by AL sucopul

la quale da un’approsimazione lanto maggiore, quanto pin grande

il numero dei termini di cai si tien conto nel fattore svolto in
serie.

Finalmente, nelle ordinarie circostanze in cui basta un valore
approssimato di X, si puo ricorrere alla formola pratica (14) del nu-
mere 89 per valutare la superficie d'un [uso, ed adotlare quindi
nel caleolo della superficie domandata la semplicissima formola

T, =na 5—————-mE+LI‘£
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la quale conduce sempre a rvisullati un po’ maggiori del vero.
118. Superficie della volta a padiglione su pianta rettango-
lare. — | dali necessarii a conoscersi onde poter procedere al
calcolo della superficie d'intrados ¥, di una vilta a padiglione su
pianta rettangolare, sono i due lati AB=a e BG=0 (fig. 150)
dellindicata pianta ¢ la monta EV—m della vilta.

1" Quando la monta EV & pin piccola della meta del lato
minore B del rettangolo coperto dalla vélta e quando i quattro
fusi cilindrici componenti la domandata superficie ¥, hanno per
divettrice un arco di circolo, si I®: che la superlicie di ciascun -
fuso deve essere calcolata applicando Ia formola (2) del numero 89
che la somma delle superficie dei due fusi VAB e VCGD, ciascuno

; ; 1 :
dei quali ammette 50 per‘semi-corda, a per lato ed m per monta,

vale
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che la somma delle superficie dei due fusi VBC e VDA, cia-
: : 1 :
scuno dei quali ha ga per semi-corda, b per lato ed m per monta,
si esprime con

ba*__l..;im*_
Sal

¢ finalmente che la superficie d'intrados della vdlta a padiglione,

somma delle due espressioni trovate, si ottiene colla formola

o @0 4-2m (@ -l—fﬂ)
=T ab

2" Se la monta EV & ancora piit piccola della meta del
lato minore BC del rettangolo coperto dalla volta, ma se i quattro
fusi cilindrici componenti la sua superficie d'intrados sono a di-
retirice ellittica, la superficie di ciascuno di essi si deve caleolare:
colla formola (5) del numero 89 quando vuoelsi il valore esalto
della superficie ¥,: colla formola (6) dello stesso numero, lenendo
conto d’un sufficiente numero di termini nel fattore svolto in serie,
quando si vuole il valore della superficie ¥, con una grande ap-
prossimazione; e colla formola (7) del medesimo numero, quando
si desidera quell’approssimazione che generalmenle basta nelle
ordinarie circostanze della pratica.

Quando vuolsi applicare la formola (5) del citalo numero 89
nel calcolo della superficie di ciascnn fuso, si ha: che la somma
delle superficie dei due fusi VAB ¢ VED, le cui semi-corde, lati
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che la somma delle superlicie dei due fusi VBC ¢ VDA, aventi

|
ll%]!LllI\'dll](‘lllC ¢, b ed m per semi-coride, lati e monte, vale
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e che la superficie ¥ della vélta a padiglione, somima delle due
espressiont (rovale, risulta dalla formaola

ab l:l+,,! ( 1: lii%— l—;:;ig'lﬁng' ;i;)w

Le formole (1) ¢ (2) servono rispettivamente al ealeolo delle due
quantita e ed ¢/, e ultima formola si presta al caleolo della su-
perficie ¥ A1 valore di K poi & vappresentato da log. 2,71828182
.—=0,43429448 .......
Quando invece vuolsi applicave Ia formola (6) del numero 89
al caleolo della superficie di ciaseun fuso, si ha: ehe la somina
delle superficie dei due fusi VAB e VUD vien espressa da

i) 1 gl _
tlfl(]—-mb ‘%']-—l—‘?‘(‘-’ ....... ),

che la somma delle superlicie dei due fusi VBU ¢ VDA vien rap-
presentata da

¢ che quindi la superficie ¥, risulta dalla formola
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nella quale si deveno porve per ¢ ed ¢ i valori che risultano
dalle equazioni (1) e (2).

Se invece si erede sufliciente 'approssimazione a cui conduce
l'equazione (7) del numero 89 nel calcolo della superlicie di cia-
seuno dei fusi, visulta: che la somma delle superficie dei due fusi
VAB e VCD ammetle per valore

D986 m* — 16m*
& BE

che la somma delle superficie dei due fusi VBG ¢ VDA vien
espressa da

b Qa'+4-28a* m*—16m*
1543 ¢

¢ che la superficie ¥ vien data dalla formola

N8 B 2B b (0 BY)— 16 mt (a -+—b‘)
ey 15a° b

5 Quando la monta BV ¢ eguale alla metd del lato minore
BC del rettangolo che essa copre, i due fusi eilindrici VAB e
VCD risultano a tutta monta, ¢ gli atvi due VBCO ¢ VDA si con-
servano a monta depresst. 1 valore di ¢ dato dalla (1) diventa

: (ol i
zero per m=—zb, il valore di ¢ daio dalla (2) s1 riduce a
-
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e la superficie ¥, dell'intrados della volta a padiglione si ottiene:
colla formola

log
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quangn vitolsi il suo valore esalto: colla formola
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tenendo conto di un sufficiente numero di termini nel fattore
svolto in serie, quando vuolsi valutare la superficie ¥ con una
grande approssimazione; e finalmente colla formola

o 3 2dar+Ta b*— b
SN 15 a?

quando si crede sufficiente quell’approssimazione che da la formola
(7) del numero 89 nel caleolo della superficie di un fuso  ecilin-
drico con dirvettrice ellittica a monta depressa.

& Quando la monta BV ¢ maggiore della metd del lato mag-
giore AB del rettangolo coperto dalla volta, i quattro fusi cilin-
drici componenti la sua superficie d'intrados sono a monta rial-
zala e gencralmente con direttrice ellittica. per cui le loro super-
ficie si devono ottenere: colla formola (%) del numero 89, quando
vuolsi avere la superficie d'intrados della volta colla massima
esattezza possibile; colla formola (13) dello stesso numero, tenendo
conto d'un sulficiente numero di termini nel fatlore svollo in serie,
quando si desidera avere il valore della detta superficic con una
grande approssimazione: ¢ colla formola (14) del medesimo nu-
mero, quando vuolsi operare speditamente ed ottenere quell’appros-
simazione che generalmente basta nelle ordinavie circostanze della
pratica.

Nel caso in cui si vuol applicare la cilata formola (9) al cal-
colo della superficie d'intrados X, della volta, si ha: che la somma
delle superficie dei due fusi VAR ¢ VCD, le cui semi-corde, lati

. : 1
¢ monle sono rispetlivamente b, a ed m, vale
1 4-¢* v

are (lang—¢) |,
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essendo
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che la somma delle superficie dei due fusi VBG ¢ VDA, le cui
: : : : 1 ;
semi-corde, lali e monte sono rispeltivamente > b ed m, vien

espressa da
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¢ che guindi la formola determinatrice della snperficie dintrados
¥ delllintiera volta risulla
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dove si devono porre per = ed ¢ i valori somministrati dalle
equazioni (3) e (4).

Volendosi applicare la formola (I3) del numero 89 al caleolo
delle superficie dei fusi componenti la superficie ¥, della volta a
padiglione, conviene osservare: che la somma delle superficie dei
dune fusi VAB e VCD vien espressa da

o G T ’1.'1'!, el |
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che la somma delle superficie dei due fusi VBCG e VDA vien data
dall’espressione

9&;-;-1(1_.11_“'2 144, 1131

u)':«

LS

=

2]

=~

o

L |
=4

&

-

nella quale
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e che la superficie Cintrados ¥, dell'intiera volta a padiglione puo

essere delerminata mediante la formola

'1 g 7 i ’
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nella quale per « ed %" si devono porre i valori dati dalle equa-
zioni (5) e (6).

Quando si vuole soltanto un valore approssimato della snperficie
Y, e che eredesi sulficiente Vapprossimazione a cui conduce la
formola (14) del numero 89 nel calcolo dei fusi che la compon-
gono, vien espressa da

QOm —I—t';-
19m

la somma delle superficie dei due fusi VAB e VCD, e da

; b 7
19m

la somma delle superficie dei due fusi VBC e VDA, 1l valore
approssimato di ¥, somma delle due espressioni (rovale, sara
adunque dato da

(a4-b) (20m* +-ab +ab]

. N S0, S
B, = f

p 9m

5" Presentandosi il caso in cui la monta della volta risnlta
egnale alla metd del lato maggiore AL del retlangolo che essa
copre, sono a monla rialzata 1 due fusi VAB ¢ VCD ed a tnlla

monta gli altri due VBC ¢ VDA, Per m_—;:l—Jrr il valore di =, dato

]

dalla (3), si viduce a
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e diventa zero il valore di =" dato dalla (4). 11 valore esalto della
superficie d'intrados X, della volta si olliene eolla formola

1 1 o
L =gpab [3—|— + are (l.ll‘iﬂ—")l
ed il suo valore grandemente approssimato si pud dedurre dalla
formola -
- (8, s 149 1
N o— 2 L i L B Y e | e, s, 0 S
N ab—4-n (1 93" A B e T e "

tenendo conto d'un conveniente numero di ltermini nel fattore
svolto in serie, e ponendo in essa

b

(4]

i

Finalmenle, con quell’approssimazione che permette limpiego
della formola (14) del numero 89 nel caleolo della superficie dei fusi,
si puo dedurre la superficie ¥, daila semplicissima formola

((I (@ =5) (5 o+ b)
60
'

119. Superficie delle vaolie a botte con fesie di padiglione.
— Queste volte generalmente si costruiscono per coprive aree
rettangolari, ma nulla osta che si possano anche fare sopra aree
parallelogrammiche e sopra arce (rapezie. Esaminando il caso pin
generale di una volta a bolle con teste di padiglione coprente un
trapezio ABED (fig. 151), 1a sua superficie d'intrados si compone
di quattro  distinte parti ABIF'E, CDE'F’, BCF ¢ DAE, co-
prenti rispettivanente i due trapezii ABFE, CDEF edi due trian-
goli BCF e DAE aventi le loro altezze EL, EG, FK ed EI
eguali fra di loro. Immaginando poi condotti pei due punti B ed
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P due piani perpendicolari alle basi AB e DC del trapezio,
tagliano essi la superficie d'intrados della volta secondo due curve
LEG ed MF'H, e la detta superficie rimane scomposta nelle se-
guenli selte parti: nella superficie cilindrica retta LMF'HGE co-
prente il vettangolo LMHG; ¢ nei sei fusi cilindvici BMF, BCF,
CHF, DGE, DAE ed ALE’" coprenti rispettivamente i triangoli
BMF, BCF, CHF, DGE, DAE ed ALE. Le semi-corde della
superficie cilindrica rvetta e de’sei fusi sono tulte eguali fra di
loro: lo stesso falto si verifiea per le monte: e per ollenere
la superficie d’intrados dell’intiera volta bisogna procurarsi sepa-
ratamente le superficie delle selle parti di ecui essa si compone ¢
prenderne quindi la loro somma. Chiamando

b e b la base maggiore AB e la base minore DG del trapezio
coperto dalla volta,

L ed I i due lati non paralleli AD e BC,
se dal vertice D del trapezio s'immagina condolta la retta DN
parallela a BC, risulta il triangolo DAN i cui lati sono

AD=l, N—=RBC=1, AN=AB—DC=b—V.

L'altezza DO di questo triangolo si deduce (num. 63) dalla
formola '

e 1 4 Moo 3o =k » L .
SRR TS [l e i e I R Sy S R
D0=43; E),)]/ (b—0") [( )i+ e

e la meta di quest'altezza costituisce le semi-corde ¢ della vilta a
botte e de’ sei fusi cilindrici. Se si considerano i due (riangoli
AOD ed NOD rattangoli in O, se chiamansi rispellivamente A e
B i due angoli DAB ed ABC e se osservasi che AND—=ABC—B
risulla

LS
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Ma i due triangoli rettangoli AIE ¢ ALE sono egunali siccome
aventi Uipotenusa comune ed i due cateti IE ed LE eguali fra
di loro: lo stesso suecede per le coppie di triangoli BMF e BKF,
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CKF e CHF, DGE e DIE; le rette AE, BF, CF e DE dividono
per meta gli angoli A, B, G e D; gli angoli BCD e CD A valzono
rispettivamente 180°—B e 180°—A; e quindi, dicendo 2 ¢ il va-
lore trovato dell’altezza DO, immediatamente si ha

E:ccol%!\
BM—¢ L1-B
M—cCcCco Q
- (2).
CH=ctang g b
== 1
_DG:cI.arngA

Togliendo dalla lnnghezza b della hase maggiore AB la somma di
AL con BM, risulta la lunghezza LM della superficie ecilindrica
retta e questa lunghezza vien data da

LM—b-—¢ (col 3, A—-col ; B).

Si puo ora dire che, quando si conosca la monta EE della
volta, sono noti tutti gli elementi necessarii per frovare la super-
ficie cilindrica coprente il rettangolo LMHG come si ¢ delto al nu-
mero 101, e per caleolare le superficie dei sei fusi ecilindrici insi-
stenti ai triangoli ALE, BMF, BCF, CHF, DGE ¢ DAE colle
norme che vennero date nel numero 89.

120. Superficie della vdlta a botte con teste di padiglione su
pianta rettangolare. — Nel caso di una volta a botte con teste
di padiglione su pianta rettangolare si ha (fig. 131) DC—=AB e
BC—=AD. Il valore di DO dato dalla formola (1) del numero pre-
cedente, per essere b'—=0b, I'=1, b—b'—=0 ed I¥ —F=0 ed in
seguito a soppressione del fattore b — b’ che diventa comune al
numeratore ed al denominatore, diventa eguale ad [I: i lati AL,
BM, CH e DG dati dalle formole (2), per essere ;—;A:%B:f{ﬁ“, si

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria pratica, ecc. — 17.
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della superficie cilindrica retta. Segue da cid che la superficie
d’intrados di una volta a botte con teste di padiglione, coprente
un rettangolo, consta: della parte centrale, che ¢ una superficie
cilindrica retta lunga come la differenza fra il lato maggiore ed
il lato minore del rettangolo, avente per direttrice un arco (i corda
eguale alla larghezza o lato minore dello stesso rettangolo e di
monta eguale a quella della volta; e delle due parti laterali che
assieme unite formano quattro fusi cilindrici eguali, aventi cia-
scuno per lato la larghezza del rettangolo, per semi-corda la meta
di questa larghezza e per monta quella della volla. La parte cen-
trale costituisce una volta a botte su pianta rettangolare e le due
parti laterali messe assieme compongono una volta a padiglione
su pianta quadrata; per cui si pué anche dire che la superficie
d'intrados di una volta a bolle con teste di padiglione su pianta
rettangolare equivale alla somma delle superficie d'intrados di due
volte aventi la stessa monta della volta proposta, I'una a botte di
lunghezza eguale alla differenza fra il lato maggiore ed il lato
minore e di corda eguale al lato minore della pianta rettangolare,
e l'altra a padiglione insistente ad un quadrato di lato eguale al
lato minore della detta pianta.

121. Superficie delle vélte a schifo. — Le ville a schifo s’im-
piegano per coprire aree poligonali qualunque e, come risulla
dalla figura 152, la loro superficie d’intrados consta: delle super-
ficie cilindriche ABG'F, BCH'G’, CDI'H’, DEK'I’, ELM'K’, LAF' M’
aventi tutte la slessa sezion retta,e coprenti i trapezii ABGF, BCHG,
CDIH, DEKIL, ELMK, LAFM, eguali in nuniero ai lati del poli-
gono coperto dalla volta; del poligono F'G'HTK M coprente il
poligono egnale FGHIKM il eui perimetro é costituito dalle hasi
minori degli accennati trapezii. La sezion retla di tutte le parli
cilindriche di una volta a schifo & una curva la quale ha gene-
ralmente la langente orizzonlale nel suo punto pin elevalo, ed i
trapezii che esse coprono costituiscono una zona di larghezza co-
stante compresa fra il perimetro del poligono coperto” dalla vilta
ed il perimetro entro il quale si proietta la parte piana della su-
perficie d'intrados. Immaginando poi condolti per ciascuna delle
rette FF', GG, HH, 1V, KK’, MM, perpendicolari al piano d’'im-
posta ABCDEL, due piani perpendicolari ai lati AB ed AL, BA
e BC, CB e CD, DC e DE, ED ed EL, LE ed LA, ciascuna
delle superficie cilindriche resla scomposta in una superficie eilin-

riducono semplieemente ad s 7; e visulta b — [ per lunghezza LM
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drica retta ed in due fusi; e, per essere eguali fra di loro i due
triangoli retiangoli AaF ed Ad F, non che le altre coppie di
triangoli rettangoli BbG e BY'G, CeH e CH, DI ¢ Dd'I,
EeK ed E¢'K,LIM ed L I'M siccome aventi le ipotenuse comuni ed
eguali i cateti perpendicolari al perimetro ABCDEL, agevolmente
si deduce essere due a due eguali fra di loro i fusi cilindrici
AaF ed Ad' F', BOG' e BV G, CeH e CSH, DdI" e Dd'I,
EeK ed E¢'K', LIN ed LI"W.

Premesso questo, ecco come si procede per trovare la superficie
della volta a schifo coprente un poligono qualunque. Essendo -

U, U, I I le lunghezze dei lati AB, BC, CD, DE, EL, LA
del poligono coperto dalla volta,

A, B,C, D, E, L le ampiezze dei suoi angoli interni LAB, ABC,
BCD, CDE, DEL, ELA,

¢ la distanza del perimetro FGHIKM del perimetro ABCDEL,
per la considerazione dei triangoli rettangeli adiacenti alle rette
AF,BG, CH, DI, EK, LM immediatamente si dednce

m:ﬁ':ccotéﬁ

BO—BY —rrotlﬂ

2
Ce=Cc'— mtit“
=l cC ‘5—)-‘ A
— ;i 1
Dd—Dd —rcorjﬂ
Ee—Ee¢ —ccot . E
Jﬂ— JB — Q
Li=Ll=ccot )JL

e qquindi
ab=1I—c¢ (co|sz+cm.%B)

he —l”——c(cot B~cot 5 C)
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Per le diverse superficie cilindriche, le quali si possono riguar-
dare siccome le superficie d'intrados di altretlante mezze volle a
hotte rette, si conoscono ora le semi-corde e le lunghezze; per i
diversi fusi si conoscono oltre le semi-corde anche i lati, e per
il poligono costituente la parte piana della volta a schifo, sono
noli i lati e gli angoli. Quando abbiasi conoscenza della monta
della volta, la quale ¢ pure la monta delle mezze volte a bolle e
dei fusi, riesce facile calcolare le superficie delle parti cilindriche
rette, dei fusi e del poligono, e sommando lutle queste superficie
parziali, visulta la totale superficie d'intrados della volita a schifo.

122. Superficie della vélta a schifo su pianta rettangolare.
— Per una vdlta a schifo su pianta retlangolare (fig. 153) si ha

A—=B=E=D=490%

e quindi

1

-I F l .
mLQ A—cot %.l} —col 9 Li—icot E_Il D—cot 45°=1.

Ilati Aa, Ad, Bb, BY, Ce, G, Dd e Dd degli otto fusi di-
ventano tutli eguali alla larghezza ¢ della zona ABCDFGHI co-
perta dalla parte curva della superficie d'intrados della volta, e
st trova che le quattro superficie cilindriche rette due a due di-
ventano eguali, giacché risulta b’ —=cd e bc'=dd’. Segue da cio
che la superficie d'intrados di una volta a schifo su pianta ret-
tangolare consta: di quattro superficie cilindriche che assieme unite
compongono una volta a botte retta di lunghezza eguale alla somma
dei due lati del rettangolo diminuita dal quadruplo della larghezza
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della zona coperta della parte eurva della superficie d’intrados, di
semi-corda eguale alla detta larghezza e di monta eguale a quella
della volta; e di otto fusi cilindrici i quali messi assieme costi-
tuiscono una volta a padiglione su pianta quadrata avenle per lato
il doppio della larghezza dell'indicata zona ed avenle pure per
monta la monta stessa della volta. l

125. Superficie delle volte a padiglione sopra schifo. — So-
venti volte, allorquando si ha disponibile un’altezza piuttosto grande,
alla parte piana F'G'I' 'K'M" (fig. 132) di una vdlta a schifo si
soslituisce una volta a padiglione, e, aflinche¢ l'immediato succe-
dersi di due superficie curve, quella costituita dalle superficie ci-
lindriche della volta a schifo e quella formante lintrados della
volta a padiglione, non abbia da produrre uno spiacevole aspetlo,
suolsi clevare il piano d'imposta della volta a padiglione, facendo
in modo che fra la linea poligonale F'G"H'I' K'M" e I'imposta del-
I'ultima accennata vilta risulli una superficie prismatica retta.

Evidentemente la superficie d’intrados di una volta a padiglione
sopra schifo si otterrd: trovando, come si ¢ detto nel numero 121,
la superficie curva componente 1" intrados della volta a sehifo ;
calcolando , come si ¢ insegnato nel numero 116, la superficie
della volta a padiglione insistente al poligono F'G'H'I'K'M’; e cer-
cando la superficie della parte prismatica intercetta fra P'indicato
poligono ed il piano d’imposta della volta a padiglione. La somma
dei tre risullati che cosi si oltengono da la superficie della volta
a padiglione sopra schifo.

124. Superficie delle volte a crociera con unghie cilindriche.
— La superficic d’intrados di una vilta a crociera con unghie
cilindriche, coprente un peligono qualunque "ABCDE (fig. 154)
consta di tante di queste unghie quanti sono ilati dell’accennato
poligono. Supponendo che sia orizzontale il poligono d'imposta
della volta, tulte le unghie hanno per divetlrice le mezze ellissi
AGB, BHC, CID, DKE ed ELA contenute nei piani verticali de-
terminati dai lati dell'indicato poligono; 1 loro assi intieri sono
eguali a questi stessi lati, ed i loro semi-assi verticali, tutti eguali
fra di loro, sono lunghi come la monta FV della volta, ossia come
I'altezza del punto V in cui si riuniscono i vertici delle unghie
al di sopra del piano d'imposta. Si ottiene la superficie d'intrados
della volta, calcolando separatamente le superficie delle unghie di
cui essa si compone colle norme che vennero date al numero 91
¢ facendo quindi la loro somma,
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125. Superficie della volta a crociera su pianta regolare e con
unghie cilindriche. — 1° Quando la volta a crociera con unghie
cilindriche deve coprire un poligono regolare, si fa generalmente
in modo che le diverse lunette (fig. 434) AGB, BHC, CID, DKE,
ELA siano semi-circoli. Allora la monta VF della volta ¢ delle
unghie che ne compongono la sua superficie d’intrados eguaglia
la meta del lato del poligono regolare, il vertice V si proielta
nel centro del poligono, e tutte le unghie sono eguali ed a tutta
monta. In questo caso, assai frequente nella pratica, come si ¢
trovato nel numero 91, la superficie di ciascun’unghia deve egua-

: . 8 ' : !
gliare gli - dell’area del triangolo che essa copre, e quindi la
superficie d'intrados di tutta la volta a erociera deve risultare
gli 787 dell’area del poligono regolare sul quale essa si proiefta oriz-

zontalmente. Segue da cio che, dicendo
2¢ il lato del poligono regolare costituente la corda ed
a I'apotema rappresentante la lunghezza di ciascun’unghia,
n il numero dei lati del poligono e
X, la superficic d'intrados della vilta,

si ha

Fra le quantita a, ¢ ed » esiste poi la nota relazione

180°
g=ccol

(1),

u

che sempre passa fra la meta del lato, l'apotema ed il numero
dei lati del poligono regolare.

2" Se le diverse lunette AGB, BHC, CID, DKE, ELA, sono
mezze ellissi eguali e se i loro semi-assi MG, N, 01, PK, QL,
eguali alla monta FV della volta, hanno lunghezza minore della
metd del lato del poligono regolare coperto dalla volta, tutte le
unghie sono eguali ed a monta depressa con direttrice ellillica,
Segue da ci¢ che, ritenule le denominazioni gia stabilite per quanto
si riferisce al lato, all’apotema ed al numero dei lati del poligono
regolare e detta m la monta della volta, si ha che la sua super-
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ficie ¥., somma di » unghie cilindriche eguali di corda 2¢, di lun-
ghezza a e di monta m, vien data (num 91) da

SOEL 1—e*, 14
3 =na [L—c(1+g—e-ﬁ—log )]

In questa formola devesi porre: per L lo sviluppo della semi-
ellisse direttrice d’'un’unghia i cui semi-assi sono ¢ ed m, il qual
sviluppo si oltiene con una delle regole che vennero date nei nu-
meri 41 e 42; per e il valore che ricavasi dalla formola

e per K il noto numero 0,45429448 .......

Invece d'impiegare la formola (5) del numero 91 nel calcolo
della superficie di ciasecun’unghia componente la superficie d’in-
trados della volta a erociera, si puo anche far uso della formola
(7) dello stesso numero, ed allora la superficie X. della volta a
crociera su pianta regolare vien data da

Ec:nuc)(r_ ) [() 3] 3[(9 4 3 %]eil

L Easse 27,
(m 11"'"7 B

Questa formola da risultamenti sempre un po’ maggiori del vero,
i quali tanto pin si approssimano alla verila, quanto piu grande &
il numerg dei termini_di cui si tien conto nel fattore svolto in
serie.

Quando si erede sufficiente I'approssimazione a cui conduce 1'ap-
plicazione della formola (9) del citato numero 91 nel caleolo della
superficie dell'unghia ecilindrica a monta depressa con direttrice
ellittica, la superficie 3, pud essere calcolata mediante la sempli-
cissima formola

43 ct4-DHm?

o
Y=na
3 42¢ 7’
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5 Presentandosi il caso di dover trovare la superficie di una
volta a erociera su pianta regolare, colla superficie d'intrados co-
stituita da unghie cilindriche con direttrice elliltica a monta rial-
zata, la superficie di ciascun'unghia si deve calcolare colla for-
mola (10) del numero 91, e quindi la superficie d'intrados ¥, della
volta vien dala da

Yi=na L——o[‘l—|— arc(lang:z):' .

nella qual formola devesi porre per L lo sviluppo della semi-ellisse
di semi-asse maggiore m e di semi-asse minore ¢, e per ¢ il nu-
mero che ricavasi dall’equazione

'/ m—¢

c

Il calcolo della superficie di ciascun’unghia cilindrica, compo-
nente la superficie d’intrados della volta a crociera in quistione,
puo anche essere falto mediante la formola (12) del numero 91,
e cosi si puo adottare nella determinazione della superficie.J. la

formola
f i 1.8 2
(”_2—‘( “—ﬁ) _&u 9.‘4““5)”‘ t

L=nam
1437355
T946\2406" 7

In questa formola bisogna porre
Vm“—c"
=

ed i risultati a cui essa conduce, sempre un po’ maggiori del vero,
sono tanto pilt esalti quanto pit grande ¢ il numero dei termini
di cui si tien conto nel fattore svolto in serie.

Stimandosi sufficiente 1'approssimazione a cui conduce la for-
mola (14) del numero 91 nel caleolo della superficie di ciascuna
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delle unghie componenti I'intrados della volta a crociera con un-
ghie cilindriche a monla rialzata, la superficie =, si puo dedurre
dalla formola

o 1993 md 42174 m? et —327 ¢t
L 3360 m? ;

126. Superficie della volta a crociera su pianta rettangolare
e con unghie cilindriche. — Sia ABCD (fig. 1535) il rettangolo co-
perto dalla volta e si chiamino

a il lato, maggiore AB e

b il lato minore BG dell'indicato rettangolo,

m la monta OV e

¥, la superficie d'intrados della vélta.

1° Se la monta OV della volta & minore della meta del lato

minore B C del rettangolo che essa copre, le quattro unghie cilin-
driche VAEB, VBFC, VCGD e VDHA sono a monta depressa
e, essendo semi-ellissi le loro direttrici, si ha: che la somma delle

et 3 i :
superficie delle due unghie VAEB ¢ VGGD, aventi ga per semi-

corda, ;)b per lunghezza ed m per monta, vien espressa, per la

formola (5) del numero 91, da

1 ’1—-.9“ 14e
E’D‘_Q“(“‘ ok | 1—e)]
essendo L lo sviluppo della semi-ellisse di semi-asse maggiore

1 § : : : b !
g% © di semi-asse minore m, e risultando il valore di e dalla for-

molka °

e (1);

che Ia somma delle superficie delle due unghie VBF C e VD HA,
aventi %b per semi-corda, %a per lunghezza ed m per monta,

analogamente vien espressa da
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r‘g 1
=& —+¢
a L - b 145, - log
K 1—¢
dove L’ rappresenta lo sviluppo della semi-ellisse di semi-asse mag-
giore Qb e di semi-asse minore m, ed ¢ il numero che ricavasi
dall'equazione

l/b“—ém“

= _b—_ " (9)7

e che la formola determinatrice della superficie E,, somma delle
due espressioni trovate, risulta

bL4-al'—ab

. IR

Ho—— Tab /1 —et r1—|—c 1—e%. 1--¢
TAKN et % 1-)

Gli sviluppi L ed L’ delle due semi-ellissi, aventi rispettivamente
5% ed @b per semi-assi maggiori ed m per semi-assi minori, fa-

cilmente si ottengono colle regole che vennero dale nei numeri
Al e 42; i valori di e ed ¢ si deducono dalle formole (1)e (2);
¢ per valore di K si assume il noto numero 0,43429448 .......

Invece dell’ultima formola, si puo adottare, nel caleolo della
superficie della volla in quistione, quella che risulta applicando la
formola (7) del numero 91 alla determinazione della superficie di
ciascun'unghia, e facilmente si arriva alla seguente equazione de-
terminatrice di X,

te-n={(ffe~FJewn

ab ,
E(._*:? . 3[(%4 J(64+34) .

1.3. 5 g
[ 946 6 ?](e"—i-e“)*- .......
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I valori di ¢ e di ¢ da porsi in questa formola, si ottengono dalle
equazioni (1) e (2), ed i risultati a cui essa conduce, sempre maggiori
del vero, tanto piu si accostano alla veritd quanto piu grande é
il numero dei termini di cui si tien conto nel fattore svolto in serie.

Allorquando nel calcolo della superficie delle quattro unghie com-
ponenti lintrados della vélta a crociera si reputa conveniente
la formola d’approssimazione (9) del citato numero 91, la super-
ficie ¥, vien data dalla semplice formola

v B +10m? (@’ +0)
IS Bab

2’ Se la monta OV della vilta a crociera su pianta rettangolare
¢ eguale alla meta del lato minore BC, le due unghie VAEB e
VCGD riescono ancora a monta depressa, mentre le altre due
VBFC ¢ VDHA sono a tutta monta. La formola (1), per m—%b

si riduece a

la formola (2) da ¢'=0; lo sviluppo L diventa quello dalh mezza

| ; - .
—a e di semi-asse minore b lo svi-

ellisse di semi-asse maggiore JIEHE 3
-

i 1 . oy
luppo L' si riduce a 5wb, ossia a quello della semi-circonferenza
-

di raggio ab e la superficie S, vien data, o dalla formola
ab a 11— 14-e
Tl g '3“m‘“gm)

oppure dall’altra

2 )—[(5) v—3 |e—5[GH) = ]iP

e e 5
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la quale da risultati tanto piu esatti quanto pin grande ¢ il nu-
mero dei termini di cui si tien conto nel fattore svolto in serie.
Qualora poi si creda di raggiungere una sulficiente approssima-
zione impiegando la formola (9) del numero 91 per il calcolo della
superficie delle due unghie a monta depressa VAEB ¢ VCGD,
siccome per supetficie delle altre due unghie si possono assumere

gli ?dell area che esse coprono, si arriva alla seguente semplicissima

formola determinatrice della superficie =,

o Na4-50
TRty .

50 Quando la monta OV di una vdlta a crociera su pianta ret-
tangolare ¢ maggiore della meta del lato maggiore AB, le quattro
unghie componenti la sua superficie d'intrados sono a monta rial-
zala, ¢ si ha: che la somma della superficie delle due unghie
VAEB e VCGD, le quali hanno rispellivamente per semi-corda,

1 ;
per lunghezza e per monta 5 ?‘b ed m, vien espressa da

biL—-%a[’l—!—i_F ag=>2)| 5

essendo L lo sviluppo della mezza ellisse di semi-asse maggiore

m ¢ di semi-asse minorec—}a, ed essendo e la quantita che risulta
-

dalla formola

'/ hmi—a®
Y @

(3);

che la somma delle superficic delle due unghie VBFCG e VDHA,
) : i }

le quali hanno rispettivamente Qb, ;a ed m per semi-corda, per lun-

ghezza e per monta, vale

‘g
%L'-.nib [1 1-?5 arc(tang:s’):l ; :

2
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dove per L’ si deve assumere lo sviluppo della mezza ellisse di
semi-asse maggiore m ¢ di semi-asse minore %b, e dove si deve
prendere per valore di ¢ quello dato dalla formola

Y —¥
Y= (%;

e che quindi la superficie d’intrados =, della v8lta in quistione
vien data dalla formola

bL4+all—ab

o ey = sy .
f 1 'U‘iarc(tang:s)q-it" arc(tang:e')]s

Gli sviluppi L ed L’ si oltengono con una delle regole che ven-
nero date nei numeri 41 e 42, ed i valori di ¢ e di " si deducono
dalle formole (5) e (4).

Qualora esprimasi la superficie di ciascun’unghia applicando la
formola (12) del numero 91, la superficie ¥, della volla a cro-
ciera su pianta rettangolare e¢ con tutte le sune unghie a monlta
rialzata, puo essere calcolata mediante la formola

("‘9)“"‘“)"32(51,"#%) (pt+an?)

J 13
S.—=m 94 34T 5)(&:4 ~+an')
11 $.3:9 2 ;
(94(‘ 7) (bnf4an®)—.......

I valori di » e di " che entrano in questa formola sono dali
dalle equazioni

V/Lm —a?

~ 9m
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V bm*—

TR

e conduce essa a risultamenti tanto pi esatti quanto pit grande
¢ il numero dei termini di cui si tien conto nel fattore svolto in serie.

Nei casi poi in cui & sufficiente l'approssimazione che da la
formola (14) del numero 91 nella valutazione della superficie del-
I'unghia cilindrica retta con direttrice ellittica a monta rialzata, si
puo calcolare la superficie =, mediante la formola

(31 888 m*—+ 8696 a b) (a—+ b) m*— 327 (a* + b*) a
% 53760 m?

4 Avvenendo il caso in cui la monta OV della vilta in qui-

stione ¢ eguale alla meta del lalo maggiore AB del rettangolo
che essa copre, risullano a tutta monta le due unghie cilindriche
VAEB e VCGD, a monta rialzata le altre due VBFC e VDHA.

i . . 3 ;
Per m—sza il valore di ¢ diventa zero, e vien dato dalla formola
-

b

’

(o ]

quello di ¢'. Lo svilappo L diventa %na ossia quello della mezza

1&; lo sviluppo L’ si riduce a quello della

circonferenza di raggio 3

. : > LN | { \ 4 1
mezza ellisse di semi-asse maggiore 50 ¢ di semi-asse minore Qb;
e la formola determinatrice della superficie X, risulta

Yo—all 4 agb —v——‘.%- arc(lang )].

o 3 , P : ;
Se poi si osserva che per m=gza il valore di » diventa zero,

riesce facile il dedurre come la superficie X, si possa anche rica-
vare dalla formola



— 2711 —

171 gy b \
(r—2) (b+0)— (Qﬂ_g) .
i L4508 BN,
Z=m { —-ﬂ(ﬂﬂ—-—-g)ana ‘
G o o S,
B 5 500 o e o A

quando in essa si faccia

e quando tengasi conto d'un sufficiente numero di termini nel
fattore svolto in serie.

Finalmente, qualora basti I'approssimazione a cui conduce I'uso
della formola (14) del numero 91 nella valutazione della super-
ficie delle due unghie a monta rialzata, assumendo per superficie

delle altre due unghie gli ; dell’area che esse coprono, si arriva
alla seguente formola determinatrice di X,

o — 1993a'+4-3840a* b+ 2174 a* b* — 327 I*
it 6720 o v

127. Superficie delle volte a crociera con unghie cilindroidi-
che. — Per ottenere che le curve AGB, BHC, GID, DKE, ELA
(fig. 134) siano mezze circonferenze e ¢uindi mezzi circoli le lunette
corrispondenti, e per rendere possibile la costruzione di vilte a
crociera col loro vertice V avente qualsiasi altezza al di sopra
del piano d’imposta, ben di frequente si costruiscono le volte a cro-
ciera con unghie cilindroidiche. Considerando una gualunque delle
unghie componenti la superficie d’intrados di una di queste volte,
per esempio quella che ecopre il triangolo I'AB, la sua superficie
sarebbe generata: per la parte VGB da una retla che si muove
passando per un punto del quarto di circonferenza GB e per un
punto del quarto di ellisse VB, e conservandosi parallela al piano
verticale determinalo dai due punti G e V; ed analogamente per la
parte VG A da una retta che si muove passando per un punto del
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quarto di cireonferenza GA e per un punto del quarto di ellisse VA,
¢ mantenendosi parallela allo stesso piano verticale. Adottando per
tutte le altre unghie il sistema di generazione or ora indicato, si
viene a definire U'intrados di una volta a crociera con unghie cilin-
droidiche, e per valutare la sua superficie bisogna generalmente
procedere separatamente al calcolo di quella delle diverse unghie e
sommare quindi i risultati che si ottengono.

La superficie di un’unghia cilindroidica ¢ un elemento difficile a
valutarsi, e mi limito a suggerire due metodi d’approssimazione
che credo utili e sufficienti nelle ordinarie eircostanze della pratica.

Supponendo che debbasi trovare la superficie di un'unghia cilin-
droidica coprente un (riangolo qualunque, s'incominci dal segnare
la sua proiezione sul piano d'imposta, che suppongo orizzontale,
nel triangolo ACB (fig. 156). Si rappresenti la sua proiczione ver-
ticale su un piano parallelo al piano verticale determinato dall’al-
tezza CE dell'indicato triangolo, la qual proiezione consta della
retta A’D” perpendicolare alla linea di terra e lunga la meta di
AB, del quarto di ellisse A’C di semi-assi A'C; —EC e C,/C
eguale alla monta dell’'unghia, e della retta D'C. Finalmente si
faccia un ribattimento sul piano verticale di proiezione della semi-
circonferenza gid rappresentata nelle rette BA e AD".

Fatto questo, s'immagini lagliata 'unghia mediante due sistemi
di piani verticali, gli uni paralleli alla mediana DC del triangolo
coperto dall'unghia e gli altri paralleli alla base AB dello stesso
triangolo. Le tracce orizzontali dei piani appartenenti al primo si-
stema sono le rette ab, e¢d, ef,....... parallele a DC, mentre le
tracce orizzonlali dei piani appartenenti al secondo sistema sono le
rette hb, id, kf,...... parallele ad AB. Quando abbiasi I'avver-
tenza di fare in modo che le tracce orizzontali del secondo si-
stema incontrino le rette AG e BC negli stessi punti b, d, f,.......
in cui sono incontrate dalle tracce orizzontali del primo sistema,
la proiezione orizzontale ABC dell'unghia rimane scomposta in
triangoli ¢ parallelogrammi, e basta procurarsi, almeno approssi-
mativamente, le parti d’unghia coprenti tutte queste figure, per ot-
tenere nella loro somma il valore approssimato dell’'unghia intiera.
Per giungere allo seopo, ¢ necessario conoscere le altezze al di
sopra del piano d’imposta di tuttii punti della superficie dell'un-
ghia, proiettati nei vertici delle fignre elementari in cui venne scom-
posto il triangolo ABC; ed ecco come facilmente si arriva alla
loro determinazione. Quando trattasi di un punto, come quello
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proiettato in ¢, posto sulla mezza circonferenza, le cui proiezioni
orizzontale e verticale sono rispettivamente AB ed A1), si prende
N¢7=Ac, si segna lordinata ¢,”¢’ nella semi-circonferenza
A”D”B”: quest'ordinata rappresenta I'altezza del punto dell'unghia,
orizzontalmente proieltato in ¢, al di sopra del piano d’imposta.
Quando il punto dell’'unghia pel quale vuolsi laltezza al disopra
del piano d'imposta trovasi, come il punto d, proiettato sulla retta
AC, da d si conduce la dd’ perpendicolare alla linea di terra,
prendesi ordinata d,"d” del quarto di ellisse A"C, e quest’ordinata
rappresenta la voluta altezza. Quando il punto dell'unghia, pel quale
cercasi l'altezza al di sopra del piano d'imposta, proiettasi in uno
dei vertici posti nel triangolo ABC, per esempio nel verlice m,
osservasi: che la proiezione orizzontale della generatrice pas-
sante per un tal punto & la retta ef; che la proiezione verticale
della stessa generatrice risulta prendendo A”¢,”—Ae, tirando I'or-
dinata e, ¢’ nella semi-circonferenza A”D”B”, determinando il
punto ¢ coll’assumere A"¢’=—¢,”¢” ed il punto f coll'abbassare da
[ una perpendicolare alla linea di terra fino ad incontrare il quarto
di ellisse A'C e condncendo la retta ¢'f"; che la proiezione ver-
ticale del punto dell'unghia proietlato orizzontalmente in m & il
punto m’ in cui la perpendicolare alla linea di Lerra, condotta per
m, incontra la retta ¢’f’; ¢ finalmente che si ha T'allezza doman-
data nella retta m,"m’, — Una volta determinate le altezze di tutti
i punti dell'unghia proiettati nei vertici dei triangoli e parallelo-
grammi in cui venne scomposta la sua proiezione orizzontale ABC,
anche i parallelogrammi si scompongono in triangoli, ed alla su-
perficie dell'unghia s'immagina sostituita la superficie poliedrica a
facce triangolari, aventi i loro vertici nei punti dell'unghia di cui
vennero determinate le altezze e proiellanlisi orizzonlalmente nei
triangoli in cui trovasi scomposta la proiezione orizzontale ABC del-
Punghia. Per ciascuna delle dette facee [riangolari, riesce facile il
caleolo dei lati, giacché sono note le lunghezze delle loro proiezioni
orizzontali, non che le differenze di livello dei loro estremi; e,
conosciuli i lati, si pud passare al calcolo dell’area. La somma
poi delle aree delle facee triangolari componenti la superficie po-
lidrica, che si sostituisce all'unghia, da approssimativamente la su-
perficie di questa, la quale evidentemente riesce Lanlo piu pros-
sima al vero, quanto pin sono vicine fra di loro le rette ab, cd,
e[ vicenss Dty 43, [yicenss

L'esposto metodo per trovare la superficie di un'unghia conoi-

L’ARTE PI FABBRICARE Geomelria pratica, ecc. — 18.
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dica riesce generalmente lungo e faticoso, ed i pratici preferiscono
l'impiego d'una formola empirica, tuttoché non sappiasi precisare
il grado d’approssimazione a cui essa conduce. Considerando in-
nanzi tutto il caso d'un’unghia conoidica retta, ossia di un’'unghia
conoidica coprente un triangolo CAB (fig. 137) isoscele sulla base
AB, e chiamando

2¢ la corda AB,

! la lunghezza €D dell’unghia,

m la monta CV ed

S la superficie domandata,
empiricamente suolsi calcolare la superficie S mediante la sempli-

cissima formola
- e—-— + 2 i
) (2 e~ 7‘ m ) -g' .

Quando l'unghia won & relta, ossia guando il triangolo CAB
¢ un triangolo qualunque, si assume per lunghezza | dell'un-
ghia la sna mediana W, ossia la retta che unisce il suo ver-
tice col mezzo della sua base, per semi-corda ¢ si prende la per-
pendicolare BT calata dal vertice B sulla detta mediana, e si ot-
tiene la superficie colla stessa formola.

128. Superficie della volta a crociera su pianta regolare
con unghie cilindroidiche. — La superficie d'intrados di questa
volta e costituita da tante unghie cilindroidiche rette eguali, quanti
sono ilati del poligono regolare che essa copre. Tutte queste unghie
hanno per corda il lato dell’accennato poligono regolare, per lnn-
ghezza I'apotema, ¢ per monta la retta che unisce il centro dello
stesso poligono col punto in cui vengono a riunirsii vertici delle
diverse unghie. La superficie d'intrados poi dellintiera volta a ero-
ciera si otticne procurandosi prima la superficie d’'una mezz’unghia,
applicando il metodo d’approssimazione esposto nel precedente
numero ragionando sulla figura 136, e moltiplicando il risultato
che si ottiene per il doppio del numero dei lati del poligono regolare.

Quando, invece dell’accennalo metodo d’approssimazione, si crede
opportuno di adottare la formola empirica che venne data nel
precedente numero per valutare la superficie di ciascun’ unghia
componente la superficie d'intrados della volta, chiamando

2 ¢ il lato,

a I'apotema ed

n il numero dei lati del poligono regolare che essa copre,
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i la monta della volta a crociera e
3, la sua superficie d'intrados,
si ha la formola

,\_“.:n(?lc—k%m)%,

e fra le quantita «, ¢ ed 2 esiste la nota relazione (1) del nu-
mero 125

129. Superficie della vblta a crociera su pianta rettangolare
con unghie ecilindroidiche. — La vilta a crociera con unghie
cilindroidiche di eni vnolsi trovare la superficie, sia quella rappre-
sentata nella figura 138, e si chiamino

a il lato maggiore A AB,

b il lato minore BC del rettangolo ABCD coperto dalla volta

m la monta OV,

3, la superficie d'intrados che vuolsi valatare.

Adottando la formola empirica ehe venne data nel precedente
unumero per trovare le superficie delle quattro unghie componenti
la superficie d'intrados della volta in quistione, si ha che la somma
delle superficie delle due unghiec VAEB e VCGD vale

9
(a—}—;?m g;

che la somma delle superficie delle due unghie VBFC ¢ VDHA
ammette per valore l'espressione

(b+7m 9’

¢ finalmente che la formola determinatrice di 2, risulta
H(_cab+7(a+b)m

Se la monta OV della vdlta & eguale alla meta del lato maggiore
AB del rettangolo che essa copre, le due unghie VAEB e VCGD
diventano unghie cilindriche a tutta monta, le altre due restano

cilindroidiche e facendo m:%a nell'ultima formola si trova
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150. Superficie delle volte a crociera con unghie dette sfe-
riche generate da un arco circolare di forma wvariabile. —
Invece delle volte a crociera con unghie cilindroidiche, vantaggiosa-
mente si possono impiegare le volle a erociera con unghie detle
sferiche, generate da un arco di forma variabile, giacche, senza
nuocere alla facilita d’esecuzione, le seconde riescono pilt belle e
pitt eleganti delle prime. La superficie d'intrados di una di tali
volte consta di tante unghie, quanti sono i lati del poligono che
essa copre; i vertici delle diverse unghie si riuniscono in uno stesso
punto che si proietta verso il mezzo del poligono coperto dalla
volta o nel suo centro, se ¢ regolare; e ciascun’unghia ammette
il sistema di generazione che vado ad indicare ragionando sulla
figura 159, che suppongo rappresentare un’unghia sferica generata
da un arco di forma variabile e facente parte d'un’intiera vilta a
crociera, la quale copre un poligono, cui appartiene il triangolo
d'imposta FAB coperto dall'indicata unghia. Nel piano verticale
determinato dalle due rette VF ed FB simmagini deserilto un
quarto d’ellisse VB avente per semi-assi le lunghezze delle accen-
nate due rette, ed analogamente nel piano verticale delle due rette
VF ed FA s'immagini deseritto il quarto d’ellisse VA di semi-
assi lunghi come le ultime due rette; un arco circolare, traceiato
colla condizione di passare pel punto piu alto H della semi-cir-
conferenza AHB non che pel vertice V e di avere la tangente
orizzontale in questo verlice, suppongasi descritlo nel piano ver-
ticale HGFV; e finalmente s’immagini che un arco di circolo di
forma variabile si muova in un piano verticale parallelo a quello
della semi-circonferenza A HB passando pei tre punti in cui questo
piano Llaglia le tre curve VA, VH ¢ VB, L'arco di forma varia-
bile, movendosi come si & detto, genera una superficie, che im-
propriamente suolsi chiamare wnghia sferica.

La determinazione della superficie d’un’unghia sferica, generata
come si ¢ detto, coslituisce un problema che non si sa ancora
risolvere in modo esatto; e, per le ordinarie cireostanze della pra-
tica, puo bastare la seguente risoluzione approssimata. Supponendo
che vogliasi trovare la superficie di un’unghia sferica coprente un
triangolo isoscele, s'incominci a segnare la sua proiezione sul piano
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d'imposta, che suppongo orizzontale, nel (riangolo CAB (fig. 140).
Si rappresenti dopo la sua proiezione verlicale su un piano paral-
lelo al piano verticale, determinato dall’altezza €D dell'indicato
triangolo, la qual proiezione consta della rella AN perpendico-
lare alla linea di terra ed eguale alla meta di AB, del quarto di
ellisse A’C’ di semi-assi AC, — DC e C,C eguale alla monta
dell'unghia e dell'arco circolare D" passanle pei due punti dati
D" e ¢ ed avente la sua tangente orizzontale nel punto C'. Fatto
questo, s’immagini tagliata la superficie dell'unghia mediante tanti
piani di profilo assai vicini fra di loro; e per fissare le idee, siano
oy, da, fo), rette perpendicolari alla linea di terra deler-
minanti le tracce di alcuni di questi piani. La superficie dell'unghia
resta inlersecala da questi piani secondo archi circolari le cui
corde sono evidentemente le rette ab, ¢d, ef, ....... ed aventi
rispettivamente per saelle le retle am,cn,eo, ... ... Conoscendosi
le corde e le saetle di questi archi eircolari, riesce facile oftenere
le loro lunghezze. Gli archi D'm’, m's’, w0, ........,, in cui gli ac-
cennali piani seganti scompongono l'arco di circolo D'C’, sono
anche tali da potersi facilmente trovare le loro lunghezze ; molti-
plicando le semi-somme degli archi che limitano le zone d’unghia
proiettate nei trapezii ABba, abde, cdfe, ....... per le lunghezze
corrispondenti D'm’, m'n’, a'0, ........ misurate sull’arco D'C, si
puo dire che si oltengono approssimativamente le superficie delle
accennale zone; e finalmente nella somma di queste superficie
risulta quella dell'unghia, la quale evidentemente riesce tanlo pin
prossima alla vera, quanto piit i piani seganli di tracce orizzon-
tali ab, cd, ef, ....... si conducono vicini I'uno all’altro.

151. Buperficie delle volte a crociera con unghie dette sfe-
riche generate da un arco circolare di raggio costante. — Le
unghie impropriamente denominate unghie sferiche, che s’impie-
gano per comporre la superficie d'intrados delle vilte a crociera,
non sono sempre generate come si ¢ detto nel precedente numero,
e qualche volta ammettono questo secondo sistema di generazione.
Supponendo che sia FAB (fig. 139) un triangolo il quale fa parte
di un poligono da coprirsi con una volta a erociera, ed essendo
AB quel lato del triangolo che appartiene al perimetro del detto
poligono, si descriva nel piano verticale determinato dal lato AB
la mezza circonferenza di circolo AHB, nei due piani AFV e BFV
si traccino rispellivamente i due quarti d'ellisse AV e BV col
semi-asse comune FV egnale alla monta della vilta, e si faccia
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seorrere la mezza circonferenza AHB in modo da conservarsi il
suo piano parallelo a quello in cui trovavasi nella sua posizione
iniziale, colla langenle orizzontale nel suo punto di mezzo. Le sue-
cessive parti di questa mezza circonferenza, le quali rimangono
intercette fra i due quarti d’ellisse AV e BV, cosliluiscono evi-
dentemente una superficie di facile esecuzione nella pratica, che
puo assumersi siccome quella d'un’unghia che serve a coprive il
triangolo FAB e che impropriamente suolsi anche chiamare unghia
sferica,

Per determinare la superficie d’'un’unghia sferica generata da un
arco di circolo di raggio coslanle, si puo seguire il seguente me-
todo d’approssimazione da chi possiede le sole nozioni di male-
matiche elementari. Posto il caso pit [requente della pratica, in
cui l'unghia deve coprire un (riangolo isoscele, che si suppone
contenuto nel piano orizzontale d'imposta, si faceia la sua proie-
zione orizzonlale nel triangolo ABC (fig. 141); si assuma la linea
di terra perpendicolare alla base AB di questo triangolo; si rap-
presenti nvella vetta A’D, eguale alla meta di AB e perpendicolare
alla linea di terra, la mezza circonferenza di circolo orvizzontalmente
proiettata in AB; si fissi il punto €’ sulla perpendicolare alla linea
di terra abbassata da C ed elevato sn questa linea della quantita
€€ eguale alla monta dell’'unghia; ¢ si descriva il quarto di ellisse
A’C i cui semi-assi sono A'C/=DC e C/C. Fatlo questo, si
passi a fare la proiezione dell'unghia su un piano di profilo ossia
su un piano parallelo a quello che contiene la mezza circonferenza
proiettata orizzonmtalmente in AB e verticalmente in A'D’. Questa
terza proiezione si riduce alla mezza circonferenza A”D”B” di
diametro A”B” —AB ed alla mezza ellisse A”C”’B” di semi-assi
D,”A” ¢ D,”C”, rispeltivamente eguali alla meta della corda AB
ed alla monta C,C7] e rappresentante i due quarti di ellisse pro-
iettati orizzontalmente nelle rette €A e CB. Se ora immaginasi
tagliata 'unghia mediante tanti piani di profilo assai vicini fra di
loro e le cui tracce sono le rette bm', da’, fo, ......., le interse-
zioni di questi piani colla superficie dell'unghia sono tanti archi
circolari di raggio eguale alla metd di AB. Le corde di questi
archi sono le relte ab, cd, &S TG, , 8 le Imo saelle risullano:
portando le dette rette in a,"b", ¢,"d.” ¢ "["s ... , metd a
dritta e meta a sinistra del centro D,”; conducendo nella semi-
el]isse A7 CY B” le ordinate corrispondenti agli estremi a,” e b/,

"

g G el A7 per determinave i punti «” e b, ¢ ¢
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d’, ¢ ed [7, .......; facendo centro nei punti a”, ¢”, ¢”, ..o con
raggio eguale a D,”A” e tagliando la retta D,”C” in 1, 2, 3, ..coonss
descrivendo gli archi a”b”, ¢”d”, €'f", ...... che hanno quesli
centri e l'accennato raggio; e conducendo dai punti m”, «7,
0", weeee delle parallele alla linea di terra fino ad incontrare in
O S . le direzioni ba’, dc, fé, ...... ... Le lunghezze delle
retle a’m’, ¢'w, ¢’ 0, ....... rappresentano le saette degli archi
circolari secondo cui i piani verticali di tracce orizzontali ub, ed,
ef, ....... lagliano la superficie dell’'unghia, ed i punti D', m’, «,
0", vveene €@ uniti fra di loro mediante una curva, determinano
l'intersezione dell'unghia col piano verticale di traccia orizzontale
GD. Gli accennati archi circolari, per cui si conoscono corde e
saelte, scompongono la superficie dell'unghia in tante zone, e quando
i detti archi siano sufficientemente vicini, si puo ritenere che la
superficie di ciascuna i esse sia dala dalla sua larghezza misurata
sulla curva enlminante D'n’ € per la semi-somma delle lunghezze
degli archi circolari fra cui si trova. La somma delle superficie di
tutte le zone comprese fra i varii archi circolari, traceiati sull'un-
ghia nel modo indicato, da il valore approssimato della sua super-
ficie totale.

Per quanto a me consta, i metodi di generazione delle unghie
sleriche descritte in questo e nel precedente numero, vennero ideati
dal distinto architetto Carlo Promis, Professore d'architettura civile
presso la R. Scuola d’applicazione degli Ingegneri in Torino; e la
prima volta vennero pubblicati per le stampe nel volume di que-
st'opera sull’arte di fabbricare il quale tratta dei Lavori generali
d’architettura civile, siradale ed tdraulica , al capitolo VII ed a
numero 260. Il problema della determinazione analitica delle loro
superficie, che sembra presentare delle difficolta per le unghie sfe-
riche generate da un arco di circolo di raggio variabile, si puo
risolvere per 'unghia sferica generata da un arco di raggio costante,
ed ecco come sono giunto a stabilire la formola conveniente al
caso piu frequente della pratiea in cui I'unghia copre un triangolo
isoscele.

Essendo VAHB I'unghia che si considera (fig. 139) ed ABF i
triangolo isoscele che essa copre, si chiamino :

2¢ la base AB dell'indicato triangolo, ossia la corda dell'unghia

I 'altezza FG dello stesso triangolo, ossia la lunghezza dell'unghia

m la sua monta VF ed

S la sna superficie,
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Immaginando un piano qualunque abb’a’ parallelo a quello della
lunetta AHB, questo piano taglia 'unghia secondo un arco circo-
lare a’d’b’ di raggio ¢, e dicendo z la lunghezza della retta Fd
che misara la distanza di questo piano dal puuto F, si ha per la
similitudine dei due triangoli Fab ed FAB

e quindi

Se osservasi che, supponendo descritta U'intiera circonferenza cui
apparliene 'areo a’d'b’, la semi-corda a’e & media proporzionale
fra i due segmenti adiacenti dal diamelro, si ha

’
ed (Qr—f'd)_ £“
dalla quale, per essere ed’ minore di ¢, si ricava

—— 2
ed —¢ (1 = V1_xl_‘*) ;

Essendo i triangoli FGB ed Fda rettangoli in G ed in d, ed i loro

cateti essendo FG=I ¢ BG=¢, Fd—==z ed E&:;«; risulta

FB=)/ot0

L ]
Fa—a ’J—|—Z’—2 :

per cui l'ordinata aa’ nel quarto di ellisse Va'b vien data da

e e 2 ' 2
oy S B e | () PN | S '1+E; =m l/’l—»ir’;.
Vcs_{__gq l l
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Se ora si assume per origine di coordinate il punto F, se le due
direzioni ortogonali F z ed Fy si prendono per assi coordinati onde
riferirvi la curva Vd'H e se chiamasi y l'ordinata dd’—=de--ed’,
per essere de eguale ad ad, si ha

y:c—[—(m-—c)l/’l—?; ' (1),

la quale, isolando il termine contenente il radicale, elevandola al

quadrato e portando tutti i termini nel primo membro, conduce
all’equazione

yz_}_(m_;:__@ ge—2cy—m(m—2¢)=0

che, paragonata coll’equazione generale del 2° grado a due varia-
bili ¢ eoi eriterii da cni si conosce guale delle tre curve del 2°
grado rappresenta, porta a conchindere essere un arco ellittico la
curva Vd'H—. Prendendo per area elementare dS dell'unghia la
zona infinitesima compresa fra i due archi infinitamente vicini
a'd'b ea’d’b”, dicendo L la lunghezza di uno di essi e ds 1'arco
infinitamente piceolo della curva VH fra essi compreso, si ha

dS=Lds @).

’ . BT G
L'arco L, avendo per semi-corda la retta ea” di lunghezza 7% ed

appartenendo ad una circonferenza di raggio ¢, vien dato dalla

formola
L=%care (sen-_-%:) ;

la quale, svolgendo in serie il fattore arc (sen :T)’ siriduce a

s T 11 23 1.314° Q

il valore di ds vien dalo da



T

ds:dxl/1+(‘-i—y *,
da

ossia, svolgendo il radicale in serie, da
ayy: dy*
o=t ['1"‘9( ‘24 Tl T i

e, siccome dalla (1) ricavasi

sostiluendo nell'ultimo valore di ds, risulta

a? at
1 (m—c)2 T 14 (m—c I3
ds—=dx 1+§<7£2 ) = W( p) P S R
1 = ('i

3 P

Se ora osservasi che

e se, per essere il rapporto 7 una frazione finché « si riferisce ad

un punto dell’arco Vd'H posto sull’'unghia, con un’approssimazione
sufficiente per la pratica si trascurano le sue potenze superiori
alla quarta, il valore di ds si riduce a



— BEE —

P Ml
ds—=dux ’I_|..i("’”‘£;c)3; 1(m C) [1 zc):ﬁ‘ }

Questo valore di ds non che quello di L dato dall’equazione (3),
T . SO
trascurando in quest'ultimo le potenze di - superiori alla quarta,

l
si pongano nell'equazione (2), e si olliene

1(n—oa’
3 Srnag T
dS:Qc(i:'--}-%%) 'i( (m—c)* 1( ¢)*] =t 8
m-—c m—
A v

},%

che, effettuando i prodotli e stando nei limiti della prestabilita
approssimazione, si riduce a

A x 171 (m—cfqe } @
l]b.__‘20~g, T+2|—3 g —_ig ]'ﬁ ‘d-j_
Se ora si inlegra#juest’equazione e, se l'integrale si prende fra i
limiti z=0 ed x=1, ossia fra §u0 ed z'::d risulta
S = (m—c)* :
P I[T‘*‘_a* | -

Il metodo seguito per dedurre questa formola chiaramente fa vedere
come essa conduca soltanlo a risultati d’approssimazione nel va-
lutare la superficie delle unghie, dette sferiche, generate da un
arco circolare di raggio costante, coprenti triangoli isosceli le cui
basi costituiscono le corde; e, volendosi altre formole che diano
risultamenti pit approssimati di quelli a cui conduce la formola
stabilita, basta tener conto di una o piit potenze superiori alla
quarta della frazione Ix negli svolgimenti in serie pei quali convien
passare nel procurarsi il valore dell’'area elementare dS.

Quando l'unghia, invece di coprire un triangolo isoscele copre



— 284 —

un triangolo qualunque, ossia quando & obliqua invece di essere
retta, se chiamasi o l'angolo d’obliquita AGU (fig. 139), che la
corda AB=2¢ fa colla perpendicolare GU alla mediana FG—=I,
non si va lungi dal vero assumendo la seguente formola determi-
natrice della superficie S dell'unghia

R 13  (m—c)?
S_Z BI[E-P———F—-H]CUSJ.

Ora che si conoscono i metodi i quali conducono in pratica a tro-
vare la superficie delle unghie dette sferiche generate da un arco di
circolo di raggio costante, riesce facile il calcolo della superficie
d’una volta a crociera avente il suo intrados composto di tali unghie,
giacché separatamente basta fare le superficie delle unghie com-
ponenti e sommarle.

152. Superficie della vélta a crociera con unghie sferiche su
pianta regolare. — Quando le unghie componenti la superficie
d’intrados di questa volta sono generate da un arco di cireolo di
raggio variabile, si olliene la superficie di un'unghia, eol metodo
d’approssimazione che venne dato nel numero 130, ed il risultato
ottenuto si moltiplica per il numero dei lati del poligono regolare
coperto dalla volta.

Quando invece le dette unghie sono generate da un arco circo-
lare di raggio costante, si puo far uso della formola (4) per la
valutazione della superficie di ciascun’unghia, ed allora, chiamando

2e il lato,

a V'apotema ed

n il numero dei lati del poligono regolare coperto dalla volta,

m la monla e
¥, la superficie che vuolsi valutare,
si ha )

o e (—a)
Ll.__‘-&ﬂat. e ].

3 a?

Tra le quantita @, ¢ ed n ha luogo la nota relazione (1) del nu-
mero 125,

155. Superficie della volta a crociera su pianta rettangolare
con unghie sferiche. — Se le unghie formanti la superficie d’'in-
trados di questa volta sono generale da un arco di circolo di raggio
variabile, si trovano prima col metodo che venne dato nel numero
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130 le superficie delle due unghie differenti VAEB ¢ VBF & (fig.
142), si sommano i due risultati, e si prende il doppio della somma:
questo doppio rappresenta la domandata superficie della volta a
crociera.

Se le dette unghie sferiche sono generate da un arco di circolo
di raggio costante, si puo adottare la formola (4) del numero 151
nella loro valwlazione e, chiamando

a il lato maggiore AB e

b il lato minore BC del rettangolo ABCD coperto dalla volta,

m la monta OV,

¥, la superficie della volta a crociera coprente il detto rettangolo,
si ha: che la somma delle superficie delle due unghic VAEB e

1 ; :
—b e di monta m, vien

VCGD, di semi-corda ia, di lunghezza 3

2
espressa da

fob e R

che la somma delle sﬁpcrﬁcic delle due unghie VBFC e'VDHA,

1 =
~a € di monta m, vale

: : 1 :
di semi-corda 5 b, di lunghezza

2

Sab 3+ a’

]

1 .13 (Qm-a)ﬂ]

e finalmente che la superficie ¥,, somma delle due espressioni
trovate, puo essere calcolata mediante la formola

13 @2m—a)  (@2m—0b)
TRt ol

1
e
.,[,_4151(1 —3-I—

Se, come sovente si fa nella pratica per otlenere che colla minor
monta possibile risultino semi-circoli le quattro lunette AEB,
BFC, CGD e DHA, si assume la monta OV eguale alla meta del

lato maggiore AB del rettangolo ABCD, la superficie ¥,, che si
i 1 :
pud dedurre dall’'ultima formola facendo in essa m—g;a, vien

data dé
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154. Superficie delle vélte lunulate. — La denominazione ge-
nerale di volte lunulate si da a quelle volte a botte, a bacino, a
conca, a padiglione, a bolte con teste di padiglione, a schifo, nella
cui superficie d'intrados si trovano delle unghie cilindriche o cilin-
droidiche o sferiche poste in luogo di altrettanti fusi tolti dalla su-
perficie d'intrados delle aceennate volte.

La definizione stessa che venne data delle volle lunulate indica
con qual regola si deve procedere per la valutazione delle loro su-
perficie d'intrados: si deve incominciare ad otlenere la superficie
d’intrados ¥ dell'intiera volla in cui si trovano le unghie, suppo-
nendo che queste non esistano; quindi si passa a cercare le su-
perficie dei fusi che da essa vennero tolli per sostituirvi le unghie,
¢ si fa la somma F di queste superficie; dopo si procede alla de-
terminazione delle superficie delle diverse unghie esistenti nella
volta, e si effeltua pure la loro somma U, La superficie ¥, della
volta lunulata vien evidentemente data da

El:.\:—F""-[T.

Per applicare I'esposta regola generale ad un caso pratico deb-
basi trovare la superficie d'intrados della volta a botte a tutta
monta lunulata, di cui in proiezione orizzontale, in sezione longi-
tudinale secondo la retta TK ed in sezione trasversale secondo la
retta HU si ha la rappresentazione nella figura 145, ed in cui
trovansi quattro unghie ecilindroidiche egunali coprenti i quattro
triangoli EGF, LNM, OPQ ed RST. Suppongasi che le quattro
unghie debbano essere generate da una retta che si eonserva pa-
rallela al piano verticale HU, e si chiamino

p il lato maggiore AB e

q il lato minore BC del rettangolo coperto dalla vélta,

a la corda EF=EF delle unghie,

! la lunghezza HG—=F"G,” delle medesime.

La superficie ¥ dell'intiera volta a botte a tutta monta coprente
il rettangolo ABCD vien data da

1
T=g7pq (1).



'

— 287 —
Considerando il fuso incompleto che copre il triangolo EGF, I'an-
golo G”1"X =gz, che il raggio I”G” condotto al vertice G” fa colla
verticale, vien dato dalla formola (1) del numero 90 facendo in

1 .
essa r—gq e e=—1, per cui si ha

sen o= ;—q%l @),

e la superficie di questo fuso, espressa dal secondo membro del-
'equazione (2) del citato numero quando in esso si pongano i gia
notati valori di » e di ¢, vale

7 l[qcos::—(q——ﬂl (——:x)J

Ma, nel caso particolare che si considera, i fusi tolti dalla super-
ficie della volta a botte coprente il rettangolo AB CD per sostituirvi
le unghie, sono in numero di quattro e quindi la somma F delle
loro superficie vien data da

P2 l:q 608 5 (g-—21) (é e )] 3).

Venendo ora al caleolo della superficie U, rappresentante la somma
delle quattro unghie cilindroidiche sostituite ai quattro fusi, si ha: che

; : : ; 1
ciascuna di queste unghie, avenle per semi-corda ;a, per lunghezza

le per monta
G ”G”_—‘il-qcosgz
; 2 AL

ammelte per espressione approssimata della sua superficie (num. 127)

Lot Sl
(a"'l—?qctld 9’

e che per conseguenza la superficie U vien data da

U:‘E(a—k;qcos:x)l (4).
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La formola (1) serve a calcolare la superficie ¥, la formola (2)
si presta a dedurre I'angolo « il quale viene in acconcio per tro-
vare ' ed U mediante le formole (3) e (4). Togliendo il valore di
F dal valore di ¥ ed aggiungendo alla differenza il valore di U,
si ha la superficie d'intrados ¥, della volta a botte lunulata di eni
venne data la rappresentazione nella figura 143.

135. Superficie delle volte a fascioni. — Le vilte a fascioni
sono di svariatissime forme, e la generazione della loro superficie
d’intrados pud essere spiegata immaginando: che sul poligono da
coprirsi con una di queste volte gia insista l'intrados di una volta
la quale, a seconda della figura del detto poligono, puo essere a
botte, a conca, a padiglione, a bolte con teste di padiglione, a
schifo, a bacino ; che sul poligono d’imposta si trovino fracciate
tante linee per guisa che, sollevando per esse dei piani verticali,
vengano questi a tagliare la superficie d’intrados secondo zone; che
tanti solidi arconi appoggiati ai piedrilti e con vicendevole contrasto
fra di loro, siano gettati su queste zone; e che dagli spazii non
coperti dagli arconi vengano tolte le parti corrispondenti di vilta
primitiva per sostituirvi delle convenienti vélte a cui servono di
piedritti i faseioni non che i muri contro i quali essi appoggiano.

Le superficie d'intrados di queste volte si caleolano trovando
separatamente quelle dei fascioni, non che quelle delle ville fra
essi comprese e prendendo quindi la loro somma. Per ragionare
su un caso particolare si consideri la volta a fascioni su pianta
rettangolare ABCD (fig. 144) colla sna superficie d'intrados gene-
rata, immaginando insistere una volta a padiglione al reltangolo
A, B, C, D, avente il suo perimetro di poco equidistante dal peri-
metro del rettangolo ABGD: supponendo tirate le dne rette E, K,
ed F I, parallele ai lati di maggior lunghezza del detlo rettangolo
e da questi equidistanti, non che le alure due M, G, ed L H, pa-
rallele ed equidistanti dai lati di minor lunghezza del medesimo
rellangolo e talmente spaziale fra loro da essere M,L,—E,F,;
considerando le rette E,R, F,0, P e K, Q non che le altre G,0,
H,P, L;Q ed M,R siccome le tracce orizzontali di tanti piani ver-
ticali innalzali fino a tagliare la gid definita volta a padiglione;
immaginando sulla parte di questa volta la quale copre la super-
ficie eruciforme F,0G,H,PI, K QL M, RE, costrutti due arconi ap-
poggiati ai muri che cireniscono il rettangolo ABCD; e finalmente
supponendo coperte le quatiro aree rettangolari AGOF, BHPI,
CLQK e DMRE mediante voOlte a padiglione aventi i loro piani
d'imposta allo stesso livello, ma al di sopra dei punti piu alti
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esistenti sull'intrados dei detti arconi. La superficie d'intrados della
descrilta volta a fascioni si pud evidentemente ottenere: trovando
prima la superficie d’'intrados S dell’arcone proiettato nel rettan-
golo E,F I, K, considerandola per approssimazione siccome quella
di una vdlta a botte relta; facendo la superficie d'intrados 8’ della
porzione dell’altro arcone proiettata nel rettangolo G, H, PO, con-
siderandola pure come una porzione di superficie d'intrados di volta
a botte retta; caleolando la saperficie S” di una delle quattro volte
a padiglione eguali impostate sui muri laterali e sui detli arconi;
e deducendo finalmente la superficie ¥, della volta a fascioni col
porre

2, —=S--28 45",

Quanto si ¢ detto doversi fare per la volta a fascioni su pianta
rettangolare rappresentata in proiezione orizzontale nella figura 144,
si applica in tesi generale a qualunque altra volta a fascioni.

156. Superficie delle volte a cupola composta. — Queste vilte
risultano generalmente dalla combinazione: di una volta a vela
sferica troncata con un piano orizzonlale passante al di sopra dei
suoi archi perimetrali; di una parte cilindrica di qualche altezza,
avente per circonferenza della sua base la sezione fatta dal detto
piano nella superficie d'intrados della volta a vela; e di una volta
a bacino insistente alla base superiore dell’aceennata parte cilin-
drica.

Le vilte a cupola composta, che pit di frequente avviene di
dover considerare nella pratica, coprono generalmente un’area
quadrata, e, per trovare la superficie d'intrados di una di queste
volte di cui, in proiezione orizzonlale ed in sezione secondo la
retta XY passante pei mezzi dei due lati AD e BC si ha la rap-
presentazione nella figura 145, s’incomincia a calcolare la super-
ficie d'intrados della volta a vela sferica coprente il quadrate ABCD,
da questa superficie si sottrae quella della calotta sferica coprente
il circolo HPIS secondo cui venne Llagliata la detta volta a vela
dal piano orizzontale H'I’, ed alla differenza si aggiunge la super-
ficie convessa del cilindro retto H'K'L’I’, non che la superficie
d’intrados della volta a cupola K" M’ L’. Cosi, chiamando

a il lato AB del quadrato coperto dalla volta,

7 il raggio OA del circolo cireoseritto a questo quadrato,

b Valtezza NP’ del piano orizzontale secondo cui venne tagliata
la volta a vela al disopra del piano d'imposia,

L’ARTE DI FABBRICARE. Geometria pratica, ecc. — 19.
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b Valtezza WK della parte cilindrica,
e supponendo che la superficie d'intrados della volta a bacino
K'M’'L’ sia a tatta monta, si ha: che la superficie della vilta a
vela sferica coprente il quadrato ABCD vien espressa (num. 115) da
2rr(a—r);
che la saetta P’ vien data da
PR'=r—0b;
che la superficie della ealotta sferica H'R’I" vale

2rr(r—1b);

che la retta Tl_’?, come immediatamente si deduce dal triangolo
rettangolo H'P'N’, si olliene ponendo

AP = V —0b;

che la superficie della parte cilindrica H'I'L'K° ammette per
valore

2l ) 1 — b
che la parte emisferica K'M'L" vale
D (r*—0b°);

e finalmente che la superficie £, dell'intiera vilta a cupola com-
posta vien data dalla formola

ECIQW[?‘(a—f—b“")_bg"_b’ V:]

2

nella quale si deve porre per r il valore che ricavasi dall'equazione

?:111’/?.3-,

9
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che immediatamente si deduce dalla considerazione del triangolo
reltangolo OTA.

137. Conclusione sulla misura delle superficie delle wvdlite.
— Oltre le volte delle quali si & parlato, la cui superficie d’intrados
ha una generazione geometricamente ben definita, molte altre se
ne costruiscono senza una generazione geometrica fissa o con una
generazione geomelrica arbitraria, per cui risulta impossibile lo
stabilire le formole atte a trovare la superficie d'intrados delle
volte in tulli i casi della pratica. I molteplici esempli perd che
vennero considerali ed i metodi che vennero esposti per trovare le
superficie d'intrados delle volte d'uso piu frequente, sono sufficienti
per far comprendere come il coslruttore deve procedere in - ogni
caso, e per tracciare al medesimo una guida sicura onde arrivare
almeno approssimativamente alla determinazione delle superficie
d’intrados delle volte anche pin complicate, e per cui riesce im-
possibile il dare una definizione geometrica ben delerminata.




PARTE TERZA

DEI VOLUMI

CAPITOLO 1.

Riisura
dei volumi dei solidi poliedrici.

158. Norme generali. — Il volume di un solido poliedrico
qualunque si deve determinare colle seguenti norme generali: 1°
eseguire quelle misure di lunghezze e di angoli che servono alla
completa determinazione del solido di cui vuolsi il volume; 2°
scomporre questo in solidi geometrici, di eciascuno dei quali sap-
piasi eseguire la cubatura; 3" dedurre dalle lunghezze e dagli
angoli misurali i fattori che sono necessarii pel calcolo di questi
solidi parziali e pei quali non vennero fatte le misure dirette; 4°
effettnare il calcolo dei volumi dei diversi solidi componenti il corpo
proposto ed eseguire la loro somma algebrica.

I solidi risultanti dallindicata scomposizione devono essere pa-
rallelepipedi, prismi, tronchi di prisma, piramidi e tronchi di pira-
mide, ossia solidi di cui si possa trovare il volume applicando le
regole a cui conduce lo studio della geometria elementare; ed in
aleuni numeri che immediatamente seguono trovansi esposte formole
e melodi per trovare la cubatura degli accennali solidi nei diversi
casi che si possono presentare all'ingegnere costruttore. Non si da
dimostrazione alcuna delle formole derivanti dalle regole piu ovvie
ed a tutti note di geometria elementare; e si da invece una lraccia
delle dimostrazioni dei metodi di valutazione dei volumi di quei corpi
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che, pei dati da cui sono determinati e per la loro figura, non ven-
gono abitualmente considerati nei corsi di geometria elementare.

139. Volume di un prisma. — I prismi dei quali avviene di
dover (rovare la cubatura sono i parellelepipedi rettangoli, retti ed
obligui, i prismi retti ed obliqui aventi per base un poligono qua-
lunque. Questi solidi possono essere determinali in molti modi, e
quindi molte sono le formole dalle quali si puo desumere il loro
volume V. Quelle pero che avviene di dover considerare nella pra-
tica delle costruzioni si riducono ad un numero assai limitato, e
principalmente alle tre che immediatamente passo ad esporre.

1° Per un prisma di allezza o ed avente per base un poli-

gono qualunque di area A, si ha

Y=Aa.

2" Per un parallelepipedo rettangolo, in cui sono b e ¢ gli spi-
goli diversi contenuti in quella faceia che si assume come base ed
in cui il terzo spigelo ¢ a, si ha evidentemente

A=le;
e quindi

N=abc:

3" Per un prisma obliquo, in cui A & I'arca della sua base
ABCDE (fig. 146) ed in cui uno spigolo laterale GF=d fa colla
sua proiezione CG sul piano della base 'angolo FCG =z, si ha
che I'altezza FG del prisma vien data da

FG=dsen«,
e che per conseguenza

V=Adsene.

140. Volume di un tronco di prisma. — I tronchi di prisma
sono solidi poliedrici di cui ben di frequente deve il costruttore
trovare il volume V; ed ecco le norme che in tutli i casi della pra-
tica conducono a questa determinazione.

1" Per un tronco di prisma a sezione retta triangolare, come
insegna la geomelria clementare, i ottiene il volume moltiplicando
la superficie A della sua sezione rella, ossia della sezione fatta nel



— 294 —

corpo perpendicolarmente ai suoi spigoli, per il terzo della somma
delle lunghezze dei tre spigoli medesimi, cosicché, chiamando o', a”
ed o queste lunghezze, si ha

v:AE"*_"‘_'f"’B__fi ).

2" Per un tronco di prisma il quale ha per sezione retta un pa-

rallelogramma ABCD (fig. 147), se chiamansi

A Tarea dell'indicata sezion retta ed

o, 4", a”, a" le lunghezze dei quattro spigoli BT, I'TR_, GL, M,
si ha che il suo volume V, somma dei due tronchi di prisma trian-
golare EF GIKL ed EHGIML, aventi per sezioni rette i triangoli
ABC e CDA eguali fra di loro ed equivalenti in superficie alla meta
di A, vien dato da

:2 (2" +a" 420" 4a™).

I volume V si puo anche considerare siccome la somma dei tron-
chi di prisma triangolare EF HIKM e GFHLKM, aventi per sezioni
rette i triangoli ABD e CBD di superficie pure eguale alla meta di
A, e quindi si pud esso ottenere mediante la formola

= % (@' 420" 4a"" 4 2a").

Se ora si sommano membro a membro le due equazioni determi-
natrici di V e se le due somme si dividono per 2, si ottiene
ar ﬂ,” a{;n a"
y=22" “Z e @),

ossia che il volume del tronco di prisma a sezione retta parallelo-
grammica si ottiene moltiplicando 'area della sezione reita per il
quarto della somma dei quattro spigoli.

Immaginando condotta per il punto N, in cui s’incontrano le
due diagonali AC ¢ BD della sezion relta, la retta OP parallela-
mente agli spigoli del tronco di prisma, evidentemente essa passa
pei punti di mezzo O ¢ P delle diagonali EG ed FH, IL e KM delle
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due facce parallelogrammiche EF GH ed IKLM, per cui, chiamando

a la lunghezza della retta OP, la quale & simultaneamente la semi-
somma delle basi parallele dei due trapezii EGLI ¢ FHMK, si ha

C;_-_'af+a.!)f
i
__-a”_l_ﬂ’h’

ad— _T_ P

Queste equazioni divise per 2 e sommate membro a membro danno

a o a g
A =

per cui l'ultima formola determinatrice di V diventa

V=Au,

ossia che il volume del tronco di prisma avenle per sezione retta
una parallelogramma, si ottiene anche moltiplicando I'area della
“sua sezione retta per la lunghezza del suo asse, intendendo per asse
la retta che unisce i punti d'incontro delle diagonali condotte nelle
due faccie parallelogrammiche opposte.
5° Quando un tronce di prisma ha per sezione retta un trapezio

ABCD (fig. 148), si olliene il sno volume immaginando condolta
nellindicata sezione retta una diagonale, per esempio AC, suppo-
nendo scomposto il detto volume nei due tronechi di prisma a se-
zioni rette triangolari ABC ed ADC mediante il piano determinato
dagli spigoli BT e GL, e prendendo la somma dei volumi degli ac-
cennati tronchi di prisma. Percio chiamando

b’ la base maggiore AB del trapezio ABCD

b” la sua base minore DG e

h la sua altezza, ossia la distanza fra le due facce parallele EF
KIed HGLM del tronco di prisma,

¢, a’,d” ed a le lunghezze dei quattro spigoli EI, FK, GL ed HM,
si ha: che il volume del tronco di prisma triangolare, avente per
sezione retta il triangolo ABC di base 0" e di altezza h ed avente
per spigoli le tre lunghezze o', a” ed &', vien espresso da

v h
('ﬂr “+a"—+a )5



— 206 —

che il volume del tronco di prisma triangglare, la cui base ¢ il
triangolo CD A di base b” e di altezza h, ed i cui tre spigoli sono le
lunghezze &, ¢” ed a", vale

b_ﬁ_}b (@' 40" +a");

e finalmente che il domandato volume V del proposto tronco di
prisma a sezione relta trapezia, somma dei volumi dei due tronchi
di prisma triangolare gia considerati, vien dato dalla formola

N= b_ﬁ.f_?’ (@ 40" +a"")+ 2 ﬁh

(a'-—}-am-i*ﬂ”),

la quale si riduce anche a

: (@ 4=y (V)4 a" 41" 0 b
V=h ).
6

4° Quando un tronco di prisma ha per sezione retta un poligono
qualunque, si ottiene il suo velume scomponendo il poligono costi-
tuente l'indicata sezione relta in tanti triangoli, trovando i volumi
dei prismi tronchi corrispondenti a questi triangoli e prendendone
quindi Ia loro somma,

141. Volume di una piramide. — Semplicissima ¢ la regola
che vien dala in geometria elementare per trovare il volume V di
una piramide avente per base un poligono qualunque, e chiamando

A T'area della base della piramide,

a la sna allezza,
si ha

1
V._gAa.

142, Volume di un tronco di piramide a basi parallele. —
Le due basi di un troneo di piramide a basi parallele sono due poli-
goni simili, e chiamando
A la superficie della hase maggiore del tronco,
A’ la superficie della sua base minore,
ala sua allezza ossia la distanza delle basi,
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come insegna la geometria elementare, si ottiene il suo volume V
adottando la formola

e =
¥y (A—;—A + /A2 )

143. Volume di un poliedro qualunque. — Il volume di un
poliedro qualunque si ottiene scomponendolo in tante piramidi, fa-
cendo i volumi di tutte queste piramidi e prendendo la somma di
tutti questi volumi. La scomposizione di un poliedro in piramidi
puo farsi in pit maniere, ed una di queste consisle nel supporre
unito il vertice di uno stesso angolo solido a tutti gli altri vertici
per mezzo di altrettante rette o diagonali. II poliedro si puo cosi
immaginare scomposto in piramidi aventi per basi le diverse facce
del poliedro, eccettuate quelle che comprendono il primo angolo
solido; ed il numero di queste piramidi ¢ generalmente eguale al
numero totale delle facce del poliedro, meno il numero delle facce
concorrenti nel vertice comune delle piramidi.

Se avvenisse di dover trovare il volume di un poliedro chiuso
lateralmente da facce che s’intersecano secondo spigoli paralleli,
potrebbe tornar utile la scomposizione del solido in tronchi di pri-
sma a sezione relta triangolare.

144. Misura delle ghiaie e delle sabbie. — Le ghiaie e le sab-
bie che avviene dover considerare nelle costruzioni si valutano a
volume, e prima d’impiegarle si dispongono generalmente i cumuli
avenli una forma geometrica onde facilmente poter procedere alla
loro misura. In pratica questi eumuli si fanno in due modi diversi:
i piccoli come risulta dalla figura 149 ; i grandi come vien indicalo
nella figura 150.

1° Il eumulo rappresentato nella figura 149, geometricamente
considerato, ¢ evidentemente un tronco di prisma avenle per sezione
retta un triangolo, e quindi, chiamando

@, a” e a” le lunghezze dei suoi tre spigoli paralleli AB, DG e K1,

b la sua larghezza che & eguale alla base FG della sua sezione
retta FIG,

h Valtezza MN del cumulo eguale all'altezza LT dellindicata se-
zion retla,

il suo volume V, per la formola (1) del numero 140, vien dato da

a-"‘i"ﬂ."—'—ﬂ’”

N=bh PR
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Nel determinare il valore della larghezza b conviene generalmente
misurare le larghezze alle due estremita del cumulo, ed assumere
la loro media aritmetica. Analogamenle convien generalmente pren-
dere per valore di h la media aritmetica di due o di tre altezze del
cumulo misurate alle due estremita, oppure alle due estremita ed
in un sito intermedio.

Se il cumulo & collocato su un’area rettangolare orizzontale A B
CD, e se quindi sono eguali i due spigoli AB e DC, si puo de-
durre il terzo spigolo KI partendo dalle seguenti considerazioni :
essendo costante I'angolo corrispondente al natural declivio per una
stessa qualitd di ghiaia o di sabbia da misurarsi, le qualtro facce
del cumulo devono risultare egualmente inclinate all’orizzonte; gli
spigoli BT e CI devono proiettarsi sul piano orizzontale ABCD in
modo da dividere per mezzo i due angoli retti ABC ¢ DCB; la
figura FLB risulla un triangolo rettangolo ed iscoscele sulla base
BL, e quindi

KI=0L=AB—(AE+BF)=AB—BC(;

cosicche, quando il cumulo si trova su un’area rettangolare oriz-
zontale, si pud assumere per lunghezza a” del suo spigolo KI la
differenza o’ —b fra la lunghezza e la larghezza del cumulo.
2° Il cumulo, di cui si ha la rappresentazione nella figura 150,
¢ un tronco di prisma avente per sezion retta un trapezio. Si pos-
sono assumere siccome spigoli laterali di questo tronco di prisma
le quattro rette parallele Kﬁ, ﬁ_é, HG ed E_F, e per sezion retta il
trapezio ILMK che risulta tagliando il detto solido con un piano
perpendicolare agli accennati spigoli. Segue da cio che, chiamando
a, a’, ¢ ed a" le lunghezze rispeitive dei quattro spigoli & B,

DC, HG ed EF,
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b e b” le larghezze inferiore e superiore del cumulo, rispettiva-
mente eguali alle basi IK ed LM della sezion retta,
h la sua altezza PO eguale all'altezza LN della stessa sezione
relia,
ed applicando la formola (3) del numero 140, si ha che il volume
V del solido rappresentato nella citata figura 150, supposto diviso

nei due tronchi di prisma avenli per sezioni rette i due triangoli
IKM ed MLI, vien data da

gk (ﬂ'-’—]—ﬂ}’”) (f}’-—{-—b”)—kb’ a;f+ b” '
Y=k F !

Nel determinare i valori delle larghezze b” e b" conviene general-
mente misurare le larghezze inferiori e superiori alle due estremita
del cumulo ed assumere, per valore di b" la semi-somma delle due
larghezze inferiori e per valore di b” la semi-somma delle due lar-
ghezze superiori. Analogamente convien prendere per valore di A la
nmedia aritmetica di due o di tre altezze del cumulo, misurate alle
due estremitd oppure alle due estremita ed in un sito intermedio.

Allorquando la figura ABCD, sulla quale trovasi collocato il cu-
mulo di cui vuolsi il volume, & un rettangolo posto in un piano
orizzontale ed allurqu"mdu & pure un rettangolo orizzonlale la faccia
superiore EFG H, si puo dedurre il lato FG conoscendosi gli altri
tre AB, EF e BC. Infatti, per una stessa qualita di ghiaia o di
sabbia formante il cumulo, si ha: che gli spigoli BF GG DH ed
AE si proieltano rispettivamente sul piano AB CD in BQ, CR, DX
ed AY sulle rette che dividono per mezzo gli angoli retti ABC, DCB,
ADC e BAD; che le sezioni rette passanti per gli spigoli FG ed
EH tagliano la base ABCD secondo le rette ST ed UV eguali e
parallele a BC; che i triangoli BSQ, CTR, DVX ed AUY, rettan-

goli in S T, V ed U ed isosceli sulle basi BQ, CR, DX ed AY,
danno rispetlivamente

¢ finalmente che



ossia che la larghezza superiore FG del cumulo & eguale alla lar-
ghezza inferiore BC, diminuita di AB—EF esprimente la differenza
fra la sua lunghezza inferiore AB e la sua lunghezza superiore EF.

145. Misura delle travi e dei legnami squadrati ricavabili dai
fusti naturali delle piante. — Per ottenere il volume d'una trave
usano generalmente i costruttori misurare i due lati della sua
sezione perpendicolare agli spigoli e la lunghezza del suo asse, e,
considerando la trave siccome un parallelepipedo rettangolo, ne de-
ducono il volume facendo il prodotto delle accennate tre lunghezze.

Soventi volte avviene nelle costruzioni di dover valutare il volume
della trave ricavabile da un dato fusto grezzo. In questo caso si
considera il fusto siccome un cilindro cireolare avente per circon-
ferenza la periferia media che corrisponde alla metéa della sua lun-
ghezza, e, stando a quanto 1'esperienza ha confermato essere gene-
ralmente poco lungi dalla veritd, si considera la trave da esso
ricavabile siccome un parallelepipedo rettangolo a base quadrata
avente per perimetro i 4/5 della detta periferia media. Segue da
cio che si otterra il volume della trave ricavabile da un fusto grezzo,
misurando la sua lunghezza non che la suna periferia media, pren-
dendo la quinta parte di questa per oltenere il valore approssimato
del lato della sezione del pezzo squadrato, facendo il quadrato del
numero otlenuto ¢ moltiplicando questo quadrato per la lunghezza
del fusto.

146. Misura del volume dei muri pieni. — I muri che hanno
grossezza maggiore della dimensione massima del maltone si misu-
rano generalmente a volume: ed ecco le norme da seguirsi nel
calcolo del volume dei muri pieni tracciati con dirczioni rettilinee
ed aventi facce piane.

1" Quando un muro ¢ compreso fra due facce verticali paral-
lele e quando alle estremita ¢ pure limitato da due piani verticali
paralleli perpendicolari ai primi, ha esso spessore uniforme, il solido
geomelrico che rappresenta ¢ un parallelepipedo retlangolo AB (fig.
451) e quindi si ottiene il suo volume facendo il prodotto della sua
lunghezza AC, per la sua spessezza AD e per la sua altezza AE.

2° Quando invece il muro ¢ a riseghe da una parte, ossia quando
presenta una sola faccia verticale da nna parte e delle facce alterna-
tivamente orizzontali e verticali dall’altra (fig. 152), e quando alle
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due estremitd ¢ limitato da due piani verticali paralleli perpendico-
lari alla sua lunghezza A G, si ottiene il suo volume: immaginandolo
scomposto nei parallelepipedi rettangoli AB, €D, EF mediante
piani orizzontali condotti alle altezze delle riseghe; misurando i tre
spigoli per ciascuno di questi parallelepipedi; caleolando i volumi
di ognuno di essi; e finalmente prendendo la somma dei volumi
parziali ottenuti.

3" Se il muro, sempre limitato alle due estremita da due piani
verticali parelleli perpendicolari alla sua lunghezza, ¢ a scarpa da
una parte (fig. 153), rappresenta esso un prisma retto a base trape-
zia, ed il suo volume si ottiene misurando la larghezza inferiore A—B_,
la larghezza superiore ﬁ]-,' laltezza AC e la lunghezza BE, calco-
lando I'area del trapezio ABDC e moltiplicandola per la lunghezza
BE.

Soventi volte non si conosce la larghezza inferiore AB del muro,
ed in sua vece vien data l'inclinazione della faccia BEGD all'oriz-
zonle mediante la sua scarpa ossia mediante il rapporto della
distanza orizzontale BF fra il punta Boedil puuto D alla loro diffe-

renza di livello DF. In queslo caso, chiamandu = I'indicato rap-

porto, il quale non ¢ altro che la tqngente trigonometrica dell’an-
golo BDF, si ha

e (quindi

n._.
T

S

~a

In alcune circostanze la larghezza inferiore AB del muro ¢ nota e
non si conosce la larghezza superiore CD, a dedurre la quale serve
I'nltima equazione quando si pongano in essa le quantita note AB,

FD ed 2
n
4° Se il muro, ancora limitato alle due estremila da due piani
verticali paralleli e perpendicolari alla sna lunghezza ﬁ(ﬁg. 154),
da una parle é a scarpa ¢ dall’altra a riseghe, s'immagina condolto
per lo spigolo DG il piano verticale D FHG. 11 volume del solido

A G si trova come si & detto per quello rappresentato nella figura
152 ; il volume del solido FBDHE G, il quale & un prisma retto
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triangolare avenle _per base il Lrlangolo rettangolo D F B, si ottiene
moltlpllcamlo 12 B per DF e per BE; e, sommando i due volumi
indicati, si ottiene quello dell’intero muro con scarpa e riseghe, rap-
presentato nella figura 154.

5° Sia ora un muro terminato alle due estremita da due piani
verticali non paralleli AB e CD (fig. 155) ed avente le due facce
AD e CB verticali e parallele. Questo muro, geometricamente
considerato, ¢ evidentemente un prisma retto avente per base il
trapezio AECG ; per cui si otliene il suo volume procurandosi
laltezza AT di questo trapezio, non che le lunghezze delle basi
EC ed AG, oppure la lunghezza della retta HI che unisce i due
punti di mezzo dei lati non paralleli AE e GG, calcolando la su-
perficie dello stesso trapezio, e moltiplicandola per Valtezza EB
della muraglia.

6° Se invece un muro, terminato da due piani verticali non
paralleli AB e CD, ha da una parte la parete verticale GB e dal-
I'altra ¢ tagliato a riseghe come le dimostra la figura 156, all’altezza
delle diverse riseghe conviene immaginare condotti tanti piani oriz-
zontali; caleolare come si ¢ detto ragionando sulla figura 155,
i volumi dei diversi prismi retti AF, HI ¢ KL le cui basi sono
vispettivamente i trapezii AECG, HMFN, KOIP ¢ le cui altezze
sono AQ, HR, KS; ¢ sommare tutti questi volumi, il eui complesso
costituisce evidentemente il volume dell'intiera muraglia rappre-
sentata nella figura 156.

7° Quando un muro, limitato alle sue estremita da due piani
verticali non paralleli AB e CD (fig. 157), da una parte presenta
una parete verticale AD e dall’alira una parete a scarpa CB, si
puo ottenere il suo volume considerandolo come un tronco di prisma
a sezione retta trapezia. Percio si delermineranno la larghezza AE
dal muro al suo piede, la larghezza F G in sommita, la sua altezza
AF, non che i quattro spigoli Al, TG, BK ed FD, e, applicando
la formola (3) del numero 140 riescira facile la determinazione
del suo volume.

8" Quando un muro, sempre limitato alle sue estremita da
due piani verticali non parelleli, presenta delle riseghe dalla parte
opposta a quella in cui trovasi la faccia a scarpa (fig. 158), s’im-
magini per lo spigolo B K il piano verticale BKLM e si consideri
il volume da trovarsi siccome la somma dei volumi dei due solidi -
posti 'uno da una parte e I'altro dall’altra del detto piano. Il solido
BMHEKLC & un tronco di prisma a sezione relta triangolare e quindi,
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applicando la formola (1) del numero 140, si sa calcolare il suo
volume allorquando si conoscano la base MP, I'altezza BM della
sua sezione retla, non che i tre spigoli ML, G e BK: I'altro solido
AKX poi ¢ facilissimo a calcolarsi col metodo, che venne indicato
nel 6° caso considerato, ragionando sulla figura 156.

Puo ancora avvenire di dover considerare dei muri pieni e ret-
tilinei a facee piane, aventi forma diversa da quella dei muri gia
esaminati. Comunque sia perd, la determinazione dei loro volumi
non pud mai riuscire operazione difficile, e quanto si & detto ¢ pin
che sufliciente per far comprendere come, in tulli i casi della pratica,
si'deve procedere per tale determinazione.

147. Misura del volume dei muri con speroni. — In molte
circostanze avviene di dover costrurre dei muri rinforzati da speroni,
ed il loro volume si determina calcolando prima quello dei muri
senza gli speroni ed aggiungendovi la somma dei volumi di questi
ultimi. I pochi esempli che immediatamente seguono, indicano a
suflicienza come si deve procedere in quei casi della pratica in cui
gli speroni, terminati da facce piane, trovansi a rinforzo di muraglie
tracciate eon direzioni rettilinee ed aventi pure facce piane.

17 Quando gli speroni, come uello rappresentato nella figura
159, trovansi addossali alla parete verticale AB di un muro e sono
terminati lateralmente da due piani verticali €D e EF perpendi-
colari alla defta parete, anteriormente dal piauo ED parallelo alla
stessa parete e superiormente dalla faccia inclinata DF, geome-
tricamente considerati sono prismi relti a base trapezia, e per
ottenere il volume di uno di essi si misurano: la sua sporgenza
GG dalla parete AB del muro cui trovasi addossato; le due basi
CH ¢ GD del trapezio GD, od anche solamente la sua base media
1K, ¢ finalmente la sua larghezza GE. Colle prime tre lunghezze
si puo caleolare la superficie del trapezio GD la quale, moltiplicata
per la larghezza GE, da evidentemente il volame dello sperone.

2" Se gli speroni presentano, come quello disegnato nella figura
160, lateralmente due facce quadrilatere CD ed ET contenute in
piani verticali perpendicolari alla parete verticale AB, anterior-
mente una faccia inclinata DE e superiormente una faccia inclinala
DF, geometricamente considerali sono prismi retti a base quadri-
latera; ed il volume di uno di essi si ottiene moltiplicandn I'area
del quadrilatero CD per la sua larghezza GE. L'area del detlo
quadrilatero si ottiene immaginando condotta per D la verticale



— 304 —

DH e prendendo quindi la somma dell'area del trapezio CD con
quella del triangolo rettangolo DHG.

% Se gli ‘spcroui, sempre addossati alla parete verticale AB
di un muro retlilineo, sono terminati, come lo dimostra la figura
161, lateralmente dalle due facce triangolari HCD e GFE ed
anteriormente dal quadrilatero D G, per guisa che diventi un trapezio
la base CDEF, geomelricamente considerati sono essi tronchi di
prisma a sezione retta triangolare. Quesla sezione retta ¢ il triangolo
retlangolo 1KL che nasce immaginando tagliato lo sperone con un
piano verticale perpendicolare alla parete AB e passante per un
punto L dello spigolo DE; ed i tre spigoli sono le tre rette TG,
DE e CF. Misurando Paltezza TK' —IK dello sperone non che la
sua sporgenza K'L'—KL dalla parete AB del muro cui trovasi
addossato, si hanno gli elementi necessarii al ecalcolo della sua
sezione retta; misurando al piede dello sperone la larghezza mas-
sima CF' —CF non che la larghezza minima DE, ed alla sommita
la larghezza HG, si ottengono i tre spigoli. L’area della sezion
retta per il terzo della somma dei tre spigoli da il volume.

4" Venendo a considerare il caso di un muro compreso fra
due facce inclinate AB e CD rinforzato da speroni come lo indica
la figura 162, se ammettesi che il muro sia terminalo alle sue
estremila da due piani verticali paralleli AE ed FD, ¢ esso un
prisma retto avente per base il trapezio ACEG, per altezza la sua
lunghezza A F, e quindi assai facile riesce la determinazione del suo
volume. In quanto poi al volume di uno sperone, supponendolo
terminato lateralmente dai due quadrilateri H1 ¢ KL disposti in
piani verticali paralleli e perpendicolari alla lunghezza del muro
cui lo sperone serve di rinforzo, anleriormente dal rettangolo IK
disposto in un piano inclinato e superiormente dal rettangelo I'L
posto pure in un piano inclinato, si ottiene assai facilmente con-
siderandolo come un prisma retto avente per base il quadrilatero
HI e per altezza la larghezza MK. Per oltenere I'area del quadri-
latero HI conviene immaginare condotle dai vertici I ed N le verticali
10 ed NP e dire che essa consta della somma delle aree del trian-
golo rettangolo 10M, del trapezio NPOI e del triangolo rettangolo
NPH.

148. Miisura del volume del complesso di piu muri, — Ben
sovente i muri, che al costruttore conviene di dover misurare nel
velutare il costo delle sue opere, risultano dal complesso di piu
muri rettilinei della forma di quelli che vennero considerati nel
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numero 145, ed i loro volumi si possono oltenere, o facendo se-
paratamente i volumi delle diverse parti rettilinee applicando le
norme che vennero date nel citalo numero 445 e quindi somman-
doli, oppure procedendo coi metodi risultanti dall'esame dei casi
che immediatamente seguono.

{* Trattandosi di un. muro costitnito da piu muri rettilinei
AB, CD, EF (fig. 163), ciascuno dei quali & limitato da pareti ver-
ticali, si ottiene il suo volume considerandolo siceome un prisma
retto avente per base la zona poligonale ACEGHIKL e per al-
tezza l'altezza LM del muro. La superficie dell'accennata zona po-
ligonale si puo ottenere come si ¢ detto al numero 76, quando essa
ha larghezza costante ; diversamente si deve riguardare siccome
somma dei trapezii ACKL, CEIK, EGHI.

2° Nel caso complesso di un muro come quello rappresentato
nella figura 164 in proiezione orizzonlale ed in sezione secondo il
piano verticale determinato dalla retta XY, il quale estermamente
ha le sue facce a scarpa mentre internamente presenta delle rise-
ghe, convien decomporlo come segue per calcolarne il volume. Dai
tre spigoli AB, BC e TD, posti alla sommita delle tre facee incli-
nate ABFE, BCGF e CDHG, s'immaginino condotti tre piani ver-
ticali, i quali separano dal masso murale i tre tronchi di prisma
a sezione retla Lriangolare, proiellali orizzontalmente negli accennali
tre trapezii ed aventi ciascuno per sezione relta il triangolo rettan-
golo di cui un cateto & I'altezza del muro e I'altro cateto la lar-
ghezza orizzontale della sua faceia a scarpa, non che la muraglia
a riseghe proiettata orizzontalmente in ABCDMLKL I volumi degli
accennati tronchi di prisma a sezione relta triangolare sono facilis-
simi ad ottenersi applicando la formola (1) del numero 140: e
riesce pure della massima faeilita il calcolo del volume della parte
di muraglia a scarpa, giacché si compone esso di tre prismi retli,
aventi rispettivamente per basi le zone IABCDMLK, NABCDQPO
e RABCDUTS e per altezze le tre parti L'L,’, PP, e T'T,” in
cui i piani orizzontali posti al livello delle riseghe dividono la totale
altezza del muro.

Il complesso di piu muri, di cui devesi trovare il volume, si puo
presentare al costrutlore in isvarialissime guise e sotto forme hen
diverse da quelle che si riscontrarono nei due casi esaminati, Co-
munque sia pero, il problema ¢ sempre di assai facile risoluzione,
e basla (uanto in questo e nei dur ultimi numeri si & detto per far
comprendere come in ogni caso si deve procedere.

L’ARTE BI FABBRICARE. Geometria pratics, ece. — 20,
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149. Misura del volume dei vani praticati nei muri ed aventi
forma poliedrica. — Allorquando in un muro trovansi dei vani di
dimensioni un po’ considerevoli, ¢ necessario togliere il loro vo-
lume da quello del muro, supposto pieno, se vuolsi avere la quan-
tita effettiva di muratura in esso contenunta: e quindi la cubatura
dei vani praticati nei muri costituisce un problema il quale ben di
frequente si presenta nella pratica delle costruzioni.

1" Essendo MN (fig. 165) la sezione orizzontale, secondo un
piano XY, fatla in un muro a pareli verticali dove Lrovasi un vano,
per esempio quello di una finestra di luce rettangolare, si oltiene il
volume di questo vano scomponendolo nelle due parti D'C'C,”D,” ed
E'F'F/E,/GH H/G, aventi rispettivamente per sezioni orizzontali
il rettangolo ABCD ed il trapezio EFHG. 1l primo volume & evi-
dentemente quello di un parallelepipedo rettangolo i cui tre spigoli
sono AB, AD e D'D, e che si ottiene facendo il prodotto degli
accennali tre spigoli. 1l secondo & un tronco di prisma a sezione retta
trapezia EFHG ed avente per spigoli le rette E'E,’, F'F/=—=EE/,
HH e 6'G,/=H"H,’, del quale si caleola il volume applicando la
formola (3) del numero 140.

2’ Quando in un muro a scarpa trovasi praticata un’apertura
la quale, come in elevazione ed in sezione secondo il piano ver-
ticale XY lo dimostra la figura 166, consta delle parti le eni sezioni
sono il rettangolo ABCD, il trapezio AFHK ed il quadrilatero
BIGE, si ottiene il suo volume procurandosi quelli delle tre parti
¢ sommandoli. Il solido che ammette il rettangolo ABCD per se-
zione secondo il piano XY e un parallelepipedo rettangolo il cui
volume vien dato dal prodotto dei suoi tre spigoli AD, DC e €'C,".
Il solido lagliato dal detto piano XY secondo il trapezio AFHK &
un tronco di prisma avenle per sezione retta (uesto trapezio, per
spigoli le quattro rette a’a,’, ¥'F,'—a"a,, H'H," e K'K/—HH, e
quindi facilissimo a calcolarsi applicando la formola (5) del numero
140. 11 solido intersecato dallo stesso piano segante secondo il qua-
drilatero BEGI ¢ un tronco di prisma a sezion rella quadrilatera,
e per oltenere il suo volume conviene immaginare per lo spigolo
G'G,” il piano verticale L'G'G, L, il quale divide il detto solido
nei due rappresentali sulla sezione nel trapezio BLGE e nel trian-
golo LIG. 1l primo di questi due solidi ¢ un tronco di prisma
a sezione retla trapezia BLGE, avente per spigoli le rette b5,
I'L/=G G/, 6'G, ed E'E/, e quindi riesce facile ottenere il suo
volume applicando la formola (3) del numero 140. Il secondo &
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un tronco di prisma la euni sezione retta ¢ il triangolo LIG, che
ha per spigoli le rette 'L, =G G,/, I'l] e G’G,” ed il cui volume
assai facilmente si calcola applicando la formola (1) del gia citato.
numero 140.

I vani di forma poliedrica che s’incontrano nei muri possono
anche avere forma diversa da quella dei due vani che vennero con-
siderati; la determinazione della loro cubatura peré non pud mai
presentare difficolta, e sono sufficienti i due esempli considerati per
far comprendere qual ¢ la via che conduce alla risoluzione del pro-
blema in tutti i casi della pratica.

CAPITOLO IL

Misura dei volumi dei solidi terminati
da superficie curve, ;
e principalmente dei volumi
delle volte.

150. Assunto del presente capitolo. — Oltre i solidi poliedrici,
di cui si parlo nel precedente capitolo, avviene al costruttore di
dover considerare parecchi solidi terminati da superficie curve, e
fra questi meritano di essere citati i cilindri, i coni, la sfera, gli
ellissoidi ed altri corpi che sono parti di questi, alcuni solidi termi-
nali da superficie rigate ed altri generati da superficie di forma
costante o variabile secondo nna data legge e moventisi in modo ben
determinato.

I volumi di alcuni di questi solidi si ottengono applicando le
semplici regole che si apprendono nei corsi di geometria elementare ;
per altri & necessario ricorrere ai processi d'integrazione sulle cuba-
ture; e finalmente s'impiegano i metodi d’approssimazione, quando
sono insuflicienti le regole somministrate dalla geometria elementare,
e quando le integrazioni riescono impossibili od anche seoltanto
troppo difficili.

Le regole e le formole che si prestano al calcolo dei varii volumi
terminati da superficie curve, che piu di frequente avviene di dover
considerare nella pratica delle costruzioni, e soprattutto quelle che
si riferiscono alla cubatura delle volle, costituiscono l'assunto di
questo capitolo. Senza dimostrazioni sono riportate le formole deri-
vanti da regole, ben note a tutti coloro cui questo corso & dedicato,
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le quali servono a dedurre quei volumi che si considerano nella geo-
metria elementare ; si dimostra come, convenienlemente applicando
quanto s’apprende dalla geometria elementare, si possono dedurre
alcuni volumi che sovente avviene al coslruttore di dover conside-
rare nella pratica; trovansi svolti i calcoli che conducono alla
valutazione di quei volumi, cui convien applicare il processo delle
inlegrazioni ; e finalmente si indicano quei metodi che servono alla
ricerca approssimata dei volumi di quei solidi la cui determinazione,
per la loro forma e per la natura delle superficie da cui sono lermi-
nati, non si puo eseguire coi metodi rigorosi delle cubalure.

151. Volume dei cilindri e dei tronchi di cilindro. — 1" Il ci-
lindro, potendosi considerare come un prisma avenle per hasi due
poligoni eguali, di un numero infinito di lati, in conformita di quanto
insegna la geometria elementare, si ottiene il suo volume moltipli-
cando I'area della sua base per la sua altezza, ossia per la perpen-
dicolare abbassata da un punto qualunque d’'una delle due basi sul
piano dell’altra. Segue da cio che dicendo:

S T'area della base di un cilindro qualunque,

a la sua altezza e

V il suo volume,
risulta :

V=S4

2" Supponendo di avere un tronco di cilindro la cui base ABCD
(fig. 167) & dotata di centro, ¢ le cui generatrici sono perpendico-
lari al piano della base, riesce facile il dimostrare che anche I'altra
faccia piana EF GH del tronco ¢ fornila di centro, e che un tal punto
trovasi in P dove questa faccia ¢ intersecata dalla parallela alle
generatrici del cilindro condolta pel centro O della base. Inolire,
supponendo che sulle direzioni delle generatrici AE e GG, passanti
per gli estremi di uno stesso diametro AC, si prendano i prolunga-
menti EA” e GO’ rispettivamente eguali a CG ed AE e praticando
una costruzione analoga sulle infinite coppie di generatrici passanti
fra gli estremi degli infiniti diametri che si possono condurre nella
base ABCD, risulta un secondo tronco di cilindro in tulto eguale
al primo, e formante con questo un cilindro a basi-parallele A CC'A’,
di asse 00 eguale a due volte 'asse OP del tronco primitivo e colle
sue generatrici perpendicolari al piano della base ABCGD. Ora il
volume di questo cilindro evidentemente vien dato dal prodotto
dell'area della base ABCD per il suo asse 00, il quale ne costi-
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tuisce l'altezza; e quindi quello del tronco in quistione si otterra
moltiplicando I'area della stessa base per laretta OP meta di 00",
Segue da cio che il volume di un tronco cilindrico, la cui base abbia
centro e le cui generatrici siano perpendicolari al piano di detta base,
si ottiene molliplicando l'area della base stessa pel suo asse; e
quest’enuncialo, se ben si riflette, sussiste ancora quando nessuna
delle basi & perpendicolare alle generatrici, giacché, considerando
per esempio jl cilindro E'G'GE, basta immaginare in esso una sezione
retta qualunque ABCD per poter conchiudere: che il volume del
cilindro AG & dato dall’area di questa sezione retla per la lunghezza
del corrispondente asse OP; che il volume del cilindro A G” ¢& dato
dall’area della stessa sezione retla per la lunghezza dell’asse O ;
e quindi che il volume di tutto il tronco EG’, somma dei volumi dei
due tronchi indicati, deve risultare dal prodotto dell'indicata sezione
relta per tutta la lunghezza dell’asse PP’ ad esso corrispondente,
ossia per la congiungente dei centri P e P delle due basi. Quando
le basi di un tronco di cilindro non ammettono centri di figura, l'e-
nunciala regola sussisle ancora, purché si soslituiscano i centri di
superficie, o centri di gravita delle basi medesime ai detti centri di
figura, per cui, chiamando :

S la superficie della sezion retta fatta in un tronco di cilindro
qualunque,

b la lunghezza della retla congiungente i centri di figura od i
centri di superficie delle due basi e

V il suo volume,
si ha la relazione :

V=5b,

la quale serve al calcolo del volume di un tronco cilindrico qualungue.
152. Volume degli spicchii cilindrieci. — Chiamo col nome di
spicchio cilindrico il solido terminato dalla superficie VAB (fig. 92)
di un fuso cilindrico, dal triangolo CAB coperto da questa super-
ficie e dalle due facce piane CAV e CBV contenute nei piani deler-
minati dalla monta CV del fuso e dai lati CA e CB del triangolo
che esso copre.
1° Considerando lo spicchio cilindrico avente una mezza ellisse
per direttrice del fuso ad esso corrispondente, se prendonsi su questa
dirvettrice due punti M ed M" (fig. 94) infinitamente vicini fra di loro,
e se per questi punti s'immaginano condolli due piani perpendicolari
alla divezione Oz, il volume elementare di spicchio che fra questi
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piani rimane compreso si puo considerare come un prisma avente
per base il rettangolo mngp e di altezza dz. La base di questo
prisma, quando si ritengano le denominazioni gia stabilite nel nu-
mero 89, ha per lati

pm=PM=y=mcoso
Pg= g r=—aseng;
e quindi, per essere
dz=ccosgpdy
e chiamando dV l'indicato volume elementare, si ha

dV—acmsengcos®ode.

Ora
sengdo=—dcos9,
cosicche
]
- 1
V=—acm cos’cpdcosap:gacm 1),
0

ossia il volume V dello spicchio cilindrico & date dal terzo del pro-
dotto del lato, della semicorda e della saetta o monta.

Nel dedurre il valore del volume dello spicchio cilindrico, il eui
fuso ha per direttrice una mezza ellisse, non venne fatta dislinzione
delle tre diverse relazioni che possono esistere fra la monta e la
semi-corda, per guisa che la semplicissima formola (1) vale per gli
spicchii cilindrici a tutta monta, aventi per direttrice un quarto di
circonferenza di circolo, per quelli a monta depressa la cui diret-
trice sia un quarto di ellisse e per quelli a monta rialzata aventi
pure per direttrice un quarto di ellisse. Quando lo spicchio & a tutta
monta, si ha m=—c e quindi il volume V vien dato da

V:%ac‘ (2).

2° Allorquando vuolsi trovare il volume di uno spicehio cilin-
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bisogna cangiare I'espressione di dV,dedotta nell'ipotesi di uno
spicchio cilindrico avente per direllrice un quarto di ellisse, in
quella che conviene al caso in cui questa direltrice diventa un
quarto di circonferenza di circolo VDD’ di raggio CD'=CV=r.
Allora il valore di dV vien dato dall'equazione

dV=ar'sengcos’edo,

ed il valore di V, essendo l'integrale di d'V frai limiti —0 e ¢

eguale all'angolo o che il raggio G'D fa col raggio €V, si ottiene
col porre

o
V:ﬁar‘f cos*pdcosp=— % ar®(1—cos’«).
0

Chiamando ora ¢ la semi-corda D C dello spicchio cilindrico VABC
di cui vuolsi il volume ed m la sua monta CV, dal triangolo avente
i suoi vertici nei punti D, G, €" e rettangolo in C si ha

=Y

]

Co0sa—

e quindi il valore di V si riduce a

[ G ]
V:%am il i :

Ma (num. 24)

_mict
i

per cui il volume V dello spicchio cilindrico avente per direttrice
un arco di circolo di corda ¢ e di monta m, vien dato da

" o1 8ct-mt
=gl ®).

3* 11 volume di uno spicchio cilindrico, avente per direttrice
del fuso che lo copre una curva qualunque VD (fig. 92), assai facil-
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mente si puo ottenere, considerando questo solido siccome un
troneo cilindrico, e quindi moltiplicando la superficie della sna sezione
rella, ossia la superficie della sezione VCD in esso [atta da un piano
passante per la sua monta CV e perpendicolare al suo lato AB,
per la lunghezza della retta la quale unisce i centri di superficie
delle due facce VCA e VCB. La superficie S della sezion retta VCD
¢ sempre un elemento facilissimo ad ollenersi colle norme che ven-
nero date nel capitolo I della parte seconda, e la lunghezza della
retta che unisce i centri di superficie delle due facce piane misti-
linee VCA e VCB si puo ottenere: cercando con metodi geomelrici
o con metodi pratici il centro di gravita o centro di superficie della
sezione retta VCD; trovando la distanza d di questo cenlro dalla
retta GV immaginando per lo stesso centro una retia parallela alle
generatrici del fuso e limilala ai punti in cui interseca le due facce
VCA e VCB; e trovando la lunghezza b di questa rella col porre

{):Ega,
(i

essendo a il lato AB e ¢ la semicorda €D dello spicchio.
Applicando il metodo generale ora esposto al caso dello spicehio

cilindrico avenle per direttrice un quarto di eirconferenza di cir-

colo, di lato a e di semi-corda ¢, si ha: che la sezione retta ¢ un

quarto di circolo di raggio ¢, e che quindi la sua superficie S vien
data da

o et
S_;-i'lT‘.'CE,

che il centro di superficie di questa sezione retta cade sul raggio che

fa angolo di 45° colla semi-corda e che la sua distanza dal centro
: Al . 43

della direttrice & quarta proporzionale dopo la lunghezza 5T¢ della

direttrice stessa, la corda ¢ /2 ed i 2/3 del raggio ¢, cosicché vien
essa data da

4|/?j
b A

che la distanza d di questo centro di superficie dalla mouta dello
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spicchio risulta moltiplicando per il seno di 45° la trovata distanza
dal centro della direttrice, per modo che

4
d_._ﬁc
che
4
b= i

e finalmente che il domandato volume V dello spicchio vien dato da
1
Y=58xb= 3 act,

come gia si ¢ trovato per altra via.

153. Volume dello spicchio cilindrico incompleto. — Sia lo
spicchio cilindrico vABo (fig. 92) terminato dalla superficie del
fuso incompleto vAB, dal triangolo o AB e dalle due facee piane
oAv e oBv contenule nei piani determinati dalla monta ov del
fuso e dai due lati oA ed oB del triangolo che esso copre. Suppon-
gasi che il detto fuso vAB abbia per direttrice un arco di cir-
colo Dv, colla sua tangente nel punto D perpendicolare al piano
del triangolo o0 AB; si ritengano le denominazioni gia stabilite nel
numero 90 per quanto si riferisce al lato AB, alla semi-corda Do,
al raggio CD ed allangolo vCX; e si dica V il volume domandato.

Immaginando condotte sulla superficie del fuso vAB due gene-
ratrici infinitamenle vicine rs e tu e per queste due piani perpen-
dicolari alla retta CD, il volume elementare dV compreso [fra
questi piani si puo considerare come un prisma avente per base
di rettangolo rsop e di altezza eguale alla distanza infinitesima
che esiste fra questi piani. La base di questo prisma ha per lati

r:g —1Ccosg

P—g:ac—r (1—seng)

?

e per altezza I'espressione

reosodoy.
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Il volume elementare dV risulta adunque

]
d“.’:tc—f'z [(c—r)cos'q:+rsenq:cos‘q:]dcp;

ed il volume totale V dello spicchio cilindrico v ABo vien dato da

™ T

ria 2 2 3
V:-E-[(c——r)j cos*pdo—r| sengcos q:dnp}.
o o

Ora si sa che

l‘cos'q:dq::% (p—+-sengcos )

fsen gcostodp—m= % costo,

cosicché prendendo questi integrali fra i limiti « e % si ottiene

37— 1
V= 9—5 (EZ o Qsen%a)—i—%cos‘a] 1).

Conoscendo il raggio » dell’arco circolare Dv ¢ la corda Do=c¢
del fuso vAB, si calcola, mediante la formola (1) del citalo nu-
mero 90, 'angolo vCX = del raggio Cv condotto al vertice v
del detto fuso colla perpendicolare CX al piano del triangolo che
esso copre, e quindi applicando I'nltima formola si puo delerminare
il volume V dello spicchio vABo.

154. Volume del cuneo cilindrico. — Col nome di cuneo ci-
lindrico chiamo il solido, come ADBGYV (fig. 96), compreso fra
un’unghia cilindrica VA DB, il triangolo GAB che essa copre ed
i due piani AGV e BGV determinati dai lati AG e BG dell’accen-
nato triangolo e dalla monta GV dell’unghia.

Il volume del cuneo cilindrico ADBGV, analogamente a quanto
si e visto essere vero (num. 91) per l'unghia cilindrica VADB, &
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la differenza fra il volume del cilindro ADBEVF avente la stessa
direttrice ADB e la stessa lunghezza CG del cuneo e quello dello
spicchio cilindrico VAHG di lato AH doppio dell’accennata lun-
ghezza, di saetta, di semi-corda e di sezion retta eguali a quelle
del cilindro cui il cuneo appartiene.

1* Se la corda AB del cuneo cilindrico & perpendicelare alla
sua lunghezza GG, ossia alla retta che unisce il verlice G colla
meta di AB, si dice che esso é retlo, e, essendo una semi-ellisse la
direttrice ADB, quando si ritengano le denominazioni gia stabilite
nel citato numero 91, per quanto si riferisce alla corda, alla lun-
ghezza ed alla monta, si ha: che la superficie della semi-ellisse
ADB vien data (num. 73) da

grem;
che il volume del cilindro ADBEVF risulta

nacm; (I);

O =

che il volume dello spicchio cilindrico VAHG vale (num. 152)

acm; (11);

09l o

e finalmente che si ottiene la formola determinatrice del volume V
del cuneo cilindrico ADBGYV col fare la differenza fra le ultime
due espressioni trovate, e quindi col porre

V:%(Sn—&)mcm (1).
Questa formola, assumendo w5 per valore di «, si riduce a
19
f—
= g acm 2).

Se la curva direttrice ADB & una mezza circonferenza di cir-
colo, ossia se l'unghia VADB é a tutta monta, si ha m—¢, ed il
volume del cuneo cilindrico vien dato, o dalla formola
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V=1 (8r—4)act ' 3),
oppure dall’altra
19
| 71" ¢t (%),

la quale risulta dalle (3) assumendo 272- per valore di .

2° Quando il cuneo cilindrico ADBGV non & retto, ma obliquo,
e che I'angolo d’obliquita B"AB vale =, il volume del cilindro avente
la slessa direltrice e la stessa lunghezza del cuneo si ottiene can-
giando a in acos« nell’espressione (I), ed il volume dello spicchio
cilindrico di lunghezza doppia e di sezion retta eguale a quella del
detto cilindro risulta dall’espressione (II) eangiando in essa ¢ in
ccosa. Segue da cio che il volume V del cuneo cilindrico con diret-
trice semi-ellittica vien dato dal secondo membro della formola (1)
o della formola (2) moltiplicato per il coseno dell’angolo d'obliquita .
3" Il volume del cuneo cilindrico retto od obliquo con diret-
trice qualunque assai facilmente si pui) determinare, immaginandolo
scomposto nelle due parti ADVGC e BDVG G mediante il piano
CV determinato dalla sua quwhena CG e dalla sua monta GV,
facendo separatamente il volume di ciascuna di queste parti col
considerarle siccome tronchi di cilindro e quindi coll’operare in
modo affatto analogo a quello lenulo nel numero 452 per trovare
il volume di uno spicehio cilindrico avente per direttrice una curva
qualunque, e finalmente prendendo la somma dei due volumi che
cosi si oltengono.
155. Volume dei coni e dei tronchi di cono. — Quesli volumi
Si ollengono applicando quanto insegna la geomelria elementare.
1° Essendo
A T'area della base,
a Paltezza e
V il volume di un cono qualunque,
si ha

.:3

2° Per il tronco di cono a basi parallele, essendo
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A ed A’ le aree delle due basi ed
a P'altezza,
si ottiene il volume V mediante la formola

1 ; A
V:ga(A-i—A +/AA )

3’ Per un tronco di cono a basi non parallele si ottiene il
volume, togliendo dal numero esprimente la solidita del cono in-
tiero quello che da la solidita del cono reciso.

156. Volume dell'unghia conica. — Generalmente chiamasi vo-
Inme d’unghia conica quello compreso fra la base ADBE (fig. 100)
di un cono, un piano DF E intersecante questa base e la superficie
della corrispondente unghia DAEF. Questo volume ¢ facilissimo
ad ottenersi, giacche, immaginando condotte le due generatrici VD
e VE, risulta agevole il vedere che esso ¢ la differenza di due
solidi entrambi di natura conica, uno che ha per base la figura
EAD facente parte della base del cono cui I'unghia appartiene, e
per altezza quella “del cono stesso e l'altro che ha per base la
figura EFD e per altezza la perpendicolare calata dal vertice del
cono sul piano di questa figura. : _

157. Volume della sfera e delle sue parti. — La geometria
elementare somministra le formole per trovare il volume V della
sfera, dello spicchio e del settore sferico, della piramide sferica
e dei segmenti sferici ad una ed a due basi.

1" Chiamando r il raggio di una sfera ed essendo = il noto
rapporto della circonferenza col diametro, il volume V vien dato
dalla superficie della sfera moltiplicala ‘per il terzo del raggio,
cosicche

V:gﬂi"".

2" Per lo spicchio sferico limitato da due semi-circoli massimi
i cui piani fanno fra loro un angolo di »" ed appartenente ad una
sfera di raggio r, si oltiene il volume V moltiplicando la superficie
del fuso ad esso corrispondente per il terzo del raggio, per cui si ha

n°
v:WT‘.’T;.

Se poi, invece dell’ampiezza dell’angolo formato dai due piani
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limitanti lo spicchio, si conosce la lunghezza ! dell’arco di circon-
ferenza massima della sfera cui lo spicchio apparliene, misurante il
detto angolo, risulta

V:g!r’.
3" Il volume del settore sferico si ottiene moltiplicando la su-
perficie della corrispondente calotta per il terzo del raggio, per
guisa che, avendosi un settore di raggio r e di saetta m, si ha

V:gﬂmr'.

3

Quando non si conosce il raggio del settore, ma sibbene la corda
2¢ della calotta che gli corrisponde, la superficie di questa vale
m?—c?

2m

(num. 94) = (c*~+m?), il raggio risulta (num. 24) e quindi

il volume del settore vien dato da

R
6 m

4" 1l volume della piramide sferica appartenente ad una sfera
di raggio r si otliene moltiplicando la superficie del poligono sfe-
rico ad essa corrispondente per il terzo del raggio. Segue da cio
che il volume V della piramide sferica triangolare vien dato da

v ARG 18001
- 90° G'TE?“ .

dove A", B" ¢ C' sono le ampiezze dei tre angoli del triangolo
sferico,

9" Il volume V del segmento sferico ad una sola base vale la
meta del prodotto della base del segmento per la sua altezza, pil
una slera di diametro eguale all'altezza medesima, cosicche, es-
sendo 2¢ la corda ed m l'altezza del segmento, risulta

\’:%ﬁm(309+nz“).

6° Il volume V del segmento sferico a due basi parallele ha
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per misura ¥a semi-somma delle aree delle due basi moltiplicata
per T'altezza del segmento, piu il volame di una sfera di diametro
eguale all’altezza medesima, cosicché, essendo ¢ e ¢’ i raggi delle
due basi del segmento ed m l'altezza, si ha

V:%rm [3(c'+c’*)+m‘] :
158. Volume del cuneo sferico. — Sia AEBCV (fig, 104) il
cuneo sferico di cui vuolsi trovare il volume, che si puo conside-
rare siccome la differenza fra il volume del mezzo spicchio sferico
AFBCY, e quello del mezzo segmento sferico ABEF.
Ritenendo le denominazioni gia stabilite al numero 95, per quanto
si riferisce alla base AB ed all'altezza CD del trighgolo isoscele
ABC, e chiamando V il volume domandato, si ha: che il raggio
CA, la saetta FD e I'angolo ACD=—C si ottengono dalle equazioni

CA= Va‘-—l—c",

F_']j:]/a.‘+c’-——a,
¢
tangC_—_E (1);

che il volume del mezzo spicchio sferico AFBCV vien espresso da

% r (a'i = C’) V '&a:{-_';_ée_;

che il volume del mezzo segmento sferico ABEF vale
,l e
5" [Q(a“—l—c") ]/a*—l—-c’——a(%a‘wl-fic‘)];

finalmente che la formola determinatrice del domandato volume V
del cuneo sferico risulta

V:n[(ggw-—%) (a*+c*) Va‘—i—c‘—i—%u(%'-l-?w’) ]
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L’angolo C si calcola mediante la formola (1) prendendo per
unita il grado, e quindi si passa alla deduzione del volume V ap-
plicando la formola (2).

159. Volume degli ellissoidi. — Considerando I'ellissoide a tre
assi, del quale per otlavo si ha la rappresentazione nella figura 168,
e chiamando rispetlivamente a, b ed m i tre semi-assi principali
0A, OB ed OC, si ha: che una sezione qualunque ED F,.paral-
lela al piano yz e distante da questo piano di 0D=uz, & un qua-
drante ellittico i cui semi-assi DF ed ED, desunti dalle equazioni
delle sezioni principali AOB ed AOC, sono rispellivamente e-
spressi da '

bl
2 2
{—tl/amas,

che 'area del detto quadrante ellittico vale

‘_I_ nhm

i (a*—a?);

che I'elemento di volume dell'ottavo di ellissoide, il qual elemento
si pud considerare come un cilindro infinitesimo avente per base l'or
indicato quadrante elliltico e di altezza d«, risulta

1nbm

i (a*— %) dax;

e finalmente che il volume dell’ottavo di ellissoide si ottiene inte-
grando quest’espressione fra i limili 2—=0 ed w=—u, cosicché vien
esso dalo da

Anbm [ @ 1
Ll (@a*—af)de=— z rabm.
4 a® J‘o 6

Chiamando poi V il volume dell’elissoide a tre assi, eguale ad otto
volte quello or ora trovato, si ha
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V:gmbm.

Quando 'ellissoide di cui vuolsi il velume é di rivoluzione attorno
all'asse m, ponendo ¢ invece degli altri due semi-assi, i quali diven-
tano allora eguali fra di loro, si oltiene la formola

: 4 2
V= 3 meim,

la quale serve tanto pel calcolo del volume dell’ellissoide schiaceialo,
quanto pel calcolo del volume dell’ellissoide allungato.

160. Regola di Guldino per ottenere i volumi dei solidi di
rivoluzione. — Questa regola si enuncia nei seguenti termini: il
volume del solido generato dalla rotazione di una superficie piana
intorno ad un asse fisso, contenulo nel piano e posto da una sola
parte di essa, ha per misura il prodotto dell’area generatrice per la
lunghezza dell’arco descritto dal suo centro di gravita.

La verita dell’enunciata regola assai facilmente si puo dimostrare.
Per giungere allo scopo si consideri una superficie piana qualunque
ABCF (fig. 169) rotante attorno all’asse ZZ’ contenuto nel suo piano,
e si chiamino :

S T'area della detta figura piana,

z, la distanza PG del centro di gravita di quest’area dall’asse
di rotazione ZZ',

» una parte infinitesima abed dell’area generatrice ABCF , cui
si puo assegnare una forma rettangolare con due lati paralleli all’asse
LY,

 la distanza pg del punto di mezzo g di quesla parte infini-
tesima dal detto asse.

Sapponendo che la superficie ABCF si riduca ad una lastra di
spessezza uniforme ma piceolissima, il momento del suo peso lolale
rispelto al piano proiettato nell’asse ZZ' deve eguagliare la somma
dei momenti di tutli i pesi elementari corrispondenti alle aree infi-
nitesime, analoghe ad abed, rispetto allo stesso piano, cosicche
risulta equazione

Sz, =3wz,

nella quale il simbolo X rappresenta una somma estesa a tutli i
L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria pratica, ecc. — 21.
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prodotti delle accennate aree infinitesime per le distanze dei loro
mezzi dall’asse ZZ'. — Se ora si moltiplica la stabilita equazione per
97, se chiamansi u e v i due lati infinitesimi ab ed ad dell'area
elementare «, e se serivesi per primo il secondo membro, si ottiene

I9rz.u.v=35.2zz2,.

Il prodotto 2~z da la lunghezza della circonferenza di raggio
eguale a pg, ossia di raggio eguale alla distanza che il punto di
mezzo del lato ab ha dall'asse ZZ 2w 2.u rappresenta la super-
ficie della corona circolare descritta dall'or indicato lato nella rota-
zione della figura ABCF altorno al detto asse ZZ; 2x2.uw.v non ¢
altro che il volume d'un cilindro infinitesimo avente per hase la
definita corena circolare e per altezza v; e gquindi X2na.u. v es-
prime la somma dei volumi elementari generali da tulle le arec
infinitesime analoghe ad abed, in cui s'intende scompesta l'intiera
figura piana ABCF, ossia il volume di rivoluzione generato da tutta
questa figura nel descrivere un intiero giro attorno all'asse ZZ'. Il
- secondo membro poi dell'ultima equazione & il prodotto della super-
ficie generatrice S per la circonferenza 2w a, descritta dal suo centro
di gravila, cesicché in quesl’equazione trovasi contenulo 'enunciato
della regola di Guldino.

La regola di Guldino per la valutazione dei volumi dei solidi di
rivoluzione, non solo & vera quando la superficie generatrice descrive
un inliero gire attorno all’asse di rotazione, ma anche quando deserive
una parte di giro: e questo perché risultano sempre eguali i due
membri della stabilita equazione, quando si dividono le lunghezze
delle due circonferenze 2r2 e 2xa, per uno stesso numero.

Un volume il quale colla massima facilita pud esserve ealcolato me-
diante la regola di Guldino, é quello generato dalla rolazione di una
mezza circonferenza di eircolo, di un arco ecircolare, di una mezza
ellisse o di una mezza ovale intorno ad un asse OY (fig. 106) con-
tenuto nel piano della figura generatrice e disposto perpendicolar-
mente alla direzione OAB- della sua corda. In questo caso il centro
cui la lunghezza dell’arco descritto dal detto centro nell'intiera rivo -
luzione della fignra ACB attorno all'asse OY risulla egnale alla

circonferenza di raggio 0D—= —1}_:;—()8 Il domandalo volume poi

si ottiene moltiplicando 'area della figura A CB, facile a calcolarsi
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mediante le norme che vennero date ai numeri 70, 71 e 73, per la
lunghezza della circonferenza di raggio 0D.

161. Metodi approssimati per la valutazione dei solidi di rivo-
luzione. — Avvenendo di dover trovare la cubatura di un solido di
rivoluzione, generato da un’area piana EABCD (fig. 170), compresa
fra una curva ABQ, fra due rette EA e DG condotte dagli estremi
di questa curva perpendicolarmente all’asse di rotazione YY' e [ra
quest’asse slesso, se non riesee facile I'adottare la regola di Guldino
e se incontrasi qualche difficolta nell’applicazione dei procedimenti
di caleolo integrale alla cubatura dei solidi di rivoluzione, si puo
procedere approssimativamente come segue. Dividasi la curva AC
in archi talmente piccoli che si possano ad essi sostituive le corde
corrispondenti ; dai punti di divisione F, B, G,... si abbassino le
perpendicolari FH, BI, GK,... sull'asse di rotazione ; e si assuma
la somma dei volumi generali dalla rotazione dai trapezii EA FH,
HFBI, IBGK,... intorno all'asse YY’, siccome rappresentante il
volume domandate. Questi volumi generati dai trapezii sono poi faci-
lissimi ad otlenersi, giacche sono essi tanti tronchi di coni relli a
basi circolari, i eui raggi sono EA ed HF, HF ed IB, IB e KG,...
e le cui altezze sono rispeltivamente E—ﬂ, Ti_l, 1"1?‘,

[’esposto metodo per la valutazione approssimata dei solidi di
rolazione, secondo che la curva ABC & concava o convessa verso
I'asse YY’ conduce a un_ risultate un po’ minore oppure un po’
maggiore del vero; e U'errore, che generalmente vi ha nei risulta-
menti finali, & tanto pin piccolo quanto pitt & grande il numero delle
parti in eui si divide la curva AC.

Quando, inveee del volume generalo da una area piana, la quale
termina all’asse di rotazione come avviene per quella rappresentata
nella figura 170, vuolsi il volume generato da un’area chinsa da un
perimetro ABCF (fig 169) di cui non fa parte il detto asse, col
metodo indicato si ottengono i volumi generati dalle due aree piane
ECBAD ed ECFAD: la differenza di questi due volumi da il vo-
lume domandato.

Nella determinazione approssitmata dei volumi dei solidi di rivolu-
zione si possono anche considerare i solidi generati dalle aree piane
(fig. 170) EAFH, HFBI, IBGK, ... aventi le loro altezze EH, HI,
1K,... assai piccole, come altrettanti cilindretli circolari coi loro raggi
rispellivamente eguali alle rette ab, cd, ef,... perpendicolari all’asse
Y'Y, dividenti per mela le dette altezze ¢ prolungate fino ad incontrare
la curva ABC nei punti b, d, f...
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Un altro metodo di facilissima applicazione e che sempre conduce
a4 risultati assai soddisfacenti consiste: nel determinare il centro di
gravitd dell'area generatrice; nel misurare la distanza di questo
centro dall’asse di rotazione; e nel moltiplicare il numero esprimente
I'indicata area per la circonferenza avente per raggio l'accennala
distanza. Il centro di gravita della figura generatrice assai facilmente
si puo ottenere in diversi modi, ed uno di questi consiste nel disegnare
su carta di spessezza uniforme ¢ ben omogenea la figura generatrice
coll'asse di rotazione; nell'estrarre da questo disegno il solo pezzo
di carta su cui trovasi la figura generatrice e nel determinarne il
ceutro di gravild o col farlo stare in equilibrio su una punta verticale,
oppure sospendendolo per due dei suoi punti. Trovalo cosi il eentro
di gravita del pezzo di carta foggialo precisamenle come la figura
generatrice, si rimelta esso a sito sul disegno da cui venne estratto,
e riescira allora facile il determinare la distanza del centro di gravila
della figura generatrice dell’asse di rotazione.

162. Volume compreso fra due superficie cilindriche con-
centriche, una loro sezione retta ed una porzione di elicoide a
piano direttore. — Considerando I'elicoide a piano direttore di cui
gia venne trovata la superficie nel numero 99 e ritenendo le denomi-
nazioni nel medesimo numero gia stabilite, egli ¢ evidente che per
elemento di volume, compreso fra le due superficie eilindriche con-
centriche di raggi 0,A, ed O, E, (fig. 109), fra il piano orizzontale
rappresentato nella retta OA e fra la superficie elicoidale, si puo
prendere il prisma elementare insistente all’area infinitamente piccola
di primo ordine limitata dal raggio qualunque O, M, e dal suo infi-
nitamente vicino, facente con esso I'angolo misurato dall’arco d9 ed

avente per altezza Uordinata P M=z, Ora, essendo %(R-}—r‘) il rag-

§ oy : : 2
gio medio, ;(R—-r)d9 T'arco medio corrispondente alla detta area

elementare, ed R—r la larghezza della corona cui la stessa area
elementare appartiene, I'elemento di volume dV vien dato da

dV= % (R*—7r%)zd 0.

Ma dall’equazione

y—=wxtangl,

che venne trovata al numero 99, si ha



— 325 —

1
tangﬁf_."%

6—arc (tang:g) 3

cosicehe il valore di =, dato dall’equazione (1) del citato numero,
risulta

1=
1=g—0.

Sostituendo questo valore di z sull’espressione di dV, si trova

0l o e
aV=E (R —r%)040.

Se ora si vuole il volume V compreso fra le due superficie cilin-
driche di raggi 0,A, ed 0,E,, frail piano orizzontale rappresentato
nella retta OA e [ra la parte di superficie elicoidale la eni geuera-
trice suprema dista della quantita a, minore di p, dal delto piano
orizzontale, bisogna integrare il valore di dV fra i limiti =0 e

a i
—=2x ﬁ , cosicche risulta

= 3(11% )p’ ().

Facendo in quest’equazione a—p, si ottiene quel valore partico-
lare V, del volume V che corrisponde ad un intiero giro di elicoide,
e risulta

V=g (R—rt)p @.

165. Metodi approssimati per la valutazione di volumi qua-
lunque. — Allorquando devesi determinare il volume di corpi limi-
tati da superficie di cui non si conosce la generazione geomeltrica,
od anche da superficie la cui generazione geometrica é ben definita,
ma per le quali non riescono applicabili i metodi esposti nei prece-
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denti numeri per impossibilitd od anche solamente per difficolta che
s’incontrano nell’effettuare le integrazioni, & necessario aver ricorso
a metodi d’approssimazione, di aleuni dei quali immediatamente si
da un breve cenno.

Un primo metodo consiste: nell'immaginare tagliato il solido, di
cui vuolsi trovare il volume, mediante un sistema di piani paralleli
equidistanti o non, ma talmente vicini che i diversi solidi fra essi
compresi si possano senza grave errore considerare come altrettanti
prismi: nel determinare le aree delle diverse sezioni prodotte dai
detli piani seganti non che le loro distanze; nel fare i volumi delle
singole parti, moltiplicando la semi-somma delle aree delle sezioni
fra cui cadono per le distanze delle sezioni medesime; ¢ finalmente
prendendo la somma di Latti i prodolli cosi ollenuti.

Un secondo metodo consiste: nel proiettare il corpo di eui vuolsi
il volume su un piano; nell'immaginare divisa questa proiezione in
triangoli talmente piccoli, da polersi essi considerare come le pro-
iezioni di allrellanti triangoli aventi i loro vertici sulla superficie
del eorpo di cni vuolsi il volume e costituenti una superficie polie-
drica che poco si scosta e che per approssimazione si soslituisce
alla sua superficie effettiva; nel valutare le aree dei vari triangoli
segnali sulla detta proiezione; non che le rette proiettantisi nei loro
vertici per le parti intercetle nel corpo; nel calcolare i volumi di
tatti i tronchi di prisma aventi per sezioni retle i triangoli di cai si
determinarono le aree, e per spigoli le rette di cui si trovarono le
lunghezze; e finalmente nel fare i volumi di tutli questi tronchi di
prisma, e nel sommarli.

Avvenendo poi di dover trovare il volume di un corpo facile a
trasportarsi, e che senza inconvenienti si puo immergere nell’acqua,
convien adottare il seguenle semplicissimo melodo. In un recipiente
prismatico o cilindrico disposto colla sua base in un piano orizzontale
si versi tant’acqua, che il corpo di cui vuolsi il volume per intiero vi
possa rimanere sommerso ; si segnino le posizioni del livello del
liquido prima e dopo la sommersione; si calcolino i volumi dei prismi
o dei cilindri aventi per base quella del recipiente e per allezze le
distanze fra le accennale due posizioni del livello del liguido dal
piano della detta base, ed evidentemenle la differenza fra questi
due volumi rappresenta quello del corpo stato posto nel recipiente.
— Allo stesso risultato si arriva, riempiendo tolalmente d’acqua
un recipiente prismatico o cilindrico in cui per intiero il corpo
da misurarsi possa vimaner sommerso, e misurando, vuoi la quan-
tita di liquido che da questo si riversa per la totale immersione del
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detto corpo, vuoi il volume della parte di recipiente che rimane
senz'acqua in seguito all'estrazione dello stesso corpo, :

Il peso assoluto di un corpo si otliene moltiplicando il suo volume
per il suo peso specifico, convenientemente riferito all'unita adottata
nel valutare il volume. Segue da cio che si puo delerminare il volume
&i un corpo di forma per quanto si vuole irregolare, nta omogeneo
e tale da potersi pesare, determinando il suo peso assoluto e divi-
dendo queslo pel suo peso specifico.

164. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vélta
a botte ed il suo piano d'imposta. — Il volume compreso fra la
superficie d’intrados di una volla a botle coprente un rettangolo
oppure un parallelogramma ed il suo piano d'imposta, & quello di
un cilindro avente per base la figura limilata da uno degli archi di
testa ¢ dalla corrispondente corda, per cui, chiamando

S T'area dell’indicata figura,

b la perpendicolare abbassata da un punto qualunque di uno dei
due piani ditesta sull’altro, e

V, il volume domandato,
si ha la semplice formola

Na==8 5.

Se la volta a bolle ¢ retta, ossia se copre un rettangolo posto in
un piano orizzontale e se ha le sue generatrici pure orizzontali,
Valtezza b del cilindro ¢ eguale alla lunghezza costante delle gene-
ratriei.

Quando invece la volta a bolle ¢ obliqua, ossia quando coprendo
un parallelogramma ABCD (fig. 110) collocato in un piano oriz-
zontale, ha le sue generatrici pure orizzontali, I'altezza b & la per-
pendicolare comune ai due lati paralleli AB e DC del dello paral-
lelogramma. Siccome poi, immaginando abbassata dal punto F una
perpendicolare sulla base CKD, questa perpendicolare fa con I'H
un angolo eguale all’angolo ED C della sezione retta EID eol piano
di testa CKD, se si ritengono le denominazioni gia stabilite al
numero 101 per quanto si riferisce al detto angolo ed alla lun-
ghezza delle generalrici, si ha che il valore di b vien dato da

b—acos .

Finalmente se la vélta a botte & rampante (fig. 111), I'altezza b,
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che & orizzontale e che & lunga come la proiezione orizzontale di
una generatrice, si olliene mediante la formola

b=asenf,

dove a e 3 ‘hanno i significati che gia loro vennero attribuiti nel
citato numero 101.

Avvenendo il caso di dover trovare il volume compreso fra il
piano d’imposta e la superficie d'intrados di una vélta a botte
coprente un Lrapezio, siccome questo volume & quello di un tronco
di cilindro, basta per ottenerlo moltiplicare la superficie della sua
sezione rella per il suo asse. Quesl’asse poi si proiella in gran-
dezza naturale sulla retta EF (fig. 112), la quale unisce i punti di
mezzo B ed F dei due lati non paralleli del (rapezio.

165. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vélta
a collo d'oca ed il piano orizzontale passante per la sua gene-
ratrice piu bassa. — Questo volume non & altro che, quello di un
cilindro retto avente per base I'area chiusa fra la curva diretirice
ABC (fig. 115), frala proiezione orizzontale e la proiezipne verlicale
di questa curva, ed avente per altezza la lunghezza AA” delle diverse
-generatrici. L'area S della base del definito cilindro si puo otlenere
esaltamente allorquando la curva ABC venne descrilta con metodi
geometrici, ed in tulti i casi la slessa area si pud valutare con
grande approssimazione applicando le regole che vennero date nei
numeri 74 e 75. Chiamando poi V, il volume domandato ed a Ia
lunghezza della generatrice AA7, si ha

V.=S8a.

166. Volume compreso fra la superficie d'intrados di una
volta anulare ed il suo piano d'imposta. — (Questo volume assai
facilmente si oltiene applicando la regola di Guldino quale venne
enunciata nel numero 160. Ragionando sulla volta anulare rappre-
sentala in proiezione orizzontale nella figura 114, per la quale gia
si insegno a trovare la superficie d'intrados nel numero 103, rite-
nendo le denominazioni in questo numero stabilite per quanto si
riferisce ai due raggi CA e CB della corona circolare coperta dalla
volta e chiamando

S la superficie della figura generalrice che generalmente suol
essere un mezzo circolo, o un segmento circolare, o una mezza
ellisse, o una mezza ovale,



V, il volume domandato,
si ha: che I'arco descritto dal centro di gravita della figura genera-
R+-r

trice nel produrre il volume V, ¢ la circonferenza di raggio g

e che quindi questo volume vien dato dalla formola
Vo=n(R~+n)S

Quando la vélta anulare non copre un'intiera corona circolare,
ma sibbene una parte AEFGHB cui corri S —ay
la lunghezza dell’arco DLI descritto dal centro di gravita dell’area
geuerairice vien espressa da

3600?1(}{-1-?")

per cui il volume V,, compreso fra la superficie d’intrados della
volta ed il suo piano d’imposta, vien dalo da

V.=

.36 m(R+41)8.

La regola di Guldino si presta anche a trovare il volume rac-
chiuso fra il piano d’imposta e la superficie d'intrados di una volta
anulare coprente una corona o sollanto una porzione di corona non
circolare ; purché abbia essa larghezza costante, in modo da non
cambiare di forma la figura generatrice.

167. Volume compreso fra la superficie d'intrados di una
volta elicoidale ed il piano orizzontale passante per la sua ge-
neratrice piu bassa, — Rilenendo le denominazioni che gia vennero
stabilite al numero 104 per quanto si riferisce ai raggi dei cilindri
fra cui si trova la superficie elicoidale, al passo delle eliche diret-
trici ed all’altezza della generalrice pin alta sulla generatrice pin
bassa dell’elicoide, si ha che il volume V. vien dato : dalla for-
mola (1) del numero 162 ¢ quindi da

A . . - . .
quando la volta elicoidale fa meno di un giro; dalla formola (2)
dello stesso numero e quindi da



— 530 —

1

Vezg

m(R*—1r%)p
quando la volta fa un giro intiero.

Se poi la volta elicoidale fa pia di un giro intiero, convien im-
maginare condolti, per la generatrice piu bassa, per le generatrici
che corrispondono a giri intieri e per la generalrice piu alta, al-
trettanti piani perpendicolari all’asse dei cilindri fra cui la vélta
si trova, e separatamente calcolare colle formole che vennero sla-
bilite tutti i volumi compresi fra questi piani considerati succes-
sivamente a due a due, giacche questi volumi sono appunto quelli
che nella pratica importa di conoscere per giungere alla determi-
nazione del volume della nruratura da impiegarsi nella costruzione
di una volta elicoidale,

168. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una
volta anulare ed elicoidale e la superficie dell'elicoide a piano
direttore, determinata dalle due eliche d'imposta. — Per trovare
la formola delerminatrice di questo volume si ritengano le deno-
minazioni gia stabilite nel numero 105 per quanto si riferisce ai
raggi dei cilindri fra cui trovasi la volta, alla differenza di livello
fra il punto piu alto e il punto pitt basso dell’arco di elica descritto
da uno dei due estremi della curva generalrice della superficie
d’intrados ed al passo delle eliche direttrici; si chiamino poi

S T'area della figura gencratrice del volume che vuolsi valutare,
la qual area é quella compresa fra la curva generatrice della detta
superficie d’intrados e la sua corda e

V.. il volume domandato.

Considerando la figura generatrice in due posizioni inlinitamente
vicine, cosicché i loro piani facciano col piano corrispondente alla
posizione iniziale della stessa figura gli angoli misurati dagli avchi
0 e 0+4d0. di raggio eguale all’'unita, il volume elementare com-
preso fra queste due posizioni infinilamente vicine si puo consi-
derare siceome un piccolissimo spicehio di solido di rivoluzione
e quindi si puo esprimere mediante la regola di Guldino. Ora, es-

1 ; ; : o ;
sendo 5 (R~+-r)d§ l'arco descritto dal centro di gravita dell'area S

nel generare il dello volume elementare, si ha che vien esso
espresso da
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per cui il volume totale V,., quando vogliasi per una differenza
di livello a fra il punto pia basso ed il punlo pin alto dell’arco
di elica deseritto da uno dei due estremi della curva generatrice
della superficie d’intrados, si ottiene integrando fra i limiti 6==0

e 6—2 rrg, ¢ ponendo quindi
VEL— %2 (R4+1)8.

169. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vélta
conica ed il suo piano d'imposta. — Nel caso ben frequente della
pratica in cui trallasi di una volta conica che, avendo gli archi
di testa contenuti in piani verticali, copre all'imposta un trapezio
ABCD collocato in un piano orizzontale (fig. 115), il volume che
vuolsi trovare ¢ quello di un tronco di cono a basi parallele, per
modo che, chiamando

Aed A" le aree delle due figure simili AED e BFC,

a l'altezza del trapezio coperto dalla vélta, la qual altezza é pur
quella del tronco di cono di cui si deve trovare il volume,

V. il volume domandato,
si ha

\Q:;—:a (A+;\’+Vﬁ").

Quando la figura eoperta da una volta conica alla sua imposta
non € un ftrapezio, ma sibbene un quadrilatero ABCD, il volume
compreso fra il piano d'imposta e la superficie dintrados della
volla si olliene togliendo dal volume del cono VAED quello del
cono VBIC

170. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vélta
conoidica ed il suo piano dimposta. — Il volume compreso fra
la superficie d'intrados di una volla conoidica ed il suo piano d'im-
posta si puo facilmente valutare per approssimazione.

S'immagini percio un sistema di piani, paralleli a quello con-
tenente la curva di testa AED; come si ¢ detto nel numero 107,
ragionando sulla figura 118 ¢ pel piano segante KL in particolare,
si lrovino le intlersezioni di tutli questi piani colla superficie d’in-
trados della vélta; si determinino le superficie delle figure comprese
fra quesle intersezioni e le relative corde poste nel piano d’im-
posta; si calcolino i volumi compresi fra i diversi piani seganti,
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moltiplicando la semi-somma delle aree delle sezioni fra cui si tro-
vano per la distanza delle sezioni medesime; e finalmente si som-
mino tutti questi prodotli per oltenere il volume totale.

Considerando la volta conoidica coprente alla sua imposta il tra-
pezio isoscele ABCD (fig. 417 e 448) posto in un piano orizzon-
tale e colla superficie d’intrados generata come si & delto nel numero
107, assai facilmente si puo arrivare alla formola determinatrice
del volume compreso fra la deila superficie d'intrados ed il piano
('imposta. Percid si assuma per origine di coordinate il punto V,
per asse delle z la retta VG, per asse delle y la perpendicolare
a questa retta contenuta nel piano del triangolo VAD e per asse
delle z la verticale determinata dal punto V, rappresentata in VU
sulla figura 117 e proiettantesi verticalmente in V'E" sulla figura
118. Si chiamino

2¢ la corda AD dell’arco di testa AED,

b la distanza VG del piano contenente quest’arco dal punto V,
ossia dalla retta direttrice VU,

b’ la distanza VI del piano contenente l'altro arco di lesta BF
dalla stessa retta direttrice VU,

m la monta GE della volta,

@,y e s le tre coordinate VL, Lo e Vo' del punto qualunque
della superficie d'intrados rappresentato (fig. 118) in o sulla pro-
iezione orizzonlale ed in o" sulla proiezione verlicale,

V. il volume domandato,

e suppongasi che la curva direttrice AED proieltata orizzontal-
mente in AD e verlicalmente in A’E’D’ sulla citala figura 118 sia
una mezza ellisse. L'ovdinata z —V"v/, essendo quella del punto
0’ della semi-ellisse A’E'D’ cui corrisponde I'ascissa v 0'—= GO,
vien dala da

:j—f' Vc"'-—G"{j.e;
e, avendosi pei due triangoli simili OGV ed oLV

oa—ToXLo_,u

b U
VL

risulta I'equazione

ml/ . el
N Ty
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la quale, essendo una relazione fra le tre coordinate x, y e 5 di un
punto qualunque della superficie conoidica costituente l'intrados della
volta, rappresenta appunto l'equazione di questa superficie. Elevando
al quadrato i due membri della trovala equazione, si puo essa serivere

1?}-! ZE
et md i
s

¢ cosi dimostra come la sezione I'E’'K’, prodotta nella detta super-
ficie conoidica da un piano qualunque K1 parallelo al piano di tesla
DA e distante dal punto V della quantita VL=, ¢ una semi-
ellisse i cui semi-assi sono

,—;__"—-_8_33 YT
N = K_ﬁb, VE —mnm.

Premesso questo, se prendesi per elemento del volume che vuolsi
valutare quello compreso fra la sezione determinata dal piano qua-
lunque IK e la sezione infinitamente vicina, distante da essa della
quantita dea, il volame elementare dV, potendosi considerare come

. o : i e G
un prisma avente per base la semi-ellisse di semi-assi T ed m ed
avente l'altez¥a da, vien dato da

1 em

i]“ZQTE—!‘;—

zde,

per cui il volume V, essendo I'integrale di dV fra i limiti #=VH
=b" ed 2=V G=0b, risulta dalla formola

1 b
T 7 e = e )
1,._4mm(b b)'

171. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta con strombature. — Sia la vélta con strom-
bature la cui superficie d'intrados & rappresentata nella figura 120,
e vogliasi trovare il volume proiettantesi orizzontalmente nel trape-
zio ABCD e limilalo, inferiormente dal piano d'imposta A”B” e
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superiormente dalla superficie d'intrados A"F'B"C’E'D” della quale
zia venne spiegala la generazione nel numero 108.

Per ottenere l'indicato volume non terro il metodo esatto che
consiste nel procurarsi prima il suo differenziale e nel passare poscia
allinlegrazione fra limiti convenienti, giacché I'applicazione di un
tal metodo indubitatamente deve presentare delle serie difficolta; ma
sibbene mi accontentero di procedere con un metodo d’approssima-
zione. Questo metodo consiste nell'immaginare tagliato il solido di
cui vuolsi il volume mediante il sistema di piani verticali a, b, a,b,,
ayb,,..... paralleli alle basi del trapezio ABCD coperto dalla volta;
nel trovare le intersezioni a,"¢,"b,’, a,’¢,"b,, a;"¢;"by,..... di questi
piani colle supeficie d'intrados, come si ¢ detto nel gia citato numero
108; nel calcolare le aree comprese fra le curve A"F'B’, a/¢, b,
ae)/b), aje’b) ..., D'E'C, fra le perpendicolari abbassale dai
loro estremi sulla retta A”B” e fra quest’nltima retta, le quali aree
sono appunto quelle delle sezioni prodotte nel solido, di cui voolsi il
volume, dai piani verticali a,b,, a,b,, a;b,,.....; nell’otlenere i volumi
compresi [ra queste sezioni, moltiplicando le semi-somme delle aree
delle sezioni, fra cui questi volumi si trovano, per le distanze delle
sezioni stesse; e finalmente nel sommare tutli i prodotli che si olten-
gono, onde ottenere nella somma il volume lotale.

172. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano

d'imposta di una volta a bacino su pianta ecircolare. — Questo
volume, che verra indicato con Vz, ¢ sempre di rivoluzione, ed ecco
le norme che generalmente conducono alla sna valutazione.

1° Per una vélta a bacino a tulta monta colla superficie d'intrados
generata dalla rotazione di un quarto di circonferenza di circolo,
BD (fig. 121), di raggio CB=r, il volume Ve & quello di un emi-
sfero, e quindi vien esso dato (num. 157) da

“2° Per una volta a bacino colla superficie d’intrados generata
da un arco cireolare DB (fig. 122), di semi-corda CB=¢ e di
monta CD—m, il volume Vs & quello di un segmento sferico ad
una sol base per cui (num. 157) si ha

Ve % mm(3cd—4-mk).
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3° Per una volta a bacino a monta depressa od a monta ri-
alzata colla superficie d’intrados generata da un quarto di periferia
ellittica AB (fig. 102 e 103), in modo da essere ¢ la semi-corda
CA ed m la monta GB della vdlta, il volume Vs & quello di un
mezzo ellissoide, e per consegunenza serve alla sua valutazione la
formola (num. 159)

Vo= 3 ceim.

4° Per una volta a bacino colla superficie d'intrados generata
dalla rolazione di un quarto di ovale attorno ad un suo semi-asse,
facilmente si puo arrivare alla determinazione del volume Vg appli-
cando una delle regole che vennero date nel numero 161, le quali
regole vengono pure in acconcio per le vdlte a bacino colla superficie
d’intrados generata dalla rotazione di una eurva qualunque.
Allorquando nella valutazione del volume Vg, per una volta a ba-
cino eolla superficie d’intrados generata da un quarto di ovale, vuolsi
procedere con un’approssimazione pinttosto grossolana, ma spedita-
menle, si pno adottare 'ultima formola che venne stabilita in queslo
numero, ossia quella che conviene per la vdlta a bacino colla super-
ficie d'intrados generata dalla rotazione di un quarto di ellisse.
175. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta di una volta a bacino su pianta ellittica e su pianta
ovale. — Questo volume & generalmente quello di un mezzo ellissoi-
de a Lre assi, quando la ﬁcrma coperta dalla volta al livello del piano
d'imposta & un’ellisse, per cui, chiamando rispettivamente a € b i
due semi-assi principali GB e CD (fig. 123) di quest’ellisse, m la
monta GF della volta ¢ V: il volume domandato, si ha (num. 159)

(7

e
V. -g;.abm.

Quando la vdlta copre, non un’area ellittica, ma sibbene un’area
ovale, si puo per approssimazione trovare il volume V., o applicando
il primo dei metodi che vennero dati nel numero 163, oppure appli-
cando la formola or ora stabilita pel caso della vélta a bacino su
pianta ellittica,

174. Volume compreso fra il piano d'imposta e la superficie
d'intrados d'una vélta a conca. — In seguito al sistema di gene-
razione della superficie d’'intrados della volta, quale venne definito
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nel numero 111, ecco come si puo determinare in modo rigoroso il
volume compreso fra la sua superficic d'intrados ed il suo piano
d’imposta. Si chiamino

%a ¢ 2b ilali AD ed AB (fig. 124) dcl rettangolo coperto dalla
volta,

m la sua monta W, e

V., il volume domandato.

Considerando una sezione qualunque avb fatla nel solido di cui
vuolsi il volume perpendicolarmente al piano del retlangolo d’im-
posta ABCD e parallelamente al lato AB, e dicendo # la dislanza di
questa sezione dal centro O dell’indicato rettangolo, si ha: che la
detta sezione é una semi-ellisse generatrice i cui semi-assi sono

— ——— fn T
oa="0, av:EVa“-Hx’;

che l'area di questa semi-ellisse vien espressa da

e S e
~mbh—V a*—n*;
3™y '/ 2
che il volume elementare, compreso fra la detta sezione ed una
sezione infinitamente vicina, dislante da essa della quantita daz,
vale

%nb%?"/ag—xe dz;

che l'integrale di quest’ultima espressione, preso fra i limiti 2=0
ed 2—=0F=—a, da per meta del valore del volume V,,

a
%ﬁb?[ Va*—xsda::isﬁ“abm;
] 0

e finalmente che la formola determinatrice del total volume doman-
dato V., risulta
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Il volume compreso frala superficie d’intrados ed il piano d'imposta
di una volla a conea si puo anche determinare per approssimazione,
immaginando una serie di semi-ellissi generalrici assai vicine fra di
loro, a partire dalla G VH fino a quella che si riduce alla retta AB,
trovando le aree di tulte queste semi-ellissi, e calcolando i volumi
compresi fra le coppie di due semi-ellissi successive col moltiplicare
le semi-somme delle loro arce per le loro distanze contate sulla
retta OF. La somma di tutti i prodotti, che cosi si ottengono, da
per approssimazione la metda del volume domandato; e quindi il
doppio di questa somma somministra tullo intiero questo volume
con un’approssimazione tanto piu grande quanto piu le semi-ellissi
generatrici vennero assunte vicine le une alle altre.

175. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta di una vélta a vela sferica. — La generazione della
superficie d’intrados di una volta a vela sferica, quale venne definita
nel numero 412, chiaramente fa vedere «che il volume compreso
fra la superficie d’intrados ed il suo piano d’imposta si ottiene pro-
curandosi prima il volume della mezza sfera avente per raggio quello
del circolo circoscritto al poligono coperto dalla vilta, e togliendovi
la somma dei volumi di tanti semi-segmenti sferici ad una sola base,
quanti sono i lati del detto poligono. Quando il poligono coperto
dalla vélta & regolare, tulti i semi-segmenti sono eguali, la corda di
ciascuno di essi € il lalo del poligono, e la saetta ¢ la differenza
fra il suo raggio ed il suo apotema. Quando invece la volta. copre
un poligono non regolare, i semi-segmenti non sono piu tutti eguali
fra di loro, la corda di ciaseuno di essi ¢ un lato dell’indicato poli-
gono, e la saetta & la differenza fra il raggio del circolo circoseritto,
e la perpendicolare calata del centro del circolo stesso sul lato il
quale serve di corda al semi-segmento che si considera.

176. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta di una volta a vela sferica coprente un poligono re-
golare. — Rilenendo le denominazioni che gia vennero stabilite nel
numero 115 per quanto si riferisce al raggio, al lato, all'apotema
ed al numero dei lati del poligono regolare coperto della volta a
vela, e chiamando V, il domandato volume, si ha: che il volume
dell'emisfero di raggio r vien espresso da

-gm'i;

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria pratica, ecc. — 22.
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ohe il volume di ognuno dei semi-segmenti sferici, di corda [ ¢ di
saella r—a, vale

g7 (r—a) [%3“'4-(?'”“)2];

¢ finalmente che il volume V, della volta a vela, differenza fra quello
dell’'emisfero e quello di » semi-segmenti, si puo ottenere colla for-
mola

he r% 3293 —un (r—a) l_fﬂ l*—l—-!t(r——u)“] %,
nella quale si devono porre per a e per r i valori somministrati
dalle ultime due formole del citato numero 113, allorquando il poli-
gono regolare ¢ determinato dal numero » dei suoi lati e dalla loro
lunghezza 1.

177. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a vela sferica su pianta rettangolare. —
Per ottenere la formola determinatrice di questo volume, si atiri-
buiscano alle lettere a, b ed r i significali che gia loro vennero
dati al numero 114 parlando del modo di trovare la superficie d'in-
trados della volta a vela sferica su pianta rettangolare, e si chiami
V. il volume domandato. Il volome V’ dell’emisfero coprente il cir-
colo circoscritto al rettangolo ABCD (fig. 127), posto al livello
dell'imposta della vélta, vien dato da

"
V= nr;

3

la somma V7 dei volumi dei due semi-segmenti eguali, aventi per
cordeilati AB e DC dilunghezza « e per saetle le rette EF e GH

: 1 :
di lunghezza r—g b, risulta

\”’_487r(9r—-b)[3a‘+(%?—b)]

la somma V” dei volumi dei due semi-segmenti eguali, aventi per
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corde i lati BCed AD di lunghezza b e le cui saette sono le rette

1K ed LA lunghe r—%a, vien data da

V= gr@r—a) | 80+ @r—ar |;

e finalmente il volume V,, differenza fra quello dell’emislero e la
somma di quelli dei semi-segmenti, risulta dalla formola

"Fv — V! L vl ("‘,'H_+- VJ’!I ).

Il raggio r del circolo ecircoseritto al rettangolo ABCD coperto
dalla volta ¢ funzione dei due lati a e b, e, per sostituirlo nelle
formole che danno i valori di V/, V" e V", bisogna prima calcolarlo
coll'ultima formola del citalo numero 114,

178. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a vela su pianta rettangolare coll'intrados
generato da un arco di circolo di forma variabile. — La gene-
razione geometrica della superficie d'intrados di questa vélla, quale
venne dala nel numero 115, lascia travedere dover presentare delle
difficolta la determinazione del volume compreso fra la detta super-
ficie d'intrados ed il piano d’imposta, col metodo esalto di procurarsi
prima il suo differenziale e di passare quindi ad integrare fra limiti
convenienti, per cui mi accontenlero di indicare come si possa esso
determinare per approssimazione.

Col metodo gia esposto nel citato numero 115 si (rovino le inter-
sezioni della superficie d'intrados della semi-vélta EBFCGVE (fig.
128) con piani perpendicolari al piano d’imposta ABCD e paralleli
a BC: si caleolino le aree delle fignre piane analoghe ad IMNPK;
si facciano le semi-somme di (queste aree considerandole suc-
cessivamente due a due, a partive da quella corrispondente alla
monta OV fino alla BFC; e si moltiplichino queste semi-som-
me per le distanze fra le sezioni cui si riferiscono. Il doppio della
somma di tutti questi prodotti evidentemente da il volume doman-
dato, il quale sara tanto pin esatto quanto pitt grande sara il numero
delle fatte intersezioni analoghe ad IMNPK.

17Y. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta di una vélta a padiglions. — Questo volume evidente-
menle si compone di tanti spicchii cilindriei quanti sono i lati del
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poligono coperto dalla volta a padiglione, e quindi vale, per deter-
minarlo, la regola gencrale di ottenere i volumi dei diversi spicchii
componenti, colle norme che vennero dale nel numero 152, ¢ di
prendere quindi la loro somma.

180. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a padiglione su pianta regolare. — 1° Quan-
do la vblta a padiglione & a tulta monta, ossia quando la sua monta
¢ eguale all’apotema del poligono regolare che essa copre, la cuba-
tura di ciaseuno degli spicehii, componenti il chiesto volume V,,
vien data dalla formola (2) del numero 152, per cui indicando con
a il lato del detto poligono regolare, con n il numero dei suoi lati
e con ¢ il suo apotema costituente la semi-corda di ciascun spicchio,
si ha

V],:;}nacﬁ.

2° Se la vélta a padiglione & a monta depressa e se la direttrice
di ciascuno dei fusi, componenti la sua superficie d’intrados, & un
arco di circolo di monta m, i volumi degli spicchii risultano dalla
formola (3) del numero 152, e quindi il volume domandato 'V, si
ottiene ponendo

Vi==n ag———-chkma.
RN ¢ ~+m?

3" Nel caso in cui ciascuno dei fusi componenti la superlicie
('intrados della volta ha per direttrice un quarto di ellisse, il volume
di ciaseuno degli n spicehii cilindrici vien dato dalla formola (1) del
numero 152, e quindi il volume totale V, compreso [ra la superficie
d’intrados ed il piano d'imposta vien dato dalla formola

1
V,=gznacm.

[1

Nelle tre formole or ora stabilite, che servono a dedarre il valore
di V, nei tre distinti casi di una vdlta a padiglione coprente un
poligono regolare coi fusi componenti la sua superficie d’intrados,
aventi per direltrice un quarto di circonferenza di circolo, un arco
circolare, un quarto di ellisse, si puo esprimere ¢ in funzione di «
e di n mediante la formola (1) del numero 117.
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181. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piane
d'imposta di una vélta a padiglione su pianta rettangolare. —
Si ritengano le denominaziont che gia vennero stabilite al numero
118 per quanto si riferisce ai lati del rettangolo coperto dalla vilta
ed alla sua monta, e si indichi con V, il volume domandato.

Se i quattro fusi costituenti la superficie d'intrados della véita
hanno per direttrice un quarto di ellisse, si ha: che la somma dei
volumi dei due spicchii cilindrici VABE e VCDE (fig. 130), le cuj

: ; : 3 1 ;
semi-corde, lali e monte sono rispettivamente —Q-b, a ed m, vien es-

pressa da

1
;Jabm,

|
che la sofima dei volumi dei due spicchii cilindrici VBCE e VDAE,

e , 1 . :
aventi rispettivamente za, b ed m, per semi-corde, per lati e per

monte, vale pure

:
f_—}abm,

e finalmente che il volume V,, somma de’ due volumi trovati, ri-
sulta dalla formola
("
széubm.

182. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una volta a botte con teste di padiglione. — Ragio-
nando sulla figura 151, gia venne indicato nel numero 119 qual
sia la generazione geometrica della superficie d’intrados di questa
volta nel caso pin generale in cui copre un’area trapezia, e, da qnanto
in detlo numero venne stabilito, si pué conchiudere che il volume
compreso [ra la sua superficie d'intrados ed il sno piano d'imposta
consla: del cilindro retto LE'GMF'H; e degli spiechii cilindric
F'MBF, F'BCF, F'"CHF, E'GDE, E'DAE ed E'ALE.

Le dimensioni lineari poi che, unitamente alla monta della volta,
servono al calcolo dei volumi delle accennate sette parti facilmente
si deducono, come gia s’insegno nel citato numero 119, quando si
conoscano i quattro lati del trapezio ABCD, per cui, trovate queste
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dimensioni lineari, altro non si ha da fare che ottenere il volume
della parte cilindrica, come si &-detlo al numero 151, e calcolare i
volumi degli spicehii come si € insegnalo nel successivo numero 152,
La somma di tutti questi volumi parziali da il total volume doman-
dato.

185. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il pieno
dimposta d'una vblta a botte con teste di padiglione su pianta
rettangolare. — (Questo volume, come facilmente si deduce con un
ragionamento in tutto analogo a quello tenuto nel numero 120 per
dare la regola che serve al calcolo della superficie d’intrados d'una
volta a bolte con teste di padiglione su pianta reltangolare, vale la
somma dei volumi compresi fra le superficie d'intrados ed i piani
d'imposta di due volte, I'una a botte di lunghezza eguale alla diffe-
renza fra il lato maggiore ed il lalo minore, e di corda eguale al
lato minore della pianta reltangolare, e I'altra a padiglionednsistente
ad un quadrato di lato eguale al lato minore della detta pianta. La
monta poi di queste due vilte ¢ eguale a quella della vilta pro-
posta. ;

184. Volume compreso fra la superficie dintrados ed il piano
d'imposta di una volta a schifo. — Nel numero 121 venne spie-
gato qual sia la generazione geomelrica della superficie d'intrados
di una volta a sehifo coprente un poligono qualunque, e, da quanto in
questo slesso numero venne detto, risulla ad evidenza che il volume
compreso [ra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una di
(ueste volte consta di tante parti cilindriche (fig. 152) FaF'G G,
GOLG'HSH, HeH'Td'T, IdI'Ke'K', Ke K'MI'M" ed MIM'Fa'F’, quanti
sono i lati del poligono che essa copre; di tante coppie di spicchii
cilindrici F'AaF e G'Bb'G, G'BbG ed WCe'H, HCeH ed I'D d'I,
I'DdI e KE¢K, K'EeK ed M'LI'M, M'LIM ed F'Aad"F', quanti
sono gli stessi lati; e di un prisma retto FGHIKMF G'H'T'K' M.
Conoscendosi 1 lati e gli angoli del poligono coperto dalla volta
non che la distanza del perimetro ABCDEL di questo poligono
dall’altro perimetro FGHIKM, che corrisponde alla parte piana
della superficie d’intrados, si calcolano, colle formole che vennero
stabilite nel citato numero 424 , i lati Aa==Ad’, Bb=BW, Gc=
Cc, Dd=Dd’, Ee=E¢, ed Li=LI dei diversi spicchii, non che
le lunghezze ab’, b¢” cd’, dé, el ed la’ delle parti cilindriche.
Caleolati questi lati e queste lunghezze, si puo dire, quando si ag-
giunga la monta della villa, che si hanno tutti gli elementi che
servono al calcolo dei volumi delle parti cilindriche, degli spicchii
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e del prisma, i quali volumi parziali danno nella loro somma il
totale volume domandato.

185. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a schifo su pianta rettangolare. — Riesce
facile il dedurre, con un ragionamento analogo a quello tenuto nel
numero 122 per formulare la regola colla quale si puo facilmente
arrivare alla determinazione della superficie d'intrados della volta
a schifo coprente il rvettangolo ABCD (fig. 153), che il volume
compreso fra questa superficie d'intrados ed il piano d'imposta
consta: del volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d’imposta di una volta a botte retta, di lunghezza eguale alla somma
dei due lati AB e BC del rettangolo ABCD diminuita del quadru-
plo della larghezza Fa della zona coperla dalla parte curva della
superficie d’intrados, di semi-corda eguale alla detta larghezza, e
di monta eguale alla monta FF" della vilta a schifo; del volume
compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una
volta a padiglione su pianta quadrata, avente per lato il doppio della
larghezza dell’indicala zona ed avente pure per monta quella slessa
della vilta proposta; e del volume del parallelepipedo retlangolo, i
cui Lre spigoli sono la monta FI e le rette FG e GH rispeltiva-
mente eguali ai lati AB.e BC del rettangolo ABCD diminuiti del
doppio della larghezza Fa.

186. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a padiglione sopra schifo. — Da quanto si
¢ detlo nel numero 125 sulla superficie d'intrados di questa volla
risulta ad evidenza che il domandato volume & la somma dei seguenti
tre distinti volumi: di quello corrispondente all'intiera volta a schifo,
da calcolarsi come venne indicato nel numero 184 ; di-quello del
prisma compreso fra il poligono F'G'H'TK'M" (fig. 152) che limila
la superficie curva della volta a schifo ed il piano d’imposta della
sovrastante volta a padiglione; ¢ finalmente di quello compreso fra
la superficie d'intrados di questa volta a padiglione ed il suo piano
d’'imposta.

187. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piane
d'imposta d'una vélta a crociera con unghie cilindriche. — Co-
me gia si & dello nel numero 124, la superficie d’'intrados di questa
volla si compone di tante unghie cilindriche, quanti sono i lati del
poligono che essa copre, per cui, in modo affatto analogo, si ottiene
il volume compreso fra la sua superficie d'intrados ed il suo piano
d'imposta calcolando separatamente, colle regole che vennero date
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nel numero 154, i volumi di tutti i cunei cilindrici corrispondenti
alle accennate unghie e prendendo quindi la loro somma.

188. Volume compreso fra la superficie dintrados ed il piano
d'imposta d'una vbélta a crociera su pianta regolare e con unghie
cilindriche. — [ cunei cilindrici, dal cui assieme risulta il doman-
dato volume V,, sono tutti retti ed eguali fra di loro, e, come si &
trovato nel numero 154, si puo ritenere che il volume di ciascuno di
essi sia dato dai %% del prodotto della sua lunghezza egunale all’a-
potema del poligono coperto dalla volla, della sua semi-corda eguale
alla meta del lato dello stesso poligono, e della sua monta eguale
all’altezza del vertice della volta sul piano d'imposta. Segue da cio
che, ritenendo le denominazioni gia stabilite nel numero 125 per
quanto si riferisce al lato, all’apotema ed al numero dei lati del detto
poligono regolare, si ha

—
Rl

N

|

nacm,

{5
pt=4

dove si puo esprimere ¢ in funzione di ¢ e di n mediante I'equa-
ziene (1) del citato numero 125,

Se tutte le unghie componenti la superficie d’intrados della volta
in quistione sono a tutla monta, ossia se la monta della volta &
eguale alla meta del lato del poligono regolare che essa copre, la
formola determinatrice di V, siriduce a

e
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189. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta di una volta a crociera su pianta rettangolare e con un-
ghie cilindriche. — Alle lettere a, b ed m si attribuiscano i signifi-
cali che gia loro vennero dati nel numero 4126, esichiami V., il chiesto
volume. Evidentemente si ha: che la somma dei volumi dei due

cunei cilindrici AEBOV e CGDOV (fig. 155), avenli ;a per semi-

1 :
orda, b per lunghezza ed m per 1 . a, per I
corda 2{ er lunghezza ed per monta, vien espressa, per la

formola (2) del numero 154, da
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che la somma dei volumi dei due cunei cilindrici BFCOV e BHAOYV,

renli 15 ; : 1 s lunchezs i
avenli gb per semi-corda, 5% per lunghezza ed m per monta, vien

pure data da

109,
QQ—_l-a n;

finalmente che il total volume V., somma dei due volumi trovati,
risulta dalla formola

1

(=]
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¢

abm.

|
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190. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d una vdlta a crociera con unghie cilindroidiche, —
Questo volume consta di tanti cuner cilindroidici aventi forma ana-
loga a quella dei cunei cilindrici considerati nel numero 154, ma
limitati superiormente dalla superficie dell’unghia cilindroidica,
quale venne definita nel numero 127. Considerando uno qualunque
di questi cunei cilindroidici, per esempio quello insistente al trian-
golo CAB (fig. 171); chiamando

2¢ la sua corda AB,

! la sua langhezza D( ossia la retta che unisce il vertice C del-
'indicato triangolo colla meta della corda AB,

m la sua monta GV,

« T'angolo BDz che la direzione della detta corda fa colla per-
pendicolare Dz alla mediana D(C del triangolo CAB,
ed assnmendo per origine di coordinate il punto D e per assi or-
togonali le tre direzioni DCy, Dz e DEz, ecco come ottengo il
suo volume V. Immagino tagliato il cuneo mediante un piano qua-
lunque parallelo al piano y D z, distante da questo della quantita
Do—u=, per otlenere la sezione trapezia mngp, le cui basi sono
mp ed nq e la cui allezza & mn; esprimo I'area di questa sezione
in funzione dei dati del problema e di x; la moltiplico per dx
per avere il differenziale del volume; e finalmente integro fra i
limiti 2—=0 ed z —Db, essendo Db la proiezione della meta
della corda AB sull'asse «D 2/, per avere il volume U del cuneo
insistente al triangolo CDB.

Dal triangolo Dom, rettangolo in o, si ha



per cui

— = = @

Bm=DB—Dm—c—

cos o

I due triangoli BDC e Bmn sono simili, ed immediatamente da

essi si ricava
— x
mh=I{1— .
£C0S o

La lunghezza mp, essendo I'ordinata corrispondente dell’ascissa Dm
nel semicircolo AEB di raggio DB=c, vien data da

=) e g=el/1-

Analogamente la lunghezza nq, per essere nel quarto di ellisse BV

G cos® o

Pordinata corrispondente all'ascissa Cn, si oftiene ponendo

?rq_—— I/CB"v—ﬂn-—*m 1-—-(‘—?1—,
B CRB

Ma, per il parvallelismo delle rette mn e DG, si ha

G B

B "—B_”ccns,w’

cosicche risulta

nqg=m l/ 1 — Zes

c*costz

Si conoscono ora le hasi mp ed ng non che I altezza mn del
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trapezio mngp, ¢ si puo fare la sua superficie la quale vien espressa

c—+m & T
t—3 (1 £ ccmm) V}1 "~ costu

Questa superficie poi, moltiplicata per d z, da il differenziale d U del
volume del cunco BE D CV insistenle al triangolo CDB, cosicche

__,C+m T 23 3
dH =t s (l'—'ccos&) Vzﬁc@cos“adx’

e, siccome

Db=—ccos=,
risulta

Y CCOoS e

a:“ A
U=155 2 ( ccosz) I/ "_—_d*""

Per effettuare quest'intersezione, si osservi che

7

dex—ccosxd

CCOs &

,1 72
dfr__v-—ct,os.cd(’i— T*‘”E“
€Cos o ¢?c08* =

e che quindi il valore di U puo essere scritto

€8s 2 \
I I R ? d
c?cos £ oS o

'CCOSa

1 @ z
5] T ctcostz d(1+cscosga)

U—=1¢*

—+m
cosa

m

(_‘.l
ol
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Eseguendo ora le integrazioni coll’osservare che

i @ 1 2 z?
1——Fd & 1— 5
clcosta ccosz 2ccosa ¢t coste
1 @
~-zare { sen— e
9 €008 &
wg
e® c0s? o d (1_' 2 [ )
~ ¢®cos c® cos? o
2 x® z?
=altl—m 7 Ve
3 c?cost cteos? o

e prendendole fra gli stabiliti limiti, risulta

U:G—m—*l(c;'m) (}r—é) cos?: )

ossia che il volume del cuneo insistente al triangolo CDB vale la

[l

costante (%‘Tf—'%) moltiplicata per il volnme di un prisma retto

la cui base ¢ il detto (triangolo di area Eg—gcos:x e la cui altezza

& (c=+m). Analogamente il volume del cuneo insistente al trian-

golo CDA vien dato dalla citata costante moltiplicata pel vo-

lume di un prisma relto, la eui base ¢ I'ultimo (riangolo anche
; cl ; : Ak s

di area g cosa e la cui altezza & (¢c~m): cosieche ne deriva che

il volume V di tatto il cuneo AEBCYV insistente al triangolo CAB

vale due volte il volume U; e che per conseguenza vien dato dalla

\u —i—!:t {:-}—?ﬂ ;;TF—/‘:) (‘t}Sy,

9

29
la quale, assumendo = per valore di =, si riduee a

949
\:;ﬁci(c—l—m)cos-x (1,
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Quando il cuneo ¢ retto 'angolo « & di 07, il coseno di « vale
Punita e quindi il valore di V vien dato da

V:%cl(c-{-m) (2).

Il volume d’un cuneo cilindroidico si puo anche ottenere per
approssimazione. S’ immaginino percio fatte nel solido DEBCYV
diverse sezioni parallele al piano DGV E; si facciano le aree di
tutte queste sezioni, che risnltano tanti trapezii; e si moltiplichino
le semi-somme delle aree delle sezioni successive, a partire dalla
DCVE fino a quella passante pel punto B che ha un’area nulla,
per le loro distanze. La somma di tutti questi prodotti sommi-
nistra il volume del cuneo insistente al triangolo GDB, ed il doppio
di questa somma da il volume del cuneo insistente al triangolo
CAB la cui superficie ¢ il doppio di quella del triangolo CDB.

Dovendosi trovare il voliime compreso fra la superficie d’intrados
ed il piano d’imposta di una volta a crociera con unghie cilin-
droidiche, converra fare separatamente i volumi dei diversi ennei,
o applicando la formola (1) o ricorrendo all’accennato metodo d ap-
prossimazione , e la somma di tutti questi volumi parziali da il
volume totale. "

191. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a crociera su pianta regolare e con unghie
cilindroidiche. — Tutti i cunei cilindroidiei componenti il volume
domandato V, sono relti ed eguali fra di loro; ciascuno ha per
corda il lato 2¢, per lunghezza I'apolema a del poligono regolare
coperto dalla volta e per monta m quella della volta stessa; e
quindi, essendo n il numero dei lali del detto poligono regolare,
si ha l'equazione

Vi— guca (c—l—m),

nella quale si puo esprimere ¢ in funzione di ¢ e di n mediante la
nota relazione (1) del numero 425.

192. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a crociera su pianta rettangolare e con
unghie cilindroidiche. — Sia la volta a crociera con unghie cilin-
droidiche rappresentata nella figura 138, si ritengano le denomi-
nazioni gia slabilite nel numero 129 per quanto si riferisce ai lati
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del rettangolo ABCGD; e si chiami V, il volume domandato. La
somma dei volumi dei due cunei cilindroidici retti AEBOV e
CGDOYV, ciascuno dei quali ha %a per semicorda, %f; per lunghezza

ed m per monta, vien dato da

%ab (a-{—ﬂm);

la somma degli altri due cunei cilindroidiei retti BFCOV e DHAOV,
aventi rispettivamente %b, %a ed m per semi-corda, per lunghezza

¢ per monla, risulta

e quindi si ottiene
MR i 3
\f,:_._mgab (a—|—b+4m)

per formola determinatrice del volume V..

193. Volume compreso fra la superficie d intrados ed il piano
d'imposta d'una voélta a crociera con unghie dette sferiche gene-
rate da un arco circolare di forma variabile. — Questo volume
¢ la somma dei volumi di tanti cunei aventi forma analoga a quella
del cuneo rappresentato nella figura 171, ma limitati superiormente
dalle superficie di unghie, quali vennero definite nel numero 150,
e per la valutazione di uno di questi cunei puo servire il seguente
metodo d’approssimazione.

S’immagini tagliato il ecuneo mediante tanti piani paralleli alla
faccia AHB (fig. 139) ed assai vicini fra di loro. Si trovino le
intersezioni di questi piani col cuneo, le quali si riducono al semi-
circolo AHB pel piano segante delerminato dalla corda AB; ed
a figure analoghe alla abb’d’a’, composta di un rettangolo abb’a’ e
di un segmento circolare a’b’d’ per uno qualunque dei detti piani
seganti; alla retta FV per quello determinato dal punto F. Si cal-
colino le aree delle ligure risultanti da queste intersezioni e si mol-
tiplichino le semi-somme di tutte le aree delle sezioni successive,
a partire dalla AHB fino a quella passante pel punto F, per le
rispettive loro distanze. La somma dei prodotti che cosi si otten-
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gono rappresenta approssimativamente il volume domandato, ed il
risultato a cui si arriva, tanto piu s’ avvicina al vero quanto pin
i piani seganli vennero condotli vicini fra di loro.

194. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una volta a crociera con unghie dette sferiche, ge-
nerate da un arco circolare di raggio costante. — Sommando i
volumi di tanti cunei, eguali in numero a quello dei lati del poligono
coperto dalla volta, della forma di quello rappresentato nella figura
139 e terminati superiormente da unghie quali venncro definite
nel numero 131, si oltiene il volume la cni determinazione costi-
tuisce lo scopo del presente numero.

1l volume approssimato di uno dei delti cunei pud essere determi-
nato : immaginandolo tagliato mediante un sistema di piani BA, ba,
8¢, [€, veruorss para]leh alla faccia semi-cireolare proietlata su tre piani
orloo'cmh in AB, in A’D" ed A”D”B” (fig. 141); trovando le in-
tersezioni di questi piani col cuneo, le quali intersezioni, facili a
determinarsi come si ¢ detto nel numero 131, sono il semi-circolo
A”D”B", e le figure a,"a"m" b"b,”, ¢"c'n"d"d”, e " o"["f,”,
weeosry calcolando le aree delle figure costituenti le dette interse-
zioni; e moltiplicando le loro semi-somme, considerandole succes-
sivamente due a due a partire dalla A” D”B”, per le loro distanze
Dp, pgs qrs ....... contate sull'altezza del triangolo CAD. La somma
di tutti questi pmu.lolln somministra il volume del cuneo, e I'esallezza
del risultato a cui si arriva ¢ tanto pin grande, quanto piu i piani
seganti AB, ab, cd, ef, ........ venunero condotti vicini I'uno all’altro.

Il volume del cuneo AHBEF'V (fig. 159), terminato superiormente
da un’unghia sferica generata da un arco circolare di raggio costante,
puo anche essere determinato inmodo rigoroso, ed ecco con quale pro-
cedimenlo sono arrivalo a questa determinazione, nel caso generale
in cui il cuneo insista ad un triangolo qualunque F A B. Attribuiti alle
lettere ¢, I, m ed « 1 significali che loro vennero dati nel numero
190, s’immagini una sezione qualunque abb’d’a” falta nel solido
parallelamente al piano della lunetta AHB e si chiami 2 la lun-
ghezza Fd. Ragionando come gia si fece nel citato numero 131,
si trova - ’



— 352 —

L'ordinata aa’ del quarto di ellisse BV vien data da

e, per essere
risulta

Se ora si vuol I'area della sezione abb’d a’, riesce lacile I'ottenerla
quando si consideri essa come equivalente alla somma delle aree
del rettangolo abb’a’, del settore a"o b diminuita dell’area del trian-
golo a’'ob’ isoscele sulla base a’b’. L'area del rettangolo abb’a’, i
cui lati sono ab ed aa’, vien data da

‘2‘-’—@:@3 V f—m;

I'area del seltore circolare a’ob” di raggio ¢, ed a eni corrisponde
l'arco b'd’a’ che ha per lunghezza

2care (sen:?),
il
ctarc ( sen= );

I'area del triangolo isoscele a’ob’, di base db—=ab e di al-

vien espressa da

il — e
tezza rJe:Voa‘—ea‘:zVI‘—zc’, vale

£ gmmr s
5 & VE“—m“;
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e _quindi area S della sezione abb’d’a’ vien data da

G =) /18,2 8o e
S_lg(Qm c)x],l“ x4« IIC(SOH_E).

Considerando nel euneo una sezione infinitamente vicina a quella
di cui venne trovata l'area S, si puo prendere per elemento del
volume da caleolarsi V il prisma infinitesimo compreso fra quesle
sezioni; e, siccome la perpendicolare condotta dal punto F sulla
retta AB fa con FG un angolo eguale d BGU ==, si ha che la
distanza fra le delte sezioni, ossia l'altezza dell'indicalo prisma
elementare, vale dz.cos=z, per guisa che risulta

d‘»l:-f2 (E’.m——«:)x ]/Z"—m" dz. cose

€
—+-c?arc (sen =7 )dx.cow.

Integrando il valore di dV fra i limiti 2=0 ed.z =1 risulla il
domandato volume V del cuneo, per cui

=%

! z
~=c¢*cosa | arc (sen:-z-) da.
0
Per effettuare le due integrazioni contenute nel valore di V si os-
servi che
TReL 13- P
B—z mdx_—~-2 P—atd(P—a?)

-—-%(J“—m‘) VE:TEQ_,—

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria pratica, ecc. — 25.

V= (‘:me-c COS ]/l‘—~m zdz
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he _
3 ( _J") i - ( i ) da
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d (I* — %)
Vp_xm

— mar e A
__xalg(sen__l)—i—]/l z°,

¢
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e che per conseguenza il valore di V, prendendo questi integrali
fra gli stabiliti limiti e convenientemente riducendo, vien dato da

3n—8)c+4m

25
V= .

cleos a.

22 e
Assumendo - per valore di =, il trovato valore di V si riduce a

T
“ ——.——"@1—65305@.

Se il cuneo ¢ retto, 'angolo « si riduce a 0°, il suo coseno vale
P'unita e quindi il valore di V vien dato da

__Dde+14m

V__-———EM—CL

195. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d imposta di una vélta a crociera su pianta regolare e con
unghie dette sferiche. — Allorquando le unghie costituenti la su-
perficie d'intrados della volta sono generate da un arco di circolo
di raggio variabile, si oltiene il volume del cuneo corrispondente
ad un’unghia col metodo d’ approssimazione che venne dalo nel
numero 193, ed il risultato che cosi si ottiene si molliplica per il
numero dei lali del poligono regolare coperto dalla volta.

Allorquando invece le dette unghie sono generate da un arco
circolare di raggio costante si puo, o determinare per approssima-
zione il volume del cuneo corrispondente ad un’unghia col metodo
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che venue indicato sul principio del precedente numero 194, oppure
esaltamente ottenere il volume del detto cuneo applicando I'ultima
formola dell'or indicato numero. Il volume V, compreso fra la su-
perficie d'intrados ed il piano d'imposta della volta a crociera vale
il volume del cuneo corrispondente ad un’unghia, moltiplicato per
il numero dei lati del poligono regolare coperto dalla vélta, per
guisa che, quando vogliasi questo volume esattamente, risulta

E
; De—14m
1',::”.—'—91—' ca,

dove le lettere a, ¢, m ed n hanno i significati che loro vennero
attribuiti nel numero 132 e dove fra le quantita a, ¢ ed n esiste
sempre la nota relazione (1) del numero 125.

196. Volame compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d imposta d una volta a crociera su pianta rettangolare e con
unghie dette sferiche. — (Quando le unghie costituenti la superficie
d'intrados della volta sono generale da un arco circolare di raggio
~ variabile, si trovano prima col metodo d’approssimazione che venne
dato nel numero 195 i volumi dei due cunei differenti AEBOV
e BFCOV (fig. 142), si sommano i due risultati e si prende il
doppio della somma : questa somma rappresenta il domandato vo-
lome compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta
della volta a crociera.

Quando invece le unghie, dal cui assieme risulta la superficie
d’intrados della volta in quistione, sono generate da un arco cir-
colare di raggio coslanle, si puo procedere per approssimazione
come si e indicato pel caso delle unghie generate da un arco di
raggio variabile; ma, in modo pid esatlo, convien generalmente
impiegare 1'ultima formola nel numero 194 nella valutazione di
ciascuno dei due cunei differenti. Ritenendo le denominazioni gia
stabilite nel numero 133 per quanto si riferisce ai lati del ret-
tangolo ed alla monta della volta, si ha: che la somma dei vo-

lumi dei due.cunei retti AEBOV e CGDOYV, di semi-corda %a, di

1 ; 3
lunghezza §b e di monta m, vien data da

aaq;fS m b
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che la somma dei volumi dei due cunei retti BFCOV ¢ DHAOV,
! : ; A 1
le cui semi-corde, lunghezze e monte sono rispetlivamente ;b, 5a
ed n, vien espressa da

50+28m
;7

¢ finalmente che il domandato volume V., somma delle due espres-
sioni trovate. si puo ottenere mediante la formola

— H(a~+b) 456 m
= —— g b.
84
197. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una volta lunulata. — Gii nel numero 134 venne de-
finito il modo di generazione della superficie d'intrados delle volte
lunulate, e, da quanto in tale numero venne detto, risulta ad
evidenza che per trovare il volume compreso fra la superficie d’in-
trados ed il suo piano d'imposta convien procedere come segue:
cercare il volume V compreso fra la superficie d’intrados ed il
piano d'imposta dell’intiera volta in cui si trovano le unghie, nel-
I'ipotesi che queste non esistano ; determinare i volumi degli spicchii
che da esso vennero tolti per soslituirvi altrettanti cunei ed olte-
nere la somma S di tulli quesli spicchii; passare alla determina-
zione dei volumi dei diversi cunei ed eseguire la loro somma C.
Il volume V; compreso fra la superficie d’intrados ed il piano d'im-
posta della volta lunulata evidentemente vien dato da

=V —S8<-C.

I volumi V, S e C talvolta si possono determinare con regole e
con formole esatte, talvolla ¢ giunocoforza di accontentarsi di una
loro determinazione approssimala. :

198. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a fascioni, — Nel numero 135, parlando
della determinazione della superficie d’intrados delle volte a faseioni,
gia venne indicato come debbansi intendere generale quesle super-
ficie, e, da quanto si ¢ detto nell'indicato numero, evidentemente
si pué conchiudere che, per ottenere il volume compreso fra la
superficie d’intrados ed il piano d'imposta d'una volta a fascioni,
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conviene tenere la seguente regola: trovare, o con metodi esalli
o con metodi d’approssimazione, il volume V compreso fra il piano
d’'imposta e la superficie d’intrados dei fascioni; calcolare i volumi
dei prismi compresi fra il detto piano dimposla dei fascioni ed i
piani d'imposta delle volte a cui servono di piedrilti i fascioni stessi
ed i muri contro i quali questi trovano appoggio, e fare la somma
V* di questi volumi; delerminare i volumi compresi fra le superficie
d’intrados ed i piani delle imposte delle dette volle insistenti alle
parti di pianla non coperta dai fascioni, ed oltenere la somma V"
di questi volumi; Yinalmente prendere la somma dei tre volumi
V, V' e V” per avere in essa il domandato volume della vilta a fa-
scioni. '

199. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano
d'imposta d'una vélta a cupola. — Considerando la vdlta a cupola
composta, di cni gia venne trovata la superficie d'intrados nel numero
156, il volume compreso fra questa superficie ed il piano d’imposta
risulla dalla somma di tre volumi, ossia di quello compreso fra la
superficie d’intrados ed il piano d’imposta della volta a vela sfe-
rica coprente il quadrato ABCD (fig. 145), di quello del cilindro retto
tezza H'K' e di quello della mezza sfera insistente al detlo circolo
di raggio HO, diminunita del volume del segmento sferico ad una
sol base di raggio HO=H'P" ¢ di sactta PR’

Ritenendo tutte le denominazioni che gia vennero slabilite nejy
citato numero 136, si ha: che il volume V' compreso fra la su-
perficie d'intrados ed il piano d’imposta della vdlla a vela sferiea
coprente il quadrato di lato AB=q vien dato (num. 176) da

9" : 16r3—(‘21'~—a)[3a“+(‘.'h‘——u)"]l;

che il volume V" del cilindro retlo di raggio lI’P’:l/f'“--bg [

e di altezza H'K'=10" risulta dall’equazione

V'=r(rt— ) ¥ ;
che il volume V' dell'emisfero di raggio K'Q'=HP si otliene
ponendo. ;
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uu___g [ _e-_-_-lg.
V _gft(fg-—'b‘)l/'r —b;

e che il volume V" del segmento sferico di raggio HP e di
saelta P'R'—=r—b vien dato dall'equazione

No= %r(r —b): (2r=b).
Se ora si osserva che
yr= % a ]/5,
i valori di V/, V', V" e V" diventano
dpodi e
v=rra(5—2)2),
" 1 r L)
v :an (a*—20%),

vrrr e 1

=g (@ —20))/ 2 (@ —2b),

Vi — 3—) ™ [{13 VQ_—-—?;? (3a®—20%) -1 )

e finalmente il volume V., compreso fra la superficie d’intrados

ed il piano d'imposta della considerata volta a cupola, vien dato
da

V.=V V' V"=V,

200. Volume compreso fra la superficie d intrados e la su-
perficie d'estrados d'una vélta qualunque. — Il volume compreso
fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposla d’una vdlta qua-
lunque, che nelle ordinarie circostanze della pratica ¢ possibile
ottenere o coi metodi d’approssimazione o coi metodi esatli svolti
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nel presente capitolo, & un elemento indispensabile a conoscersi
allorquando trattasi di determinare la capacita dei diversi membri
in cui si scompone un edifizio qualunque; e di pin vien esso in
acconcio per trovare il volume compreso fra la superficie d'intra-
dos e la superficie d’estrados di una vélta qualunque, giacché si
pud stabilie, come regola generale, che questo volume vale il
volume del solido rappresentato in ABB’A" (fig. 172), compreso
fra il piano d'imposta AB della superficie d'intrados, fra il piano
d'imposta A’B" della superficie d’estrados e le impostature o pul-
vinari AA” e BB, pitt il volume A’B'C del solido compreso fra
la superficie d’estrados ed il suo piano d’imposta A'B’, meno il
volume ACB del solido limitato dalla superficie d'intrados e dal
suo piano d'imposta AB.

Quando le superficie d’intrados e d'estrados della volta, per la
quale vuolsi trovare il volume della muratura che la costituisce,
sono a tutta monta, le impostature AA” e BB’ sono orizzonlali,
i piani d'imposta della superficie d'intrados e della superficie di
estrados si riducono ad un piano unico, il volume compreso fra
questi due piani ¢ per conseguenza nullo, ed il volume doman-
dato si ottiene calcolando i due volumi compresi fra il detto piano
d'imposta e le due superficie d'estrados e d'intrados e togliendo
il secondo dal primo. In questo caso della superficie d’intrados e
d’estrados a Lulta monta, si ha che le dette superficie sono general-
mente parallele, e che per conseguenza la stessa regola che si presta
al calcolo del volume compreso fra la superficie d’intrados ed il
piano d'imposta, serve pure alla determinazione dell’altro volume
compreso fra la superficic d'estrados e lo slesso piano.

II preblema che ha per oggetto di determinare il volume della
muratura costiluenle una dala volta, riesee pure d'una risoluzione
assai facile allorquando, senza essere a tulta monta le superficie
d’intrados e d’eslrados, sono esse parallele colle loro linee d'imposta
collocate in una superficie normale alla superficie d'intrados e quindi
anche alla superficie d'estrados. In questo caso la superficie d’e-
strados ¢ ancora della stessa natura della superficie d’intrados, co-
sicché la stessa regola la quale serve a trovare il volume compreso
fra questa ed il suo piano d'imposta, deve pur valere a determinare
il volume compreso fra quella ed il corrispondente piano d’imposta.

Generalmente parlando, riesce della massima facilita il problema
della determinazione del volume della muratura componente una
data volta di rivoluzione, qualunque sia il suo estrados. In questo
caso basta applicare la regola @i Guldino (num. 160) alla ricerca
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del volume generato dall’area piana rappresentante la mezza sezione
meridiana fatta nel masso muarale coslituente il corpo della volta,
moltiplicando quest’area per la lunghezza della circonferenza de-
seritta dal suo centro di gravila.

Quauto si & detto per le volte di rivoluzione si applica pure alle
volte anulari; giacché per queste volte evidenlemente si puo ottenere
il volume compreso fra la superficie d'intrados, la superficie d’e-
strados e le impostature, moltiplicando 'area della sezione prodotta
in detto volume da un piano normale alla curva deseritta dal suo
centro di gravita per la lunghezza di quesla curva.

Per le volte elicoidali e per le volte anulari ed elicoidali, il cui
masso murale si puo intendere generato da un’area di figura e di-
mensioni note, la quale si muove conservandosi coslantemente in
un piano passante per I'asse comune delle due superficie cilindriche
fra cui trovansi le volte e percorrendo con due dei suoi vertici due
eliche di egual passo deseritte sulle accennate superficie, si oltiene
il volume compreso fra le superficie d'intrados e d’estrados e le
impostature, meltiplicando I'area della figura generatrice, ossia |'area
della figura che nasce tagliando I'accennato velume con un piano
passante per l'asse delle due superficie cilindriche gia indicate, per
la lunghezza dell’arco circolare rappresentante la proiezione sopra
un piano perpendicolare al detto asse dell’arco d’elica percorso dal
centro di gravita della fignra generatrice (b). Generalmente questo
centro di gravita si trova ad egual distanza dalle superficie cilin-
driche, e quindi si proietta sull’accennato piano in un arco circolare
avenle per raggio la media aritmetrica fra i due raggi delle stesse
superficie. Segue da cio che, dicendo

¥ T'area della figura generatrice del volume che vuolsi trovare,

p il passo delle eliche che guidano questa figura nel suo movi-
mento,

a la differenza di livello fra le due posizioni pit-bassa e pil alta
di uno stesso punto della figura generatrice,

R ed » il raggio maggiore ed il raggio minore delle superficie
cilindriche fra cui si trovano le vélte elicoidali,

W il volume domandato,
si ha: che la lunghezza dell’arco circolare, rappresentante la proie-

() La veritd di quesla semplicissima regola risulta ad evidenza, ragionando come
si & falto nel numero 168, per trovare il volume compreso fra la superficie d’intrados
d’una vdlta anulare ed elicoidale e la superficie dell’elicoide a piano direttore, detérmi-
nata dalle due eliche d’imposta.
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zione sopra un piano perpendicolare all’asse delle dette superlicie
cilindriche dell’arco d’elica media percorso dal centro di gravita
della figura generatrice, vien espressa da

T(R+41);

o 1 -1

e che quindi il domandato volume W risulta dalla semplicissima
formola

a
W= -=n(R—+7)2.
p™{

Ben di [requente la superficie d’estrados delle vilte & una super-
ficie a risalti. giacché questa disposizione risulta una necessita allor-
quando s'impiegano nella sua costruzione dei materiali aventi forma
parallelepipeda, quali sono i mattoni. La superficie d’estrados é allora
eostituita da varie porzioni di superficie parallele a quella d’intrados,
ed inegualmente discoste da quest’ultima, giacché s’incomincia la
muratura alle imposte con una delerminatla grossezza, e si con-
linua cosi per un certo tratto, poi si diminuisce la grossezza e si
continua la muratura di nuovo fino ad una certa uniforme altezza;
poi si diminuisce ancora la grossezza e con questa si continua la
muratura fino alla chiave, oppure si [a ancora uno o pin risalti
prima di giungervi. 1l voler misurare esattamente il volume della
muralura eostituente una volta cosi costrutta, conduce generalmente
a caleoli lunghi e difficili; e quasi sempre convien ricorrere ai metodi
d’approssimazione di cui si tenne parola nei numeri 164 ed ai due
primi che vennero indicati nel numero 4163, i quali, convenientemente
applicali, possono sempre condurre a risultati piu che sufficienti per
la pratica.

201. Conclusione sulla misura dei volumi delle volte. — Le
vilte per le quali si ¢ insegnato a valutare, vuoi il volume compreso
fra la superficie d’intrados ed il piano d’imposta, vuoi il volume
compreso fra la superficie d'intrados e d’estrados, non sono le sole
che s'incontrano nella pratica delle costruzioni, dove molle se ne
coslruiscono senza una generazione geomelrica ben definita o con
una generazione geomelrica arbitravia. Segue da cio che si deve
ritenere come impresa assai difficile, per non dire impossibile, quella
di stabilire le regole e le formole atte a trovare i volumi delle volle
in tutti i casi della pratica. I molteplici esempli pero che in questo
capitolo vennero considerati ed i metodi che vennero esposti per
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trovare i volumi relativi alle volte d’uso piu frequente, sono sufficienti
per far comprendere come il costruttore deve procedere in ogni caso,
e per somministrare al medesimo una guida sicura onde arrivare,
almeno approssimativamente, alla determinazione dei volumi relativi
anche alle volte pint complicate e per cui riesce impossibile il dare
una generazione geometrica ben precisa.

CAPITOLO I1I.
Misura degli sterri e degli interri.

202. Assunto del presente capitolo. — Ogniqualvolta & quistio-
ne di ridurre la superficie di un determinato tratto di terreno ad
avere forma diversa da quella che esso presenta, ¢ necessario che
in aleuni siti si abbassi quesia superficie, facendo quelle operazioni
che si dicono scavi o sterri, e che in alcuni altri si elevi la medesima
superficie mediante quei lavori che si chiamano rialzi o interri. Gli
sterri e glinterri sono lavori della massima importanza e qnasi
sempre di ragguardevole entita in tutte le costruzioni, che sono del
dominio dell’architettura stradale e dell’architettura idraulica; ed
in questo capitolo si espongono le norme mediante le quali si puo
arrivare al calcolo dei loro volumi, sia nel caso in cui la superficie
del terreno che si vool ridurre ad altra forma ba la sua® proiezione
orizzontale comunque terminata, come nel caso in cui questa proie-
zione orizzontale ¢ una lunga lisla o zona, come succede nella co-
struzione di strade, di canali, di argini.

203. Norme generali per il calcolo degli sterri e degli interri,
nel caso in cui la superficie del terreno che si vuol ridurre ad
altra forma & comunque terminata, — Per risolvere queslo pro-
blema & necessario avere il piano quotato del terreno sul quale
vuolsi eseguire il lavoro di trasformazione della sua superficie in
altra ben definita, detta superficie di progetto. In questo piano devono
essere rappresentati tali e tanti punti della superficie attuale del
terreno che, immaginandoli convenientemente uniti con retle, lutlo
il piano rimanga diviso in triangoli, proiezioni di altri triangoli aventi *
i loro vertici sulla superficie da trasformarsi, ed il cui complesso
formi una superficie poliedrica da potersi con sufficiente approssi-
mazione sostituire alla superficie attuale del terreno; e di tutli questi
punti devono essere note le allezze al disopra di un date piano di
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paragone. Queste altezze, ed in generale tutte quelle di punti posti
sulla superficie attuale del terreno, chiamansi ordinale nere, giacché
usano i pratici seriverle in nero allorquando le marcano sul piano
accanio ai punti a cui si riferiscono.

Sul detto piano quotato, da ottenersi come s’insegna nel vo-
lume che tratta delle operazioni topografiche, e preferibilmente coi
metodi della celerimensura, si rappresenta la superficie di progetto
a cui vuolsi ridurre la superficie altuale del terreno, e, suppo-
nendo che quella superficie debba esser poliedrica, si fa la sua rap-
presentazione mediante le proiezioni orizzontali degli spigoli che
limitano le varie sua facce e mediante le altezze dei punti estremi di
tali spigoli al disopra del piano orizzonlale a cui gia trovansi riferite
le altezze dei diversi punti della superficie attuale. Queste altezze,
non che quelle di altri punti posti sulla superficie di progetto, chia-
mansi ordinale rosse, giacehe & generale consuetudine di seriverle
in color rosso allorquando si marcano sul piano accanlo ai punti a
cui si riferiscono. Cio fatto, si delerminano le inlersezioni delle due
superficie poliedriche accennate, e per le rette rappresentanti gli
spigoli della prima saperficie, per quelle rappresentanti gli spigoli
della seconda superficie, per quelle rappresentanti le indicate inter-
sezioni non che per quelle altre che ancora converra tracciare, per
scomporre in triangoli la (otale f[igura rappresentata sul piano,
s'immaginano condolti Lanti piani verticali. Evidentemente tulli questi
piani dividono il solido compreso fra le due superficie anzidette in
altrettanti tronchi di prisma a sezione retla triangolare ed aventi i
loro spigoli verticali. Quelli di questi prismi, la cui faceia superiore
appartiene alla superficie attuale del terreno, sono solidi di sterro:
¢ quelli la cui faccia superiore appartiene alla superficie di progetlo,
sono solidi d’interro. Aleuni di questi tronchi di prisma possono
avere uno spigolo, due spigoli e persino tre spigoli eguali a zero
e si verilica il primo, il secondo ed il terzo caso per quei tronchi
di prisma che si proiettano rispettivamente in triangoli aventi un
vertice, un lato e lintiero perimetro sull'intersezione delle due
superficie, attuale e di progetto.

Il caleolo dei volumi degl'indicali tronchi di prisma si fa appli-
cando la formola (1) del numero 140. Le lunghezze dei loro spigoli
si determinano facendo le differenze fra le ordinale appartenenti
alla superficie altnale ed alla superficie di progelto corrispondente-
menle ai punli che ne rappresentano le proiezioni; e le loro sezioni
relte sono i triangoli in cui trovasi scomposto il piano, per cui riesce
facile il calcolo delle loro aree. Calcolatii volumi dei diversi prismi,



— 364 —

si sommano assieme tutli quelli di sterro e quindi tutti quelli d'in-
terro per avere finalmente i volumi totali dello sterro e dell’interro.

204. Metodo seguito da molti pratici nel fare il piano quo-
tato per operazioni di spianamenti. — Allorquando devesi ope-
rare una trasformazione di superficie su una data estensione di
terreno, invece d’impiegare i vanlaggiosi metodi della moderna
celerimensura pur troppo non conosciuti dalla maggior parte dei
pratici, & abitudine di condurre le operazioni come immediatamente
viene indicalo. Innanzi tutto si traceia sul terreno un allineamento o
direzione fondamentale, e si scelgono su questa tali e tanti punti i
quali, successivamente uniti fra di loro, diano un linea spezzata
che molto si approssimi alla linea effettiva del terreno, rappresen-
tante l'intersezione della sua superficie col piano verticale deter-
minato dalla stessa direzione.

Per ciascuno di quesli punli si conducono altrettanti allineamenti
perpendicolari alla fondamentale, i quali si protendano fino ai confini
del terreno e nuovamente si individuano su essi tali e tanti punli,
per guisa che ad ogni linea del terreno la quale trovasi negli
allineamenti medesimi si possa sostiluire la linea spezzala avenle i
suoi vertici nei punti individuati. Finalmente, prima di abbandonare
il terreno, si esamina in qual modo convenga unire fra loro con
relle Lutli i punti scelti sui tracciali allincamenti, affinehe la pianta
del lerreno rimanga divisa in triangoli il cui complesso rappresenti
la proiezione orizzontale di una superficie poliedrica, la quale
meglio si approssimi alla superficie vera del (erreno.

Di mano in mano che si fanno le indicale operazioni di traccia-
menlo convien rilevare tutli i punti che vennero individnali sul
terreno, e si olliene questo, misurando le distanze successive [ra i
varii punti della fondamentale pei quali si sono alzale le direzioni
ad essa perpendicolari, non che le distanze pure successive fra i
varii punti determinati su ciascuna di queste perpendicolari. Nell'e-
seguire il rilevamento non bisogna dimenticare il perimetro della
superficie da trasformarsi, i cui vertici si rilevano generalmente
mediante perpendicolari abbassate sulle perpendicolari alla fonda-
mentale che loro si trovano vicine, Terminata 'operazione di rile-
vamento planimetrico si puo procedere alla livellazione, la quale
generalmente vien compiuta facendo stazione' in diversi punti, e
determinando le quote dei punti scelli sulla fondamentale e sulle
direzioni ad essa perpendicolari, non che quelle dei veriici del peri-
metro della superficie da trasformarsi. Sull’abbozzo, oppure in appo-
silo registro, si marcano tutte le quote lette sul terreno; ¢ da queste,
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operando come s'insegna nel volume che tratta delle operazioni
topografiche, si deducono in seguito tutte le ordinate dei punti livel-
lati per rapporto ad uno stesso piano di paragone passante al di
sotto di tutti questi punti. .

Servendosi delle misure fatte nell’eseguire il rilevamento plani-
metrico non che delle anzidelte ordinate, si compie il piano quotato,
e si segnano su esso anche le distanze orizzontali misurate sul terreno,
non che le rette che valgono a scomporlo in triangoli nel modo che
si giudico pili conveniente in seguito alle osservazioni fatte sul luogo.

205. Pendenza di una superficie. — Per pendenza di un piano
s'intende la pendenza di una vetla in esso condotta perpendicolar-
mente ad una sua generatrice orizzontale. Questa retta, fra tutfe
quelle che si possono condurre nel piano, fa il massimo angolo
coll’'orizzonte, e prende quindi il nome di linea di massima pendenza
o di maggior pendio.

La pendenza di una superficie curva qualungue varia generalmente
da punto a punto della superficie medesima. In un determinato suo
punto vien essa data dalla pendenza del piano tangente alla superficie
nel punto stesso; e quindi vale quella della retta condotta in questo
piano normalmente ad una orizzontale in esso conlenuta.

206. Condizioni diverse per determinare un piano costituente
la superficie di progetto in un'operazione di spianamento. —
Essendo un unico piano la superficie di progetto a cui vuolsi
ridurre la superficie di una data porzione di terreno, general-
mente si suol esso delerminare o mediante un’orizzontale ed un
punto per cui deve passare; o mediante la sua pendenza ed un’o-
rizzontale che in esso deve trovarsi; o mediante la sua pendenza
e due punti che deve contenere; o mediante lre punti pei quali
si vuole che esso passi. Qualunque pero sia il modo con cui il
detto piano di progetlo vien determinato, & necessario, per ren-
dere facili e spediti tutti i calcoli relativi alle operazioni di spia-
namento, che si determini la sua pendenza non solo, ma anche
la direzione della sua linea di maggior pendio, d'onde consegue
quella delle sue generatrici. :

1" Quando il piane ¢ dato mediante una sua generatrice oriz-
zoutale ed un punto per eni deve passare, la sua retta di mag-
gior pendio vien rappresentata dalla perpendicolare abbassata da
questo su quella o da una parallela all’anzidetta perpendicolare.
Chiamando poi

d la distanza orizzontale fra la generatrice orizzontale ed il
punto per cui il piano deve passare,
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w laltezza di un punto qualunque della detta generalrice
orizzontale al di sopra di un piano di paragone,
b I'altezza del punto dato al di sopra dello stesso piano di
paragone,
p la pendenza del piano,
si ha

la quale evidentemente esprime che, andando dalla generatrice
orizzontale al punto dato, si discende o si sale secondo che p ri-
sulta positivo o negativo.

2’ Se il:piano ¢ determinalo mediante la sua pendenza ed una
sua generatrice orizzonlale, immediatamente si ottiene la sua li-
nea di massimo pendio, conducendo in un punto gualunque della
data orizzontale una retta con pendenza eguale a quella del piano.

3" Nel caso in cui il piano & dato mediante la sua pendenza
p e mediante due punti A e B (fig. 175) per cui deve passare,
distanti orizzontalmente della quantita B'A’=4d ed alti al di sopra
del piano orizzontale di paragone FG di AN —a e BB =0,
se immaginasi pel punto piu basso B un piano parallelo a quello
di paragone ed in esso una circonferenza di circolo col centro

in a, sulla verticale AA" e di raggio m:‘_‘_;_l,’, si ha: che tutti

i piani tangenti alla superficie del cono relto, avente I'accennata
circonferenza per periferia di base ed avente per asse la Aa,,
hanno la data pendenza; che, fra questi piani tangenti, quei due
che passano per la retta BA soddisfano alla doppia condizione di
avere la pendenza data p e di passare pei due punti dati A e B;
che le due tangenti BC e BD, le quali proiettansi rispettivamente sul
piano di paragone in B'C” e B'D’, sono due generalvici orizzon-
tali contenute, una nell’uno, Paltra nell’altro degli accennati due
piani; e che le due rette AC ed AD, condolte per A perpendico-
larmente alle ateennate generatrici, rappresentano le corrispondenti
linee di maggior pendio.

Per fissare ora sul piano orizzontale di paragone le proiezioni
delle generatrici orizzontali che passano pel punto B e che si tro-
vano nei due piani che soddisfano ai dati del problema, basta de-
scrivere al centro in A’, proiezione orizzontale del punto dato A,

‘la circonferenza di raggio A’C’ :G%{} ¢ condurre dal punto B,
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proiezione orizzontale dell'altro punto dato B, le due tangenti B’ €’
¢ B’D” all'indicata circonferenza. — Per determinare poi nel modo
pitt esatto possibile i due punti di contatte G e D’, si possono
calcolare le due distanze A'¢” e ¢’C’ = ¢’D’. Percid basta osser-
vare che dal triangolo B'C"A’, rettangolo in C’, assai facilmente si
puo dedurre il segmento dell'ipotenusa A’¢” il quale vien dato da

) Gl
dp*

?

non che I'altezza ¢’C’ che risulta dall’equazione
Lo e
dp*

Per decidere in ogni caso particolare quale dei due piani pas-
santi pei due punti A e B ed aventi la pendenza p va assunto per
superficie di progetto, & necessario che alle due condizioni in-
dicate aggiungasi se essa deve discendere” verso dritta o verso si-
nistra, per rapporto ad un osservatore che, trovandosi per esempio
nel punto B, guarda verso il punto A.

A" Allorquando per determinare il piano, costituente la super-
ficie di progelto per una data operazione di spianamento, vengono
dati tre dei suoi punti A, B e C (fig. 176), distantli orizzontal-
mente dalle quantitd B'C'=d, A"C'=ee B'A" =, ed alli sul
piano orizzontale di paragone di A’A —a, B'B=10 e C'C=c, si
fissera la generatrice orizzontale passante, per esempio, pel punto
B, determinando sulla retta GA un punto D tale che la suna al-
tezza D'D risulti eguale all'altezza B'B. Percio basta trovare la di-
stanza orizzontale (/D che il detto punto D, deve avere dal punto dato
C. Per giungere allo scopo s'immagini condotta la Ca parallelamente
a C’A": i due triangoli DCd ed ACa, che cosi risultano, sono si-
mili; i lati Dd, Aa e Ca sono rispettivamente b—c¢, a—c¢ ed e¢;
ed il valore di &1V = G d=I vien dato da

j—b—0)e

a—C

Avendo ora la generatrice orizzontale BD del piano, la quale pro-
iettasi sul piano di paragone, assunto come piano orizzontale di
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proiezione, in B’ D', riesce facile il delerminare la linea di mag-
gior pendio passante pel punto A, la quale non & altro che la
perpendicolare AE condotta da A su BD, proiettantesi orizzontal-
mente nella retta A’E” passante per A" e perpendicolare a B’D’",
Se ora immaginasi condotta per E la retta orizzonlale Ea ,, con-
tenuta nel piano verticale determinato dalla linea di maggior pen-
dio, evidentemente si ha che la differenza di livello Aa, fra il

punto A ed il punto E vien data da

Aa—a—b.
Considerando poi il triangolo A’B"C" pel quale si conoscono i tre

lati, ed immaginando condotta la sua altezza B'F, si ha: che il
segmento G F—=m vien dato da (num. 63)

Erd—f

M=
Qe :

e che Ialtezza B'F=n si ottiene ponendo

' Fcns '/d“~m’.

La lunghezza FD’'=g¢, differenza fra C'F e C'D’, risulta dall’e-
quazione

g=m—1;

la lunghezza B'D’=r, ipolenusa del triangolo rettangolo B'FD",
si oftiene col porre

e Vn’+q‘"";
la lunghezza A'D’—s, differenza fra AT e C'D’, vien data da
s—=e—I;

il segmento B’E’—¢ del lato B’D’ del triangolo A’B’D’, am-
mette il valore somministrato dall’equazione
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s
T T

e finalmente I'altezza A’E'=1D dell'or indicato triangolo, ossia la
distanza orizzontale E«, fra il punto E ed il punto A, si deduce
col porre

Se ora vuolsi la pendenza p della retta di maggior pendio AE,
la qual pendenza é pur quella del piano determinato dai tre punti
A, BeC, siha

La distanza orizzontale D fra il punto E ed il punto A si puo
anche  dedorre trovando prima la lunghezza A'D’, differenza fra
NT e TD; caleolando poscia 1'angolo A’ del triangolo B'A’ ('
nel quale sono noti i tre lati: deducendo i due angoli A’B'D’
ed A'D’B’ del triangolo B"A’D" in cui si conoscono due lali e 'angolo
compreso ; e finalmente trovando la distanza A’E’=D col conside-
rarla siccome cateto del triangolo rettangolo A"E'B’, nel quale sono
noti il lato A°B’, e 'angolo A'B'D’. 8

207. Pendenza di una retta qualunque, contenuta in un piano
dato. — Nelle operazioni per spianamenti continuamente occorre,
nel caleolo delle ordinate rosse, di dover risolvere il problema
avente per oggetlo di determinare la pendenza di una retla qua-
lunque contenuta in un piano dato, giaccheé, come si e visto nel
numero 46, l'ordinata di un punto qualunque di una retta di-
pende dall’ordinata nota di un punto di questa retta e dalla sua
pendenza. Si considerino percio un piano orizzontale OP (fig. 177)
ed un piano qualungque MN avente la pendenza p. Siano AP una
linea di maggior pendio ed AC una retta qnalunque, contenute
in questo piano; le proiezioni orizzontali delle indicate due rette
siano DB e DC; e queste proiezioni facciano fra loro 1" angolo
CDB —=. Dal triangolo rettangolo ADB, in cui la retta AB ha
la pendenza p, si ha

L’ARTE PI FARERICARE Geometria pratica, ecc. — 24.



e dal triangolo DBC, rettangolo in B, immediatamente si deduce

) BD
: cos o

U

Se ora si divide la differenza di livello AD fra i due punti A ¢ G
per la loro distanza orizzontale GD, si ha nel quoziente la pen-
denza p” della retta AC, la qual pendenza vien quindi data da

P = Pcos «.

208. Ordinate dei varii punti di un piano, posti su una direzione
qualunque e su una serie di direzioni fra loro parallele. — Sup-
pongasi che, per eseguire un’operazione di spianamento, siansi li-
vellati diversi punti della superficie del terreno, posti sy un alli-
neamento qualunque AX e su una serie di allineamenti paralleli
AN, BE, CC, DY ... (fig. 178) perpendicolari ad AX, oppure
facenti con AX un angolo noto; e la proiezione orizzontale della
linea di maggior pendio del piano, costituente la superficie di pro-
gelto, sia la AE, la quale fa colla direzione AX langolo dato
BAX—=ua.

Essendo p la pendenza del detto piano e quindi quella della sna
linea di maggior pendio AE (che si suppone discendere da A verso
E) la pendenza della retta in esso contenuta e proiettantesi in
A X vien espressa, per quanlo si ¢ trovato nel precedente numere,
da

pCosa;
¢, essendo rispeltivamente d’, d”, d”, ....... le distanze orizzontali da
A dei punti dell’ultima accennata retta, proiettantisi in B, C, D,.......,
si ha che le loro ordinate b, ¢, d,....... per rapporto al piane- oriz-

zontale di paragone sono rispettivamente date da (numero 46)
b—a—pd cos«, c=a-—pd’cosa,
e

' el BT T A (L VL R T R

dove a rappresenta l'ordinala nota del punto A.
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Se si indica colla lettera 8 I'angolo A”AX che la direzione AA’
e tutte le direzioni ad essa parallele BB/, CC',DD",....... fanno con
AX, si ha che I'angolo A’AE vale =—Ff, e che la pendenza delle
retle, appartenenti al piano costituente la superficie di progetto e
proiettantisi sulle accennale direzioni parallele, vien data da

pcos («— [f).

Conoscendosi ora le ordinate dei punti dell’ullimo accennato piano
proiettati orizzontalmente in A, B, C, D........ e la pendenza di totte
le retle parallele poste nello stesso piano, partenti dai detti punti
e proiettate in AA’,BB"CC/,DD,........, riesce agevole il trovare
le ordinate di quanti allri punti si vogliano sitnati sulle rette me-
desime, purché si conoscano le loro distanze orizzontali dai punti
AsB 6D s s pei quali gia si hanno le rispetlive ordinate a, b,

209. Metodo della rete ortogonale nella formazione del piano
quotato per operazioni di spianamenti. — Questo metodo consiste
nel tracciare quattro allineamenti AK, DC, CB e BA (fig. 175) fra

loro perpendicolari, in modo che le tracce dei medesimi, sul piano

orizzontale di proiezione, costituiscano un rettangolo ABCD, il cui
perimetro si accosti a quello del terreno sul quale si opera; nel
dividere in un egual numero di parti eguali i lati opposti di questo
reltangolo ; e nell'immaginare uniti i punti di divisione due a due,
per guisa che rimanga esso diviso in altri rettangoli piccoli, tutti
eguali fra loro.

Fatta quest’operazione di tracciamento, si passa a prendere le
misure necessarie per costrurre il piano, in cui siano rappresenlati
tutli i vertici della rete rettangolare non che il perimetro; e gene-
ralmente si compie quest’operazione determinando le posizioni dei
diversi punti, per rapporto ai lati dell’accennato rettangolo, prendendo
un loro estremo come origine ¢ misurando le coordinate ortogoifali
dei punti che loro passano in prossimita. Cosi, vennero rilevali i
punti ¥, H, T e K col riferirli alla direzione AK del lato AD ed
all'origine A; le posizioni dei punti M ed N vennero determinate
col riportarle alla divezione del lato DG ed all’estremo D assunto
come origine: e le posizioni dei punti P e ( vennero fissate assu-
mendo per asse delle ascisse la direzione del lato CB ed il punto C
per origine di coordinate. Le posizioni dei vertiei della rete ortogonale
posti sul perimetro del rettangolo ABCD restano fissate dietro la
conoscenza delle lunghezze dei lati, che sono di metri 70,98 pei
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lati maggiori ABeDC, e di metri 34,59 pei lati minori AD e BC:
le posizioni dei vertici situati nell'interno dello stesso perimetro
sono determinate in seguito ai numeri sei e tre di parti eguali in
cui vennero rispeltivamente divisi i suoi lati maggiori ed i suoi lati
minori; e le posizioni dei vertici appartenenti al perimetro del
terreno risultano dalle misure riportate nel seguente quadro:

INDICAZIONE

dei ASCISSE ORDINATE
YERTICI

P AE=M153 | EF=820
i AG=27,56 GH=8,50
1 AD=34,59 D= s,ob
K AK=4359 0

M DL=40,82 LM=6,10
N DEC=170,98 CN=17.50
P CO=11,53 OF =8,50
0 CB= 34,59 BO— 4,50

Alle operazioni di rilevamento planimetrico devono tener dietro
le operazioni altimetriche, che consistono nel livellare tutti i vertici
che vennero determinati mediante le prime, eseguendo una livella-
zione raggiante, semplice o composta, secondo le accidentalita e
secondo I'estensione del terreno da spianarsi. Nel caso particolare
rappresentato nella figura 473 si suppone d’aver fatlo stazione nei
due punti S ed S, ed irisultati della livellazione trovansi marcati
nelle prime tre colonne della tavola che segue:

3
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s | e | auore ORDINATE ORDINATE
= - dei dei
E E E LETTE PIANI DI MIRA PUNTI LIVELLATI
| -
m m m
s A 399 | 13,99 10,00
’ b 3,97 . 10,02
> ¢ 2,94 \ . 11,05
: F 4,47 . 9,52
, E 0,47 ‘ . 13,52
, f 1,93 . 12,06
, g 167 ! . 12,52
. h 3,98 | ' 10,01
¥ x i 4,98 » 9,01
. k 0,15 , 13,84
. l 2,05 % . 11,96
, m 3,05 | , 10,96
. H 5,46 . 10,55
. G 4,47 , 9,52
. 1 3,78 . 10,21
. D 3,74 . 10,25
. r 1,44 s 12,55
. s 179" | ’ 12,20
. K 5,4% . 10,56
» w 1,82 . 12,17
: v 222 | . 11,77
s a' 2,95 . 10,74
. 1 9,57 , 10,42
. ¢ 1,41 s 11,58
. B 92,57 . 10,42
. Q 2,44 . 10,55
" i 0,98 . 12,01
, g 0,57 . 12,42
. B 0,01 . 12,08
, ¢ |» 408 . 8,91
* K 3,37 » 9,62
’ m 2,03 12,99 10,96
. I 9,73 . 10,26
. ' 0,53 » 12,46
’ 0 s » 10,26
s P 1,97 . 11,02
s 7 2,49 , 10,50
. L 2,75 > 10,24
. s 3,06 , 9,93
» v 2,63 » 10,36
, C 1,88 » 11,11
. v ".61 l » 1[,38
s M .80 . 11,18
» g 1,91 . 11,08
, a! 92,04 , 10,95
, N 2,12 . 10,87

Come chiaramente risulta dalla riportata tavola, il punto m venne
livellato dalle due stazioni S ed S, e questo si fece nell’intento di
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coordinare fra loro le operazioni di livellazione che vennero eseguite
nelle due stazioni.

11 piano di paragone, per rapporto al quale vennero determinate
le ordinate di tutti i punti livellati, si scelse di 10 metri al di solto
del punto A, e, aggiungendo alla ordinata 10™ la quota 3,99 rela-
tiva al"detto punto, si ottenne 137,99 per distanza del piano o-
rizzontale in cui erano contenute le orizzontali date dal livello nella
prima stazione dal detto piano di paragone. Togliendo poi da questa
distanza le quote di tutti i punti livellati dalla prima stazione, si
deducono le loro ordinate, che sono tutle quelle registrate nella
prima parte della quinta colonna. L'ordinata 107,96 del punto
indicato colla lettera m, aggiunta alla quota 27,03 letta dalla se-
conda stazione sullo stesso punto, servi per determinare la distanza
127,99 del piano in cui si trovavano contenute tutte le orizzontali
date dal livello nella seconda stazione dal piano di paragone; e,
togliendo da questa distanza le quote di tulli i punti che vennero
livellati nella seconda stazione, si ottennero le ordinate di tulli
questi punti per rapporto al piano di paragone. Per oltenere il
piano quotato vennero marcate sul piano del terreno, fra parentesi
ed accanlo ai punli a cui si riferiscone, tutte le ordinate contenule
nella quinta colonna della tavola.

210. Determinazione della superficie di progetto. — Come si
¢ detto nel numero 206, molte sono le condizioni colle quali, su un
piano quotato costrutte nello scopo di studiare un dato lavoro che
richiede una trasformazione della superficie del terreno, si puo
determinare la superficie di progetlo, che generalmente si suppone
costituita da una o piu facce piane. Per fissare le idee suppongasi
di dover spianare il terreno di eui si ha il piano quotato nella figura
173, e di dover ridurre la sua superficie ad un piano inclinato,
avente le sue generatrici orizzontali parallele al piano verticale
determinato dalla retta AQ, passante di metri 1,58 al di sopra del
punto A e di metri 0,80 al di sopra del punto K.

Per ben definive la superficie di progetlo conviene riferirla al
piano di paragone per rapporto al quale gid si hanno le ordinate
dei vari punti rappresentati nel piano quotato, e determinare I'ordi-
nata di una generatrice orizzontale della superficie piana coslituente
la detta superficie di progetto, non che la pendenza di quest’ultima.
CGonsiderando la generatrice orizzontale, la quale proiettasi nella retta
A, ammette essa per ordinala

104-1,58 =117 58,
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ossia l'altezza del punto A, appartenente alla superficie attuale del
terreno, aumentala dell’altezza dell’accennala generatrice sopra lo
stesso punto. Per trovare poi la pendenza della superficie di progetto
si osserva: che essa ¢ una superficie piana la quale passa di metri
0,80 al di sopra del punto K, la cui altezza al di sopra del piano
di paragone & metri 10,56; che per conseguenza viene la medesima
a passare per il punto proiettato in K avente per ordinata

10,56+ 0,80 = 11,36 ;
che la retta collocata sull'indicata superficie di progetto e passante
pei due punti proiettati in A ed in K ¢ appunto una linea di maggior
. nendio: che la proiezione orizzontale di questa linea ¢ lunga

24,59 4-9—=143",59 ;
che la differenza di livello dei suoi due estremi &
11,58 —14..36 =0» 22

¢ finalmente che la sua pendenza (num. 43), rappresentante quella
del piano, ¢ data dal quoziente

0,22 22

43,50 — 435

¥

=

che, tenendo conto di sei cifre decimali, si riduce a 0,005047.

211. Determinazione delle ordinate rosse e delle quote rosse.
— Una vollta delerminata la superficie di progetto, si deve passare
al caleolo delle ordinate rosse, ossia al calcolo delle allezze di quei
punti di questa superficie, che trovansi orizzontalmente proieltati
sul piano quotato nei punti della superficie attuale del terreno, pei
quali gia vennero determinate le ordinate nere.

Immaginando per Ja retta AK un piano verticale, & facile il vedere
che esso taglia la superficie di progetto secondo una retta la quale,
come si & trovato nel numero precedente, ammette per ordinata del
punto proiettato in A

10 41,68 = 117,58 ,

G

99 : ;
B0 Ora, essendo rispetlivamente 11™,53,

e che ha la pendenza
I 435
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23m06,27%,56, 34,59 e 437,59 le distanze orizzontali dei punti pro-
ietlati orizzontalmente in E, ¢, G, D e K dal punto proiettato in
A, si hanno (num. 46) le seguenli ordinate rosse, con errore minore
di mezzo centesimo nei risultati finali:

pel punto proiettato in E 11,58 — %u 53—11,52;
p i 41,58 — 13‘925 06 —=11,46;
« Gy 11,58 — 4339 97,56 —11,44;
r D 41,58 — ,gfgu 59—11,41;
. K 11,58 — 41294.3 59—11,36.

Siccome poi sulle rette AQ, F/', hP, HG ed IC trovansi proiettate
altrettante generatrici orizzontali del piano costituente la superficie
d1 progetto, risulta: che l'ordinata rossa 11,58 & quella di tutti
i punti proiettati sulla retta AQ; che 'ordinata rossa 11,52 conviene
a tulti i punti proiettati sulla retta F£"; che I'ordinata rossa 117,46
si adatta a tutti i punti della retta hP; che I'ordinata rossa 11™,44
vale per tutti i punti della retta di proiezione HG; e che I'ordinata
rossa 117,41 s’addice a tutti i punti che hanno la loro proiezione
orizzontale sulla retta IC.

Per calcolare le ordinate rosse dei punti della superficie di progelto
orizzontalmente proiettati sulla retta KM in w, v, v" ed M, bisogna
prima determinare le distanze r#u, sve ¢'v dei punti u, v e v’ dalla
retta I1C. Immaginando percio condotta per K laretta KdJ parallela
all'ultima indicata retta, si ha

Me=DK—LM=9— 6,10=2~,90,

e, pex la similitudine dei triangoli Kawu, KfZv e Kyv" col triangolo
K oM, risulta

ri=DK — =9 — 3202 zga 90 =8¢ 16,
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23 .66

sv=DK—fv=9— 0, TR 90._7“‘ 32,
. TR =~ 3(5} 02,90 =648,

Osservando ora che i piani verticali passanti per le rette ru, sv, ¢’ v’
ed LM tagliano il piano costituente la superficie di pmfrelto secondo
relte determinate dall'ordinata 117,41 comune a tulli i punti o-
22
r:zzontalmenle proiettati in r, s, ¢" ed L ¢ dalla pendenza o 950"
e stando sempre all’approssimazione di mezzo centesimo nei risul-
tati finali, si oltengono (num. 46) le seguenti ordinate rosse:

Mz

pel punto proiettato in u 11,41 — 2.5"98 iG—-ll 57
« v “’41_/?3@7 2=11,57:
y 22
« v A4 — fgrg(’ A8 —11,58;
99
« M 11,41 _4_.3-’0(’ J40=11,38.

Come vennero determinate le ordinate rosse dei punti u, v, v ed
M orizzontalmente proiettati sulla retta KM, si possono anche de-
terminare quelle dei punti y’, z° ed N le cui proiezioni orizzontali
si trovano sulla retta MN. Immaginando tirata per N la retta N2
parallela alla retta DC, si ha

Mi=Ll—LM=CN—IM=17,50 — 6,10 =1",40;

e per la similitudine dei triangoli NAM, N:y” ed Nyz’ si otliene

T —=CN—:y 750—%?%1/0_6%9
P o 11,83

77 =TN—%7 =17,50 — gyiyp1,40=6"95;
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e, sempre nei limiti dell’approssimazione di mezzo centesimo, ri-
sultano lo seguenti ordinate rosse:

pel punto proiettato in 3 14,41 — 43;96 40 = 11,38
99

it &t MM — b= 2

M — gm0 6,95 =115
29

; N AL — s T 50 =11,57.

Le ordinate rosse, ottenute coi calcoli or ora instiluiti, sono
quelle marcate sul piano rappresentalo nella citata figura 173
mediante i numeri non posti fra parentesi, e vennero csse mar-
cate soltanto in un punto per le generatrici orizzontali, ciascuna
delle quali ammette la stessa ordinata da un estremo all’altro.

Togliendo dalle ordinate rosse le corrispondenti ordinate della
superficie naturale del terreno, si ottengono le quofe rosse. Queste
quote rappresentano la distanza fra due punti posti sulla stessa
verlicale, appartenenti uno alla superficie attuale del terreno, e
I'altro alla superficie di progetto; e nel caso particolare rappre-
sentato nella figura 173, per cui si hanno le ordinate nere e le
ordinate rosse, si ha:

per quota rossa del punto A 14,58—10,00= 1,58;

« b 11,58—10,02—= 1,56;
« ¢ 11,68—11,06— 0,53;
« o 11,58—10,74= 0,84;

« ¥ 11,58—10,42—" 1.16;
¢ 1158—11,68— 0,00;
B 1158—10,42— {.,16;
Q 44,58—10,66= 1,03;
« Foo1,02— 9,52—= 2,00;
E 14,52—1453,562—=——2,00;
f 11,52 —12,06 =—0,b4;
g 11,62—12,52—=—0,80;
 11,62—12,00 =—0,49;
« g 11,52—12,42=—0.90;
« K 14,52—12,98 =—=—1,46;
« 7 41,52 — 891—= 2,61;
® K oA152— 962—  1.90;
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per quota rossa del punto h 11,46 —10,01 = 1:&5;

u 1 1146— 9,01— 9,45;
« ko 11,46 —13,84——2.38;
« I 44,46 —11,96=—0.50;
« m 11,46 —10,96— 0,50;
u 1,46 —1026—= 1,20;

o 141,46 —12,46 =—1,00;
0 A4.46—1026— 1,205

o P 1146—11,02= 0,44;
H 11,44—1055—  091;
A A== 9 59— 9%
I 11,41 —1021— 1,20;

: D A4 —1025— 1,16;
« P 44— 42,55 ——% 14;
« s 4441 —12,20——0,79;
: ¢ M A —1050= 091;
« L 11,41 —1024— 1,47;
" 5 MM — 993 — {,48;
« ¢ 11,41 —140,56 =" 1,05;
a YoM —1i 1= 0,50;
i K 11,536—10,56—= 0,80;
“ W 44,57 —=1247=—0.80:
« v 44,537 —11,77T=—0,40;
Vo v. 11,38—11,38= 0,00;
« M 1158—11,18—= 0,20;
. y 14,38—11,08= 0,50;
¢ st M A3T—1096= 0,42;

« N 11,57—10,87— 0,50.

In tutti quei punti in cui le ordinate nere sono minori delle
corrispondenti ordinate rosse si deve fare un interro, mentre de-
vesi eseguire uno sterro in tulti quei punti pei quali le ordinate
nere sono magggiori delle corrispondenti ordinate rosse. Segue da
cio che le quote rosse, secondo che sono positive o negative, in-
dicano un rialzo oppure uno scavo da farsi nei punti ai quali esse
si riferiscono.

212. Determinazione dell'intersezione della superficie attuale
~ del terreno colla superficie di progetto. — Ullimati i calcoli di
cui si parld nel precedente numero, sopra una copia esatta del
piano del terreno di eui vuolsi trasformare la superficie, si marchino
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in color rosso ed accanto ai diversi punti le relative quote rosse,
¢ non si dimentichi il segno da cui esse sono affette. Egli ¢
evidente che, trovandosi due punti successivi uno colla quota
rossa positiva e l'altro colla quota rossa negativa, fra questi due
punti deve (rovarsi un punto della linea di passaggio ossia dell’in-
tersezione della superficie attuale del terreno colla superficie di
progelto, e che appartengono gia a questa intersezione tutli quei
punti pei quali risultano nulle le quote rosse.

Ragionando sul caso particolare di cui si ha il piano quotato
nella figura 173, e del quale si ha nella figura 474 una copia
esatla, colle quote rosse relative ai diversi punti livellati, &
facile riconoscere: che i punli ¢’ ¢ v" sono due punti della proie-
zione orizzontale della linea di passaggio; che su ciascuna delle
rette AE, bf cr_g‘, af, vq, FE, b7, Ei, m, ET’, ik, Im, Un,
w0, wt, Dr, 3¢’ e Ku deve trovarsi un punto della proiezione
orizzontale della stessa linea: che la posizione di ciascuno di questi
punti puo essere determinata cercando le distanze orizzontali che
esso ha dai due punti vicini della superficie attuale del terreno fra cui
si trova e per cui sono cognile le quote rosse, positiva una e ne-
gativa l'altra. Queste distanze si ottengono risolvendo il problema
gia svolto nel numero 47 pel caso della figura 44, ed i caleoli de-
vono essere instituiti applicando la formola (1) del citato numero,
come appare dalla tabella che segue:

|

11,53 % 1,58

et e 111,
A= 158 + 92 = 5b",09
B— 101 _;’_ﬂxﬁ =644,
. MpIXA,56 .

Ul v = Vbl

o 1,53% 054,

P=gacis =0
11,53 % 0,53

e T E

7 W3 080_ o

0,80 +0,53 —
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11,535 0,84 .»

LR et
o M,53X 049,
LHES R
,—“:___1103><116 :
-~ 000 —
— 11,53 X 0,90
eSS0 — b
-
FP__Q——l—T_P’1O
—  820%X2
E —W—4,103
o 14,83 X 1,46
e =Twraer —b»4
'-,—;'_1183)(961
i “%b1+146—75'
—— 11,53 X 2,00
Ev =g aig — 18
— _ M5IX25 o
il 7 = 7
s 585049 -
= e b
— 11,58 050_,
= O50L 040 — 00
_— 11,58 X 0,90
Al TR e
— 11,58% 1,20 . .
U= Ta0r 0,90 — 859
— 14,83 X 9,45
L8 =95 9,38 — 000
P MEX%_ o

2,38 + 2,40 —
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—  11,83% 0,50 .m
B =950+050 >

——, - 11,83 0,50,
S

o 11,83% 1,2
A 19u+100_6 ®

'7-;,'7,"__'11,83X1 00 »

W =y o ,20. — OO0
11,83 % 1,00

wE” =T T.90 — 20
11 11,83 1,20

L 90 1,00 — 4%

—— 11,58 X 1,00

n ms—m
— 11,63 1,05

g == 1 051,00 =291
. 11,83%1,16 .
Wi e ol
P — “ 83 >£1_M 5,86,

1,14 41,16 — 7
re) 11,83 X 0,79 _

§

O EY ) i

— 11,83 % 0,91
7 0,1}[4—070—{"“‘

J I

—_—

Il punto di passaggio o si proietta nel mezzo della retla Ku,
giacché sono eguali le due quote rosse in K ed in w.

Unendo con linee velte i punti di passaggio, in modo da risul-
lare negalive tutte le quole rosse dei punti contenuli nella linea
poligonale da essi determinata, si ottiene la linea di passaggio
onlvp b8 876707 p £ g Y E 7' Sul terreno che proieltasi
esteriormente a questa linea devesi effeltuare un vialzo, e devesi
invece eseguire uno scavo per la parte di terreno che si proietia
entro la linea medesima.
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245. Calcolo dei volumi degli sterri e degli interri. — Una
volta eseguiti tutti i calcoli delle quote rosse e, determinata la
linea di passaggio, si pud passare alla ricerca dei volumi degli
sterri e degl’ interri. Percio bisogna suddividere in triangoli le
diverse figure nelle quali gia trovasi scomposto il piano, su eui
venne descritta la linea di passaggio; marcare in esso le misure
che valgono a dare I'area di tutti i detti triangoli; e quindi fare
il volume di sterro e d’interro proiettato in ciascuno di essi, mol-
tiplicando la sua superficie per il terzo della somma delle tre quote
rosse relative ai suoi vertici,

La tavola che segue, nella quale a mo’ d’esempio sono ripor-
tati gli elementi che servono al calcolo ed i volumi caleolati dei
solidi rappresentati sulla figura 174 nei triangoli 4, 2, 3, 4, 5,
6 e 7, e atta a dare il riassunto del calcolo degli sterri e degli
interri per spianamenti di terreni

SESTUPLI VOLUMI

25 |SEZIONI RETTE| oo | SOMMA

B5 : DEI VOLUMI DOMANDATI

.g 7 ————— del tre T e .

;é Bast | ALtEzzE DOPRIE . Srigort | Stesml | INTERRI | STERR1 | INTERRI

i I .l |
m m mq m me
5,09 8,20 41,7380 | 3,58 » 149,422

2 | 410 6,44 26,4040 | 2,00 » 52,808

me
3 4,10 6,44 26,4040 2,00 52,808 s

4 5,09 | 11,83 60,2147 344 ; » 189,074
5 5,87 | 11,85 69,4421 | 1,56 » 108,530
6 6,44 | 11,83 76,1852 | 2,00 152,370 N

-4
=
(=]
(=]
-
——
o
(]

66,9578 | 2,54 170,073 »

- me me
375,251 | 499,654 | 62,542 | 83,272

Si ottenne il doppio delle aree delle sezioni rette dei diversi
tronchi di prisma triangolare, per non prendere sempre la meta di
uno dei fattori che servono a comseguirle, ed invece dei terzi delle
somme dei tre spigoli vennero inscritte nel casellario le somme
intere. Segue da cio che i prodolti inscritti nella sesta e nella set-
tima colonna rappresentano i sestupli dei volumi parziali degli
sterri e degli interri, e che le due somme di quelli e di questi
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devono essere divise per sei, per rappresenlare il complesso degli
sterri e degli interri da porsi rispettivamente nell'ottava e nella
nona colonna. :

214. Norme generali per il calcolo degli sterri e degli interri,
nel caso in cui la proiezione orizzontale della superficie del
terreno, che si vuol ridurre ad altra forma, ¢ una lunga lista
o zona, come succede per la costruzione di strade, di canali, di
argini e simili. — In questo caso, invece del piano quotato per
rappresentare i dati della quistione e per farvi sopra le operazioni
occorrenti pel calecolo di quelle lunghezze che servono a determi-
nare i domandati volumi, si sogliono adoperare i profili: un profilo
longitudinale, ossia una sezione verticale fatta secondo I'asse della
zona, nella quale sezione si vedono in conseguenza le due linee
secondo cui viene tagliata la superficie del terreno e quella in cui
questa si vuole trasformare; e varii profili trasversali o sezioni
fatte da piani verticali normali all’asse a distanza piit o men grande
le une dalle altre a seconda delle accidentalitd, in ciascuna delle
quali si vedono pure le due linee secondo cui ciascuno di questi
piani taglia la superficie attuale del terreno, e quella in eui essa
si vuol trasformare. Mediante questi profili, una volta determinate
le quote rosse, i_puuti di passaggio e le distanze orizzontali fra
i diversi vertici colle norme che vennero date nel capitolo 1V della
parte prima, riesce facile il determinare, ove occorra, la proiezione
orizzontale compiuta del terreno, e disegnare su di essa le inter-
sezioni della superficie attnale colla superficie di progelto, separare
gli sterri dagli interri, e quindi procedere al calcolo degli uni e
degli altri. Nei numeri che immediatamente seguono, premesse le
regole atte al calcolo dei movimenti di terra per la costruzione
di strade, di canali, di argini e simili, si fa vedere in qual modo
debbasi procedere nella pralica loro applicazione.

215. Metodo delle sezioni ragguagliate. — Si consideri un
solidlo ACBDFE (fig. 179) compreso fra due facce parallele e
verticali ACB e DFE, suppongasi che la superficie la quale limita
questo solido sia tale che, andando dalla prima alla seconda delle
detle facce verticali, le diverse sezioni crescano proporzionalmente
alla distanza orizzontale che hanno dalla sezione AGB, e si chiamino:

A la superficie della sezione estrema ACB,

A" la superficie dell’altra sezione estrema DFE,

I la distanza orizzontale TK fra queste due sezioni e

Vil volume domandato ACBDFE,
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Essendo « la distanza TP’ di una sezione qualunque A"C'B,
fatta nel solido parallelamente alle facce estreme, dalla prima sezione

ACB, per l'ipolesi stabilita si ha: che quella & maggiore di questa
di

che la superficie della sezione A"C'B’ vale

N—A
o

A

che il volume elementare, il quale si pud *considerare come un
prisma avente per area della sua base la trovata superficie e per
altezza dx, vien espresso da

4

Adz ]

rdx;

¢ finalmente che il domandato volume V risulta dall'equazione

l 4, . l
\-':Af d;}:-}—A—?—AJ zdg,
0 ' 0

pandohdy ).

9

d’onde

Questa formola dice che si calcola, col metodo delle sezioni rag-
guagliate, il volume compreso [ra due facce piane parallele, moltipli-
cando la distanza orizzontale delle due facce per la semi-somma
delle loro superficie.

Allo stesso risultamento si pud arrivare con considerazioni affatto
elementari. Immaginando percio costrutto un trapezio la cui altezza
ab sia eguale ad [, e le cui basi parallele ad e be siano tali da
conlenere Lante unita lineari quante sono quelle superficiali contenute
in A ed A", supponendo tagliato il solido con tanti piani paralleli
alle sezioni eslreme, assai vicini fra di loro, quali sono quelli
determinanti le sezioni A'C'B’,"A”C”B”,....., e supponendo anche

L’ARTE DI FABBRICARE. Geomelria pratice, ece. — 25.
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condotte nel (rapezio le rette a0, Bd G parallele alle hasi e
distanti da ad di quanto le sezioni nel corpo si sono fatte distanti
dalla faccia estrema ACB, facilmente si deducono le seguenti con-
seguenze: che per ipotesi le superficie delle sezioni A"C’B’, A“C"R”,
weer.. S0N0 maggiori della superficie A di quantita proporzionali alle
distanze orizzontali TP, TP”,.....; che, supponendo vicinissime fra
di loro le dette sezioni, i volumi compresi fra due sezioni parallele
successive si possono considerare come prismi avenli per basi le
medie aritmetiche fra le aree delle due sezioni che 1i comprendono,
e che per conseguenza sono dati da

— ACB4+AC'D 5 ACB 4 A”C" B

1P — = PP 9 SN vad i

che le rette E’—d’, c'a_’Td"H’,....., condotte nel (rapezio parallelamente alle
sue basi, per la teoria delle linee proporzionali, sono maggiori della
retta ad di quantita proporzionali alle distanze ad’,ad’,....., ¢ che
per conseguenza, rappresentando ad e bc tante unili quante sono
unita superficiali in ACBe DFE, anche ad, d’d’,...., devono con-
tenere tante unita quante sono unita superficialiin A'C’B’, A"C"B”,.....;
che le superficie dei trapezii aa'd'd, a’a”d"d,....., date da

—ad—+a'd ——5ddad”
R e Uil o S T

g SR

contengono tante unita superficiali quante sarebbero le unita cube
conlenute nei volumi ACBA'C/ B, AC'B°A”C”B”,.....; che sommando
le aree dei trapezii aa’d’d, a’a”d"d,....., ossia che trovando la su-
perficie del trapezio Lotale abed, si avranno lante unila guante
sono le unita cube nella somma dei volumi ACBA'C'B, A’C’B'A”C”R”,
..... ; e che finalmente il volume domandato V, dovendo contenere
tante unila cube quante sono unita nel trapezio abed di allezza
ab=1 e di basi ad e be lunghe rispettivamente tante unita quante
sono le unitd superficiali contenute in A ed A’, risulta dalla sta-
bilita formola (1), ossia dalla distanza fra le due sezioni estreme
ACB e DFE per la semi-somma delle loro aree.

Sovente avviene nelle pratiche applicazieni di dover trovare due
volumi ABCDEF ¢ GHIKEF (fig. 180), uno di sterro e P'altro d'in-
terro, compresi fra due facce piane verticali e parallele ABCD e
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GHIK, e di conoscere solamente le aree delle dette due facce
verticali e la loro distanza orizzontale 0Q). In questo caso € ne-
cessario di prima cercare quali sono le lunghezze dei due volumi
distinti, e per questa ricerca valgono le seguenti considera-
zioni. Se immaginasi condolta la orizzontale ag lunga come
0 Q, se elevansi ai suoi due estremi le perpendicolari ad e gk
lunghe rispettivamente tante unita quante sono le unita superficiali
contenute nelle due basi estreme ABCD e GHIK, e se Lirasi la
retta dFk, questa rella interseca la LTE in un punto e. Siccome poi
le perpendicolari a'd’, @’d’..... alla ag diminuiscono proporzional-
mente alle distanze ad’, aa”,..... da a, ne viene che le loro lunghezze
contengono tante unita quante sono unita superficiali nelle sezioni
ASBEDY: AR BUE DT fatte parallelamente alla sezione ABCD
con distanze orizzontali 0P'—ad’, 0P"=ad’,..... da questa. Segue
da cio che il volume dello sterro ABCDEF contiene tante unita
cube quante sono unita nell’area del triangolo aed; che il volume
dell'interro GHIKEF risulta di lante unita cube gquante sono unita
nell’area del triangolo gek; e che le lunghezze di questi due solidi
sono rispettivamente OP—ac e QP—=ge. Premesso questo, si
chiamino .

A, I'area della faccia ABCD,

. quella della faccia GHIK,

L la distanza GHQ_—@ fra le dette facce,

I, la lunghezza OP—ae del solido di sterro ABC DEF

I, 1a lunghezza QP —=ge del solido d’interro GHIKEF,

V, e V, i volumi degli ultimi indicati solidi.
Essendo le due rette ad e gk lunghe tante unita quante sono le
uniti superficiali contenute in A, ed A,, per la considerazione dei
due triangoli simili aed e gek si hanno le seguenti formole deter-
minatrici di [, e di [,

o LA,

s (T,
g.~—-_L_‘§‘_
Ay

Osservando ora che i due volumi ABCDEF e GHIKEF devono
rispeltivamente contenere tante unitd cube quante sono unita nelle
aree dei due triangoli aed e ge ki, o altrimenti che essi sono due



— 588 —

volumi da calcolarsi colla formola (1) nell'ipotesi della sezione
estrema EF di area nulla, si hanno le equazioni

i
\‘s :‘EA; E.‘
o )
Vi =3 Al
le quali, ponendo per [, e per [, i valori gia trovati, diventano
v B Ty P
*T9A,+A,
(2).
y LAt GLAY \
- SF ‘21’\5+A:

Queste formole, tradotte in linguaggio ordinario, danno origine
alla seguente regola: quando fra due sezioni verticali e parallele
trovansi due volumi, uno di sterro e l'altro d’interro, si ottiene
il primo moltiplicando la distanza delle due sezioni per il qua-
drato della superficie della sezione di sterro, dividendo questo
prodotto per la somma della superficie delle due sezioni e pren-
dendo ancora la meta del risultato; analogamente si oltiene il se-
condo, ciot si moltiplica la distanza delle due sezioni per il qua-
drato della superficie della sezione d’interro, si divide il prodotio
delle superficie delle due sezioni ¢ si prende la mela per la somma
dal risultato.

216. Volume del prismoide. — Sia ABCD (fig. 181) un tra-
pezio disposto in un piano orizzontale, e trovisi sovr’esso un solido
ABCDEFGH lateralmente limitato da quatiro piani verticali
ABFE, BCGF, CDHG e DAEH. Questo solido poi suppongasi
superiormente chiuso da una superficie sghemba, generata da una
linea retta la quale si muove passando per le due rette I'G ed
EH e conservandosi parallela al piano verticale AB FE preso come
piano direttore.

Se nel trapezio ABCD si conduce l'altezza DN e se nel definito
solido immaginasi fatta una sezione qualunque parallela al piano
direttore ABF E, evidentemente questa sezione risulta un trapezio
abfe. Se poi immaginansi pei punti H e G condotte le rette HE,
e GF, rispettivamente parallele a DA e CB, la prima incontrante
la ae ine e la seconda incontrante la b f in f;; si deduce dalla
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similitudine dei due triangoli Hee, ed HEE,, dalla similitudine
degli altri due triangoli Gff, ¢ GFF, e dalla teoria delle linee

proporzionali :

— == H — Da T E‘}
—EE, —*—=EE, — —=EE, =
SR, ‘DA ‘DN
— = Gf, = Cb _—= Dy
—FF, =t =FF,—=FF, —=
i NS, 0B ‘ DI

(1)

(2)-

Analogamente, supponendo condotta per D la retta DO parallela

a CB, si ha

Se ora chiamansi

(3).

p e g le due basi AB e DG del (rapezio nel quale proiettasi il

prismoide di cui vuoolsi il volume V,
h 'altezza D N del medesimg_tra_pfgio,_ =
a, b, c e d iquattro spigoli AE, BF, CG ¢ DH,.
si ha

BE,—a—d

FF,=b—c

AO=p—y.

Dicendo poi y la distanza Dg, del piano determinato dalla sezione

abfe, dal piano DGGH, risulla dalle (1), (2) e (5)

1
eei:(a—d)i

o

h=0—9%

Y

ah=(p—q)j.



— 590 —

Moltiplicando I'area del trapezio abfe per dy, si ha Pesill‘essi'nne
del volume elementare dV, e Uintegrale di quest’espressione fra
i limiti 0 ed & rappresenta il volume domandato V, cosicch, per
essere

ae=d+(@a—d) ¥

Tf:c+(b—c)%

— 1
ab=q+(p—q) ]

si ha

f d—+ (a— d),-{-—c-i— b—c

[q—i- p—q y]dy,

ossia ancora

h i I
-v:g<d;—c>f‘dy+(d+c><p §!§)+(a+b)qf*ydy
0 0

bi—er—
(p )¢ a-“;-h" : )ﬁ wrdy.

Effettuando le integrazioni e riducendo, si trova la formola

Qa+2b+c~+d qka+b+ac+fzd

il &
V==ygh e 19 (4),

la quale puo anche essere seritta
V= o @nto) a0+ 0+ 20) )

Alla formola (4) si puo anche arrivare, senza far uso d'integra-
zioni, col seguente metodo. Supponendo prolungati, lo spigolo Al AE
della quantita EI—=BF, lo spigolo BE della quantita FTE—=AE,
lo spigolo CG della quantita GL=DH e finalmente lo spigolo D H
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della quantita HM—=CG, le due verticali AT e BK risultano di egual
lunghezza, tali risultano pure le altre due DM e CL, le due rette
IK ed ML si trovano orizzontalmente disposte e, giacendo esse in
piani verticali paralleli, sono contenute in uno stesso piano IKLM.
Segue da cio che il solido ABCGDIKLM & un tronco di prisma a se-
zione retta trapezia: che, immaginando condotta per H la retta
HE,#parallela ad MI, risulta

che, essendo

— == He
ee, —EE, ==

HE
g

= He o la—1 By
EE, —A=KE, —

ic=1e,+ee,— HM+ce,,
e per Veguaglianza di CG con HM e di [, con ee,, si deduce
bf—ie; che analogamente deve risultare ‘we—Pkf; che i due tra-
pezii abfe ed ikfe componenti il reltangolo abki, avendo le
basi rispettivamente eguali e la stessa altezza, sono eguali; e
finalmente, che I'ullimo accennato rettangolo ha superficie doppia
di quella del trapezio abfe. Se ora s'immaginano condolli tanti
piani verticali paralleli al piano ABKI e vicinissimi fra di loro,
questi piani tagliano il solido proposto ABCD EF GH in tante fette
sottilissime ABbaEF fe, abb'deff’e,...... che si possono consi-
derare come prismi di piccolissima altezza, e tagliano il tronco di
prisma ABCDIKLM anche in tante fette sottilissime ABbalK/k1,
abb'aikk'v,..... le quali si possono pure considerare come al-
trettanti prismi di piccolissima allezza. Siccome poi i prismi, in
cui trovasi decomposto il solido di cui vuolsi il volume, hanno
basi meta delle basi dei prismi corrispondenti del tronco di pris-
ma a sezione retta trapezia, risulta che ciascuno di questi é ri-
spettivamente doppio di ciascuno di quelli e che, per conse-
guenza, il prismoide ABCDEFGH ¢ la meta del tronco di prisma
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ABCDIKLM. — Premesso questo, si ritengano le denominazioni
che in questo numero gia vennero stabilite per quanto si riferisce
alle basi ed all’ altezza del trapezio ABCD, ai quattro spigoli
AE, BF, CG e DH ed al volume domandato. Pel modo con cui
si ¢ formato il tronco di prisma ABCDIKLM, si ha

Al=BK=a+1b,
CL=DM=—c—d.

Siccome poi il volume cercato V vale la meta del volume del
tronco del prisma ABCDIKLM, il quale si compone dei due
tronchi di prisma ABDIKM e BCDKLM, le cui sezioni rette sono
rispettivamente i due triangoli ABD e BCD, aventi la stessa al-
tezza del trapezio AB CD, rammentando che il volume di un tronco
di prisma triangolare vien dato dall'area della sua base per il terzo
della somma dei tre spigoli, si ha Fequazione

ey EEN D+ (4D
lJ
i (ﬁ+b)+(f+d)+(u+d)
9’ 3
dalla quale, dividendo per 2 ed in seguilo a semplicissime ridu-
zioni, immediatamente si deduce la formola (4), che ¢ quella da
adoperarsi nella pratica per la determinazione del volume del
prismoide. 3
Allorquando la base ABCD del prismoide ABCDEFGH, invece
di essere un trapezio, ¢ un parallelogramma, si ha g—p, ed
allora la formola (4), determinatrice del volume V, diventa

\F:pha—-t.?—j?_itf (5).

Usservando che ph esprime l'area del parallelogramma , l'ultima
formola conduce a conchiudere che il volume del solido insistente
ad un parallelogramma orizzontale, chiuso lateralmente da quattro
piani verticali e superiormente da una superficie rigala avente per
piano direttore uno degli accennati piani verticali, vien dato, come
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pel tronco di prisma a sezione retta parallelogrammica (num. 140),
dall’area di base per il quarto dalla somma di quattro spigoli.
Se la base ABCGD del prismoide si riduce ad un triangolo, nel
qual caso =0 e d=¢, la formola (4) diventa

a~b—4c

V=ph 6 (6),

la quale equazione esprime che il solido si ¢ ridotlo ad un tronco
di prisma triangolare, perché, scomponendo il denominatore 6 in
2X 3 e ponendo il 2 divisore al prodotto ph, si ha appunto
I'area di base moltiplicata per il terzo della somma dei tre spigoli.

Soventi volte, nel calcolo dei volumi degli sterri e degli interri
avviene di dover considerare dei corpi, come EFGHIKLM (fig.
182), proietlantisi orizzontalmente in trapezii, come ABCD, chiusi
lateralmente da quattro piani verticali e limilali superiormente
ed inferiormente da superficic sghembe, generate da rette paral-
lele ai piani verticali ABKI ¢ DGLM. ln questo caso, ritenute
le denominazioni gia stabilile per quanto concerne '1lle basi ed
all'altezza del trapezio ABCGD, nel quale orizzontalmente proiellasi
il solido di cui vuolsi il volume, e chiamando rispettivamente

a, b, ¢ e d iquattro spigoli verticali WW(EL[]W

a, b, ¢ e d le lunghezze delle \CI‘IIL.’]]I AE BF, CG eDH
a’, b, ¢” e d” quelle delle verticali Al, BK, CL e DM,

V’ e V' i doe volumi ABCDEFGH ed ABGDIKLM, a
ciaseuno dei quali riesce applicabile la formola (4),
si_hanno le equazioni

Qa4+ 20"+ +d W 4042 42d
12 sk h_-_—_’]'_ﬂ_"— 2

V=ph

= i ‘2{6}!+Qbfr+cu+du +b” 2{:”-'-9'[3”
Vi=ph 9 —i—qi — —19

Soltraendo membro a membro queste equazioni ed osservando
che

»Uf '_vf - V
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V' —b=0b
¢l —¢ =—¢
d'—d =d,

si ottiene per formola determinatrice di V

V=ph Qj‘igf;L"‘_d gl a+ b”:_ g? c+2d :

che ¢ la stessa formola (4) applicata al caso pin generale della
pratica, in cui il prismoide proiettantesi orizzontalmenle in un
trapezio trovasi superiormente ed inferiormente chiuso da una su-
perficie rigata.

Analogamente la formola (5)vale anche pel caso di un solido
proietlantesi orizzontalmente in un parallelogramma chiuso lateral-
mente da quattro piani verticali e limitato da superficie rigale al
di sopra ed al di softo, quando per p ed A s’intendano rispettiva-
mente la base e I'allezza del parallelogramma nel quale proiettasi
il corpo, e quando per a, b, ¢ e d s'intendano i quattro spigoli
verticali del corpo.

217. Metodo delle altezze ragguagliate. — Alcuni pratici, in-
vece di applicare la formola (4) del numero precedente nel calcolo
del volume proiettantesi orizzontalmente in un trapezio, chiuso la-
teralmente da quattro piani verticali e chiuso superiormente ed ine
feriormente da superficie alle quali venne assegnala una genera-
zione geometrica nella deduzione della citata formela, usano mol-
liplicare l'area del trapezio in cui il solido si protetta per il quarto
della somma dei quattro spigoli, ed usano cosi il melodo delle al-
tesze ragguagliate. Questo metodo, applicato al calcolo del volume
del solido EFGHIKLM rappresentato nella figura 182, conduce
alla formola

i+=b~+c—+d
Ne== (‘H-|—.rn h w y
nella quale le lettere a, b, ¢, d, p, ¢, h e V hanno i significati che
loro vennero altribuiti nel precedente numero,

Quando il solido, invece di proiettarsi nel trapezio ABCD, si
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proietta in un parallelogramma, si ha ¢g—p, e I'nltima formola
si riduce a

b4c+d
Ve pn -z—r+ ,

come gia venne trovato nel precedente numero pel prismoide a
sezione retla parallelogrammica. ;

218. Calcolo degli sterri e degli interri per strade, canali,
argini e simili, col metodo delle sezioni ragguagliate. — Per
esegnire questo caleolo & necessario avere diversi profili tras-
versali del (erreno su cui si vuol costrurre l'opera progettata,
disegnare su questi la linea di progetto colle norme che vennero
date nel numero 55, e determinare i volumi di sterro e d'in-
terro compresi fra due sezioni successive, distinguendo i seguenti
quattro casi: 4" quando fra due sezioni successive il volume da
caleolarsi ¢ totalmente in rialzo ossia un interro; 2° quando fra
due sezioni successive il volume da calcolarsi & tlotalmente in
iscavo, ossia uno sterro; 3° quando fra due sezioni successive si
presentano due distinti volumi, ossia uno sterro ed un interro,
essendo pero tutta in rialzo una sezione e tutta in iscavo l'allra
sezione; 4 quando, in una sola oppure nell'una o nell’altra delle
due sezioni successive, il solido da calcolarsi si presenla per una
parte in rialzo e per una parte in iscavo.

Nel primo caso, qual ¢ quello rappresentato nella figura 183, si
calcolano le aree delle due figure ABCD ed A"B’C’D’; nella formola
(1) del numero 215 si pongono, invece di A I'area della prima figura,
invece di A" I'area della seconda figura ed invece di / la distanza
fra i due piani verticali in cui si trovano le due sezioni trasver-
sali ABCD ed A’B“C’D’. 11 valore di V, che cosi si trova, si as-
sume siccome rappresentante il volume del rialzo od interro da
farsi fra le stesse sezioni.

Nel secondo caso in cui le due sezioni indicano nno scavo (fig.
184), si trovano ambe le aree A ed A’ delle figunre ABCD ed
A'B’C’D’; si sostituiscono nella citata formola (1) del numero
245 questi valori di A e di A’, non che quello della distanza oriz-
zontale [ fra i piani verticali in cuni si trovano le dette sezioni;
ed il prodotto si assume siccome rappresentante il volume dello
scavo o sterro che fra esse si deve eseguire.

Nel terzo caso, essendo nota la distanza orizzontale L dei due
piani verticali in cui trovansi le due sezioni trasversali ABCD ed
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A’B"C'D’ (fig. 185), e gia essendosi calcolate le aree A, ed A,,
si otlengono i volumi V; del rialzo posto dalla parte della sezione
ABCD e V, dello scavo posto dalla parte della sezione A’B’¢’D’,
applicando rispettivamente la seconda e la prima delle formole
(2) del numero 215; ed i risultati a cui queste formole condu-
cono si assumono siccome rappresentanti i volumi dell'interro e
dello sterro da farsi fra le delte due sezioni (rasversali.

Nel quarto caso bisogna immaginare condolti pei punti di pas-
sagio P, () ed R (fig. 186), che vi sono sui profili trasversali, i
piani verticali rappresentali nelle loro (racce orizzontali PS, QT
ed RU parallele alla retta AB che unisce i punti che sono co-
muni ai profili trasversali ed al profilo longitudinale a cui questi
Lrovansi collegati, e considerare separatamente: il volume di sterro
corrispondente alle due sezioni PEF ed SIKL da calcolarsi colla
formola (1) del numero 415; i due volumi, il primo d'interro
corrispondente alla sezione PQA e I'altro di sterro corrispon-
dente alla sezione LBMTS, da oltenersi applicando le for-
mole (2) dello stesso numero; il volume di slterro corrispon-
dente alle due sezioni QVR ed MNUT, da trovarsi colla citala
formola (1); ed i due volumi, uno d’'interro e 'altro di sterro cor-
rispondenti rispettivamente alle due sezioni RDG ed NHGU fa-
cili a calcolarsi coll’applicazione delle indicate formole (2).

Presentandosi il caso di dover eseguire col melodo delle sezioni
ragguagliate il calecolo di sterri e d'interri per la costruzione di
strade, di canali, di argini e simili, dove queste opere devono
presentare degli andamenti curvilinei, si procede con un metodo
in tutto analogo a quello che gia venne esposto nell'ipotesi che fra
due sezioni successive le opere a cui i caleoli si riferiscono, se-
guano un andamento rettilineo. Quando due sezioni successive
sono lali da appartenere o lutte e due ad uno scavo, o Lulle e
due ad un rialzo, oppure una totalmente ad uno scavo e laltra
totalmente ad un rialzo, si assume per loro distanza lo sviluppo
della curva costituente la direltrice orizzontale della superficie ci-
lindrica in cui trovasi il profilo longitudinale, al quale trovansi
collegate le due sezioni trasversali che si considerano. Quando poi
in una sola, oppure nell'una e nell’altra di due sezioni succes-
sive, si presentano contemporaneamente degli scavi e dei rialzi,
invece di separare gli sterri dagli interri con piani verticali, si
devono essi dividere mediante superficie cilindriche, generate da
rette verticali, che si muovono sopra curve parallele a quella co-
stituente la gida accennata diretlrice orizzontale; ¢ per lunghezze
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dei solidi parziali compresi fra queste superficie cilindriche si
possono assumere quelle delle direttrici orizzontali di superficie
cilindriche equidistanti da quelle che limitano gli stessi solidi.

219. Calcolo degli sterri e degli interri per strade, canali, ar-
gini e simili, scomponendoli in prismoidi. — Allorquando nel eal-
colo degli sterri e degli interri, per I'esecuzione di un lavoro re-
lativamente al quale si hanpno il profilo longitudinale e parecchi
profili trasversali, si vuol arrivare a risultamenti pia esatti di
quelli a cui conduce il metodo delle sezioni ragguagliate, conviene
generalmente dividere i solidi di cui si vuole la cubatura in pris-
moidi, caleolare i volumi di questi solidi colle formole che ven-
vero date mel numero 216, e sommare separatamente fra di loro
sia i volumi che rappresentano sterri, sia quelli che rappresen-
tano interri.

Allorquando & quistione di trovare il volume d’interro compreso
fra due sezioni successive, quali si vedono ribattute sul piano oriz-
zontale di proiezione nella figura 187, si procede come segue;
si conducono pei punti B ed E, che sono i punti appartenenti
simultaneamente al profilo longitudinale ed ai profili trasversali le
rette VX ed YZ perpendicolari a BE e rappresentanti le proie-
zioni orizzontali dei detti profili; dai punti A e G, D ed F siab-
bassano rispettivamente delle perpendicolari su VX e su YZ, e
si hanno in A’C” ¢ D'F le‘pruiezi(mi orvizzontali di detti profili;
si eonducono le rette A"D” e C'F” onde far risultare il trapezio
A’C’F'D’, che si pud ritenere siccome’ rappresentante la proie-
zione orizzontale del total solido da caleolarsi; e si conducono
da tutli i verlici, tanto delle due linee del terreno quanto di
quelle del progetto, tante rette parallele a BE, le quali rappre-
sentano le tracee orizzontali di tanti piani dividenti il total vo-
lume da calcolarsi in parti facilmente calcolabili. 11 volume I, pro-
ieltato orizzontalmente nel trapezio A’G"H’D’, ¢ facile a calco-
larsi colla formola (4) del numero 246, giacche le lunghezze con-
Llenute nel secondo membro di questa formola sono rappresentate
da D'H’ la base p & da A’G’ la base q; da H' G Valtezza h;
da zero lo spigolo a corrispondente al vertice D’, da HE lo spigolo
b corrispondente al vertice H', da Gy lo spigolo ¢ che corrisponde

- al vertice G" e da zero lo spigolo d il quale corrisponde al ver-
tice A”. — II volume II proiettato nel rettangolo H'K'I'G" si
puo anche calcolore colla citata formola (4), ma piu semplice-
mente colla formola (5) ponendo in essa, invece di p il lato H'I,
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invece di & il lato K'T’, invece di a, b, ¢ e d le lunghezze o
quote rosse Hh, Kk, Ii e Gg. — I volumi IIL, IV, V e VI, pro-
iettandosi orvizzontalmente in aree retlangolari, si calcolano come
il volume II; ed il volume VII, il quale proiettasi orizzontalmente
in un trapezio, si ottiene come il volume I

Quoando trattasi di ealeolare non un volume d’interro, ma sih-
bene un volume di sterro, il metodo da seguirsi non differisce
punto da quello ora esposto, e, fermando I'attenzione snlla figura
188, agevolmente si conosce: doversi calcolare i volumi I e IX,
i quali si proiettano orizzontalmente su aree lrapezie, come si ¢
detto pel volume I del caso precedente: e doversi calcolare i volumi
intermedii I, III, IV, V, VI, VII e VIII, che orizzontalmente si
proiettano su figure rettangolari, come si ¢ indicato pel velume IL

Nel caso in cui una delle due sezioni (fig. 189) si presenta
tutta in interro e l'altra tutta in isterrn, due volumi di diversa
nalura, ossia un primo d'interro ed un secondo di sterro, sono
da calcolarsi; ed importa innanzi tutto di procedere a delerminare
sul piano la linea di passaggio, ossia quella che demareca il sito
in cui finisce l'interro per incominciare lo sterro,

Incominciando dal determinare il punto di passaggio posto sulla
retta orizzontalmente proiettata in AB, si osserva che, immagi-
nando il piano verticale avente per (raccia orizzontale la detta
retta, questo piano taglia la superficie del terreno secondo una
linea che, per l'ipotesi stabilita nel numero 216 per la deduzione
del volume del prismoide, ¢ una relta rappresentabile in A, B,, e
taglia la superficie dell’opera progettata pure secondo una retta
rappresentabile in @, 0,. I due punti A, ed @, sono su una stessa
verticale lunga come Aa, i due punti B, e b, sono pure su una
medesima verticale lunga come Bb, la distanza a’b” fra le delte
verticali egnaglia la distanza orizzontale AB fra le due sezioni
considerate; e, per essere simili i due triangoli A, m"a, e Bm b,,
nei quali sono note le due quote rosse A,a,—Aa e B,b,—Bb non
che la distanza orizzontale ”’b"—AB che indico rispettivamente
colle lettere 4, s ed L, risulta facile il calcolo delle lunghezze
a/m’ e b'm’ le quali vengono date da

T LE:

RNt =
i—$
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_m-
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La somma di queste due lunghezze da la distanza A B=1, e, por-
tando il valore di a’m’ in Am, si ottiene in m il punto di pas-
saggio domandato, ed i valori di ’'m” e di b'm’ rappresentano
le distanze orizzontali di questo punto di passaggio dalle due se-
zioni trasversali fra cui si trova. — Il metodo seguito per la de-
terminazione del punto di passaggio m vale per fissare le posizioni
degli altri punti di passaggio », p e ¢. Per giungere ora a sta-
bilire la proiezione orizzontale del fondo del fosso che si sup-
pone esistere nelle parli in iscavo, della sua controscarpa e della
parte di scarpa del rialzo che ancora manca, si pud tenere la se-
guente via: per il punto C in cui la retta H'I’, rappresentante
lo spigolo interno del fondo del fosso, incontra la linea KE, rap-
presentante sulla sezione in interro la scarpa sinistra dell'opera
da farsi, si conduca la retta ausiliaria CD lunga come la larghezza
del fondo del fosso e si tiri la retta FD; si trovi il punto di pas-
saggio r, supponendo che dD valga i e che F/ valga s; unendo
r con G’, proiezione di G su BG’, si ha in »G'F’ la proiezione
orizzontale della controscarpa; e, unendo ¢ con E’, proiezione di
E su AE’, si ottiene in ¢ E’I” la proiezione orizzontale della parte
di searpa che manca a completare tutla la scarpa sinistra dell’in-
terro fra le due sezioni trasversali considerate. Il metodo tenuto
per determinare la linea di padsaggio mnp qr facilmente conduce
anche alla determinazione dell’altra parte mstuva.

Separato cosi il solido d'interro dal solido di sterro, agevol-
mente si vede che, tanto l'uno quanto l'altro si compongono di
tante parti che”si proiettano sul piano orizzontale in trapezii ed
in triangoli, e che quindi assai facilmente si possono determinare
colle formole (4) e (6) del numero 216.

Quando finalmente devesi calcolare un movimento di terra tale
che in una sezione si presenta parte in interro e parte in isterro,
e che nell’altra sezione si mostra o tulto in isterro (fig. 190) o
Ltutto in inlerro, od anche parte in isterro e parte in interro, si
cerca ancora la linea di passaggio, e sempre si ottengono dei vo-
lumi proiettantisi in trapezii, in rettangoli ed in triangoli, che si
sanno calcolare colle formole (4), (5) e (6) del gia citato numero
216. In questo casq la proiezione M’ del punto di passaggio M
sulla retta AB’, rappresentante la proiezione orizzontale del pro-
filo trasversale in cui trovasi il detto punto di passaggio, & gia
un punto della linea di passaggio segnata in M'pgrs.

Avvenendo che fra due sezioni successive sia curvilineo I'an-
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damento del profilo longitudinale a cui trovansi collegate le due
sezioni trasversali che si considerano, bisogna operare la scom-
posizione dei solidi d'interro e di sterro che fra tjueste sezioni si
trovano, non gid cou piani verticali, ma sibbene con superficie
cilindriche a generatrici verlicali, aventi per direttrici delle eurve
parallele a quella che costituisce la direltrice orizzontale della
superficie cilindrica nella quale esiste il detto profilo longitudi-
nale. Le lunghezze delle accennate curve costituiscono gli ele-
menti da porsi invece delle altezze h nell'applicare le formole (4)
(5) e (6) del numero 216 al calcolo dei volumi parziali.

La formola (5) del numero 216, conveniente alla determinazione
del volume del prismoide proiettantesi orizzontalmente in un pa-
rallelogramma, puo essere scritla

i 2 05 q_(ﬁ—;_d)
V= h
Q r

¢ siccome

p(ac—Jf—b) 4 Q(G;—d) rappresentano rispettivamente le

aree delle due facce parallele EFKI ed HGLM (fig. 182) distanti
fra loro di h, si vien a conchindere che il volume dell’accennato
prismoide si puo anche ottenere applicando il metodo delle sezioni
ragguagliate. Segue da cio che, avendosi diversi prismoidi proiet-
tantisi orizzontalmente in rettangoli di eguale altezza, il volume del
loro complesso risulta dalla semi-somma delle aree dei due poligoni
paralleli fra cui essi si trovano per la della altezza eguale alla
distanza dei piani verticali in cai gli indicati poligoni®sono con-
tenuti. Quest’osservazione permette di semplificare il caleolo de-
gli sterri e degli interri mediante la scomposizione in prismoidi
nei due casi rappresentati nelle figure 187 e 188, giacché con un
sol calcolo si possono oltenere, Lanto i volumi II, LI, IV, V e VI
della figura 187, moltiplicando la semi-somma delle aree delle due
figure GLIBg ed HMmEh per la distanza orizzontale BE fra le
due sezioni in eni esse si trovano, quanto i volumi II, I, IV, V,
VI, VII ed VII della figura 188, col moltiplicare la semi-somma
delle aree delle due figare GgAlIL ed HABmM per la loro distanza
orizzontale AB.
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¢ principalmente dei volumi delle volte.

150, Assunto del presente capitolo . . . . TR N e
151. Volume dei cilindri e dei tronchi di CIllndl'D st 308
152. Volume degli spicchii cilindrici . . . I ST, N e 309
153, Volume dello spiechio cilindrico mcump]eto ; SRS . 315
154. Volume del ecuneo cilindrico . . . s e i 314
155, Volume dei coni e dei tronchi di cono . . . . 316
156. Volume dell'unghia conica 5 317
157. Volume della sfera e delle sue paru i
158, Volume del cuneo sferico 319
159, Volumi degli ellissoidi - o 320
160. Regola di Guldino per ottenere i \o!uml dm so!ndl dl nvolunone 521
161. Metodi approssimati per Ia valutazione dei solidi di rivoluzione . . 323
162, Volume compreso fra dune superficie cilindriche concentriche, una loro

sezione retta ed una porzione di elicoide a piano direttore 324
163. Metodi approssimati per la valutazione di volumi qualunque . 325
164. Volume compreso fra la superficie d’intrados d’una volta a bolte ed

il suo piano d'imposta 327
165. Volume compreso fra la superficie d’ lntrados d una \'blta a cullo rI oca

ed il piano orizzontale passante per la sna generatrice piii bassa . 328
166, Volume compreso fra la superficie d’intrados di una vélta anulare ed

il suo piano d’imposta 3 i
167. Volume compreso fra la superficie d’inlrados d: una \'Nta ehcmda]e

ed il piano orizzontale passante per la sua generalrice pilt bassa . 329
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elicoidale e la superficie dell’elicoide a piano direttore, determinata
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suo piano d'imposta 5 331
170. Volume compreso fra la superﬁme d'mlrados d’l.ma w)lla conotdma ed

il suo piano d'imposta . e ivi
171. Yolume compreso fra la snperﬁme d' 1ntradns ed il plano d’ 1mposla

d’'una voita con strombature ; , e 353
172. Volume compreso fra la superficie d imr:ldos ed 1l piano (l'lmposta

di upa volta a bacino su pianta circolare Ak 1 334
173. Volume compreso fra la superficie d’intrados ed il piano d’ impas!a d1

una volta a bacino su pianta ellitlica e su pianta ovale . 335
174, Volume compreso fra il piano d'imposta e la snperﬁcie d'intrados d'una

volta a conca ivi
175. Volume compreso fra la superﬁme [] mlrados ed 1! piano d [mposla d1

una volta a vela sferica el sl 337
176. Volume compreso fra la superficie d’:ntrados ed ll plano d'mlposla d:

una vOlta a vela sferica coprente un poligono regolare ivg
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177, Volume compreso fra la superficie d”intrados ed il piano d’imposta

d’una vblta a vela sferica su pianta rettangolare . . | . Pag. 338
178. Volume compreso fra la superficie d’intrados ed il piano d'i ll]’l]][)sta

d'una vdlla a vela su pianta rettangolare coll’intrados generato da

un arco di circolo di forma variabile . . . . . » 330
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una volta a padiglione . . . sl T e e RS s
180. Volume compreso fra la superficie d’ mlradas ed il piano d’ imposta

d’una volta a padiglione su pianta regolare . . . & Calle m AR
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d’una vblta a padiglione sopra schifo . . . v
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d’una vblta a crociera su pianta regolare e con unghie cilindriche . » 344
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Geometria pratica applicata all'arte
del costrutiore.

A »

Allineamento determinato da due punti
molto lontani, e tali che da uno di
essi non si possa scoprire l'altro,
pag. 14 n. 5.

Angolo di due direzioni che vengono ad
intersecarsi in un punto inaccessi-
bile ed invisibile e determinazione
di questo punto, pag. 21 n. 7.

Area delle figure piane, da pag. 119 a
162 e da n. 62 a 86.

Arco circolare, pag. 65 n. 24,

C

Calotta Sferica: sua superficie, pag. 193
n, 94.

Cilindri retti ed obliqui: loro superficie,
pag. 163 n. 88.

Cilindri e tronchidi cilindro: loro volume,
pag. 508 n, 151

Circolo: sua area, pag. 131 n. 70.

Condizioni a ecni deve soddisfare una
curva policentrica per essere ben
tracciata, pag. 68 n. 25,

Condizioni atte a rendere determinato il
problema di deserivere una semi-
ovale, conoscendosi la corda e la
monta, pag. 70 n, 27,

Condizioni dietro le quali si pud deter-
minare la linea di progetto sui pro-
fili longitudinali, pag. 108, n. 54.

Condizioni dietro le quali si pud deter-
minare un piano costituente la su-
perficie di progetto in un'operazione
di spianamento, pag. 565 n. 206,

Coni retti ed obliqui: loro superficie,
pag. 188 n. 92.

Coni e tronchi di cono: loro volume, pag.
316 n. 155,

Coordinate dei vertici di un poligono rile-
valo per camminamento, pag. 9 n. 3.

Coordinate dei vertici di una rete trigo-
nometrica stabilita fra due punti
dati, pag. 12 n. 4.

Coordinate dei centri di una semi-ovale
¢ raggi dell’arco culminante e del-
Parco che lo precede, pag. 72 n. 29,

Coordinate di un punto qualunque di
una semi-ovale e principalmente dei
punti di raccordamento degli archi,
pag. 75 n. 31.

Corona circolare: sua area, pag. 135 n. 70.

Cuneo cilindrico: suo volume, pag. 514
n, 154.

Cuneo sferico: suo volume, pag. 319 n,
158.

Curve direttrici, da pag. 64 a 100 e da
n. 22 a 45.

Corve policentriche, da pag. 68 a 90 e
da n, 25 a 41.

D

Descrizione di una semi-ovale a qualsi-
voglia numero di centri, pag. 71
n. 28,

Determinazione di piit punti posti su una
retta di data pendenza, pag. 116
n. 61.

Distanza ovizzontale fra due punti molto
lontani e tali che da uno di essi non
si possa scoprire l'altro, pag. 20 n. 6.

E

Elementi necessarii alla costruzione di un
arco circolare per punti, pag. 34
n 11.
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Ellisse: suo tracciamento e suo sviluppo,
pag. 90 n, 40, pag, 91 n. 41, pag. 96
n. 42,

Ellisse: sua avea, pag. 135 n. 73.

Elissoidi : loro superficie, pag. 195 n. 96;
loro volume, pag. 520 u. 159,

Elica: suo tracciamento e suo sviluppo,
pag. 98 n. 43 e pag. 99 n, 44,

Elicoide a piano direttore : sua superficie,
pag. 218 n, 99; volume compreso fra
le due superficie cilindriche che lo
racchindono, una loro sezione retta
ed una porzione della superficie eli-
coidale, pag. 324 n. 162,

{3

Figure piane contorniate da linee curve
qualunque: loro area, pag. 139 n. 74
e pag, 140 n. 75,

Fuso cilindrico: sua superficie, pag. 165
n. 89.

Fuso cilindrico incompleto : sua superficie,
pag. 180 n. 90.

Fuso sferico: sua superficie, pag. 193
n. 94.

G -
Ghiaie e sabbie: loro volume, pag. 207
n. 144. i

Incontro di un profilo trasversale colla
superficie cilindrica avente per diret
trice una data risvolta ed avente le
sue generatrici verticali, pag. 115
n. 60

Indeterminazione del problema di descri-
vere una semi-ovale quando si cono-
scono la corda e la monta, pag. 68
n. 26.

Interri e sterri: loro volumi, fla pag. 362

¢ 4 400 e da n. 202 a 219,

Interri e sterri per spianamenti di terreni,
pag. 383 n. 215,

Interri e sterri per strade, canali, argini e
simili. eol metodo delle sezioni rag-
guagliate, pag. 395 n. 218,

Interri e sterri per strade, canali, avgini
e simili, scomponendoli in prismoidi,
pag. 397 n. 219,

Intersezione di due rette date colle ordi-
nate dei loro estremi, pag. 101 n. 47.

Intersezione di due rette di pendenza co-
gnila e partenti da due punti dati
sulla stessa verticale, pag. 102 n, 48.

Intersezione di due rette di pendenza data
e partenti da due punti di cui si co-
noscono la distanza orizzontale e le
ordinate, pag. 102 n. 49.

L

Legnami squadrati ricavabili dai fusti na-
turali delle piante: loro volume, pag.
300 n. 145,

Linea di progetto sui profili longitudinali,
pag. 104 n. 51.

Linea di passaggio quale deve essere de-
terminata nelle operazioni per spia-
namenti, pag. 379 n. 212,

Luughezze orizzontali delle scarpe nei pro-
fili trasversali, pag. 113 n. 58,

Metodo delle sezioni ragguagliate per il
calcolo degli sterri e degli interri,
pag. 384 n. 215,

Metodo delle altezze ragguagliate per il
calcolo degli sterri e degli interri,
pag. 394 n. 217.

Mezza circonferenza di circolo, pag. 64
n. 23, *

Misura di distanze e tracciamento di alli-
neamenti, da pag.7 a53edan. 1 a9,

Misura e tracciamento di linee curve sul
terreno, da pag. 34 a 63 e da n. 10
a 21,

Misura delle risvolte circolari, pag. 57
n. 20

Misura delle risvolte paraboliche, pag. 62
n. 21

Misura dello sviluppo di curve qualun-
que con metodi d’approssimazione,
pag. 62 n, 21,

Misura, tracciamento e sviluppo delle
curve diretirici, da pag. 64 a 100 e
da n. 22 a 44.

Misura delle superficie piane, da pag. 119
a 162 e da n. 62 a 86.

Misura della superficie curve o principal-
mente della superficie delle volte, da
pag. 162 a 291 e da n. 87 a 137,

Misura dei volumi dei solidi poliedrici, da
pag. 292 a 307 e da n. 138 a 149.

Misuara dei volumi dei solidi terminati da
superficie curve, e principalmente dei
volumi delle volte, da pag. 507 a 362
e dan. 150 a 201.

Misura dei volumi degli sterri e degli in-
terri, da pag, 362 a 400 e da n. 202
a 219,

Muri pieni: loro volure, pag. 300 n. 146,
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Muri con speroni: loro volume, pag. 303
n, 147.
Muri riuniti:loro volume, pag. 504 n. 143.

O

Ordinata di un punto qualunque di una
relta data colla sua pendenza e col-
Pordinata di un suo punto, pag. 101
n, 46.

Ordinate rosse e quote rosse nei profili
longitudinali, pag. 105 n. 52.
Ordinate nere nei profili trasversali, pag.

111 n. 56.

Ordinate rosse e quole rosse nei profili
trasversali, pag. 112 n, 57.

Ordinate dei vari punti di un piano, posti
su una direzione qualunque e su una
serie di direzioni fra loro parallele,
pag. 370 n. 208,

Ordinate rosse e quote rosse determinate
nelle operazioni per spianamenti,
pag. 275 n, 211.

Ovali: loro tracciamento e loro sviluppo
da pag. 68 a 90 e da n. 25 a 39; loro
area, pag. 134 n. 71,

i

Pendenza di una retta, pag. 100 n. 45.

Pendenza di una retta qualunque conte-
nuta in un piano dato, pag. 369
n., 207.

Pendenza di una superficie, pag. 365
n. 205,

Pendenza di una retta in funzione delle
ordinate di due dei suoi punti ¢ della
loro distanza orizzoutale, pag. 100
n. 45.

Piano quotato per operazioni di spiana-
menti, pag. 364 n. 204,

Piramide : suo volume, pag. 296 n. 141.

Piramide sferica: suo volume, pag. 318
n. 157.

Planimetri, da pag. 146 a 162 e da n.
79 a 86.

Planimetro ortogonale, da pag. 146 a 153
e da n, 80 a 82,

Planimetro polare, da pag. 153 a 161 e
da n. 85 a 85

Poliedro qoalunque: suo volume, pag.
297 n. 143.

Poligono regolare: sua area, pag. 126
n. 65.

Poligono qualunque : sua area, quando si
conoscono le eoordinate dei suoi ver-
tici rispetto a due assi ortogonali,
pag. 126 n. 66.

oligono rilevato per irradiamento: sua
area, pag. 127 n, 67.

Poligono rilevato per camminamento: sua
area, pag. 128 n. 68,

Poligono rilevalo per intersezione: sua
area, pag. 130 n. 69,
Poligono qualunque: sua area desumen-
dola dal lipo, pag. 143 n. 77.
Prisma: suo volume, pag. 293 n. 139.
Prismi)(;ige: suo volume, pag. 388 n.
Profili e loro trasformazione, da pag. 100
a 118 e da n. 45 a 62.

Punti di passaggio nei profili longitudi-
nali, pag. 107 n, 53.

Punti di passaggio vei profili trasversali,
pag. 115 n. 58

Q

Quadrilatero: sua area, pag. 122 n. 64.
Quote rosse nei profili longitudinali, pag.
105 n. 52.
Quote rosse nei profili trasversali
HO w51 i
Quote rosse nelle operazioni per spiana-
namenti, pag. 375 n, 211.

R

Raggi dell’ arco culminante e dell’ arco
che lo precede, e coordinate dai
centri di una semi-ovale, pag. 72
n. 29,

Raggi di una semi-ovale a tre centri coi
suoi tre archi della stessa ampiezza,
pag. 81 n. 35.

Rete ortogonale nella formazione del piano
quotato per operazioni di spiana-
menti, pag. 371 n. 209.

Risvolte, da pag. 54 a 63 e da n. 10
a 21.

Risvolte circolari passanti per un punto
preso su una delle due direzioni da
raccordarsi, pag. 37 n. 12.

Risvolte circolari passanti per un punto
preso fuori delle due direzioni da
raccordarsi, pag. 38 n. 135.

Risvoltescircolari di raggio dato, pag. 40
n. 14,

Risvolte circolari tracciate col metodo
delle perpendicolari alla tangente,
pag. 40 n. 15

Risvolte circolari tracciate col metodo
delle seganti, pag. 44 n. 16.

Risvolte circolari in galleria, pag. 49
i if

Risvolte circolari successive, pag. 51 n, 18,

Risvolte paraboliche, pag. 52 n. 19,
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S

Sabbie e ghiaie: loro volume, pag. 297
n. 144,
Segmento circolare: sua area, pag. 151

n. 70.

Segmento ellittico: sua area, pag. 135
n, 73.

Segmento parabolico: sua area, pag. 134
n. 72,

Segmento sferico: suo volume, pag. 318
n. 157.

Semi-ovali, da pag. 68 a 90 ® da n. 25
a 39,

Semi-ovali cogli archi della medesima
ampiezza, lendenti a confondersi
colla mezza ellisse avente i semi-assi
eguali alla semi-corda ed alla monta
della semi-ovale a deseriversi, pag.
76 n. 32, pag. 79 n. 35.

Semi-ovali a tre centri coi lore tre archi
della stessa ampiezza, pag. 80 n, 34,

Semi-ovali cogli archi della stessa am-
piezza e coi raggi crescenti in pro-
gressione aritmetica, pag. 84 n. 37,

- pag. 85 n. 38.

Semi-ovali cogli archi presso a poco della
medesima lunghezza, pag. 88 n. 59,

Semi-ovali: loro area, pag. 154 n. 71.

Settore circolare: sua area, pag 131
n. 70.

Settore sferico: suo volume, pag, 318 n.

Sfera: sua superficie, pag. 192 un. 94;
suo volume, pag. 317 n. 157.
Spianamenti, da pag. 362 a 384 e dan.

203 a 213,

Spicchii cilindrici: loro volume, pag, 309
n. 152

Spicchio eilindrico incompleto: suo vo-
lume, pag. 313 n. 153.

Spicchio sferico: suo volume, pag. 317
il 1

Sterri ed interri: loro volumi, da pag.
362 a 400 e da n. 202 a 219,

Sterri ed interri per spianamenti di ter-
reni, pag. 383 n. 213,

Sterri ed interri per strade, canali, ar-
gini e simili, col metodo delle sezioni
ragguagliate, pag. 395 n. 218,

Sterri ed interri per stfade, canali, ars
gini e simili, scomponendoli in pris-
moidi, pag. 397 n. 219,

Superficie piane, da pag. 119 a 162 e
da n. 62 a 86.

Superficie curve, da pag. 162 a 201 e
da n. 87 a 137,

Superficie di rivoluzione, pag. 214 n. 97
e pag. 216 n. 98,

Superficie qualunque, pag. 222 n. 100.

Superficie di progetto in un easo parti-
colare di operazioni per spianamenti,
pag. 374 n. 210.

SviluppoQ delle risvolte circolari, pag. 57
n. 20.

Sviluppo delle risvolte paraboliche, pag.
62 n. 21,

Sviluppo di curve qualungue con me-
todi &’ approssimazione , pag. 62
n. 21.

Sviluppo delle curve direttrici circolari,
pag. 65 n. 24.

Sviluppo degli archi diversi componenti
una semi-ovale e lunghezza della
curva intiera, pag. 74 n. 30.

Sviluppo di una semi-ovale a tre centri
coi suoi tre archi della medesima
ampiezza, pag. 83 n. 36.

Sviluppo di una semi-ellisse, pag. 91 n,
41, pag. 96 n. 42.

Syiluppo di un arco d’elica, pag. 99
n. 44.

T

Tracciamento di allineamenti e misura di
distanze, dapag. 7Ta33edan. 129,

Tracciamento di una linea poligonale sul
terreno, pag. 23 n, 8.

Tracciamento di una galleria in direzione
rettilinea, pag. 28 n. 9.

' Tracciamento di linee curve sul terreno e

misura del loro sviluppo, da pag. 34
a65edan 10a 21.

Tracciamento delle risvolte eircolari col
metodo delle perpendicolari alla tan-
gente, pag. 40 u. 15.

Tracciamento delle risvolte eircolari col
metodo delle seganti, pag. 44 n. 16.

Tracciamento delle risvolte eircolari in
galleria, pag. 49 n. 17.

Tracciamenlo e misura dello sviluppo
delle curve direttrici, da pag. 64 a
100 e da n. 22 a 45.

Tracciamento dell’ellisse, pag. 90 n, 40.

Tracciamento dell’elica, pag. 98 n. 43,

Tracciamento di due rette passanli per
due punti dati ed aventi pendenza e
contropendenza eguali,pag. 105 n, 50.

Traceiamento della linea di progetto suun
profilo longitudinale, pag. 104 n. 51,

Tracciamento della linea di progetto sui
profili trasversali, pag, 109 n, 55,

Travi: loro volume, pag, 300 n. 145.

Triangolo: sua area, pag. 120 n. 63.

Triangul&sferico: sua superficie, pag. 194
n.

Tronco di prisma: suo volume, pag. 293

n. 140.
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Tronco di piramide a basi parallele : suo
yolume, pag. 296 n, 142,

U

Unghia cilindrica : sua superficie, pag 182
n. 91

Unghie coniche : loro superficie, pag. 192
n. 93 ; loro volume, pag. 317 n. 156,

Unghie sferiche : loro superficie, pag. 194
n. 99.

- v

Vani praticati nei muri: loro volume, pag.
306 n. 149.

Vertice dell’angolo di due direzioni che
vengono ad interseearsi in un sito
inaccessibile ed invisibile, pag. 21
T |

Voltate e deviazione dei lati di una linea
poligonale rilevata per cammina-
mento, pag. 7 n. 2. :

Volte: loro superficie, da pag. 222 a 291
e dan. 101 a 237.

Volte: loro volume, da pag. 527 a 362 e
da n. 164 a 201.

Volte a botle: loro superficie, pag. 222 n,
101 ; loro volume, pag. 527 n. 164,

Volte a collo d'oca: loro superficie, pag.
225 n. 102; loro volume, pag. 328
n. 165.

Volte anulari : loro superficie, pag. 225 n.
103 ; loro volume, pag. 328 n. 166.

Volte elicoidali: loro superficie, pag. 226
n. 104; loro volume, pag. 329 n.
167.

Volte anulari ed elicoidaliz loro superfi-
cie, pag. 228 n. 105; loro volume,
pag. 330 n. 168,

Volte coniche : loro superficie, pag. 229 n,
106; loro volume, pag. 351 n. 169.

Volte conoidiche: loro superficie, pag.
2531 n. 107; loro volume, pag. 331
n. 170.

Volte con strombature: loro superficie,
pag. 232 n. 108; loro volume, pag.
333 n. 171,

Volte a bacino su pianta circolare: loro
superficie, pag. 234 n, 109; loro vo-
lume, pag. 354 n, 172,

Volte a bacino su pianta ellittica e su
pianta ovale: loro superficie, pag.
237 n. 110; loro volume, pag. 335
0, 173,

Volte a conea: loro superficie, pag. 238
n. 111 ; loro volume, pag. 335 n. 174,

Volte a vela sferiche: loro superficie, pag.
241 v, 112; loro volume, pag. 337
n. 175,

Volte a vela, sferiche, su pianta regolare :
loro superficie, pag. 241 n. 113 ; lore

: volume, pag. 337 n. 176.

Volte a vela, sferiche, su pianta rettango-
lave : loro superficie, pag. 242 .
114; loro volume, pag, 338 n. 177,

Volte a vela, sferiche, su pianta retlango-
lare coll'intrados generalo da unarco
di circolo di forma variabile: loro
superficie, pag. 343 n. 115 ; loro vo-
lume, pag. 339 n. 178,

Volte u padiglione: loro superficie, pag.
245 n. 116; loro volume, pag. 530
n. 179. 3

Volte a padiglione su pianta regolare:
loro superficie, pag. 245 n. 117 ; lore
volume, pag. 340 n. 180.

Volte a padiglione su pianta rettangolare:
loro superficie, pag. 248 n 118 loro
volume, pag. 341 n. 181,

Vélte a botte con teste di padiglione : laro
superficie, pag. 255 n, 119 ; loro vo-
lume, pag. 341 n. 182,

Volte a botte con teste di padiglione su
pianta rettangolare; loro superficie,
pag. 257 n. 120; loro volume, pag.
342 n. 183,

Volte a schifo: loro superficie, pag. 258
n. 121 ; loro volume, pag, 342 n. 184,

Volte a schifo su pianta rettangolare : loro
superficie, pag. 260 n. 122; loro vo-
lume, pag. 343 n. 185,

Volte a padiglione sopra schifo: loro su-
perficie, pag. 261 n, 125; loro vo-
lume, pag. 343 n. 186.

Volte a erociera con unghie cilindriche :
loro superficie, pag. 261 n. 124; loro
volume, pag. 343 n. 187.

Volte a crociera su pianta regolare e con
unghie cilindriche: loro superficie,
pag. 262 n. 125; loro volume, pag.
344 n. 188,

Volte a crociera su pianta rettangolare e
con unghie cilindriche: loro super-
ficie, pag. 265 n. 126; loro volume,
pag. 344 n. 189.

Volte a crociera con unghie cilindroidi-
che: loro superficie, pag. 271 n, 127;
loro volume, pag. 345 n. 190,

Volte a erociera su pianta regolare con
unghie cilindroidiche: loro super-
ficie, pag. 274 n. 128; loro volume,
pag. 349 n. 191, ]

Volte a crociera su pianta rettangolare
con unghie eilindroidiche : loro su-
perficie, pag. 275 n. 129; loro vo-
lume, pag. 349 n. 192,

Volte a crociera con unghie, dette sferi-
che, generate da un arco circolare
di forma variabile; loro superlicie,
pag. 276 n. 130; loro volume, pag.
350 n. 193.
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Volte a crociera con unghie, dette sferi-
che, generate da un arco circolare
di raggio costante: loro superficie,
pag. 277 n, 131; loro volume, pag.
351 n. 194,

Volte a crociera con unghie, dette sferi-
che, su pianta regolare: loro super-
ficie, pag. 284 n. 132; loro volume,
pag. 554 n, 195,

Volte a crociera con unghie, dette sferi-
che, su pianta rettangolare : loro su-
perficie, pag. 284 n. 153; loro vo-
lume, pag. 355 n. 196.

Volte lunulate: loro superficie, pag. 286
n. 134; loro volume, pag. 336 n.
197.

Volte a fascioni: loro superficie, pag. 258
n, 135; loro volume, pag. 356 n.
108,

Volte a eupola composta: loro superficie,
pag. 289 n. 136; loro volume, pag.
357 n. 199,

Voltimetria: superficie delle volte, da pag.
22922291 e da n. 101 a 137; vo-

lumi delle vblte, da pag. 327 a 562
edan. 164 a 2014,

Volume compreso fra la superficie d’in-
trados e la superficie d’estrados d’una
volta qualunque, pag. 358 n. 200.

Volumi dei solidi poliedrici, da pag, 292
a 307 e da n. 138 a 149.

Volumi dei cumuli di ghiaie e di sabbie,
pag. 297 n. 144.

Volumi dei solidi terminati da superficie
curve, da pag. 307 a 361 e da n.
150 a 201,

Volumi dei solidi di rivoluzione, pag. 321
n. 160, pag. 323 n, 161.

Volumi terminati da superficie qualunque,
pag. 325 n. 163.

b A ;
Zone piane comprese fra due linee paral-
lele: loro area, pag. 142 n. 76.

Zone sferiche; loro superficie, pag. 193
n, 94.
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AX!
AX
Z
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1
della direzione
Dividendo GA, GC, HC ed HB
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ed M,

Per continuare il tracciamento,
si fa '

successivi devono

]

3% dedurre dai numeri

Resistenza dei materiali,

m

2

l

(tang —e)

(W]

Py

1 cumuli

di rettangolo

dai trapezii

nel fare i volumi di tutti questi
tronchi di prisma, e nel som-
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uella sua costruzione

e per

delle superficie delle due sezio-
ui e si prende la meta per la
somma dal risultato

leggasi
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8
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Per continuare il tracciamento
nell’ipotesi che d sia piccola
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successivi ed il loro punto di
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. -

3¢ dedurre dalle lunghezze

Geometria pratica,

m2

e

log

(tang= <)

L

p

in cumuh

il rettangolo

dei trapezii

nel sommare i volumi di tutti
questi tronchi di prisma.

nella loro costruzione
per
per la somma delle superficie

delle due sezioni e si prende
la meta del risultato.
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Tavola I.

Figure 1 e 2, per la determinazione delle voltate e delle deviazioni dei lati di una
linea poligonale rilevata per camminamento.
» 3 e 4, per la determinazione delle coordinate dei vertici di una linea poligonale
rilevata per camminamento.
Figura 5, per la determinazione delle coordinate dei vertici di una rete trigonome-
trica stabilita fra due punti dati.
Figure 6 e 7, pel tracciamento d’un allineamento determinato da due punti molto
; lontani e tali che da uno di essi non si possa scoprire l'all.ro, e per la misura
della distanza orizzontale degli stessi pumnti.
» 8 e 9, per la determinazione dell'angolo di due direzioni inlersecantisi in un
punto inaccessibile ed invisibile, e per fissare la posizione di questo punto.
Figura 10, pel tracciamento di una linea poligonale.

Tavola II.

Figure 11, 12, 13 e 14, per la determinazione degli elementi necessarii alla costru-
zione di un arco circolare per punti.

» 15 e 16, pel tracciamento d'una risvolta circolare passante per un punto preso
su una delle direzioni da raccordarsi, e d'una risvolta circolare di raggio
dato.

Figura 17, pel tracciamento d'una risvolta circolare di piccolo raggio.
Figure 18 e 19, pel tracciamento d'una risvolla eircolare passante per un punto preso
fuori delle direzioni da raccordarsi.
Figura 20, pel tracciamento d’una risvolta circolare col metodo delle tangenti.
Figure 21 e 22, pel tracciamento d’una risvolta circolare col metodo delle seganti.
» 23 e 24, pel tracciamento delle risvolte circolari in galleria,

Tavola III.

Figure 25, 26 e 27, pel tracciamento delle risvolte paraboliche.
» 28 e 20, per la determinazione approssimata dello sviluppo di una curva qua-
lunque.
» 30 e 31, dirette a far vedere quali sono i calcoli che occorre instituire sulle
mezze circonferenze e sugli archi circolari, assunti come curve direttrici.
» 32 e 35, sulle gquali si fa vedere quali sono i calcoli da instituirsi pel traccia-
mento delle semi-ovali. ;
Figura 34, — Semi-ovale a selle centri, tracciata coll'uso delle tavole di Michal.
» 35, —Semi-ovale a tre centri cogli archi della stessa ampiezza,
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Tavola IV.

Figura 36 — Semi-ovale a nove centri, tracciata coll'uso delle tavole di Lerouge,
» 37 — Semi-ovale a cinque centri avente i snoi archi presso a poco della slessa
lunghezza, e tracciata coll’'uso delle tavole di Michal.
» 38, per dedurre la formola determinatrice dello sviluppo della mezza ellisge.
Figure 39 e 40, relative al tracciamento ed alla determinazione dello sviluppo del
Pelica.
» 41, 42, 43, 44, 45,46, 4T e ZS. per dedurre le formole fondamentali da impie-
garsi nella trasformazione dei profili. ’
Figura 49, pel tracciamento di due rette a pendenza e contropendenza eguali, passanti
per due punti dati e per un punto da determinarsi su una stabilita orizzon-
tale,

Tavola V.

Figura 50, pel tracciamento di due rette a pendenza e contropendenza eguali, passanti
_per due punti dati e per un punto da determinarsi su un dato profilo.
»  51.— Saggio di profilo longitudinale.
» 52, sulla quale si fa vedere quali sono le condizioni diverse colle quali si pud
determinare la linea di progetto su un profilo longitudinale.
Figure 53 e 54, dirette a far vedere come si tracciano le linee di progetto sui profili
trasversali.

Tavola VI.

Figure 55 e 56, relative al tracciamento ed ai calcoli da instituirsi sui profili trasversali.
» 57 e 58, per la determinazione del punto d’incontro di un profilo trasversale

colla superficie cilindrica avente per direttrice una data risvolta ed avente le
sue generatrici verticali.

Figura 59, per far vedere come si determinano pit punti posti su una retta di dato
pendio.

Figure 60, 61, 62, 63 e 64, riferentisi al calcolo delle aree del triangolo, del paralle-
logramma, del trapezio, del quadrilatero e del poligono regolare,

Figura 65, per la determinazione dell’area di un poligono qualunque, pel quale si hanno
le coordinate dei vertici, rispetto a due assi ortogonali condotli nel suo
piano, s

Figure 66 e 67, per la determinazione dell’area di un poligono rilevato per irradia-
mento.

Tavola VII.

Figure 68 e 69, relative alla determinazione delle aree di due poligoni rilevati per
camminamento e per intersezione.
Figura 70, per la determinazione dell’area del circolo e delle sue parti.
» 71, per la determinazione dell’area del segmento parabolico,
Figure 72 e 73, per la determinazione delle aree dell’ellisse e dei segmenti ellittici.
» 74, 75,76 77 e 78, per la determinazioue delle aree comprese fra rette e
curve qualunque.
» 79 e 80, per la determinazione delle aree di zone comprese fra linee pa-
rallele,
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Figura 81, per la determinazione delle aree di due appezzamenti, scomponendo il
loro piano col metodo della triangolizzazione.

Tavola VIII,

Figura 82, — Planimetro ortogonale.

Figure 83, 84 e 85, per spiegare la teoria e I'uso del planimetro ortogonale,
Figura 86. — Planimetro polare.

Figure 87, 88 e 89, per spiegare la teoria e l'uso del planimetro polare.

Tavola IX.

Figure 90 e 91. — Superficie cilindriche.
» 92, 93, 94 e 95. — Fusi cilindrici.
Figura 96. — Unghia cilindrica.
Figure 97 e 98. — Superficie coniche.
» 99 e 100. — Unghie coniche.

Tavola X.

Figura 101. — Unghia sferica.

Figure 102, 103 e 104, per dedurre le formole che servono al calcolo delle super-
ficie degli ellissoidi.

» 105, 106, 107 e 108, per dedurre le regole che servono a determinare le

superficie di rivoluzione.

Figura 109, per dedurre le formole le quali si prestano alla determinazione di
superficie e volumi relativi all’elicoide sghembo a piano direttore.

Figure 110 e 111. — Rappresentazione di voite a botte.

Figura 112, per far vedere come si pud otlenere la superficie d’intrados ed il vo-
lume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d’imposta della
volta a botte coprente un trapezio.

Tavola XI,

Figura 113. — Superficie d'intrados della vblta a collo d’oca.

» 114, per far vedere come si ottiene la superficie d’intrados ed il volume
compreso fra la superficie d’intrados ed il piano d'imposta d'una volla
anulare.

Figure 115 e 116. — Rappresentazione di due vdlte coniche.

Figura 117. — Rappresentazione di una volta conoidica.

Figure 118 e 119, per far vedere come si pud determinare la superficie d'intrados
ed il volume compreso fra la superficie d’intrados ed il piano d’imposta
d'una volta conoidica.

Figura 120, per far vedere come si pud ottenere la superficie d'intrados ed il vo-
lume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una
vilta con strombature.

Figure 121, 122 e 123. — Rappresentazione delle volte a bacino.

» 124 e 125, per far vedere come si pud ottenere la superficie d'intrados ed
il volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d’imposta

" duna vblta a conca.
Figura 126. — Rappresentazione di una volta a vela sferica.
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Tavola XII.

Figura 127, per dedurre come si pud ottenere la superficie d'intrados ed il volume
compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vilta a
vela sferica su pianta reltangolare.

» 128, per far vedere come si pud ottenere la superficie d'intrados ed il vo-
lume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d’una
vOlta a vela a monta depressa su pianta rettangolare.

Figure 129 e 130. — Rappresentazione di due volte a.padiglione, una su pianta
esagonale e 'altra su pianta rettangolare.

Figura 131. — Rappresentazione di una vblta a botle con teste di padiglione.

Figure 132 e 133, — Rappresentazione di due volte a schifo, una su pianta esa-
gonale e I'altra su pianta rettangolare.

» 134 e 135. — Rappresentazione di due volte a erociera, una su pianta pen-
tagonale e P'altra su pianta rettangolare.

» 136 e 157, per far vedere come si pud determinarve la superficie d'un’unghia
conoidica,

Tavola XIII.

Figura 138. — Rappresentazione d'una vilta a crociera su pianta rettangolare con
unghie conoidiche.
» 139, — Rappresentazione d’un’unghia detta sferica.

Figure 140 e 141. — Per far vedere come si possono determinare le superficie delle
unghie, dette sferiche, ed i corrispondenti volumi.

Figura 142, — Rappresentazione di una vdlta a crociera su pianta rettangolare con
unghie sferiche.

» 143, — Rappresentazione d’una vdlla funulata.
» 144, — Proiezione orizzontale della superficie d’intrados di una volta a fascioni.

» 145, — Rappresenlazione di una volta a cupola composta.
» 146, — Prisma obliquo.

Figure 147 e 148, — Tronchi di prisma, uno a sezione retta parallelogrammica, e
I'altro a sezione refta trapezia.

Tavola XIV. 5

Figure 149 e 150. — Cumuli secondo i quali si dispongono le ghiaie & le sabbie
per la loro misura. \
»  A51, 152, 155, 154, 155, 156, 157 e 158 rappresentanti altrettanti esempli
di muri pieni.

» 159, 160, 161 e 162, rappresentanti qualtro esempli di muri con speroni.
Figura 163, rappresentante un primo esempio del complesso di pilt muri.

Tavola XV.

Figura 164, rappresentante un secondo esempio del complesso di piih muri.

Figure 165 e 166, rappresentanti due esempli di coperture praticate entro muraglie,
Figura 167, — Tronco di cilindro.

» 168. — Outava parte di un’ellissoide a tre assi.
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Figura 169, sulla quale vengono instituiti i ragionamenti per trovare i volumi dei
solidi di rivoluzione, applicando Ia regola di Guldino.

+ 170, sulla quale vengono instituiti i ragionamenti per la delerminazione ap-
prossimata dei volumi dei solidi di rivoluzione.

« 171, rappresentante un cuneo conoidico.

» 172, sulla quale vengono instituiti i ragionamenti che conducono a dedurre
la regola mediante la quale si determina il volume compreso fra la super-
ficie d'intrados, la superficie d’estrados ed i pulvinari di una vblta qualunque.

» 175, — Piano quotato di una porzione di lerreno, sul quale vuolsi eseguire
un’operazione di spianameanto.

Tavola XVI.

Figura 174, — Piano di una porzione di terreno, sul quale vuolsi eseguire un’ope-
razione di spianamento, colla linea di passaggio e con tutte le quote che
servono alla determinazione dei volumi degli sterri e degli interri.

Figure 175, 176, 177 e 178, relative alla determinazione di alcuni elementi della
superficie di progetto, indispensabili a conoscersi nelle operazioni di spia-
namenti.

» 179 e 180, riferentisi alla determinazione dei volumi degli sterri e degli interri
col metodo delle sezioni ragguagliate.

» 181 e 182, relative alla determinazione dei volumi dei prismoidi che avviene
di dover considerare nel calcolo dei volumi degli sterri e degli interri.

Tavola XVIIL.

Figure 183, 184, 185 e 186, dirette a far vedere come si deve applicare il metodo
delle sezioni ragguagliate nel calcolo dei volumi degli sterri e degli in-
terri per strade, canali, argini e simili.

» 187, 188, 189 e 190, relative al calcolo dei volumi degli sterri e degli in-
terri per strade, canali, argini e simili, scomponendoli in prismoidi.




‘ﬂ!hﬁ?w\u Im*mmﬂ:&’ mqll § nmujﬁ'r il
R ouibing Th ey & ulmu e a’tmlmlurf-t TG
potsclanaial 6 100 seamvaredgan dodtini i pbegoay olesy, sioe Y E
L ot m-fwfmh M ey Tels Sty I8 aniigsory o 0
h *» aolbinues ot ip fﬁnnumn-qum Sy e
I #ﬁh; O izpank utu._:ph i .:as,um e t;,..;u..mur SuOpIr. sl nihn-.w i
: e ol m-w;xpcu gy U sglpraagals s sfgop, &) :mullrgnl t}um‘n} “f
- aipagiiap gildy’ Enguib egiplug lm-u Lo ingin sh gabpiet’l siolt
-,w¢mqu.uhrzv g dnasyal, i swolxvog b OIBIOED MG crm TS
i i Fgiira <5 uiiNE %W"‘Q‘u i me i
ru-r.': el LA 110w fa Whis 5 i

Mpirs 138 i 155 o B ek AR MO 4

. & ogp'ue u'nng-\:-u bloﬂ’v Bnisp fMlI‘UIIE'I‘J'”‘m%ﬂﬂ
" el b altd} oo, ': f.l:;gmm n‘i: é th S
1l .

st -uqi‘ﬁ)m Nj-";-ﬂ‘?%*
1 gulaml: el |

Firede V0 ¢ 14 R A .-:lu.u RPN .u,w t-r."a&lfm

’ ‘:'\r J Vaftoy a .*h# L "‘rd"'- Y & --q-'\--
) '{é' RO Tl R i Py -_,, S X '
e By 12 Tﬂrft LIV N

Sigiera 14 & 44,

3 N Pl T;:"n wi -4- It -: - ‘_....- _____-'- y -... o
2= -,___ I,_._vt 8-—.‘.1,1?‘,140 (B R 2 :.;e'é#w‘ﬁmaﬂ L
) ﬁ i ﬁl@: .' .f' e B

B b, jit evpon wwu&at “r\u-q-mu—
v:;p-"—m i prmes -uw_,q_. Pt 4%' il
o ”'| NN

FPR N l‘mola g8

i v & 5 ‘, e
L O 2 474, -‘iﬁkﬂlfﬁlﬂ_ v w\m» oo, gl
._ _' e ﬂ o, E ) ) T -[a" ot UQH u.- .1) J,;.: 0
]‘ S T""' 1 fodips dl Slerdra 1
: M i5e o N ;_L T Q—p‘aﬂ' & & s T




GEOMETRIA PRATICA

e e e = -

TAV. L

Fig.so.




TAV. IT.

Fig. a3,

Fig. 2.

Fig. m.

GEOMETRIA FRATICA




GEROMETRIA PRATICA TAV. WI.




GEOMETRIA PRATICA TAV. IV,

Fig. 44 Fig. 45, : Fig. if




TAV. V.

a2

Fig.

—————

o Lo o BIUIPUDJ LI »xFayluny

%

- —— g P —-

N

gobr —xpE @.L.‘Q?T sy 6

gt dor—

10 Lor
gligor
sg ‘gor

Fll'g- o

m;"o_h
o 42

x.

CEOMETRIA PRATICA

¥

g

P or—

&9

g Tger

z-am-
A

&

By

aa

o0 E%M»Enaﬁ by ; ror Quht.t\waﬂd 7

|

— wRAeery. SI

fme e go gp — =

—

oo iper —J’d

og gor

ifﬁ‘gal—--

3

gt dor

Lg got —
- a? '99;-_ S




SR OMETRIA PRATICA

Fig. 55

-

® > Fig. 46 s

* e ——— ) — — gy o 7
| &

% '&_ ¥ 8 Nn
qL ] . i ¥.5 3
k288 f—— 4 0 —;L;ﬁ —f-L2g4 1, 25 _*.E*,E_;,_,”_){
Fiyg. tio Fig. 6, )
4 QA n £t A Fig. 62
B n I C i o D ¥ E

Fig. 64
iy




GEOMETRIA PRATICA ¢ TAV. VII.




CROMETRIA PRATICA




CGEOMETIUA PRATICA . ! TAV. IX.
e : B et i v

Fig. ge.







GEOMETRIA PRATICA . TAV. XI.

G




GROMETRIA PRATICA

TAY. XIL




GEOMETRIA PRATICA

Fig. 138 : Tig ady:




GEOMETRIA PRATICA ; TAV. XIV.

| Fig. 14y,




XV.

TAV.

EOMETRIA PRATICA

>

{

.|.|.|.,.w__r.|,],|.mw ......
| i

2 { wf . 4

N N J o

2 § %

nN B ,M .-“_c e

It

. S e et p s

LIS
-
FETL S S _ﬂm‘-&ﬂ_mﬁ gt
1
}
Lt

= . e ol | S - S S
- B = | -
3y & i w
R - 3 3 g
B R AR ] b
] 4 LY ~ e
=

8

e

5 .‘..s.u\....t_\\\._‘\ \W\

4

I

Mg




GEOMETRIA PRATICA




r

Fig. 183,

B

B e S e

o

T

=

WIT

A

AR



	INTRODUZIONE
	PARTE PRIMA - Delle linee
	CAPITOLO I - Tracciamento di allineamenti e misura di distanze
	1. Assunto del presente capitolo
	2. Voltate e deviazioni dei lati di una linea poligonale rilevataper camminamento
	3. Coordinate dei vertici di un poligono rilevato per camminamento
	4. Coordinate dei vertici di una rete trigonometrica stabilita fra due punti dati
	5. Tracciare sul terreno l'allineamento determinato da due punti molto lontani, e tali che da uno di essi non si possa scoprire l'altro
	6. Determinare la distanza orizzontale fra due punti molto lontani e tali che da uno di essi non si possa scoprire l'altro
	7. Trovare l'angolo di due direzioni che vengono ad intersecarsi in un punto inaccessibile ed invisibile, e fissare la posizione di questo punto
	8. Tracciamento di una linea poligonale sul terreno
	9. Nozioni generali sul tracciamento di una galleria in direzione rettilinea

	CAPITOLO II - Tracciamento di linee curve sul terreno e misura del loro sviluppo
	10. Assunto del presente capitolo
	11. Calcolo degli elementi necessari alla costruzione di un arco circolare per punti
	12. Risvolta circolare passante per un punto preso su una delle direzioni da raccordarsi
	13. Risvolta circolare passante per un punto preso fuori della direzione a raccordarsi
	14. Risvolta circolare di raggio dato
	15. Effettivo tracciamento delle risvolte circolari col metodo delle perpendicolari alla tangente
	16. Effettivo tracciamento delle risvolte circolari col metodo delle seganti
	17. Tracciamento delle risvolte circolari in galleria
	18. Risvolte circolari successive
	19. Risvolte paraboliche
	20. Sviluppo delle risvolte circolari
	TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro di raggio calcolate per ampiezze variabili di grado in grado
	TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro di raggio calcolate per ampiezze variabili di minuto in minuto
	TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro di raggio calcolate per ampiezze variabili di secondo in secondo

	21. Sviluppo delle risvolte paraboliche

	CAPITOLO III - Tracciamento e misura dello sviluppo delle curve direttrici
	22. Indicazione delle curve più usate in qualità di direttrici nella genesi dei volti
	23. Mezza circonferenza di circolo
	24. Arco circolare
	25. Condizioni a cui deve soddisfare una curva policentrica per essere ben tracciata
	26. Il problema di descrivere una semi-ovale quando sono date la sua corda e la sua monta è indeterminato
	27. Metodi da seguirsi per rendere determinato il problema di descrivere una semi-ovale conoscendosi la corda e la monta
	28. Metodo generale per la descrizione di una semi-ovale a qualsivoglia numero di centri
	29. Calcolo delle coordinate dei centri di una semi-ovale e calcolo dei raggi dell'arco culminante e dell'arco che lo precede
	30. Lunghezza degli archi diversi componenti una semi-ovale e lunghezza della curva intiera
	31. Coordinate di un punto qualunque di una semi-ovale e principalmente dei punti di raccordamento degli archi
	32. Semi-ovale cogli archi della medesima ampiezza, tendente a confondersi colla mezza ellisse avente i semi-assi eguali alla semi-corda ed alla monta della semi-ovale a descriversi
	33. Tavola di Michal per la descrizione delle semi-ovali a cinque, a sette e a nove centri
	34. Descrizione della semi-ovale a tre centri coi suoi tre archi della stessa ampiezza
	35. Lunghezze dei due raggi diversi di una semi-ovale a tre centri coi suoi tre archi della stessa ampiezza
	37. Semi-ovali cogli archi della stessa ampiezza e coi raggi crescenti in progressione aritmetica
	38. Tavole di Lerouge pel tracciamento delle semi-ovali a tre, a cinque, a sette e a nove centri
	39. Tavole di Michal per la descrizione di semi-ovali cogli archi presso a poco della medesima lunghezza per le curve a cinque, a sette e a nove centri
	40. Metodi generalmente seguìti nella pratica delle costruzioni pel tracciamento delle ellissi
	41. Sviluppo di una semi-ellisse
	42. Formole atte al calcolo dello sviluppo delle mezze ellissi
	45. Tracciamento dell'elica
	44. Sviluppo di un arco d'elica

	CAPITOLO IV - Trasformazione dei profili
	45. Pendenza di una retta in funzione delle ordinate di due dei suoi punti e della loro distanza orizzontale
	46. Ordinata di un punto qualunque di una retta data colla sua pendenza e coll'ordinata di un suo punto
	47. Intersezione di due rette date colle ordinate dei loro estremi
	48. Intersezione di due rette di pendenza cognita e partenti da due punti dati sulla stessa verticale
	49. Intersezione di due rette di pendenza data e partenti da due punti di cui si conoscono la distanza e le ordinate
	50. Tracciamento di due rette passanti per due punti dqati ed aventi pendenza e contropendenza eguali
	51. Tracciamento della linea di progetto su un profilo Iongitudinale
	52. Determinazione delle ordinate e delle quote rosse nei profili longitudinali
	53. Determinazione dei punti di passaggio nei profili longitudinali
	54. Condizioni diverse dietro le quali si può determinare la linea di progetto su un profilo longitudinale
	55. Tracciamento della linea di progetto sui profili trasversali
	56. Determinazione delle ordinate nere nei profili trasversali
	57. Determinazione delle ordinate rosse e delle quote rosse nei profili trasversali
	58. Determinazione dei punti di passaggio e delle lunghezze orizzontali delle scarpe nei profili trasversali
	59. Disegno dei profili
	60. Determinazione del punto d'incontro di un profilo trasversale colla superficie cilindrica avente per direttrice una data risvolta ed avente le sue generatrici verticali
	61. Determinazione di più punti posti su una retta di datapendenza


	PARTE SECONDA - Delle superficie
	CAPITOLO I - Misure delle superficie piane
	62. Norme generali
	65. Area di un triangolo
	64. Area di un quadrilatero
	65. Area di un poligono regolare
	66. Area di un poligono qualunque quando si conoscono le coordinate dei suoi vertici rispetto a due assi ortogonali
	67. Area di un poligono qualunque rilevato per irradiamento
	68. Area di un poligono qualunque rilevato per camminamento
	69. Area di un poligono rilevato per intersezione
	70. Area del circolo e delle sue parti
	72. Area di un segmento parabolico
	73. Area dell'ellisse e dei segmenti ellittici
	74. Calcolo dell'area compresa fra una curva, una retta e due perpendicolari a questa retta; fra una curva, una retta passante per il suo estremo ed una perpendicolare a questa retta; fra una curva e la sua corda
	75. Formola di Simpson
	76. Aree delle zone comprese fra due linee parallele
	77. Valutazione delle aree dei terreni
	78. Relazione esistente fra una scala di proporzione, una superficie naturale e la corrispondente superficie sul piano
	79. Planimetri
	80. Descrizione del planimetro ortogonale
	81. Teoria del planimetro ortogonale
	82. Uso del planimetro ortogonale
	83. Descrizione del planimetro polare
	84. Teoria del planimetro polare
	85. Uso del planimetro polare
	36. Approsiiimazione data dai planimetri

	CAPITOLO II - Misura delle superficie curve e principalmente delle superficie delle volte
	87. Assunto del presente capitolo
	88. Superficie cilindriche rette ed oblique
	89. Superficie del fuso cilindrico
	90. Superficie dei fusi cilindrici incompleti
	91. Superficie dell'unghia cilindrica
	92. Superficie coniche rette ed oblique
	95. Superficie delle unghie coniche
	94. Superficie sferiche
	95. Superficie dell'unghia sferica
	96. Superficie degli ellissoidi
	97. Regola di Guidino per ottenere le superficie di rivoluzione
	98. Metodo approssimato per la valutazione di una superficie di rivoluzione
	99. Superficie dell'elicoide a piano direttore
	100. Metodi approssimati per la valutazione delle superficie qualunque
	102. Superficie delle vòlte a collo d'oca
	103. Superficie delle vòlte anulari
	104. Superficie delle vòlte elicoidali
	105. Superficie delle vòlte anulari ed elicoidali
	106. Superficie delle vòlte coniche
	107. Superficie delle vòlte conoidiche
	108 . Superficie di una vòlta con strombature
	109. Superficie delle vòlte a bacino su pianta circolare
	110. Superficie delle vòlte a bacino su pianta ellittica e su pianta ovale
	111. Superficie delle vòlte a conca
	112. Superficie delle vòlte a vela sferiche
	113. Superficie delle vòlte a vela sferiche su pianta regolare
	114. Superficie della vòlta a vela sferica su pianta rettangolare
	115. Superficie delia vòlta a vela su pianta rettangolare coll'intrados generato da un arco di circolo di forma variabile
	116. Superficie delle volte a padiglione
	117. Superficie delle vòlte a padiglione su pianta regolare
	118. Superficie della volta a pagliglione su pianta rettangolare
	119. Superficie delle vòlte a botte con teste di padiglione
	120. Superficie della volta a botte con teste di padiglione su pianta rettangolare
	121. Superficie delle volte a schifo
	122. Superficie della vòlta a schifo su pianta rettangolare
	123. Superficie delle vòlte a padiglione sopra schifo
	124. Superficie delle volte a crociera con unghie cilindriche
	125. Superficie della volta a crociera su pianta regolare e con unghie cilindriche
	126. Superficie della vòlta a crociera su pianta rettangolare e con unghie cilindriche
	127. Superficie delle vòlte a crociera con unghie cilindroidiche
	128. Superficie della volta a crociera su pianta regolare con unghie cilindroidiche
	129. Superficie della vòlta a crociera su pianta rettangolare con unghie cilindroidiche
	130. Superficie delle vòlte a crociera con unghie dette sferiche generate da un arco circolare di forma variabile
	131. Superficie delle vòlte a crociera con unghie dette sferiche generate da un arco circolare di raggio costante
	132. Superficie della vòlta a crociera con unghie sferiche su pianta regolare
	133. Superficie della vòlta a crociera su pianta rettangolare con unghie sferiche
	134. Superficie delle volte lunulate
	135. Superficie delle vòlte a fascioni
	136. Superficie delle vòlte a cupola composta
	137. Conclusione sulla misura delle superficie delle vòlte


	PARTE TERZA - Dei volumi
	CAPITOLO I - Misura dei volumi dei solidi poliedrici
	138. Norme generali
	139. Volume di un prisma
	140. Volume di un tronco di prisma
	141. Volume di una piramide
	142. Volume di un tronco di piramide a basi parallele
	143. Volume di un poliedro qualunque
	144. Misura delle ghiaie e delle sabbie
	145. Misura delle travi e dei legnami squadrati ricavabili daifusti naturali delle piante
	146. Misura del volume dei muri pieni
	147. Misura del volume dei muri con speroni
	148. Misura del volume del complesso di più muri
	149. Misura del volume dei vani praticati nei muri ed aventi forma poliedrica

	CAPITOLO II - Misura dei volumi dei solidi terminati da superficie curve, e principalmente dei volumi delle vòlte
	150. Assunto del presente capitolo
	151. Volume dei cilindri e dei tronchi di cilindro
	152. Volume degli spicchii cilindrici
	153. Volume dello spicchio cilindrico incompleto
	154. Volume del cuneo cilindrico
	155. Volume dei coni e dei tronchi di cono
	156. Volume dell'unghia conica
	157. Volume della sfera e delle sue parti
	158. Volume del cuneo sferico
	159. Volume degli ellissoidi
	160. Regola di Guidino per ottenere i volumi dei solidi di rivoluzione
	161. Metodi approssimati per la valutazione dei solidi di rivoluzione
	162. Volume compreso fra due superficie cilindriche concentriche, una loro sezione retta ed una porzione di elicoide a piano direttore
	165. Metodi approssimati per la valutazione di volumi qualunque
	164. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta a botte ed il suo piano d'imposta
	165. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta a collo d'oca ed il piano orizzontale passante per la sua generatrice più bassa
	166. Volume compreso fra la superficie d'intrados di una vòlta anulare ed il suo piano d'imposta
	167. Volume compreso fra la superficie d'intrados di una volta elicoidale ed il piano orizzontale passante per la sua generatrice più bassa
	16B. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta anulare ed elicoidale e la superficie dell'elicoide a piano direttore, determinata dalle due eliche d'imposta
	169. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta conica ed il suo piano d'imposta
	170. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta conoidica ed il suo piano d'imposta
	171. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta con strombature
	172. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una vòlta a bacino su pianta circolare
	175. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una vòlta a bacino su pianta ellittica e su pianta ovale
	174. Volume compreso fra il piano d'imposta e la superficie d'intrados d'una vòlta a conca
	175. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una volta a vela sferica
	176. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una vòlta a vela sferica coprente un poligono regolare
	177. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una volta a vela sferica su pianta rettangolare
	178. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a vela su pianta rettangolare coll'intrados generato da un arco di circolo di forma variabile
	179. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una vòlta a padiglione
	180. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il pianod'imposta d'una vòlta a padiglione su pianta regolare
	181. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piane d'imposta di una vòlta a padiglione su pianta rettangolare
	182. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a botte con teste di padiglione
	183. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a botte con teste di padiglione su piantare'ttangGlare
	184. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una volta a schifo
	185. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una volta a schifo su pianta rettangolare
	186. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una volta a padiglione sopra schifo
	187. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piane d'imposta d'una volta a crociera con unghie cilindriche
	188. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a crociera su pianta regolare e con unghie cilindriche
	189. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una vòlta a crociera su pianta rettangolare e con unghie cilindriche
	190. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d' una vòlta a crociera con unghie cilindroidiche
	191. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a crociera su pianta regolare e con unghie cilindroidiche
	192. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a crociera su pianta rettangolare e con unghie cilindroidiche
	193. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a crociera con unghie dette sferiche generate da un arco circolare di forma variabile
	194. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a crociera con unghie dette sferiche, generate da un arco circolare di raggio costante
	195. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una vòlta a crociera su pianta regolare e con unghie dette sferiche
	196. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a crociera su pianta rettangolare e con unghie dette sferiche
	197. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta lunulata
	198. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta a fascioni
	199. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una volta a cupola
	200. Volume compreso fra la superficie d'intrados e la superficie d'estrados d'una vòlta qualunque
	201. Conclusione sulla misura dei volumi delle vòlte

	CAPITOLO III - Misura degli sterri e degli interri
	202. Assunto del presente capitolo
	203. Norme generali per il calcolo degli sterri e degli interri, nel caso in cui la superficie del terreno che si vuoi ridurre ad altra forma è comunque terminata
	204. Metodo seguìto da molti pratici nel fare il piano quotato per operazioni di spianamenti
	205. Pendenza di una superficie
	206. Condizioni diverse per determinare un piano costituente la superficie di progetto in un'operazione di spianamento
	207. Pendenza di una retta qualunque, contenuta in un pianodato
	208. Ordinate dei varii punti di un piano, posti su una direzione qualunque e su una serie di direzioni fra loro parallele
	209. Metodo della rete ortogonale nella formazione del piano quotato per operazioni di spianamenti
	210. Determinazione della superficie di progetto
	211. Determinazione delle ordinate rosse e delle quote rosse
	212. Determinazione dell'intersezione della superficie attuale, del terreno colla superficie di progetto
	213. Calcolo dei volumi degli sterri e degli interri
	214. Norme generali per il calcolo degli sterri e degli interri, nel caso in cui la proiezione orizzontale della superficie del terreno, che si vuoi ridurre ad altra forma, è una lunga lista o zona, come succede per la costruzione di strade, di canali, di argini e simili
	215. Metodo delle sezioni ragguagliate
	216. Volume del prismoide
	217. Metodo delle altezze ragguagliate
	218. Calcolo degli sterri e degli interri per strade, canali, argini e simili, col metodo delle sezioni ragguagliate
	219. Calcolo degli sterri e degli interri per strade, canali, arginie simili, scomponendoli in prismoidi


	INDICE ANALITICO
	INDICE ALFABETICO
	ERRATA-CORRIGE
	TAVOLE
	INDICE DELLE FIGURE
	Tavola I
	Tavola II
	Tavola III
	Tavola IV
	Tavola V
	Tavola VI
	Tavola VII
	Tavola VIII
	Tavola IX
	Tavola X
	Tavola XI
	Tavola XII
	Tavola XIII
	Tavola XIV
	Tavola XV
	Tavola XVI
	Tavola XVII


