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Nell'eseguimento di costruzioni civili, stradali ed idrauliche 
continuamente avviene di tracciare allineamenti e linee curve 
con determinale condizioni, di trovare lunghezze, di mismare 
superficie e volumi per valutare l'entità di opere solamente pro
gettate oppme di altre già eseguite. Queste operazioni di trac
ciamento e di misura costituiscono l'oggetto della Geometria 
pratica applicata all'arte del costruttore, la quale abbraccia un 
complesso di problemi geometrici le cui risoluzioni attenta
mente deve studiare chiunque voglia apprendere e professare 
l'arte di costrurre. 

Nella prima parte di questo volume verranno esposti i me
todi per risolvere i problemi di tracciare allineamenti e di mi
surare distanze nelle più difficili circostanze della pratica; si 
tratterà del tracciamento e della misura di quelle linee curve 
che al costruttore avviene di dovei' considernre nell'esecuzione 
dei suoi progetti; e si daranno le norme per la trasformazione 
dei profili altimetrici a seconda delle opere che si vogliono 
eseguire sui terreni ai quali essi si riferiscono. Nella seconda 
parte s'insegnerà come il costruttore possa determinare le su
perficie, tanto piane quanto curve, che gli può avvenire di 
dover considerare nell 'esercizio della sua carriera. Finalmente 
nella terza parte si esporrà con quali procedimenti SI possono 
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trovare i volumi di quelle opere che, per comune consenso 
dei pratici, si valutano in unità cube. 

I tracciamenti di strade e di canali, la misura delle super
ficie dei terreni da occuparsi per l'esecuzione di queste opere, 
le norme per trovare le superficie delle volte, e finalmente le 
regole per la determinazione dei volumi dei movimenti di terra 
e dei massi murali, costituiranno gli argomenti più importanti 
da trattarsi nel presente volume; e, non tr::~lasciando di esporre 
in modo elementare tutte quelle pratiche quislioni che sono 
suscettive di esserlo, si cercherà per quanto è possibile di re
digere un lavoro utile, non solo agli ingegneri, ma a tutti co
loro che devono applicarsi allo studio, dar progetti, far ese
guire e sorvegliare l'esecuzione di costruzioni civili, stradali e 
idrauliche. 

G. CumoNI 

/ 



PARTE PRIMA 

DELLE LINEE 

CAPITOLO I. 

Tracciamento di allineamenti 
e misura di distanze. 

1. Assunto del presente capitolo. - Negli scritti i quali trat
tano delle operazioni topografiche, per far apprendere l'uso degli 
strumenti planimetrici, sempre si espongono parecchi problemi 
sul tracciamento di allineamenti e sulla misura di distanze acces
sibili non solo, ma anche in parte o del tutto inaccessibili; e quindi 
pare che non sia conveniente l'espor.re in questo volume quanto per 
comune consenso degli scrittori e per le esigenze stesse della 
scienza è ormai passato nel dominio della Topografia. 

Se però si osserva che i problemi, i quali generalmente vengono 
tt·attati nei corsi di operazioni topografiche, sono solamente quelli 
che si presentano nelle ordinarie e più facili circostanze della pra
tica, torna agevole il comprendere : come in questo corso di Geo
metria pratica applicata all'arte del costruttore molto rimanga a 
dirsi sui tracciamenti di allineamenti e sulle misure di distanze at
traverso teneni di diffieile natura ; e come non possa a meno che 
riescire della massima utilità pratica la risoluzione di alcuni pro
blemi ùiretti a servire di guida nelle importanti operazioni relative 
al tracciamento di strade e di canali allo scoperto ed in galleria su 
terreni variamente accidentati. 

2. Voltate e deviazioni dei lati di una linea poligonale rilevata 
per camminamento. In una linea poligonale chiamansi voltate 
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gli angoli che i prolungamenti dei lati fanno col lato successivo. 
Dove il prolungamento giace sulla sinist1·a del Ialo successivo si 
ha una voltctla a destra, dove giace sulla dritta si ha una voltata n 
sinistra. Così, considerando una linea poligonale A Ai A2 A3 A4 A5 A6 

....... (fig. 1 ), e supponendola percorsa partendo da un punto qu a
lunque clel.lato A Ai e dirigendosi primitivamente da A verso Ap 
si hanno voltate a destra nei punti Ai, A3, A4, ....... , voltate a si
nistra nei punti A2, A5, ........ 

Se si valutano gli angoli dei lati successivi eli una linea poligonale 
prendendo come lato di destra quello appena percorso e come lato 
di sinistra quello da percorrersi, tali angoli, sottratti da i SOo, danno 
le voltate che sono a dritta o a sinistra secondo che le accennale 
differenze risultano positive o nega tive: così, essendo a i l'angolo 
del lato A1 A col lato Ai A2, si ha in Ai una voltata a destra, per
chè, come lo indica la figura, rjsuhp ~i < i 80° e quindi positiva 
la differenza 180°- ai; mentre, essendo a 2 l'an golo del Iato A2 A1 

col Iato A2 A3, si ha in A2 una volta la a sinistra, perchè riesce 
a~> i 80°, e quindi negativa la differenza i SOo- a2• In generale 
adunque chiamando a; l'angolo di due lati qualunque a; ed a;+ 1 eli 
una linea spezzata valutato come sopra venne indicato , (a;+1a;) la 
voltata nel vertice dell' ango.lo medesimo , si ha i a semplicissima 
equazione 

(1 ). 

La somma algebrica delle voltate per arrivare da un Ialo ad un 
altro della linea poligonale si dice deviazione del secondo Ialo sul 
primo o per rapporto al primo, e, considerando come positive le 
voltate a destra e come negative quelle a sinistra, la deviazione è 
fl destra o a sinistra secO!ldochè l'accennata somma si trova positiva 
o negativa. In generale, chiamando (a P a;) la deviazione d'un lato 
qualm1que aP su un altro Ialo qualunque che gli sta innanzi aio si ha 

(aP a;)==(a; +1 a;) + (ai+ t a;+1)+ (a; +~.ai+2) + . . .... . 

+(ap-iap-2) +(apap-1) (~). 

La deviazione di due lati non è altro che l'angolo formato da due 
parallele condotte per uno stesso punto ai due lati e pel v«::rso dei 
pt·olungamenti: così la deviazione del lato A1 A2 col Iato A5 A6, 

che si otliene prendendo la somma algebrica delle voltate che 
b.anno luogo in A2, A3, ~ tld A5, si può {lnehe ottenere nell'angolo 
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2
' oa

6
' (lìg. 2) d w uasce conducendo per un punto qualunque o 

due rette oa
2
' e oa

6
' rispettivam ente parallele a A1 Az' e A5 A6'. In·· 

fatti immaginando pet· o le relle oa2' , oas' , oaq', oa5' e oct6' para llele 
a Ai A2' , A2 A/ , A3 A4' , A4 A,' e A5 A6' si ha 

' ' ' ' ' '+ ' ' , ' '- A 'A A ' azoa6 = - a2oa3 +a3 oa4 a4 oas -as oa6 -- 2 2 3 

+A/ A3 A4' + A4' A4 A5'-A5' A5 A6' , 

ossia eguale alla somma algebrica delle voltate per arrivare dal lato 
At A2 al lato A5 A6• 

5. Coordinate dei vertici di un poligono rilevato per cammi
namento. - Sia Ai A2 A3 ••••• •• An-2 An-1 An (fig . 5) una linea poli
gonale di n-! lati determinata per camminamento, ossia mediante 
la misura dei suoi lati e dei suoi angoli, e fissata di posizione me
diante l'angolo del lato Ai A2 colla retta A1 X. Chiamando 

a0 a2, a3, •••••• • , a11_ 2, an-t le lunghezze dei lati cogniti AiA 2, 

A2 A3, A3 A4 , ..... .. , An_2 An- t ed An-t An, 
(a2a1), (a3a2) ...... . , (an_2an-3) e (an_1 an-~) le voltate nei vertici A2, 

A6, ...... . , An_2 e An-t facili a ded ursi applicando la formola ( 1) del 
numero precedente, 

(ai x) la voltata o deviazione di Ai A2 su Ai X', ossia l'angolo di 
Ai A2 con Ai X, 
riesce agevole il dedurre le deviazioni degli altri n-2 lati del po
ligono per rapporto ad A X', e chiamandole ordinatamente (a2x) , 
(a3 x), ....... (an_2x) (an_1 x) si ha per l'applicazione della formola 
(2) del numero precedente 

(an-tx) ==(at x)+(a2ai)+ ....... +(an-2an-3)=(an-sX)+(an-2an_3), 

(a,._tx)==(ai x)+ (a2 ai)+ .... . .. +(an-2 an-3)+ (an-1 an-2) 

= (an-2x) + (an-1 an- 2)· 

Ciò premesso, si possono trovare le coordinate di tutti ver tici 
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della linea poligonale per rapporto alla rella At X ed alla sua per
pendicolare AJ Y. Immaginando condotte pei vertici le rette A2 A/, 
A3 A/, A4 A4', ....... An_2 A' n-2• A0 _ 1 A' n-1! An An' e le rette A2 A3", 

A3At, ....... An-a A"n- 2• An-2 A"n_1, An_1A"n, le pri111e perpendi
colari e le seconde parallele all'asse XX', e chiamando xJ ed YP 
x2 ed y2, x3 ed y3 , x4 ed y4, ....... X 0 _ 2 ed Yn-2, Xn-t ed Yn-t> X 0 ed 
Yn le coordinate dei vertici Ap A2, A3, A4, ....... An-2• An_1, ed 
An, si hanno le equazioni 

Xz==AfA 2' 

Yz==Az' Az, 

x3==Aj A3'==A1 A~' +A2 A3" 

y3 ==Aa' A3==A2' A2-A3" A3, 

x4==A{ A4'==A1 Ag' +A3A4" 

Y4 ==A4' A• Aa' Aa+A/ A4 , 

Xn-2 ==A{ A' n-2 ==A{ A' n-3 + An-3 A" n-2 

Y n- 2 ==A' n-2 An-2 ==A' n-3 An-3 +A 11 n-2 An-2 , 

Xn-1 ==A{ A'n-1==Af A'n-2+An-2A"n-1 

Yn-1 ==A' n-1 An-1 ==A' n-2 An-2-A"n-1 An-1, 

le quali , per la considerazione dei triangoli rettangoli A1 A2' A3 , 

Az A/ A3, A3 A t A4, ....... An-a A" n-2 An-2• A.n-2 A" n-1 An-1• An-1 A" n An, 
diventano 
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x2=ai cos(aix) 

y2 = ai se n (at x) 

x3= x2+a2 cos (a2 x) 

y3=y2+a2 sen(a2x) 

x4=:'X3 +a3 cos (a3x) 

y4==y3+a3 sen (a3x) 

Xn-2=: Xn-3 +an-3 COS (an-3 X) 

Yn-2==Yu-3+an- 3 sen (au- 3x) 

Xn-i==Xn-2+an- 2 COS (an- 2X) 

Yn-i==Yn- 2+ an- 2 sen (an- 2x) 

Xn=Xn-1+an-1 C.OS (an-1X) 

Yn==Yn-1 +an-isen (an-ix) 

(1). 

Queste formole permettono di stabilire una regola semplicissima 
per il calcolo delle coordinate dei vertici di una linea poligonale 
rilevata per camminamento, e questa regola si riduce a dire: che 
l'ascissa di un vertice qualunque è eguale all'ascissa del vertice 
precedente aumentata del prodotto della lunghezza del lato deter
minato da questi due vertici per il coseno della deviazione di questo 
stesso lato coll'asse delle ascisse; e che l'ordinata di un vertice 
qualunque vale l'ordinata del vertice precedente accresciuta del 
prodotto della lunghezza del lato determinato da questi due ver
tici per il seno della deviazione dello stesso latò pure coll'asse 
delle ascisse. 

Soventi volte si prende per asse delle ascisse la direzione stessa 
del primo lato Ai A2 (fig. 4) della linea poligonale, e per origine di 
coordinate l'estremo Ai di questo lato. In questo caso, conducendo 
da ciascun vertice del poligono due rette, una perpendicolare e 



-12-

l'alt•· a parallela all'asse Ai X dell e ascisse, e ragionando sulla fi
gura 4 precisamente come si è falto sulla figura 5, si ottengono i 
seguenti valori delle coordinate xi ed Yi• x 9 ed y 2, X3 ed y3• x4 ed 
Y4• ... , .. , Xn-2 ed Yn-2• Xn-1 ed Yn- h Xn ed Yn dei vertici Ai, A2, A3, 
A4, ....... , An-2• An-t cd An 

xa== x2+a2 cos (a2 at) 

Ya=a2 sen(a2 a1) 

X4 == X3+ aa cos (aa at) 

y4 = Y3+aa sen (aaa1) 

Xn-% =X n--a + an-a COS ( an-3 a1) 

Yn-2=Yn-a + au-al(lt1(a"_3 a1) 

:Pn = Xn-1 + an-1 COS (an-1 at) 

ry n= y n- 1 + an-1 ~Q&( an-2 al? 

(2), 

e si può stabilire la regola che l'ascissa e l'ordinata di 'un vertice 
qualunque sono rispettivamente eguali all'ascissa e all'ordinata rlel 
vertice precedente, più il prodotto della lunghezza del lato deter
minato da questi due vertici per il coseno o per il seno, secondo 
che trattasi dell'ascissa o dell'ordinata, della deviazione dello stesso 
lato al primo lato della linea poligonale assunto come asse delle 
ascisse , 

4. Coordinate dei vertici di una rete trigonometrica stabilita 
fra due punti dati. - Una rete trigonometrica fra due punti A1 

e An (fig . 5) trovasi compiutamente determinata allorquando, im· 
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maginando proiettati tull i i suoi vertici sulla superficie di livello 
passante per un sno estremo, per esempio per l'estremo Ai, ed 
unite tali proiezioui mediante linee relle in modo da avere una serie 
continua di tri ;wgoli, oltre gli angoli di tali triangoli si conosce 
ancora la lunghezza di u11o dei lati che prende il nome di base. In 
tulli i trattati eli Topografia e nel volume che fa parte di questo 
lavoro sull'arte di fabbricare, intitolato Operazioni topografiche, lun
gamente si parla delle triangolazioni topografiche e quindi delle 
reti trigonometriche, del modo di convenientemente slahilirle, della 
misura della base e degli an goli, del calcolo dei lati; per cui sen
z'altro si supporrà che per la rete trigonometrica stabilita fra i 
due punti Ai e An, della quale si vogliono le coordinate rispetto a 
due assi ortogonali, già si conoscano Lutti gli angoli e tutti i lati. 

Per risolvere il proposto quesito si può seguire il metodo che 
generalmente viene esposto nei trattati di Topografia e che trovasi 
spiegato nel citalo volume sulle operazioni topografiche; oppur·e si 
può tenere un 'altra via che si fonda su quanto venne detto nei pre
cedenti numeri 2, 5 e 4, e che succintamente trovasi qui tracciata, 
nell'ipotesi che vogliasi assumere il vertice Ai per origine di coor
dinate, la retta Ai X condotta in modo da fare col lato Ai A2 un an
golo dato pet' asse delle ascisse e la retta Ai Y perpendicolare ad 
A1 X per asse delle ordinate. 

Si consideri la linea poligruu~le Ai A3 A5 ....... An_4 An_2 A ; suppon
gasi che questa linea venga percorsa da Ai verso An ; si calcolino 
gli angoli aventi i loro vertici nei punti A3, A5, .. ... .. , An-< ed An_2 

della linea poligonale accennata, valutando rispettivamente i lati 
A3A11 A5 A3, ....... ed A11_ 2 An_4 come lati di destra ; applicando la 
formo la ( 1) del numero 2, si trovino le voltate dei diversi lati della 
stessa linea poligonale; e colla formol a (2) dello stesso numero si 
deducano le deviazioni dei lati "medesimi per rapporto acl ~X', di 
cui 1\._X è il prolungamento ; e finalmente, mediante la regola che 
deriva dalle formole (1) del numero precedente si calcolino le coor
dinate di tutti i vertici A0 A,, A5 , ....... , A11 _ 4, A11 _ 2 ed An. Quanto si 
è detto doversi fare per la linea poligonale Ai A,A 5 .... .. . A,_4 A11

_ 2 A,., 
è pure applicabile alla linea poligonale A1 A~ A4 ....... A0 _ 5 A,._t A"; 
così si ottengono le coordinate dei vertici A2, A4, ....... , A11 _ 5, An-H 
e per la seconda volta si hanno quelle del punto An. Essendo esatte 
le misure determinanti la rete trigonometrica rappresentata nella 
figura 5 ed essendo esatti tutti i calcoli instituiti, le coordinate del 
punto A. determinate in due diversi modi devono essere eguali. Nel 
caso che esista fra esse un notevole divario, bisogna rifare i calcoli, 
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e trovando i risullati già ottenuti convien ripigliare l'operazione 
della misura degli angoli e della base. Quando è piccola la diffe
renza fra i due valori delle ascisse e delle ordinate del punto A,. ot
tenute considerandolo successivamente come estremo della linea 
poligonale A1 A.A 5 ....... A"_"A"_2 A .. e della linea poligonale A1 A2 A4 

....... A .. _. A .. _4 A .. , si prende per ascissa la media aritmetica dei 
valori delle due ascisse poco diverse, o per ordinata la media arit
metica dei valori delle due ordinate. 

Invece di prendere per asse della ascisse una retta A X la qua le 
faccia col lato A1 A3 della rete trigonometrica un dato angolo, si 
può a diritlura prendere quest'asse nella direzione dello stesso lato 
A1 A •. 

5. Tracciare sul terreno l'allineamento determinato da du e 
punti molto lontani, e tali che da uno di essi non si possa sco
prire l'altro. - Questo problema ben di frequente si presenta al
l'ingegnere costruttore nelle operazioni pel tracciamento di strade 
e di canali che devono passare per punti obbligati, e qnando su 
terreni accidentati e montuosi occorre di segnare la direzione ossia 
la traccia del piano verticale, in cui deve trovarsi l'asse di una 
galleria . La sua risoluzione non è difficile, ed ecco quali sono i 
procedimenti che a seconda delle circostanze locali si possono se
guire nella pratica. 

1." Essendo A e U (fig. 6) i due punti determinanti l'allinea
manto da tracciarsi, si stabilisca ft·a essi una linea poligonale AB C 
.... ... L lVI N ....... S TU del minor nn mero possibile di lati, ma tale 
che questi lati cadano su un terreno facile e poco accidentato onde 
poterli facilmente misurare; e si misurino tutti i lati e tutti gli an
goli di questa linea poligonale. Mediante la formola (1) del numero 
2 si possono trovare le voltate che hanno luogo nei diversi vertici 
dell'accennata linéa poligonale ; colla formola (2) dello stesso nu
mero si possono ottenere le deviazioni di tutti i lati della stessa 
linea poligonale per rapporto al primo lato AB nella cui direzione 
convien assumere l'asse A X delle ascisse; e finalmente, o colle for
mole (2) del numero 5 o colla regola che da queste formole emana, 
si possono calcolare le coordinate di tutti i suoi vertici. Essendo 

X ed Y i trovati valori delle coordinate AUt e U1 U, 
if l'angolo U1 A U che l'allineamento da tracciarsi A U fa coll'asse 

delle ascisse AX, ossia colla direzione del lato AB, si ha 

y 
tang if== X ('l) ; 



-15-

e, una volta calcolato l'angolo <p mediante questa sernplicissi rna 
forrnola, si può dire che l'allineamento A U è determinato, giacchè 
si conosce l'angolo che esso fa colla direzione nota AB. Per effet
tivamente tracciare quest'allineamento sul terreno s'incominci dal 
venire in A, e mediante un buon goniometro si facciano collocare 
dei segnali nella direzione che coll 'allineamento AB fa l'angolo tro
vato q>. Una volta collocali alcuni segnali, l'allineamento può essere 
prolungato ponendone successivamente dei nuovi nella direzione 
di almeno due di quelli che già si ~rovano a sito, e, continuando il 
lavoro fino al punto U, si dirà che esso v~nne ben eseguilo quando 
questo punto si trova nella direzione dei segnali piantati e che sono 
visibili a poca distanza dal detto punto U sul prolungamento di A U. 

Per controllare l'esattezza dell'operazione, ossia per essere si
curi che l'angolo q>, calcolalo coll'ultima formola, è proprio quello 
che la direzione da Lracciarsi A U fa col lato AB, si può stabilire 
una seconda linea poligonaje AB' C' ....... L' 1\i'N' .... ... T'S' U fra i 
due punti dati A e U; calcolare le coordinate dei suoi vertici per 
rapporto agli assi coordinali AX ed A Y; e trovare così una se
conda volta le coordinate del punto U le quali, per l'esattezza del 
lavoro, non dovranno essere sensibilmente diverse da quelle otte-
nute considerando la linea poligonale ABC .... ... L MN . .. .. .. STU. 
Trovandosi una differenza notevole fra le coordinate del punto U 
ottenute nei due diversi modi indicati, sarà indispensabile rifare i 
calcoli e, qualora questo non basti per ritrovare la causa d'errore, 
bisognerà riprendere l'operazione sul terreno. Se poi la discrepanza 
fra le indicate coordinate è assai piccola, si assumano come vera 
ascissJ e come vera ordinata le medie aritmetiche fra i due valori 
delle aseisse ed i due valori delle ordinate trovate. 

2• Si presentano talvolta delle circostanze nelle quali, doven
dosi collocare un segnale in un determinato sito dell'allineamento 
da tracciarsi, ricsee impossibile vedere da questo sito due dei se
gnali già collocali. Quando questo avviene può convenire di proce
dere 1;ome segue: da nn punto qualunque di una delle linee poli
gouali che vanno dall'estremo A all 'altro U dell'allineamento che 
si vuoi tracciare, e generalmente da un vertice 1\'J, si conduca sul 
terreno un allineamento 1\iZ il quale facilmente si possa percorrere ; 
e si misuri l'apgolo 11\iZ che quest'allineamento fa col lato ML 
della linea poligonale cui appartiene il punto M. S'immagini con· 
dotta la retta l\1 xi parallela all'asse delle ascisse, si ritengano le 
denomi~azioni già stabilite per le coordinate del punto U, e si chia· 
mino : 
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x' ed y' le due coordinate AM1 ed M1 M del punto 1\1 ; 
o: l'angolo LMZ ; 
a il lato ML; 
z la distanza M O ; 
X' ed Y' le due coordinate A01 ed 0 10 del punto d'incontro del

l'allineamento MZ colla direzione A U. 
Per determinare la voltata (z a) == ZMJH' di MZ su LM si ha 

la formola 

(zet)=180°-0.: (2), 

e la deviazione (zx) di 1\'IZ per rapporto all'asse delle ascisse vien 
tlata da 

(zx) ==(a x) + (z a) (3). 

Trovata la deviazione (zx) , riesce agevole oltenere le coordinale 
del punto O in cui la retta MZ interseca la retta A U. Perciò con
siderando la linea poligonale che incomincia in A e che termina al 
punto O, per quanto si è dello al nu mero 3, si hanno le equazioni 

X'=x' + zcos(zx) 

Y'==y' + zsen(zx) , 

X' X 
le quali , per essere il rapporto Y' eguale al rapporto y fra l'ascissa 

e l'ordinata del punto U a motivo della sirnilitudine dei due tl'iau
goli A O t O erl AUt U, conducono all'equazione 

da cui si ricava 

x' + z cos (zx) _X 
y'+ zsen (z x) -y, 

l l y 
y - x X 

z== y 
X cos (zx) - sen (z x) 

(4) . 

Il valore della lunghezza z, a cui conduce questa formola, si porti 
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orizzontalmente sul terreno nella direzione dell'allineamento MZ, il 
quale fa coll'allineamento ML l'angolo <X, e nell'estremo di tale lun
ghezza si ha un punto dell 'allineamento determinato dai due punti 
A ed U. 

Come si è determinato il punto O si possono determinare quanti 
altri punti si vogliono tlell'allineamento A U; ed il problema può 
ancoril essere risoluto quando si presentano tali accidentalità di 
terreno da non bastare un allineamento unico per andare da un 
verti..:e qualunque M ili una linea poligouale stabilita ft·a i punti 
dati A ed U ad intersecare l'allineamento da essi determinato. In 
questo caso si può stabilire una linea poligonale secondaria, come 
M n o p Z' che, partendo dal vertice qualunque M di un a linea po
li go naie già stabilita fra i punti dali A od U, vada ad intersecare 
coll 'ultimo suo lato l'allineamento da questi punti determinato; tro
vare le deviazioni di tntli i lati della linea poligonale secondaria 
sull'asse delle ascisse; e calcolare le coordinate dei suoi vertici per 
avere l'ascissa X' e l'ordinata Y' del punto O in cui essa inc.ontra 
la linea A U in funzione della distanza p O= z la cui lunghezza 
verrà determinata eoll'ultima formula, quando intendasi che le co
ordinate x' ed y' che in essa si trovano siano quelle di quel vertice 
p della linea poligonale secondaria dal qmile parte la direzione p Z' 
intersecante la direzione A U. 

:r Soventi volle si presentano delle circostanze nelle quali, nè 
torna comoda nè riesce possibile la misut'a di tutti i lati di una li
nea poligonale stabilita fra i due estremi dell'allineamento da trae
darsi. Quando questo avviene si può stabilire una rete di triangoli 
fra i due punti A ed U (fig. 7), misurare un lato di questa rete, 
prenclet'e quelle misure rl'angoli che sono sufficienti per determi
narla e per controllarne l'esaltezza, calcolare tutti i suoi lati e tutti 
gli angoli di cui non venne fatta la misura e trovare (num. 4) le 
coordinate dei vertici per rapporto ai due assi ortogonali O X ed 
OY, il primo dei qu ali si può assumere nella direzione del lato AB 
della rete triangolare e coll'origine nel punto A. Ritenendo le deno
minazioni già stabilite per indicare le tlue coordinate del punto U 
e l'angolo di A U con A X, si può stabilire l'equazione (1 ) e dedurre 
da essa l'angolo X A U = rp, il quale, venendo con un goniometro 
nel punto del terreno rappresentato sulla tìgura in A, assai facil
mente può essere costrutto e permettere così di collocare alcuni 
segnali nella direzione A U da cui, come già si è dello in questo 
numero, si potrà dedurre il completo tracciamento dell'allineamenlo 
A U quando risulli possibile di porre successivamente dei nuovi 

L'ARTE DI FAilBRICARE. Geometria pratica, ecc. -- 2. 



1.8' -

segnali, nella direzione di almel10 due di quelli che già si trovano a 
posto, in diversi siti del terreno che trovasi attraversato dall 'all i
neamento dèlerminato dai due punti A ed U. 

Allorquando le circostanze locali sono tanto sfavorevoli al fa cile 
Lracciamento dell'allineamento A U, che in fJLWlche luogo ri esca im
possibile di collocat·e un segnale appoggiandosi su alcuni dei se
gnali già posti a sito, può l'operatore togliersi d'imbat·azzo col me
Lodo che già venne esposto iu questo numero ; tracciando cioè l'al
lin eamento M Z, misurando l'angolo LMZ = :7. di quest'allineamento 
col lato ML, calcolando mediante la formola (2) la voltata (z a) (]i 
M Z su L M r. mediante la formo la (3) la deviazione (z x) di M Z per 
rapporto all'asse delle ascisse, trovando la distanza M O = z col
l'applicare la formol a ( 4), e fin almente portando questa distanza sul 
terreno da M in O nella direzione M Z. 

4• Prevedendosi che possa riuscire operazione difficile la mi
sura della distanza M O, si può giungere a determinare il punto O 
coll'intersecazione di due allineamenti MZ ed F Z' da condursi per 
due vertici qualunque M ed F della rete triangolare. L'allineamento 
MZ si può assumere in modo da fare col lato ML dell'accennata 
rete un angolo dato LMZ =a, ed è l'angolo EFZ'= ~ che si deve 
determinare in modo da risultare nella direzione A U l'inlersezione 
O delle due direzioni M Z ed F Z' . Si chiamino perciò : 

.'lJ" cd y" le due coordinate del vertice F ; 
z' la distanza F O; 
(z' x) la deviazione di FZ' per rapporto all 'asse delle ascisse, 

e si conservino le denominazioni già stabilite per indicare le 
coordinate dei punti U, O ed M, la distanza M O, e la devi azione 
di MZ per rapporto all'asse delle ascisse. Abbassando dai punti U 
ed O le due perpendicolari U U1 ed O 01 sull'asse A X, risultano i 
due triangoli simili A U1 U e A 0 1 O dai quali immediatamente si 
ricava 

d'onde 

X' X 
y;-y· 

(5). 

Considerando la linea poligo nale ABD ....... LMO, le due coordinale 
- x -
A01 =X'=y-Y' ed 0 1 0 =Y' del suo punto O sono date da 
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Xy, , () y =x +z cos zx 

Y' == y' + zsen (zx); 

da queste due equazioni del primo grado ft'a le incognite z ed Y' 
agevolmente si delln ce 

Y'- ~y'- x' tang (zx) 
- xv ~: 

x: - tang(zx) 

e quindi per l'equazione (5) si ha 

X'- y' - -x' tang (z x) 
- y 

X - tang ( z x ) 
(7) . 

Ot'a che si possono ritenere siccome l(Uantità nole le due coordi· 
nate X' ed Y' del punto O, si consideri la linea poligonale AC ..... .. 
EFO e fra le coordinale del suo estt·emo O, il lato FO e la devia
zione di questo lato per rappot'to all'asse delle ascisse, si hanno le 
due equazioni 

X'==x" + z' cos (z' x) 

Y' Il ' ( ' ) -::::::. y + z sen z x, 

dalle qu ali si lleducono queste altre 

z' cos(z' x)-::::::.X'- x" 

z' se n (z' x)= Y' - y". 

Divill endo la second a di qu es te equazioni per la prima si ottiene la 
formol a 

, Y' - y" 
tang(z x)= x-,----;, -x 

(8), 

mediante la quale si può trovare la deviazione di F Z' per rapporto 
all 'asse delle aseisse. Essendo ora nola la dev!azione F'F X~ del lato 
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E F per rapporto all'asse delle ascisse, riesce agevole il dedurre 
l'angolo F'FZ' e quindi l'angolo domandato E F Z' = ~ -

Una volta stabilito di quanti gradi deve essere l'angolo LniZ= o: 

e dedotlo in conseguenza l" angolo E F Z' = ~. si va sul terreno e si 
costmiscono questi due angoli, il prirrio colla dit•ezionc nota 1\'lL, 
ed il secondo colla direzione pur·e nota F E. Si otterranno così le 
due dit·ezioni 1\'l Z ed F Z' nella cui inlersezione si ha un punto O 
che appartiene all'allineamento AU. Il metodo che ha condollo n 
determinare il punto O può servire a determinare quanti altri punti 
si vogliono. 

6. Determinare la distanza orizzontale fra due punti molto 
lontani e tali che da uno di essi non si possa scoprire l'altro. 
-Questo problema, al pati di quello del numero precedente, è della 
massima importanza per un ingegnere costruttore, il quale debba 
dar opera allo studio e quindi all'esecuzione rli strade e di canali 
sopra terreni di natun:1 un po' difficile. Esso serve a trovare le 
di~Lanze orizzontali di quei punti fra i quali trovasi un teneno su 
cui riesce impossibile l'eseguire delle misure direlle, e quindi benis
simo si presta ad 'Ollenere le lunghezze di trincee e di gallerie da 
aprirsi fra due punti dali in teneni e sotto colline o solto mon
tagne presentanti accidentalità le più svariate e le più sfavorevoli. 
La risoluzione di questo problema è della massima facilità, ed ecco 
con quali norme l'ingegnere deve procedere in ogni caso per arri
va!'vi in modo ordinato e sicuro . 

f" Quando fra i due punti A ed U (!ìg. 6), determinanti le ver
ticali .passanti pei . due punti estremi della distanza orizzontale che 
vuolsi tt·ovare, è possibile stabilire una linea poligonale AB C .... .. . 
L l\'1 N ....... S TU, misura!'e tutti i suoi lati e tulli i suoi angoli, si 
possono mandare ad effetto queste operazioni di stabilimento della· 
linea poligonale e di misura dei lati e degli angoli, ed instituire quindi 
i calcoli che già vennero indicati nel precedente numero per giun
gere ad otlenet·e le due coordinate AU4 =X ed U4 U=Y dell'e
stremo U della distanza da valutal'si per rapporto a due assi coor
dinati ortogonali AX ed A Y, il primo dei quali si suppone assunto 
della direzione del primo lato A H della liuea poligonale. Ottenuti i 
valori di X e di Y, immediatamente si deduce la distanza orizzon
tale D fra i due punli A ed U dalla .considerazione del triangolo 
rellangolo A U4 U, e ponendo quindi 
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Per assicurarsi che il valore di D calcolato con questa formola è 
la vera distanza domandata, si può stabilire la secouda linea poligo-
nale AB' C' ....... L'M'N' .. ..... T'S' U e servirsi delle lunghezze dei 
suoi Iati e delle ampiezze dei suoi angoli onde trovare due uuovi 
valori X' ed Y' delle coordinale del punto U per rapporto agli stessi 
assi A X ed A Y. Si può dire: che l'operazione condusse a risultati 
i più soddisfacenti possibili se i due valori di X' e di Y' sono rispet
tivamente eguali a quelli di X e di Z; che l'operazione venne anche 
ben falla se i valori di X' e di Y' presentano lievi discrepanze coi 
valori di X e di Y; finalmente che l'operazione in qualche sua parte 
è erronea e che pet' conseguenza deve essere rifatta quando i valori 
di X' e di Y' sono sensibilmente diversi dai valori di X e di Y. 
Verificandosi il caso in cui l'operazione si può ritenere come ben 
falla, pet' essere i valori di X' e di Y' poco differenti dai valori di 
X e di Y, si calcola nuovamente la distanza orizzontale D' fra i due 
punti A e U mediante la formola 

D'== Jl X' 2 + Y'2 

e si assume per vera distanza fra gli accennati punti la media arit
metica fra i due valori di D e di D'. 

2" Presentandosi delle circostanze locali per cui non riesce 
operazione comoda la misura dei lati di una linea poligonale sta
bilita fra i due punti A ed U, è necessario aver ricorso ad una 
rete triangolare che partendo dal punto A vada a terminare al punto 
U (fig. 7). Una volta scelti lutti i vertici di questa rete triangolare 
e prese le misure della base e degli angoli necessari a determinarla 
ed a somministrare un sufficiente numero di mezzi di controllo, 
colle norme che vennero d'ate al numero 4 si calcolano al tavolino 
le coordinale di tutti i suoi vertici, e quindi anch e quelle del punto 
U per rapporto ai du.e, assi ortogonali AX ed A Y. Ritenendo le 
denominazioni già stabilite per indicare le lunghezze delle due coor
dinale del punto U, colla prima formola posta in questo numero si 
può dedurre la lunghezza D ossia la dimandala distanza fra i punti 
A ed U. 

7. Trovare l'angolo di due direzioni che vengono ad inter
secarsi in un punto inaccessibile ed invisibile, e fissare la posi
zione di questo punto. - Siano AB ed lJ V (fig. 8) i due allinea
menti ossia le due direzioni di cui vuolsi trovare l'angolo, nell 'ipo
tesi che la loro inlersrzione Z abbia luogo in un punlo inaccessibile 
ed invisibile. 



- 22-

1" Supponendo inm~nzi tutto che fra A ed U si possa stabìlit·e 
una linea poligonale A C D ... .... STU facile a percor-rersi misural)do 
tutti i lati e tutti gli angoli, si misurino effettivamente questi ele· 
menti e non si dimentichi nè l'angolo C AB che il suo primo Ialo 
A C fa colla direzione AB, n è l'altro V U T della direzione UV col
l'ultimo lato U T. Mediante questi dati è possibile di calcoJare le 
voltate nei diversi vertici A, C, D, .. .... . S, T ed U della linea, poli-
gonale BACD ....... STUV applicando la formala (1) del numero 2 
e le deviazioni dei diversi lati A C, C D, ... .. .. S 'f, TU ed l) V per 
rapporto al lato BA colla formala (2) dello stesso numero. La 
deviazione di UV su BA non è altro. che l'angolo VZX il quale, 
sottratto da 180°, dà l'angolo domandato V Z B. 

P et· fissare la posizione dell'intersezimJe Z delle due direzioni BA 
e V U si può assumere siccome incognita la distanza A Z, la quale 
assai facilmente può essere determinata col seguente processo. Pren
dendo per origine di coordinate ortogonali il punto A e l'asse delle 
ascisse positive nella direzione A X del prolungamento di AB, si 
calcolino le coordinate di tutti i vertici della linea poligonale A C D 
....... ST U per avere anche quelle del punto U, e si chiamino : 

X ed Y le coordinate A U1 ed TI:V di questo punto, 
e l'angolo trovato V Z B, 
~ la distanza domandata AZ. 

Dal triangolo UU1 Z, rettangolo in U1, si ha 

-- y 
UZ--

1 -tang B' 

e quindi risulta che il valore di i;, siccome equivalente alla somma 
di A U1 con U1 Z, vien dato da 

'f- X y -- +--{J. · tan gu 

Volendosi trovar·e anche la distanza UZ= u, immediatamente SI 

può essa dedurre dal triangolo rettangolo v uj z, e si ha 

y 
",)- --

- sen e · 

2° Quando riesce impossibile od anche solamente incomoda 
l'operazione di misurare tutti i lati della linea poligonale A CD .... ... 
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S TU, si stahilisce una rete triangolare ft·a i punti A ed U nel m(}do 
espresso dalla figura 9; si ha l'avvertenza di misurare, olt~·e un lato 
della rete e tuLLi gli angoli necessarii a determinarla ed a control
lare l'esattezza del lavoro, l'angolo della direzione AB €011 uno dei 
lati A C ed A D concorrenti in A ~w n che 1' altro della dit·ezione UV 
con uno dei due lati U S ed UT concorrenti in U. Una volta calco
late le lunghezze dei lati della rete triangolare e ottenuti gli angoli 
che essi fanno tra di loro, si può considerare una lTUalunque delle 
linee poligonali costituite dai diversi lati della rete ed estendentisi 
da A in U, e così la risoluzione del problema trovasi ricondotta a 
quella che venne già data nell'ipotesi d'una linea poli1gonale diret
tamente stabilita fra gli accennati eunti A ed U. 

8. Tracciamento di una linea poligonale sul. terreno. - Que
sto problema è, uno di quelli che più di frequente si presentano 
all ' ingegnere a11plicato alla costru.zione di strade ·e di canali , e 
generalmente esso consiste nel de~erminare una serie di punti 
posti su allineamenti diversi di cui si conoscono le lunghezze oriz
zontali e facenti fra loro angoli dati. Le circostanze locali sono 
quelle che rendono più o meno difficile la risoluzione del problema, 
e basterà l'esaminare alcune di queste per ben far comprendere 
come in ogni caso si deve px·ocedere. 

Suppongasi di dover stabilire una linea poligonale fra i due punti 
A ed U (fìg . 10) , che questa linea· poligonale debba trovarsi in 
cinque allineamenti diversi AB, B C, CD, DE, e EU, che il primo 
allineamento AB debba fare un angolo nolo B' Al\'1 = o: 1 con una 
direzione prestabilita A l\'1, che le distanze orizzontali fra i vertici 
A e B, B e C, C e D, D- ed E ed E ecl U debbano rispettivamente 
essere a11 a., a3, a4 ed a~, e finalmente che siano o:., o:, o:4 ed o:5 le 
ampiezze degli angoli aventi i loro vertici nei punti B, C, D ed E, 
e misurati prendendo rispettivamente le direzioni BA, CB, D C ed 
E D come lati di destra. 

Venendo a far stazione nel punto A con tm teodolite, e facendo 
colla direzione AM l'angolo dato a 1, immediatamente si può trac
ciare sul terreno la direzione AB' d et pdnHl lato della linea poli
gonale, e nell'ipotesi che lungo questa direzione si possa facilmente 
misurare, si determina l'estremo B dell'accennato primo lato por
tando sulla direzione AB' ed a partire da A la distanza orizzontale 
AB =a,. Fissata la posizione del punto B, basta far stazione in 
esso col teodolite per tracciare l'allineamento DC' inclinato a BA 
dell' angolo o: 2 e sul quare deve trovarsi il punto C avente dal punto 
B la distanza orizzonlale a,. Se lungo B C' si può comodamente 



-24-
misurare, si determina il punto C col metodo seguito per trovare il 
vertice B; ma se esistono lungo B C' degli ostacoli che impediscono 
la misura diretta, questo metodo non riesr.e applicabile ed allora il 
problema può essere risoluto col seguente metodo. 

Sulla direzione B C' prendasi un punto~ tale che riesca possi
bile il misurare la distanza orizzontale B N= b, e quindi si fac
cia la differenza a,- b =c per avere la distanza orizzontale fra 
il punto N ed il punto C che vuolsi determinare. Pel punlo N con
ducasi un allineamento qualunque N O, si misuri l'angolo O N C' =x, 
su quest'allineamento si scelga un punto P, e si misuri la distanza 
l)rizzontale N P ==cl. Nel trian golo N P C sono noti il lato N C = c, 
il lato NP =cl e l'angolo PNC =x, per cui riesce fa cile il deter
minare i due angoli N P C= y e P C N= 0'. Dalle notissime proprietà 
che in un triangolo qualunque la somma di due angoli è supple
mento del terzo, e che i seni degli angoli sono proporzionali ai lati 
opposti, si ricavano le seguenti due equazioni delerminatrici di y e 
di 0'. 

seny _c 
senà'- d 

Trasformando l'equazione (2) in 

si ricava 

o ancora 

seny+sen d' _c+d 
seny-senà'- c- d' 

('l ), 

(2) . 

' l 
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d'oudc 

1 c-d 'l 
tan o·-(y - rJ)=-- cot-a: 

"2 c+ d 2 (3). 

Ponendo uelle equazioni ( 1) e (5) i dali del problema invece delle 
lettere c, r1 ed a, si ottengono le ampiezze m0 cd n" degli angoli 

! (y +d) ed ~ (y- rJ), per cui, avendosi le equazioni 
~ .. 

basta ordiualamente combinarle per somma e pet· sottrazione onde 
ottenere 

y=mo+no, rJ=:mo-no. 

Una volla determinato l'angolo N P C=:y, basta far stazione in P 
con un ~~;oniomelro, coslrurre su P N l'indicato angolo e far trac
ciare la direzione P C". L' inlersezione degli allineamenti B C' e P C" 
somministra il punto domandato C. 

Si presentano tal volta tali circostanze eh r. rendono impossibile il 
tracciamen lo dell'allineamento B C' nel sito in cui deve trovarsi il 
punto C, ed in questo caso si può risolvere il problema determi
nando due allineamenti diversi dall'allineamento B C' e sui quali 
debba contemporaneamente trovarsi il punto C. Perciò si può con
durre da N nn allineamento N O i, misurare l'angolo C N O i= a:i, 
scegliere sul detto allineamento un punto P i• trovare la distanza 
orizzontale N P 1 = d1 e quindi considerare il triangolo C N P i onde 
dedurre l'angolo NPi C/'=yi collo stesso metodo che venne tenuto 
nel calcolo dell 'angolo N P C"= y. Costruendo coi vertici in P ed 
in P i i due angoli y e y P il primo in N P C" coll'allineamento P N 
ed il secondo N P t C," coll'allineamento Pt N si ottengono le due 
direzioni P C" e Pt C/' che nella loro intersezione determinano il 
punto domandato C. 

Qualche volta, invece di prendere il punto P, su un allineamento 
N O t diverso dall'allineamento N O, può tornar comodo il fissarlo in 
P2 sul prolungamento di N O. In questo caso l'angolo che venne 
chiamato a:1 si riduce all 'angolo C N P. che vale iSO'- a. 

Nel determinare il punto C mediante l'intersezione di allineamenti 
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accuratamente bisogna procurare che quest'inlersezionc si faccia 
sotto un angolo che non si scosti molto dall'angolo retto, e per 
quanto si può convien cercare che quest'angolo sia nè minore rl i 
60° n è maggiore di 1 '20". Di più, per essere sicuri dell'esallezza 
dell'operazione e per ottenere un lavoro ben controll ato, convien 
tracciare almeno tre allineamenti che devono passa re pel punto che 
vuolsi determinat·e, ed accertarsi che effe ttivam ente concorrono in 
un sol punto. 

Una vo lta determinalo il vertice C, siccome si conosce l'angolo 
a: 2 dell 'allineamento C D coll'allineamento CB, si può tracciare la 
direzione C D' dell 'allin eamento CD. Ammesso che il vertice D, il 
quale si dovrebbe fissare portando sulla direzione C D' ed a pat'Lii'C 
da C la lunghezza nota a,, cada su un terreno inaccessibile, e che 
d'altra parte non sia necessario per lo seopo del lavoro di fi ssare 
la posizione dell'accennato vertice, ma soltanto di tracciare una 
parte E" E dell'allineamento D E, ecco come si può procedere per 
continuare nella risoluzione del proposto problema. Su C D' scelgasi 
un punto qualunque Q, si misuri la t;li stanza orizzontale C Q= b' 
che esso ha dal punto C, e quindi si stabilisca una linea poligonale 
Q R S T Z' misurando lutti i suoi lati non che gli angoli aventi i loro 
vertici ne.i pun ti Q, H, S e T ed i loro lati di destra nelle direzioni 
Q C, R Q, S R e T S. Si assuma per origine di coordin ate il punto 
Q, per asse delle ascisse il prolungamento Q X di C Q e per asse 
delle ordinate la dit·ezione Q Y perpendicolare a C Q. Si trovino colle 
formole del numero '2 le voltate e quindi le deviazioni di lnUi i lat' 
Q R, R S , S T e T Z dell'accennata linea poligonale per rappo11to, 
all'asse delle ascisse ; e medianle le formole del numero 5 si calco
lino le coordinate dei vertici R, S e T. Chiamando 

x' ed y' le due coor-dinate del vertice T da cui parte la direzione 
'l' Z~ che deve intersecare l'allineamento da traccia!'si D E' in modo 
da risultare C1D = as ed E DG= .z4, 

z la distanza orizzontale T Z del punto d'intersezione dell 'alli
neamento T Z' coll'allineamento D E dal punto T, 

z' la distanza orizzontale D Z dello stesso punto d'intersezione 
dal punto D, 

(z w) la deviazione di 'f Z' per rapporto all 'as&e delle ascisse, 
(z' x) la deviazione nota di DE pe11 rapporte all'asse delle ascisse 

ed espressa da 180° - a 4 

c' l'ascissa Q D del punto D data dalla differenza a5 - b', 
X' ed Y' le due coordinate del punto Z, 
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se considerasi la linea poligonale Q R S T Z si ha 

X'=x' + zcos(zx) 

Y'=y' + zsen (zx), 

ed analogamente dalla linea poligonale Q D Z risulta 

X'=c' + z' cos (z' x) 

Y'=z' sen (z' x). 

Eguagliando ora fra di loro i valori di X' e di Y', si ottengono le 
seguenti equazioni determinatrici di .z e di z' 

x' + z cos (zx)= c' +z' cos(z' x) 

y' + zsen (zx) == z' sen(z' x), 

dalle quali ottiensi 

_(c' - x') sen (z' x).+y' cos (z' x) 
z_ sen[(z'x)- (zx)] 

. , _(c' -x') sen(zx)+y' cos (zx) 
z- sen[(z'x) - (zx)] · 

La trovata lunghezzì}. z si porti orizzontalmente sulla direzione T Z' 
a partire dal puqto T, e sj ha così il punto Z appartenente all'alli . 
neamento E D, il quale po,trà essere tracciato quando si conosca 
l'angolo E ZT ==cp che essa fa con Z T. 

Per trov(lre questo angolo non esiste difficoltà alcuna quando si 
imwagini condolla p el punto Z la rella Z X' parallela e p el verso. 
qell'ì).sse JlOSitivo Q X delle ascisse, e qJ.Jando si osserv\ : che l'angolo 
(z' x) è qqeVo rappreseptato sulla figura in ~ZX'; clw l'angolo (zx) 
è quello r<;q}presentato. in Z' Z X'; çhe l' aJ;lgolo E Z. Z' val~ la «j.iffe
re:J;Jza (z' x) - (z :c); e quindi che rangolo dom1u1dato ~ZT-:-:- cp 

vien dato d~ 130•- (z' :c) + (z x) .. Trovato l'angolo cp, altrQ non 
rimane a fars~ çhe costnt;irlo rpediante un gon\ometro col ~ertice 
in Z,, e sull' alline~p1e1 ~o Z T, preso come lato di d~~tra,, t~acciare 
la Q.i,rezione Z. E' del sqo \ato di sinistra, fa,re la dif{erenzq a4 - z' 
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per ottenere la distanza del vertice E dal punto Z, portare questa 
distanza sul terreno eia Z verso E' e fissaee così la vera posizione 
del vertice E. 

Detenni nato il punto E, si può dire che l'operazione di traccia
mento è ultimata, e si pnò conchiudere che essa venne ben eseguita 
se misurando la distanza EU e l'angolo ZEU, teovansi la prima 
eguale alla lunghezza data a, ; il secondo eguale all'angolo pure 
tiato o.:5• 

9. Nozioni generali sul tracciamento di una galleria in dire
zione rettilinea - Allorquando in nn sito qualunque devesi aprire 
un passaggio sotterraneo con tutto il suo asse contenuto in uno 
stesso piano veeticale, le prime operazioni da farsi consistono: nel 
fissare i punti estremi della galleria che vuolsi eseguire; nel teac
ciare sul teereno l'allineamento in cui questi punti si trovano; e 
nel determinare la distanza degli stessi punti. Queste operazioni 
preliminari, a seconda delle circostanze locali, si conducono a com
pimento, o risolvendo i semplici problemi che abitualmente vengono 
trattati nei corsi di Topografia sui tracciamenti di allineamenti e 
sulla misura di distanze, oppure operando come si è dello nei 
numeri 5 e 6 del presente capitolo; e, una volta che siano esse 
ullimate si procede all 'incominciamento dello scavo. Questo lavoro, 
a seeonda della lunghezza della galleria e delle esigenze speciali, si 
incomineia soltanto per le estremità, oppure per le estremità ed in 
punti intermedii, ai quali si arriva mediante pozzi pr·alicati talvolta 
eolloro asse nel piano verticale in cui trovasi l'asse della galleria, 
e talvolta lateralmente a questo piano. 

1 o Per il traccia mento di una ga lleria il cui scavo deve essere 
attaccalo solamente alle esteemità, si fanno colloeare alcuni segnali 
al di là dei prolungamenti del suo a~se nel piano verticale dell 'asse 
stesso già determinato con segnali sul terreno. Scavando nella 
direzione dei segnali così collocati, possono i minatori aprire per 
ciascuna delle due estremità un pezzo dell'avanzamento, e quando 
questo già di qualche poco travasi innollrato non riesce operazione 
difficile il collocal'e nel cielo dello scavo e nell 'allineamento degli 
stessi segnali ùei picchetti, nei qnali si fissano delle viti munite d'un 
anello onde poter-vi appendere dei fili a piombo. Quando già si tro
vano a posto alcuni di questi fili a piombo, a misura che lo scavo 
avanza servono essi a collocarne degli altri, e cosi si può ottenere 
che i due avanzamenti, praticati l'uno per un estremo e l'allro per 
l'altro estremo della galleria, si mantengano precisamente col loro 
asse nello stesso piano verticale e che vengano ad incontrarsi. Tutte 
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le volte che si viene a verificare se venne eseguito nella vera dire
zione, secondo la quale deve essere praticata la galleria, un tratto di 
scavo ultimamente fatto dai minatori, si appendono dei nuovi fili a 
piombo al cielo di questo nel piano verticale di quelli già a posto, 
e l'operazione si deve ritenere come bene condoLLa allorquando 
quelli cadono nel mezzo della sezione trasversale dello scavo in cui 
si trovano . Trovandosi la galleria d'avanzamento di tanto innoltrata 
da non potersi vedere i piombini per deficienza di luce, si ricone 
allo spediente dei segnali a fuoco. Si fanno collocare dei lumi pre
cisamente nelle verticali dei fili a piombo che già trovansi a posto ; 
e nelle sezioni trasversa li della galleria in cui voglionsi collocare 
dei piombini si mettono dei lumi in allineamento coi primi. I lumi 
così disposti precisano le verticali nelle quali si devono trovare i 
piombini da appendersi nel cielo della galleria. 

2" Allorquando una galleria vuoi essere eseguita atta ccando lo 
scavo alle estremità ed in punti intermedii mediante pozzi coi loro 
assi posti nel piano verticale dell 'asse della galleria, lo scavo per 
gli estremi si fa avanzare come già si è detto, e per quanto spetta 
agli scavi intermedii cui si vuoi arrivare mediante pozzi si procede 
come segue. Trovandosi già sul terreno, e nell'allineamento deter
minalo dai due estremi della galleria, alcuni segnali a dritta ed a 
sinistra ilei sito in cui vuolsi scavat·e un pozzo, si pone in stazione 
un Leodolite in uno di ques ti punti ; si collima col cannocchiale 
agli altt·i i quali, quando si trovino realmente in uno stesso alli
neamento e quando lo stt·umento sia ben messo in istato d'azione, 
devono presentarsi siccome coperti dal filo del reticolo che è per
pendicolare a quello orizzontale; e fin a !mente, girando semplice
mente il cannocchiale altomo al suo asse orizzontale, si collima 
con esso nel luogo scelto per scavare il pozzo. Dopo questo nel
l'allineamento determi nato dai due punti es tremi della galleria e 
ad una certa distanza dal bordo dello scavo da eseguirsi, si fanno 
costrurre due pilastr ini in muratura , coperti da una pietra solida
mente murata su essi e col le loro facce superiori poste in un mede
simo piano, e situati in modo che l'uno ca da da una parte e l'altro 
dall 'altra parte del pozzo che vuolsi aprire. In due siti della faccia 
superiore di ciascuno dei detti pilastrini verticalmente si colloca , 
nella direzione dei segnali posti sull'allineamento determinato dai 
due estremi della galleria, un'asta so ttilissima terminata a punta 
nella es tremità inferiore; colla matita si segnano i quattro siti in 
cui viene a cadere la punta dell 'accennata asta; si distende uno 
spago fra questi quattro punti; e mediante il teodolite si osserva se 
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il filo del cannocchiale non perpendicolare a quello orizzontale 
copra bene questo spago. Non avendo luogo questa coincidenza, 
convien accertarsi se il teodolite è ben collocato in stazione e se 
è ben rettificato ; porlo a sito e rettificarlo nel caso che non lo sia, 
e determinare quindi nuovamente le posizioni dei quattro punti che 
devono servire di guida nel porre nuovamente a posto lo spago, il 
quale, disteso in linea retta, esattamente li deve copl'ire e contem
poraneamente mostrarsi in coincidenza col filo del reticolo. Quando 
questo si verifica, i punti marcati sulle racce superiori dei pilastrini 
si incidono sulla pietra mediante una punta da scarpelliho, e set'
vouo essi come d'indici fiduciali per segnare la direzione del pian o 
verticale in cui trovasi l'asse della galleria nel sito in cui vuolsi 
praticare il pozzo. 

Fatte queste operazioni, si incomincia dallo scavare il pozzo in 
modo che simmetricamente si estenda a diritta e sinistra della retta 
contenente i quattro punti segnati sulle superficie superiori dei due 
pilastrini. Conoscendosi di quanto il pozzo deve essere affondato 
sotto la faccia superiore di ciascun di essi, riesce agevole il cono
scere quando raggiunge la voluta profondità, o!"sia quando il suo 
fondo ha raggiunto il livello al quale deve trovarsi l'avanzamento 
della galleria. Allora, pet' avere la direzione secondo la quale a 
diritta ed a sinistra si deve attaccare lo scavo per diri gersi ad ese
guire gli avanzamenti cui si arriva dal pozzo già praticato, si di
stende fra i quattro indici fiduciali uno spago o meglio ancora un 
filo di platino, al quale si sospendono, alla maggior distanza possi
bile, due fili a piombo che, giungendo liberamente fin presso al 
fontlo del pozzo, servono benissimo a dare la direzione secondo la 
quale devono essere incominciati gli allacchi. Soventi volte si fanno 
pescat·e i due piombini entro secchi d'acqua, nell'intento di ottenere 
che risultino immobili quando si eseguisce l'operazione di determi
nare alcuni punti negli avanzamenti . Quando i due attacchi a diritta 
ed a sinistra del pozzo sono di tanto avanzati da riuscire possibile 
la determinazione di alcuni punti dell'allineamento in cui trovasi 
l'asse della galleria mediante un teodolite, si mette in stazione 
questo strumento in uno degli avanzamenti alla maggior distanza 
possibile dall 'asse del pozzo ed in modo che l'asse otlico del can
nocchiale cada nella direzione dei due fili a piombo; si verifica se 
esso trovasi precisamente a sito appendendo un piombino nel cielo 
dello scavo e nel piano verticale determinato dall 'asse del cannoc
chiale, e osservando se questo piombino trovasi nel piano verticale 
degli altri due che trovansi appesi allo spago oppure al filo di pia-
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tino disteso attraverso la bocca del pozzo. Una volta collocato a 
posto il teodolite nel modo indicato, si fanno fissare mediante il 
suo cannocchiale nel cielo dell'avanzamento opposto alcuni picchetti ; 
in ciascuno di questi picchetti si mette una vite munita d'un occhio 
ed a quest'occhio si ferma un piombino. Dopo questo si porta il 
teodolite sotto il più lontano dei piombini che così vennero fissali 
nel cielo dell'avanzamento opposto a quello in cui esso venne mess!J 
in stazione la prima volta ; anche in questo sito si dispone in modo 
che, descrivendo un piano verticale l'asse ottico del cannocchiale, 
collimi esso ai fili a piombo che già trovansi a posto, si fanno fis
sare dei picchetti nel cielo dell'avanzamento in cui la prima volla 
venne collocato il teodolite ed a questi picchetti si fermano quegli 
anelli a cui si devono appendere i piombini. 

Seguendo i procedimenti esposti, riesce possibile l'appendere 
quanti piombini si credono opportuni nel piano verticale dell'asse 
della galleria che vuolsi praticare , e guidare per loro mezzo il 
lavoro in modo che esso proceda nella voluta direzione. Nelle gal
lerie cui si accede per pozzi vi è quasi sempre assoluta deficienza di 
luce, ed il collocamento dei piombini si fa usando dei segnali a 
fuoco nelle operazioni di tracciamento. Dove esiste già un piom
bino il segnale a fuoco consiste in un lume posto coll'asse della 
sua fiamma sotto il piombino stesso; e dove invece si vuol appen
dere il filo a piombo, si pone prima un lume nella direzione di 
quelli già collocati nell'allineamento contenente l'asse della galleria, 
ed è verticalmente sopra questo lume che si pianta il picchetto cui 
si deve appendere il filo a piombo da porsi a sito. I teodoliti di 
cui conviene far uso nelle gallerie sono quelli nei quali è possibile 
illuminare i fili del micrometro. 

5" Volendosi stalJilire i pozzi che devono dar accesso ai punti 
d'attacco intermedii di una galleria in modo che i loro assi siano a 
qualche distanza dal piano verticale in cui trovasi l'asse della gal
leria stessa, appena il pozzo ha raggiunta la voluta profondità è 
necessario aprire una galleria trasversale, che talvolta si fa in dire
zione normale e talvolta in di1·ezione obliqua all'asse della galleria 
costituente l'oggetto principale del lavoro. Siccome poi il trac
ciameuto d'una galleria trasversale obliqua all'asse della galleria 
principale presenta maggior difficoltà di quella che s'incontra nel 
tracciamento di una galleria normale allo stesso asse, e siccome 
d'altronde questo tracciamento non è altro che un caso particolare 
di qnello , basterà che qui si esponga il metodo da seguirsi per 
effettuare il primo. 



-52-

Già trovandosi esattamente tracciato sul teneno l'allineamento 
in cui deve trovarsi l'asse della galleria principale, ed essendo fissato 
il punto per cui deve passare l'asse del pozzo, si conduca da questo 
punto l'allineamento determinante la direzione secondo la quale 
vuolsi aprire la galleria trasversale; si trovi l'intersezione di qul\
st'allineamento con quello dell'asse della galleria; si faccia stazione 
in questo punto con un buon goniometro; e colla massima esattezza 
si misuri l'angolo dell 'allineamento dell'asse della galleria trasver
sale coll'allineamento delr asse della galleria principale. Dopo questo 
convien fat· costrurre un pilastrino in muratura nel sito in cui si 
rnism·ò l'accennato angolo; segnat·e su una pietra ad esso murata 
colla punta da scarpellino il punto d'inlersezione degli indicati alli
neamenti ; e finalmente far coslrune due pilastrini murali da una 
parte e dall'altra del sito in cui vuolsi affondare il pozzo, posti coi 
loro assi nella direzione dell'allineamento in cui deve trovarsi l'asse 
della galleria trasversale. Su questi due pilastrini, pt·ecisamente 
come già si è detto pel caso in cui l'asse del pozzo doveva trovarsi 
nel piano verticale contenente l'asse della galleria , si segnino i 
quattro indici fiducia li; e quindi, esattamente e per diverse volle si 
misuri la distanza orizzontale dell'intersezione degli allineamenti, 
in cui devono trovarsi gli assi della galleria principale e trasver
sale, dag1i indici fiduciali e dall'asse del pozzo. Dopo eli ciò si può 
incominciare l'affondamento del pozzo, e, raggiunta la voluta profon
dità, si distenda uno spago al di sopra del pozzo e in modo che 
passi per i quattro indici ficluciali. A questo spago si appendano i 
due piombini i. quali, discendendo fin presso il fondo del pozzo, 
devono servire per somministrare ai minatori la direzione in cui 
va aperta la galleria trasversale. Quando lo scavo di questa galleria 
già da qualche poco si trova innoltrato, può convenire di abbassare 
un teodolite, di verificare se essa procede nella voluta direzione e 
di determinare alcuni punti del suo asse mediante piombini appesi 
nel cielo dello scavo. Conoscendosi la distanza che l'asse del pozzo 
ha dagli indici fiduciali, riesce facile eli trovare la distanza dell'asse 
stesso da ciascuno dei due piombini che vennero appesi allo spago, 
e quindi di segnare al fondo del pozzo un punto corrispondente al 
suo asse. 1\'Jismando da questo punto nella direzione dell'asse della 
galleria secondaria, si deve dire che essa ha raggiunta la neces
saria lunghezza allorquando questa risulta eguale alla metà od a 
poco più della metà della larghezza della galleria principale aumen
tata dalla distanza misurata sul terreno fra l'asse del pozzo e l'in
tersezione degli allineamenti degli assi della galleria principale e 
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della galleria trasversale. Appena questa galleria ha raggiunta l'ac
cennata lunghezza orizzontale, provvisoriamente e mediante un 
goniometro qualunque, si possono indicare ai minatori le direzioni 
degli attacchi; e quindi, quando già siano essi abbastanza innoltrati 
da riuscire possibile l'uso di un teodolite, traendo partito dei fili a 
piombo posti nel pozzo, e di quelli situati nella direzione dell'asse 
della galleria trasversale, e riportando la distanza misurata sul ter
reno fra l'asse del pozzo e il punto d'intersezione della direzione 
della galleria principale e della galleria trasversale, si può determi
nare il punto delle due gallerie corrispondente all'intersezioue dei 
loro assi. In questo punto, che deve essere segnato in modo da 
potersi facilmente conservare come capo-saldo, si venga a far sta
zione con un teoclolite; si collimi ai due fili a piombo che trovansi 
nel pozzo nonchè a quelli situati nella direzione dell'asse della gal
leria trasversale ; si acquisti certezza se il teqdolite è ben collocato 
in stazione; e dopo si faccia coincidere lo zero del nonio del cir
colo orizzontale collo zero della graduazione; si fissi il disco interno 
al disco esterno; si imprima allo stl'Urnento il movimento generale 
di rotazione attorno al suo asse verticale; si collimi col cannoc
chiale ai piombini che trovansi nel pozzo; e finalmente, imprimendo 
allo sll'umento il movimento parziale, si gi1·i il cannocchiale finchè 
lo zero del nonio indichi l'angolo che venne Ietto sul terreno all'in
tersezione dell'alliueamento dell'asse della gallel'ia principale col
l'allineamento dell'asse della galleria trasversale. Trovandosi l'asse 
ottico del cannocchiale in tal posizione e quindi girandolo 180", 
riesce operazione facile il far appendere nel cielo degli scavi, che 
già si cercò di eseguire secondo l'asse della galleria principale , 
alcuni piombini situati nella direzione dell'asse ottico stesso, e 
questi piombini sono nel vero allineamento in cui deve trovarsi 
l'asse della galleria principale. Quando siansi collocati almeno due 
piombini nell 'uno e nell'altro degli attacchi, si ha una verificazione 
dell'esaltezza del tracciamento, giacchè tutti questi piombini devono 
tl'ovarsi in un medesimo piano. 

Quanto si è detto in questo numero sulle operazioni di traccia
mento destinate a servire di guida nello scavo delle gallerie si rife
risce soltanto al tracciamento planimetrico, e per quanto spetta al 
tracciamento altimetrico si parlerà in seguito nel capitolo IV di 
questa parte. 

Ceometria pt"atica, ecc. - 3. 
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CAPITOLO Il. 

Tracciament,o di linee curve 
sult,erreno 

e m\~u:.;-a del, loro sviluppo. 

1 O. Assunto del presente capitolo. - Il tracciamento di linee 
curve sul te!Teno costituisce un'operazione della massima impor
tanza per l'ingegnere costruttore. Questo principalmetl~e si ·presenta 
nello stabilit·e l'andamento degli assi di strade e di canali dei quali 
vuolsi dar mano alla costruzione, giacchè la direzione rettilinea 
dall'uno all'altro estremo, tuHochè la migliore, non è però general
mente ·quella possibile per tali opet·e a motivo dei punt-i dati che 
esse devono riunire e delle difficoltà del terreno . La direzione porì
gonal~. che si può ancora tolleral'e nelle vie ordinarie quando le 
aperture degli angoli son{) assai grandi e prossime a 130·, assolu
tamente deve essere proscdtta nelle vie ferrate, ed una regolare 
linea strad~ le deve risultare compqstà di una serie di t'elle e di 
curve fra loro tangenti. Queste curve, generalmente o circolari o 
paraboliche, prendono il nome eli risvolte; ed è appunto del loro 
tracciamento C· della misura del loro sviluppo che si terrà discorso 
nel presente capitolo. 

11. Galco.lo degli elementi necessari alla costruzione di un 
arco circolal'e per punti. - Molti sono i procedimenti che si 
possono . impiegare nella determinazione dei dati che servono a 
costr-urre sul terreno un at·co circolare per punti. Quelli comune
mente usati in pratica si riducouo a tre: al metodo delle saette; al 
metodo delle perpendicolari alla corda; ed al metodo delle perpen-
dicolari alla tangente. · 

1° Il raggio O A= 1' (fìg. i i ) dell'a reo 'a descriversi e la sua 
corda AB= c, costituiscono i dati da impiegarsi primitivamente 
nel calcolo quando vuolsi tl'acciare un at·co circolare col metodo 
delle saette. Immaginando unito H centro O col mezzo C della corda, 
dal triangolo A-C O, rettangolo in C, si ricava 
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e quindi, chiamando s la saetta C D, si deduce pe1· elemento che 
determina il punto D 

Ricorrendo ora, sia al triangolo rettangolo A C D, sia alla pro
prietà del~corda A D di essere media proporzionale fra l' intero 
diametro D E erl il segmento adiacente C D, si può trovare l'anzi
detta corda, la quale unitamcnte al raggio si presta al calcolo della 
saetta C'D'. 

Collo stesso procedimento, che conduce a trovare la corda A D, 
si possono dedurre le due corde eguali A D' e D D', per quindi avere 
le due saette pure eguali C' 'D" e C"' D"', e per poscia procedere 
innanzi ca !colando alt re corde ed altre saette, i cui estremi costi
tuiscono altrettanti punti dell'arco a tracciarsi. ehe, essendo simme
trico per rapporto alla retta D O, ammetterà per la parte BD le 
stesse corde e le stesse saette calcolale per la parte A D. 

2• Il raggio O A= r ((tg. 12) e la corda AB ==c sono pure gli 
elementi primitivi del calcolo qu ando vuolsi tracciare un arco 
circolare col metodo delle perpendicolar·i alla corda, e chiamando 
h la distanza O C ed s la saetta C D si ha immediatamente 

Questo valo1·e di s determina il punto di mezzo D dell' a1·cu . La 
determinazione di altri punti si riduce a saper trovare la lunghezza 
y di un a perpenrlieulare F E innalzata per un punto qualunque F 
preso sulla co rda All e avente una distanza cognila CF ==d dal 
mezzo C della eorda. Immaginando perciò prolungata la perpendi
colare E lf fino arl in eontr·are in G la retta Z X condotta dal centro 
O parallelame nte alla conta AB, dal triangolo EGO rellangolo in O, 
in cui OE== r e O G==ti. si ricava 
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e quindi, per essere G F. O C h 

Per avere quanti punti si vogliono dell'arco, basta dare a d 

diversi V\llori compresi fra O e ~ e dedurre dall'ultima formola i 

corrispondenti valori di y, i quali si riferirauno non solo all'arco 
A D ma an che al suo simmetrico n D. In pratica si usa di calcolare 
le perpendicolari che corrispondono ai di versi punti della semi-corda 
A O divisa in parli eguali. 

I conoscitori di Geometria analitica possono osservare che il· 
metodo ora esposto consiste: nell'insLiLuire l'equazione della cir
confet·enza di circolo cui appartiene l'arco a descriversi, riferita a 
due assi O X e O Y passanti pel centro O e dit·etti, il primo seeondo 
una parallela, e l'altro secondo una perpendicolare alla eorda A n; 
nell'attribuire all'ascissa diversi valori minori della semicorda; nel 
calcolare le Ol'dinate corrispondenti, e nel diminuirle della quantilil 
costante O C=h esprimente la distanza del centro alla corda. 

5" Il metodo delle perpendicolari alla tangente consiste nel 
saper trovare la lunghezza d'un ordinata D c·=y (fig. 15) innalzata 
perpendicolarmente alla tan gente A X pe1· un punto D preso ad una 
distanza cognila AD= d dal punto di contatto A. Pet·ciò, essendo 
O il centro dell'arco AB ed O A il raggio diretto al punto di con
tatto, s'immagini una retta O Z parallela ad A X, si prolunghi la per
pendicolare D C fino ad inconlrarla in E e si unisca O con C. Dal 
trian golo CE O rettan golo in E, in cui O E . d e C 0= r, si ha 

e quindi, per essere E D= O A = r, 

Ques ta formola, applicala col dare a d diversi valori compresi fra 
O e la lnn ghezza della proiezione A F dell 'arco sulla tangente A X, 
può somministrare quanto si crede necessario all' e!fettivo traccia-
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mento dell'arco per punti . Convien però notare che, nel caso di un 

01 rco AB (fig . 14) maggiore del quadrant e la proiezione AF dell 'arco 
diventa eguale al suo ra ggio e che per un valore qu alunque di d, 
compreso fra detta proiezi one c quella A K dell a cm·da, corrispon
dono due val ol'i y' ed y" di y amb o dedu cibili dall a form ala 

(1). 

cosicchè supponendo che il valore attribuilo a d giunga da A in G 
si avrà : 

per determinare il punto H, GH=y'= r -JI r2 -d2
; 

per determinare il punto I, Gl=y"=·r + V t·2-d2
• 

Chi conosce la Geome tri <~ <J nalitica può r isolvere più speditaruente 
il pmblema, instituendo l' equazione della circonferenza di ci rcolo 
cui appartiene l'arco AB col prendere la tangente A. X per asse 
delle ascisse e la dit·ezione perpendicolare A Y per asse delle ordi
nate ; attribuendo all 'ascissa diversi valori compresi fra O e la pro
iezione A F · dell 'arco sull a ta ngente; e ealcoland o le orrlinate, le 
quali conispondono immediatamente alle lunghezze delle perpendi
colari determinatt·i ci dei punti domand ati. 

12. Risvolta circolare passante per un punto preso su una 
delle direzioni da raccordarsi . - Sia BAC (fig. 1 5) il gom ito 
rettilineo che vuolsi trasform are in un a ri svolta circolare passa nte 
pel punto D preso sul lato A B. 

L'angolo BA C = et. e la distanza A D= a costituiscono i llati 
necessari alla soluzione del problema. 

Per desct·ivere la risvolta sull a cat·ta , avendosi già l'angolo 

bac= a, si lira la bisettrice a x (fig. 16), si prende 7LJ= ~ AD (es
n 

sendo ! la scala del disegno), s'innalza per d la pe1·pendi colare ad 
n 

ab, si fissa l'incontro o di questa perpendicolare colla a x e si de
scrive, col centro in o e col raggio od, l' arco di circolo dge, che 
per l'esattezza dell 'operazione deve toccare la a c in LHI punto e per 
cui si abbia a;=a d. . 

Per tracciare la eu rva sul terreno si considerino innanzi lutto i 
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due triangoli rettan goli A D O e AUL in cui AD = a e DAO =àa, 
c si deducano: 

Conoscendosi ora il raggio e la cm;da della risvolta, colle norme 
esposte nel num ero antecedente si calcolino, o diverse saette, o 
4iverse perpendicolari alla co t·da , o diverse perpendicolari alla tan
gente, i quali elementi , portati a sito sul terreno cogli strumenti 
che servono a misurare distanze e collo squaùro agrim ensorio, da
ranno altrettanti punti della curva dQ.mandata. 

Un ::tltro metodo che si può adoperare pel tracciamento delle 
risvolte di pi ccolo- ra ggio e il eui uso ilispensa da ogni calcolo è il 
seguente: prendasi sul lato A C (fig . 17) la lunghezza AE = A D e 
si conduca l'allineamento D E. Tanto l'angolo ADE quanto il suo 

eguale A E D (ciascuno dei quali val e 90°- ~ a) si dividano nello 

stesso nnmero di parti eguali, per esempio in sei. Individuando tulle 
le dividenti con pali ne , e supponenùole numerate incominciando 
dalla più vicina a D E per quelle che partono da D e dalla più lon
tana a D E per qu elle che partono da E, si avranno nelle inlerse
zioni G, H, F, I e K delle direzioni aventi lo stesso numero altret
tanti punti dell 'arco domandato. Infatti, risultando eguaU tutti gli 
angoli in G, H, F, I e K si trovano essi inscritti in un medesimo 
segmento di circolo, sul cui arco di necessità devono essere i ver
tici di detti angoli. 

i 3. Risvolta circolare passante per un punto preso fuori 
della direzione a raccordarsi. - Siano AB ed A C (fig. f 8) le 
due direzioni rettilinee che voglionsi raccordare con una risvolta 
circolare obbligata a passare pel punto D: l'angolo BA C sia a; la 
lunghezza A E sia p ; e la perpendicolare E D ad AB sia q. 

Avendosi già sulla c<1rla l'angolo ba c= a (fig. f 9) ed il punto 
d rappresentativo di D, si può adolt,are ques to1 pr()cediwento, per 
l' e,fl'eltivo tracciamento dell'arco: segna la la bisettri.ce a x dell'an
golo ba c e calata su essa. la perpendicolare dy si prenda· if=id: 
sarà f un punto dell'arco ~omandalo, (~una segante e dg la parte 
esterna. Descrivendo su g f un semicircolo ed innalzando lp. perpen
dicolare dm, si avrà in 9 n1 una media proporzionale fra l'intera 
segante e la sua parte esterna, ossia si avrà la tangente che portata 
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da g iu h detennina su ab ii punto di contatto h, ottenuto il quaìè 
si ope1·a come nel numero antecedente per trova1·e il cenll·o o e per 
descrivere l'arco hdfk. 

Peltracciamento dell'arco sul terreno bisogna conoscere le distanze 
dei due punti di contatto H e K dal vertice A e quindi la corda H J( ed 
il raggio OH. Dal triangolo rettangolo EDG in cui l'angolo EDG 

'1 . vale 2 a SI deducono : 

- 1 
EG = qlang2a, 

- _ q 
GD- - i- , 

cos 2 a 

d'onde •·isulla 

- - -~ 1 
AG = AE+EG=p+qtang 2a. 

Considerando ora il triangolo rettangolo AGI si ricava immediata
mente 

--,1 ( 'l) 1 Gl=AGsen 2c.:= p+qtang 2c.: sen 2c.: , 

c quindi 

- ---- ( '1) ,, GF==GL - FL=2GI-GD=2 p+qtang 2c.: sen 2o: 

q 
- --1-, 

cos 2· a 

la quale, riducendo al medesimo denominatore e semplificando, 
diventa 

GF
_pseno: - qèosc.: 
- 1 . 

cos 2 0: 

Conosce-ndosi ora la segante inte-rà. G F e" la sua parte esterna G D~ 
si ha p et espressione della tangente G H 

&H= V G,FXGD :::::I-\~ }1 q1 (psenet.~qcos· c.: ). 
cos 2 et: 
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Questo valore di -G H sommato cou qnello di A G. dà la distanza dei 
punti di conlallo dal vertice A, e riduce la soluzione del problema 
a quella del numero antecedente. 

t4. Risvolta circolare di raggio dato. - Sia a l'angolo BA C 
(fig. i 5) delle due direzioni da raccordarsi, e sia r il raggio dell'arco 
che vuolsi adottare. 

Essendo ab e a c (fig. i 6) due rette già disegnate in carta e rap
presentanti i due allineamenti AB ed A C del terreno, ci conduca 
la bisettrice ax del loro angolo, per l'estremo a s'innalzi una retta 

ay perpendicoli re ad ab, si pori i su essa una lunghezza a[ che 
nella scala del disegno rappresenti il raggio, e si conduca per r una 
parallela ad ab: evidentemente, nell'intersezione di quest'ultima 
con ax, si ha il centro o dell'arco ; negli estremi d ed e delle per
pendicolari calale da o sulle direzioni ab ed a c, i due punti di 
contatto; e nelle lunghezze eguali'Od ed-;;-;;· due raggi. 

Le distanze eguali A D ad A E (~g. 15) dei puuli di contallo dal 
vertice A e la corda D E- si deducono dai tl'iangoli rellangoli A D O 

1 
e DLO dove DO==r, DAO-=LD0== 2a, col pone: 

- -- 1 
D E==2D L==2r cos 0 a. -

Dopo di ciò si compie la soluzione del problema colle norme date 
nei numeri antecedenti. 

15. Effettivo tracciamento delle risvolte circolari col metodo 
delle perpendicolari alla tangente. - Questo metodo è quello 
che maggiormente viene impiegato nella pratica, e, quindi non è 
fuori di proposito di parlarne a lungo ed in tutte le sue partico
larità. 

Alcuni costruttori, nell'applicare la formola (i) del numero 1 t 
al calcolo delle ordinale ossia delle perpendicolari y alla tangente 
corrispondenti ad ascisse ossia a distanze date d del piede dell'in
dicata perpendicolare dal punto di contatto A (fig. t4), usano far 
variare i valori di d di quantità eguali. Deriva da ciò che i punti 
della curva così determinati non sono equidistanti , e che riesce 
cosa difficile il giudicare convenientemente della regolarità della 
curva stessa. 

Per soddisfare alla condizione di tracciare la curva determinando 
alcuni punti della medesima i quali siano equidistanti, basta sapersi 
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caleolat·e le aseis:o;~ e le nt·dinate di parecchi punti i quali, succes
sivamente considerati due a due, appartengano ad archi di egual 
lunghezza e quindi di eguale ampiezza. Perciò è necessario stabi
lire in generale le formole le quali danno le coordinate (fig. 15) 
AD :=x e D C== y di un punto qualunque C del arco circolare AB 
in funzione del suo raggio IT == r e del suo angolo C O A== rp. 
Essendo la retta D E perpendicolare ad A X ed essendo eguale a rp 
l'angolo ECO, si possono dedmTe i valori di OE e di E C dal trian
golo rettangolo C E O, ed ottenere 

E C==r· cos rp, 

e quindi-
x==r sen rp, y==r(1- cosrp) (1 ). 

dando ora a rp diversi valori variabili per differenze costanti, me
diante queste formole si pos~ono trovat·e i corrispondenti valori di 
x ed y ; e, portando questi valori sul terreno, si ottengono tanti 
punti dell'arco da tracciarsi egualmente distanti fra di loro. 

Per condUI're celeremente a termine l'operazione del traccia
mento di un arco circolare sul terreno col metodo delle perpendi
colari alle tangenti può tornare della massima utilità una tavola 
numerica in cui per un circolo di raggio dato siano marcati diversi 
angoli, i quali variino fra di loro per differenze eguali, non che le 
ascisse da portarsi sulla tangente e le ordinate da elevarsi perpendi
colarmente alla stessa retta, corrispondenti ai detti angoli. La tavola 
che qui si riporta, la quale trovasi in scritta nell'opera di A. F. Brun 
intitolata Traité pratique des opérations sttr le termin, dà le ascisse 
e le ordinate, per rapporto alla tangente ed alla sua perpendicolare 
nel punto di contatto, cotTispondenti ad un arco circolare di f 000 
metri di raggio e p et• punti presi in modo da essere di 50' l' am
piezza dell'arco fra essi compreso. 
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AMPIEZZE ASCISSE l ORDINATE AMPIEZZE ASCISSE ORDINATE l degli archi ossia ossia degli archi ossia ossia 
prendendo lunghezze lunghezze prendendo lunghezze lunghezze 
per 11rigine ·da misurarsi delle per origine da misurarsi delle 

il punto sulla perpendic(\lari l il punto sulla , perpendicolari . 
di contatto tangente alla tangente di contatto tangente alla tangeute 

m m m '" o· 30' 8,7165 0 ,0380 13" 224,9511 25,6300 
t 17,4524 0,1525 15 50' 253,4452 27,&303 
t 30 26,1769 0,3428 14 241,9219 29,7046 
2 34,8995 0,6090 14 30 250,3iì00 31,8526 
2 30 45,6194 0,951 s 15 258,8190 34,0744 
3 52,3360 l ,3708 15 30 267,2384 36,3696 
3 ~o 61,0485 1,8653 16 275 , 6~73 3&,7386 
4 69,7565 2,43tì0 16 30 284,0153 411,1 R03 
4 30 78,4591 3,0830 17 292,3717 43,6954 
5 87,1557 5,8050 17 30 ' 300 ,7059 46,28~0 

5 30 95,8457 4,6038 18 309,0170 48,94~6 

6 104,521l4 5,4783 18 30 317 ,3046 51,6764 

Il 6 3il 113,2032 6,4281 19 325,56R2 ~4,41\1'4 
7 121,8690 7,4538 19 50 533,8069 51,5586 
7 30 130,5262 8,5555 20 342,0215 60,3074 l 8' 159,1731 9,7318 20 30 550 ,2074 65,3278 
8 30 f47 ,81 95 10,9840 21 358,3680 66,4f96: l 

l 
9 156,4545 12,3118 21 30 366,5012 69,5826 li 
~ 30 165,0476 13,7!46 22 371,6065 72,8152 

10 1- 73,fJ481 15,1924 22 30 582,6834 76 ,1206 
10 30 182,2355 16,7453 23 390,7311 79,4952 
Il 190,8091 18,3730 23 30 398,7491 82,9400 
H 30 199,368(:)' 20,0754 24 406,7366 ' 86,4546 
12 207,9117 21,8526 24 30 414,6933 90,0388 

l 12 30 216,439'6 23,7040 25 422,61&3 93,6924 

Le formole (1) mostrano ad evidenza come le due coordinate a; 

ed y siano proporzionali ai raggi, e questa proprietà meLle in chiaro 
in qual modo si deve a;doperare questa tavola. Supponendo che 
vogliasi tracciare un arco di raggio R, le coordinate x ed y covri
spondenti alle ampiezze registt·ate nella tavola dovranno stare a 
quelle che si trovano nella tavola per le stesse ampiezze, come il 
raggio R sta al raggio 1000, per cui, essendo rispetlivamente x' ed 
y' l'ascissa e l'ordinata contenute nella tavola è corrispondenti ad un 
dato angolo, i valori di x e di y per lo stesso angolo sono daLi da 

R , 
x==1000 x' 

R , 
y==1000 y. 

Nell'effettivo Lraeciamento delle risvolte non è generalmente ne
cessario di calcolare i valori di x e di y per angoli variabili di mezzo 
in mezzo grado, e, a seconda del raggio della curva, è quasi sempre 
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suffi()ientc di calcolare i valori delle dette coordinate per angoli 
variab-ili fra loro per differenze maggiori. Così, per una curva di 
tOOO metri di raggio, il lracciamenlo riesce abbastanza particola
rizzato col coslrurre i soli punti conispondeuti ad angoli variabili 
di due in due gradi; pet' una curva di 2000 metri di raggio si 
possone stabilire i suoi punti i quali corrispondono ad angoli varia
bili di un grado e mezzo in un grano e mezzo. 

Allorquando lo sviluppo di una curva è considerevole, le ordinate 
riferentisi a punti molto distanti da quello pel quale venne condolla 
la tangente riescono troppo lunghe, per cui richiedono troppo tempo 
le operaZiioni di tracciamento sul teneno, trovansi soggette ad 
érrori e talvolta riescono persino impossibili per alcuni estacoli 
che avviene d'incontrare nella loro direzione. Per porsi al ~riparo ùa 
questi in~onvenienti, basta costrurre l'arco riferendo le posizioni fl.ei 
suoi. punti a diverse sue tangenti ed operando per diverse parti 
dell'iutiet·o arco da t•·acci.arsi precisamente come già si è detto per 
archi che hanno uno sviluppo non tanto considerevole. Così, do
vendosi tracci ave un arco circolare A CB (fìg. 20) di raggio dato 
OA==t· e di ampiezza anche data AOB== ~ , s'immagini diviso 
quest'arco in qualtro parli eguali AE, EC, CF eù FB, e tirate le 
relte che congiungono i punti E, C ed F eol centro O; dal trian
golo rettangolo G A O si ùeùuca la lunghezza AG data da 

si osservi che B H A G, che G H== 2 .AG, e che questa retta nel 
suo punto di mezzo C è tangente all 'arco ACB. Premesso questo, 
per tracciare l'arco sul terreno si portano nelle direzioni A D e BD 
delle tangenti estreme le due lunghezze eguali e calcolate A G 
e BH; si traccia l'ailineamento dato dai due punti G ed H; e si 
divide per metà in C per avere in questo punto il punto di mezzo . 
dell'arco 'da tracciarsi e contemporaneamente il punto in cui esso 
è toccato dal'la retta G H. L'arco AE si traccia assumendo per assi 
coordinati l'e dir·ezioni AD ed AO; le diTezioni CG e CO ·sono 
quelle che servono pel tracciamento dell 'arco C E; le direzioni C H 
e CO convengono per riferit·vi le posizioni dei punti dell'arco CF; 
e le direzioni BD e BO costituiscono i due assi coordinati pei di
versi punti dell'arco BF.- Diviòendo GA, GC, HC ed HB per metà 
nei punti I, K, L eò M, si pQsso.uo-- ce,od·t:tn'€ , k n~llt~ TK~ ed, hM·~ 
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che nei loro punti di mezzo E ed F t·iescono tan genti all 'at·co: e 
continuando collo stesso metodo, riesce possibile ottenere una linea 
poligonale che, nelle due estremità e nei punti di mezzo di dascuno 
dei lati collocati fra i due lati estremi, presenta altrettanti punti 
di contatto coll'arco che vuolsi tracciare. Questa linea poligonale 
in ogni caso può essere determinllta in modo da non avere am
piezza maggiore di 20 li 25 gradi la metà dell'arco compreso fra 
due punti di contatto successivi, per cui la tavola che venne ri
portata riesce acconcia al tracciamento di una risvolta circolare 
in tutte le ordinarie circostanze della pratica . 

Una linea poligonale come AIKLl\'IB la quale uei punti estremi 
A e B e nei punti di mezzo E, C ed F dei lati fK, l{ L ed L M 
risulti tangente ad uno stesso arco circolare A CB, di cui si co
nosce il raggio O A r e l'ampiezza A O B == (3, 'assai facilmente può 
essere tracciata sul terreno per camminamento, ossia costruendo 
successivamente l'angolo che i suoi lati devono fare tra di loro non 
che la lunghezza dei lati stessi. In generale, volendosi che siano 
n i punti di contatto della linea poligonale coll'ctrco circolare, i lati 
della linea poligonale risullauo pure n, le parti eguali in cui l'arco 
totale t·imane diviso dai punti di contatto sono n-1, e t]Uindi l'am-

piezza di ciascuna di queste parti vale ~1 . 
n-

J 6. Effettivo tracciamento delle risvolte circolari col metodo 
delle seganti. - Per i progetti di massima, per i rapidi traccia
menti delle linee stradali e qualche volta anche per il posamento 
delle rotaie nelle vie renate e per la regolarizzazione delle trincee 
e dei rilevati, si impiega un metodo conosciuto generalmente col 
nome di sistema inglese, il quale si applica procedendo come im· 
mediamente vien indicato. Essendo già fissato un estremo A della 
curva circolare che vuolsi tracciat·e e conoscendosi la direzione A T 
della sua tangente in questo punto, si calcola l'ordinata EB== x 
(fig. 2t ) corrispondente ati una data ascissa A E== d, contata dal 
punto A sulla tangente A T assunta come asse delle ascisse. Perciò, 
immaginando condotta da B la retta BF parallela ad A T e tirati 
i due raggi O A ed O B di lunghezza R, dal triangòlo rettangolo BF O 
si ha 

e quindi, essendo A F = EB =x, risulta 
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(1 ). 

Trovato il valore di x si porti la lunghezza d sul terreno da A in 
E nella dieezione A T, in E si elevi la perpendicolare E B lunga 
quanto il caleolato valore di x, e quindi si tit·i la segante AB pro
lungandola in B S al di là del punto B. 

Fallo questo, nella direzione B S s'immagini portata la lunghezza 
B G eguale a d e si calcoli la perpemlieolare G C=y elevata pel 
punto G sull'accennala direzione. Per trovare i valori di y si os
servi che, per essere la corda AB media proporzionale fra il dia
metro AK=2R e la sua proiezione AF=x sullo stesso diametro, 
si ha 

per cui risulta 

Considerando ora le due seganti G A e G I partenti dal punto G, 
per un nolo teorema di geometria si ha 

da cui, per il Lt·ovato valore di AG e per essere IG=2R+HG 
e B G =d, si deduce l'equazione 

la quale dà 

Ottenuto così il valore di HG, riesce facile il dedurre quello ùi 
GO==.z, ed evidentemente si ha 

(2). 
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Considerando ora il triangolo G BO nel quale sono noti i tre lati 
O B, B G e GO rispettivamente eguali ad R, d e z, si caicoli il suo 
angolo BGO mediante la nota relazione fra i tre lati ed un angolo 
di un triangolo .rettilineo qualunque . Questa relazione, applicata al 
caso m quistione, conduce a trovare 

per cui, chiamando cp l'angolo O G C =90"- B GO, risulta 

(3). 

Nel triangolo GCO si conoscono ora i due lati OG=z ed OC=r 
non che il seno dell'angolo OGC, e quit1di dicendo 'f l'angolo GCO, 
per la proporzionalità dei lati ai seni degli angoli opposti, si può 
dedurre 

(4). 

Conoscendosi ·ora i due atlgoli OGC=cp e'' GCO=·.Jl, dall'ultirl1o 
citato triangolo in cui l'angolo GO C vale 

si puo ricavare la lunghezza della perpendicolare GC =y data da 
_ sen(cp +~) R 

Y- senr:p (5). 

Ponendo ora nell'equazione (2) il valore di x somministrato daa
l'equazionc (i ) si ottiene il valore di z; conosciuto questo valore 
di z è possibile dedurre quelli dci due angoli r:p e ~ mediante le 
equazioni (5) e (4), e finalfnente si può passare mediante l'equazione 
(5) al calcolo della perpendicolare G C =y. Trova lo il valore di y, 
si misuri sul terreno !iella direzione della segante A S a partire 
da B la distanza B G d, nel punto G si elevi la perpenùico'la'fe 
G C di lunghezza y e nel punto C si ha un punto dell'arco cir
colare domandato. 

Qualora la distanza d, come generalmente avviene nella pratica, 
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sia molto piccola in confronto del raggio R, il valore di x si può 
cal!Colare colla semplicissima formola 

d2 
x==2R 

la quale risulta dall'equazione ( 1) mettendo R' fattor comune sotto 
il radicate, porta'lldo quindi R fuori del rarlicale stesso e prendendò 
j due primi termjni ddla serie che lo rappresenta. Questo valore 
di x, posto nell'equazione (2), facilmente · conduce a trùvare 

'l 

l 

da cni, svilu'ppanrlo il radicale in serie 

di ~ superioTi alla seconda, si. ricava 

e trflscm·anrlo le potenze 

Ora., quando la lunghezza B G è piccola in confronto del l'aggi? 
dell'arco da traeciarsi, l'angolo B GO è assai vieino a 90•, il suo 
'complemento O GC è un an golo piccolissimo e quindi la perpendi
colare G C == y è sensibilmente eguale alla parte G H della segante 
GO l. Segue da ciò che, p el' essere 

- d2 
Gl-l ==z-R== R' 

con molta approssimazione si può assmn.el'e 

ossia il valore di y eguale al doppio del valore di x. 
Pet' continuare il Lt·acciamenlo, si fa passflre pei due punti B' e, Ì: 

nn a nuova segante B C R, si prend e. su ess~ C D== d, e per D si eleva 
la perpendiqoJare D L . GC --: y. Fatto q,uesto, si tracqi~ ancot~a 
sul terl'eno l'allineamento determinalo dai due punti C ed L si mi-

•• ~ ' l - ----,.. l l • 

sura su esso L :M ==d, si el~va la perp,en.rlicolare 1\'I,N ==y_! e q~sì 
si continua finchè si a!'riva verso il mezzo della curva che vuoi i 
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tracciare. Fatto questo, si opera nello stesso modo partendo dal· 
l'altro punto di tangenza, e il tracciamento si può ritenere come ben 
eseguito allorquando i due archi di circolo passanti pei punti de
terminati come sopra si è dello vengono a raccordarsi verso il 
mezzo dell'arco da tracciarsi. 

Conviene, nell'operazione di tracciare i due archi dal cui assieme 
deve risultare l'intiera risvolta, determinare sul primo arco alcuni 
punti appartenenti al secondo e sul secondo alcuni punti apparle· 
nenti al primo. Allora riesce facile di riconoscere se i punti ottenuti 
colle due diverse operazioni appartengono alla medesima curva , 
e verificandosi qmilche deviazione torna generalmente agevole veri· 
ficare e rettificare, di i 00 in i 00 metri, le posizioni di alcuni punti 
col metodo delle tangenti oppure con quello delle seganti. Nei trac
ciamenti provvisori si può misurare lo scartamento ab (fig . 22) esi
stente fra le due curve dove dovrebbero unirsi per contatlo; prendere 
il punto di mezzo c di ab siccome appartenente al punto dell'arco 
che vuolsi tracciare; dividere la metà di questo scartamento in tante 
parti eguali quanti sono i punti intermedi stati determinati sull'arco 
Ab fra il punto di contatto A .ed il punto b e portare rispettivamente 
sui raggi una, due, tre ..... di queste parti a partire dai punti 1, 2, 5, 
....... già fissati sull'arco Ab col metodo delle seganti. La rettifica· 
zione eseguita sull'arco Ab si ripeta per l'arco Ba dividendo la metà 
dello scartamento ab in .tante parti eguali quanti sono i punti in
termedi stati determinali sull'arco Ba e portando rispettivamente 
sui prolungamenti dei raggi una, ùue, tre, ....... di queste parti a 
partire dai punti i, 2, 5, ....... già stabiliti sull'arco Ba pure col me-
todo delle seganti. 

Il tracciamento delle risvolte circolari col metodo delle seganti 
riesce generalmente assai spedito ; ma, per la facilità con cui gli 
m·rori si propagano da un punto all 'altro, è prudente consiglio di 
non impiegarlo nei tracciamenti definitivi, salvo in alcuni casi ecce· 
zionali come nelle traversate di boschi e di villaggi . Allorquando è 
imperiosa necessità di adottare il metodo delle seganti per un trac
ciamento definitivo, si deve trar partito di tutti i mezzi di verifica
zione che, a seconda delle circostanze locali, è possibile adottare. 
Questi mezzi si riducono alla determinazione con altri metodi di 
alcuni punti che devono trovarsi sulla vera curva; e c'è ragion di 
credere che con essa si confonde la curva tracciata col metodo 
delle seganti, quando la nuova determinazione somministra dei 
punti posti sull'ultima accennata curva. 

Il metodo delle seganti per il lracciamenlo delle risvolte può 



-49-

condune a buoni risultati allorquando si deve operare su una su
perficie piana, e quindi generalmente conviene per lo stabilimento 
definitivo di una strada allorquando già trovansi eseguiti i movi
menti di terra. In tali circostanze si può dispon·e della distanza da 
prendersi sulle seganti in modo che tutte le operazioni abbiano luogo 
sulla superficie orizzontale o quasi ol'Ìzzontale dello scavo o del 
rialzo, su cui la curva deve essere tracciata, e lavorare così su un 
terreno sul quale riesce facile il misurare con esattezza. 

Siccome poi generalmente si può assumere la distanza d assai 
piccola in confronto del raggio R dell'arco che vuolsi tracciare, i cal
coli da istituirsi pel completo tracciamento di una risvolta circolare 
col metodo delle seganti si riducono semplicemente a trovare il 
valore di x colla formola (6) ed a prenderne quindi il doppio pet· 
ottenere quello di y. 

17. Tracciamento delle risvolte circolari in galleria. - Al
lorquando una galleria deve essere costrutta in curva e che non ha 
lunghezza così grande da essere necessario lo stabilimento di pozzi, 
per ciascun imbocco s'incomincia lo ·scavo pt·ocurando di seguire al
meno approssimativamente l'andamento curvilineo che vuoi si ottenere 
mediante il tracciamento che già si sarà fatto presso gli imbocchi 
sulla superficie del terreno nel quale la galleria deve essere scavata. 
Aperta la galleria per una certa lunghezza, si prolunga la tangente 
al primo punto della curva di quanto lo permette la larghezza dello 
scavo e si elevano su questa tangente, di mano in mano che l'a
vanzamento progredisce, delle ordinate le cui estremità determinano 
altrettanti punti posti nella superficie cilindrica a generatrici verti
cali avente per direttr.ice l'asse curvilineo della galleria. Nel cielo 
dello scavo si piantano dei picchetti in corrispondenza dei punti 
così determinati, e si fermano in essi delle viti munite di anello in 
modo che, appendendovi dei piombini, si trovino gli assi dei lot~o 
fili nell'accennata supet·ficie cilindrica. 

Trovandosi la tangente A T (fig. 25) in procinto d'incontrare la 
parete dello scavo, si prende su questa linea un punto B, tale che 
si possa in esso far stazione con un goniometro; e, dopo d'aver 
misurata la distanza A B, dal triangolo O A B rettangolo in A, di 
cui si conoscono i due cateti OA==R ed AB==d, si deduce l'an
golo O B A== cp dato dalla semplicissima formola 

L' ÀI\TE DI FADURICARE. 

R 
tang cp== (l' 

Geom.etl'ia pratica, ecc. - 4. 
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Una volta determinato fangolo o/• il suo Dì}ppio . si costt·uisce in 
AB T'; sulla nuova direzione B T' si elevano le ordinate che già 
servirono al tracciamento :della curva A E aventi rispettivam.en t~ 
dal punto B distanze egu<~li a quelle che i piedi delle ordinate elevate 
su AB aveyano pure da B, e s.i continua finchè misurando lungo 
B T' si trova nna lunghezza B C= BA d. Gli estremi delle oi'di
nate elevate su B C non che il punto C si tmvano !1UJ~a sup.erfi.cie 
cilindric·a a genet·atrici verticali . avente [ler diretlri j;C l'as$e çlell p. 
galleria; determ.inano essi la cu.rva EC; e, .cotttinuam.lo lo scal{o .col 
por ta re sul prolungamento di B C le stesse , ordinate già eJ,evaL~ S\1 

AB a distanr,e da C rispettivamente eg.uali a q111.elle *1do.ttate lt~~go 

AB a partire da A: si arriva alla determinazione dell ';:woo CF. Cf\
sl.ru endo in D .!'a:ngolo B D T" eguale al cl<l{ppio dell'angrOlo çp, si 
ottiene la direzione D T" , la quale tornerà in acconcio per ~rac

ciare l'arco F G H adottando il meto cl o già -seguìto per determJQa re 
l'arco E CF. 

Soventi volle pe.l t t acciamento .di un.a gall eria ili! ourva, cO;no
scendosi il raggio O A= R (fig. '24) .della risvplta, nDJn .che la dat·
ghezza C D= '2l che dev.e .a !Vere .Io s·aavo che <vuolsi tpraticare, e 
ponendo che la semi.cmrda AB ::::x .(leve .essere .merli a propor
zionale fra i due segmenti adi-acenti del diametro espressi da 
'2 R -BE '== '2 R-l e da B !E= l, si ~talco la la lunghezza della 
retta A B, ossia la metà della corda .A F, colla sempHoissima foTI~ o la 

x= Jlt(2R - l ). 

Fatto questo, ·osserv~nllo che nel trian,golo rellango'lo· AB O spno 
noti ìl catè'to I11 =x e l'ipolenusa OA =R, si tl'ova l' ,angolo 
T' A JJ - .A. O B ~~ . che la corda A F fa co1la tan.gente alla ris:volta 
in 'A col porre ' 

x 
sen ~=R; 

il s~tpp)emento ai quest' ;m go lo si cos,tr.uisç..e col vertice in A e colla 
direzione A T. ili cui A T' è il prdlungam ento, pet· ottenere la dire
zione A 'X della corda AB; e. su questa dire,zione s·i porta una lun
ghezza A F eguale a'! doppio della 1unghezza x . 1 punti A ea F son·o 
dne punti determinanti l'asse della galleria, ed un terzo punto si ha 
nell' estremo E dell a perpendicolare innalzata alla corda A F nel suo 
puntu di mezzo B con lunghezza eguale alla semi-larghezza l dello 
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scavo. V o l endosi ,letermiuare altri punti della curva A E F, si pos
!ìiO,IjiQ l{fl:~cqJ.<~re l(ol ~~t.<;> do ~spoJ'lO~ p,urpryr,o i 1 le ~ungh!'l~~ç 4,i 
alcune perpen<;liçpl~rj éJ~Ia corda A F. Pren,dew1P jl c.ompl~m~,yto 
dell'angolo l)!. ~i ottie,ne il.'~;~pgqlo ,BA O; e costruendo il doppio di 
que!>t'a,n,g;.oJo J:Ol v~rtice in ,F e coll~ r,eHa F 4, &i trova la <;lire
~iope F X' fl.'I).Jiil. p~pva corda la qua)e, coipe A .F seryì al traccia
m~nt.o ll.elfar,ep ·A, E;f, !'J~N'irà gi l)~s;,e _p~r l~ dpler~in,a~;one tli 
qp~~i .punti ~j vqgl,i9,90 de~l'ar.cq $1,lCC,e~s:vo f H G. 

,Qu~lcJ1e ,volti! Q,el tracci n;t~nto ,delljf gal~erie i!J cupa si adoltjl 
jl rp,IJLQ .~O Qfll~e li~gflpl~; e ,per' qon l)i ;vuoi an,~~r in~çmtro a S''f)Vi 
inconvenienti è necessario operare colla massima precisione e colle ' 
c~re più minu~~e, ed il co trult9 ·e di l~pto in 1 nto deve accertarsi 
d eH' esattezza dei lavoro determinando iJ.lcuni punti con uno dei due 
metodi che in questo numero vennero indicati. 

Pei tl·acciamenti di quelle gallerie in curv:;t ~Ve q.1;1ali ~j m:rjy 
mediante pozzi, s'incomincia dallo stabilire la curva sulla superficie 
del suolo con tutta la diligenza possi-bile, e quindi coi procedimenti 
esposti nel numero 9 si traccia nella galleria o la direzione di una 
tangente o l ·~ direzione di una corda già stabilita sul suolo. Fç~tto 
~ue.sto, il tracciamento della curva determinante l'asse della gallel'ia 
d'avanzamen~o si effettua con uno dei due metodi già esposti pel 
caso in cui lo scavo si debba fare pei soli imboct<hi. Quando si 
vogliono stabilire dei pozzi coi loro assi fuori della supe.rficie cilin
drica a generatrici verticali avente per direttrice l'asse curvilineo 
~#la g·llt;ria ,1a 1~ostrNir1 ., sj reqge 9~cessariq ,l'aprime_nto di 1g~,l
lerie tt·asversali, le quali si stabiliscono generalmente in modo che 
i lOl'O assi si trovino in piani verticali diretti secondo raggi della 
curva che deve presentare l'asse della galleria principale. 

i 8. Risvolte .circolari successive. - Ora che si conoscono i 
metodi p-er trasformare un gomito rettilineo in un altro circolare, 
risuita facile di çostruire una successione di risvolte raccordanti f1·a 
loro le diverse parti di una linea poligQnak Basta perciò raccot'
dare le direzioni rettilinee due a due e tracciare per ciascun aq
golo l'arco tangente dietro le condizioni che vengono imposte dalle 
circostanze locali. 

Nelle risvolte per strade, quando occorre la costruzione di due 
curve rovescie, si deve pt·ocurare d'interporre fra l'una e l'aH.t·a un 
tratto rel,tilineo, il quale nelle vie ferrate de'le almeqo aver,e la 
lungbe~za massima di un convoglio. In quelle località poi in cui gli 

··angoli non so.no a·hbastanza aperti .e nelle quali per mantener,e una 
conveniente lunghezza al laggio si è .ubbligati <ti 1daxe alla curva 
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uno sviluppo tale che l'estremità di una di es:>e venga a coincidere 
coll'origine della curva seguente, si deve cercare per quanto si può 
una curvatura uniforme nel complesso delle risvolte. 

19. Risvolte paraboliche.- Un metodo, il quale in modo gene
rale conduce al tracciamento di una risvolta parabolica allorquando 
sono dati i due punti di contatto sull'uno e sull'altro dei due alli· 
neamenti da raccordarsi, consiste: nell'assumersi due àssi coordi· 
nati ortogonali fissati di posizione per rapporto alle rette rappre· 
sentanti le tracce orizzontali degli accennati allineameati; nel porre 
l'equazione generale delle curve del secondo grado sotto la 'forma 

~ B C~ D E F O y +-xy+-x +-y+-x+-- -A A A A A- (I); 

nello scrivere la condizione 

(Il) 

esprimente che la curva deve essere una parabola; nello stabilire le 
due condizioni derivanti da ciò che la curva deve passare pei due 
punti di raccorda mento di cui si conoscono le coordinate; e final
mente nell'esprimere, mediante due altre equazioni, che le tangenti 
nei delli punti si confondono colle due direzioni rettilinee da rac· 
cordarsi. Così procedendo si hanno cinque equazioni fra i coeffi-
. . B C D E d F . 1. . l d d . 

cienti A' A' A' A e A' 1 qua 1 SI possono per ta mo o etermi· 

nare onde sostituirli nella citata equazione generale del secondo 
grado che rappresenta allora l'equazione della curva da tracciarsi, 
e la quale assai facilmente può essere costrutta per punti sul ter· 
reno quando si conoscano i valori delle ordinate y corrispondenti 
a dali valori delle ascisse x. Il metodo or ora accennato pel trac
ciamento di una risvolta pa1·abolica non vien guarì adoperato nella 
pratica, e generalmente si preferiscono i due che immediatamente 
seguono. 

1" Essendo C A e CB (fig. 25) le due direzioni rettilinee da 
racco1·darsi mediante una curva parabolica la quale parta dal punto 
D e finisca col punto E, si dividano CD e C E nello stesso numero 
di parti eguali; i punti di divisione su C D si marchino da C verso 
D coi numeri d'ordine crescenti a partire dall'unità, ed i punti di 
divisione su C E si manchino da C verso E con numeri d'ordine 
decrescenti a partire dal numero delle parti in cui trovansi divise 
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tanto C D quanto C E, e si uniscano rpediante l'elle i punti aventi lo 
stesso numero. Nelle intersezioni della retta f f colla retta 22, della 
retta 22 colla retta 55, della retta 55 colla retta 44, ....... si hanno 
altrettanti punti della curva domandata. 

Per dimostrare che veramente la curva determinata dagli accen
nati punti è una parabola raccordatrice delle due direzioni rettilinee 
A C e BC nei punti D ed E, assumasi la retta CX ((tg. 26), la quale 
divide per mezzo la corda D E, come asse delle ascisse, e si valutino 
le ordinate parallelamente alla corda stessa. Pongasi che M N ed 
M'N' siano due delle rette consecutive determiuan Li nella loro inter
sezione m un punto della curva costrulla come si è detto ragio
uando sulla figura 25, si assuma l'origine delle coordinate nel ver
tice C ((tg. 26) e si chiamino: 

p l'ascissa CF del punto D, 
q l'ordinata FD dello stesso punto; 
x ed y le coordinale conentì di un punto qualunque delle due 

rette MN ed M'N'; 
a la lunghezza di ciaseuna delle parti in cui è divisa la C D, 
b la lunghezza dì ciascuna delle divisioni di C E; 

n il numero delle divisioni con~~-ute tanto rli-CD quanto in CE ; 
n' il numero delle divisioni di CM. 

Osservisi ora che per le denominazioni. stabilite, si ha 

CM:=n' a, CM'==(n'+1)a, 

CN:=(n - n'+ 'l)b, CN':=(n-n')b; 

che, per la similitudine dei due triangoli M G C ed M' G' C col trian
golo D F C, risulta 

- n' 
CG:=-p, n 

CG'_n'+1 - n p, 

-n' 
GM:=-q· 

n ' 

G'M'==n'+1 q; 
n 

e che, per esset·e i due triangoli C H N e CH' N' simili al triangolo 
CF E il cui lato F E vale F D ossia q, si ha 

- n - n'+1 
CH:= p, 

n 
- n- n'+1 
HN== q, n 



c1f'= n-n'p, 
n 
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Conosce11dosi le cooruinate dei due punti M ed N per cui passa la 
retta M N, si può trovàre la sua equàzione la qu~le è 

n' _ (n+ 1) q ( n' ) . y-n q-(2n' - n - 1)p x-np ' 

etl analogamente essendo note le coordinate dei due punti M' ed 
N' pei quali passa la retta M'N', si può scrivere la sua eqliazione la 
quale risulta 

n'+1 _ (n+1)q ( n'+1 ) 
y--n- q-~2n'-1ì+1)p x- - np . 

Supponerldo ora che 1e cdor'dinate x' ed f sirhbltaneairlehtè stld
disfino alle ultime du~ eqtiazioHi cp.Htndo i p'ougano invece di x 
e di y, rappresénieranhd essè le due coorditiate del punto rn, in 
cui s'incontrano le due rette M N ed M'N'. Segue da ciò che, can
giando x ed y in x' e y' nelle citate equazioni ed eliminando la 
quantità n' che serve ad individuare le or indicate rette, l'equazione 
risultante in x' ed y' rappresenterà tutti i punti a'naloghi ad m, 
ossia la linea che li contiene. Per comodamente eseguire quest'eli
minazione si onÌihino le ultime equazioni per h:tpplrto ad n'. Fa
cendo questo si trovano le equazioni 

, 2 ny'+(n+1)q , n- n 
q 

+ np(n+1)y'+nq(n+1)x' , 0 2pq 

n'i+ (1-n)q-nf n' 
q 

+ 
np (n ...:..1)y' +nq(n+'1)x'=-~ 'npq -o 

2pq - ' 

e sottraendo la prima dalla seconda, risulta 

(1), 
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, ny'+nq 
n= 2q . 

Queslù valot'e di n' si ponga nell'equaziMe (1) e si ottiene l'equa
zione 

'' 
npy'~- 2q2 (n+1)x' +pq2 (n+2)=:0 (2)r 

Ja quale conviene alla èurva I'isulLante dalla costruzione dillla lìgura 
25, e che rapp1·esenla urta parabola di cui è 01~ diamett·o la retta 
CX Lirala dal vertice C al mezzo ]!' della corda D E. 

Evidet1lernente il più piccolo valore che si possa attribuire ad 
n, per eseguire la costruzione rappresentata nella citata figura 25, 
è 2, dal quale può crescere fino all'~ . Segue da ciò che fra le 
iufìnite parabole soddisfacenti al problema, quellil che ha il para
metro più grande corrisponde a n::;::: 2 e quella che ha il parametro 
più piccolo ad n= oo. Ora differenziando l'equazione (2) si trova 

d x' npy' 
dy'- q2 (n+T)' 

da cm st rtcava per espressione della sotlolangente 111 ut1 pmilo' 
qualortque della parabola 

y' d x'_ np.y'2 

-dy' - q2 (n+1)' 

e quindi per espressione della sqttotang;ente nei punti D ed E, le 
cui ordinale sono FD=q ed FE=--'-q, 

n p 
n+1 

Dividendo nunìera:tòl'é e detmmeratore di quest'espressione per n 
m òltièt:te 

'l J!_ 
1' 1+n 

dalla qual frazione risulta che la sottotangente pei due punti D ed 
E vale CF== p nel caso in cui n== eo . Segue da ciò che solamente 
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nel caso di n=oo le due rette CA e CB sono tangenti nei punti 
D ed E alla curva di cui venne data la costruzione nella figura 
25, e che quindi, non potendosi raggiungere l'accennato limite nel 
valore di n, tale costruzione non conduce mai a soddisfare ad una 
delle più impot·tanti condizioni pel transito sulle strade, luttochè 
si possa essa raggiungere con tutta l'approssimazione desiderabile 
accrescendo di quanto aggrada il numero delle divisioni in pnnti 
eguali tanto di C D quanto di C E. 

2" La seconda costruzione della curva raccordatrice in D ed 
E (fig. '27) tlelle due direzioni rettilinee CA e CB consiste nel 
dividere per mezzo le due rette C D e C E in a ed in b; nel tirare 
la retta ab; nel dividel'la per mezzo nel punto c, il quale costi
tuisce un punto della curva domandata; nell'operare, sulle due rette 
aD ed ac unienti i tre punti D, a e c non che sulle altre due 
bE e -be unienti i tre punti E, b e c come si è fatto sulle due 
rette CD e CE unienti i tre punti D, C ed E per ottenere due 
punti della curva richiesta nei punti h ed i posti sul mezzo delle 
due rette d e e g / determinate dai punti d ed e, g ed f situati 
sui mezzi di aD ed a c, bE e bC; nell'operare sulle rette (f:O e 
dh, eh ed ec, fc ed fi, gi e gE, come si è fatto sulle rette CD 
e C E, e così continuare fino ad ottenere qua n ti p un ti si vogliono 
della curva da tracciarsi. 

Per· dimostrare che veramente è una parabola la curva DhciE 
risultante dal metodo di tracciamento ora indicato, si cerchi in
nariZi tutto di far vedere che la par·abola passante pei due punti 
D ed E e tangente in questi punti alle direzioni C A e CB, che passa 
pel punto di mezzo c di ab e che a questa retta è tangente nello 
stesso punto. Prendasi perciò per origine di coordinate il punto 
E, per asse delle ordinate la direzione CB e per asse delle ascisse 
la perpendicolare Ex a questa direzione; si ·chiamino 

m ed n le due coordinate E D' e D'D del punto D, 
o:: l'angolo ACy, 
x ed y le coordinate di un punto qualunque della parabola 

raecordatrice delle due direzioni , rettilinee C A e CB nei pun~i D 
ed E; 
e finalmente si scriva l'equazione di questa parabola sotto la 
forma generale 
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la quale risulta dall'equazione (I) dopo d'aver in essa sostituito il 

valore di ~ che ricavasi dalla (Il). In quest'ultima equazione eu-

ffi .. BDE dF l .d .. 
trano quattt·o coe lctenll A' A' A e A' a cm elermmazwne as-

sai facilmente può essere falla ponendo le seguenti condizioni: 
-t• che la curva deve passare pel punto E le cui coordinate sono 
twlle; 2o che essa deve passare p el punto D d'ascissa m e d'or
dinata n; 5° che la tangente alla curva nel punto E deve fare un 
angolo di 90" coll'asse delle ascisse; 4" che la tangente nel punto 
D deve fare un angolo a coll'asse delle ordinate. 

Una volta ottenuta l'equazione della parabola raccordatl'ice delle 
due direzioni rettilinee C A e CB non che l'espressione della tan
gente trigonometrica dell'angolo che la tangente in un suo punto 
qualunque fa coll'asse delle ascisse, si trovino i valori delle due 
coordinate E c' e c'c del punto c posto sul mezzo della retta ab, 
e la tangente trigonometrica dell'angolo che la detta retta fa col
l'asse delle ascisse. Le coordinate del punto c, sostituite nell'e
quazione della parabola, renderanno il suo primo membro eguale 
al secondo, e la tangente dell'inclinazione della retta ab coll'asse 
delle ascisse varrà la tangente dell'angolo che la tangente alla pa
rabola nel punto c fa collo stesso asse, per cui si deve dit·e: che 
il punto c è un punto della parabola raccordatrice delle due direzioni 
rettilinee CA e CB; che questa parabola è tangente nel detto punto 
alla retta a h. Ora, per la costruzione rappresentata nella figul'a 2 7 
trovandosi i due punti h ed i per rapporto ai punti D e c, E e c e per 
rapporto alle relle aD ed a c, b c e bE nelle stesse condizioni in 
cui trovavasi il pu'nto c per rapporto ai punti D ed E ed alle rette 
CD e CE, ne deriva: che il punto h è sulla parabola raccorda
trice delle due direzioni rettilinee a D ed a c ; che il punto i cade 
sulla parabola raccordatrice delle due direzioni bE e h c; e quindi 
che ambedue questi punti si trovano sulla parabola raccorrlatrice 
delle due direzioni C A e CB. Questo modo di ragionare, esteso 
ad un punto determinato fra due punti qualunque già stabiliti col 
metodo seguìto per fissare la posizione del punto c avendosi quella 
dei punti D ed E, conduce a conchiudere che la citata costruzione 
geometrica facilmente porta ad ottenere quanti punti si vogliono 
della parabola raccordatrice in D ed in E delle due direzioni ret
tilinee CA e CB, non che le tangenti alla parabola negli stessi 
punti. 

20. Sviluppo delle risvolte circolari. - Soventi volte deve il 
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costt·nttore trovat·e lo sviluppo di una risvolla sernplicetu ente pro 
geLLata où anche di una risvolta già tracciata sul terreno, ed i dati 
del problema sono generalmente l'angolo BA C= a (fig. 15) for 
mato dalle due direzioni raccordate colla risvolla, non che il raggio 
r di questa curva. 

Conoscendosi l'angolo BA C= a , immediatamente si può dedurre 
l'angolo D O E ::=: ~ . giacchè vale esso i a o·- a , ed allora, per la 
pt'i.lporzionalilà delle lunghezze degli archi dello stesso taggio alle 
loto ampiezze, si ottiene la lunghezza L dell'àrco di raggio ?" e di' 
àmpiezza ~ mediante la semplicissima formola 

Genet·almettte però nella pratica , invece d'ir11piegare questa fot·
mola, con maggloi· celet' ità si può operare facendo uso di Utvole 
come quelle contenute nella già citata opera di A. F. Brun, è le quali 
danno gli sviluppi di archi cireolari aventi i metro di t'aggio e colle 
loro ampiezze variabili di grado in grado, di mimitb primo in mi
rlttto primo e di minuto secondo i ti minuto secondo. 
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TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro 
di raggio calcolate per ampiezze variabili di grado 
in grado. 

AMPIEZZE l LUNGHEZZE Il AMPIEZZE l LUNGHEZZE Il AMPIEZZE l LUNGHEZZE 
l 

m m m 
t• 0,017453 35° 0,610865 69° 1,204277 
2 0,034906 36 0.628318 7Ò 1,221730 
3 0,05:!3!59 37 0,645 7?1 71 1 ,239183 
4 0,069813 38 0,663225 72 1 ,256't37 
!5 0,087266 39 0,680678 73 1,27 4090 
6 0,104719 40 O,fi98131 74 1,291543 
7 0,122173 41 0,715584 7tl 1,308996 
8 o. t 39626 42 0,733038 76 t ,3264~0 
9 o, 157079 45 0,750491 77 1,343905 

1.0 0,174532 44 o. 767944 78 1,3613~6 
l t 0,191986 45 0,785598 79 1,378810 
12 0,209439 46 0,802851 80 1,396265 
13 0,226892 47 0,820304 Si 1,4 13716 
l4 0,244346 48 0,837758 82 1 ,4:'11 169 
111 0,261799 49 O,S55211 83 1,H8625 
16 0,27925'2 50 0,872664 84 1,466076 
H 0,2967015 51 0,89011'1 85 1,4 83529 
18 0,3H I59 ' 5'2 0,907571 86 1,500985 
19 0,331612 53 0,925024 87 1 ,518436 
20 0,349065 54 0,942477 88 1 ,5358S9 
21 0,366519 55 0,959931 89 j ,553343 
22 0.383972 56 o. 'J77384 90 1,570796 
23 0,401425 57 0,994837 91 1,588249 
24 0,4 18R79 5>l 1,012290 92 1,605702 
25 0.436332 59 1,029744 93 1,623 156 
26 0,453785 60 1,04 7197 94 j ,640609 
27 0,471238 ~~ 1,064650 95 1,658062 
28 0,41!8692 1 ,o82t o~ 96 1,675516 
29 0,506145 63 1,099557 97 1,692969 
30 0,523598 64 11117010 98 1,710422 
51 0,541'052 135 11,134 4 64 99 1, 727875 
32 0,5585'0i.i 68 1·,15191 'l 1'0'0 1,74 5329 
1!3 0,57595'8 137 1',169370 1"80 3,14 1592 
3'4 0,5934"11 68 1.,1 86823 3'60 6,283185 

' -:: 
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TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro_ 
di raggio calcolate per ampiezze variabili di minuto 
in minuto. 

AMPIEZZE l LUNGHEZZE Il AMPIEZZE l LUNGHEZZE Il AMPIEZZE l LUNGHEZZE 

01 m '" I' 0,000290 21' 0,006108 41' 0,011926 
2 0,000581 22 0,006399 42 0,012217 
3 0,000872 23 0 ,006690 43 0,012508 
4 0,001163 24 0,006981 ·H 0,012799 
5 0,001454 2!'i 0,007272 45 0,013089 
6 0,001745 26 0,007563 l 46 0,013380 
7 0,002036 27 0,007853 47 0,013671 
8 0,002327 28 0,008144 48 0,013962 
9 0,002617 29 0,008435 49 0,014253 

10 0,002908 50 0,0087::!6 50 0,014544 
1t 0,003199 31 0,009017 51 0,014835 
12 0,003490 32 0,009308 52 0,015126 
13 0,003781 33 0,009599 53 0,015417 
14 0,004072 34 0,009890 54 0,015707 
15 0,004363 35 0,01ll181 55 0,015998 
16 0,004654 - 36 0,010471 56 0,016289 
17 0,004945 37 0,010762 57 0,016580 
18 0,00!;235 38 0,011053 58 0,016871 
19 0,005526 39 0,011344 59 0,017162 
20 0,005817 40 0,0:1163 5 60 0,0:17463 

TAVOLA delle lunghezze di archi circolari di 1 metro 
di raggio calcolate per ampiezze variabili di secondo 
in secondo. 

AMPIEZZE l LUNGHEZZE Il AMPIEZZE l LUNGHEZZE Il AMPIEZZE l LUNGHEZZE 

m m m 

l" 0,000004 21" 0,000101 41 11 0,000198 
2 0,000009 22 0,000106 42 0,000203 
3 0,000014 23 0,0•!01 11 43 0,000208 
4 0,000019 24 0,000116 44 0,000213 
5 0,000024 25 0,000121 45 0,(100218 
6 0,000029 26 0,000126 46 0,000223 
7 0,000033 27 0,000130 47 0,000227 
8 0,000038 28 0,000135 48 0,000232 
9 0,000043 29 0,000140 49 0,000237 

10 0,000048 30 0,000145 50 0,000242 
H 0,000053 31 0,000150 51 0,000247 
12 0,000058 32 0,000155 52 0,000252 
13 0,00006 3 3:'1 0,000159 53 0,000256 
14 0,000067 34 0,000164 54 0,000261 
15 0,000072 35 0,0001 69 55 0,000266 
16 0,000077 36 0,000174 56 O,OOC271 
17 0,000082 

l 
37 0,000179 57 0,000276 

18 0,000087 38 0,000184 58 C,000281 
19 0,000092 39 0,0001 89 59 0,000286 
20 0,000096 l 40 0,000193 60 0,000290 
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Per far uso di queste tavole, si prendono in esse le lunghezze cor· 
rispondenti ai gradi, ai minuti primi ed ai minuti secondi contenuti 
nell'ampiezza totale dell 'arco di cui vuòlsi la lunghezza; queste lun· 
ghezze si sommano fra ùi loro, ed il risultato così othmuto si mol
tiplica per il raggio della curva. Così, supponendo che trattisi di una 
risvolta avente 800 metri di raggio cui corrisponde l' angolo al 
centro di 71 o 56' 12", si può disporre il calcolo come segue : 

Lunghezza corrispondente a 71 o 

56' 
12" 

• 1 m,259185 
o ,010471 
o ,000058 

r,249712 

Questa somma porta a conchiudere che la lunghezza di un arco 
dell'ampiezza di 71 D 56' i 2" ed avente un 1 metro di raggio è 
f" ,249712, per cui la lunghezza dell'arco della stessa ampiezza, 
ma di 800 metri di raggio, dovrà essere 

1,249712 X 800:=999m, 7696. 

Le lunghezze di archi circolari di cui sia nota l'ampiezza ed il 
raggio si possono calcolare anche assai speditamente senza l'uso 
delle tavole, allorquando si conoscono soltanto le lre lunghezze degli 
archi di 1°, di 1' e di 10" ed aventi per raggio 1 metro. Queste tre 
lunghezze sono: · 

per l'arco di 1 D om,017455 
« 1' o ,000'290 
(( 1 O" o ,000048 

e volendosi la lunghezza della risvolta circolare avente 800 metri 
di raggio ed a cui conisponde l'angolo di H· 56' 12", si farà il 
calcolo come segue : 

Lunghezza corrispondente a 71 o • • 0,017 455 X 71 := 1 '",2591. 65 
56' . . 0,000290 x 56== o ,010440 

« 12" .. 0,000048 x 1,2:=0 ,000058 

1"',249661 

Cosicchè la lunghezza domandala dell'arco dell' ampiezza di 71 o 

56' 1.2" ed avente 800 metri di raggio sarà • 

1,249661 X 800:=999m ,7288, 
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Ql}esta Jun ghez:za differisce da qn ella somministrata dalle tavole 
di W',0408, p!Jr.çhè çlppo )e sei cifre decimali che 'Venne.ro aSSI,lnte 
l}gi valori di 1. ·, r)i i' .~ di !Q" veogon.o altre cifre; la differenza 
però è ab]JastanM ,picçQifl pa p,oter$i trascurare nelle operaziopi 
PfrHche IQ!31~p. wisur ~\)li ~ risvol,te circolari per s~rp.de c per .can.qH. 

'H. fiviluppp p~ Ile )I"Ì~lVolte paraboliche. - La lunghezza di 
una ri ~rv oll\l parabolicçt :90"0 ~·i pnò più. otte11er.e con qu.ella faciiità 
con cui è possibile avere la lunghezza di una risvolta circolare. Es
sendo compiutamente determinata la parabola raccordatrice di due 
direzioni rettilinee in flati punti di esse, è possibile trovarne la sua 
equazione rispetto a due assi qualunque, e quindi, mediante apposite 
tras(()l'Jll@~IP.ni di coordinate, oli e nere l'equazione della curva riferita 
nl suo vel'tice ed al suo ass.e. Fatto .~.uesto, !IOI] si h~ più che 4a (
so'lvere u11 semplicissimo problem.a dj nt~i(ica:z,io,ne di cm·.v~ c9! al
colo integrale. 'Questo métoqo però, tutto,chè non poss11 \m,pl',c.are 
gravi difficoltà, ha l'inconveniente di riuscire generalmet;~.te un p o· 
lungo, per cui il pratico, ben conoscendo com'e basti sempre l'aJere 
una lunghezza approssi_ma~a delle .rjsv,o)te paraboliche, al metodo 
analitico ed esatto preferisce i metodi spediti e di approssimazione. 

Quando la curva è t_racciat;,t s~1l ,terreno, si mjsm·a direttamynte 
la .sua lunghezza mediant~ regoli lunghi i, 2 o tutto al più 5 met,r_i, 
ponendoli nella dire.zione <)ella curva stessa partendo da un suo e
stremo ed andando aJl'altr.o eslremo. 

Quando si ha solamente il disegno in una data seala, della urvp 
di cui vuolsi la lunghezza, si può prendere nella scala del disegno 
una data a_pertt\ra di poll)passo, apprezzabile sì, ma piuttosto piccola, 
rappresentante .u.n dato numero m di metri; portare quest'apertura 
successivam,~~1te sulla curva in modo .che, partendo da un estremo, i 
punti in cui successivamente si pongon9 le punte del compasso siano 
sulla curva stessa; contare quante volte n quest'apertura sta su.l)a 
curva per raggiungere un punto che disti dall'altro estremo men'o 
dell'apertura rappresentante m metri; misurare la distanza m' fra 
q)lesti due punti portando !;lUll.a scala .l' ~p~rtura (li cQmpasso <:o.r
rispon(ie~te (li m{\çl_e~imi; e dit·e che la lunghezz.a domandata è 
"'''m+,m'. 

,Al metodo indicato per misurare la lunghezza di una risvolta pa
rabolica di cui si ha il disegno si può anche sostituire quest'altro: 
prendere-sti! a curva di.versi .pun.ti a, lb, c, .d, e, {, g, l} ed i(fìg. 2·8) tal
mente vicini che sensihilment~ agli .archi ab, tbc, od, de, ef, fg, gh ed 1/!,i 

si possano sostituire le loro corde; tirare queste cot·de prolungando le 
come si vede sulla figur(l; e procedere quindi come segue. Prendasi 
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col r.ompasso la corda ab, si fissi una punta del compasso così a
perto in c ,e l'altra punla sul prolungame:rJlo di be in IJ'; si tengf\ 
ferma qtHlst'ullima punta e si apra lo strumento 6.nchè i'<!l~ra vi~iji'! 
in b: l'apertura così ottenuta con molta approssimazi.on~ ri!ppresentfl 
l'arco ab c. Dopo di ciò si fissi una punta del compasso, senza a
pdrlo nè chiuder!~ nel punto d in modo che l'altra punta cada sul 
prolungamento di cd in d', e tenendo ferma quest'ultima punta si fac
cia venir l'altra in c: la distanza fra le due punte dello strumento dà 
con molta approssimazione l'arco ab cd . .Continuando collo stesso 
metodo si può aver·e nel compi!sso tUla taJt~ ap~rt~tra che la distanza 
delle due punte rappresenti la lunghezza dell'arco ab c d erg h; ed 
aH.ora per aver,e la ltmgbezza dell 'inliera curva altl·o no.n rima;ne a 
farsi cbc jìssare una punta .nel .punto i e l'altra suJ pt'O}t~ngamento 
di hi in, i' sepza vad!lr ~a loro distanza, tener .fer~na b P\wta çl11:1 
tmva~i \o i ,'il far wenir l'aHra in h: l~ ~js.tan~a deJ!e ,çl,~w puQte çri
dentemente eg11aglia ,per a~lptiQ~$i,r,na~ioJJ.:e la l!l~g~~.zza ~h.~ ta P\ll'Yfl 
ahç rJefghi ~a fòUJ ~isegno, EJ~r cui portflncLol(!. l'U~l;t sç(l'fl si 1p,tti> 
d!JI)urre Jo sv~luppo ~(J'ettivo (Iella risyplta !iJUf\\!l verrà t,r,<w,c.i~ta ~lll 
terreno. 

Laro.h~r~ }111 (lato ~ma Jopn,oJa er:ppljo\$sirnll p,er !rowat·e ,api}ifros
siroì!lliwa~elillfl la l.unghena ~li Ufl arc.o di qm!l$iils-j ·f.l~lrva, e .q,\lÌJ{I(Ji 
anc)le di u.n ar·co par<ljholico, e qu,antunque .1l!ìSeri~cGt ~g1~i fli ~sser~ 

l 

penre.nulp aUQ ~Ila fp,rnwla di·(l,tro ~a co,;t;$jf}erazio~ .~cl H c.a~c<;>~o Q.i 
più arf-hi di div~r~e ~.u):v,e,, VJlpl j ~l,ltl ;wi. ;,t r\tePJW'fl 1CO.We tPuti<\nwn~~e 
empirica la regola che se ne deduce. ~\ì~IP1Hl9 ,-\\.il\'1,\l ,(lig. ~~ ) rfl.t o 
di cur-.(l Ji ·Cl,li v~wlsitalunghezza, non presenta.nte cuspidi nè punti 
d'infloji,sioue fra i SJ.Hii epl!·em~, i Liti-no tl~ du.~ ka-t;~g{lnti ~Jç.i pupti 
es~t:errni ~~ e :j3 ~ell;t Cl,lrva lHHl ç~e {<J Sila 1CQfÙ,\I. ~e a~Jt~ q,u,e tal)
genti s'incontrano in J.lll .pJ.mto C !:}.Q ir1;~ica,ç,~o ,c<J,n t e .t' le ,~oro ~l\Q

ghezze AC eBC e con c !a conia AB, seconùoL~,D;J,h~lt 1pnò ,e$ ere 
calcolata la lunghezza L dell 'arco Al\IB, mec]i,a[\t~ lf\ .fprrpoj~tta 

t+.t' +~c 
L== , '3 '" , 

ossia prendendo il terzo della somma delle tangenti col (!oppio della 
·c01·(hL <Ne'Hìappliea't'e qu.esta Tegola però -non 1hiso'g-na ·proceUere senza 
alcuna avvertenza: è necessario che l'angolo di contingenza BC'B, 
ossia il supplemento dell'angolo B C :A delle Hue -tangenH, sia minore 
di 50", e che ,Ja CUI'\'a B l\'1 A nan·presen-ti n è cuspidi 11è -punti d'i-n
flessione fra i rlue punti A e B; di più, avendosi una curva per cui 
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il dello angolo di contingenza è magginre di 50·, bisognerà dividerla 
in diverse parli a ciascuna delle quali corrispomlano angoli ili con
tingenza minori di 50·, fare le loro lunghezze colla formola di Lam
bert e quindi sommarie. 

CAPITOLO Tll. 

Tracciamento e misura dello sviluppo 
delle curve direttrici. 

22. Indicazione delle curve più usate in qualità di direttrici 
nella genesi dei volti. - Le mezze cù·conferenze di circolo, gli 
archi cù·colari, le curve policentriche risultanti da una serie ' i tali 
archi convenientemente raccordati, le mezze periferie ellittiche e gli 
archi ellittici, sono le curve che quasi esclusivamente si impiegano 
come direttrici nella genesi dei volti ; ed è soltanto in alcuni casi 
che occorre di considerare l'elica cilindrica ed altre curve da Lrac
ciarsi a mano libera fra pochi punti obbligati. 

Nel pt·esente capitolo, oltre i metodi a seguirsi nell'effettivo Lrac
ciamento delle indicate curve direttrici, si esporranno i procedi
menti analitici, sia per determinare i raggi e le ampiezze degli 
archi circolari che le compongono, sia per trovare le loro lunghezze 
non che le posizioni di quei punti la cui esatta conoscenza può 
essere di qualche importanza. 

25. Mezza circonferenza di circolo. -La mezza circonfet·enza 
di circolo è la curva direttrice più facile ~ tracciarsi, bastando di 
far centro sul mezzo C (fog. 50) del suo diametro AB e di descri
vere l'arco AD B con apertura di compasso C A. 

Chiamando poi 
2 c il diametro AB, 
~l'angolo MCD che il raggio condotto ad un punto qualunque 

M della mezza circonferenza fa col raggio C D, 
A l'ampiezza dell'intero arco A D B ed 
L la sua lunghezza, 
x ed y le due coordinale Ci? e P M del punto M rispetto ai due 

assi C x e C y, 
À la lunghezza dell 'arco D M, 

si ha: per essere l'arco ADB una mezza circonferenza, 

A==180°, 
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per essere le lunghezze degli archi dello stesso raggio proporzio
nali alle loro ampiezze, 

Ì - ~ L· 
' - 180° ' 

e per essere rettangolo il triangolo 1\'IPC 111 cui l'angolo CMP == ~ ' 

.x==c sen ~ ' y == ccos ~ · 

24. Arco circolare. - L'arco di circolo è la curva direttrice 
che, per facilità di esecuzione, viene immediatamente dopo la mezza 
circonferenza ; e, pon endo cb.e sia A' U' (fìg. 51) la corda e C D la 
saetta di una tal curva, come insegna la geometria elementare, si 
procede al suo tracci amento tirando la corda A'D, innalzando una 
perpendi eolaee nel suo mezzo E, determinando l'inconteo O di questa 
perpendicolare col prolungamento della saetta, centrando in O cou 
apertura di compasso O A' e descrivendo l'arco che, cominciando in 
A', vi ene a passare per D e a 1\rminare in B'. 

Assumendosi poi come dati, 
2 c ossia la corda A'B' dell 'arco che si considera, 
m ossia la sua mouta· C D- e 
~ ossia l'an golo DOM che il raggio condotto ad un punto dato 

ìH dell ' ~reo fa col ra ggio O D passante p el mezzo dell'arco mede-
simo, . 
si può determinare: non solo l'ampiezza e la lunghezza dell'arco 
A' DB', la lunghezza clelraeco DM e le coordinate del punto 1\'1, per 
le quali quantità riterremo le denominazioni già stabilite nel prece
dente num ero ; ma hen anche 

1· ossia il raggio OD dell'arco consideralo e 
v ossia la distan za CO che il centro dell'arco medesimo ha dal 

mezzo C della core!~ ·A' B'. 
Supponendo compiuta l'intiera cirr:onferenza, a cui appartiene 

l'arco A'D B', e prolunga to il raggio D O fino in F, per essere la 
semi-corda A' C media proporzionale fra i due segmenti C D e CF . 
del diam etro, si ha 

- CA'2 c2 

CF== =- == - , 
CD m, 

c quin di 
L' ARTE DI PA HBRICAHE Geometria pratica, ecc. - 5. 
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e, per essere il~·aggio la metà del diametro, 

Considerand o ora C O come difJerenza fra il raggio e la sae lla, 
risulta, a riduzioni falle, 

L'ampiezza A dell'arco A' D B' , cl oppio dell"a 1·co DB', si t•icava da l 
trian golo rel.langol o D' C O col porre 

1 c 2c m 
se n 2- A= -~ ~ 2' 

r m + c 

la lun ghezza L dell o stesso arco, pet· la proporzi onalità dell e lun
ghezze cl egli archi rlello slesso t'aggio all e loro ampi ezze , è 
espressa da 

e anal ogam ente la lunghezza ). dell'arco D l\1 tli ampiezz a ~ è dala da 

- ~ ' 1· - fs o o n 1 • 

Osservando fin almente che x= CP = 0 Q; y= PM = Q M - CO, 
che il triangolo OQM è rell angolo in Q e che l' angolo O M Q va le 
~. si ba 

x=r sen ~ ' y= rcos~ - v . 

Le lunghezze L e )., qu and o si conosce il ra ggio e l'ampiezza 
dell'arco eui uppar lengono, si possono anche ottenere servend osi 
delle tavole che vennero riportate e di cui venn e spi egato l'uso nel 
numero 20. 

Vi sono anche delle tavole le quali danno le lunghezze degli 
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archi eireolari quando si conosca soltanto la loro corda e la loro 
saetta senza che prima sia necessnrio calcolare il loro raggio e la 
loro ampiezza. In queste tavole una colonna contiene generalmente 

m 
il rapporto - della saetta alla semi-corda e l'altra la lunghezza 1 1 c . 
dell'areo corrispondente, supponendo la semi-corda eguale all'nnità; 
e quella che qui si riJ)orta contiene i valori dello sviluppo 1 1 corri-

spondenti a valori del rapporto ~ variabili da centesimo in centc-
c 

si m o da O, 1 O fino ad L 

- -

l Il ~ l l l 
m 

L t Lt 
11! 

L1 m 
Lt Il m L t - - -c l c c l il c 

l 

Il 0,2S 
l 

11 0,46 l 2,2? 1 0,10 2,0 13 2, l 03 0,64 2,508 0,82 2,802 
0,1 l 2,0 16 i 0 , ~9 2, l IO 0,47 2,283 0,65 2,523 0,83 2,fl19 
O, 12 2,019 i' 0,60 2,118 l 0,48 2,294 0,66 2,538 O,S4 2,837 
0,13 2,022 1 A,31 2,126 l 0,49 2,3llf. 0,67 2,551) 0,85 2,855 
0,14 2,026 0,32 2,134 0,50 2,318 0,68 2,569 0,86 2,873 
0,15 2,030 0, 33 2,142 ' 0,51 2,331 0 ,69 2,584 0,87 2,892 
0, ·16 2,034 0,34 2,151 0,52 2,343 0,70 2,600 0,88 2,910 
0,17 2,038 0,35 2,160 0,53 2,356 0,71 2,6 16 0,89 2,929 
O, 18 2,043 l 0,'16 2;169 0,54 2,360 0,72 2,632 0,90 2,948 
0,19 2,048 0,37 2, 178 0,55 2,382 0,(3 2,648 0,91 2,966 
0,20 2,05:'i IJ 0,38 2, i 87 

l 0,56 2,395 (>,74 2,665 0,92 2,985 
0,21 2,058 'l 0,39 

2, ·197 0,57 2,!,08 0,75 2,681 0,93 3,004 
0,22 2,064 l 0,40 2,207 l 0,58 2,422 0,76 2,698 0,94 3,024 
0,23 2,070 l 0,41 :1,217 0,59 2,436 0,77 2,715 0,95 3,043 
0,24 2,076 0,4'2 2,227 O ,fiO 2,450 0,78 2,732 0,96 3,063 
0,25 2,082 0,43 2,238 0,61 2,464 0,79 2,749 0,97 3,0R2 
0,26 2,089 0,44 2,24~ 0,62 2,478 0,80 2,766 0,98 3,102 
0,27 2,096 0,45 2,260 0,63 2,493 0,81 2,784 0,99 3, 122 

li l 1,00 3, 11.2 

L'uso rli questa . tavola è della massima semplicità, e, volendosi, 
per esempio, lo s1· iluppo dell'arco circolare avente ·12 metri di 
corda e metri 1 ,20 di saetta, si procede come segue. Si fa il rapporto 

rn .. , l l · ·l,SlO 0"'0 · Il l · · - 1 qna e ne presente caso e -
6

- = .~ ; SI cerca ne eco onne In tic 

to1ate "2.1: rtuesto numero e nella eolonna ehe trovasi alla sua destra c 
intestata L. si legge il numero corrispondente che è 2,055; si mol
tiplica queslo numero per la lun ghezza 6m della semi-corda e si ha 
la lun ghezza dell 'areo proposto, la quale lunghezza viene per con
seguenza data da 

L=2,05:) X6 = 12m,818. 
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Quando il rapporto m si compone di tre cifee in modo da esser-
c 

vene una nella colonna dei millesimi, come succede, per esem pio , 
quando esso è rappresentato dal numero 0,205, con molta approssi
mazione si può prendere lo sviluppo 2,053 corrispon <f'ente al rap
porto 0,20 contenuto nella tavola e immediatamente inferiore al 
rapporto dato ; ed aumentare questo sviluppo dei 0,5 della diffe
renza 0,005 che passa fra gli sviluppi 2,058 e 2,055 conispun
den ti ai rapporti successivi 0,20 e 0,2:1 esisten ti nell a tavola l'uno 
maggiore e l'altro minore dell 'accennato rapporto dato. Segue da 

ciò che il valore di 1 1 corrispondente ad ~ = 0,205 'sarà 
c 

11 =2,053 +0,3 X 0,005=2,054. 

25. Condizioni a cui deve soddisfare una curva policentrica 
per essere ben tracciata. - In qualsias i curva policentrica tulLi 
gli archi circolari che la compongono devono avere le Langen ti 
comuni nei loro punli di riunione e quindi i centri di due archi 
successivi devono trovarsi su una medesima linea retta. 

Se si considerano particolarmente le semi-ovali, ossia quelle curve 
policentriche che devono essere simmetriche rispetto acl una retta 
perpendi colare nel punto di mezzo della distanza dei suoi estremi, 
colle tangenti in questi punti perpen di colari alla retta che li unisce 
e colla tangente nel pun to di mr,zzo parallela alla stessa retta, si 
richiede : che i centri degli archi es tremi siano sulla corda e che 
il centro dell'arco di mezzo sia su l prolungamento dell a saetta o 
sulla perpendicolare innalzata sulla metà della co rda; che il num ero 
dei centri sia impari ; che la curva, mantenendos i concava verso la 
corda, cresca con legge di continuità da un es tremo al mezzo e 
che da questo decresca simmetricamente fino all 'altro es tremo, e 
che quindi i raggi vadano crescendo dal prim o a quello dell'arco 
di mezzo e che co lla stessa legge vadano decrescendo ila qu esto 
all'ultimo; ~he la somma delle ampiezze dei diversi arch i fa<~c i a i 80". 

26. Il problema di descrivere una semi-ovale quando sono 
date la sua corda e la sua monta è indeterminato. - Siano 
2 n+ i gli archi circolari che devono comporre una semi-ovale 
di semi-corda -C A -(fig. 52) e di monta CD, e siano 01 , 0 2, 0 3, • • ••. •• 

0,, O .. +. i centri degli n+ i archi di dilferenti ra ggi. Chiamando 
2 c la col'fla dell a semi-ovale e quindi c la semi- corda CA, 
m la monta CD ~ -
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R1, R2, . . ... .. ,R .. , R .. +1 i raggi 0 1 A, 0 2 b, .. ..... O .. e, O .. +,f• 
o: p o: 2, ... .... o: .. , a ,. .,_1 le ampiezze degli archi Ab, b c, ....... e f, ff', 

essendo ff' l'arco culminante; 
immaginando condotte le rette 0 2 P2, 0 3P3, ... .... 0 .. _1 P .. _10 O .. P· .. , 
COn direzioni perpendicolari e le rette 02 Q3, ....... on- 1 Q .. , O n Qn+ o 

con direzioni parallele alla corda, ed osservando ehc 

pet' le denominazioni stabilite e dalla considerazione dei trian goli 
rell.an goli oj p2 0 2, 0 2 Q3 03, ....... on-1 Q .. o ... o .. Q .. + l o .. + o in cui 

si ricavano le due equazioni 

Rj + (R 2 - Rj) cos aj + (Ra- R2) cos A2 + ..... . . 

. .... .. + (Rn- Rn_1) cosAn-t+(Rn+1 - Rn) cosAn= c ('l ), 
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..... +(Rn- Rn_1)s~nAn_1 + (R"<-t Rn) se n An= Rn.,.1 -m (2), 

le quali, e l'altra 

(3) 

esprimente che la somma delle ampiezze degli archi della mezza 
semi-ovale deve fare 90", costituiscono tre relazioni fra n+ 1 ra ggi 
ed n +1 an goli diversi ossia fra 2 n+ 2 quantità delle quali se ne 
potranno determinare tre, rimanendo ancora indeterminate le altre 
2n-1. 

Si può adunque conchiudere che il problem a di descrivere una 
semi-ovale, quando si conosce la corda e la monta, è indeterminato, 
e che si devono ancora assumere arbitrariamente tante condizioni 
quanti sono i centri della semi-ovale meno due. 

27. Metodi da seguirsi per rendere determinato il problema 
di descrivere una semi-ovale conoscendosi la corda e la monta . 

. - I metodi dati da Huygens, Bossut, Bérard, Perronnet, Gauthey, 
K'maingant e Monlluisant, non che da parecchi altri autori, pet· Jescri
vere le semi-ovali aventi più di tre centri , ~i riducono a fissare, 
secondo leggi più o meno arbitrari e, la situazione e la grandezza 
dei raggi, ed a modilìcare questi elementi dietro il loro confronto 
con quelli di una curva simile, finchè si venga ad avere una curva 
passante per le estremità della corda e della monta. 

L'ingegnere francese Michal seppe ideare un metodo diretto per 
risolvere il problema di descrivere una semi-ovale ad un numero 
qualunque di centri, conoscendosi la corda e la monta, ed un tal 
metodo consiste nel fissare le ampiezze degli archi tutti · e le lun
ghezze di n-1 degli n+ l raggi differenti necessari alla descri
zione della curva in quistione. Per dare una teoria generale delle 
semi-ovali credo conveniente : 1 o di esporre in modo generale il 
metodo di Michal e di instituire le fot·mole che conducono alla 
determinazione di tutti gli elementi che può. avvenire dii dovtw con
siderare in tali curve; 2° di esaminare il caso delle semi-ovali cogli 
archi della medesima ampiezza e coi raggi tali che la cu.rv.a tenda 
a confondersi colla mezza ellisse avente per semi-assi la corda data 
e la monta data ; 5° di esporre il metodo se :; uìto da Lerouge, asse-
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gnanùo all e semi-ovali archi della medesima ampiezza e raggi cre
scenti in progressione aritmetica . 

. 28. M etodo generale per la descrizione di una semi·ovale a 
qualsivoglia numero di centri.- Pet' quanto si disse nel numero 
26, è indeterminato il problema di descrivere una semi-ovale cono
scendosi la co rda e la monta, ed è indispensabile di darsi, tra 
ra ggi ed archi diversi, tanti elementi quanti devono essere i centri 
della curva meno du e. Generalmente sodtlisfaccndo all 'equazione 
(:5) del già cita lo num ero 26, si prendono arbitrariamente le am
piezze di tulli gli archi diversi e, badando al le co ndizioni espresse 
nel numero 25, si assumono le lunghezze di lutti i raggi, salvo 
tJUelle dei due raggi dell 'arco culminante · e dell 'a rco che lo pre
'cede. Allora, indicando con 2 n+ 1 il numero dei centri della 
semi-ovale a descriversi, si hanno le ampiezze degli n+ 1 archi 
diversi, non che le lun ghezze di n -1 degli n+ 1 raggi corri · 
spondenti e, chiamando 

c ed m la semi-corda e la monta, 
al' a2, ••••••• a,. , a ,. +1 le ampiezze del 1 ", del 2' , ....... del n'"', 

del (n+ 1 )"'" arco, 
Rj, H2 , •••• • •• R._. R._1 le lunghezze dei raggi del ·1", del 2", ...... . 

del (n - 2)"' " del (n- 1 )"'o arco, 
si può tenocc il seguente processo per descrivere graficamente la 
curva : sulla corda della semi-ovale si _costruisca una mezza cir
co nferenza di circolo e, considerando il solo quadrante A C K (fig. 52) 
si facciano in esso gli angoli A C E= ~2 , E CF = ~2 , ••.•.. ,H Cl = Y- 11 e 

I C K=~ an+ l; si prend a A01 = R1, si conduca o: m parallela a 
.... 

CE, si centri in Oj con raggio 0 1 A e si oHiene il primo arco Ab 
avente la tangente iu A perpendicolat·e alla dit·ez ione CA della 
corda per essere su quest'ultimi! il centro O j. Si porti b 0 2= H2 

e si c;onduca 0 2 n parallela a CF, facendo centro in 0 2 un raggio 
0 2 b si ottiene il secondo ar·co b c ben raccordato al primo nel 
punto b per essere questo ed i centri dei due archi sulla medesi ma 
retta 0 2 m ; continuando collo stesso metodo si arriva a trovare il 
centro 0._4 , la retta 0,._1 p parallela a CH ed il punlo e su cui 
termina l'arco di raggio R .. _1 • Fatto questo, si conduca per e la 
retta eq parallela alla corda Hl e per· l'estt·erno D della monta 
si tiri la retta Dr parallela alla corda KI. Nell'intersezione di 
queste du e rette si olliene il punto r e, tirando per esso la retta 
{O" parallela al ra ggio CI, si determinano il punto O" sul prolun-
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gamento di C O"~ ' ed il punto O"+' sul prolungamento C 0" -~ ' della 
monta; e, risultando i due triangoli eO"f, [0.+ 1 D rispettivamente 
simili a' triangoli H C I e I C K e come questi ultimi isosceli , l'arco 
di centro O. e di ra ggio O" e deve passare per { e l' arco di centro 
0.+1 e di raggio ·o"+ 1 f deve passare per D e terminare in {'sulla 
retta O" +d' condotta da 0"+1 parallelamente al raggio C L deter
minato col prendere RL "K.l. Gli ultimi due archi e f ed({' sono 
ben raccordati nel punto comune f, perchè questo ed i due centri 
on ed on+l si trovano sopl'a una medesima linea retta; la tangente 
nel punto D è parallela alla direzione A C della corda siccome per
pendicolare alla monta sul cui prolungamento travas i il centro 0"+1 • 

29. Calcolo delle coordinate dei centri di una semi-ovale e 
calcolo dei raggi dell 'arco culminante e dell'arco che lo precede. 
- L'esposto metodo per tracciare le semi-ovali, conoscendosi la 
corda e la monta, non può condurre a l'isullali di precisione fìnchè 
non si determinano numericamente gli ultimi due raggi che, nel
l'indicata costruzione, risultano determinati dall'intersezione di rette 
tagliantisi solto angoli molto discosti da 90". Considerando sempre 
una semi-ovale a 2 n+ 1 centri, prendendo per asse delle ascisse 
la direzione C x della corda e per asse delle ordinate la direzione 
Cy del prolungamento della monta e ritenendo le denominazioni 
già stabilite ai numeri 26 e 28 per quanto concerne alla corda, alla 
monta, alle ampiezze ed ai raggi degli archi, si chiamino rispettiva
mente xi e Yi, x 2 e Y2, x 3 e y 3 ...... . xn- 1 e yn- H xn e Yn, x .+l 
e Y"+ 1 le COOrdinale dei Centri o i' 02, 03, ....... o n-H 0~, o n+ l' 
Dalla figura 52 si ha: pel centro 0 1 

pel centro 0 2 

pel centro 0 3 
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e CO SI SI progredirà fino al centro 0 11 _ 1, pel c(Uale evidentemente 
si avrà 

Y n-t= Xn-2 + (R n-1 - -Rn-2) se n An- 2. 

Or·a, essendo C P,._1 = X.,_1 la somma delle proiezioni dell e due 
lunghezze 0.,_ 10., = H., - R.,_1 e O.,On+1=R.,+ 1-Rn su lla rlirezione 
CA della corda, e Q., O" +Q.,+1 O.,+ l = 0"+1 D- C D·-P.,_j O.,_J 
= R.,+, -m-Y.,_1 costituendo la somma delle proiezioni delle 
stesse rette sul prolungamento della monta, si avranno le seguenti 
equazioni determinatrici di R., ed R.,_H, le quali tengono il luogo 
delle (1) e (2) del numero 26, 

Effelluanùo i prodotti, trasportando Lutti i termini cogniti nel 2° 
membro e ponendo per semplicità 

Xn-1 + Rn-1 cos An-1 =X' 

Rn- 1 se n An-1-m -Y n-1 = Y', 

le ultime due equazioni diventano 

dalle quali, ricavando i valori di R" e di Rn+<• effettuando i pro
dotti al denominatore di tali valori ed osservando che se n A" cos 
An-l- cos An sen An-l= sen (An - An_,)= se n a,, risultano 
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Rn==X' (sen "- 'l) - Y'cosA" 
sen etn- cos Au-t+ cosA" 

Rn.J..t ==X' (sen An - se n An_1) - - Y' (cos Au - cosA"_1). 
' se n Cl: n- cos Au_1 + cos An 

Conosciuti così i raggi R, ed R,+1 riesce faci lissimo il Lrovat'e le 
coordinate dei due centri on ed o .. +t• ed evidentemente risullerà : 
pc! centro on 

pel centro o ... ,. ~ 

Yu.,. t ==COn.,.1== 0n.,.1D- C D==Ru.,.. t - m. 

Costruendo coi valo ri delle rispettive coord inate i centri Oi' 0 2, 

0 3 ....... 0.,_1, 0", 0,+1 dell a mezza semi-ovale e congiun gendo 0 2 

eon Oj, 0 3 con O ~ , ...... , 0., con 0,_1 , e 0,+1 con 0., si deter-
min ano tulli gli angoli mOlA, 1t02 m, ... .... sO"]J' DO,+ ,s che 
devonsi chiudere eogli archi della r;urva. Centrando poi sur:r:ess iva -
mente negli indicati cen tri coi r aggi cogniti Rl, R2 ....... R.,, H,+~> 

si arriva facilment e, non solo a descrivere la curva, ma anche ad 
accertarsi dell' esa tt ezza del suo tracciamento, imperocr:hè l'arco di 
ce ntro Ol e di raggio Hl deve in cominciare in A, l'arco di cen tro 
On+t e di raggio R.,+1 deve passare per D, c gli archi i11termed ii 
rlevono risultare tali da confondersi il primo punto di ci ascuno di 
essi coll'ultimo punto di quello che gli sta innanzi . Sir:com e le 
semi-ovali sono simmetriche rispetto alla loro monta, gli stessi 
valori, che servono a costruire i cen tri di mezza cmva, servono 
pure a costruire i centri dell'altra metà . · 

50. Lunghezza degli archi diversi componenti una semi-ovale 
e lunghezza della curva intiera. - Si ritengano le denominazioni 
già stabilite, per rapporto alle ampiezze ed ai raggi dei diversi 
archi, e si chiamino: 
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rx l'ampiezza di un arco qualunque componente la semi-ovale ; 
R il suo raggio: 
À la sua lunghezza ; 
L quella dell'intiera curva. 

La lunghezza dell 'arco qualunque di raggio R e di ampiezza a sa ra 
espressa 

e quella dell' intera semi -ovale, com posta di due volte i pnm1 n 
archi precedenti l'areo culminante e di una sol volta quest'ultimo, 
sarà data da 

Le lunghezze dei diversi archi com ponenti una semi-ovale e pei 
quali sono no ti l' ampiezza ed il ra ggio si possono anche ottenere 
usando delle tavo le e colle norme che vennero date nel nu

mero 20. 
51. Coordinate di un punto qualunque di una semi-ovale e 

principalmente dei punti di raccordamento degli archi . - Tali 
cool'flinate si posso no calcolare rispetto alle direzioni C x della 
corda e Cy1 della monta e, ritenute le denominazioni già stabilite 
pei di\'ersi ra ggi, per le ampiezze dei diversi archi e per le coor
dinate dei centri 0•1, 0 2, 0 3, ....... O n-l, Q" rispetto agli· assi C x 
e C y, si dicano : 

J'J1 ed y1, X 2 ed y2 . ...... X 0 _ 1 ed· y.,_0 x., e Yn le coor·tlinate dei 
punti b, c, ...... . e, j' in cui si raccordano gli arch i; 

tp l'an golo che il raggio, condotto da un punto M dell 'arco di 
raggio R al ri<>pettivo centro, fa col raggio dell 'estremo di quest'arco 
che più si approssima alla monta ; 

k il posto che esso arco occupa a partire dall'estremo· Al della 
corda, 

x ed y le coordinate volute dell 'indicato punto M, 
Xk ed ììk le coordinate del centro di quest'arco rispetto agli 

assi Cx e Cy. 
Le ascisse e le ordinaUe degli inrlicati• punti per rapporto ad 

assi paralleli a C x e t:',y, condotti pei centri O p 0 2, .... ... On- J• O" 
sono rispettivamente: 
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p el punto b Rj cos aj RJ sen a1 ; 

p el punto c R2 cos A2 R2 sen A2 ; 

. .. .. .. 
pel punto M R cos (Ak - cp) R sen (Ak- cp); 

. .. . . .. 

p el punto e H._, cos A" _, R._, sen An _, ; 

pel punto r R. cosA. R. senA". 

Le coordinate degli stessi punti rispetto agli assi Cx e CyJ sono : 

pel punto b 

pel punto c 

pel punto M 

xJ = R1 cos aJ+X1 

x 2 = R2 cos A;+ X2 

YJ = R1 sen aJ ; 

Y2 =R2 senA2- y 2; 

pelpuntof x.=RncosAn+X. y.=R.sen A.-Y. ; 

I valori di queste coordinate risullano principalmente utili pel 
lracciamento delle semi-ovali in grandezza naturale, e per verifi
care se durante l'esecuzione delle volte non si manifestano altet·a· 
zioni nelle principali forme loro assegnate. 

52. Semi-ovale cogli archi della medesima ampiezza, ten
dente a confondersi colla mezza ellisse avente i semi-assi eguali 
alla semi-corda ed alla monta della semi-ovale a descriversi. 
- L'ingegnere francese Michal, assegnando eguale ampiezza a tutti 
gli archi componenti una semi-ovale a qualsivoglia numero di centri, 
pt·opose di immaginare l'ellisse di semi-assi eguali alla semi-corda 
ed alla monta della curva a descriversi e di determinare i primi n-1 
raggi col prenderli rispettivamente eguali a quei raggi di curvatura 
dell'indicata ellisse che dividono in due parti eguali gl i archi corris
pondenti della semi-ovale; e, per giungere allo scopo, diede una 
formola mercè cui si possono determinare le lunghezze dei ra ggi di 
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curvatura di un ' ellisse in funzione dell'augolo che essi fanno col 
oTanù'asse e degli altri elementi dell'ellisse medesima. Per arri 
~are a questa formala si chiamino. 

c la semi-corda A C (fig. 55) della semi-ovale a tracciarsi, e 
m la sua monta CD; 
rp l'angolo 1\'lNB che la normale l\'10, in un punto l\'[ dell'ellisse 

di semi-assi AC e CD, fa coll'asse Cx; 
H il raggio di curvatura dell 'ellisse conispondente all'angolo rp , 
x eJ y le coordinate C P e P 1\'I dell'indicato punto 1\i per rapporto 

ai due assi Cx e Cy; 
y' ed y" le prime due derivate dell'equazione dell'ellisse. 
Essendo 

(1) 

l'equazione rl ell'ellissc di semi-assi c ed m, l'espressione della sua 
prima derivata .sarà 

'(2)' 

e quella della seconda !Ìerivata 

(3); 

essendo poi rp l'angolo che la dit·ezione del ra·g·gio di curvatura nel 
punto l\'1 fa coll'asse delle x, si ha 

y'=:::.- laJ;O. (j) ( 4)· 
ù 1 

Ricavando ora i valori di x ed y nfllle (1) e (2), pon endo in ~::ssi 

il valore di y' dal.u dalla (4) e n1 eLLendoli dopo nella (5), si lrova 
che il valore di y" in funzione di c, m e tang rp è dalo da 

e rammentanrlo che la formala la quale conduce a tt·ovare i raggi di 
curvatura è 
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3 

R (1 + y'2l 
y" 

si olliepe, nel caso parti colare in quistion e e a riduzioni fatte, 

(5) 

che è la formola la quale perm ette di calcolare, in un'ellisse ùi se
mi- assi dati, il raggio di curvatura che fa un angolo qualunque dato 
col grand'asse. 

Volendosi ora risolvet'e il problema generale di descrivere una 
semi-ovale a 2 n+ 1. centri, s'incomincia a rrovare l'ampiezza 7. di 
ciascuno dei suoi archi col pone . 

e poscia nella formola (5) si fa ordinatamente 

5 2n-3 
q>= 2 a' ...... . q> = --2- a; 

si conoscono così le ampiezze degli archi componenti la semi-ovale 
non che i primi n-1. raggi differenti R4 , R~, ....... Rn_., e si può quiudi 
procedere alla descrizione dell a curva come venne indicato al nu
mero 28. 

Colle formole stabilite ai num eri 29 e 51, ponenùovi rispettiva-
mente a, 2a, ....... k a, .. ... .. (n-2)a, (n-1 )a, n a in lu ogo di a,, K, 
....... Ak ..... .. An_,, A,_,, A"' si possono calcolare le coordin ale dei 
diversi centri, le lunghezze dei raggi dell' arco culminante e 1l cll ';u·co 
che lo precede, le coordinate di un punto qualunque e dei punti di 
raccorclamenlo per una semi-ovale descritta col metodo di Mic hal ; 
ponendo poi a in luogo di a,, a, ....... ,an, an;.! nella seconda for-
mola del num ero 30 vi trova che la lunghezz·a L ùell 'inter·a sem i
ovale è esp ressa da 
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55. Tavola di M ichal per la descrizione delle semi-ovali a 
cinque, a s ette e a nove centri . - Michal, nell'intento di sommi
nistrarr degli elementi pratici mercè cui risulti possibile trovare le 
lunghezze dei l'aggi necessarii a descrivere una semi-ovale di corda 
e di monta dala, se rve11dosi dell a formola (5) del numero 52, ha 
calcolalo tre tavole appli cabili al lracciamento delle t:emi-ovali a 
cinl[Ue, a selle e a nove centri. In tali tavole si suppone che si 
debban o adottare curve a cinqu e centri quando il rapporto della 
monta all 'apertura varia da 0, 56 a 0,50, cnrve a sette centri quando 
l'accennato rapporto varia da 0,55 a 0,25, e curve a nove centri 
quando varia da 0,2 5 a 0,20. 

Semi-ovali a 5 centri. 

RAPPOI1TO 11APPORTO 
dell a mo11ta del 1" raggio 
alla corùa alla semi-corda 

0,56 0,556 
0,35 0,550 
0,34 0,504 
0,55 0, 477 
0,32 0, 450 
0,31 0,423 
0,30 0 ,396 

Semi- ovali a 7 cen tri. 

RAPPORTO 
dell a monta 
alla coni a 

0, 33 
0 .~ 2 
0, 3 1 
0 ,30 
0 ,29 
0,2R 
0,27 
0,2 6 
0,25 

RA PPORTO 
del 1" ra ~ g io 

all a semi-cord a 

0,45 5 
0.4~ l 
0, 406 
0.383 
0,359 
0,3 36 
0,3 12 
0 ,289 
0,265 

RAPPORTO 1\ 
del 2" ragg io l 

all a se mi-corda 

0,6 30 
0 ,604 
0,57R 
0 ,551 
0 ,525 
0,49·q 
0,472 
0,44 5 
0 . 41 ~ 
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Semi-ovali a 9 centri. 

RAPPORTO l RAPPORT O RAPPORTO RAPPORTO l della monta del 1 • ragg io del 2• ragg io del 3• raggio 
alla corda l alla semi-corda alla semi-corda alla s~mi-cord a 

0,25 0,259 0,3<l 1 0,597 
0,24 0,240 0.3 ·18 0,556 
0,23 0,222 0,296 0,535 
0,22 0,203 0,271i 0,504 
0,2'1 0,'185 0,251 0,4 74 
0,20 0,'166 0,228 0,443 

L'uso di queste tavole è semplicissimo; a farlo apprendere valga 
un esempio particolare in eui mi propongo di descrivere una semi-

ovale aYente per corda AB=20"' e per monta CD=6m,40 (fig . 54). 
6 4-0 

Dividendo la monta per la corda si trova 2o = 0,52 e la semj-

ovale a descl'iversi sarà a selle centri; i due numeri 0,451 e 0,604 
corrispondenti al trovato rapporto, moltiplicati per la semi-corda 
10m danno risp ettivamente nei prodotti 0,451 X 10=4=,51 e 
0,604X10 =6=,o4 il peimo ed il secondo raggio. Conoscendosi 
ora i raggi di cui si può disporre, descrivendo sulla corda AB la 
semi-circonferenza Al\B, dividendola in 7 parti eguali e tirando 
i raggi corrispondenti ai punti di divisione e applicando il metodo 
esposto al numero 28 si arriva ad ottenere la semi-ovale rappre~e n
tata nella figu~a 54. 

54. Descrizione della semi-ovale a tre centri coi suoi tre 
archi della stessa ampiezza. - La regola che venne data al nu
mero 23 per la descrizione eli una semi-ovale a qualsiasi numero d i 
centri conduce al seguente metodo per descrivere la semi-ovale a 
tre centri coi suoi tre archi della medesima ampiezza. Descritta la 

mezza circonferenza A E B (fig . 35) sulla corda AB presa come dia
metro, si osservi che ciascuno dei tre archi della semi-ovale deve 

l, · d· 180• 60•. 'l . d AC d avere ampwzza 1 T= ; s1 porti a sem1-cor a come cor a 

nella detta semi-circonferenza da A in F, ecl unendo F con C risulta 
il trian golo equila tero FA C, l'angolo F C A di 60. ed il suo comple
mento E CF di :lo·. Fatto questo, si conduca per l'estremo n della 
moula la retla DG parallela alla corda EF, si determini il suo 
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incontro G coll'altra corda FA e per G si conduca la retta GO, O i 
pat·allela a CF. Il primo centro della cm va che vuolsi descrivere è 
in O., travasi in O. quello dell'arco culminante, e si determina il 
centro o. del terzo arco prendendo C03=C0,. L'arco di centro 
0

4 
e di raggio O i A passa sicuramente per G perchè il triangolo 

A O, G, essendo equilatero, ha i due lati 01 A ed O ,G eguali fra di 
loro. L'arco di centro O, e di raggio O, G indubitatamente viene a 
passare per D perchè, essendo il triangolo GO, D simile al trian
golo F C E, come quest' ultimo è isoscele e quindi O, D= 0;, G. Fi
nalmente, pella simmetria della figura rispetto alla retta O, E, 
risulta che, tirando la retta O, 0 3 z e continuando l'arco di centro 
O. e di raggio O, G, si deve avere il punto H distante da O. di . 
0.1-1=0, A= O. B, cosicchè l'arco di centro O. e di raggio OJf 
passa infallantemente per B. 

55. Lunghezze dei due raggi diversi di una semi-ovale a 
tre centri coi suoi tre archi della stessa ampiezza. - Chi a· 
mando R, il ' raggio minore O, A ed R, il raggio maggiore O, G, si 
ricorra alle equazioni (i) e (2) del numero 26. Osservando che 

1 
cosAn= 2, 

e chiamando c la semi-corda CA ed m la monta C D, le citale e
quazioni diventano 

dalle quali immediatamente si deducono i seguenti valori di Hl e 
di R. 

L'AliTE DI FABBR ICARE . Geometria pratica, ecc. - 6. 



1+y3 R. =:c- -
0
-(c-m) ... 

('l ) . 

363 - -
Ossenando che 5 == 

121
, 1:he Jf121 ==H e che Jf565 è di poco 

superiore a 19 giacchè 19~==561, con molta approssimazione si 

~ 1r5 19 d Il . l . d' R d' R d' puo assumere J' == 11 e a ora 1 va on 1 • e 1 2 !Ventano 

R 
_15m-4c 
j- 11 

(2). 

R 
_26c-15m 

2- 11 

Queste ultime due formole permettono di calcolare i due raggi 
diversi di una semi-ovale a tre centri coi suoi tre archi della me
desima ampiezza, e, tuttochè siano esse soltanto formole d'appros
simazione, pure molto vengono esse usate dai pratici. 

Risulta dalla prima delle equazioni ( 1) ossia dalla formola che 
dà il valore Ru come non sempt·e sia possii.Jile la costruzione della 
semi-ovale a tre centri cogli archi della stessa ampiezza, e come 
tale operazione si potrà soltanto fare finch è 

ossia finchè 

cosicchè 

, t+vs c/ -
2
- (c -- m), 

~ ' 1 - 2 
c / 1 +v3, 

1 -
2 

_ ==0,267949, 
1+vs 

costituisce il limite inferiore del rapporto che deve esistere fra i 
semi-assi, affinchè sia possibile la costruzione del numero precedente. 
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56. Sviluppo di una semi- ovale a tre centri coi suoi tre 
archi della medesima ampiezza - Questo sviluppo non è altro 
che il valore di L, il quale ricavasi dall'ultima equazione del nn
mero 52 quando in essa si faccia a= 60", e quando nella mede
sima si pongano per R{ ed Rn+{ i valori di R{ e di R, dali dalle 
equazioni ( 4) del numero precedente. Così facendo si trova 

'l [' 1+V8 l L=sn 3c- 2 (c - m)_ (1). 

f l d 
22 l d t' 1 g l Questa ormo a, assumen o 7 per va ore n e 

11 
per va ore 

di V 5, si riduce a quest'altra, 

L_12c+10m 
- 7 ' 

che, per la sua semplicità, più della prima vien adottata dai pra
tici nel calcolo dello sviluppo di una semi~vale a tre centri coi 
suoi tre archi della stessa ampiezza. 

Tutlochè semplicis ;~ime le formale mediante le quali si può tro
vare lo sviluppo della semi-ovale a tre centri coi suoi tre archi 
della medesima ampiezza, pure, per maggior c9modo dei pratici, 
credo conveniente il dare una tavola di valori particolari L1 di L, 
calcolala colla formo! a ( 1) ridotta alla forma 

m 
per la semi-corda c= 1 e per valori del rapporto variabili di 

c 
centesimo in centesimo da 0,27 a 1. 
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m 

l 
LL 

l 
m l L t m L t m L t 

l 
m 

l L, - - - -c c l c c c 
l 

0,27 2,097 0,42 2,312 0,57 2,526 0,72 2.7~1 0,87 2,956 
0,28 2,112 0,43 2,326 . 0,58 2,5H 0,73 2,755 0,88 2,970 
0,29 2,116 0,44 2,34f 0,59 2,555 0,74 2,770 0,89 2,984 
0,30 2,140 0,45 2,355 0,60 2,569 0,75 2,78~ 0.90 2.99 9 
0,31 2,155 0,46 2,369 0,61 2,584 0,76 2,798 0,91 3,0 13 
0,32 2, 16\J 0,47 ~,38?i 0,62 2,598 0,77 2,8 13 0,92 3,027 
0,53 2,183 O,<l8 2,398 0,63 2,612 0,78 2,827 0,93 ?i,OH 
0,34 2,197 0,49 2,412 0,64 2,627 

l 

0,7\l 2,84 1 0,94 3,o56 
0,35 2,2 12 0,50 2,426 0,65 2,641 0,80 2,855 0,95 3,070 
0,36 2,226 0,51 2,441 0,66 2,655 0,81 2,870 0 ,96 3,01!4 
0, 37 2,240 0,52 2,455 0,67 2,fì70 0,82 2,884 0,97 3,0 99 
0,38 2,255 0,53 2,469 0,6R 2,6R4 l 0,83 2,898 0,98 3,11 3 
0,39 2,269 0,54 2,4R4 0,69 2,698 0,84 2,913 0,99 3,127 
0,40 2,283 0,55 2,498 0,70 2,712 

l 
0,85 2,927 

[ 
1,00 3,142 

0,41 2,298 0,56 2,512 0,71 2,727 0,86 2,94 1 

L' uso di questa tavol a è precisamente quale venne indicato al 
numero 24 per la tavola che nello stesso numero venne data onde 
trova1·e gli sviluppi degli archi circolari dei quali si conoscono le 
corde e le saette. 

57. Semi-ovali cogli archi della stessa ampiezza e coi raggi 
crescenti in progressione aritmetica. - Alle denominazioni già 
stabilite, per quanto concerne il numero dei centri, la corda, la 
monta, l' ampiezza di ciascun arco e la lun ghezza di ciascun 
raggio, aggiun gasi la denominazione (} per la ragione dell a pro
gression e aritmetica che deve passare fra i raggi ossia per la dif . 
feren~a fra i due raggi successivi. Fra il raggio R .. .... { dell' arco cul
minant e, il raggio R, del primo arco, il numero n degli archi ·che 
precedono l'arco culminante e la differenza (}, si ha l'equazione 

('1 ). 

Ricorrendo alle equazioni (i ) e (2) del numero 26 ; ponendo 
R1 -R,=R,-R, = .... .. . = R .. -R"_,=Rn+1 -R,.= (J, a,=a , 
A, = '2 a . ....... A"= n a ; meltendovi per R"+t il va lore dato dalla 
(1) e ponendo (} fattor comun e si trova 

Rt+ (J (cosa+cos2a+ ....... + cosna)=c 

Ri+ cl' (n-seno:- sen 2o:- . ..... . - sen ncr.) = m, 
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le quali, fa cend o 

diventano 

cos <X + cos 2 <X + . ...... + cosn <X:= H, 

n-sen<X- sen 2 <X- ....... - sen n <X= H' . ' 

R1 + ò' H:=c 

R1 + ò' H'==m 
(2). 

Da queste equazioni, combinandole per sottrazione, si ricava 

ò'
, c- m 
==H - H' ' 

e, ponendo questo valore nella prima delle ('2), sr trova 

Hm- H' c 
H-H' 

In quanto agli altri raggi , sono essi evidentemente espressi da 

.. ..... , 

Conoscendosi' ora le ampiezze degli archi tutti componenti la 
semi-ovale non che i loro raggi, risulta della massima semplicità 
il descrivere grafieamen te la curva. 

Essendo cognite le ampiezze di tutti gli archi della semi-ovale 
e le lunghezze di tutti i raggi, risulta facile il cal.colare le coor
dinale dei centri, qnelle dei punti di raccordamenlo e di pnnti 
qualunque colle formole stabilite ai numeri 29 e 51; e con quelle 
del numero 50 si possono trovare le lunghezze di ciascun arco, 
non ehe lo sviluppo dell'intera curva. 

53. Tavole di Lerouge pel tracciamento delle semi-ovali a tre, 
a cinque, a sette e a nove centri. - In tali tavole, calcolale 
nell'ipotesi degli archi della medesima ampiezza e dei raggi cre
scenti in progressione aritmetica, si suppon e la c.orda presa per 
unità, e si trovano inscritti il valore del p1·imo raggio e la diffe
renza fra i due ra ggi successivi per rappo-rti fra la monta e l'a
pertura, variabili da 0,53,0 a 0,500, da 0,550 a 0,500, da 0,550 



-86-

a 0,500, e ùa 0,520 a 0,500, secondo che traltasi di semi·ovali 
a tre, a cinque, a setl.e e a nove centri. 

' 

l 

l 
f 

f 
l 
l 
l 

r 

t 

l 

Semi-ovali a tre centri. 

SAETTA 

0,3RO 
0,390 
0,400 
0,410 
0,420 
0,430 
0,440 
0,450 
0,460 
0,470 
0,480 
0,490 
0,:>00 

1 o 

Raggio 

0,536 
0,350 
0,363 
0,377 
0,391 
0,404 
0,41<'! 
0,432 
0,445 
0,459 
0,473 
0,486 
0,500 

DIFFERENZA 
dei raggi 
su ccessi vi 

0,32 7 
0,301 
0,273 
0,2·l6 
0,219 
0,191 
0,164 
0,137 
0,10 9 
O,OR2 
0,055 
0,027 
0,000 

Semi-ovali a cinque centri. 

DIFFERENZA 
SAETTA 

1" dei raggi Raggio successivi 

0,350 0,245 0,228 
0,360 0,262 0,213 
0,370 0,279 0,198 
0,380 0,29fì 0, 185 
0,390 0,313 0,167 
\),400 0,330 0,152 
0,~10 0,347 0,137 
0,420 0,364 0,122 
0,430 0,381 0,107 
0,440 0,398 0,091 
0,450 0,416 0,077 
0,460 0,432 0,06 1 
0,470 0,449 0,046 
0,48\l 0,466 0,030 
0,490 0,483 0,015 
0,500 0,500 0,000 

l 
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Semi-ovali a sette centri. 

l i o DIFFERENZA 
SAETTA Raggio dei raggi 

successivi 

0,330 0,183 0,181 
0,340 0.~02 0,171 . 
0,350 0,221 0,160 
0,360 0,239 0,149 
0,370 0,258 0,139 
0,380 0,276 0,128 
0,390 0,295 0,117 
0,400 0,314 0,107 
0,4 10 0,332 0,096 
0,420 0,351 0,085 
0, 430 o.:no 0.075 
0.440 O,MR 0,064 
0,450 0,407 0,053 
0,460 0,425 0,043 
0,470 0,444 0,().32 
0,480 0,463 0,021 
0',490 0,481 0,011 
0,500 0,500 0,000 

Semi-ovali a nove centri. 
~ 

l o DIFFÉRENZA 
SAETTA Raggio dei raggi 

successivi 

0,320 0,148 0,148 
0,330 0,167 0,140 
0,340 0,187 0,1::12 
0,550 0,206 0,123 
0,360 0,226 0,115 
0,370 0,245 0,107 
0,380 0,265 0,099 
0,390 0,28'5 0,091• 
0.400 0,:'1()4 0,082 
0,410 0,324 0,074 
0,420 1) ,343 O,Ofi6 
0,430 0,363 0,058 
0,440 0,383 0,049 
0,450 0,402 0,041 
0,460 0, 422 0,033 
0,470 0,441 0,025 
0,480 0,461 0,016 
0,490 0,480 0,008 

- o.5oo 6,500 0,000 
l 
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Osser·vando che aggiungendo la differenza dei raggi success1 v1 
al primo, si ha il secondo raggio, che aggiungendola al secondo 
si ha il terzo raggio, e così di seguito, risulta facilissimo l'uso 
della citala tavola. La fi gura 56 rappresenta una semi-ovale a nove 
centri di corda 20m, di monta 7m,20 , avente per rapporto fra 

la monta e la corda 
72~0 =0,560, descritta col primo raggio 

= 0,226 X 20= 4m ,520, colla differenza fra due raggi successivi 
= 0,115 X 20 = 2m,500 ed avente quindi il secondo raggio 
== 4,520 + 2 ,500 = 6'" ,820, il terzo raggio= 6,820 + 2,500 
=9m,120, il quarto raggio =9,120+2,500 = 11"',420. 

59. Tavole di Michal per la descrizione di semi-ovali cogli 
archi presso a poco della medesima lunghezza per le curve a 
cinque, a sE:tte e a nove centri . - I calcoli da instituirsi .per 
giungere a trovare le formole convenienti alla determinazione dei 
raggi delle semi-ovali cogli archi della medesima lunghezza, a mo
tivo delle quantità trascendenti che vengono acl entrare nelle for
male, risultano, se non impossibili, almeno di una complicazione 
·somma , per cui Mi eh al, proponendosi di r·endere presso a poco 
eguali le lunghezze degli archi componenti una semi-ovale, si li- . 
milò a trovare per tentativi le ampiezze degli archi diversi compo
nenti le semi-ovali a cinque, a sette e a nove centri e le lunghezze 
dei raggi disponibili. Queste tavole si estendono a rapporti fra la 
monta e la corda variabili da 0,56 a 0,50 per le semi-ovali a 
cinque centri, da 0,55 a 0,25 per le semi-ovali a selle centri e 
da 0,25 a 0,20 per le semi-ovali a nove centl'i. 

Semi-ovali a cinque centri. 

3 
<= "' o., < -<o "' O-o 

E-<- o:> No ~ -;1-~ o·E"cO 
c=:c:"'O o No 

o .. N'- N;;; N ve E-< QJO u 

osg l'l,"' l'lE:; """' . ~ o o s.,. . ..... 

~~~ - ..... -c-> _.,o c. o E 
c._ c._ ::..=o Q..-~ 

<~~ ::;;~ ~~ -"'o <_ 
""'"0'- "" ""' "' ..:-o < < · < ·"' "::i= 

Q; "' 
'C 

--· - - ---------- ----

0,36 ·l9° o 32° o 9" 0,600 
0,35 50 20 30 40 9 0,578 
0,34 51 40 29 20 9 0,557 
0,33 53 o 28 o 9 0,535 
0,32 54 20 26 40 9 0,513 
0,31 55 40 25 20 9 0,492 
0,30 57 o 24 o 9 0,470 



0,25 
0,24 
0,23 
0,22 

l 
0,21 
0,20 
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Semi-ovali a sette centri. 

l "' "' "' o., ..., 
""o ~8 "' o -~"E 

~....J~ N O ~ -.:3-~ 
c::"'-o Q Nu E- ~8 o .... N'- N'- N'- N:=_:: w ocv . "' w"' c::"'' oso w 

l 
~.C ::l o ..... -

c.. u -~ ~~ -t,-, -ce u "'-o E 
~~~ o.._ "'- c..:::: o "--"' 

::;:~ :E "-' ~~ - v o ..., "' 
<1>~ 

...,'C 

l 
o«<"O'- ~(;)~ c:: 'C < ..., < ~ -o= 

Q; "' 
"O 

0,33 4;10 o 23° o 18° o 60 
l 0,500 

0,;12 43 37 22 52 17 30 6 0.4!!0 
0,31 44 15 22 45 17. o 6 0,460 
0,30 44 58 22 37 16 30 6 0,440 
0,29 45 30 22 50 16 o 6 0,420 
0,2R 46 7 22 22 15 30 6 0 ,400 
0,27 46 45 22 15 15 o 6 0,3_80 
0,26 47 23 22 7 H 30 6 0,360 
0,25 ti8 o 29 o 14 o 6 0,340 

Semi-ovali a nove centri. 

48° o 1 20° o 
49 12 19 24 
50 24 18 4s 
51 36 18 12 
52 4 8 17 36 
54 o 17 o 

w o 
9 48 
9 36 
9 24 
9 12 
9 o 

9 o 
8 36 
8 12 
7 48 
7 24 
7 o 

30 
3 
3 
3 
3 
3 

0,320 
0,304 
0,288 
0,272 

l 
0,256 
1),240 

o"' 
o·SJJ'"2 
t- ec o 
5 ~-~ 
o. o E 
Q.. C'l Q) ..., "' C::~CI:5 

'C = 

"' 

l 0,900 
l 0,887 

l 
! 

! 

0,815 
0,862 
0,850 
0,837 
O,S25 
0,812 
0,800 
, 

O,ROO 1· 

0,800 
0,!i00 

0,1'00 1. 0,800 
0,800 

1,4!i0 
1,49 0 
1,530 
1,570 
1,610 
1,650 

In ogni caso particolare in cui sia dat'a corda e monta, si fa il 
rapporto di questa a quella, si cerca questo rapporto nella prima 
colonna e si trovano corrispondentemente ad esso gli angoli degli 
archi diversi, non che i raggi disponibili dedotti nell:ipotesi della 
semi-corda eguale all'unità e che, moltiplicati per la semi-corda data, 
somministrano i raggi corrispondenti .al caso che si considera. Si 
hanno così tutti gli elementi necessarii per costrurre la semi
ovale col procedimento generale esposto al numero 28. La curva 
rappresentata nella figura 57 è una semi-ovale a 5 centri cogli 
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archi presso a poco ùella stessa lunghezza, avente per corda 
20m, per monta 6"',30, per ampiezza del primo arco 51° 40' per 
ampiezza del secondo arco 29° 20', per ampiezza della metà del
l'arco culminante 9°, e per primo raggio 0,557 X 10m= 5ru,57. 

40. Metodi generalmente seguìti nella pratica delle costru
zioni pel tracciamento delle ellissi. - Allorquando avviene al 
costruttore di dover tracciare un'ellisse, conosce egli i due semi
assi, ed ecco quali sono i metodi che generalmente convien se
guire nell'effettivo tracciamcnto della curva. 

Quando la curva deve essere descritta sopra un disegno si pos
sono determinare prima i fuochi , i quali sono due punti posti sul
l'asse maggiore distanti da un estremo dell'asse minore di una 
quantità eguale al semi-asse maggiore; servirsi del la proprietà di 
cui gode l'ellisse, che congiungendo ciascuno dei suoi punti ai due 
fuochi, la somma delle due distanze eguaglia l'asse maggiore; 
fissare alcuni punti sulla retta che unisce il centro dell'ellisse con 
un fuoco; e far successivamente centro nei fuochi stessi con aper
ture di compasso eguali alle distanze dei delli punti dagli estremi 
dell'asse maggiore per ottenere tante volte quattro punti della curva 
quanti sono quelli presi sull'asse maggiore. - Invece di questo 
metodo torna generalmente più comodo di prendersi una listerella 
di carta avente un suo filo ben rettilineo. Su questo filo si portano 
i semi-assi maggiore e minore dell 'ellisse per modo che siano l'uno 
sovrapposto all'altro ed abbiano inoltre un'estremità comune. Se 
in seguito si dispone la listerella in guisa che l'estremità della retta 
portata sul filo ben rettilineo non comune ai due semi-assi si trovi 
sull'asse minore dell'ellisse da cost.t·uirsi e l'altro estremo della 
differenza dei semi-assi medesimi sia sull'asse maggiore, il terzo 
punto segnato sul detto filo sarà un punto dell'ellisse. L'esattezza 
di questo semplicissimo metodo per descrivere l'ellisse si dimostra 
osservando. che, essendo a e b i due semi-assi CB e CD (fig. 35) 
di una di queste curve, x ed y le due coordinale C p e p m di Ùn 
suo punto qualunque m rispello alle direzioni dei suoi assi, si ha 
fra le quantità a, b, x ed y la relazione 

la quale si trova verificata quando, presi i punti n e q in modo da 
essere '1il1i=b ed mq=a, si faccia in essa 
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y=rnp=bsenmnp. 

Allorquando una ellisse od una semi-ellisse deve essere descrilt'\ 
in grandezza naturale su una superficie piana, per esempio sul suolo 
ben piano e per quanto si può orizzontale, su cui vuolsi comporre 
una centina od incavallatura per una vòlta a direttrice ellittica, si 
usa generalmente: segnarsi le direzioni dei due assi della curva; 
prendere su queste direzioni l'asse maggiore ed il semi-asse mi
nore; calcolarsi mediante l'equazione dell'ellisse riferita al centro 
ed agli assi, ossia mediante l'equazione già riportata in questo 
numero, le ordinate corrispondenti a diverse asci~se e fissarsi così 
parecchi punti mediante queste ordinRte. - Invece di seguire 
questo metodo si può anche determinare la distanza d di ciascuno 
òei due fuochi dal centro dell'ellisse, la qual distanza, essendo 
a e b i due semi-assi della curva, vale 

servirsi di questa distanza per fissare la posizione dei due fuochi ; 
e quindi descrivere l'ellisse per moto ciDntinuo prendendo una fu
nicella lunga come l'asse maggiore, fissandola per le sue estremità 
nei fuochi, e teacciando la linea descritta da m~a punta che si fa 
scorrere sul suolo mantenendola contro la fun(cella in guisa che 
rimanga questa sempre distesa secondo una linea spezzata di due 
lati. Così procedendo si descrive la vera ellisse domandata, giacchè 
si ottien e una curva per cui la somma deHe distanze dei suoi punti 
dai fuochi è costantemente eguale all'asse maggiore. - Nella pra
tica delle costruzioNi e nelle operazioni di qualche importanza, 
quasi sempre si descrivono le ellissi col metodo delle coordinate, 
e si riserva il secondo metodo per verificare l'esattezza del lavoro 
e pet· tracciélre le parli di curva intercette fra i diversi punti co
strutti colle loro coordinate. 

4i. Sviluppo di una semi-ellisse. - Sia AMB (fig . 58) un 
quarto di ellisse, ed A N C sia un quarto di circonferenza di circolo 
avente per suo raggio il semi-asse O A<== a del quarto di ellisse. 
Si considel'i un punto qualunque M della curva ellittica; si dicano 
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rispettivamente x ed y le tlue coordinate OP e PM di questo punto 
ri.spetto ai d'ue assi coordinati O x ed O y assunti nella direzion e 
dei semi-assi dell'ellisse ; si prolunghi l'ordinata P J\'1 fino ad in
contrare in N il quarto di circonferenza del circolo ; e si chiami 
cp l'angolo che la retta ON uniente il punto N coll'origine O fa col
l' asse O y delle ordinate. Dal triangolo rettangolo O P N, in cui 
l'angolo O N P è ~. immediatamente si ricava 

x=a sen ~, 

PN -:-- acos ~; 

e, per la proporzionalità dell'ordinata P M dell 'ellisse e dell ' ordi
nata P N della circonferenza di circolo corrispondenti alla stessa 
ascissa O P ai semi-assi O B ed O A dell'ellisse, avendosi 

risulta 

y == b cos rp . 

Ora, si sa dal calcolo differenziale cb.e, essendo d s il differen
ziale dell'arco di una curva, si ha 

per cui, essendo nel caso di un arco ellittico 

d x== a cosrp d cp, d y==-bsen rp d cp, 

l'espressione di ds diventa 

Quest'espressione, ponendo 1-se n 2 rp invece di cos 2 rp, mettendo il 
fattore a fuori del radicale e facendo 



-95 

c, 

si riduce a 

1 

ds:=ct d q> V 1 - c2 sen2 q> ==a (1 - c2 sen2 rp) 2 d rp. 

Qualora si voglia lo sviluppo d'un arco B 1\'I:=s dell'ellisse bisogna 
integrare l'ultima espressione di d s fra i limiti O e <p; è necessario 

integrarla ft·a i limiti O e ~ qnando si cerca lo svilnppo S del 

qnat·to di ellisse Bl\'IA; e finalmente si prenderà il doppio di S per 
lo sviluppo L della mezza ellisse. 

1 

L'espressione ( 1 - c2 sen2 rp )2 d <p è tale da non p o tersi integrare 
che per appros~imazione sviluppandola in serie secondo la formola 
del binemio di Newton. Questo lavoro già venne fatto dal dotto 
e laborioso Legeodre, e ci lasciò esso delle preziose tavole mediante 
le quali, per diversi valori di .. c e per molteplici valori di <p, si ha 
l'integrale corrispondente. Legendre, osservando che il numero c 
è una frazione, lo ha rappresentato col seno di un angolo e, e 
così ha fatto dipendere da due angoli rp e e l'integrale dell' espres-

1 

sione ( l-c2 sen 2 <p )2d<p. Chiama ampiezza l'angolo <p, modulo 
l'angolo e e le sue tavole contengono i valori del citato integrale 
corrispontle1ti a tutti quelli di <p e e variaùili di grado in grado 
da zero a rovanta. 

Quello eh~ più importa nella pt·atica delle costruzioni è di avere 
un mezzo fccile per tt·ovare gli sviluppi delle mezze ellissi; ed è per 
soddisfare a quest'esigenza che qui appresso si riporta un'utile ta
vola tratta cagli Elementi di calcolo differenziale e di calcolo integrale 
del11rofesscre Francesco Paolo Tu cci, la quale serve ad ottenere I ( 1- c2 sm 2 <p)~ d q> == E, preso da q>== o· a <p== 90·, pei quadranti 

dei perimet'i ellittici di semi-asse maggiore 1 e di eccentricità 
c:= sen e pa- valori di e compresi fra O" e 90". 
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e l E 
Il 

e l E Il e l E 

o· l l ,5 7079 63 l 30° 1,46746 22 60° 1,211 05 60 
·l 

l 
t ,5706 7 67 

! 
31 1,46077 35 61. ·1,20 153 81 

l 2 1,5703 1 79 32 1,4 5390 77 62 1,t 9204 56 
3 ' 1,56972 0 1 

l 
33 

l 
l ,44 686 92 63 1,18258 90 

4 l t ,56888 37 34 1,43966 21 64 1,17317 93 
5 1,56780 90 35 l 1 ,43229 09 65 1,1 6382 79 
6 1,56649 67 56 1, 42476 03 66 1 , 1 ~454 66 
7 j ,56494 75 37 1,4 17()7 49 ' 67 1,1 4534 78 
8 1,563 16 22 38 1,40923 97 6S 1,13624 43 
Q 1,56 11 4 17 ?;9 1,40 125 97 69 l' 1272 4 96 
10 •l ,55888 7'1 40 t ,3\!314 02 70 1,11 837 77 
t l 1 .5~639 \)7 l H l ,38488 65 ' 71 1; 10964 34 
12 1,55368 08 42 l ,3 7650 43 72 1,10106 21 
1. 3 1,55073 19 

l 
43 1,36729 91 73 1,09265 03 

14 1,54755 45 44 1,35937 69 74 1,08442 52 
15 1,544 15 04 45 1 ,35064 38 75 1,()7640 51 
16 1,54052 15 

l 
4n 1,341 80 60 76 1,0 6860 95 

17 1,53666 \l7 47 1,33286 \19 77 1 ,06 t 05 93 ' 
18 1,53259 72 

l 
48 1,32384 21 78 1,05377 69 

19 1,52830 62 49 1,31472 95 79 1 ,04678 64 
20 t ,52379 92 50 1 ,30553 90 80 1,04011 43 
21 

l 
1,5 190 7 85 l 5 1 1,20627 80 81 1,03378 ~14 

l 
22 t ,5 t 414 69 ' 52 1 . ~8r,95 37 82 1,02784 56 
23 1 ,50900 71 ' 53 1 ,277'5 7 39 83 

l 
1,0223 1 25 

l 
l 

l 
24 1,50366 2 1 l 54 1,268 14 65 84 1,0 1727> 69 
25 1,4!J8 1l 49 l 55 1,2586 7 96 85 1,0 1266 35 

l 26 t ,49236 87 5!i 1,249 t 8 16 l 86 1 ,00864 79 l 
i 27 1,48642 68 57 1,2 3%6 11 l S7 1,005 25 85 

28 1,48029 26 58 1,2301 2 72 

l 

R8 1,00258 40 
29 1,47396 98 59 1,22058 S'd 89 1,00075 15 

l 
30 1,46 746 22 60 t ,211 05 60 90 1,00000 00 

l 

Veueudo ora all' uso della riferita tavola, suppon!asi di dover 
trovare lo sviluppo di una semi-elli sse avente 1 O rwtri per se mi
asse maggiore a e 4 metri per semi-asse min ore b. Per risolvere 
il problema si incomin ci dal fare il valore del modub e ponend g 

Jla2- b2 }1100- 16 Jl 8~ 
sen e= c= a 10 _ 10 

cm corrisponde, lenendo conto solamente dei minut pt·imi , 

'l' rovato così il n1od ulo e, si cerca nella tavola e ielle colonne 
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intestate e il numero 66°, e si trova che il valore E' di E ad esso 
corrispondente è 

E'=1 ,1545466. 

Per tener poi conto dei 25' contenuti nel valore di e si osser·va 
che la variazione fra il valore dell'E corrispondente a 67° ed il 
valore dell'E corrispondente a 66° è 

1,1458478-1 ,1545466=-0,0091988 

e che quindi la variazione e da farsi sul valore di E' per avere 
il valore dell'E corrispondente a 66o e 25' è approssimativanwute 
data da 

G)5' 
~=-BO' 0,0091988 =-0,0038328. 

Segue da ciò: che per valore di E conispondenle a e= 66° 25' 
si può assumere 

E=E' +~=1 ,1545466 - 0,0038328=1 ,1507138; 

che la lun ghezza s del qua drante ellitti co di semi-assi a= 1 orn 
eb=4.u vi en data da 

e fina ! mente che la lunghezza L della mezza ellisse è 

Assai più comode della tavola, di cui già si è indi cala l'origine 
e l'uso per la reltificazione della mezza ellisse, sono quelle in cui 

in una colonna trovansi diversi valori ·del rapporto ~ - ft•a il se-
a 

mi-asse minore ed il semi-asse maggiore, e nell'altra lo sviluppo 
E della corrispondente semi-periferia ellittica per il caso di a= 1. 
Una tavola ad imitr~zione di quella dello Sganzin, e che può ser
vire allo scopo di questo lavoro, è quella che immediatamente vien 

riport;1t.a in cui i valori del rapporto ~ variano di centesimo in 
a 

C<:lltesimo da 0,20 a 1. 
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[J 
l 

b 

l 
b b b 

l - l 
E - E - E" - E - E 

a a a a a 

0,20 2,102 0,36 2,258 0,52 2,4 48 0,68 2,663 0,84 2,895 
0,21 2,1 11 0,37 2,269 0,53 2,461 0,69 2,677 0,85 2,9 10 
0,22 2, 12\J 0,38 2,280 0,54 2,4 74 0,70 2,69 1 0,86 2,92!:i 
0,23 2,129 0,39 2,291 0,55 2,487 (),71 2,705 O,:l7 2,940 
0,24 2,158 0,40 2,302 0,56 2,500 0,72 2,7 19 0,88 2,956 
0,25 2,147 0,41 2,314 (1,57 2,513 0,73 2,734 O,R9 2,97 1 
0,'16 2,156 0,42 2,325 C,58 2,527 0, 74 2,748 0,90 2,986 
0,27 2,i66 0,43 2,337 0,59 2,540 0,75 2,763 0,91 3,002 
0,28 2, 175 0,44 2 .349 0,60 2,553 0,76 2,778 0,92 3,0 17 
0,'29 2,185 0,45 2,361 0,6 1 2,567 0,77 2,792 0,93 3,032 
0,30 2,195 0,46 2,373 0,62 2,580 0,78 2,807 0,94 3,048 
o,:H 2,205 0,47 2,386 0,63 2,593 0,79 2,821 0'95 3,063 
0,7>2 2,2 15 0,48 2,398 0,64 2,607 0,80 2,836 0,96 3,019 
0,31> 2,226 0,4\J 2,4 10 0,65 2,62 1 0,8 1 2,851 0,9 7 3,094 
0,34 2,236 0,50 2,423 0,66 2,635 0,82 2,865 0,98 3,11 0 
0,35 2,247 0,51 2,435 O,G7 2,649 0,83 2,880 0,9:} 3,126 

1,00 3,142 

Questa tavola SI Impiega per trovare le semi-periferie ellilli che 
precisamen te come venn e indicato al numero 24 parlando dell 'uso 
della tavola che serve a calcolare gli sviluppi degli archi circo lari 
dei quali si conoscono le corde e le sae tte. Nel caso di a== 1om e 
b==4m si ha: 

~== 0,40 
a 

E==2,302 

L==2,302 X 10 . 23m,02. 

4'2 . Formole atte al calcolo dello sviluppo delle mezze ellissi. 
- Come si è visto nel precedente numei·o, il differenzi ale di un 
arco qualunque d'ellisse si esprime con 

1 

d s==a (1-c2 sen2 rp)F d cp 

e la lunghezza S del quadrante ellittico vien data da 

1! 

S=a foi (1 - c'sen' ~)l d~ · 
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Svol g-e ndo (·l - c2 sen ~ cp? colla fomwla del binomio, si tt·ova 

T[ 

la quale, integrata coll'o ~servm:e che in generale 

Se l1 m (J) d m= - · T T+......-- Se n :n --~ CD d (}) J
. senm-t co cos m m-1f 

• T 1n m T ' 

e che 

f2 
m J - (m - 1)(m- 3) (m --5) ....... 11 

se n cp r cp ~ ( 2) ( 4) 2 0 re , 
0 

m m- m- ....... .. 

, e raddoppiata, conduce alla seguente serie determinatrice dèllo 
sviluppo L della semi-ellisse 

La serie esprimente il valore di L nelle ordinarie circostanze 
della pratica è convergentissima perchè c risulta generalmente una 
frazione piuttosto piccola, per cui si può anche limitare ai primi 
due termini l'espressione della semi-periferia ellittica. Così facendo 

i 

Jla2-b~ 
e ponendo per c il suo valore , si trova 

a 

(2), 

la quale, come asserisce anche Bnmacci, conduce a risultati suf
ficientemente approssimati nel\~ ordinarie circostanze della pratica. 

Un 'altra formoletta, che d·a molti pratici vien adoperata per 
trovare la lunghezza L della semi-periferia ellittica, è 

L 'ARTE DI FABBR!CARi:, Geomett'ia pratica, ecc. ·- 7. 
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(3) , 

il cui secondo membro, dìviso per 2, espresso in funzione ùi a 
e di c mediante la relazione 

J!a2-b~ 
c=---

a 

e svollo colla formofa del binomio, dà una serie che nei due primi 
termini s'accorda col secondo membro dell'equazione (1). 

Le equazioni ( 1 ), (2) e (5) sono quelle che nella pratica a elle 
costruzioni possono condurre a trovare la l un ghezza della semi
periferia ellittica: la prima dà un valore tanto più esatto quanto 
più grande è il numero dei termini di cui si tien conto, e le altre 
non · conducono che a risultamenti approssimati, i quali tanto più 
si accostano ai veri quanto più il valore del semi-asse minore b 
è poco diverso dal valore del semi-asse maggiore a. Quando b ed. 
a differiscono molto l'uno dall'altro, è necessado far uso delJ.a 
formo la (1) prendendo un conveniente numero dei termini, op
pure servirsi delle tavole che vetmèro riportate nel precedente 
numero . 

45. Tracciamento dell'elica. - Chiamasi el·ica una curva, come 
AB C D (fig. 39 ) , tracciata sn una superficie cilindrica, la quale 
gode della pr?prietà di avere le sue ordinale E F, E' F', ....... , di
rette sec(mdo lè generatrici , proporzionali alle ascisse curvilinee 
AE, AE', ....... ! contate sù 1:ma sezion retta AEFG della superficie 
cilindrica a partire dal punto A dell'elica la cui ordinata è zero. 
Allorquando la sezion retta deUa superficie cilindrica è una curva 
chiusa, l'elica ptiò tagliare in due o piu punti una stessa. gene
ratrice della della superficie, e la distanza costante che esiste fra 
due punti successivi di una stessa elica posti su una medesima 
gell'eratrice prende il nome di passo. Chiamasi poi spira la parte 
d'elica compresa fra due punti successivi posti su una medesima 
generatt'ice. 

Il tracciamento di un' elica su una data superficie cilindrica rr• 
esce operaziDne della massima facilità. Se si conosce la proiezione 
AB (fig. 40) dell'elica su una sezion retta della superficie cilin
drica, non che le distanze d e D dei due estremi A' e B' dell'elica 
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dal pia110 di questa sezion retta, si divide la proiezio11e curvil"inea 
AB dell'elica in un dato numero n di . parti eguali nei punti C, · 
D, E, ..... .. , nello stesso numero di parti eguali si divide la diffe
renza delle accennate due distanze, e si ottengono altrettanti punti 
della curva prendendo 

AA'=d, 
- D- d 
CC'=d+-- , 

n 

Quando la sezion retta della. superficie cilindrica su cui vuolsi 
tracciare l'elica è una curva chiusa vale lo stesso metodo, coll'av
vertenza che la curva da considerarsi come proiezione dell'elica 
sull'accennata sezion retla deve essere tante volte l'intiera sua pe
riferia quanti sono i giri intieri che l'elica deve fare, più quella 
parte della medesima periferia la quale corrisponde ad una por· 
zione di giro. ' 

L'elica gode della proprietà di misurat·e su una superficie cilin
drica la minima distanza fra due punti della superficie medesima, 
e siccome d'altronde un filo disteso tra due punti -di una superficie 
cilindrica si dispnne secondo l'arco d'elica passante fra quei due 
punti, quando si faccia as trazione dagli effetti che possono produne 
le scabrosità della superficie, ne deriva che approssimativamente 
si può tracciare un at·co d'elica fra due punti, distendendo un filo 
sulla superficie cilindrica e fra i punti stessi, e segnando la curva 
secondo cui esso si dispone. Quando l'elica · deve tracci arsi fra due 
punti posti su una superficie cilindrica la cui direttl'ice è una curva 
chiusa, bisogna che il filo faccia fra i punti dati tanti giri intieri 
sulla superficie cilinddca quante sono le spire che l'elica deve pre
sentare. Soventi volte invece del filo si fa. uso di una verga elastica. 

44. Sviluppo di un arco d'elica. - Sviluppando in piano la 
superficie cilindrica su cui trovasi tracciata un'elica, questa cm·va 
si dispone secondo una linea retta. Questa retta, come è facile il 
comprendere, è l'ipotenusa di un triangolo rettangolo avente per 
un cateto la lunghezza Ò' della parte . di generatrice compresa fra 
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le sezioni rette passanti pei due es tremi dell'eli ca e pet· altro ca
teto la proiezione s dell'elica su una sezion retta. La lunghezza 
dell'eli ca non è diversa dalla lunghezza dell a sua trasform ata, per 
cui lo sviluppo L di un arco qualunque di eli ca vien dato da ll a 
sempli ciss ima formola 

Quando l'eli ca consta di diverse spire, il valore di s è tante volte 
la periferi a della sezion retta del cilindro su cui l' elica è tracciata 
quante sono le spire, più la proiezi one su detta sezione di quella 
parte di elica che supera il numero intie ro di' spire. 

CAPITOLO IV. 

Tras fhr•na z ione dei profili . 

4 5. Pendenza di una retta in funzione delle ordinate di due 
dei suoi punti e della loro distanza orizzontale . - L'inclinazi one 
di una retta all 'orizzonte, espressa col rapporto che passa fra la 
differenza di livell o di due dei suoi punti e la loro distanza ori z
zontale, è un elemento di continuo uso nei problemi di li vell az ion e. 
Questo rapporto , chiamato comunemente pendenza , può riferirsi 
tanto ad una retla in discesa com e ad una retta in salita, per cui, 
a scanso d'equivoco, si stabilirà di valutario come positivo nel 
primo caso e come negativo nel secondo. 

Sia AB (fìg. 4i e 4'2) la retta di cui vuolsi valutare la pend enza, 
d la sua lunghezza orizzontal e, a l' ordinata dell'estremo A, e b 
quella dell 'estremo B. Chiamando p la pendenza richi es ta, si avrà : 

oppure 
a- - b 

p=- d-

secondo che la orizzontale di paragone A' B' è al disopra o al tli· 
solto dei punti A e B. Infatti , per l' orizzontale di paragone al di 
sopra (fig. 4i ), il numeratore b - a., e qui ndi p, è positivo per il 
caso di una discesa cui corrispoude b >a e negati vo pel caso di 
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una salita per cm SI ha b <a; nel caso poi dell'orizzontale di pa
ragone al disotto (fig 42), il numeratore a--b, e quindi anche p, 
è positivo per una discesa perchè a> b e negativo per una salita 
perchè a< b. 

46. Ordinata di un punto qualunque di una retta data colla 
sua pendenza e coll'ordinata di un suo punto. - Sia AB la retta 
data (fig. 4'1 e 42 ) , a l'ordinata del suo estremo A, p la sua 
pendenza, e sia proposto di calcolare l'ordinata di un suo punto 
B distante orizzontalmente da A delle quantità d. 

Dalla definizione stessa della pendenza risulta che la differenza 
di livello di due punti vale la pendenza della retta che li unisce 
moltiplicata per la loro distanza orizzontale, per cui immaginando 
condotta la orizzontale Ab si ha: 

è qnindi, chiamando z l'ordinal<t B'B, 

z=a-+-p d, 

valendo il segno + per il caso dell 'orizzontale di pa1·agone A' B' 
posta al disopra (fig. 4:1 ), e il segno- per il caso dell'orizzontale 
di paragone posta al disotto (fig. 42). 

47. Inter~ezione di due rette date colle ordinate dei loro e
stremi . ..:_ Siano AB ed A! B! le due rette date (fig. 45 e 44), 
siano a e b le ordinate dei due estremi della retta AB, ai e b! quelle 
dei due estremi della retta A! Bi' e sia d la loro comune lun
ghezza orizzontale A'B'. Chiamando rispettivamente r ed r' le dif
ferenze n-ai e b-bi fra le ordinate degli estremi della· relta 
AB e quelle degli estremi della retta A! BP si fisserà compiuta
mente il punto d'intersezione M trovando la distanza orizzontale 
A'M' = x che esso ha da A e l'ordinata 1\Ul'=z. Considerando 
perciò i due triangoli simili MAA!, MB B! (lìg. 45) e immaginando 
condotta per M la orizzontale P Q, si deduce 

MP=MQ~A•, 
BB! 

la quale, osser-vando che MP ·A'M' . x,MQ . A'M'- A'B'=x-d, 
AA!~r e BB1=r', si trasforma in 



d'onde si ricava 

102-

(x-d) r 
x= r' ' 

dr 
x--

- r - r' (1 ) . . 

Nel caso della figun 45 le differenze r· ed r' sono ambedue posi
tivi'), mentre nel caso della figura 44 una è positiva e l'altra nega
tiva. 

Chi.amanùo poi p la pendenza della retta AB, si ha per ordinata 
del punto M 

43. Inter sezione di due rette di pendenza cognita e partenti 
da due punti dati sulla stessa verticale. -Siano A e B (fìg . . 45) 
du e punti di una medesima verticale distanti fra loro della quan
tità AB = r, siano p e p' le pendenze di due rette A X e BY, e 
sia proposto di fissare la loro ii;ttersezione M mediante la distanza 
orizzontale-M C= x . Per le definizioni e pei problemi premessi si 
ha 

A C= p x, 

Sottraendo queste equazioni ed osservando che ! C~ B C== r si 
trova questo risultato : 

lr ontle 

r:=x(p-p'), 

r 
x= - -,. 

p-p 

Questa formola si accomoda anche al caso in cui le due rette 
A X e BY ,(fìg . 46) siano inGlinate in contrario senso, perchè allora 
la pendenza di BY va considerata come negativa. 

49. Intersezione di due rette di pendenza data e partenti da 
due punti di cui si conoscono la distanza e le ordinate. - Siano 
A e B (fìg. 4.7 e 43) due punti distanti orizzontalmente della quan
tità A'B'=d ed aventi per ordinate A'A =a,B' B.=b; siaao A'X 
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e B \' due relle avenli rispellivamente Je pendenze p, p' ; e siano 
fi' = x, lWM = y le due lunghezze delerminalrici del punto M. 

Immaginando condotta per M la orizzontale C D si ha 

A C-:=p x , BD = p'(d-x) ; 

.d' o.ncle 

valendo i segni superiori p el caso d eH' orizzontale di paragone al 
di sopra (fig. 47) ed i segni inferiori pel caso dell' orizzl"mtale di 
paragone al di sotto (fig. 48). Osservando ora che k C-:= B'·D, si 
può stabilire r equazione 

+ -b- '(d ' a_px_ -t-P - X), 

d.a)Ja q,ua1e i ricava 

_ +(b- a) - p' d 
X- , · p- p 

L'ordinata M'M :::;:: z, appartenendo al punto M della retta AX, 
s1 ottiene come si è c;letto al 1,1umero 46 e quindi vien data da 

z-:=a:!;.px, 

dove il segno + vale per il caso dell 'orizzontale di paragone al 
disopra (fig. 47), ed il segno - per il caso dell'orizzontale di 
parazone aJ disotto (jig. 48). 

La risolqzione di questo pt·oblema si può anche facilmente ri
dune a quella del numero 47 immaginando prolungate le rette 
A X e BY fino in F ed E e trovando prima, come si insegnò al 
nl)mero 46, le ordinate A' E e B' F. 

50. TrllCciamento di due rette passanti per due punti dat; 
ec;l a\lenti pen«;;enza e çontropendenza eguali. - Siano A e B 
(fig. 49) i due punti dati, determinali mediante la loro distanza 
orizzontale A'B' e mediante le loro ordinale A' A e B'B. Sia C D 
un'orizzontale data mediante l'ordinata A' C del suo estremo C 'e 
vpgliasi trovare su essa il punto M tale, che unito con A e con 
B dia due rette MA ed M}l eg~1almente inclinate all'orizzonte, una 
da M in A e l'allra Lla M in B. 
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Per risolvere il problema prendasi sulla B B' la D B1 = D B, ed 
il punto da trovarsi M sarà l'intersezione della A B1 colla oriz
zontale C D. In falli i due triangoli B D M e B1 D M, siccome metà 
del medesimo triangolo iso~cele B MB1, sono eguali, e quindi l'an
golo B M D è eguale all 'angolo B1 MD ; mJ, essendo quest'ullimo e 
l'angolo A M C anche eguali siccome opposti al vertice, ne cqn
segue essere l'angolo B M D eguale all'angolo A M C, e quindi 
essere le due rette MB ed M A egualmen 1 e inclinate all' orizzon- · 
tale C D. 

Se numericamente vuolsi trovare la distanza orizzontale del 
punto M al punto A ossia la A'M', non si può incontrare diffi
coltà alcuna, giacchè la quistione è ridotta a determinarne l'in
contl'o di due relle C D ed A B1 per le quali si conoscono le ordi
nate dei punti estremi e quindi a risolvere il problema del nu
mero 47. 

Se invece di determinare il punto M su una àata orizzontale, 
devesi questo determinare su un profilo qualunque c d e f (fig. 50), 
l'operazione può essere condotta per tentativi, tirando successiva
mente tante orizzontali cf DI, c2 D2, c3 D3, ....... , e cercando per 
ciascuna di esse, e come già si è dello, i punti M1 , ì\12, M3 , ....... , 

i quali uniti ai puuti dali A e B danno due rette con pendenza e 
conlropendenza eguali. Dalla riunione di tutti questi punti nasce 
una linea curva le cui inlersezioni col profilo dalo somministrano 
altrellanli punti, ciascuno dei quali determina due rette con pen
denza e conlropendenza eguali quando si unisca coi punti A e B. 

51. Tracciamento della linea di progetto su un profilo Ion
gitudinale. - Varie sono le condizioni dietro' cui, su un profilo 
longitudinale rilevato e costrutto nello scopo di studiare un dalo 
lavoro il quale richiede una trasformazione della superficie del ter
reno, si può condurre la linea di progetto generalmente composta 
di varie livellette, ossia di tratti alcuni in pendenza, alcuni in 
conlropendenza ed alcuni orizzontali. Per fi ssare le idee suppon
gasi che un breve tronco di strada da progettarsi vogliasi costi
tuito da due livellelte: la prima, passando di metri 0,40 al di 
sopra del punto I (fig. 51), debba raggiungere la verticale del 
punto IV colla pendenza del 0,02 per metro ; e la seconda par· 
tendo dal termine della prima debba salire colla pendenza del 
0,0075 per metro fino alla verticale del punto VII. 

Fissata la posizione del punto I rispetto a quel piano orizzon
tale che vuolsi assumere come piano di paragone, e supposto, per 
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esempio, che debba essere di 1 08 metri l'ordinata del detto punto 
al disopra dell'accennato piano, si calcoli l'ordinata 

A' a==108+0,40==108m,40 

t!el primo punto a della linea di progello . Dopo, come st e mse· 
gnato al numero 46, si trovino le ordinate dell 'ultimo punto d e 
dell'ultimo punto g della prima e della seconda li veli eU a, dale 
rispettivamente, con errore minore di mezzo centesimo, dà 

D' cl==108,40- 0,02 (46,08+30,26 +28,35)==1 Q6m ,31, 

G' g=106,31 +0,0075(28,32 + 31,80+35,20)== 107m,O,l. 

Conoscendosi ora le ordinate dei tre vertici a, d e g, riesce 
agevole il segnare le posizioni ùi questi tre punti sul profilo e 
quindi il tracciare la linea di proge llo et dg che, secondo l'uso 
generale, suolsi segnare in rosso. 

52. Determinazione delle ordinate e delle quote rosse nei pro
fili longitudinali . -I calcoli delle ordinate dei diversi punti, in cui 
le verticali ùel profilo naturale incontrano la linea di progetto, 
devono immediatamente tener dietro al suo tracciamento. Serve 
alla loro determinazione quanto si è detto nel numero 46, ed il 
calcolo va instituito come appare dalle formole che seguono, le 
quali si riferiscono alla linea di progetto tracciata sul profilo della 
figura 51. Per la livelletta avente pendenza del 0,02 per metro 
e compresa fra le verticali dei punti I e IV si ha, con errore minore 
di mezzo centesimo nei risultati finali, 

A' a==1 08m,40 

·B, b== 'l 08,4.·0- 0,02 X 46,08 == ·1 07 ,4.·8 

C' c==1 08,40 - 0,02(46,08+30,26) == 106'"~87. 

Per la livelletta in contropendenza del 0,007 5 pet· metro e com· 
presa fra le verticali dei punti IV e VII, risulta 

D'cl == 106,31 

".E'e= 106,31 +0,0075 x 28,32=='106,52 

Pf== 106,31 +0,0075 (28,32 + 31,80) == '106m, 76 . 

• 
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Tutte queste ordinate, non che quella del estremo g, si segnano 
sulle Yerticali dei punti cui corrispondono in color rosso, ed è 
per qnesto motivo che ven~ono da taluni nominate ordinate rosse. 

Una semplice sottrazione fra le ordinate rosse ·e le ordinate cor
rispondenti dei punti del profilo naturale del terreno, ossia fr,a i 
due numeri marcati su ciascuna verticale, ne dà un teqo da 
inscriversi al suo estremo superiore esprimente Ja distanza fra j 
due punti di essa appartenenti, uno al profilo naturale e l'altr.o 
alla linea di progetto. Questo terzo numero prende il nome di 
quota rossa, perchè suolsi pur marcare in color rosso. Le quote 
rosse relative all'esempio in quistione sono: 

al:=Om,40 

bll 107,48-106,98:=0m,50 

C JII:=106,87 -108,60:=- 'l m, 73 

dlV:=106,31 - 105,53:=0m,78 

e V:=106,5~ -108,13:=- im ,61 

{VI 106,76- 107,18:=-- 0m,42 

o VII:=107,01-106,51 == om,50. 

Le ordinate dei punti del profilo naturale, dette anche ordinate 
nere giacchè si scrivono in nero sul disegno, indicano, secondochè 
sono esse minori o maggiori di quelle dei punti corrispondenti 
della linea del progetto, se devonsi eseguire rialzi o scavi nei 
punti a cui esse si riferiscono ; e le quote rosse, positive dove si 
devono eseguire rialzi e negative dove si devono fare scavi, nel 
mentre fanno conoscere le altezze di quelli e le pt·ofondità di 
4uesti, somministrano unji prima indicazione dei movimenti di 
terra necessari per l'esecuzione del lavoro progettato, ed il più 
delle volte inducono a stimare conveniente ovvero a rigettare sic
come non utile il sistema delle pendenze adottate. 

Nell'inscriver!:l le quate rosse sui disegni di profili longitudinali 
non si usa mettere in evidenza il lot·o segno, giacchè gli stessi 
disegni gi~ abbfl,stanza indilì!lllO dpve si dev,ono eseguire scavi e 
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dove si devono eseguir·e rialzi per passare dall a superficie n a tu
rale del terreno alla superficie dell'opera progettata. 

'55. Determinazione dei punti di passaggio nei profili Iongi
tudinali.- I punti h, i, k ed l (fig. 51 ), in cui la linea di pro
getto interseca il profilo naturale, diconsi punti di passaggio, e la 
loro posizione suolsi determinare trovando le distanze orizzontali 
che essi banno dai punti vicini. Queste distanze si ottengono risol
vendo il problema già svolto nel numero 47 pel caso della figm·a 
44, ed i calcoli devono essere instituiti applicando la formola (f ) 
.dd citato numero come appare dalla tabella che segue: 

B'I:J'-80,26 X0,50_ 6m 78 
J.. - 0)50+1 ,73- ' 

C'H'_ 30,26 X 'l, 73 _ 23m 48 - 1,73+0,50- ' ' 

. C' I'== 28~35 X 1, 73 19m,'56 
. '1,13+0,78 

D'I'- 28,35 X O> 78 _ 8m ,.,9 - o 78 1 73 - 'l ' ' + ' 

D'K'-28,32X 0,78 -gm 24 
- 0,78+1,61 - ' 

E'K'-~8,32X1,lì1_1\:Jm 08 
- 1,61+0,78 - ' ' 

Ui''L'-35,20 X Q,j~ -16m {;17 
l - 0,42+0,50 - '11 

Ques.ti calc.oli serv,ono ~ determinare .cia,scun punto di passaggio 
in due ~·istinti modi, ossia mediante le distanze orizzontali che 
ciascuno di essi l)a d.ai due p1:mti del profilo nat1;1rale fra i q•uali 
ess,o cade, e si posson.o q,uindi ritenere siccome es.atti quapdo la 
somma delle distanze relative ad uno stesso punto di passaggio è 
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eguale alla distanza che esis te fra i due punti del profilo naturale 
fra i quali esso si trova . 

I punti di passaggio separano nel profilo longitudinale le super
ficie che rappresentano dove va eseguito un rialzo da quelle che 
indicano dove va fallo uno scavo: alle prime, per comune con
senso <lei pratici, suolsi dare una tinta chiara di carmino, ecl alle 
seconde una tinta pure chiara di gomma gutta . 

54. Condizioni diverse dietro le quali si può determinare la 
linea di pJ;ogetto su un profilo longitudinale. - , Nel caso par
ticolare trattato al nu mero 51 la linea di progetto Ei è segnata 
colla condizione che le due livellette pa rlano ciascuna da un punto 
determinato ed abbiano una data penrlema. Questa però non è la 
sola condizione che un operatore può imporsi, e frequentemente 
occorre di tracciare una livellella in modo che unisca due punti 
dati, oppure in modo che partendo da un punto dato, determini 
la somma delle superficie in rialzo eguale alla somma delle super
ficie in iscavo, od ancora in modo che, essendo soddisfatta que
st'ultima condizione, abbia essa una pendenza prestabilita. 

Se la livelletta deve avere i suoi es tremi in due punti a e d 
(fig. 52) determinati dalle loro ordinate A'a=m e D' d=n e 
dalla loro distanza orizzontale· A' D' =d, si troverà la sua pendenza 
p per melro ponendo (num . 45) 

m-n 
p= - d- ' 

e si passera m seguito con tutta facilità al calcolo delle ordinate 
rosse, delle quot.e rosse ed alla determinazione dei punti di pas
saggio. 

Se la livelletta, partendo dal punto dato a, deve determinare la 
somma delle superficie di rialzo eguale alla somma delle super
ficie di seavo, si procederà prima al calcolo della superficie dei 
trapezii AA'B'B, BB'C'C, CC'D'D; la loro somma si dividerà per 

l l h A' D' d l l · . . 1· l. -A, a ung ezza --
2

- _ '2, c a quoziente s1 sottratTa ore mata a= m 

e si avrà la quota D'd = n dell'ullimo punto della livellella . In 
fatti, la 'somma delle superficie esprimenti un rialzo sarà eguale a 
quella delle superficie rappresentanti uno scavo quando il trapezio 
a A'D' d eguagli la somma dei già indicati trapezii ; dividendo 
questa somma per metà - A' D' si trova la somma delle du e basi 
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parallele del trapezio a A' D'd, e, sottraendo vi la base cognita A' a, 
si trova l'altra incognita D'd. 

Se la livelletta deve avere una data pendeuza e dare la somma 
delle superficie in rialzo eguale alla somma della superficie- in ri
basso, si dividerà la somma delle superficie dei trapezii A A' ll' ll, 
BB' C'C, C C'D'D per A'D'= d, e nel quoziente si avrà la media 
aritmetica m,' delle due basi del tt·apezio aA'D' d risultante in 
seguito al tracciamenlo della linea di pt·ogetto. Si porterà a posto 
questa media aritmetica delle due basi, prendendo il punto di 
mezzo M'di A'D', e determinando la verti0ale 1\i'M=m'. Mediante 

l'ordinata cognita m'del punto M, la distanza ·M'D'=~ e la pen

denza p della linea di progetto si caleoli l'ordinata D'd= n (num. 
45) dell'ultimo punto d della livelletta; e, ollre di poter tracciare 
la linea di pl'ogetto, riesçirà agevole il calcolo delle ordinate rosse 
non che la determinazione dei punti di passaggio. 

55. Tracciamento_ della linea di progetto sui profili trasver
sali. - I profili trasversali, su cui continuamente si devono intra
prendere degli studi nell'esecuzione dei progetti di strade, di canali 
e di altl'e opere le quali esigono un cangiamento nella forma pri
mitiva del terreno, trovansi sempre collegati ad un profilo longil u
dinale; ciascuno di essi ha comune con questo un punto; e gene
ralmente si effettua il loro disegno collocando a sito i diversi 
vertici medianfe le distanze orizzontali che essi hanno dal punto 
che appartiene anche al pl'ofilo longiludinale e mediante le loro 
ordinate per rapporto al piano orizzontale passante per l'accen
nato punto, le quali ordinale vanno considerate come positive 
quando si riferiscono a punti posti al di sopra del piano di pa
ragone, e come negative nel caso contrario. Per segnare poi su 
questi profili la linea di .progetto corrispondente ad una dala opera, 
convien osservare che essi devono presentare nel punlo comune 
col profilo longitudinale le stesse quote t'osse già calcolate con
siùe!'audo il profilo longitudinale. Ciò premesso , suppongasi di 
dover segnare, sui diversi profili trasversali fatti in corrispondenza 
dei pnnli I, II, III, IV, ....... del profilo longitudinale rappresen-
tato nella figura 51 , la linea di progelt~ per una stt·ada della 
total larghezza di 9 metri, colle scarpe dei rialzi inclinati a 5 di 
base per 2 di altezza, coi fossi profondi e larghi al fondo metri 
0,50 e colle scarpe degli scavi a 45". 

Incominciando dal segnare la linea di progello sul profilo lras· 
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versale I (fig. 55), si porterà in una conveniente soala e da I 
in a la quota rossa 0'"",40 corrispondente al punto I del profilo 
longitudinale; si condurrà rla a una retta rappresentante l'oriz
zontale contenuta nel piano del profilo; e si prenderanno su essa 
a destra ed a sinistra le lunghezze ah ed ai eguali alla metà 
della larghezza della sl!'ada, cioè di 4m ,50. Fatto questo, agevol
mente si scorge eome la strada è in rialzo, e per segnare le due 
scarpe basta dividere la a h in tre parti eguali, portarne due da 
a in le e prolungare le rette kh è k i fino ad incontrare in l ed 
m il profilo del terreno. 

Lo stesso procedimento che venne indicato per segnare la linea 
di progetto sul primo profilo trasversale serve anche pel secon-do 
(fig. 54), nè gual'i diversamente si deve procedere per segnare la 
linea di progetto sul terzo. Pel punto c (fig. 55) , preso al di 
sotto del punto III d'una quantità eguale alla quota rossa t"' ,7 5, 
già ottenuta considet·ando il profilo longitudinale, si conduca l'o
rizzontale hi, prendendola tanto a diritta quanto a sinistra del 
detto punto di metà larghezza della strada. Essend·o la strada in 
ribasso, si prenda c k =c h per avere, nei prolungamenti delle kh, 
e ki sino agli incontri m ed n coll'orizzontale condotta per s al 
disotto di c di metri 0,50, i limiti delle scarpe dei fossi inclinati 
a 45°. Facendo risultare le orizzontali mo ed np lunghe come la 
larghezza del fosso, cioè di metri 0,50, prendendo st so=sp 
e prolungando le t o e t p fino; ad incontrat'e il profilo del tel'reno, 
si determinino i fondi e l'e contro-scarpe dei fossi. · 

Quanto si è detto per segnare la linea di progetto sui pvofili 
trasversali I e III si applica facilmente a tulti gli altri, nè si ptt& 
presentare difficoltà alcuna nell'eseguire questa semplicissima ope
razione. Considerando i quattt·o profili o sezioni trasversali l, H, 
III e ·IV, di cui vennero rispettivamente date le rappresentazian~ 
nelle figm·e 55, 54, 55 e 56, riesce facile il comprendm·e: come 
nella prima e seconda sezione trasversale l'esecuzione del · pro
getto richieda un rialzo; come nella terza sezione occorra Ùna 
scavo; e come sia necessario in pat·te uno rialzo ecl in parte uno 
scavo nella quarta sezione. 

Anche sui profili tl·asvet·sali, precisamente come si usa sui pt·o: 
fili longitudinali, si disegnano in rosso le linee di progetto. Alle 
superficie rappresentanti rialzi si dà una leggiera tinta di cat·
mino, ed una leggiera tinta di gomma gutta a quelle rappresen
tanti scavL 
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Allorquando si devono disegnare le linee di progetto per una 
stessa opera sopra un gran numero di profJ!i trasversali, può con
venire il farsi mediante pezzi di carta ben resistente delle sagome 
deUe diverse linee di progetto e servirsi poi d'i queste sagome 
pel materiale tracciamenlo delle accenn ale linee. 

56. Detetmioaziorie delle ordinate nere nei profili trasversali 
- Disegnate le linee di progeLLo sui varii profili trasversali, si 
può passare al calcolo d-elle ordinate 11ere, ossia al calcolo delle 
ordinale di quei punti dei -profili trasversali del terreno che si 
trovano sulle verticali dei vertici delle linee di progetto. Questi 
calcoli si fanno t1·ovando prima con semplici addizioni e sottra· 
zioni le distanze delle diverse verticali condotte per tutti i ver
tici spettanti tanto alla linea di progetto quanto al profilo natu
rale ; e, considerando la sezione trasversale rappresentata nella 
figura 56, queste distanze risultano: 

metri 2,75 fra le verticali IV d e hh', 
1,75 h h' e ii', 
0,5 0 

' ., 
e kk', H 

0,50 )) kk' e t l'' 
4,50 IV d e l mm. 

Trovate queste distanze, se si vogliono le ordinate nere i i', k k' 
èd lP -corrispondenti ai punti i, k ed l posti sulla retta ho avente 
rispettivamente 1m ,45 e rn,70 per ordinate dei suoi due est!'emi 
h ed o e lunga orizzontalmente 6m ,2 5, si procederà come' nella 
risoluzione del p1·ohlema costituente l'oggetto del numero 46 e 
si avrà 

717' 145 1•70 - 1•45 1"'5 1m52 ~ ~ == ' + 6,25 l ,l == ' ' 

n 1,45+ 
1 • 7~-;51 • 45 ('t,75 +o,5o+o,5o)==1 "\56. 

' 
Analogamente si trova l'ordinata ne1·a m'm e si ha 

- - 020 
m'rn== -

9
-' - 4·,50==-0m,10. 
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57. Determinazione delle ordinate rosse e delle quote rosse 

nei profili trasversali. - Anche nei profili tl'asversali, non altri
menti che nei profili longitudinali, chiamansi ordinale rosse le di
stanze che i punti della linea di progetto hanno dal comune piano 
l'li paragone. La loro detel'minazione va fatta per lutti i vertici e 
per quei punti che si trovano sulla verticale di qualche punto 
d'ineguaglianza del terreno; l'ordinata rossa IV d=Om,7S di quel 
punto del profilo trasversale che è comune anche al profilo lon
gitudinale è quella da cui bisogna pt'endere le mosse; e per dare 
un'idea del modo di operare possono bastare i calcoli qui sotto 
instituiti : 

i' i"= IV d= Om,78, 

L'ordinata rossa k' k" si ottiene applicando quanto si è detto 
per la risoluzione del problema del numel'o 46, e, osservando che 
val e l'unità la pendenza rli una retta facente coll'orizzonte un an
golo rli 4fi·, si ha 

k' k"=0,78--'l x 0 , 50 = 0"',~8, 

l' l" - /..' /·"-om Gl8 l - h J l • - , ~ . 

Facendo le differenze fra le ordinate rosse e le ordinate nere 
corl'ispondenti a punti del profilo del terl'eno e della linea di pro
getto posti sulla stessa verticale, da considerarsi come positive 
quando si trovano al disopra del piano di paragone t'appresentato 
nella retta X Y c come negative quando sono al di solto dello 
stesso piano, si ottengono le quote rosse, le quali nel caso parti· 
colare considerato sono 

• 
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h h"=0,78 - 1,45:=-0m,67, 

Ì i" =0,78 - 1,52=-0m,74, 

kk" = 0,28 -- 1,54= - ·1m,26, 

fP 0,28-'1,56=- 1m,28, 

m rn" = 0,78+0,10=0m,88. 

Le quote rosse positive indicano che nei punti cui esse si ri
feri scono bisogna eseguire dei rialzi, e danno un 'idea dell'entità 
di tal i opere ; le quo te rosse negative invece indicano la stessa 
eosa per gli scavi. Queste quote si scrivono sempre in rosso sui 
profili trasversal i, ma non si fa distinzione di segno, giacchè lo 
stesso disegno1 chiara mente manifesta dove esistono dei rialzi e 
dove si devono effettuare degli scavi. 

58. Determinazione dei punti di passaggio e delle lunghezze 
'orizzontali delle scarpe nei profili trasversali. - - Il processo 
che si tiene pee determinare le posizioni dei punti di passaggio 
sui profili longitudinali vale anche pei profili trasversali, e, pren
dendo a considerare il punto di passaggio n (fig. 56), le distanze 
OI'izzontali che esso ha dai punti IV ,ed h sono 

·-- 2,75X0,78_1m46 
nd - 0,78+0,67- '· 

- 111 _ 2,75X 0,67 _ 1m Clg 
n~ - 0,67+0,78- ,:;::. · 

Le lunghezze orizzontalipq ed-;;:; delle due scarpe si calcolano 
colle regole che vennero stabilite al numero 48 .e, osservando 

L'ARTE DI FABBRICARE. Geometria pratica, ecc. -- 8. 
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2 
che vale l'unità la pendenza d' una retta inclinnta a 45° e S 
quella d'una retta inclinata a 3 di base per 2 d'altezza, si ha 

1,28 1m 33 
p q= '1 70-'1 45 = ' ' 1 ~ -' _ ___ _}_ ' 

6,25 

59. Disegno dei profili. -Nell 'esecuzione del disegno dei pro
fili altimetrici indispensabili per dare i progc tli di strade e di ca- . 
uali si adottano certe disposizioni che è bene conoscere, e delle 
quali immediatamente in qu ello che segue si dà un breve cenno. 

Trattandosi di un - protllo longitudinale, si calcolano general
mente le ordinate dei diversi punti livellati per rapporto al livello 
(lei mare; e generalm ente si P!'endono le ordinate in una scala 
assai maggiore di quella che si' adotta pe•·lc distanze orizzontali. 
Risultando le ordinale tanto lunghe dt non poter stare sul foglio, 
tutte si diminuiscono di una stessa quantità, e sono le ordinate 
così diminuite che s' impiegano nel disegno del profilo. Si tirano 
sul disegno sei rette parallele rappresentanti sei orizzontali: sulla 
prima, ossia · sulla più bassa, si marcano tanti punti distanti fré\ 
loro 1 chilometro e sotto di ess i si mettono i numeri O, i, 2, 5, 
....... ; sulla seconda si portano le distanze orizzontali fra i punti 
che vennero li velia ti sul profilo longitudinale, al di -sotto dei suc
cessivi punti separanti ques te distanze si pongono i numeri d'or-
din e i, 2, 5, ...... . , e fra gli stessi punti si scrivono le lo1·o di -
stanze orizzontali; appena al di sopra di questa orizzontale e 
sulle verticali elevale pei diversi punti su essa determinati si scri
vono le ordinate nere; sulla terza orizzontale si marcano le di
stanze dei punti di passaggio dai punti del profilo del terreno fra 
cui cadono, ed appena sopra questa orizzontale si scrivono le or
dinate rosse; sopra le ordinate rosse si tira la quarta orizzontale 
al di sopra della qu ale si registrano le quot e rosse; nella quinta 
orizzontale si pongono le pendenze delle diverse livellette mar
cando per ciascuna la discesa o la salita per metro non che la 
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ungltezzl\; fìnalp;~ ~n.te s~ ila sesta s~ ioscri}(OnQ 'e luo,gh,e7t:w, rl~lle 
pé\rti di, linea, del progetto ciw sono in l~nea retta e quelle che 
sono in linea curva, distinguendole col\e par\)le retlifìli ~ curve, 
indicando se voltano. la loro concavità a, deslt;a oppul'e a sioi!ìtra 
n,1edi'!nte le iniziali D od s .. ed; aggiungeud.o i ra ggi di queste ultime 
se son.o circolari. La priJ;Ila e la Sl}conda orizzontale, l ordin().te, 
il. profilo del. teneno, \ numeri çl;' ordir:;le indic[\nli i chilom,etri, i 
numeri d.' ordine dei punti livellati, e le c!.isLan~e orizzon.tali di que
sti punti si 4isegnano ~ si se ·ivono in nero : e si fanno in car
mino la terza, la quqrLa,, la, qui1,1ta e la sesta orizzontale, le linee 
di p,rogetto, le or~ina,le rosse e l ~ quote rosse, le di stanze deter
minanti i punti di passa,ggio, le indicazioni, relative al)e pendenze 
ed alle lunghezze delle l~v e ll et te, non che quelle che si riferiscono 
ai rettifili ed alle curve. 

I profili tr~svers,a li si disegnan o generalJ;nente nella stessa se a la 
t~nto pet· le cli,stanze ori,zz qtali quanto per le ordinate, e s'inscri
vooo al di s,Q,vra e~ i }l nero le distanz.e orizzontali e le ordinale 
dei vari i vertici appartenenti al profilo naturale del terret~o; al di 
sotto ed in carmino le d,istanze orizzontali fra le verticali con
dotte pei vertici del detto profilo, pe~· quelli della linea di pro
getto e pei punti di passaggio, non che le, quote rosse. ~~ profilo 
natnrale del terreno :;i di segna in nero; in carm,ino l(\ liuça di 
pr.ogetto; e pres_so il punto del profilo traS\'ersale che trovasi anche 
sul profilo lon gitlldioa~e si scrive in net;o lo stesso numero d'or
f)ine che in q1uesfullimo p\·of\lo gli corrisponde. 

6,0. Q,~t.~e~miA~zi,9~~~ qe~ p'\lnto cl'iQcontr.o di un p:rofilo tra!?
versale colla sul'erficiq cilindrica ave1;1te per direttrice y.na 
data risvolta ed avente le ~ue generB;trici verticali . - In nna 
livellar,ione jong,itudinale ~ tt;asvet· aie, i profili trasversali si rile
vano generalmente con tali direzioni da essere alcuni di essi per
pendicolari agli allin~amenti in cni trovasi il P\'o filo longitudinale, 
alGuni altri dirett i secondo le bisettrici degli angoli rli questi stessi 
;'J.lineamenti. Da q 1esta di sposizione• dj cose risulta che, sosti
tuendo la risvolta DG E ((ìg. 57) a due direzioni rellilinee C A e 
C"f:l, sulle quali venne primitivamente rilevato il profilo longitudi
nale, pel profilo longitudinale definitivo A DG E B non si hanno \e 
ordinate dei punti in cui vien esso incontrato dai profili trasver
sali stabiliti su D C e su CE. Considerand~ uno di questi pro Oli, 
pet· esempio quello proi etla.Lo n_eUa retta X,_,., e supponendo che 
già Se ne ahhia il disegno Ottenuto mediante Je distanze Oriz7-on
lali dei suoi vertici e mediante le loro ordinate riferite al piano 
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di paragone X'Y' (fig. 58) passante pel punto C, ecco come si de
termina il punto G (fig. 57) in cui la direzione X Y di questo pro
fi lo interseca la superficie cilindrica a generatrici verticali ed 
avente p et· direttrice la risvolta DG E. Avendosi l::~ distanza oriz
zontale fra il punto G ed il punto C, riesce facile il decidere se 
il punto G deve trovarsi (fig. 58) fra C ed H, fra H ed I, oppure 
fra I e K Posto che il punto G debba cadere fra questi ultimi 
due punti, si trovi la distanza orizzontale che il punto G ha dal 
punto I facendo la differenza fra la distanz::~ orizzontale nola che 
il punto G ha da C e la distanza orizzontale pure nola che il 
punto I ha dello stesso punto C. Ora, trovandosi il punto G sulla 
retta IK della quale si conoscono le ordinate dei due estremi I 
e K non che la loro distanza orizzontale l'K', riesce facile (num. 45) 
trovare la pendenza della stessa retta e quindi dedurre (num. 46) 
l'ordinata G' G. Quest'ordinata , da consiclerarsi come posi t iv a 
quando il punto G trovasi sopra il piano X'Y' e come negativa 
quando lo stesso punto trovasi sotto il detto piano, algebrica
mente si aggiunga all'allezza od ordinata del punto C al di sopra 
ciel piano di paragone, cui trovansi riferiti i punti del pt·imitivo 
profilo longitndinale, e si ottiene così, per rapporto allo stesso 
piano, l'ordinata del punto del profilo longi tndinale definitivo rap
presentato in G. 

61. Determinazione di più punti posti su una retta di data 
pendenza. - La risoluzione di questo prohlema continuamente si 
preseuta nelle opere che ri chiedono un cangiamento nella forma 
della superficie primitiva del terreno, e quinLli nell 'esecuzione di 
scavi e di rialzi, nella costruzione di strade e di canali. 

Volendosi , per esempio , segnare sul terreno e pel punto A 
(fig. 59) una retta in salita del 7 per 1000, ossia colla conlro: 

pendenza dei ,1 doo' h asta assumersi . una data distanza ol'izzoutale 

che, per fissare le idee, si suppone di 40 metri; trovare la diffe
renza di livello x fra il punto A ed il punto B distante da À di 

40 metri e posto sulla retta che deve avere la pendenza dei 
10

7
00

, 

la qual distanza vien data da 
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misurare a partire da A nella stabilita direzione la distanza oriz
zontale di 40 metri; e finalmente scavare od innalzare il terreno 
all'estremità di questa distanza fino ad ottenere un punto più ele
vato del punto A di metri 0,28. Per ollenere il punto B più ele
vato del punto A dell'indicata altezza si fa uso del livello e della 
mira e si procede colle norme insegnate dalla topografia. 

Allorquando con un livello e con una mil'a siausi detel'minati 
due punti di una retta di data pendenza, assai facilmente si può 
essa pl'olungare, usando di tre o di più biffe di eguale altezza e 
composte semplicemente di una base, di un fusto ad essa per
pendicolare e di uno scopo. Così, essendo A e B due punti de
terminanti una retta di dala inclinazione, si collocano verticalmente 
in essi le due biffe A A' e B B' . Siccome queste hanno eguale al
tezza, la visuale condolla per le loro estremità sarà parallela ad 
AB e quindi avrà la stessa pendenza di A B. In seguito di ciò si 
determina un altro punto C ponendo in esso una terza biffa CC', 
scavando od innalzando il terreno su cui deve appoggiare il suo 
piede, finchè la visuale condotta per la sua estremità . e per A' 
passi anche per B' . In un modo analogo si dete!'minerà un quarto 
punto D , e quanti altri punti si vogliono, appoggiandosi almeno 
a due delle biffe già convenientemente disposte. 

n metodo indicato per determinare sul terreno dive l'si p un ti 
tutti posti su una ' retta di data pendenza si applica, non solo 
quando si deve eseguire quest'operazione allo scoperto, ma anche 
quando si deve lavorare in galleria. In quest'ultimo caso però si 
deve far uso di lumi e di segnaÌi a fuoco, e tulle le biffe devono 
essere fornite di piccole lanterne aventi · fiamme eguali e coi loro 
centl'i ad eguale altezza sui piedi delle biffe. 

Un mezzo assai comodo per detet·minare nelle gallel'ie dei punti 
aventi fra loro date diffel'enze d'altezza, si ha nel livello ad acqua 
composto di un tubo flessibile, generalmente di caoutchouc, che 
può persino avere la lunghezza di 50 metri, e mediante il quale 
comunicano ft·a }(}ro due vasi cilindrici di vetro aventi anche al
tezza di metri 1,50 a 2. Questi vasi sono muniti di piedi egual
mente alti e sono graduati nello stesso modo a partire dalla loro 
base inferiore. Se nello strumento trovasi una certa quantità d'ac
qua che riempia il tubo flessibile ed in parte i vasi, egli è evi .. 
dente che il livello dell'acqua nei due vasi permetterà di fare due 
letture e che la diffel'enza di queste le~ture indicherà di quanto il 
piede di un vaso è più basso dell'altro. Segue da ciò che, sup-
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ponendo lt\ graduazioni fatte in centimetri e millimetri, sarà fa
cile determinm·e un punto B distante da A di una data quantità, 
per esempio di 40 metri, e più alto di questo di metri 0,28. 
Basterà :perciò porre un piede del livellò in. A, portare l'altro 
piede alla distanza di 40 metri da A dove si vuoi determinare il 
punto n, e scava're o elevare il suolo finchè la differenza delle 
due' indicazioni date dal livello· dell'acqua nei dtJe vasi sia di 
metri 0,28. Con questo metodo si possono determinare, secondo 
l'asse tlelle gallerie, quanti punti si vogliono posti su una retla di 
data pendenza, e regolall.e così il tracciamenlo altimetrico di que
ste frequenti ed importanti costruzioni. Sul vaso posto in A si 
dovrà leggere la quota maggiore.- o la quota minore, sècondochè 
il punto n deve essere <~Ù alto o più basso del punto A. 
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PARTE SECONDA 

DELLE SUPERFICIE 

CAPITOLO I. 

Misura delle superficie piane. 

62. Norme genera'Ii . - Per trovare la superlìcie di ·una figura 
piana qualunque, si devono seguire le seguenti norme generali : 
1· eseguire le misure' di lunghezze e di angoli per determinare 
com pletam ente la fi gura di cui vuolsi l'area; 2" scomporre questa 
in figure geometriche, eli ciascuna delle quali sappiasi trovare la 
superficie ; 5• dedurre da tt')J ' · e dagli angoli misurati i fattori 
che mancano per il calco~o dJi ·ques~e fi gll're pal'ziali e che non 
vennero direttamente misurati ; 4" effelluare il calcolo delle aree 
delle diverse figure ed eseguire la loro somma algebrica. 

Le figure risultanti dall 'accennata scomposizione devono essere 
trian goli, quadrilateri (preferibilmente rettangoli, parallelogrammi, 
trapezii), e figure te1·h1inate da ;line~ rette e da àiJ:chi circolari. 
Dovendosi ammettere d~lle figure mistilinee si procurerà che esse 
si,ano segmenti limitati da una curva e dal la sua corda, oppure 
triangoli e quadrilateri aventi un sol lato in linea curva, e, se è 
possibile, i Iati rettilinei perpendicolari fra di loro. 

Le superficie dei triangoli, dei rettangoli, dei parallelogrammi, 
dei trapezii, dei quadrilateri ed in genere di tutti i poligoni, n.on 
che quelle delle figure nel cui contorno entrano solo curve circo· 
lari od anche curve circolari e linee rette, si ottengono facilmente 
applicando le regole a cui conduce lo studio della geometria ele
mentare. 
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Nei numeri che immediatamente seguono trovansi esposte for
molc e metodi per trovare le aree di figure piane nei diversi casi 
che si possono presentare all'ingegnere coslrulto1·e . Non vien data 
dimostraz ione alcuna per le form ole derivanti dalle più ovvie re
gole di geometria; e trovansi invece dimostrali i metodi di valuta
zione di quelle aree piane che, pei dali da cui sono determinate 
c per la loro figura, non vengono abitualmente considerate nei casi 
di geometria elementare. 

65. Area di un triangolo. - Molte sono le formole mediante 
le quali si può ottenere l'area A di un tt·iangolo rellili neo, ma 
quelle delle quali convien far uso nella pratica si riducono sol
tanto a quattro. 

i o Per un tria ngolo di cui è nota la base b e l'altezza h, 
come insegna la geometria elementare, si ottiene la superficie coll a 
formo la 

2" Per uu triangolo, di cui si conoscono tre lati a, b e c, 
s1 deduce prima il semi-perimetro p ponendo 

e quindi si èalcola l'area colla formola 

A= V p (p-a) (p-b) (p- c) (1 ). 

La verità di questa formola risulta da ciò che in un triangolo 
qualunque ABC (fig. 60), in cui sono noli i tre lati BC, AC ed AB 
rispellivamente eguali ad a, b e c, chiamando y l'altezza AD, si ha 

(2)~ 

(8), 

(4) . 
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Sottraendo l'equazione ( 4) dall 'equazione (5) e ricavando il valore 
di B D dall'equa zione eh e si ot tiene, trova si 

e quindi , ponendo questo valore di BD nella (3), si ha 

Questo valore di y, sosti tuito nell'equazione (2) conduce a trovare 

la quale, · p et· essere 

= [ (a+c)~- b2 ] [ b2 - (a-c)2 ] 

== (a + c+b) (a+ c-b) (b+a- c) (b-a+c), 

si riduce alla formola ( 1) quando si ponga 

a+b+ c=2p 

a+ c- b=2p -2b 

b+a-c=2 p-2c 

b-a+ c=2p-2a. 

5' Per un triangolo determinato mediante i suoi due lati r; 

b e l'angolo compreso C, si trova la superficie osservando che 
l'altezza AD vale A C sen C=b sen C, e che quindi 

'l 
A= 2absenC. 
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4, Per un triangolo dato medinnte un lato a ed i tlu e nngoli 
adiacenti n e C, si ha 

la quale, per essere l'angolo n A C eguale a 1800- (n+ C) e quindi 

AC-a senB -a senB 
- senA- sen(B+C) ' 

diventa 

64. Area di un quadri}atero. - I quadrilateri dei quali av
viene di dover trovare la superficie sono i rettangoli, i parallelo
grammi ed i trapezii, qualche volta anche .i quadrilateri a cui è 
circoscrivibile un circolo ed i quadrilateri quahmque. 1\'Iùlte sono 
le formole dalle quali si pu ò des um ere la superficie A di un qua
drilatero, giacchè in molti modi può esso venir determinato. Quelle 
però che avvien e di dover considerat·e nella pratica si riducono ad 
un numero assai limitato, e principalmente alle cinque che imme
diatamente passo ad esporre. 

t o Per un h~tta'ngolo, èd 'in genere :per un parallelogt·amtpa 
di base b e di altezza h, si ha 

A=::.bh. 

2" Per un parallelogramma i cui lati contigui CD =::.a e Cn =::. h 
(!ìg. 61 ) compt·endono !'-angolo ·c, essendo l'altezza D E=::.a sen C, 
si ha 

A=::.absenC. 

5° P·er un trap•ezio, le cui hasi parallele souo a e b e l~ cui 
altezza vale h, ristHta 

1 
A== 2 (a+ b) h. 

4° Per un trapezio di ~ si conoscono i quattro lat i a, b; c 



- 12"5-

e d, essendo a la base maggiore e b la base minore, si trova 
prima il semi-perimetro p ponendo 

1 
p=:::. 2 (a+b+c+d), 

e quindi si passa a dedurre la superficie A usando della formola 

a+bv A=:: -- (p-a) (p - b) (p-b-c)(p - b-d) 
a- b (1 ). 

La deduzione di questa formola esprimente l'area di un trapezio 
in funzione dei suoi quattro lati, si Ja coll'osserva t'e che, immaginando 
condotta la retta B F (fig. 62) parallela ad AD, resta scomposto il 
trapezio nel parélllelogramma AB F D e nel triangolo BF C a'' enti 
la stessa <~ltezza BE, la somma della CL!i superficie dà appunto la 
superficie A; la quale, per essere DF~b ed FC=:::.a-b, vien 
espressa da 

Ora , essendo D C=:::. a, AB 'b, A D=:::. c e B C =:::. d, dal triangolo 
B F C i cui tre lati F c; B F e. B C sono rispettivamente a-b c e d, 
col processo tenuto nel precedente numero per ottenere l'altezza 
A D=:: y del triangolo AB C (fi,g. 60), si trova 

e quindi l'espressione di A diventa 

Ma 

~ _ ,_ --· ~ 

=::(F C+ c+ d) (F C+c-d) (d+FC-c) (d - F C+ c), 



e, ponendo 

si ha 

Risulta adunque 
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FC+c + d==2p-2b 

FC + c-d==2p-2b--2d 

d+FC-c==2p -- 2 b- 2c 

d-FC + c==2p-2a. 

4. FC2 • c2 -(FC2 + c2-d2)
2 

==16 (p -a) (p - b) (p-b-e) (p-b - d), 

e la formola (2) si riduce alla già stabilita formola (i ). 
5° Per un quadrilatero inscrilto in nn circolo e di cui suno 

noti i quattro lati a, b, c e d, una volta calcolato il semi-perimetro 
p col porre 

si deduce la ~uperficie mediante la formola 

A== J! (p -a) (p-b) (p-c) (p-d) (3). 

Per dimostrare l'esattezza di questa formola basta osservare: 
che il quaùrilatero AB C D (fig . 65) è egna le alla somma dei due 
triangoli AB C ed A D C; che, rappresentando le lettere a, b, c e d i 
quattro lati AB, H C, C D e ·n A, essendo rp l'angolo AB C, e quindi 
180°- rp l'angolo AD C, si possono rispettivamente esprimei'e con 

e con 

le aree dei due triangoli AB C ed A D C, e che l'area A del total 
quadrilatero proposto vien data da 



-125-

(4) . 

• 
Ora, per un nolo teorema di trigonometria rettilinea e conside
rando i due triangoli AB C ed A D C, si possono stabilire le due 
equazioni 

dalle quali , so ttraendo la prima dalla seconda e ricavando il va
lore di 1l dall'equazione che risulta, immediatamente si deduce 

a2 +b~ -c~- d2 

cosrp= 2(ab+cd) 

Trovato così il valore di cos rp, si può dedurre qu ello di se n 1l me

diante la nola relazione se n 'P== V 1-cos~ rp e quindi ottenere 

1 
sen rp= V4(ab+cd)2 - (a~+b~-c2- d2)~ 

20b+c~ ' 

per cui il valore di A dalo dall'equazione (4) diventa 

Osservando ora che 

. 
4(a b+c d)2 -(a2+b2 -c2 -d2) 2 = [2 (a b+c d) 

+ (ct~+b2 -c2 - d~)] [2 (ab+c d) -(a~ +b~- c~- d~)] 

=[(a+b)2 - (c - d) 2
] [(c+d)2-(a-b)2] 

=(a+ b+ c-cl) (a+b-c+cl) (c+ d+a ._b) (c+d - a+ b), 

e ponendo 

·' 
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a+b+c - d=9Jp-2d 

a+b --c+d=2p - 2c 

c+d+a- b=2JJ-2 b 

c+d - a+b=2p - 2a, 

l'ultimo trovato valore . di A si riduce identico a quello dato dalla 
formola (5). 

65. Area di un pol,igono regolare. - La geometria elemen
tare insegna che l'area A di un poligono regolare qualunque si 
ottiene moltiplicando il suo perimetro per la metà del suo apo
tema, cosiechè, essendo n il numero dei suoi lati, l la lunghezza' di 
mt lato AB (fig. 64) ed a la lunghezza delrapolema CD, dipen
dente dai due dati n ed l, si ha 

Osservando ora che, immaginando unito il centro del poligono . 
cogli estremi A e B del lato -AB, si ha che l'angolo A C D vale 
180° 

e che 
n 

1 180° 
a=

2
- l co t - - , 

n 

lo stabilito valore di A vien dato dalla formala 

_1 2 180° A_
4
-nl cot-, 

n 

la quale dà la superficie di un poligono regolare. qualunque in 
funzione della lunghezza ~ei suoi lati e c\el loro numero,. 

66. Area di un poligono qual~nque quando si cono!!cono le 
coorqipate dei suoi vertici rispetto a due assi ortogonali . 
Sia A1 A2 A3 .•.•••• Aq_,A"_, A" Ulìl poligono qualj,j!lq_u~, (fig. 65) pel 
quale si conoscono le coordinate di Lutti i vertiçi, e vogliasi tro
vare la sua superficie. 

Egli è evidente che la domandata area A sarà eguale al.~a, sqn m~ 
dei trapezii che attraversano il poli gono diminuita dalla somma 
.dei trapezii che non l'attraversano e che hanno le loro basi parai-
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lele ad uno stesso asse di coordinate. Segue da ciò che, essendo 

:ljp x 2, x3 , •••••• • ,x,_" x,_, ed x, le ascisse 0-Pj, OP2 , OP3, • ••• • •• , 

OP,_1 ,, OP,_, ed OP., 

!Id• y2, y3, . • ••. .• , y,_., y,_, ed y, le ordinate PjAp P~A 2 , P3 A3, 

.. ..... P,_. A,_,, P •- • A,_, e P. A,, 
si ha 

r 
(x~-xi) (y2 +y,) +(x3-x2)(y3+v~)+ ....... ] 

A == ~ +(Xn-1-Xn-1) (Yo-J-1 +Yn-t-z)+(xn - Xn- 1) (Yn+Yn- 1) . · 

+ (x1-X,) (yj +Yn) 

La stessa superficie si può ottenere considerando i trapezii aventi 
le loro basi parallP.le perpendicolari all'asse delle y, e la forrnola 
che risulta fa cilmente si ottiene dalla precedente col semplice can
giamento delle x nelle y e reci procamente. 

Calcolando l'area A bisogna tener conto del segno che hanno 
le diverse coordinate secon do le posizioni dei vertici a cui si ri
feriscono per rapporto agli assi coordinati; per otl.enere un sic~ro 
mezzo rli verificazione dell 'esattezza del lavoro basta calcolare 
l'area in due modi, considerando cioè i trapezii eolie loro basi 
parallele perpendi colari all 'asse delle ordinate e quindi quelli colle 
loro basi perpendicolari all'asse delle ascisse. 

67. Area di un poligono qualunque rilevato per irrad,iamento. 
- Sia A, A2 A3 ....... A,_, A,_, A" (fig. 66) un poligono qualunque di 
n lati determinato per irratliamen to, ossia in modo lla essere note 
le coordinate polari dei suoi vertici per rapporto all'asse O X ed 
al polo O, e voglias i trovare la sua superficie. 

Dette perciò 

a,, a2, as, ....... , a,_,, a,_, ed a, le lunghezze dei l'aggi O A., 
O A2, O A3, .. ..... , O A,_., O A,_, ed O A,; 

o:., o: 2, o:3, .... ... , o: , __ ., o:, __ , ed o:, gli angoli degli indicati raggi 
con O X, contati da O" a 560° e da sini stra a dritta p el' un os
set'Vatore posto in O e volto verso X, 
riesce facile il comprendere come l' area domandala A valga la 
somma algebrica delle aree di tutti i tri angoli che, avendo il loro 
vertico nel pun-to O, hanno per base ciascuno dei lati del poligono, 
e come per conseguenza debbasi avere 
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ai a2 sen (a2- a1) + a2 a3 sen (a3-a2) +....... 1 
+an-2an-1 sen (an-t -an-2) + an-t all sen (an-an-1) . 

+an a{ sen (a{-an) 

I segni dei diversi termini eli questa formola dipendono dai seni 
che essi contengono, e giammai può nascere incertezr.a quando, 
partendo dal vertice A, si segua il perimetro senza interruzione, 
passando ordinatamente pei vertici A2, A3, ....... A,_2, An-o A, ed A,. 

Se il punto O è un vertice del poli go no , per esempio il ver
tice A, (fig. 67) , la trovata formo la, invece eli n termini, ne con
tiene solo n-2, perchè essendo a,= O, scompaiono il primo -e 
l'ultimo termine. 

Soventi volte, invece di misurare gli angoli che i diversi raggi 
condotti dal polo O (fig. 66) fanno con una direzione O X, si mi
surano gli an goli che tutti i raggi fanno con uno di essi , per 
esempio con O A., ed anche per questo caso vale la trov ata for
mola quando in essa ponga si o: , = 0. 

68. Area di un poligono qualunque rilevato per cammina
mento. - Abbiasi un poligono qualunque A, A2 A3 A,, ....... An--• 
An-~ A,_, An (fig. 68) di n lati rilevato per camminamento,: e quindi 
determinato per ciò che si conoscono n- 1 dei suoi lati ed n- 2 
dei suoi angoli. Per trovare la sua superficie s'immaginino tirate 
dal vertice A, tante rette agli allri verti ci, per scompone il po-
ligono in n-2 triangoli. Le allezze An P,, An P2 , A, P3 ....... 

AnPn-» AJ5,_., di questi triangoli si possono considerare come 
altrettante onlinate del vertice A, per rapporto al primo lato di 
linee poligonali incomincianti onlinalamente coi lati A,A 2=ao 
A2 A~=a2 , A3 A4=a3, .. ..... A,_3 A._2 =a,_,, A,_,A._,==a._, e, in 
seguito a quanto si trovò al numero 5 sui valori delle ordinate 
di diversi vertici di un poligono rilevato per camminamento, im
mediatamente si deduce 

An P1 =a2 sen (a2ai) + a3 sen (a3 ai) + ...... . 

+an-3 sen (an-3a{) + an-2 sen (an-2aj)+ctn-1sen (an-1ai ) 

An P 2 = a3 se n ( a3 a2) + ...... . 
+ an--3 se n ( an-3 a2) + an-! se n ( an-2 a2) + an-1 se n ( an-1 a2) 
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Osservando ora che l'area di ciascun triangolo vale la metà del 
proùolto della ha se per la sna allezza si ha, chiamando A l'area 
domandala, 

a~ sen (a2 ai) +a3 se n (a~ ai) + ...... . 

+an-~:sen (a11 _ 3 CtJ) +a:n_2 sen (an_2 a.J) 

+an-1 sen(an-1aj) 

a3 se n (a3 a~)+ .. .. ... . 

+ an-3 sen (an-3 a2) + an-2 se n (an-2 a2) 

· +an_1 sen (an-1 a2) 

la quale si riduce a 

+a2 a3 sen (a3a2)+ .... . . . 

+a'2 an-i sen (an-2 a2) + a2 nn-l se n (an-1 a2) 

J 

J 

+an-3 an-2 se n (an-2 a.n-3) +all-3 a.n-1 se n (a.n-1 O.u-3) 

+an-2an-t sen (ctn-1 an- 2) 

La qual formo la dice che l'area di un poligono' di cui si CÒUO · 

L'ARTE U! FAUIIRICARE ~fenzt~ dd rtutler-iaN·, ecc. - 9. 
(.111'<· ·-1/L"''U; .. /' ' --/'.f bo . 
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scono lulti i lati meno 11110 e tulti gli augo li meno i due ad ia
centi al Iato incognito, è dala dalla metà della somma dei pro
dotti che si ottengono moltipli ca ndo i lati due a due pei seni delle 
rispettive deviazioni ; cosicchè, essendo n-1 i lati misurati, si 

· l' l ' 1' l d' (n - 1)(n - 2) · · compona u lima ormo a · t 
2 

Let'fi111H . 

69. Area di un poligono rilevato per interseziQne. - Sia A, 
A2 A3 A4 ....... A.,_. A.,_, A" (fig. 6H) nn poligono il qu ale venne ri-
levato per intersezionc, mismanrlo cioè il bto A, A2 e gli angoli 
A3 A1 A2, A4 A1 A2, A5 A, A2, ....... A.,_. A1 A2, A.,_, A, A2 cd A., A, A2 , 

A.,A2 A,, A., __ ,A2 A,, A,_, A2 A1, . . .. . . . ,A5 A. A,, A~A 2 A, ed A3 A2 A1• 

Volendosi lrovare la superlìcie di questo poligono in funzi one del 
lato c degli angoli misurati,_ si chi ami no 

b la lunghezza della base A, A2, 

o:3 , o:i, ::t.5 , ....... ,:x,_, , :x,_ , ed o: ,, gli angoli che le rette A1 A1, 

A1 A4 , A1 A5, .... .. . ,A, A,_'", A1 A.,_, ed A, A.,' fanno colla direzion e A1 i\ 2
, 

a/, a/, o: ::, ', ..... .. , o:'.,_, , a'.,_, et! a.,' gli angoli che le rei le A2 i\ 3, 

A2 A4, A2 A5 , • ••.•.. , A2 r\,,_., A2 A.,_, etl A2 A., faun o colla direz ione A2 A., 
Consiùernnùo i tri ango li A1 A2 A3 , A1 A2 A4 , A, A2 A5, •.••.•. , A1 A2 

A,_2, A1 A2 A,_1 ed A, A2 A.,, in ciascu no dei qllali si concsco11 o il Ialo 
comun e A, A2 cd i due augoli ad iilcenti, irnmcclialamcnle si ot 
liene 

A. '\ - b se n o: ' n-2 
t · n-2- r ) se n ( an-2 + a n-2 

-;-A _ b se n a' n-1 
1\t n- 1 - ( ' ) se n O'.n- 1 +o: n-1 
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Ora , essendo l'area A del poligono proposto la somma Jell e aree 
dei trian goli A3 A, A2, A4 A, A,, A5 A, All' ...... . , A,_1 A, A" A"-~ ed A" A, 
A"_" per ciascuno dci quali si possono dir noti due lati r l'angolo 
compreso, essendo rispettivamente 

gli angoli tli ques ti tri ;:mgoli aventi il vrrli ce 111 A, e ponendo 

Y-n-2 + a 'n-2 == :::n-2 ' an- ·t + :z'n- t == ;:,;rf-1' G(.n + ;zn ' == ~n' 

si ha la formola 

sen a/ se n C' ,' 
+· "' . "' se n <l c. -t- .. ... . . se n .u4 se n ~ :; 

se n :x' n-2 se n C'' n- l 

+ "' "' sen..l n-t sen ' "'n- 2 se n """' n-1 

se n a' n-1 se n a n' ~ 
+ ,, '" scn IJ " se n '-'n-1 scn -' n 

la quale serve al calcolo della superficie eli un poligono rilevato 
pel' inlersezione nel modo espresso dalla lì gnra 69. 

70. Area del circolo e delle' sue parti. - Le ligure circolari 
sono di qncll e che più di frerrnenle avviene di dover considerare 
nella prali ca delle costruzioni, ctl ecco nna sn ceinl.:1 esposizione 

'delle formole che se rvono al calcol o dell 'area A rli L<lli fi gure : 
1 o Per nn circolo rli r:1 ggio r si ha 

essendo r: il rapporto delle circonfet'enze al diametro. Il valor r. di 
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questo rapporto, clte si puù assumere ùi 22j7 uei problemi 111 cm 
non si richiede una grande esattezza, stando al limite delle prime 
dieci cifre decimali vien espresso da 5,1415926535 . 

2" Per un settore circolare di raggio 1· e chiuso da un arco 
di hmghezza l , si ha 

5• Per un settore cit·colare in cui sono noti il raggio r e l'am
piezza n" dell'arco chiudente il settore, per essere le aree dei sellot·i 
dello stesso raggio proporzionali alle loro ampiezze e per essere 
il circolo un settore cui eonisponde l'ampiezza di 360", risulta la 
formo la 

4• Per un settore circolare determinato mediante la sua corda 
AB=2 c e la sua monta DC =m (fig. 70), si calcolano il ra ggio 
O A= r e l'angolo A O B = n·, e quindi si applica l'ultima formo la. 
Osservando che la semi-corda A D è media proporzionale ft·a i due 
segmenti adiacenti del diametro a cui è perpendicolare, l'equazion e 
determinatrice di r risulta (num. 24) 

e, per essere l'angolo A O D=~ n·, dal triangolo rettangolo AD O 

si deduce 

'l c 
sen-n°= -

2 1' 

per equazione determinat t·ice dell 'angolo n· . 
5" L'area di un segmento circolare A CB ad una sol base si. 

ottiene sottraendo dall'area del setLore O A CB chiuso dall 'arco del 
segmento, quella del triangolo isoscele A O B che ha per vertice il 
centro del circolo cui il segmento appartiene e per base la sna 
corda. 

6. L'area di un segmento circolare a due basi e, più gene-
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t·almente, l'a t·ea della parte di circolo E F G H compresa fra due 
corde E F e G H ed i d ne archi circolari E H ed F G, si ottiene 
facendo le superficie di due segmenti circolari ad una sol base e 
sottraendo quella del segmento minore da quella del segmento 
maggiore. 

7• L'area di una corona circolare di raggio maggiore R e di 
raggio minore r, siccome differenza fra le aree dei due circoli 
aventi gli indicati raggi, si ottiene colla formo la 

Questa formala può anche essere scritta 

R+ r 
A=2 rr - 2 - !R - r), 

per cui l'area di una corona circolare si ottiene moltiplicando 

l . f 2 R+r .. 1 . d' R+ r 
::1 cu·con erenza TI - 2 , avente per raggw 1 raggw me w -

2
-, 

per la larghezza R- r della corona. 
a· L'area di una porzione di corona circolare, separata dalla 

corona intiera mediante due rette concorrenti al centro è la dif
ferenza fra le aree dj due settori di raggi R ed r ed aventi la 
stessa ampiezza n·. Siccome poi le porzioni di una stessa corona 
circolare sono proporzionali alle ampiezze che loro corrispondono, 
e siccome l'ampiezza d'un intiera corona è 560", si ha 

l- no (R2 2) 
: l- S6oo·TI -r . 

Questa formola, scritta sotto la forma 

no R+r 
A== '180o rr -2- (R-r), 

mostra che la superficie di una porzione di corona circolare è 
· · n° R+r 
data dalla -lunghezza dall'arco 'lSOo rr -~ , avente per raggio il 

raggio medio R t r, moltiplicata per la larg~ezza R -1· della por

zione di corona. 
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71. Area delle §emi-ovali. - L'area di un qu arto di ovale 
A C D (fig. 52) si ottiene facendo le aree dei settori circolari 
A O, b, b 0 2 c, ... .... , e 0, f ed {O .. +, D, sommando queste arce e so t, 
traendo dalla somma l'arca de! poligono c o,-o, 03 ... .... 0,_, oli ou+l· 
Il doppio del numero che così si ottiene rappresenta l'area com
presa fra le semi-ovali e la sua corda. Le aree degli indicati set· 
tori ·~ssaj facilmente si ottengono giacchè, come si è visto J)el ca
pitolo III della prima parte, si conoscono i loro raggi c le loro 
ampiezze ; in quanto poi all'area che si d{we sottrarre dalla. somma 
degli accennali settori riesce assai ilgevole l' otlcueda, giacchè vale 
essa la somma delle aree delle figure O,P~ O, O~ P~ P ,O,, ....... , 
O._, P._,P11 0" ed O. PuCO.,+,, la prima delle quali è un lriangolo 
rettangolo e le altre trapezii pei quali si conoscono basi ed al
tezze. 

Dovendosi trovare l'area di una zona compresa fra due mezz e 
ovali aventi le loro corde su una medesima direzione, si toglie 
dall'area della semi-ovale maggiore l'area dcllil semi-ovale minore. 

72 . Area di un segment.o paraboli.co. -Avviene qualche volta 
nella pratica eli dover ottenere l'area d'un segmento parabolico, 
come APì\'1 (fig. 71 ), terminato da un diametro A x c dnll'ordinala 
n parallela alla tangente A V, ed eceo come elementarmente si 
può ottenere quest'area. 

S'immagini inscritta la linea poligonalc MM'M" .... ... A uel -
l'arco di parabola, condotte pei vertici i\1, l\1', M", ....... le tangenti 
MT, ~l'T', M" T", ....... alla parabola, non che le ordinate MP, M'P' 
M" P" , ....... Le indicate tangenti determinano colle loro illtet;se
zioni successive i triangoli TH T', T'H' T", ....... che cohvien para
gonare coi trapczii corrispondenti P i\Il\'I'P', P'M'M"P", ....... Ora, 
se dal punto R e dal punto I posto sul mezzo della corda i~l M', 
sì abbassano R Q ed I K pcrpcndi colal'mente ad A x , se da I si 
conduce IL parallela ad MP, c se da P si t ira P O perpendicolare 
ad M P,. si ila 

T H T' = i T T'X R Q 

PMM' P'==TI X P O PP' X.lK. 

~la per esset·e M T ed ì\'1' T' tan genti alla parabola nei punti M ed 
i l', e per essere nella parabola la so tto tangente il doppio dell 'a
scissa, si ha AT AP ed AT'= AiY; per c.:i TT'= PP'. Condu-
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.centlo per il punlll I la retta I G parallela ad A x: si ha nella relta 
I G un diametro della parabola, e le tangenti alla curva in lVI ed 
M' 1levono tagliare questo diametro nello stesso vunto; il punto H 
si trova adunque sul diametro l G, ed HQ è eguale ad II\. Hisulta 
da tutto questo: che la superficie del trapezio PJ\ll\'I'P ' è doppia 
di quella del trian golo T H'l"; che la stessa relazione ha luogo fra 
la superficie di ciascuno dci tn1pezii analoghi a PMl\fP' e quella 
del tr iangolo corrispondente; che la somma dei trapezii è doppia 
della somma tlei triaugoli, qualunque sia il numero dei lati della 
linea poligonale inscrilla nell'arco parabolico AM; che il segmento 
parabolico A P lVI, il qnale è il limite della prima somma, e il dop
pio del triangolo mistilineo A .M '1', che è il limite della seconda 
somma; che il segmento è i due terzi del triangolo rettilineo T M P 
ossia del parallelogramma AP M V equivalente al dello triangolo sic
eome avente altezza eguale e base metà di quella del trian golo, e 
fillalmente che il segmento parabolico APM è i 1lue terzi del paralle
l o ~ramrn a fatto sull'ascissa APe sull'ordinata PJ\I. 

L' 

Hisulta ùal sin qui dello che, t~hiamando 
a e h l'ascissa AP c l'ordinata P M di un segmento o triangolo 

. parabolico, avente per lat i l'arco di parab.ola A M, l'a scissa dell 'e
stremo M contata a partire da A sul diametro Aro e l'ordinata dello 
stesso estremo M parallela alla tangente della parabola in A, 

u l'angolo lVI P x dw misura l'inclinazione dell'ord i:nata della pa
ral~ ola al diametro, 

A l'area del segmento parabolieo , 
::;i ha 

75. Area dell'ellisse e dei segmen~i ellittici. -- Anehe l'el- ' 
lisse è una figura piana della quale soventi volte si deve nella pra
tica valutare l'area, ed ecco le nozioni fondamentali che elernentar
meute conducono sia alla valutazione della superficie dell 'intiera 
ellisse, sia alla valutazione di quelle sue parti che più di frequente 
avviene al costmttore di dover cunsicterare. 

l o Se sull'asse maggiore B C (fi,g. 72) di un ellisse si rlescrive 
un eircolo, e se chiamansi 

a il semi-asse maggiore AB, 
b il semi-asse · minore A D, 
y ed Y le due ord:uate PN c PM elevate uello stesso punto P 
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fino alla periferia dell'ellisse e fino alla peri feria del ci rcolo, si sa 
esistervi fra le quattro indicate lunghezze la sempl icissima rela
zione 

y_b 
v-a· 

Premesso questo, se nella cir·conferenza sr mscrive un poli gono 
qualunque CMM'l\'1'' ....... , se da ciascuno dei suoi vertici si abbas
sano delle perpendicolari sull'asse ne e se si congiungono con rette 
i punti in cui queste perpendicolari tagliano l'ellisse , si viene a 
formare un poligono C NN' N" ....... in scritto nell 'ellisse. Ora, un 
trapezio qualunque 1\fP P' M' preso nel circolo ha per superficie 
I' espressione 

~(PM+P'M') PP', 

e la superficie del trapezio corrispondente NP P'N' preso nell'el
lisse vien data da 

La superficie del secondo trapezio sta ad unque all a super·fici e del 
primo trapezio nel rapporto 

PN+IY'"N' 
P M+ P' M' 

Ma, pe! la nota relazione 

PN P'N' b ------, 
PM P' M' a 

si ha 

PN+P'N' b 

PM + P'M' a' 

e quindi essendo le aree di due trapczii conispondenti nel rapporto 

costante di ~ . nello sl~sso ragporlo staranno pu re le aree dei po
a 
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ligoni, e questo qualunque sia il num ero dei loro lati. Questo rap
porto adunque sarà pur quello dei loro limiti, cosicehè chiamando 

A l'area dell'ellisse ed 
A' quello del circolo, 

si avrà 

,Vla l' area A' del circolo vale r:a\ c quindi quella dell'ellisse vien 
data da 

A=rrab. 

:Ì
0 L'area di una COL'ona ellitlica si ottiene togliendo dall 'area 

fieli' ellisse maggiore quella dell'ellisse minore. 
3• Se, invece dei due semi-assi principali n e b dell 'ellisse, 

sono noti due semi-diametri coniugati n' e b' non che l'angolo :z 

che essi fanno fra di loro, siccome si sa che 

ab=a' l/ sen et. , 

ne deriva che l'area dell'ellisse in funzione di du e suoi semi-dia 
metri coniugali vien espressa da 

4• Quando si vuoi trovat·e la superficie, no n tli un 'intiera el
lisse, ma sibbene soltanto d'un segmento ellittico P P' N'N compreso 
fra due ordinate perpendicolari all'asse B C, facendo un ragiona
mento analogo a quello che venne fntto per l'ellisse intiera e _chia
mando 

A1 l'area del segmento ellittico PP'N'N, 
A/ l'area del segmento circolare corrispondente P P'l\1'1Vl, si trova . 

e così la quadt'alura d'un segmento ellittico si trova ridolta a quella 
d'un segmelilo circolare, facilmente eJTeltuabile colle regole di geo
metria elementare. 

5• Se invece trattasi di avere l'area d'un segmenLo elliLtico, 
compreso fra un diametro qualunque B C (fig. 73) e due ordinate 
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P1~ c P' N' parallele étl suo couiu (:\ alo , s'immagina descritto un cir
colo su BC come diametro ; s'inscrive nell'areo d'elli sse NN' una 
linea poligouale NIU\.' ....... ; dopo, avendo eondolte le ordin ale RS, 
H'S', .... ... parallele ad NP, si elevano su BC le perpendicolari PM, 
S H, S'H', ....... che delermin auo sulla circonferenza i puuti l\I, H, 
H', ., .. ... ; si congiungouo Lluesti punti l'ra di loro e si paragonano 
i tra pezi i obliq ui, come PS H N, <li trapezii rettangoli\ t'i corr ispon 
denti. Abbassando tlal puulo S la perpendi colare SI su PN, dal 
tria ngolo rettangolo S l P si ha 

S l= S P se n l P S. 

Segue da ciò che rarea del trapezio obliquo PSRN vwn data tl a 

i (P N+ '"il) S P se n 1 P S, 

mentre quella del trapezio reltan golare conispondente P S H M vale 

Ora, essendo 

l' equazione dell'ellisse rapportata a due cliametri coniugati, uno dei 
quali è ll C, e le cui metà sono tt' e b', cd essendo 

y2=a'2- x2 

l'equazione tl el circolo rapportata al diametro ne c acl un altro 
diametro a ques to perp endicolare, ev id en temente si ha l' eguaglianza 
di rapporti 

PN SR b' 

PM SH - a' 

da lla quale immediatamente si deduce 

PN+SR t/ 
PM+SH --a; · 



- 159 -

Segue da ciò che chi ~mantlo é( l'angolo NPB=IPS, eguale a 
quello che il cliametro B C- fa col suo coniu gato, si ha 

b' 
, sen a 
a 

per rapporto della superficie del trapezio obliquo PSRN a quello 
del trapezio rellangolare corrispondente PSHl\'1; e siccome i tra
pezii conispondenti sono lra loro nel rapporto costante or ora 
trovato, qualunque sia il loro numero, un segmento ellittico qua
lunque N P P' N' deve stare nello stesso rapporto al segmento circo
lare conispondente l\'IPP' Ai'. 
Ch iamando adumque 

A2 l'area di un segmento ellittico compreso fra {111 diametro e 
due .ordinate parallele al diametro coniugalo {lel primo, ed 

A2' l'area del segmento circolare conispondenle compreso fra 
il detto diametro e due ordinate ad esso perpendicolari, 
sì ha 

In tal modo si fa dipendere l'area· A2 d' un segmento ellittico dal
l'area A2' d'un segmento ~;ircolare da oltcnersi coi semplici pro
cessi a cui conduce lo studio della geometria elemen tare. 

7 4. Calc<>lo dell'àrea compresa f.ra una curva, una retta e due 
perpendicolari a questa retta ; fr a una curva, una retta passante 
per un suo estremo ed una perpendicolar e a questa retta; fra una 
curva e la sua corda. -:- Sia AB C una curva (fig . 7 4), D E una 
retta, DA ed EC- du e perpenrl icola•ri abbassate ùai du e estremi di 
quella su questa, e sia proposto di ottenere la superficie contenu ta 
fra queste quattro linee. 

Perciò tlividasi la base D E in parli eguali nei punt i q', q", q"', 
.. .... . ; per questi punti di divisione s'innalzino le perpendicolar i 
({In:, q" m", q'" rri'", .... .. . , l'area totale resterà ce sì scomposta in 
tanti trapezi i la cui somma, quando gli archi A m' , m'm" , m" m"' , 
.... ... si confondano sensibilmente colle loro corde, darà approssi .. 
m~tì vetmen te l'area cercata: cosiechè indicando questa con A, cou h 
il valore ùi ciascuna parte in cui venne divisa la D E, con p, p', 
p" , p"' , .. ..... le lungh ezze delle diverse perpendicolari, si avrà 
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' - p+p' p'+ p" p" +p"' 
A-h - 2-+h - 2- + h ~ + ... ... . 

Mettendo h fattore comune, osservando che la pr·ima perpendico
lare p entra solo nel primo termine, e l'ultima p<uJ solo nell'ul
timo, si avrà 

~ _ P ' " , " ' (u-1) 
( 

+p{u) ) 
.\_h -2-+p + p + p + . ...... + p . 

Questa formola, detta formola di Bézout, serve anche a trovare 
l'area compresa fra una curva ABC, una retta DC cd una per
pendicolat·e A D (fig. 75) facendo p<"l==O; e serve pUl'e ad ottenere 
la superficie compresa fra una curva AB C e la sua corda A C 
(fig. 76) quando si faccia p==O e p<"l ==O. 

Adoperando la fot·mola quì trovata, l'area che si ottiene è mi
nore della vera quando la curva è in tutta la sua estensione con
cava verso la base, e maggiore quando è convessa; imperocchè, 
nel primo caso si levano e nel secondo si aggiungono all'area 
ottenuta i piccoli segmenti, compresi fra ciascun archetto della 
curva e la corda di questo archetto 

7 5. Formola di Simpson. - L' el't'ore che si commette impie
gando la precedente formola si può rendet·e più piccolo, ('.onside
rando una copia di detti archetti, pet· esempio A m' +m'm" (fig . 
77), dividendo l'intervallo Dq"==2h in tre parti eguali nei punti 
F c G, ed innalzando per questi le due perpendicolari FI-I e GI, 
onde avere i tre trapezii ADFH, HFGI, IGq" m", che, conside
rati come rettilinei, danno per somma delle loro aree 

h - h - -· h- h - --3 (p+ H F)+ 3(1-IF+Gl)+ 3(G I+p")== s (p+2HF+2G l+p"). 

Ponendo in questo r·isultato p' HF+Gl -- -
2 

,ossia2HF+2GI ==4p', 

onde compensare in qualche modo l'er-rore commesso conside
raudo i precedenti trapczii come rettilinei, si ottiene 

~ (p+ 4·p' + p"), 
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la quale espressione , unita alle analoghe ~ (p" + 4 p'" + p"' ) , 

~ (p" + 4-p" +p"), ....... , ottenute considerando le aree proiet.tate 

sugli intervalli 2h della base, condurrà alla formola 

\_h ( J ' Gl " !. "' lui) 11-s p+ 1·P +z;p +LJ.·P + ....... +p (1 ). 

Egli è evidente che, per applicare questa formola, il numero delle 
parli eguali in cui si deve divitlere la base DE (fig. 7 4) deve es
sere pari. Facendo in quest:1 formola p = O, si ha la superficie del 
teneno rappresentato nella figura 75; e facendo p=O, p<"l =0, 
si ha quella del terreno rappresentato nella figura 76. 

Al medesimo risultato si giunge considerando ciascuna coppia 
di archel.li, qual è A m' +m'm" (fig. 7 4), come un arco di para
bola ordinaria eli equazione 

dove A, B e C sono tre paramelri rla determinarsi colla condizione 
che essa debba passare pei tre punti A, m' e m". Perciò pongasi 
l'origine delle coordinate in D, prendasi la D E per asse delle 
ascisse, e la D A per asse delle ordinate, e si avrà che le coordi
nale dei punti A, m', m", sono rispettivamente (O, p), (h, p'), (2 h, p" ), 
e si potranno stabilire le seguenti equazioni 

p= A, p'=A+Bh+Ch~, p''= A+2Dh+4Ch~ , 

dalle quali, rieavando A, B e C, si ha 

- -3p+4p' - p" 
B_ 2 h ' · C

_ 1J- 2p'+p" 
- 2h~ 

L'area A D q'' m" è 'data da 

e, sostitu end o Rd A, B, C i loro valori , si tro va 
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J 
th Ll 

yd x=2hp+h( - 3p+4p'- p") + ~ h(J1-2p' +p") 
o . 

_ h( Ll' ")· - 3p+'l!p+p . 

espressione identica a quella già ottenuta con altro metodo, e che 
aggiunta alle sue analoghe riproduce la formala (1). 

Conchiudendo sul merito di qu esta formala , è tla osservarsi che 
essa può dare un valore più esa lto dell 'area compresa fra un arco 
tli cuna, una rella e due perpendicolari, soltflnlo nel caso in cui 
la concavità della curva tl'ovasi volta verso la base. Nel caso che 
ciò non avvenga, come nella fi g. 78, bisogna condurre la r etta 
A C, calcolare la superficie del trapezio A C E D, qu ella compresa 
fra la corda A C e la cmva AB C, e tliffalcare dall a prima la seconrla . 

76. Ar ee delle zone comprese fra due linee parallele.- Non è 
raro il caso di dover trovare l'area di una zona compresa fra dtt e 

, linte poli gonali parallele fra loro, c terminata ai suoi capi da dnc 
relle aventi tlirezioni qualunque, perchè ad ogni istante s'incon
trano appunto terreni interseca ti da fossi e da strad e la cui lar
ghezza è effeltivamente, o almeno si può ritenere come costante. 
In questo caso basta osservare che, congi un gendo (fig. 79) i vertici 
conispondenti A e A', B e ll ', C e C', .... .. . due a due, l'area a 
calcolarsi travasi scomposta in tanti trapezii di basi a e b, a' e b', 
..... .. , di altezza costante h , e la cui so mma , costituente l'area 
dimandata, sarà 

. a+b a'+ b' a"+ b" 
A= h-2-+ h - 2-+h ---r-· + ....... ('1) , 

tl'onde, chiamando a Cu) e lJCu) le basi dell 'ultimo trapezio, 

A= h (a+a' +c~"+ . . .... + a("i)-i
2 

(b+b' +b" + ..... . +b("i) ('il), 

risultato che dimostra essere l'area voluta eguale alla larghezza 
costante della zona moltiplicata per la semi-somma delle lunghezze 
1lell c rlu e lin ee poligonali. 

Se ora immaginiamo divise per mezzo tutte le relle AA', H B', 



- t45-

C C', ....... nei pnnti A", B", C", ........ c se si indicano con m, m' , 
.... ... le medi e A" B", B'' C", .. .... . dell e h as i dei Lrapezii, si avdt 

a'+b' , ai"ì+lJinl . 
-2- =m ' .. .... ·-2--=ml";, 

il che trasforma la formola (1) in quest 'altra 

A =h(m+m' +m"+ ....... +ml"i) (3). 

Qu es to ri sultato dimostra come l'area dell a zona sia anche eguale 
alla larghezza costante della zona moltiplicata per la linea poligo
nale medi.a fra le rlue date . 

Lr. dne regole già esposte pel caso di due lin ee poli go nali fra 
loro pa rallele sono anche ilppli cahili al caso di due cmve quando 
la superflcic della zona fra esse compt·esa si può considerare com e 
generata dal movimen to di una retta che percorre col sno mezzo 
la cuna mcd i a A" B" C", conservandosi ad essa normale e senza 
passflre due volte per un medesimo sito. Le medesime regole si 
applicano anche al calcolo dell'area di una zona qualunqLie com
presn fra due cur ve parall ele (fig . 30), cd i risultati che si ol.lengo no 
son() abbastanza esatti per lfl pratica. 

In un altro modo geueralmente più lungo, ma talvolta comodo, 
si possono avere simili superficie, conducendo cioè . un a linea di 
base MP, c~l'cando, co n un a delle regole date nei due precedenti 
numeri, l' area del trapezio curvilin eo 1\'IA B C P, e togliendovi l'area 
dell 'altro trapezio curv ilineo 1\'I' A'B'C'P', non che quella dei du e 
trapezi rettilinei M A A'l\l', PC C' P'. 

77. Valutazione delle aree dei terreni. - Quando per rilevare 
il terreno di cni vuolsi l'area si usa no i s~ li st rumenti che servono 
a misut·are distanze, oppure a qu esti si accoppia l'uso di un o 
srru adro agrimensorio o di uu goniometro, è sempre possibile, coi 
metorli espost i nei numeri 65, 64, 65, 66, 67, 6H e o9, calcolare 
l'area voluta coi dati presi sul terreno o co n altri che da ques ti 
si dedncono, ed i risul tati che si ottengono sono della massim a 
esallezza quando le misure siausi fatte colla dovuta cura ; lo stesso 
grado di pl'ecisione non si può ra ggiun gere costruendo il piano del 
terreno e desumen done la superficie collo scomporlo in fi gure geo· 
me !Tiehe calcolabili , come tr i angoli ~ retta ngoli , trapezi. Questo 
metodo per ò, che è il solo da impiegarsi nelle operazioni eseguite 
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colla Lavoletla, si usa anche per i teneni rilevati cogli allri stru
menti siccome non imharaz~;ante in calcoli, facili se si vuole, ma 
lunghi e fastidiosi. 

AllorfJuando si ha un piano c che vuolsi desumere l'area di Uno 
o più appezzamenti in esso rappresentati, si può condurre verso 
il suo mezzo una relta di base nel senso della maggior lunghezza, 
abbassare su questa delle perpendicolari dai varii vertici e misurare 
colla corrispondente scala tutte le perpendicolari non che le distanze 
fra le medesime, scguemJo, così un processo in Lutto analogo a 
quello che si tiene sul terreno nel rilevare collo squadro agrimen
sorio, c che sempre conduce a scomporre la fìg'ura in triangoli, 
Lrapezii ed in p::n'li comprese fra linee rette e linee curve. li metodo 
d'inscrivervi un gran triangolo , o llll gran rettangolo, o un gran 
trapezio, e di prendere i loro lati per lin ee di base, impiegasi in 
l aie operazione con buon successo, perchè con una sola figura s'in
comincia acl avere quasi la totalità della superficie a valnlarsi. 

Più spedito del suesposlo metodo è quello della triangolizza~io11e, 
che consiste nello scomporre la fìguea a misurarsi in triangoli 
aventi una certa regolarità, ollenuli prolungando alcuni lati onrle 
far sì che il loro numero sia il più piccolo possibile, e nel trovare 
ciascuna ha se ed allezza, utilizzando, se si può, qualche mism:a 
des unla dal quaderno dci rilievi locali. Talvolta , oltre questi triangoli. 
rimangono delle parti comprese fra un perimetro nJOllo frastag lialo 
o curvilineo : queste parti si calcolano o colla scomposizione in 
trapezii e triangoli rettangoli o colla regola data al numero 74. 

I numeri necessari i al calcolo dell'area si notano ·talvolta per 
maggior chiarezza su un abbozzo o sul piano geome trico stesso: 
le singole parti o caselle ottenute con la scomposizione devono 
essere distinte con numeri progressivi o con lettere, ed il tuLLQ va 
Lrascl'illo in un casellario disposto in modo che si possano collo
care in apposite fin che : 1 • l'indicazione degli appezzamenti; 2" il 
numero d'ordine d'ogni casella : 5• la denominazione della sua 
fìgm·a; 4" le dimensioni lineari o i due fattori alli a dare l'area 
doppia di ognuna di esse ; 5" le aree doppie delle caselle addiet
tive e sottratti ve; 6" le aree dei singo li appezzamenti. 

La figura 31, rappresentante due appezzamenti A e B, dà l'idea 
di una scomposizione per triangolizzazione: un casellario che puù 
convenire è quello che lrovasi quì appresso riportato . 



DENOMINAZIONE l 
delle 

Caselle 

1 Triangolo .. . . 
2 id. 
3 id. 
4 id. 

A 5 id. 
6 id. 
7 id. 
8 Figura misti linea 
9 id. 

10 Triangolo 

- 1.45 -

FATTORI PRODOTTI 
l 1\ 

l l AREE · AREE 

Basi Altezze Positivi Negativi 
doppie l doman- I l date 

l 
m m mq 

44 ,50 21,00 934,50 
13,20 8,30 109,56 
13,20 4,25 56,10 
70,72 37,50 2637,86 
25.10 3,10 77,~H 

25,10 10,15 254,76 
45,80 24,70 1131,26 mrr 

34,80 9,00 . 313,20 
X,60 8,75 75,25 

45,80 5,20 238,16 
--- --- mq llHf 

55 15,26 313,20 5202,06 2601,03 

- -== ===1==-------

B 

1 
2 
3 
.1 
5 
6 
7 

Triangolo 
id. . . 

Figura mistilinea 
Triangolo 

id. 
id. 
id. 

55,00 
55,00 

6,40 
35,1 o 
23,25 
11,85 
25,80 

27,00 l 485,00 
22,00 1210,00 
11,50 73,60 
:!3,20 814,32 

5,00 • 
3,15 37,33 
9,00 232,20 

3852,45 116,25 3736,20 1868,1 o 

Le ar·ee si ottengono doppie per non es~ere costretti a prendere 
sempre la metà di uno dei fallori che servono a conseguirle; e se 
tal volta si presenta qualche rettangolo, conviene registr·m·e nella 
colonna dei fattori la sua hase e la doppia altezza, la quale va 
pure raddoppiata nelle figure mistilinee. 

L'operazione di prendere col compasso sulla scala del disegno 
le misure di base e di altezza di ciascuna casell a, e di r iportarl c 
nelle apposite colonne tlel casellario, dices_i impostazione. 

78. Relazione esistente fr a una scala di p r opor zione , una 
superficie naturale e la corrispondente sup.erficie sul p iano. -
La figura di una data porzione di terreno disegnata in iscala, è 
sempre simile alla figu ra naturale del terreno medesimo, e quindi 
il rapporto delle aree di queste due fi gure deve essere eguale a) 
quadrato del rapporto delle dimensioni lineari o ancora al quadrato 
della frazione scal a. Segue da ciò che, chiamando s la superficie 

L'ARTE DI FAUBRICARE. Geometria pratica, ecc. - 10. 
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di una fi gura rappresentata in un piano, S la superficie natural e 

corrispondente, ~ la scala del piano, si avrà 
n 

1lalla quale, ric:wanùo successivamente s ed S, si hanno 

(m)2 s= S n , (m)2 S--::s: n , 

formal e che danno luogo alle regole seguenti: 
1 o Data una superlìcie naturale, si trova la sua rappresen lalira 

in iscil la molliplicaudola per il quadrato della frazione scala o, men 
generalmente, dividendola per il quadrato del denominatore, quando 
il numel'atore è eguale all 'unità; 

'2" Data l' area di un piano eseguito in una determinata scala, si 
lrova la superficie naturale corrispondente dividendola pe1' il qua
drato della frazion e scala, o moltiplicandola semplicemente per il 
quadrato del deuominatore, quando il numeralore è eguale all 'unità. 

Trovata l'area di una figura rappresentata in un piano, usando 
di semplici righe e squadrelte per operare la scomposizione ià 
figure geometrich e elementari e prendendo le misure col doppio 
decimetro, si giu gne, coll'applicazione della seconda regola, a de
sumere la superficie naturale del terreno rappresentato senza co
struzione di scale. 

79. Planimetri. - Vi sono degli in gegnosi ed utili appara! i 
meccanici, i quali servono a valutare le aree di figure piane dise
gna le sulla carla. Tali strumenti prct11iono il uome di planimct1·i, 
e nei numeri che immediatamente seguono vien data la descrizion e, 
la teoria e l'uso del plani'lllelro 01'logonale e del plcmimetro polw·e: 
che sono i due riconosciuti veramente utili c comodi uella pratica. 

80. Descrizione del planimetro ortogonale. - Una base mu
nila di tre guide g, g', g"; un carretto C a tre ruote scorrevoli 
sulle accennate guide (fig. 82); un disco circolare n, parallelo al 
piano della base e girevole intomo ad un perno ad esso perpen
dicolare con cui fa corpo un tambut·o T ; una lunga riga · H R' 
disposta perp endicolarmente alle guide che con due bracci serve a 
tener teso un filo finissimo d'argento f, che s'avvolge all'accennato 
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tamburo; un secondo disco ci1·colare o rotella D', col suo piano 
perpendicolare a quello del disco D e su cui appoggia per puro 
contatto; un circolo graduato G su cui scorre un indicatore quando 
la rotella D' gira intorno al suo asse a; e finalmente un calcatoio 
c che travasi ad un estremo della riga, costituiscono l'essenziale 
del planimetro ortogonale. Il carretto può scorrere lougitudinalmente 
in direziony delle guide' e la riga' sempre mari tenuta in senso 
perpendicolare alle guide medesime colle piccole ruote r, r' ed r", 
può muoversi innanzi e indietro pel verso della sua Iunghezzà, per 
modo da essere sempre possibile far percorrere al calcatoio il pe
rimetro di una figura chiusa collocala nel piano inferiore della hase. 
Lo scorrimento della riga nel senso della sua lunghezza produce 
un moto giratorio nel tamhuro e annesso disco D, il qual moto, 
per semplice contatto di sviluppo , si trasmette alla rotella D' e 
quindi all'indice girante sul lembo graduato. Berl di frequente al
l'estremo del perno a trovasi un rocchello con cui ingrana una 
ruota d, dentata alla periferia coi denti generalmente costrutti in 
modo da passare due tbezzi denti ed un intervallo per ogni giro 
d'indicatore ; una tal ruota serve a valutare il uumet:o intiero dei 
giri dati dall'indicatore senza essere costretti a contadi durante il 
tempo, per cui lo strumento travasi in azione. 

31. Teoria del planimetro ortogonale. - .Per ben comprendere 
la teoria del descrilto plani metro, s'immagini un rettangolo A H C D 
(fig. 33 e 34) aventi i due lati AB e CD paralleli al filo metallico, 
e per conseguenza gli altri due lati B C ed A D p~ralleli alle guide. 
I Iati A D ed A D del reti angolo si indichino rispellivamente colle 
lettere a e b ; la distanza Ed del punto di contatto della rotella 
dal centro del disco sia d; sia ,. il raggio O F del tamhmo su cui 
avvolgesi il filo metallico, ed 1·' il raggio EG della rotella. 

Quando il calcatoio passa da A in B, il tamburo ed il disco che 
con esso fa corpo gireranno intorno alloro comun asse, e siccome 
la rotella gira in pari tempo intorno al proprio &sse, si vedrà scor
rere l'indicatore sul circolo grad uato. Chiamando x l'arco percorso 
da tutti i punti del tamburo e dell'annesso disco che sono a distanza 
1 dal loro asse di rotazione, y l'arco percorso dagli analoghi pumi 
della rotella intorno all'asse proprio; I' arco percorso dai punti del 
tamburo in coiucidenza col filo metallico sarà espresso da r x ed 
avrà la lunghezza a, per modo che si potrà porre per prima e
quazione 

a==Tx. 
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I punti del disco, che distano dal centro O della quantità d, avranno 
percorsi archi di lunghezza d x; i punti della periferia della rotella 
avranno descritti archi di lunghezza r' y; e siccome questi d ne 
ultimi archi devono essere eguali, si avrà per seconda equazione 

r ' y=::::.d x. 

Eliminando x dalle due stabilite equazioni, si con chiude 

acl 
Y.--- Tr' ' 

e chiamando N' il numero dei giri percorsi dalla rotella, il qu al 
numero si ottiene dividendo l'arco y di raggio 1 per la circonfe
renza ~ n dello stesso raggio, si avrà 

Facendo ora scorrere la punta da B in C, la distanza O E=::::. d 
si cangia nell'altra O' E=::::.d+ b (valendo il segno + pel caso della 
figura 85, ed il segno - per quello della lìgura 84), e la rotella 
non gira. Portando dopo la punta da C in D, la rotella, giramlo 
in senso contrario al primo, fa il numero di giri 

N"- a(d±b) 
- 2nrr' ' 

per modo che l'indice, tornato indietro del numero di giri N" , 
segnerà 

Facendo finalmente ritornare il calcatoio da D in A, la distan za 
O' E =::::. d-1-b torna a diventare OE =::::. cl senza che abbia luogo l' O

tazione akuna nello strumento. 
Intanto ricavando il prodoUo ab dall 'ultima equazione, si trova 

ctb=::::.2nrr' (+N" -1-N') 

dore f:egni superiori si riferiscono al caso della fi gura 85, e gli 
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inferiori a quello della figura 84 : cosicchè l' area del r ettangolo 
AB CD è proporzionale al numero dei giri dati dalla rotella, quando 
col calcatoio si percorra l'inliero perimetro del rettangolo medesimo. 

Si immagini ora che, invece di un sol rettangolo , se ne abbiano 
due ABCD, EFGH congiunti l'uno coll'altro come lo indica la 
figura 35, e che al calcatoio del planimetro si facciano percorrere 
gli intieri perimetri dei due rettangoli; allora l'indicatore segnerà 
sul lembo gradualo un numero proporzionale alla somma delle due 
aree. Osservando però che in questo movimento la linea E F vie n 
percorsa due volte in senso contrario, ciò che segna l'indice quando 
la punta viene da F in E è distrutto da ciò che segna l'indice 
t]Uando essa viene da E in F: cosicchè, anche percorrendo il solo 
perimetro che abbraccia l'assieme dei due rettangoli, deve risul ta-re 
nel numero dei giri della rotella una quantità proporzionale all 'area 
dei due rettangoli. Lo stesso avrà luogo quando si abbiano più di 
due reltangoli assieme collegali come i precedenti. Ciò posto, sic
come una figura qualunque si può sempre supporre scomposta in 
liste rellangolari di larghezza infinitamente piccol a e di lunghezze 
parallele al filo metallico, ne segue che , facendo percorrere dal 
calcatoio del planimetro il solo perimetro di una .figura qualunque; 
si avrà nel numero di giri dali dall'indicatore un numero propor
zionale all'area compresa nel perimetro percorso . 

Dal sin qui dello si può conchiudere ch.e, chi amando A l'area 
di una fi gura qualunque, N il numero dei giri dali dall 'indicatore 
nel mentre il calcatoio ne percorre il perimetro inliero, e ritenendo 
le notazioni già sopra stabilite, si avrà 

('!), 

e, facendo per semplicità 2rrrr'= m, 

(2) . 

32. Uso del planimetro ortogonale. - L'uso del planimet1·o 
ortogonale riesce della massima comodità pratica, allorquando il 
disco gradualo è talmente costrutto da rappresentare in ogni sua 
divisione una determinata unità superfieiale. Perciò convien fiss are 
preventivamente la superficie che vuolsi corrispondente ad un inti ero 
giro, bisogna conoscere il raggio r del tamburo e, partendo dall a 
formola (1) del numero precedente, dove A ed r sono nobi e dove 
N= 1, dedurre il rag t; io r' della rotella. Così, se determinasi il raggio 
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della rotella in mo.do d'aver rappresentata uell'intiero giro la su· 
perficie eli '2000 millimetri quadrati e se tutto il lembo g1·aduato 
vien diviso in duecento parli eguali, una di tali parli dà 10 miJli. 
metri quadrati, dieci parli rappresentano 100 millimetri quadrati 
ed ogni mezzo giro 1000 millimetri quadrati. Ora, se la piccola 
ruota dentata è costrutta in motlo da passare una sua divisione per 
ogni mezzo giro d'indicatore, si avrà che ogni sua divisione cor· 
risponde a 1000 millimetri quadrati, cosicchè le migliaia di mille
metro quadrato si avranno dalla ruota dentata, le centinaia uclle 
granrli divisioni del lembo graduato e le decine nelle piccole sue 
divisioni. 

Per costnu·re un plauimetro ortogonale in modo cliC ogni 
divisione del suo disco graduato rappresenti una data unità super· 
ficiale è adunque necessario misurare il raggio r del tamburo, e 
costrnrre la rotella in modo che abbia il raggio r' dedotto dall'e
quazione (1) del numero precedente. Ora, atteso la picciolezza di 
questi raggi c quindi a,tteso la difficoltà che necessariamente incon
trasi nel valutarli, si può benissimo ottenere che ogni divisione del 
disco g1·aduato rappresenti con una certa approssimazione una pre
stabilita unità di superficie, ma non è da aspellarsi che la rappresenti 
esattamente. Segue da ciò doversi impiegare nella valutazione delle 
aree col planimctro ortogonale la formola (2) ciel numero precedente, 
tleterminando sperimentalmente il suo coefiiciente m. Prima però 
d'impiegare la detta formola nella determinazione del coefficiente 
m conviene eliminare da essa iluumero N esprimendolo in funzione · 
del numero v delle piccole divisioni del lembo gradualo corrispou
denle al numero N di giri. Si osservi perciò: che, rileuendo falle 
come già si è dello le divisioni del disco gradualo, ogni giro intiero 
dell'indicatore corrisponde a 200 delle piccole divisioni; che per 
conseguenza 

e che fin al niente l'equazione che si presta alla determinazione di 
m, diventa 

Per questa determinaziouc si faccia percorrere al calcatoio il 
contorno di una figura di area nola; si ten ; a conto del numero 
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delle piccple di.visioni del lembo grallualo percorse dall 'indica
tore; e si fapcia il quoziente d,ell'area della .figura, il cui intiero 
perimetro venne percorso dal calcatoio, per l'indicato numero di 

divisioni. Questo quoziente rappresenta il coefficiente numerico ~~o· 

Per fissare ,le idee suppongasi che al calcatoio si faccia percorrere 
il perimetro di una figura quadrata avente 1 decimetro di lato e quindi 
della superficie di 10000 millimetri quadrati; che al principio 
dell'operazione, ossia appena il calcatoio si è portato in un punto 
tlel perimetro della figura, si leggano 4 ilivisioni sulla ruota dentata 
e 25 divisioni sul disco graduato, c che alla fine dell 'operazione, 
ossia dopo che il calcatoio ha percorso l'intiero perimetro della 
figura, leggasi il numero 1A sulla ruota ~lentata od il numero 19 sul 
disco. Le piccole divisioni segnate dallo strumento al principio 
dell'operazione erano 425, e 1.419 qu elle indicate alla fine. Segue da 
ciò che, nel percorrere il calcatoio l'intiero perimetro della figura, 
sotto l'estremità dell 'indicatore saranno passate 1419-425= 9% 
piccole divisioni del disco graduato, e che quindi, facendo A= 10000 
e v= 996, l'ultima equazione diventerà 

dalla quale si ricava 

oss1a ancora 

- 996 
'10000= 200 m, 

500000 
m= 249 ' 

m=2008,. 

quando si tenga solamente conto della sua parte intiera . 
Per determinare il coefficiente m conveniente ad un dato plani

metro, si ripete l'operazione ora descritltt su diverse figure piane di 
contomo e di superficie diversa. Tulle queste operazioni conùur
ranno a valori poco ùiversi del coefficiente n'f, ed è la media arit
metica di questi che costituisce il vero valore da adottarsi. 

Ammettendo che il valore di m conveniente ad un dalo plani
metro ortogonale che vuolsi impiegare nella valutazione delle aree 
sia quello or ora trovato, ossia 2008, l'ultima formola esprimente 
la superficie A diventa 

A= 'l0,04 .v, 
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la quale serve a trovare l'area di una dala figura piana operando 
come segue. Disposto il planimelro ed il foglio su cui la della figura 
Lrovasi disposta in modo che un punto del calcatoio si trovi in un 
punto del perimetro della figura stessa, si faccia sullo strumento la 
prima lellura, e suppongasi che sia essa di 2 divisioni sulla ruota 
dentata e di 7 4 divisioni sul lembo graduaLo; dopo si faccia 
percorrere dal calcatoio l'intiero perimetro della figura, e si pass i 
alla seconda leUura , e suppongasi cl1e sia essa di 11 divisioni sull a 
ruota dentata e di 7 divisioni sul lembo gradualo; si ot.lenga la 
differenza fra la seconda e la prima lcllura_, espresse prendendo per 
unità le piccole divisioni del disco graduato, ossia si ollenga la 
differenza fra i due numeri 1107 e 274; questa differenza, che è 
355, rappresenta il numero v, e risulta quindi 

A ==10,04 X 833==8363mmq,32, 

ossia l'area della figura il cui perimetro venne pet·corso dal calcil· 
toio è di millimetri quadrati 3565,32. 

Invece di far percorrere dal calcatoio una sol volta il perimetro 
della figura di cui vuolsi l'area, si può seguitare per far sì che ii 
dello perimetro per inticro venga percorso due, tre, od anche un 
maggior numero di volle. Allora, chiamando n il numero che esprime 
quante volLe il perimetro venne percorso dal calcatoio, I/ la prima 
leLLura ossia la lettura iniziale cd L" la lettura finale, si ha evi
dentemente 

L" - L' 
v----- n ' 

e faceudo così una serie di corse intiere per dedurre il valore dì v, 
probabilissimamente si ottiene un'area che si accosta alla vera, più 
di quello che si olliene deducendo il va lore di v da una sola corsa. 

Quando vuolsi ancora maggior esattezza nella valntar.ioue dell'area 
di una figura, si possono fare due o 1)iù serie dì corse trasportand o 
in ogni serie il planimelro . In questo caso essendo cJl' cJ2 , cJ3 , ...... . 

!e differenze delle lettere iniziale e finale per le serie 1 ', 2", 7,' , ...... . 
ed n,, n~, n5, ....... il numero tlellc corse fatte in ciascuna serie, si 
ollicne il valore medio di v col porre 

, 
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Allot·quando la figura di cui vuolsi trovare l'area è molto estesa, 
per modo che risulti impossibile di far percorrere l'intiero suo peri
metro dal calcatoio sl<mdo il planimetro in una sola posizione, si 
scompone essa iu tante figure minori, per ciascuna delle quali si 
trova l'area come si è dello, e la somma delle aree di tulle queste 
figure componenli la figura totale dà l'area domandata. 
· Non occorre dit·e come il planimetro ortogonale dà l'area effet
tiva della figura disegnata sulla carla il Clii perimetro per inliero 
vien percorso dal calcatoio, e come per conseguenza, volendosi 
l't~ rea del terreno rappresentato in un tipo, bisogna procurarsi 
prima l'arca che la figura rappresentante il teneno ba sul tipo, e di
viderla quindi pet' il quadrato della frazione scala che venne impie
ga ta nella costruzione del tipo. 

Affinchè un planimetro ortogonale possa servire per lo scopo 
cui è destinato si richiede: 

'l" Che il firo il qnale avvolge al tnmburo sia ben disteso; 
2• Che i movimenti del carretto c della riga riescano facili, 

qualunque sia il perimetro che si fà descrivere dal calcatoio; 
a· Che, svolgenrlosi il filo sul tamburo, questo giri ; 
4· Che il disco facente corpo eol perno del tamburo sia per

fellamente piano e ben levigato '; 
5° Che la rotella sia in un piano perpendicolare a quello del 

disco e che il suo con tomo Aia senza difetti; 
6• Che l'asse della rotella il quale porta l'indice, non incontri 

il benchè minimo intoppo nel suo movin1ento rotatorio 
Quando poi si "fa'nno delle lunghe operazioni col planimetro 

ortogonale bisogna di tanto . in 1 tanto accertarsi se esso funziona 
hene, e si ottiene questo facenrlo percorrere dal calcatoio il peri
metro d'una figura d'area nota e confrontanrlo quest'area coll'in
di~azione data dal planimelt'o. 

35. Descrizione de) planimetro polare. - 11 planimetro polare 
consta 1Ù'tw'asta A (fig. 86) lunga circa 21 centimetri, a sezione 
quadrata, portante all'una dèlle sue estremità una punta o calcatoio 
C ed llll'altra un cursore .M N che su essa può scorrere a dolce frega
mento. Su questo cursore è colloca ta una rotella H la f!Uale è termi
nata verso una sua hase da un bordo o risaltr3 b, e verso l'aftra base 
è divisa in parli eguali mediante divisioni praticate nel senso di 
generatrici della sua supedìcie convessa. Un nonio fisso n serve a 
valutare le frazioni delle divisioni tlella rotella il cui asse, p~rnllelo 
alla lunghezza dell'asta A, porta una vite la quale formando vite 
perpetua con un piccolo rocchetto r, fa girare questo in modo da 
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passare un suo dente per ogm gtro della rotella. L'asse di questo 
rocchetto poi, il quale è perpendicolare a quello della rotella, è 
mun ito di un disco D diviso in parti eguali; ad ogni rivoluzione 
intiera della rotella passa una di queste divisioni innanzi ad un 
indice fisso i. Alla parte anteriore del cursore è unita a cerniera 
una seconda asta B lunga circa 15 ceulimetri, avente come la prima 
sezione quadrata e terminata da un punteruolo P, chiamalo polo, 
il quale serve a fissare lo strumento al tavolo, su cui trovasi disteso 
il foglio contenente la figura di cui vuolsi trovare l'area. 

Collocando il plauimetro polare sopra un piano si vede come 
quell o tocchi questo soltanto in tre punti, che sono: il punto più 
basso del Jwrdo della rotella, la punta del calca toio e la punta 
dell 'ago. Se poi, trovandosi fisso il polo P, si fa perconere dal calca
toio il contorno eli una figura descritta sul detto piano, la rotella ora 
striscia ed ora gira intorno al proprio asse per sviluppo di con tatto, 
e contemporaneamente fa rotare il disco D. 

34. •Teoria del planimetro polare. - Sia P il punto fisso o 
polo del regolo B (fig. 37), S lo snodo del regolo A col regolo B, t_; 

il calcatoio ed R la posizione della rotella quando il calcatoio è in 
Llll punto del perimetro di nna figura chiusa qualunque lUN O. Fa
cendo perconere al calcatoio un archetto infinitesimo C C', il regolo 
S C prende la posizione S'C', e conducendo per S' una retta S' Ct 
parallela a S C, riesce agevole di comprendere come l'accennato 
regolo ah bi a descrilla un 'area inflnitesima S C C'S' composta di un 
parallelogramma S C Ci S' e d'un sello re Ci S'C' e come abbia girato 
Ja ro tella passando da R in R'. 

Ciò premesso, chiamisi a la lunghezza S C del regolo A, x l'al
tezza E F del parallelogramma, r il raggio della rotella, Cf I' arco di 
raggio 1 chiudente I' angolo C t S' C', cd n il numero dei giri della 
rotella corrispondenti all'altezza x: si avrà che l'area del piccolo 
parallelogramma S C Cj S' è espressa da a x, che quella del piccolo 

settore Ci S'C', il cui arco è a Cf, è espressa da ~ a2 Cf, e che quindi 

I' area elementare S C C' S', descritta dal regolo A, nel mentre il cal
catoio passa dalla }lOsizione C alla C', è 

e osset·vando ora che x ==2 rr l' n, quest'espressione dell'area elemen
tare si può trasformare in 

.... 



Immaginando ot·a le due posizioni limiti S" C" cd S"' C'" del 
r egolo A, chiamando rispetlivarnente Q' ed n" le due aree S" C" N 
i~IC"'S"' e S" C"OC"' S'", accentando le quantità n e if alle medesime 
corrispondenti, abbracciando le loro so!llme col simholo };, e po
uendo Q l'area domaudata eguale ad O'- 0", si avranno 

0=2 ;ta1'(Sn' - Sn")-P ~ a2 (S if -- ~ if") . ... 

Osserva11 do ora che tulli i sellori riferentisi alla parte di perimetro 
t:" N lU C'" sono tali, che un lato tli ciascuno di essi è parallelo al 
l alo vicino del settore che lo precede ; si avrà che la somma degli 
angoli di lutti questi settori fa un angolo solo, di lali paralleli alle 
d ne posizioni estreme S" C" ed S'" C"' del regolO' A, e eh e lo stesso 
ha luogo per gli angoli flei sellori riferentisi alla parte di perimett·o 
C" OC"': cosicchè sarà ).; if' -).; r.p" =O, e quindi 

O= 2Trar().;n' -).;n") (1 ). 

Espt·imendo ~n' il numero dei giri della rotella co t'rispondenti allo 
scorrimento del calcatoio sulla parte di perimetro C" N l\1 C"', e S n" 
il numero dei giri descritti in senso contrario e corrispondenti allo 
scorrimento del calcatoio sulla curva C" O C"'; ~n'-:::; n" rappt·e
seuterà il numero totale di giri descritti dalla rotella nel mentre 
il calcatoio percone l'inliero perimetro, per modo che, chiamando 
N questo numero finale di giri, si può trasformare l'equazione ( 1) 
in quest'altra 

(2), 

o più semplicemente, 'eguagliando 2 1ra r ad un coefficien te co
stante m,, 

(3). 



- '15G-

Se il regolo A ritorna nella sua posizioue primitiva dopo di aver 
descritto un intiero giro, e in modo che tutta la circonfet·enza avente 
il centro nel polo P e di raggio eguale al regolo B rimanga tutta 
interna al perimett·o della superficie piana a trovarsi, come appare 
dalla figura 38, allora la superficie di questa componesi dei suc· 
cessivi parallelogt·ammi 1'', P", P'", ....... dei settori S', S", S"', ....... 
(che, per avere lo stesso raggio ed una disposizione tale da riuscire 
un raggio dell'uno parallelo ad un raggio dell'antecedente, formano 
un intero circolo di raggio S C== a) e d'un circolo di raggio P S 
=b: cosicchè, ritenendo le denominazioni già stabilite, si avrù 

(4); 

dove si deve intendere che N rappresenti il numero dei giri della 
rotella corrispondenti ai diversi parallelogrammi P', P", P"', ....... Se 
si indica con N' il numero dci giri di rotella provenienti dallo 
scorrimento di quest'ultima sugli archi di raggio SB== d chiuden ti 
i diversi settori, e che si fanno per tulla una circonferenza di l'aggio 
d, si ha 2TI1·N'==2ncl, e qnindi 2TIMN'=2Tiad, e l'equazione (4) 
col togliere dal suo secondo membl'o 2TiarN' e coll'aggiungervi 
2 TI a d, si trasforma in 

la quale, facendo 2Tiar=m e N-N'==NP diventa 

ossia che, a el caso in quistione, la superficie dala dai giri N-N' 
= N i della rotella va aumentala dalla costante TI( a2 +b~+2ad). 

Quando il regolo A (fìg. 39) torna nella sua prima posizione dopo 
d'aver descritto un intero giro, e che la superficie a trovarsi è in
tema alla circonferenza avente il suo centro nel polo P e di raggio 
eguale alla lunghezza P S del regolo B, con un ragionamento 
analogo a quello tenuto per l'ultimo esposto caso, si vedrà facil
mente che dalla costante TI (a~+ b2 + '2ad) va sottralla la superficie 
indicata dai giri della rotella. 

35. Uso del planimetro polare.- Affinchè l'uso del planimetro 
polare riesca facile c comodo conviene che ogni giro della rotella 
R (fìg. 36), ossia ognf divisione del disco D, corrisponda ad una 
determinata unità superficiale, la quale suoi esset·e per gli ordinarii 
planimetri eli 1 decimetro quadrato pari a 100 centimetri qnadrati. 
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Segue da ciò che, essendo generalmente 100 le divisioni della 
rotella R, ogni sua divisione corrisponde allo i'a ad 1 centimetro 
quadrato, e che si hanno : le centinaia di centimetro quadrato nelle 
divisioni del disco, le decine di centimetro quadrato nelle grandi 
divisioni della rotella abbraccianti ùieei delle piccole divisioni, ed i 
centimetri quadrati nelle dette piccole di visioni. Se poi, come ge
neralmente avviene, il nonio abbraccia nove divisioni della rotella 
cd è diviso in dieci parti eguali, si possono ancora valutare con esso 
i decimi di centimetro quadrato. 

Ciò premesso, due sono i modi con cui si può ottenere che ogni 
giro della rotella corrisponda ad una data superficie, per esempio 
a quella di 100 centimetri quadrati. Il primo di questi modi con
siste, quando il planimetro vogliasi adoperare in guisa da restare 
il suo polo fuori della figura di cui vuolsi la superficie, nel fare 
Q= 1 oo•mq ed N= 1 nella formala (2) del numero precedente, rlalla 
quale ricavasi allora 

100 
r=-9-; 

.,n a 

cosicchè conoscendosi a, si può allora convenientemente dcterminm·e 
r . Ma per un dato strumento il raggio r della rotella è invariabile, 
per cui invece di determinare r iu guisa che ogni giro della rotella 
stessa corrisponda a 100 centimetri quadrati, conviene ricorrere 
al secondo modo che conduce a poter soddisrare a questa condizione, 
ed il quale consiste nel determinare convenientemente la distanza 
fra il perno deHo snodo con cui sono uniti i due regoli A e B e la 
punta del calcatoio. Se per fissare le idee si suppone che il raggi o 
r della rotella sia di 1 centimetro, ponendo nella citata equazione 
(2) del numero precedente !2=100, 1·=1, N=1 c n=5,14159 
e ricavando il valore di a, trovasi 

e quindi, portando il cursore in tale posizione dell'asta A che la 
1listanza fra l'asse dello snodo c quello del calcatoio sia di centimetri 
15,915, lo strumento è disposto in modo da rappresentare: 100 
centimetri quadrati ogni divisione del disco; 1 O centimetri quadrati 
ogni gran divisiot~e della rot~lla, e 1 centimetro quadrato ogni sua 
piccol:t divisione. 

enza misurare la distat1za tlel calcatoio dal perno dello snodo, 
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la qual misura difficilmen te può essere effe ttuata colla necessaria 
esattezza, in altro modo si eseguisce generalmente nella pratica 
l'operazione diretta a dispone il plani metro in guisa da poter 
direttamente leggere sn esso l'area in cen timetri quadrati. Annesse 
al planimetro trovansi generalm ente due lamine metalliche lunghe, 
una un po' più di 10 e l'altra un po' più di 20 centimetri. La lamina 
di minor lunghezza è quella che serve all'indicato scopo. Perciò 
porta una linea incisa nel senso della sua lunghezza, e su questa 
linea travasi prati cato un forellino ed un piccolissimo incavo conico, 
distanti l'uno dall 'altro di metri 0,1. Questa lamina si fissa ad un 
tavolo orizzontale, su cui venue disteso un fogl io di carla lla 
disegno, mediante uno spillo che ne attraversi il foro; si colloca 
poscia lo strumento sullo stesso tavolo fissandone il suo polo, e si 
fa entrar·e la punta del calcatoio nell'incavo praticato sulla medesima 
lamina. Fatto questo si legge prendendo per unità le piccole divisinni 
della rotella, cosicchè rappresen lera11no rispettivamente decine e 
centinaia di unità le gra ndi divisioni della rotella e le divisioni del 
disco e decimi di unitù le llivisioni del non io, qual è l'iudicazione 
data rlall o st rumento nell'indicata sua posizione; e quindi si passa 
a far descrivere una o più volte al calealoio la circonferenza che 
ha per raggio la distanza fra i delli foro ed incavo. Siccome il 
circolo di raggio un decimetro ha per superficie centimetri qu ad rati 
514,1 G, o con sufficien le approssimazione per la questione di cui 
tratlasi cen timetri quadrati 514,2, è necessario, se il planimelro è 
talmente disposto da condurre a trovare direttamente le aree · in 
centimetri quadrati, che la differenza fra la lettura dopo che il 
calc~toio ha fallo una corsa e la lettura primitiva sia 514,2, che 
sia invece 2 X 514,2 == 628,4 dopo che il calcatoio ha fatto due 
co rse, 5 X 514,2==942,6 dopo che il calcatoio ha fatto lrc 
eorse ; e così via via discorrendo. Nou verificandosi questo, si 
rellifi ca lo s[rumen lo facendo SCorrere il Cllt'SOL'e ed avvicinando 
quindi otl allontanando il perno dello snodo al calcatoio, fiuchè le 
differenze fra le diverse letture e la lettm·a iniziale siano quelle 
or ora indicate. 

La seconda delle lamine di cui si è fallo cenno, ossia quella 
lunga un po ' più di 20 centimetri, porta anch'essa incisa una 
linea nel senso della sua lunghezza, e su questa linea esiste IHJ.re 
un forellin o ed un piccolo incavo conico distanti l' uno dall'altt·o 
precisamente di 20 centimetri. Questa lamina serve alla determina
zione della costante TI(u~+b~+2ad). Perciò s'intt·oduce il polo 
ùello strum ento nel foro ùella lamina cd il calcatoio nell'incavo. 
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Dopo si fissa il polo al tavolo e si fa descr ivere al calcatoio una cir
conferenza intiera. Terminata la corsa, ed es~endosi fatte le letture 
iniziale e finale, si ha nella loro differenza- il numero N! che si 
può esprimere prendendo per unità le piccole divisioni della rotella. 
D'altronde, siccome è un circolo di ra ggio '20 centimetri la figura 
il cui perimetro venne percorso dal calcatoio, si conosce Q; e 
quindi l'ullima formola del numero precedente serve a determinare 
la costante 1t (a~+ b2 + '2 a d). Questa determinazione si deve 
eseguire facendo più corse e, trovandosi valori di poco diversi gli 
uni dagli allri, si assume la loro media aritmetica siccome rap
presentante l'accennalo numero costante. 

Non tutti i planimetri polari permettono di avvicinal'e o di 
allontanare di qualche poco l'asse dello snodo al calcatoio, e qui n d i 
non in tutti si può rendere eguale all 'unità il coefficiente m . In 
quest o caso si fa percorrere dal calcatoio il perimetro di una fi gnra 
d'arca nota, per esempio di 1 00 centimetri quaÙt'ali fissando il 
polo fuori della figura stessa; si fa col plani metro la leltura inizia le 
che, prendendo per unità un a piccola divisione della rotella, si 
suppone di '256,4; e, quando il calcatoio abbia percorso l'accennalo 
perimetro , si passa alla lettura finale che si suppone dala dal 
numero 553,5. La clifferenza fra queste due letture è 101,9, per 
cui, ponendo nella formola (5) q el precedente numero Q== 100 e 
N= 101 ,9, si deduce 

'100 
m= 101 9 =0,981 

' 
quan1lo lengasi solamente conto dei millesim i_. 

Per determinare il coefficiente m, conveniente ad uu dato 
planimelro, convien ripetet'e l'operazione ora descritta su più Hgure 
piane di contorno e di superficie diversa. Tulte queste operazioni 
cotttlunanno a trova!'e ' dei valori poco diversi del coefficiente m, c 
sarà la loro media aritmetica il valore da aclollarsi.- Qui1ndo poi 
si fa percorrere il perimetro di una figura dal ~aleatoio, convien 
gener:1lmente fare più di una còrsa e cl edurre il valore di N 
r.o rt_' ispondcntc colla semplicissima formola 

L"_:___ L' 
N= --- , 

n 

essendo L' la lettura iniziale, L" la leltma finale cd n il numero 
delle corse fa l! c 1l::l l calcatoio sull' in ti ero perimetro clelia fi gma. 
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Sia quando si è disposto un planimetre polare in modo ua ra~:~

pt·esentare centimetri quadrati le piccole divisioni della rotella o, 
ciò che torna lo stesso, quando il coefficiente m si è ridotto eguale 
alrunilà, sia quando questo coefficiente è qualunque, riesce fa
cilissimo il trovare l'area di una figura qualunque. Nel primo caso 
la detta area; espressa in centimetri quadrati, è rappresentata dalla 
differenza ft·a la lettura finale corrispondente ad una sola corsa e 
la lellura iniziale, quando il polo sia fuori della figura e quando 
prendansi per unità le piccole divisioni del tamburo; nel secondo 
caso la stessa area si ottiene moltiplicando il valore di m pet' 
l'accennata differenza delle letture. 

L'esperienza ha dimoslt·a to che generalmente, ponendo il polo 
fuori delle figure di cui vuolsi trovare l'area, si ollengono risultati 
migliori di quelli che si hanno ponendo il polo dentro. Segue da ciò 
che, trattandosi di trovare le aree di figure molto estese, conviene 
scompode in altre minori e tali da polersi percorrere col calcatoio 
l'intiero perimetro senza collocare il polo nel loro interno.- Il 
metodo di fissare il polo entro il perimetro che deve essere percorso 
dal calcatoio si può riserbare per le verificazioni, onde trovare in 
un sol trallo la somma delle aree di diverse figure già ottenute ad 
una nel una. 

La più piccola quantità che dit·ettament~ si può leggere su un 
planimetro polare è un decimo di una divisione della rotella, e 
quindi nella valutazione delle at·ee tutto al più si può tener conto 
di quelle divisioni che corrispondono a decimi di centimetro qua
drato, ossia a i O millimetri quadrati. Segue da ciò che, volendosi 
impiegare il planimetro polare per aree di 1 O centitmtri quaclt·ati, 
si ha la probabilità di commettere un errore di circa l'uno per 
cento; ed un errore relativo assai maggiore pel' aree minori. Per 
rendere quest'errore meno sensibil e è necessario trovare le aree fa
cendo due serie di corse trasportando il polo dall'una all'altra serie~ 
Il numero delle corse da farsi per ogni serie, ossia per ognuna 
delle due posiziljli del planimelro, deve essere più o men grande, 
secondo la minore o maggior am1)iezza della fi gura. Questo numero 
deve essere di due, di tre e di quallt'o corse per ogni serie quando 
l'area cercala è compresa fra 5 e 1 O centimetri quadrati, fra 5 c 5 
centimetri quadrati, ~ fra 1,5 e 5 centimetri quadrati. Per aree 
minori di centimetri quadrati 1 ,5 conviene fare cinque corse per 
ogni serie; e per aree maggiori di 1 O centimetri quadr·ati non è 
necessario trasportare il polo, ma basta fare due serie di due corse 
partendo ogni volta ùa due punti opposti ùel perimetro. 
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Il planimetro polare, come il planimetro ortogonale, dà le m·ee 

elfellive delle figure disegnale sulla cat·ta il cui perimetro per 
intiero viene percorso dal calcatoio. Segue da ciò che l'area vera 
di un terreno rappresentato in un tipo eseguito in una data scala, 
si ottiene desumen.do l'area dalla figura rappresentata sul tipo 
mediante il planimetro, e dividendola quindi per il quadrato della 
frazione scala. 

Il planimetro polare, per servit·e allo scopo cui è destinalo, deve 
soddisfare ad alcune condizioni, cioè: 

1 o Il bordo della rotella deve essere circolare o perfettamente 
liscio; 

'2° La rotella deve girare senza il henchè minimo intoppo sul 
suo pcl'llo; 

5° Il movimento dell'asta minore attorno allo snodo deve aver 
luogo senza sforzo; 

4° Il calcatoio. non deve oscillare, essere ben diritto e verticale 
quando il planimetro tt·ovasi su un tavolo orizzontale; 

5° La spilla che serve di polo deve essere ben ferma, diritta 
e verticale e non sporgere troppo fuori dal fot·o in cui viene 
collocata. 

Quando si fanno delle lunghe operazioni col planimetro polare 
bisogna di tanto in tanto accertarsi della sua esattezza, e si ottiene 
questo facendo pet·conere dal calcatoio il perimetro di una figura 
d'a!'ea cognita e cçufrontando il numero esprimente quest'area 
coll'indicazione data dal planimetro. A ciò si presta assai bene la 
minore delle due lamine di cui si è già parlato in questo numet·o, 
poichè serve essa a far perfettamente descl'ivere al calcatoio la 
circonferenza di un circolo di area cognita. 

36. Approsiiimazione data dai planimetri. - I vantaggi che 
presentano i planimetri sui mezzi comunemente adottati nella vahl
tazione delle aree sono due : il·notevole risparmio di tempo e 
l'esattezza a cui essi cond~cono. Il primo vantaggio da lutti è 
riconosciuto ; il secondo vien messo in dubbio da molti operatori, i 
quali, per l'unica ragione di credere buono soltanto ciò che è nelle 
loro ahitudiui, reputano i planimetri come soli mezzi di verificazione 
e quindi inutili, potendo s.ervire per lo stesso scopo la carta tras-
parente quadrellata. ' 

Coloro che così la pensano s'ingar1nauo a gt·an partito: chi, dopo 
nn po' d'esercizio adopera con criteì·io un buon planimetro ortogonale, 
vede superata ogni sua aspettazione·: l'approssimazione eli 1/'200, 

L'ARTE DI FABBRICARE. Geometria IJratica , ecc. - 11 . 
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geneJ·almente richiesta nel valnlare le aree dei lcn eui si olliene 
senza difficollà alcuna, e da molti autori tedeschi si vuole che nn pra
tico operatore possa, con un planimett·o ben costr·ulto, avere l'ap
prossimazione di oltre 1/1000. 

Anche dell'esattezza dei risultati che si ottengono con un plani
metro polare si hanno ormai le prove sperimentali più soddisfacenti . 
Amsler, l'inventore di tal e strumento, pretende che si possa pure 
raggiungel'e l'npprossimazioue di 1/1 000; quantunqne, a motivo delle 
ieregola1·ità che' incontr·a la rotella nel suo s<.:orrimento sulla cartn, 
sembra che nou si possa ottenere tanta approssimazione. Che che 
ne sia però, il planimetro polare dà buoni risultati sufficienlemenl e 
esalti per la pratica , e, a motivo rlella sua semplicità, vuoi essere 
lenn lo in gran conto . 

CAPITOLO Il. 

Misura delle superficie curve 
e principalmente 

delle superficie delle volte. 

87. Assunto del presente capitolo. - Le superficie curve, che 
al costruttore avviene Ji dovet' misurare uella pt·atica delle.. costi'IJ
zioni, si riducono : alle superficie cilindriche, coniche, sferiche, anu
)ari ed ellissoidali ; ad alcune superficie rigate a piano direttore ; 
e finalmente ad altre superfi cie generate da linee curve di forma 
costant e o variabil e secondo una data legge , e moventisi in un 
modo ben definilo . v~ • • 

La geometria elementat·e iu segna a calcolare alcune delle super
ficie accennate; per altre è necessario applicare quanto insegna 
il calcolo integrale sulla quadra tura delle su perfide curve; c final
mente pee alcune, riescendo troppo difficili e talvolla impossibili . 
le integrazioni , bisogna limitarsi a valutarie con metodi tli a p-
peossimazione. ' 

In questo numero si daranno le uot·me pet· ottenere le varie 
supeeficie curve che al costruttore può avvenire di dove{· consi
rlerare nella pratica. Senza tlimostrazioui si riferiranno le form ole 
derivanti da regole, ben ti ote a lutti eoloro cui questo corso è 
dedicato, le quali servono a dedurre quelle superficie che si con
siderano nella geometria elementare; si dimostrerà come, conve-
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nientemente applicando quanto s'apprende dalla geometria ele
mentare, si possono dedurre alcune superficie di uso continuo 
nella pratica ; si svolgeranno i calcoli che conducono alla valuta
zione di alcune superficie cm·ve applicando il processo delle inte
grazioni; e non si tralascerà di accennare a quei metorli che 
set·vono in alcuni casi alla determinazione approssimata delle su
perficie la cui quadratura è difficile od impossibile ad effettuarsi 
cogli ordinarii procedimenti di calcolo. 

88. Superficie cilindriche rette ed oblique. - Insegna la geo
metria elementare: che la superficie convessa di un cilindro retto 
a basi circolari si ottiene moltiplicando la circonferenza della base 
pet' la lunghezza della generatrice; e che la superficie convessa di 
un cil indro obliquo, pure a h asi circolari, vien data dalla lun
ghezza dell 'ellisse costituente la sezion retta per la lunghezza 
de ll a generatrice. 

Se invece di uua superficie cilindrica a direttrice circolare si 
considera una superficie cili ndrica avente per direttrice una curva 
crualunque contenuta in un piano perpendicolare alle generatdci, 
tutte di egual lunghezza, questa superficie sviluppata in piano si 
riduce ad un rettangolo avente per lati lo sviluppo della direttrice 
e la generatrice, per cui si ottiene essa moltiplicando la lun
ghezza della clit·ettl'icc per quella della genera trice. Quando poi 
si consiclel'a una superficie cilindl'ica obliqua qualunque AB C D 
(fig. 90), ma avente tutte le generatl'ici di egual lunghezza e la 
quale, quando si immagini traccia ta su essa una sezion retta E F 
non che una serie eli generatrici vicinissime A D, A1 Du A. D., A, D., 
.. .... . , si riduce nello sviluppo ad una serie di parallelogt·ammi 
avenl~ tutti per base una generatrice e per altezza gli sviluppi 
degli archetti E Eu E1 E2, E. E3 .. .... . , si ha che la superficie S vien 
rlata da 

Ora, il fattore entro parentesi non è altro che lo sviluppo del 
l'i ntiera sezion retta, per cui una superficie cilindrica obliqua 
qualunque colle generatrici di egual lunghezza si olliene_ molti 
plicando la lunghezza della sezion retta per quella della genr
ratrice. 

Riepilogando quauto si è dello sulla valutazione di una su
perficie cilindrica av ente tutte le sue generatrici di egual Iun

. ghezza, si pnò stabi lire che essa si ottiene moltiplicando la Jun -
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ghezza della sezion retta per la lunghezza della generatric r., per 
modo che, dicendo 

L la prima lunghezza, 
a ]a seconda ed 
S la superficie domandata, 

si ha la semplicissima formola 

S==La. 

La geometria elementare insegna a trovare la superficie con
vessa di un tronco eli cilincleo retto avente per base un circolo, 
e, siccome un simile tronco è la metà eli un cilindro retto avente 
la stessa base e l'asse doppio, si ha 

essendo 
r il raggio della base del tronco 
b la lunghezza del suo asse ed 
S la sua superficie convessa. 
Per una porzione qualunque di superficie cilindrica AB C D 

(fig. 91 ), compresa fra ]e due generatrici A D e B C e le due curve 
AB e D C, si trova la superficie: segnando su essa la sezion retta 
E F; prendendo su questa cm·va diversi punti vicinissimi E, E10 

E2, E., E,, ....... Eu-! ed F ; conducendo per essi altrettante generatrici 
e prolungandole fino ad incontrare le due curve AB e D C; misu
rando gli sviluppi degli archetti E E1, E1E2, E2 E., E. E,, ..... Eu-! F, 
non che le lunghezze delle generatrici AD, A1 DH A2 D2, A. B3, 

A, D,, .... ... Au- J Du-! e B C comprese fra le elette cm·ve ; e fin al
mente osservando che (quando si ansi presi i punti E, EH E~, E., 
E,, ...... . Eu-! ed F abbastanza vicini), nello sviluppo su un piano 
della proposta porzione di superficie cilindrica, tutte le figure 
AA,D,D, A1 A2 D2 D,, A2 A. D. D., A.A,D,D., ....... Au- tBCDu- l si tras~ 
formano in tanti trapezii le cui basi sono le dette poezioni eli 
generatrici misurate e le cui altezze sono i detti archeLLi pme 
misurati. Segue da ciò che, chiamando 

u, a,, a2, a., a., ... .... au-1 ed au le lunghezze delle generatt·ici l 

AD, A~D~ A2D, A.D., A,,D,, ....... ~-~ e BC, 
l" l2 , z., 1,, ..... .. l" la lunghezza degli sviluppi degli archetti 

EE,, E,E2. E2E., E3E., ....... Eu- llf, 
S la superficie domandata, 
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si ha 

Questa forrnola , quando si prendano eguali in lunghezza gli 
archetti in cui · venne divisa la sezion retla EF, quando chiamisi 
l la loro lunghezza comune, e quando si osservi che questa lun
ghezza si può mettere fattore comune, che la pl'ima e l'ultima 
generatrice entrano solo un a volta nell'espressione di S e che le 
altre entrano tutte due volte, si riduce a 

(~) . 

39. Superficie del fuso cilindrico. - Se immaginasi un trian
golo qualunque C AB (fig. 92), se p el suo vertice C si eleva una 
perpendicolare C X, se prendesi su essa un punto qualunque V, 
se si çond.uce l'altezza C D del detto triangolo, se nel piano de
terminato dalle due rette C V e C D supponesi tracciato un arco 
D V, se immaginasi descritta 1a superficie cilindrica che ha per 
direttrice quest'arco e le sue generatrici parallele ad AB, e 
se di questa superficie considerasi la sola pat·te compresa fra i 
due piani ACV e BCV, ossia la sola parte che copre il trian
golo C AB, si ha in essa ciò che chiamasi col nome di fuso 
cilindrico. Dicesi lato del fuso la retta AB che esso ha di co
mune col triangolo ~be copre, vertice del -fuso il punto V in cui 
concorrono le due curve A V e B V, saetta o monta la retta C V 
la quale unisce il vertice del fuso col vertice C del triangolo CAB, 
e finalmente semi-corda la perpendicolare C D condotta dal piede 
C della saetta sul lato. La direttrice DV puÒ · essere un quarto 
di circonferenza di circolo, un arco di circolo, una mezza ellisse, 
una mezza ovale od anche un'altra curva diversa, ed il fuso si dice 
a tutta monta, a monta depressa, o a monta rialzata seconrlochè 
la sua saetta CV è eguale, minore o maggiore della semi-corda CD. 

Le norme, pet· anivare alla determinazione della su perfi cie di 
un fuso cilindrico in tutti i casi che si possono presentare nell a 
pratica, trovansi esp oste in quello che immediatamente segue. 

• 
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i • Quando la direttrice D V è un quarto di circonferenza di 

circolo, s'immaginino condolli due piani E F G ed H I K infini ta
mente vicini fra di loro e paralleli al piano del triangolo A ll C. 
IJ fuso V AB vien tagliato da questi piani secondo due rette pa· 
rallele EF ed Hl infinilamènte vicine fra di loro, la superficie 
della parte di fuso compresa fra queste rette può essere consi
dm·at~ siccome quella di un trapezio . di basi parallele E F ed 
~H e di altezza eguale alla lunghezza dell'arco OM COQfonderÌlesi 
colla sua corda, giacchè i due punti l\'J ed O sono per ipotesi 
infinitamente vicini. Segue da ciò che la superficie della parte di 
fuso E F I H vie n espressa da 

(l). 

Ora, se immaginasi abbassata dal punto l\'J la perpendicolare IVI 
a GO e condotta dal punto L, preso sul mezzo di l\IO, le due rette 
LP ed L C, la prima perpendicolare a C X e l'allra coucorrente 
nel punto C, risultano i due triangoli J\'IN O ed L P C simili frà di 
loro, e dai quali per conseguenza si deduce l'eguaglianza di rap
porti 

Quest'eguaglianza dà 

Osservando ora che, proiettando in Q' n' sul piauo del trian
golo CAB la generatrice QR passante per L, risultano i due trian
goli C AB e C Q' R' nei quali si lw DC L C e S C== L P, si rica.va 

e qmpdi 

A-D 
----
EF+ID ' 

2 
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OM=AE X MN. 
EF+Hl 

2 

Questo valore dì O J\II si ponga nell 'espressione (I) ed essa di
veni a 

Se ora osservasi ehe iVI:N non è altro che la distanza fra i 
r!ue piani infinitamente vicini EFG ed HIK, facilmente si eom · 
prende : come, immaginando un'infinità di questi piani comlotti 
fra il vertice V ed il triangolo C AB, tutte la superficie comprese 
fra due qualunque di questi piani successivi verranno date dal 
lato AB moltiplicato pel' la loro distanza; e come per conseguenza 
nella somma delle piccolissime parti di fuso comprese fl'a i delli 
piani infinitamente vicini, la qual somma costituisce la superficie 
del fuso totale, vi deve essere AB fattor comune, moltiplicato per 
la somma delle distanze a cui vennero condotti i piani , ossia 
per la lunghezza CV. Segue da ciò che chiamando 

a il lato All, 
m l'altezza o monta CV del fuso ed 
S la superficie domandata, 

sì ha la semplicissima formola 
r 

S= am (1 ), 

la quale indica che la superficie di un fuso cilindl'ico avente per 
direttrice un quarto eli circonferenza di circolo si olliene molli· 
plicando il suo lato per la sua monta, o altrimenti prendendo il . 
doppio Jel triangolo da esso coperto. 

2° P·er trovare la superficie di un fuso cilindrico la cui diret
trice è un arco di circolo, si tiene un ragionamento in tutto ana
logo a quello già tenuto nel caso in cui la direttrice è un quarlo 
di circonferenza di circolo. Essendo V AB (fìg. 95) il fuso di cui 
vuolsi la superficie, s'immagini esso completalo per avere il 
fuso V A' B' la cui direttrice V D' è il quadrante della circonfe· 
renza cui appartiene l'arco VD. La superficie infinitamente piccola 
compresa fra le due generatrici vicinissime E F ed H I vie n 
espressa da 
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ff+iiTXOM · 
2 . ' 

dai due triangoli simili M N O ed L P C' si ricava 

LP LC' 

MN OM 

e quindi 

proiettando Q H sul piano C' A' B' in Q' R' etl osservando che 

si deduce 

O'R'-QR_ EF+ITi 
~ - - 2 ' 

LC' 1VB' 

LP EF+ffi 
2 

d l di. L C' Il ' . l OM . . punen o questo va ore ::==- ne espressiOne c 1 , st ottiene 
LP 

- A'B'XMN OM= __ ; 
EF+Hl 
- 2-

• l'espressione dell 'area infì uilamcntc piccola EF I H si riduce a 

e tjuindi la superlìcie S del fnso V AD vien rlala da 

S=A'B'XCV. 

Se ora chiamansi 
a il Jato AH del fuso , 

• 



c la sua semi-corda D C ed 
m la sua monta cv; 

si ha (num. 24) 

169-

per·chè C'D' è r·aggio di un ar·co circolare di semi-corda c e di 
monta m. Proiettendo poi AB sul piano del triangolo C'A' B' in A1 B1o 
dai due triangoli simili C'A' B' c C' A1 Bo in cui 

sr deduce 

per cm il valore di S risulla 

s (2). 

5o Per· ottenere la superficie di un fuso cilindrico V AB (fig. 94) 
avente pet· direttrice una mezza ellisse ed a monta depressa, ossia 
colla monta minore della semi-corda, assumasi per origine di 
coordinate il punto O, l'asse delle ascisse nella direzione della 
semi-corda e l'asse delle ordinate nella direzione della monta. 
S'immagini descritto il quadrante CD; si fissi la posizione di un 
punto qualunque M dell'ellisse mediante l'angolo N O C== 9 che il 
raggio O N, condotto al punto in cui il detto quadrante è incon
trato dall'ordinata del punto l\1, fa col semi-asse minore delle 
ellisse, ossia coll'asse delle y; si chiamino x ed y le due coor
dinate O P e P l\'I del punto ili; c si ritengano le denominazioni 
già stabilite per quanto si riferisce al lato AB, alla 'Semi-corda O D 
ed alla monta O V del fuso. Siccome·per un metodo ben noto di 
costrune l'ellisse il punto M è l'inlersezione delle due rette NP 
e Q H, condotte rispettivamente dai due punti N e Q in cni i 
quadranti C D e V S di raggi O D== c ed O V ==m sono incontrati 
dalla retta O N, la prima perpendicolare e l'altra parallela all'asse 
delle ascisse, evidentemente si ha 



- 110 -

y ::=mcosr.p. 

Immaginando ora condotte le due generatrici infinitamente v1cme 
;n-n- ed m/ n/ del fuso, ed osservando che m; è eguale alla sua 
proiezione p q~ dalla considerazione dei due triangoli simili o p q 
ed O AB risulta 

a 
mn==p q== - :c==a seu rp; c 

e quindi, dicendo ds l'areo infinitesimo MM' e d S l'area elemen· 
t are m n n'm', si ha 

d S = a sen rp d s. 

Ma dalle trovate espressioni di x e di y ricavasi 

dx==c cosrpd rp 

d y ==--m se n o/ d o/ ; 

e quindi 

Questo valore di ds p o n gasi' nell 'espressione di d S, invece di 
sen2 r.p si mella 1-cos2 q>, e si p orli fuori del radicale la semi
corda c. Allora il valore di d S diventa 

e, poneudo 

-
(3) l 

d'onde 
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si riduce esso a 

(II). 

Tl'ovato ìÌ diffet·enziale dell 'area del fuso in fun zione della var·ia-
' 

1T l ' bile if• basta integrare fra i limiti Cf== O e rp == ~ per avere area 

S del fuso intiero, per cui 

Per far quest' integrale si osservi che 

sen r.p d rp== ·- d cos r.p, 

e che per conseguenza 

~r·endendo quest'integrale fr·a i limiti O e ~ e facendo le riduzioni 

che per le pl'Ìme si presentano, trovasi 

... )l e2 ·~ v J 
0 

se n r.p d r.p e2 + cos2 
r.p 

'l [ ·1-e2 V 'l - é 'l 1 - e2 
( ·1 ) ] == - - --1 +-+--1 1+- . 

2 e2 e e e2 e ' 

, 
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continuando nelle riduzioni si giunge ad ottener 

1r 

f 2 V'l-e2 
• l ( 'l '1--é 1+e) senrpdrp - 2 - + cos2 cp== ~ -+ """G\2 l.---- ; 

0 
e _..., e :t. e 1 -e 

e quindi la formola determinatrice deìla superficie S diventa 

(4). 

Il logal'itmo indicato in questa fot·mola colla caratteristica l è 
un logaritmo neperiano, ossia un logaritmo nella base 2,71323132 
........ In sua vece conviene mellere il logaritmo nella base 1 O, 
che indico colla caratteristica log , facendo -

dove 

'l+ e log--'l + e 1-e l-- --
1 ---c - K ' 

K==log. 2,71828'182 ... . ... ==0,43429448 ..... .. ; 

e la formola dcterminatrice di S diventa 

'l ( J - e2 
1 +e) 

S==2ac '1+2eKlog·,l -e (5). 

ll secondo membro tlell' equazione ( 4) si può svolgere in serìe. 
Rammentando perciò che 

1 ( 1-e) ==-e-~-~-~-~---~-~- ....... , 

risulta 
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e quindi il valore di S diventa 

(6). 

La quantità e\ come risulla dalla formo la (5), è una frazione nel 
caso del fuso con direttrice ellittica a monta depressa; i diversi 
termini del secondo membro dell'ultima equazione vanno sempre 
impicciolendosi; ed il Viit\ore di S a cui essa conduce è tanto piLl 
approssimato quat1to più grande è il numero dei termini di cui 
si tien conto. 

Supponendo che il fuso sia a tutta monta, nel qual caso m== c, 
il valore di e2 diventa nullo ed il valore di S dato dall'ultima 
equazione si riduce a quello somministrato dalla formola ( 1) otte
nuto con semplici considerazioni elementari. 

Tenendo conto sollanlo dei due primi termini del secoudo mem
hro della (6) e ponendo per_ e• il suo valore dalo dalla (5), ri
sulta la formola 

la quale evidentemente conduce sempre ad una superficie mag
giore della vera, e che dà risultati i quali tanto più si scostano 
dal vero quanto l)iù la monta del fuso è piccola. Se poi, pel caso 

limite della pratica in r,ui m == ~c, si ca1cola la superficie S colla 

formola (5) e coll'ultima formola, si trova .che questa conduce ad 
un risultato maggiore di quello somministrato dalla formola (5) di 

circa i dell'area del triangolo coperto dal fuso; cosicchè l'ul

tima semplicissima formola 1 atteso la troppo grossolana approssi
mazione a cui conduce in alcuni casi, non merita di essere as
sunta come formola sufficientemente esatla anche nelle ordinarie 
circostanze· della pratica. 
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Se invece si tien conto dei primi tre termini ùel secondo mem
-bro della (6) e se per c2 si mette il suo valore 1lato dalla (5), 
si lrovfl 

(7). 

la quale dà put· sempl'e risullati un po maggton del ver·o, c ell e 
tanto più si accostano alla verilit quanto più il rapporto fra la 
monta c la semi-corda si approssima all'unità. Calcolando poi la 
snperfì cie S con questa formola d'approssimazione e colla formo ln 

(fi) nel caso limite della pl'atica il cui m=; c, si viene a conchiu

dere: non convenire assolutamente l'applicazione della formola (7) 

rpwndQ m < ~ c, e potersi appena essa considerare come formo la 

'l 
pratica d'aprirossimazione grossolana quando m l'aggiun ge 

5 
c: 

giaccltè in questo caso da una superficie che è aucora maggiore 
'l 

della vet·a di quasi 7 della superficie del trian golo coperto dal-

l'unghia . A misura però che il t·apporto fra la monta e la semi-

l ..1· • d' 'l l ' . . l d Il cofi a ttl\'eu la maggiOre 1 ? eresce appross tmazwne r ala a a 
;) 

formola (7), per cui , senza tema di grav i i neon veuieuti , si può essa 
adotlare nelle ordinarie circostanze della pratica qual fomwl a 
couvenienle a tt·ovaee la supel'fìcie del fuso cilindrico ellittico a 
monta depressa. 

4" Un pt·ocedimento iu lullu analogo a quello or ora esposto 
per tro var·e la superficie del fuso cilindt·ico eon direttrice ellittica 
a monta depressa serve ancora a trovare la superficie del fuso 
cilindrico con direttrice ellittica a monta l'ialzata. Hitenendo le 
denominazioni già stabilite pee quanto si riferisce al lato, alla 
semi-corda ed alla monta del fuso , èlssumendo gli assi coordinali 
eome pel fuso a monta depressa, ed osservando che un punl.o 
qualunque JH. (fig. 95) dell'ellisse vi eu determinato dcscri vendo i 
due quadra n li C D c V S di raggi O D =c ed O V= m, tirando il 
raggio O Q e prendendo l'intersezione delle due rette P z e Q 11 
condotte rispettivamente dai punti N e Q, la prima perpendicolare 
e l'altra parallela all'asse delle ascisse O x, si ha: che le dn e 
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coordinale O P = .x o P11 = y clel punto M sono date, in funzione 
dell 'angolo QO V =rp, dalle equazioni 

x =csen rp 

v = mcos cp; 

che i diffe1'enziali delle due coordinate .x ecl y sono rispr.tliva
mentr 

dx=c cos cp d cp 
' 

d y =-m sen cp d cp ; 

che il differenzial e dell 'arco M ~1' == ds · vien dato da 

che la generatrice del fuso passante pel pùnto M ammette il 
valore 

a 
·m n== - x== a sen rp ; 

c 

e finalmente che l'area elementare mnn' m'=dS, quando espri
masi il seno di <p in funzione del suo coseno, risulta 

Ponendo ora 

cl ' on rl e 
2 

m 1 • 2 = + c, c 

la trovata espressione di dS rlivenla 

1/1 + €2 
rl S=a c :sen 'f rl cp t ~ -- cos2 rp 

(8), 

(IU) , 
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la quale, integrata fra i limiti o/ :=0 e o/ . -~, conduce a trovm·e 

il domandato valore della superficie S del fuso: Per fa!'e quest'in
legt·azione, nella trovata espressione di d S si ponga -d cos q> in
vece di se n rp d rp, ed allora si ottiene 

'IT 
Pl'endendo quest'integrale fra i limiti O e 2, si trova 

J2 V1+o2 
0 

sen rp d rp -
0
-2 - - cos2 rp 

:= 2 ~-1+~arc sen== __ 1[V1+ o
2 1+ o~ ( ç ) .] 

Jf1+ ç2 . -

1[1 1+ o2 
( E ) ] 

== 2 ; +-.-ç-2-arc sen:= V1+ o2 . 

Osservando ora che l'arco il quale ha per seno ammell e 
Vt+ c:2 

ç per tangente, risulta 
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per cui il valore di S, il quale vale quest'integrale moltiplica to 
p el prodotto a c <, vien dalo dalla formo la 

(lJ). 

Se ora si svolge in serie arc (tang=z) si ha 

e quindi il valore rli S divenla 

(10) . 

Quando e• è una frazionr., ossia quan do 

oss ia ancora quand o 

si può calcolare il valore di S mediante l'equazione (iO), la quale 
risulla di più facile co nteggio che non la formola (9) allorquando 
prendansi solamente pochi ter·mini del fallore svolto in sel'Ìe che 
moltipli ca il prodolto a c. 

Nel caso del fuso a tulla monta si ba c=m e quindi <i== O 
per cui il valore di S risulta eguale al prodollo am già trovalo 
partendo da semplici considerazioni -elementari. 

Considerando il caso in cui m < c J! 2· e tenendo soltanto conto 

del termin e che contiene la seconda potenza di e , quando per 
questa quantità si ponga 'il sno valore dato dalla (8) , si ottiene 
la formola 

(H ), 

L'AIITF. DI FAR~IIICARE. Geometria pmlica , ecc. - 12. 
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la quale, essendo negativo il primo termine trascurato nella serie 
che trovasi nel secondo membro dell'equazione (10), deve con
dur~e a risultati un po' maggiori del vero. Se poi si paragonano 
fra di loro i valori di S che si ollengono, applicando le formole 

(9) e (H) per diversi valori di m più picCDli di c J12: si trova 

che essi s'accordano quando m==c e che negli altri casi presen
tano discrepanze notevoli e crescenti a misura che m cresce ; 
cosicchè la formola (H), sia per essere applicabile ai soli pochi 

casi in cui m< c y2," ~i a per la poca approssimazione a cui con

duce, non può assolutamente esset·e considerata come formola 
utile da adottarsi nella pratica. 

Per stabilire una formola d'approssimazione atta a calcolare la 
superficie del fuso cilindrico ellitlico a monta rialzata in tutti i 
casi della pratica, si parta dalla gia tr·ovata formola 

la quale esprime il differenziale dell'area di detto fuso e si 
m'4 

porti fu od del radicale il fattore ~· Così facendo si ottiene l'ec 
quazione 

che, ponendo 

(12), 

si riduce a 

. (IV) . 

l 

Svolgendo in serie Jl 1 - n' cos2 cp == ( 1 - 'll
2 cos• cp) 2 colla formo la 

del binonio per potet· facilmente eseguire le integrazioni, ed osser
Yando che 



,- 179 -

se n cp d cp =- d cos cp , 

si teova 

[ 

1 1.1 4 41 1 - -n 2 cos2
(j) - - n cos (j) 2 J 2.4 J 

d S = - a rn d cos cp , 
1.1.3 .6 6 

- 2 h 6 'fi cos cp - ....... 
. !f. 

la quale, integl'ala fra i limiti cp= O e cp=;, conduce a ll'ovare che 

la superficie S del fu so vien dala da 

(13). 

Come chianmenle si vede dalla formoJa (12), il valore di n è una 
f1·azione, e quindi il fattore svolto in serie nell'ultima formala ha 
lutti i suoi termini dcc1·escenti. Segue da ciò che la formola (t 5) 
torna utilissima nella prati ca per trovare la superficie di fusi ellit
tici a monta rialzata, e che i risultati a cui essa eonduce sono 
tanto più prossimi al vero quanto più grande è il numero dei 
te1·mini di cui si tien conto nel fattore svolto in serie. 

Tenendo conto soltanto dei due primi termini dell'accennala 
serie e ponendo per "~ il suo valore dato dalla (12), risulta .la 
semplicissima formola prati ca 

(1 il-). 

la quale, essendo negJ tivi tutti i termini trascurati nella serie che 
trovasi nel secondo membro dell'equazione ( 15), conduce necessaria
mente a risultati un po' maggiori del vero. Confrontando poi i risultati 
dati da questa formola con quelli che somministra la formola (9) 
l.rovasi che per m poco diverso da c si ha quasi la coincidenza esatta 
nei detti risultati, che essi differisc9no pochissimo per quei rap
porti fra la monta e la co 1~da i quali vengono adottati nella pra
tica, e che quindi la semplicissima formola ( 14) si può conside-
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rare come atta a trovare la superfi cie del fuso ci lindt·ico ellittico 
a monta rialzata in lulte le ordinarie circostanze. 

5" Dovendosi trovare la su p edìcie di un fuso cilindrico a 
diretlrice qualunque, si può applicare il metodo generale ed ap. 
prossimato che venne indicato al numero 88 per valutare una 
porzione di supet·ficie cilindrica. Si diYiderà la direttrice V D (fig 92) 
in parli diseguali od eguali, ma ahhaslanza piccole che, immagi
nando condotte le generatrici corrispondenti ai diversi punti di 
divisione, si possano considerare come allrcllanti l.rapezii le figure 
che rimangono comprese fra le indicate generatt·ici quando si fac· 
eia lo sviluppo del fuso ; si misureranno gli sviluppi delle parti 
di direttrice comprese ft·a queste generatrici, non che le lunghezze 
delle generatrici medesime; e si otterrà quindi la superficie del 
fuso applicando la f01·mola (1) oppure la formola (2) del citalo 
numero, secondochè la direttrice V D venu c divi sa in parte dis
eguali od eguali . 

90. Superficie dei fusi cilindrici incompleti. - Non sempre 
i fusi cilindrici, che avviene di dover considerare 11ella pratica 
delle costruzioni, hanno la tau genle nel punto più allo della loro 
curva direttrice parallela a! piano dei lrié:ngoli che essi coprono; 
e sovente avviene di dover conside!'at·e dei fusi cilindrici v AB 
aventi per direttrice un aeco cit·colare Dv (fig. - 92), colla tan
gente perpendicolare al piano del triangolo coperto o AB J~en·e

stremo D e colla tangente obliqua al detto piano all 'estremo v. 
Questi fusi si possono chiamat·e f'tt si cilind,·iC'i ·incompleti, e per 
trovare la loro superficie vale la regola generale data sul finire del 
precedente numero pel fu so ci lincldco a direttrice qualunque. 

Pcl fuso cilindrico , come v AB (fig. 92), avente per direttrice 
l'arco circolare D v si può stabilire una semplice formola alta al 
calcolo della sua superficie. Si chiamino perci ò : 

a il Ialo AB del fu so; 
c la sua sem i-conia D o; 
1· il raggio CD dell'arco n v ; 

a: l'cu·co eli raggio eguale all 'unità chiudente l'angolo v ex che, 
il raggio C v, condotto al vertice v del fuso, fa colla direzione C X 
tirata pel centro C dell'arco circolaro Dv perpendicolarmente al 
piano del triangolo o AB; 

S la superficie del fuso vA lL 
Dal triangolo v o C, rettangolo in o in cui Co==: r-e, immedi ala
mente si ricava 
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r - e 
se n C(== _r ___ ' ('! ). 

Se ora sulla superficie del fuso sì seguano due ge11eratrici infi
nitamente vicine rs e t"ti e se chiamasi q' l'arco di raggio eguale 
all 'unità corrispondente all 'angolo z C X che il raggio, il quale va 
al punto d' incontro della generatrice rs co ll 'arco Dv, fa co ll a 
retta ex, si ha: che l'a rco elementare compreso fra de tte gene
ratrici infinilarnenle vicine è 

J' d co. 
'' 

che la pr01eZ10nc C s del t'afjgio [:; sul pwuo dd triangolo o AB 
val e 

r se n rp; 

che la distanza o ~ risulta 

c -- r ('l -- - se n r.p) ; 

che la generat t·ice r s, eguale alla sua proiezione p a su l piano 
del triangolo o AB, ammette per espressione 

c- r('l-sen ro) 
(t T • 

c ' 

che l'area elementare d S compresa fra le due generatrici inlìuita
mente vicine ·rs e tu si olt iene coll'equazione 

a r· [ J d S ==c (c - 1·) +rsen r.p d r.p; 

e fina lmente che la domandata sU11erficie S, la quale si ottiene 

integrando fr~ i limiti r.p ==a e rp =~, viene espressa da 

S== ar- 1-rcoscr. - (1·-c} ( ~- cr. }] 
c L ~ 

(2). 

La formo! a ( 1) serve al calcolo di C(, e si passa dopo a trovare 
la superficie S mediaule la formola (2). 



- 182 -

9! . Superficie dell'unghia ciEindrica. - Sia A B G (fig. 96) 
un triangolo qualunque, G V sia una perpendi colare al piano di 
questo triangolo elevata pel suo vertice G ed ADB sia una cut·va 
dit•eltrice che tutLa si proietta in AB sul piano del triangolo AB C. 
Immaginando descritta la superficie ciliildt·ica avenle per direllri cc 
la curva ADB e per generatrice un a retta parallela alla mediana 
CG del triangolo A BG e supponendo questa super!icie cilindrica 
Iimttata dalle due curve A V e B V risultanti dall'intersezione dell ' or 
accennata superficie cilindrica coi piani elevati pei lati A G e DG 
peqJendicolarmente a quello del detto triangolo, si ottiene la porzione 
di superficie cilindrica V A D B la quale costituisce un'unghia cil-in
drica. La direttrice AD B è generalmente una mezza circonferenza 
di circolo ; f!Ualche volta è un arco circolare, oppure una mezza 
ellisse, od anche una semi-ovale. Le rette AB e C D== G V, le 
quali costituiscono rispettivamente la corda e la monta della cun·a 
A D B, chiamansi col nome di corda e eli monta o saetta dell 'un
ghia ; la mediana G C=='vD del triangolo coperto dall 'uu ghia prende 
il nom e di lunghezza; ed il punto V si dice vertice dell'un ghia. 
Quando la retta G C è perpendicolare all a retta AB, l'unghia è 
1·etta ed il triangolo G AB è isoscele sulla base AB ; si ha invece 
un 'unghia obliqtta quando questa condizione non è soddisfatta. Una 
unghia retta si dice a tutta monta, a mo,nta depresw o u monta 
rialzata secondochè la sua saetta CD è eguale, minore o maggiore 
della metà della corda A B. Per decidere invece del sesto o della 
mon ta di un 'unghia obliqua bisogna considerare la sezion retta 
A J)' B', del cilindro cui essa appartiene, e dire che essa è a tutta 
monta, a monta depressa o a nionta 1'ialzata secondo che la saetta 
C' D' ==CD è eguale, minore o maggiore della metà della corda AB' 
dell'indicata sezion retta. 

Se pel vertice V dell 'unghia immaginasi un piano parallelo a 
quello in cui trovasi la direttrice A D B, c se si suppon e prolun 
gata la superfic ie cilindrica cui l'unghia appartiene fin o a questo 
piano, nasce la cm·va EV F identica all 'accennata curva dil'eltrice ; 
e la superficie dell ' unghia si può considerare siccome la differenza 
fra la superficie del cilindro ADBEVF, coprente il rettangolo od 
il parallelogramma A BF E sccondochè l' unghia è rella od obliqua, 
e la somma delle superficie dci due fu si cilindrici V A E e Vll F 
insistent i ai triangoli G A E e G B F. Ora, irnmagiuaudo proluugata 
la rettaBG fin o ad incoutrarc in H il prolungamento di AE, ri
sult a la lunghezza A ff == 2 A E= 2 C G ed il 1 riangolo I-I E G == U F G, 
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e quindi la somma degli accennati due fusi si riduce al fuso 
unico V A H coprente il triangolo G A H. Segue da ciò che la su
perficie di un'unghia cilindrica è la differenza fra la superficie 
cilindrica avente la stessa direttrice e la stessa lunghezza del
l'unghia e quella del fuso di lato doppio della lunghezza, di saetta 
e di semi-corda eguali a quelle della sezion retta dell'unghia. 
Quando l'unghia è retta , la sua sezion retta è la stessa curva 
direttt·ice. 

1 • Per l'unghia cilindrica retta avente per diretlrice una 
mezza circonferenza di circolo, chiamando 

2 c la sua corda AB, 
a la sua lunghezza G C ed 
S la sua superficie 

si ha: che la superficie cilindrica t'ella avente la stessa direttrice 
e la stessa lunghezza dell'unghia è 

1rctc; 

. che la su perficie del fuso cilindrico di lato doppio della lunghezza, 
di saetta e di semi-corda 'eguali a quelle della sezion retta del 
l' unghia vale 

2ac; 

e che la superficie dell'unghia risulta quindi dalla semplicissima 
formo la 

la quale . st riduce ad 

S==a c (n- 2) 

S 
8 

== 7ac 

22 ' 
'luando assumasi per n il valore 7 dato da Archimede. 

o), 

(2) 

Il prodotto ac rappresenta evidentemente la superficie del trian· 
golo CAB coperto dall'unghia, per cui si può dire che la supet·-

ficie di un'unghia cilindl'ica retta a tlllla monta vale gli ~ del

l'area del tr·iangolo che essa copt'e. 
2• Un'unghia cilindr·ica retta è a mon(a depressa, quando ha 

per direttrice una mezza ellisse col 'semi-asse CA, costituente la 
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semi-corda dell 'unghia, maggiore del semi-asse CD== G V rappre
sentante la monta . Ritenendo poi le denominazioni già stabilite 
uel caso precedente per quanto si riferisce alla c01·da, alla lun 
ghezza ed alla superficie, e chiamando 

m la monta CD G V, 
L lo sviluppo della semi-ellisse A D B costituente la sezion retta 

dell'uughia 
si ha : che la superficie cilindrica retta ave11 te la stessa flirettt·i·ce e 
la stessa lunghezza dell 'unghia è 

La (3); 

che la superficie del fuso cilindrico di lato doppio della lunghezza, 
di monta e di semi-corda eguali a quelle della sezion retta del
l'unghia è, per la formola (5) del numero 39, 

( 
'1-c~ 1 +e) 

a.c 1 + 2eK 11J e (4) ; 

e finalmente che la superficie S dell 'unghia risulta dalla forrnola 

L
- ( 1-- e~ 'l +e)] 

S==a L- c 1 + 2eK 71 e (5), 

nella quale si deve mettere per L lo sviluppo della semi-ellisse di 
semi-assi c ed m da calcolarsi colle norme che vennero date ai 
numeri 41. e 42, per e il suo valore somministrato dall' equazione 
(5) del numero 89 e per J( il numero 0,45429443 .. .. .... 

Applicando la formola (1. ) del numero 42 a trovare lo sviluppo 
L della mezza ellisse A D B di sem i-assi c ed m col fare 

.e (6), 

e sostituendo all 'espressione ( 4) il suo svolgimento in serie, 
come risulta dall 'applicazione della formola (6) del numero 39, si 
trova 
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'l ~--· ( 'L3.5 2 2 J 6 --5 _ 2.4.6) r: - 7 e - ··· .... 

(7), 

la qual formala conduce ' ::~d un valor·e l.anto più approssima to 
delle superficie S quanto più grande è il numero dei termini Ji 
cui si tien conto nel suo secondo membro , ordinato secondo le 
potenze ascendenti d'ordine pari della frazione e. 

Nelle ordinarie circostanze della pratica basta tener con to dei 
due primi termini del fattore svolto in serie nell 'ultima equazion e, 
ed allot·a, ponendo per e il suo valore data dalle (6), si trova 

(8), 

22 
la quale, assumendo 7 pel valore di re, si riduee alla formola 

(9), 

che per la sua sempl icità si può applicare in quasi tutte le cir·co
stanze della pratica, giacchè dà valori di S superi ori ma assai vicini 
al vero pei casi in cui m poco differis ce da c; e nel caso limite 

1. 'l d' lì . . l Il 1· . 'l l l < 1 m= 5 c a una snpenc1e magg10re c e a vera u ~~1rca 14 c e-

l'area del triangolo coperto dall ' unghia . 
3° Quando si ha un 'unghia cilindrica J'tl lta aven te per diret

trice una mezza elli sse col semi-asse CA costituente la semi-corda 
c dell'unghia minore dell'altro semi-asse CD=GV rappresentante 
la monta m, ritenendo tutte le denominazioni stabilite nel caso 
precedente per l'unghia cilindrica ellittica a monta depressa, si 
ha: che la superficie cilindrica retta avente la stessa direttrice e 
la stessa lunghezza dell ' unghia vale 

La; 
• • 

che la superlìcie del fuso eilindrico di lato doppio della lunghezza, 
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di monta e di semi-corda eguali a quelle della sezion retta del
l'unghia vien espressa , per la form ola (9) del numero 89, da 

[ 
'l + E

2 l ac '1+-<- arc (tan g== ~)~; 

e finalmente che Ia superlìcie S dell ' un ghia si può dedune dalla 
formola 

nella quale devesi porre, per L lo sviluppo della semi-ellisse di 
semi-asse maggiore m e di semi-asse minore c da otteuersi colle 
norme che vennero dale nei già citati numeri '41 e 42 , e per c 
il suo valore dalo dalla f'orrnola (8) del numero 89. 

Applicando la formola ( 1) del nh mero 42 per trovare Io sviluppo 
L della semi-ellisse di semi-asse maggiore m e di semi-asse mi
nore c col porre 

(H) , 

e adottando il secondo membro dell 'equazione ( 15) del numero 89 
per esprimere la superficie del fuso cilindrico di Ia lo 2 a doppiò 
della lunghezza , di monta rn e di semi-corda c eguali a quelle 
della sezion retta dell 'unghia, si trova che la superficie S di qu e
st'ultima può essere calcolata colla formola 

' (n-2) --! (!n-- ~ ) Yiz- !.:! ( 1·3 n _~ ) Y/4 
2 2 3 2.4 2.4· 5 

S== am ('12). 
'1.1.3 ( '1.3.5 2 ) . 6 

- 9. A6 2A 6n-7- r;- .. .. . . . \ .... :~- . .:~-. 

Questa formola conduce ad un valot·e lauto più approssimato della 
superficie S del fuso cilindrico ellittico a monta rialzata, quanto 
più grande è il numero dei termini di cui si lien conto uel suo 
secondo membro ordinato secondo le potenze ascendenti d'ordine 
pari delia fi~rione ~. 

' 
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Ter)endo conto solo dei due primi termini del fattore svolto in 
serie nell ' ultima formola e ponendo per ·() il suo valore dato dall a 
(H ), si deduce 

22 
la quale, prendendo 7 per valore di rr , dà luogo alla fot·mola 

('13). 

Se poi , per diversi valori del rapporto !:__ , si caleolano i valori 
rn 

corrispondenti di S coll'ultima fonnola e colla formol a (i 0), si 
tt·ova che essi, salvo il caso in cui m è vicinissimo a c, notevol
mente differiscono, per cui l'ultima semplicissima formola non può 
essere adollata come _formola pratica per calcolat·e le superficie 
delle unghie cilindriche ellittiche a monta rialzata. 

Se invece si lien conto dei primi tre termini del fattore svolto 

i n serie nell'equazione (t 2) e se per -rr si ass urne 
2
7
2

, si ani va 

all a formola 

(14) 

che dà risultati maggiori del vero, ma più esatti di quelli som
ministrati dalla formola ('J 5) e tanto più prossimi al vero quanto 
11iù il valore di m si accosta a quello di c, e che utilmente può essere 
impiegala nelle ordinarie circostanze della pratica , giacchè nel 
caso di m= 4 c, che si può considerare come il caso limite delle 
unghie a monta rialzata che avviene di dover considet·are nella 

pt·atica, dà una supedìcie maggiore della vera di circa ,1~ del

l'area dei triangolo coperto dall 'unghia . 
4° Venendo ora all 'unghia cilindrica obliqua, si osservi che, 

chiamando 
2 c la corda 1Cif della sua direttri ce A D B, 
m la monta G V =C D, 
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a la lunghezza C G dell ' ungh ia ossia la mediana del trian golo 
che essa copre, 

a l'angolo d'obliqui là B' A H, ossia l'angolo che il pia no A D' B' 
contencute la sezion retta della superlicie cilind ri cH cui l' uughia 
appartiene fa col piano AD B in cu i si trova la cu rva direttrice , 
si ha essere ancora m la tu onta C'i)' c 2 c cos a la corda AB' dell a 
seziou retta. Segue t!a ciò che l'appli cazione della regola gene
rale data in questo numero per trovare la superficie di un 'un glJia 
cilindrica porta a conchiudere: che nel caso di m= c cos a si 
trova la superficie S tl cll' uu ghi a ob li qua can giando c iu ccos a 
nella formola ( 1) o nella formo la (2) ; che, quando m < c cos a, il 
can giamento di c in c coso: deve essere fallo in una dell e fo rmo le 
(5), (7), (3) o (9) ; e lìnalm ente che, risultan ,J o rn > ccos C~, biso
gna operare il dello cangiameu t o in una il elle fo t·mol0 ('l 0), (!'2) 

' c (!4). 
fio La superiìcie di un 'un ghia cilindrica retta od obliqua a 

direttrice qualunque, con un meto do generale ed approssimato, 
si può ottenere operando come si è de llo al numero 88 per val u'
lal'e un a poezione qualunqu e di superficie cilind eica. Si divi1la 
perciò la sezi on re tta in par ti diseguali od eguali, ma in ta l nu
mero e tanto pi ccole cl1c , im maginando condo tte le generatrici 
corrispondenti ai diversi pun ti di divisione, si possano considerare 
come altrettanti trapezii le tì gu t·e che rimangono comprese fra le 
dette generatrici quando si facc ia lo svi luppo dell 'unghia; sj mi 
surino gli sviluppi delle parti di di rettrice comprese fra le dire
zioni di queste generatrici, non che le generat rici stesse per 
quanto si trovano sulla superficie dell' un ghia; e fi nalmente, seeo n
dochè la sezion retta si è divisa in parli diseguali od egua li, si 
applichi la fot·mola ( 1) e la formo la (2) del citato numero 38 
per avere la superficie doman data, la quale deve risultare ta nto 
più prossima alla ve ra quanto maggio t·c i: il numero dell e parli in 
cni venne divisa la sezio n retta. 

92. Superficie coniche rette ed oblique. - La geomelxia el e
mentare insegna a trovare la snperficie convessa di un eouo rello, 
non che quella di un tronco di cono retto a hasi parallele. 

La prima, siccome facendo lo sviluppo della superficie conica, 
si dispone essa secondo un seltore circolare chiuso da uu arco 
lungo come la circonferenza della base del cono e di raggio eguale 
alla lunghezza del lato del cono stesso, si ottiene colla formul a 
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essendo S la sup erfici e domandata, rr il noto rapporto della cir
conferenza al diametr:o, 1· il raggio deiia hase del cono ed l il 
suo lato. 

La seconda, per essere lo sviluppo della superficie convessa di 
un tronco eli cono retto a basi parallele una porzione di corona 
circolare avente per arco di ra ggio medio la semi-somma delle 
due cjrconferenze delle basi e per larghezza il lato del tronco di 
cono, chiamando 

1· i l raggio della base maggiore del tronco, 
r ' quello della base minore 
l il Jato, 

vien data da 

S=rr(r+r')l. 

La superfi cie di un tronco di cono retto a basi non parallele è 
anche un elemento il quale facilmente ed elementarmente si pu ò 
ottenere. Basta perciò osservare: che immaginando il tronco di 
cono AB D E (fig. 97) faciente parte del cono retto V AB, la sua 
J1ase E I D K è un ellisse; e che que::;t' ellisse si proiella nell 'ellisse 
FNGO sul piano della base ALJH'l. Ciò premesso, se si condu
cono 1lne generatri ci infinitamente vicine V m c V·m1, determinano 
esse sulla superficie convessa del tronco di cono la strettissima 
lista m m1 n1 n, la eui area si può di e rappresentata dal proclollo 

Ora, chiamando ex l'inclinazione delle generatrici del eono rello 
cui il tl'onco appae ti ene col piano della base, si ha 

m n' 
mn=-- · 

cos C( ' 

e qùindi l'espre:;;sione dell'area dell 'accennata strettissima lista si 
riduce a 

mm:xmn: 
cos cx 

~la il proùotto mml Xmn' esprime l'area mmin/n' pro~e ùi 
m m1 '111 n sul piano della base AL BM, cosicehè l'area di una stret
tissima lista di superficie eli tronco ùi cono rello a basi non 



190-

parall ele è egu<tle a Il ' area rlella sua pr·oiezione sulla base del cono, 
1livisa per il coseno dell'inclinazione delle generatrici ·alla base 
stessa. Quello che si è conchiuso per la lista qualunque mmt nt n 
è vet·o per tutte le liste analoghe componenti l'intim·a superficie 
convessa S del tronco di cono retto proposto, la quale per conse
guenza vale la differenza fra l'area del circolo A L U M e quell a 
deH'ellisse F N GO divisa per il coseno dell'accennata inclinazione. 
Segue da ciò che, essendo 

r il raggio CA della base circolare del tt·onco di cono retto , 
a il semi-asse maggiore dell'ellisse FNGO e 
b il suo semi-asse minore, 

~i ha 

S==rc(r2 - ab). 
cos 0: 

Per ottenet·e la superficie convessa S di un cono obliquo qua
lunque V A M N (fi,g. 98) si può nella pratica seguire il seguente 
metodo d'approssimazione. Dividasi la curva A MN, che limita la 
superficie conica da valularsi, in parti sufficientemente piccole da 
poter sostituire agli archi AAu A, A2, A2 A3, A3 A4 , ....... ed Au-1 A 
le corde conispondenti. Si tirino le genet·atrici VA , V Ap V A2, 

V A3, V A~, ....... e V A._,; e si considerino siccome altrettante 
facce piane le parti di superficie conica V A A t, V A t A2, V A2 A3 , 

V A3 A4, ....... e V Au-t A. Misurando le lunghezze di tutle le gene
ratl'ici condotte ai punti di divisione della curva AMN, non che 
le divet·se patti in cui questa curva Lt·ovasi divisa , è possibile 
costrurre l'uno dopo l'altro i triangoli V' A' A/, V' A/ A2', V' A/ A3', 

V'A 3' A4', ...... e V'A' u- lA" aventi rispettivamente per lati 

V'A'== VA , V'A/=VAt , A'A/=AAt 

V' A/=VAp V' A2'= VAg,, A/ A2'.=At A2 

V' A2'=VA2 , V' A
3

' __ V A
3

, A2' A/:=A2 A3 

V' A3'=VA3, V'A/ VA 4 , :\ 3' A/ A3A4 

' 

V'A' u-1-V Au-1, V'A" == V A, A'u-1 A"= Au-t A. 
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L'assieme di tutti qu esti trian goli dà la figura piana V1 A' A', A'~ 

A/ A4' .. . .... A',._, A" , e, essenùo essa lo sviluppo della data super
fici e conica, la sua area rappresenta la domandata superficie S, e 
questo con tanta maggior approssimazione quanto più grande è il 
numero delle parli in cui venne divisa la curva A l\'lN. Per trova1·e 
l'area dell'iudicata fi gura piana, ossia dello sviluppo, valgono le 
norme che vennero dale nel precedente capitolo, se pur non si 
preferisce di operare come segue. 

Dai punti A/ , A2' , A/, A4' , ....... eù A'' si abbassino delle per
pendicolari sulle direzioni delle direttrici V'A', V'A',, V' A'2, V' A'3, 

....... , e V' A'"-'' e si misurino le loro lunghezze. Evidentemente per 
t ntli i tri angoli compouenti lo sviluppo della data superficie co
nica si conosco no hasi ed altezze, per modo che, chiamando 

r, 1' 1, 1'2 , r3 , ....... ed ~'u-• le lunghezze delle generatl'ici V' A' 
V'A" -V' A' V'A ' V' A ' V'A' == 1\ ' J ' 2 ' 3 ' ••••" • C u - H 

p, p., p2, p3, . .. .... e Pu- 1 le perpendicolal'i A/ P, A.2'P1, A/P2~ 
A4' P 3, ..... .. ed A" P"_1 alle dette generatrici, 
si ha 

Le altezze p, p,, p 2, p3, ....... e Pu-l si possono anche dirella
mente ed in modo sufficientemente esatto misurare sulla superficie 
conica invece di misurarle sullo sviluppo, e di più è possibile fare 
in modo che esse risultino eli egual lunghezza. In questo caso 
avenrlosi p -=p,:=p2 · p3 == ... .... == Pu-H risulta 

Quando abbiasi da trovare, non la superficie convessa eli un 
cono, ma sibhene la superficie convessa eli un tronco di cono, o 
più generalmente eli una porzione eli cono qualunque Al\'lN Q RS 
compresa f1·a le due curve A l\'lN e QRS, si ottengano colle norme 
che or ora venne1·o date le du e superficie V Al\'lN e V Q H S, e si 
faccia quinùi la loro differenza. La trasformata della curva QH S 
sullo sviluppo si descrive assai facilmente misurando le retle 
VQ, VQ., VQ2, VQ3 , VQ4, ..... .. VQu- •, portandole rispettivamente 
. V'Q' ' ' 'Q" V'O ' V' O ' V' Q' V' Q ' V' Q' . l lB = , -..i , ~2 , 3 , 11 , ....... e u- H e traCCia O( 0 
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la linea delenniual.a llagli estremi di queste lunghezze. La figura 
piana A' M'N' A"Q"S'R'Q' r:apprescnta lo sviluppo della parte di 
sup~rfieie conica oompresa fra le due curve Al\'IN e Q HS, e quindi 
l'area di questa figura piana deve valere l'area domandala, e 
questo cou approssimazione tanto maggiore quanto più grande è 
il numero delle generatrici che vennero considerate nel far lo 
sviluppo. 

95. Superficie delle unghie coniche. - Considerando il caso 
dell'unghia FD AE (fig. 99) appartenente ad un cono retto V A n 
c da esso separata mediante il piano segante D FE, la sua su
perficie ·si può immaginare decomposta in tante strettissime liste. 
come m n n1 m l; tutte queste liste si possono riguardare come piane 
ed inclinate alla base del cono dell 'angolo o: che le generatrici 
fanno colla base stessa, e quindi, trovata l'at'ea della proiezione 
AD F' E dell ' un ghia sulla base del cono, si ottiene la domandala 
superficie dell'unghia dividendola per il coseno dell ' rmgolo o: . 

Quando il pia no segante D F E (fig. 1 00) è talmente disposto da 
tagliare le direzioni dei due lati V A c VB sotto il vertice V del 
cono, la figura D F E è una .porzione di ellisse per cui la proie
zione dell'un ghia si riduce al segmento eircolare D A E diminuito 
lld segmento ellittico l~F'D. Se il piano sega nle .è parallelo al lato 
B v del COllO, la sezione n F E è un segmento eli para ho la, e riesce 
facile il vedere come la sup erficie sulla quale si proietta l'unghia, 
sia il segmento circolare DA E diminuilo ll el segmento paraholico 
n F' E. Se lìnalmente il piano segante taglia una direttdce, come 
V A, so lto il ver·tice V e l'altt·a diametralmente opposta VB sul suo 
prolungah1enlo sopra il dello ver ti ce (fig. 99), la sezioue DFE è 
un segmento d'iperiHJ!e, e la proi eziou~; della superficie dell'unghia 
si riduce al segmento circolare D A E aumentalo o diminuito del 
segmento iperholico DF' E, secondo dw il dello piano taglia la di
rezione C V dell'a~sc del cono al di sopt·a o al di solto del ver
tice V. 

P et· ollenere la superficie di un ' unghia conica qualut1 que con
viene praticamente procedere come segue. Fare Io sviluppo del cono 
cui l'unghia appartiene, segnare sullo sv iluppo le Lt·asformale delle 
linee che contornano l'unghia e trovare l'area della figura piana 
compresa fr·a queste trasformate. 

94. Superficie sferiche. - La geometria elementare insegna a 
t rovare le superficie S della sfera, della calotta, della zona, del 
fuso e del triangolo sferico. 

1 • Essendo r il t'aggio di una sfera e rr il noto rapporto 
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della cit·conferenza ::1 l diametro, si ha che la sua superficie S è 
rln ta rla 

'2. Per una calotta appartenente ad nna sfera di raggio r ed 
avente la saetta m, si otti ene la superfi cie moltiplicando la cir
conferenza mass im;~ della sfera cni In calotta appartien r. per la 
saelta m, e quindi 

Se invece del raggio r della sfet·a cui la calotta appartiene si 
conosr.e la sua corda 2c, si osserva che la conia dell'arco gene
ratore della calotta , la quale costituisce J'ipotenusa ùi un tria ngolo 
rettangolo avente per cateti la semi- corda e la monta, è media 
proporzionale fra il diamelro intiero della sfera c la monta , per 
cui , avendosi 

la formol a che dà la superficie di una calotta sferica, quan do si 
co nosce hl sna cord ;1 2c e la sua monta m, diYenta 

5• Per una zona sferica di altezza a ed appartenente ad un a 
sfera di raggio r, si ha 

4" Pel fu so sferico limitato da due mezze circonferenze massime, 
cui piani fanno fra loro un angolo di n· e che appartiene ad 

nna sfera di raggio r, la superficie S vien rlata da 

e vien essa espressa da 

qn anùo r\ tla ta, non l'ampi ezza dell'a ngolo formalo dai due piani 
limitanti il fu:>o , ma sib bene l.a lunghezza l dell 'arco di circon-

f.'A Rl'E Ul FAIWR!CARE Grolilel l·irt prnfiw, ect:. - 1 ?i. 
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ferenza massima della sfera cui il fuso appartiene e mislll'anle il 
detto angolo. 

5" Pel triangolo sferico, ossia per la porzione di superficie 
sferica compresa fra tre archi di circolo massimo, la superficie 
vale tanti ottavi dell'iutiera superficie sferica, cui il triangolo ap
partiene, quanto sono sii angoli retti contenuti nell'eccesso sfe
rico ossia nella differenza ft·a la somma dei tre angoli del trian
golo (espressi prendendo per unità l'angolo retto) e due retti . 
Ségue da ciò che, essendo r il raggio della sfera ed AO, Bo e C• 
i Lre angoli del triangolo sferico dali col prendere il gr·ado per 
unità, la superficie S ammette il valore dato da . 

95. Superficie dell'unghia sferica. - Se immaginasi un tl'inn
golo CAB (fig. 101) isoscele sulla base AB, se col centro nel ver
tice C e con raggio eguale al Iato C A si suppone descritto l'arco 
A F 13, e se dal mezzo fuso sfer·i co V A F B coprente il settore cir
colare CAFB si suppone tolta la semi-calotta AEUF insistente 
al segmento UF A, la porzione di superfici e sferica V A E 13 che 
ancora rimane e che copt·e il trian golo C AB costituisce un'unghia 
sfericct. 

La superficie della descdtta un ghia sfer·ica assai facilmente si 
o tliene considerandola siccome la differenza fra la superficie del 
mezzo fuso V A F B e quella della mezza calotta A E B F. Segue 
da ciò che, ehiamando 

2 c la base AB del tl'iangolo isoseele eoperto dall'unghia ossia 
la eorda dell'unghia , 

a l'altezza D C dell' irrdicato tl'iaugolo ed 
S la superfìr:ie domandala, 

si ha : pet· valore tlel raggio C A della sfera cui l'unghia appar- ' 
tiene 

pr.r· vnlore della saetta F D · della semi-calolla A E R P 
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per· r.quazione det.erminalrice dell 'n ngolo A C D= C 

c 
tang·C== --

< a 

per espressiouc 1lella superficie del me7.zo fnso sferico V A F B 

c ( 2 2). !=IO" n a +c , 

p et· espt·essione della superficie della mezza calolta sfm·ica A E B F 

e finfllménle per valore della superficie S dell'unghia 

L'equazione (f ) serve a tt·ovare l'angolo C che si deve esprimerr 
prendendo il gt·ado per unità, e, una volta trovato quest'angolo, 
si passa a dedurre la superficie dell'unghia sferica applieando L1 
formola (2). 

96. Superficie degli ellissoidi. - Gli- ellissoidi che sovenli 
volte avviene di dovet· considerare nella pratica sono: quello di 
rivoluzione intorno al suo asse minore, detto ellissoide schiacciato; 
e quello di rivoluzione intorno all'asse maggiore, chiamalo ellissoide 
allungato. Qualche volta si presenta anche il caso di dover con
siderare l' ellisso1:de a tre assi. 

1 • Per trovare la superficie del mezzo ellissoide schiacciato 
generalo dal quarto dì ellisse AB ({tg. 102) rotante intorno al 
suo semi-asse minore CB, assumasi per ol'igine di coordinate il 
centro C dell 'ellisse cui appartiene la curva generatrice, l'asse delle 
ascisse nella direzione C x dell'asse maggiore e l'asse delle ordi
nate nella direzione Cy dell'asse minore della stessa ellisse. 

Considerando un punw qualunque l\1 della curva AB, si può 
dire che questo punto è I'inlersezione delle due rette NP e Ql\1, 
la prima pet·pendicolare e l'altra parallela all'asse delle ascisse, 
co ndolle per punti N e Q in cui una stessa · rella C N interseca 
le due circonferenze descritte col centro in C ed aventi i loro 
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ra(gi rispettivamente eguali a C A e ·c B. Segue da ciò che chia
mando 

c il semi-asse maggiore C A, 
m il semi-asse minore CB, 
"f l'angolo yCN, 
S la superficie cen:ata, 
x ed y le due coordinate CP e P M del punto l\1 
cl s un arco elementare M M', 

si ha : eh e il differenziale d S della superGcie generata dali" ar
chetto iufinitesirn o M M'. mentre il quadrante ellittico AB fa un ' 
intiera rivoluzione, vien dato da 

dS=2 ·rrxds ; 

e che, co n1 c si è trovato ;d uumero 39 pnrlanùo del fu so cilin
drico a monta depressa con direttrice ellittica, 

y=mcos<p, 

dy=- m sen<pd"f, 

Ponend o nell'espressione di dS il valore di :c e quello di ds, met
tendo 1 - cos2 cp invece di sen2 <p e portando fuori del radicale la 
semi-cot·da c, si ottiene 

e, facendo 

(1), 

risulta 

ls _Gl ~ d v1 -e2 2 t _ ::,rrc escn<p <p -r+ cos 'P· 
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Questo valore del differenziale dell 'area d'un ellissoide schiae;. 
ci aLo differisce dal valore del differenziale dell 'area del fuso cilin
drico a monta depressa con direttrice ellittica, dalo dalla formula 
(II) del numero 89, nel solo coefficiente cost;;mte il quale è 2 ncz 
in vece di a c. Segue da ciò che le formole detenninatricì della 
superficie S di un mezzo elliss_oide schìacciato saranno quelle stesse 
trova te nel citato numero per il fuso eilindrico a monta depressa 
con direttrice ellittica quando in esse si cangi a c in '2 1! c\ e che 
per· conseguenza si avrà 

S- 2 ( 1 ·l -e2

1l+e ) 
-TI C + Gl 1 ;t,C · - e (~) , 

(3) , 

Tenemlo conto solamente dei due primi termin i della serie rap~ 
presentante il valore ùi S e ponendo per e2 il suo valore llato 
dall 'equazione ( 1 ), si ottiene 

la quale evidentemente conduce ad qna superficie maggiore della 
vera, e che dà risultati i quali tanto più si allontanano dal vero 
quanto più la monta del fuso è piccola. 

Per ottenere una formola la quale, con un 'approssimazione suf
ficiente nelle ordinarie circostanze della pratica, serva a calcolare 
la superficie del mezzo ellissoide schia,cciato, è necessario tener couto 
di almeno tre termini del fattore svolto in serie nell'equazione (4), 
e così facendo si ottiene la formola 

(5) . 
' ' 

la quale dà per l'ellissoide schiacciato il grado d'approssimazione 
somministrato dalla formola (7) dd o:umero 89 quando vien que
sta impiegata al calcolo della superficie del fuso cilindrico ellittico. 
a monta depressa. 
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Soventi volte nella pratica, invece di ·adotlar·e le formule (2), 
(5) e (4) od anche la (5) nel calcolo della superficie del mezzo 
ellissoide schiacciato, si impiega la semplicissima forrnola empirica 

(6). 

Questa formola dà risultati un po' minori del vero pei semi-ellis
soidi molto schiacciati, e dà risultati assai prossimi al vero pei 
semi-ellissoidi il cui semi-asse minore è poco diverso dal semi
asse maggiore. 

2° La superficie del mezzo ellissoide allungato gener·ato dal 
quarto di ellisse AB (fig. '105) rotante intorno al suo semi-asse 
maggiore CB, si ottiene ragionando come si è fatto per avere la 
superficie del mezzo ellissoide schiacciato. Assnmasi per origine di 
coordinate il centro C, l'asse delle ascisse nella direzione del 
semi-asse minore CA e l'asse delle ordinate nella direzione del 
semi-asse maggiore CB, e si consideri un punto qualunqu~ l\'1 
della cm·va AB siccome intersezione delle due rette Q P ed N n 
la prima perpendicolare e l'altra parallela al semi-asse maggiore 
CB, condotte pei due punti Q ed N in cui una stessa rella C Q 
interseca le due circonferenze descritte col centro in . C ed aventi 

loro raggi rispettivamente eguali a CH ed a CA . . 
Essendo 
c il semi-asse minore C A, 
m il semi-asse maggiore CB, 
cp l'angolo y C Q, 

e ritenendo le denominazioni già stabilite per quanto si riferisce 
alla superficie domandata, alle coordinale del punto qnalunque 1\ii 
al differ·enziale dell'arco M.lU' cd alla superficie infinitesima gene
rata dall'arco elementare MM:' nell'intiera rivoluzione del quarto 
di ellisse A .B allorno al suo semi-asse CB, si ha, come per l'e'P 
lissoide schiacciato, 

dS=:2n xds, 

x=:csen cp, 

y=:mcoscp, 

d x =:ccos cp d cp, 
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d y= -m sen <p d rp, 

e quindi, ponendo nell'espressione di cl S il val o t'e di x e {ptello 
di ds, mettendo 1 - cos2 1'f invece di sen2 1'f e portando fuori del 
ra dicale la semi-corda c, si ottiene 

Quest'espressione di d S, ponendo 

(7), 

diventa 

e differisce dal diffet·enziale dell'area di nn fuso cilindrico a mon ta 
rialzata con direttrice ellittica, dato dalla formola (III) del numero 
89, nel solo coefficiente costante, il qual e è 2 rrc2 invece di a c. 
Segue da ciò che assai facilmente si possono dedurre le formole 
le quali servono al calcolo della superficie del mezzo ellissoide 
allungato dalle formole (9) e (10) del citato numero 89, relative 
al fuso cilindrico a monta rialzata con direttrice ellittica, ponendo 
in esse 2 rrc2 invece di a c; e quindi risulta 

[ 
'1 + c2 

S=: rrc2 _'1+ -
0

- arc (tang ==<) J (8), 

(9). 

Quando <2 è una frazione, ossia quando 
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ossia ancora quando 

conviene generalmente adottare la formola (9) con pochi termm1 
del fattore svolto in serie. Prendendo rlue soli termini di questo 
fattore e ponendo per c2 il suo valore dato dalla (7) sì ottiene la 
fotrnola 

(10), 

la quale, essendo negativo il primo te1·mine traseurato nell'indicato 
faltore svolto in serie, deve condurre a risultati maggiori del 
vero. 

La formo la ('l 0), sia tJer essere solamente applicabile ai pochi 

casi in cui rn <c y2-sia per dare una grossolana approssinÌazione 

pet' poco che m difl'crisca da c, non si può ritenere siccome for
mola utile da impiegarsi nella pratica, e, per oLlenere una formola 
d'approssimazione atta a ealcolare la superficie del mezzo ellissoide 
allungato in tutti i casi della pt·atica, si parla dalla già trovata 
equazione 

la quale esprime il differenziale dell'area del detto ellissoide e si 
m2 , 

Porti fuori del radicale il fattore ---,. Cosi facendo si ottiene 
c-

che, ponendo 

si riduce a 

(11), 
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Questo valore d1 ùS dill'erìsee da Ltuello dato dalla for mula (IV) 
Jel numero 89 solamente per un eotllciente costante, cioè la lun
ghezza a del fuso è surrogata dalla lunghezza 2 n c della circo n· 
fet·enza del circolo coperto dal mezzo ellissoide. Segue da ciò che 
dalla formola ('15) del citalo numero, col solo cangiamento 1li a 
m 2 rr c, riesce facile il dedurre la formol a 

la quale serve al calcolo della superficie del mezzo ellissoide al
lungato. 

L'ultima equazione riesce utilissima nella pratiea e dà sempre 
risultati un po' minori del vero, ma tanto più prossimi alla ve
rità quanto più gnmde 'è il numero dei termini tli cui si tleu 
conto nel fattore svolto in serie. Tenendo soltanto conto dei due 
primi termini e ponen.clo, p e•· 11 2 il suo valore dalo dalla (H ) ri
sulla la semplicissima formola pratica 

('l 3)' 

la · quale, essendo negativi tuUi i termini trascurati nella serie che 
trovasi nel s-econdo membro della (12), conduce necessariamente 
a risultati un po' maggiori del vero con quel grado di approssi
mazione che somministra la formola ( 14) del numero 89 nel cal
colo della superficie del fuso · ~ilindrico ellittico a monta rialzata . 

Nella pratica, invece di adottare le formole (3), (9), ( f 2) e ( 15) 
1~alcolo della superficie dei semi-ellissoidi all11ngati, ben eli fre
quente si impiega la formola empirica 

- 9 ] S:= 27tc !_m- ~(m- c) (14), 

la quale dà risultati assai prossimi al vero pei semi-ellissoidi non 
molto allungati. 

5• La superficie del mezzo ellissoide a tre assi si ottiene pa'r
tendo dal differenziale d S dell'area di una super·ficie curva qua
lunque, il qnal:e, come si sa €lal calcol? differenziale, per una 
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superficie curva riferita a tr·e assi coordinati ortogonali delle x, 
delle y e delle z vien dalo da 

Ora, essendo 

l'equazione dell'ellissoide di semi-as~i a, b ed m diretti rispettiva
mente secondo gli assi delle .r.:, delle y e delle z , e quindi risul
tando 

l l . . l' d z d z t . l i e ( envate parz1a 1 - e - - ammel ono 1 va or 
dx dy 

d z m~ x 
d x - - a2 z 

dz m2y 
dy - - b2 z ' 

per cui il valore di d S si riduce a 

Eliminando da quest'equazione il valore di z2
• mediante l'equazione 

(·15), il valore di d S diventa 

e la superficie S del mezzo ellissoide vien rappresent~ta tla 
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allorquan do i limiti delle due integrazioni s'intendauo determinati 
dalla sua traccia sul pi ano delle x y, ossia dal contomo tl ell 'el
lisse, la cui equazione è 

('16). 

Per atTivare ad eseguire la duplice integra zione che trovasi nel 
va lore di S, suppongasi per fissare le idee 

e di più si facci a 

(17) . 

Evidentemente si ha 

valori di d x e di d y riescono 

ed il valore di S diventa 

Ponendo ora 

(18), 

. ' 
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il valore di S si riduce semplicemente a 

(19), 

dove i l valore dì ~ è determinato dalla (Hl), ossia ancora da ll'e
quazione 

(20), 

e dove limiti delle nuove intersezioui sono dati dall'equazione 

(2'1 ), 

._(, !l 
la quale risulta dalla ( 16) faceudo in e~sa a,== c cd b =='l; . 

Considerando ora le nuove variabili <, ·'l c ~ siccome le eoor
rlinate orto gonali di un'altra superficie rappresentata dall'equazione 

(2 O), JP d ' d " si può l' iguardare siccome l'espressione analitka 

di un volume limitato dal piano delle c. "li , dalla superticie cilin
drica (21) e dalla superficie (20) di ordinata ~- L'intersezionc di 
quest'ultima superficie con un piano parallelo a quello delle c "l'J è 
la curva rappresentata dal complesso dell'equazione (20) coll'e
quazione 

esseudo C quella. costante che determina a qual distanza dall'o
rigine delle coordinate passa il piano segante; e J' equazione della 
}H'oiezione della stessa intet·sezionc sul piano delle c. n è 

Quest'equazione evidentemente rappresenta un 'ellisse i cui semi 
assi U e V, rispettivamente paralleli agli assi coordinati dalle < e 

• delle n, sono espressi da 
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per modo che quando il piano segante, sempre parallelo al piano 
flelle 01, passa alla distanza qualunque l; dall'origine, i due semi
assi u e v flell 'ellisse inte1·sezione verranno dati dalle formole 

~2 -.f. V
--

v == ~2 --~2' 

Questi semi-assi divengono eguali fr·a di loro ed all'unità per 
r=co' diventano nulli per '==1, e quindi la superficie rappre
sentata dall'equazione (20) ta glia l'asse delle l; nel punto A (fig. 104) 
posto a distanza n A == 1 dall 'o ri gine dell e coordinale c si innalza 
in modo da rendersi assintotica alla superficie cilindrica n C E D 
avente per direlll'ice la circonferenza di circolo rappresentata dal
l'equazione (21) e le sue generatrici parallele all'asse n'· 

Così essendo, si può misurare il volume espresso da I I' d € ù ·r, 

pren,lendo per elemento di esso la differenza infinitesima fra i 
volumi dei due cilindri retti le cui altezze sono 

r le cui basi sono le ellissi di semi-assi 

Ob=u , Oc=v, 

Oc'==v+d v. 

Le superficie di queste ellissi, trascurando gli infinitesimi di se
cona o ordine, vengono rispettivamente espresse da 

7tttV, 

l'elemento di volume vale 

ttl; duv; 
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il volume total e t·appresentato da J J ç cl " 1h fr a i limiti risultanti 

cla11' equazio,ne (21. ) si può esprimere con 

preso fra i limiti ~ = 1. e ~ == eo; e così, mediante un ingegnoso 

,; p;ego dovo t o al s;gnor Calala n, n."tegra le d opp;o f Jt d ' d n tro-

vasi trasformato nell'equivalente integt·ale semplice rr Jçduv. 
Chiamando V l'ultimo integrale, l'integrazione per p:wti facil

mente conduce ad ottenere l'equazione 

v f ;=~ttv- uv d ( , 

la qual e, per i tt·ovati valori eli u e di v in fun zione di ~ . si ri 
rlllce a 

Se ora si osserva che s non può essere minot·e di 1. e pet· con
seguenza non minore di o:, è lecito il porre 

d' onrle 

e 

v . 
e quindi il valore di - vten dato da 

7! 

(22) , 
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v 

M.a identicamente si ha 

per cui , d-ividendo per sen2 cp V c-: 2 _:_ ~2 sen2 cp, risnlla 

1 -~2 

l ' l ' l d'v ' 'l e n t1mo va ore · 1 - s1 ra uce a 
77: 

v 

V o:2- .82sen2cp 

sen2 rp 

Trattando l'ultimo integrale col metodo dell 'integrazione per pm·li , 
si trova che esso vale 

v 
cosìcrhè il valore di -- può essere ridotto a 

77: 



-203-

v 

o più semplicemente, mettendo 1 - se n' <p invece di cos2 rp nell'ul 
timo integ1·ale e riducendo i due integrali , a 

~= sen cp (a2 + p2 cos2 cp- 'l ) _ f(1 -::p2se n2 cp)d 'f . 

rr cos rp JI a 2- p2 sen2 cp • J/ a 2 -Wsen"r:p 

Avendosi ora per identità 

") l l" v ' h . 1 va ore c 1 - puo an c e essere scntto 
7r ' 

v 

o fìn almen Le 

v 

+ sen cp(a2 + Wcos2 rp -1) 

cos IJI y' a 2
- ~2 sen2 <p 

l '-
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Inlanlo, essendo t cd oo i limiti di ~ . quelli di sen rp in Yirlù 
dell'equazione (22) devono essere o: e O, e ponendo 

(V23), 

quelli di <p devono essere (J. e O. Ora, nell'ultimo valore di y_ la 
T. 

parte libera dal segno J· fra i limiti sen <p= x c se n q>== O, assume 

il valore 

per modo che il valore di V, rappresentante tr J~ ù uv fm i li-

miti ~ = 1 e . ~ == 00 o ancot•a J r~ d e d li fra 

dall'equazione (2 t ), vien espresso da 

limiti risultanti 

Ma, come risulta dall'equazione ( 19), quest'espressione moltiplicata 
p et· ab dà la superficie S del mezzo ellissoide p et· cui, invertendo 
l' online dei limiti nei due integrali ed osservando che per Te re
lazioni ( 1 7) 

si trova 

(V24). 

- a ' 1:J ! ) 2 d + -- (1- 1 sen rp rp 
1 2J w=p. p2 _: 

a a 
1'= 0 

l' hTE D l FAB BRICA RE. Geometria pratica, ecc. - 14. 



I due integt·ali contenuti nel trovato valore di S , 1 quali si 
riducono a 

quando si faccia 
8 -=c, 
!X 

sono tali da non polersi effettùare che per. approssimazione, svi-
• 

luppando in serie eollinomio rli NeMon le espressioni (i - c• sen 2 <p) • 
l 

ed (i - c• se n• <p). • Legendre però, ponendo eguale al seno di un 
angolo e la frazione rlippresentante il co-efficiente di sen• <p , i1a 
calcolali e racéo1ti in 1tavole qu'esti integrali dhiamati ·ispeltiva~ 
mente {tmzioni o trascendenti ellittiche di prima e seconda specie. 

Come già sì notò al numero 4J parlartdo dello svilnppo dell a 
semi-ellisse, dove avveime di considerare l'integrale dell' espressionè 

l 

(1-c' sen'rp)' d <p, queste tavole contengono i valori dei citali inte
grnli conispondenli a lutti quel'li di 'P e tli O variabili di grado in 
grado da zero a novanta, è di necessità sono esse a doppia ,én
·trata come quella di Pitlagora. La prima loro colonna contiene i 
di,·ersi valori tlell 'angolo 'P chiamalo ampiezza; le altre, nel numero 
che permette il rorrnalo della carta, sono 9ccupate dai valor.i cor
rispondenti del primo e del ~ecomlb integ\·ale . pei · 1liversi valori 
del modttlo e. Le colonne poste a destra di quella contenente le 
ampiezze <p, secondo che lratlasi del primo o del secondo ìnte-· 
graie, sono intestate E (0.) , E ( 1 "), E (2.), ....... , E (90•) oppure F (0"), 
F (i ·), F (2.), ....... , F (90.), e queste indicazioni signifìc'ano che 

• l . 

nelle espressioni ('l- c"sen'rp)2 d <p od (1-c'sen'<p) ' .d <p ilmo.dulo 
e, di cui c è il seno, si suppone corrispondere suc~essivamente a 
o·, 1 ·, 2", .. : .... , 90". Per· tal moi~o volendo, per esempio, il valore ' 
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dij(1-c!sen2 rp) ~d rp corrispondente a gra4i 20 di ampiezza rp ed 

a gra·di .,5i4 di modulo e, si .cercherà l'ampiezza nella prima co
lonna, il m<?dulo 'nel tp\'Ìmo rigo superiore, e, seguendo coll'occhio 
le linee dirette secondo la larghezza c r altezza de1la tavola che 
passerebbero pei rispettivi luoghi dei numeri cercati, si troverà 
nell'incontro -cl·i esse il ·t·ichie-sto valore delfu.ltimo jndicato inte
grale. 

'Per hen far apprendere l'uso delle indicate tavole, trascrivo ,~ui 

appresso una ·piccola parte di quella che dà ·i valori de:ll'int.egrale 
1 

dell'espressione (1-c2 sen2 cp) " d cp, e mi propongo di trovare que
st'integrale per cp := t7o 29' e ·per c:= 0,064242 Cll-l corrisponde 
8:=5° 41 '. 

f l ' E(0°) l E(4°) l E(2°) l E(3") 
l 

E(<lo) 

o o o.ooooo ooooo Jo.ooooo ooooo \o.ooooo ooooo o.ooooo ooooo 0,00000 00000 
1 0,017<15 32925 0,01745 32\l22 0,01745 3291<1 0,0'1745 32901 0,0'1745 32882 
2 0,03490 .65850 0,03.490 65829 10,03490 65764 0,03490 65650 0,03490 65505 
3 o.o5235 '98776 o,05235 987Q3 o.o523r. ~s11 g4 o,o5235 9812:1 0,05235 97512 
q 0,06981 31701 0,06981 31528 0,069S1 31010 0,06981 30199 0,06981 28904 : 
5 0,98726 ' 64 626 0,08726 64290 10,08726 63278 0,08726 61547 0,08726 59244 

6 O, 10471 97551 0,'10471 969l0 0,10471 95224 O, 10471 92320 0,10471 88258 
7 0,12217 30476 0,!2217 29554 0,12217 26784. 0,12217 22176 0,12217 15731 
8 0,13962 63402 0,13962 62026 0,1 3962 57896 O, t 3962 5·1 023 0,13962 41411 
9 0,15707 96327 0,15707 ~14369 0,15707 88497 0,15707 78720 0,15707 6504 8 

10 0,17 453 29252 0,17453 26569 0,17453 1R52510; !745?> 05129 O, 17452 86395 

11 0,19198 62177 JO.t91u 8 58611 0,1919R 41917 0,19198 50110 0, 19198 05208 
12 0,2094~ Y51 02 0,2094 3 00479 0.2094:. 76615 0,20943 535'28 0,20943 21244 
13 0,22689 28Q:1R ,0,22689 22158 0,22685 0455~ 0,'22688 75250 0,22688 34266 
14 0,2H34 60953 :o,244 34 53635 0,24434 81688 0,24433 95043 0,24433 440?.9 
15 0,26179 93878 i0;26179 84893 0,26179 57948 0,26179 13078 0,26178 50333 

IG 10.'2ì925 26803 0,'2792 5 t5919 0,27924 28987 0,27924 28927 0,27923 52920 l 
17 0 ,296~0 39728 0,29670 46700 0,29070 07631 0,29669 42565 0,2966S 51!579 1 
lf! 0,31415 92654 0,3 1415 77221 0,3LI15 30943 0,31414 53870 0.31413 46094' 
19 0,?,3161 2!1579 0,33161 07469 0,33160 53164 0,33159 62723 0,33158 36253 11 

1:10 0,3490G 58504 0,34906 37432 0,34905 74244 0,3490-1 69007 0,34905 '2!847 1 

Cercando nella prima colonna l'angolo 17° e nel rigo sup.eriore 
l'indicazione E (5°), si trova che il valore corrispondente dell'in · 
legral e è 
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E'== O, 2966942565. 

Per tenet' conto dei 29' contenuti nell'ampiezza <p si osserva che 
la variazione fra il valore dell 'E (5°) corrispondente a i 8° ed il 
valore del E (5°) conispondeute a i 7o è 

0,3141453870-o, 296694~565 == 0,017 4511305, 

c che quindi in proporzione la variazione à da, farsi sul valot·c 
di E' per avere il valot·e E (5o) corrispondente al 17° 29' appros
simativamente vien data da 

29' 
~ == 60' 0,07 4511305 == 0,00843471293. 

Analogamente si tien conto ùei 4i ' contenuti nel modulo e, osser
vando che la variazione fra il valore di E (5°) ed E ( 4°) corri
spondenti all'ampiezza t 7", la qual variazione si ottiene togliendo 
il valore di E' dal numero scriltogli ;:t destra nel medesimo rigo, è 

o' 29668515 79-o' 2966942565 ==-o' 0000090986 J 

e che quindi la variazione ~' corrispondente a 41' vale in pro
porzione 

~l==- :b: o' 0000090986 ==- o' 00000621 736. 

Le due correzioni ~ e ~, riunite ne fanno una data da 

o .. 0084347·1293-0,00000621736:=0,0084284·956, 

la quale, aggiunta al valore di E', dà il seguente valore E del- . 
1 

l'integrale dell 'espressione (1-c2 sen2 cpf' d cp per rp:= 17°29' e per 
c:= 0,064242 · 

E== 0, 2966942565 + 0, 0084284956 == 0, 3051227521. 

L'esposto metodo p et' oltenet·e l' integrale dell'espressione\ 
' 

(1 - c!sen' rp)' ùrp per dali valori di cp e di c, semplicissimo quando 
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l'ampiezza ed il modulo risultano alfetti anche da minuti , conduce 
a risultati i quali non sono generalmente esatti oltre le prime 
cinque cifre decimali. Quest'approsimazione però è più che suffi
ciente in ~ulli i problemi di geometria pratica, per cui mi credo 
autorizzalo a non far parola di altro metodo più esatto sugge
rito dallo stesso Legendre al numero 211 del tomo III della sua 
opera sugli esercizii di calcolo integrale. 

La tavola che dà i valori · dell'integrale dell 'espressione 
1 

( 1 - c• se n• rp) • d rp pc t· diversi valori t! i rp e di c è precisamente 
disposta come quella che serve a trovare i vaJori dell 'integrale 

l 

dell 'espressione ('l-c2 sen 'cp)2 d rp, nè vi ha diversità nel modo eli 
servirsi di questa tavola. 

Riepilogando quanto si è dello sul calcolo della superficie di 
un semi-ellissoide a tre assi, di cui si conoscono i tre semi-assi 
principali a, b ed m, parrni polersi conchiudere : { o doversi cal
colare le quan_lità a e ~ mediante le equazioni (17) ; 2° essere 
necessat·io tt·ovare l'angolo fl· colla formola (25); 3° doversi otte-

. B 
nere ,l'angolo 9 ponendo sen9= c=='-; 4 servire le tavole di 

et. 

Legendre al calcolo dei due integrali 

aventi per ampiezza l'angolo p. e per modulo l'an golo e; e final
mente doversi sostituit·e nella formola (24) i valori dati di a , b 
ed m, il valore ·uolo di 1r ed i valori calcolati di a e degli accennati 
integrali per ottenere la domandala superfìcie ·s del semi-ellissoide. 

J/ esposto metodo per lrovar·e la superficie del mezzo ellissoide o 
tre assi è difficile e lungo, per cui grandemente c'è da dubitare se i 
pratici vorranno adattarsi ad applicarlo. Per qnes lo motivo, deno 
tando sempre con a e b i due semi-assi principali dell'ellisse che 
set've di base all'ellissoide, con m il tel'zo semi-asse pt·ineipale, e 
chiamando L lo sviluppo dell 'indicata ellisse, nel caso in cui 
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a+b....__ 
--/rn 

2 

si può empiricamente calcolare la superficie S colla forrnola 

e nel caso in cui 

. [ 2(a+b )] S=L rn+5 -r -m _ 

a+b 
--<rn 2 

st può invece adottare la formola 

[ 2( ct+ b) ] S=L rn-7 m-~ 

(<:25), 

(26). 

Queste formole (25) e (26) si riducono rispettivamente alle . 
formole empiriche (6) e (14) convenienti per gli ellissoidi schìac
ciati ed allungati nel caso in cui b =a ; danno risultati non molto . 
lontani dai veri quando i tre sen1i-assi a, b ed m sono poco flif- ·. 
ferenti tra loro ; ed invece non possono condurre che a risultati · 
eli grossolana approssimazione quando i detti tre semi-assi note
volmente differiscono. 

9 7. Regola di Guidino per ottenere le superficie di rivolu
zione. - L'enunciato di questa regola è il seguente: la super
ficie generata dalla rotazione di un arco di curva piana intorno 
ad un asse fisso, contenuto nel piano e posto da una sol _parte-cii 
essa, ha per misura il prodotlo della lunghezza dell'arco genera
tore per la lunghezza dell 'arco descritto dal suo centro di gravità. • 

Per dimostrare la verità dell 'enunciata regola si consideri una 
curva piana qualunque A lH B (fig. 1 O 5) rotahtc allo m o all 'asse Y Y' 
contenuto nel suo piano, c si chiamino 
' L la lunghezza~ll'a rco generatore AMB, \ 

x. la distanza P G del centro di gravità di quest'arco dell'asse 
di rotazione Y Y', 

l la lunghezza di una parte infinitesima qualunque MM' del
l'arco generatore ed 
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x la distanza O N d~! punto di mezzo. di questa parte infinite
si ma dell'asse YY'. 

Supponen,do cpe l t~ linea A MB si riduca ad una linea mate\·iale 
di ~.irrwnsj oni infinitamente piccole n~ l !a, sua s~zioJ;J.~ trasversal ~, 
il mqmento t! el sup, pesç~ totale risp~tto al p\ano proi.ettato in Y Y' 
d e ve essere eguale alia somma dei mp.meçti di tutti i pesi elemen
tari degli archetti infinitesimi, analoghi ad MM', rispetto allo stesso 
piauo; cosicchè si h& l' ~quazione 

dove il simbolo S rappresenta una somma estesa a tutti i pro
dotti degli archetti infìnitesimi analoghi .ad MM' per le distanze dei 
loro centri dall'asse Y Y'. - Molt.iplicando ora ' la stabilita equa
zione per 2 n e scrivendo per primo il secondo membro, si ottiene 

Per ~ . sere 2 71 x la circonferen~a di raggio N Q=cç, 2 n x.l l? 
superficie çonvessa generala dall '~rco injìnitesimo M M' (super~ci~ 
eh ~ si può considerare siccome quella di qn tronco di cono ret to 
di altezza pure infìnitesima, giacchè il detto ~reo si confo11qe colla 
sua corda) e ~ 2 n x . l la somma delle <~.ree elenwutari geqerate 
da tutti gli archi iufiuitesimi analoghi ad l\'! 1\'f, in cui s'intende 
scomposta l'intiera curva J\MB, il prip.1p IJlembro dell 'uhima equ~
zione esprime l~ superficie di rivoluzione generata d t~Jl'pr indicaH 
curva. Il secondo n1~mbro 11Pi è il prodotto d~Ha lunghezz\1 L 
dell'arco generatpre per la cirepnfere l fa 2 n x1 descritta d~ l ~ ti O 

eentro di gravità, e quindi ndl'ultfma equazione trovasi contenuto 
l'em~q piato !lell!l regA!r di G!ll,9ino. 

Que~ta regola, mm solp è vera quando lq curva g~ner~tricc 

d~scrive un iiHiero giro attoq p all'asse YY', ma anc~e quando 
descrive una parte di giro; e 1}1..\esto ris~1\Lfl !Id evidenza da ç; p 
che si ha senwre !l q' ~guagli~qza, quanar nell' ultjm& ~quazipqe 
si dividanp le lunghezze d ~ll~ due circqnf~renze 2nx e 2nx1 per 
upo st~sso numerp. 

U11a sqperficie la qqale a~S<IÌ faei}meqte ~uò esser.e .calcqlat'l
app1ic~pdo la regola di QuJ4jno, ~ quellr dell 'aq,elJo generato dall fJ. 
rivplqzion/') P,i uq i} mezza çirçonf~reqzij qj .~reo cireolare, di 
uu r rpez~a - tWs;;e Il fii urm rq~~~a onle rptr,qt~ ~H rp,o ~d » 
~s~e p Y P,on ~enll~o nel pian q 4~Ha .curvr gcnerrtrice e pe1·pen-
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dicolarc alla direzione O AB (fig. 1 06) della sua corda. Eviden
temente in questo caso il centro di gravità della curva generatrice 
A CB trovasi sulla saetta CD e quindi la lunghezza dell 'arco de
scrillo dal dello centro nell'in ti era rivoluzione della curva A CB 
attorno all 'asse O Y non è allro che la lunghezza della circonfe-

d. · OD OA + OB s d · · l l d l t renza 1 raggw == 
2 

egue . a cro c 1e a omam a a 

superficie vien data dalla lunghezza dell'arco A CB, facile ad olle
nersi colle norme che vennero date ai numeri 25, 24, 50, 41 e 42, 
moltiplicata per la lunghezza della circonferenza di raggio O D. 

Un'altra superficie, che anche facilmente si può ollenere appli 
cando la regola di Guidino, è quella generata dalla rotazione di 
un quarto di ovale attomo ad uu suo semi-asse. Così, supponendo 
che vogliasi trovare la superficie generata dal quarto di ovale 
AB (fig. i 07) costituilo dai q uallro archi circolari A F, F E, ED 
e DB e rotante attorno al suo semi·asse CB, s'incomincierà col 
determinare i centri di gravità g', g" e g"' dei primi tre archi, 
non che le loro distanze m' g', m" g" ed m"' g" ' dalla retta CB, 
e quindi si dirà che la superficie richiesta vien data dalla su
perficie della calotta sferica generala dall'areo BD, aumentala dei 
trr. prodotti AFX2 ?T.m' g', EFX2TI.m" g" e DEX2rr.m'"g''' . 
La dete1·minazione di cenlri di gravità g', g" e g"' assai facil
mente si fa quando si osservi che trovansi essi rispettivamente 
sulle bisettrici degli élngoli A0 1 F, F02 E ed EO,D, e che, per 
quanto risulta dallo studio della meccanica razio11ale, le loro 
distan ze dai centri OH O, ed O, sono allreltanle quarte propor
zionali dopo gli archi, le corde ed i raggi corrispondenti. 

98. Metodo approssimato per la valutazione di una superficie 
di rivoluzione. - Allorquando devesi valutare la superficie di 
rivoluzione generata da una curva AB (fig. 1 08) rotante intorno 
ad un asse Y Y' contenuto ne l suo piano, e per la quale riesce 
impossibile, tanto l'applicazione della regola di Guidino, nel modo ' 
facile indicato nel precedente numero, quanto i procedimenti 
derivanti dall'applicazione del calcolo integrale alla quadralura 
della superficie di questo genere, si può procedere approssima
tivamente come segue: si segnino sulla curva AB diversi punti 
C, D, E, ....... talmente vicini che gli archi fra essi intercetti 
ben poco differiscano dalle loro corde; e si assuma la somma 
delle superficie generale dalla rotazione di queste corde attorno 
all 'asse YY', siccome rappresentante la superficie domandala. 
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Qu este superfi cie generale dalle corde sono poi facilissime ad ol
tenet·si , giacchè sono esse le superficie convesse dei ·tronchi di 
coni retti a basi parallele le cui circ·:mferenze medie hamiò per· 
raggi le rette FF', GG', H H', ........ condotte dai mezzi F, G, H, 
.... .. . delle corde perpendi colar·mente all 'asse di rotazione, ed i 
cui lati sono rispettivamente le corde stesse A C, C D, bE, ... .. .. 

Nel caso di una curva genet·atri ce la quale sia concava verso 
l'asse di rotazione, l'indicato pt·oceòimento per la valutazione ap
prossimala di una superfi cie di rivolu ziou e conduce evidentemente 
a trovare un valore un po ' minore del vero; e l' errore in cui 
necessat·iamente s' incone lauto più è piccolo quanto l1iù si 
prendouo vi cini i punti A, C, D, E, .... .. . 

Un altro metodo consiste: nel prendersi anco ra sull 'arco gene
ratore AB i punti A, C, D, E, ....... non molto distanti , affinchè 
agli archi fra essi intercetti ~i possan o sostituire le corde coni
spandenti , nel tirare le corde A C, CD, DE, .. .. ... ; nel dividerl e per 
mezzo nei pmiti F, G, H, .... .. ; nel cercare il centro di gravità 
del perim etro A C D E ...... . B; nel misurare la di stanza di questo 
centro di gra\ità . dall"assc di rotazione YY' ; nel procurarsi lo 
sviluppo dell 'arco A ll ass um end olo come eguale al . .<I etto perimetro, 
oppure applicando le reg(lle dJe vennero date nel numero 21 ; e 
finalm ente nel moltiplicare questo sviluppo per la circonferenza 
avente per raggio la di stan za dell 'accenn ato centro di grav ità 
dall 'asse di rotazione. - Per determinare la posizione del centro 
di gravità del perimetro che si sosti tuisce all'arco gene ra tor~ AB, 
si unisca F con G e si divida la retta F G in parli inversamente 
proporzionali ai lati A C e C D ponend o 

_ CDXFG 
Fg = AC+CD' 

e si ottiene così il punto g centro di gravità della parte di perimetro 
A C D. Fallo qu es l o, si un isca g co u J-1 , e si divida g H in parli 
inversamente proporziouali all e lunghezze A C+ C D e D E ponendo 

t- ìlE x gH gg _ _ - _, 
AC + CD+D E 

e, cos1 facendo, :;i determin a il centro di gravità g' della parte 
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ùi perimetro A C D E. Unendo y' col mezzo del lato successivo al 
lato D E che venne considerato per l'ultimo, si trova il ceu tro di 
gravità della parte di perimetro cos tituila da quatLro lil ti ; e, 
contim,tando collo stesso metodo ad unire il centro di gravi~à 

ultimo trov(lto col mezzo del labo che immediatamente '!òegue la 
parte di perimetro a cui il detto cen tro si riferisce, fa cilmente si 
arriva a trovare il centro di gravità dell'\ntiero perime~ro che si 
sostituisce alla cu!'Va A J? . 

9.9. Superficie dell 'elicoide a piano direttore. - Sia AB C D 
(FIJ · 1.09) la proiezione verticale di un'elica delineata su un cilindro 
retlo di raggio 0A = 01 A,=H e ùi passo p; il centro dell ~ 
sezion retla del cilindro passante pc\ punto O si assuma con.w 
origine delle coordinç~te; l'asse d eU e x prendasi nella direzione 
del raggio che unisce il dello centro coll 'origine A dell 'elica, l'asse 
delle y normale a quello delle x , e quello delle ordinate ~ diretto 
secondo l'asse O z del cilindro . Considerando sull'elica uu pp11to 
qualunque di proiezione vurticale lVI e di projezione ori zzont~le l\~' 

e chiamando ~ l'ordinata P 1\l, la lunghezza dell 'arco circolare 
A1 M1 rappresentante la proi ezione orizzontale dell 'arco d'elica A l\1 
vien espressa da 

e quindi da 

2rrR 
--~ p ~, 

2rr 
- z 
p 

la lunghezza dell 'arco circo lare tli raggio eguale all 'unità chiudente 
l'angolo A1 01M1. Ora, denotando con x e con y le due courdinate 
~Q~= O P- e Q1 l\11 del punto l\1 c considerando il triangolo ret
tangolo oj Qj 1\Ij, ricavasi 

R 
2rr 

x= cos -::; 
p 

2rr 
y=Rscn-z, 

p 

le quali equazioni divis.e tra laro conducono a 

Y 2rr 
-= lang·-z 
x p ' 
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d'onde 

(1 ). 

La penultima equazione, e quindi anche l'ullima che da essa dc
riva, per ogni valore costante di z esprime una retta la quale 
incontra l'asse delle z, ed appartiene perciò alla s.uperficie gene
rala da una retta che, restando parallela al piano delle x y, si 
muove in modo da incontrare sempre l'elica, AB C D ed il ' di lei 
asse O z , la qual superficie è appunto quella dell'elicoide a piano 
direttore. 

Ciò premesso, essendo 

il differerÌzjale dell'area dì una superficie curva, e nel caso del· 
l'elicoide a piano direllore avente per equazione la (1 ) risultando 

d ::: p ?J 
dx- - 2n x2+ ?l 

dz_p : ' x 
d y- 2 n aP + y21 

si olliene che il differenziale tlS dell 'area di questa superficie 
sghemba vwn dato da 

Ora , volendosi inl~grare quest'espressione di d S, conviene in
trodune l'angolo l\fl o. x=e in luogo della variabile y cui è le
gato coll 'equazione 

y=x tang e. 

Ma, quando si voglia integrare l'espressione di dS per rapporto 
ad y, bisogna supporre la x costante, per cui nella sostituzione 
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di x tang fJ ad y, ciò che si deve surrogare a ù y si otliene dif
ferenziando x tang e rispetto alla sola e, cosicchè si ha 

x de 
d y==~e· cos 

Ora, siccome per la sostituzione di x tang e ad y risulta 

si ottiene il seguente valore di s in x e e 

..: -J·~J .d v 2 p
2 
cos

2 e 
U- Ofl X X + 4 2 • 

COS"o rr 

Supponendo elte vogliasi la parte di superficie elicoidal~ · rac
chiusa nel senso dell 'elica fra la superficie cilind1·ica di raggio 
0

1
Al OA==R ed un 'altra di raggio minore 0 1 E1 == 0E==r, e 

nel senso della generatrice tra la posizione O A sita nel piano 
x O y ed una posizione particolare distante da questo piano delia 
quantità O R==a, i limiti dell 'integrazione per rapporlo .ad x sono 

c quelli rispello all 'angolo e risultano O e l'arco di raggio eguale .· ~ 

all'unità chiedente l'angolo corrispondente all'altezza a, cosiccl.Jè : 

questi limiti sa ranno O e 2 rr ~. Integrando per rapporto · ad x, 
p 

in troducendo mediante le equa zioni 

(2) 

le inclinazioni r e y delle due eliche ABCD ed EBFG al piano 
delle x y, osservando che 
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e che il logat'itmo della differenza di due quantità \'ale il loga
ritmo del loro quoziente, si trova 

dx X
2 +--2-J 

· Rcose l/ p2cos~e 
rcose 4n 

[ 

9 9 R(1+secr)]cos2e = Wsecf-r2 secy+R-tano-r.l --· 
. <> r(1 +secy) 2 ' 

per eui il valore di S vii:m dato da 

Se ora si eliminano i due raggi R ed t' , ponendo come risulta 
dalle (2) 

e se osscrvasi che 

R- p 
-2ntangr 

r- P 
- 2ntangy' 

secr cotr 
tag2f-senr 

secy _ coty 
tang2 y- sen y ' 

·l+secr 1+cosr r 
---==--- =cot -tagr sen r 2 

· 1 +secy 
• ta!lg y 

1 +cosy _ t y 
- CO -2 , 

seny 

il valore di S si riduce a ·' 

a p (cot r coty r y) S= -;:- - ---+ l.cot 2- - J.cot -2 . 
it n senr seny 



- ·222-

Finallllcnlc, sostittren<[o ai logari tm i ncperiani lo·ga ritmi etw'1·i-
spondenti nella base -10, risul ta 

_ ap (cotr coty 1 r 1 '~ ) S_4- --r - -.-+ 171og.cot
2
-- i71og.cot 2-n se n . sen y \. Il\. ' 

(3), 

dove K (nnm. 8-9) ha H I)IOto valore •0,45429448 ..•.. . 
i 00. M etodi approssimati per la valutazione delle superficie 

qualunque. - Questi metodi servono per la determinazione delle 
superficie curve qualunque di cui •non si WIH>scc 1:1 gener·azione 
geometrica, ed anche per la determinazione delle super fi cie curve · 
di cui si conosce la generazione geometrica, ma per le quali non 
riescono applicabili i metodi esposti nei precedenti numeri pe1· 
impossibilità od anche solamente per difficoltà nell 'effettuare le 
integrazioni. Un primo metodo consiste 11ello scomporre nel mi
glior modo possibile la superficie curva da valutarsi in varie por
zioni tali, che ciascuna di esse si possa sensibilmente considerare 
come piana, nel valutare le superficie di tutte queste porzioni 
co ll e nonne che vennero date nel precedente capitolo, e nel pren
deJ·e la loro somma . Un seconrlo metodo si rirluce a scompo1·re 
la proposta superficie in tante porzioni le qu ali almeno appros'ìi
mativamente si possano considetare come sviluppabili , nel misu
rare le aree delle diverse porzioni sYi luppate e nell 'assumere 
quindi la somma di tutte queste aree siccome rappresentante la 
superficie domandata. 

Alcune supedìcie curve, la cui ·valutazione riesce difficile e che 
plll'e avvi ene di dovet· considerare nella pratica, si valu tano anche 
mediante form ole empiriche, e .già vemlet·o date alcune di queste 
form ole nel numero 96 parlando delle superficie degli ellissoidi. 

101. Superficie delle volte a botte. - Le supc!'lìcie d'intra
dos (a) delle vòlle a botte coprenti areè rettangolari e parallelo
grammiche, sono superficie cilindriche aventi le loro generatrici 
lun ghe come le linee d'imposta . Segue da ciò che si ottengorio 
le superficie (l"intrados di queste volte, moltiplicando gli sviluppi 
delle loro sezioni relte, ossia delle sezioni normali all e gener!l
ll'ici , per la lunghezza della linea d' imposta. Chiamando adunque 

(a) Per ben far comprendere la generazione geometrica della su perficie d'intrados 
delle viJite. va le quanto già si è detto in quest'opera snll'mte di fabbricare, al capi· 
tolo VII del vo lume inti tolato Lavori generali d'architettura civile, stradale ed idrau
lica, e analisi dei loro prezzi. 
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L lo sviluppo •Iella sezion retta di una volta a hottP, 
a la lunghezza della volla, ossia la luughev;za della generatrice 

d'im.post-a•, ossia ancora la lunghezza di una generatrice quahmque, 
~b la superficie domandata, 

si ha la semplicissima formola 

Allorqnando la volta a hotle è retta, ossia allorquando copre un 
reltangolo posto in un piano orizzontale ed ha le sue generatrici 
pure orizzontali, la sezion retta è identica ad uno dei due at·chi 
di 1~èsta. 

·Se invece la volta. à botte è oib1 ieptla, ossi'a ~e 1h:a le sue .gene
ratrici orizzontali e se copre un parall èllo·grfltitltla kB C D ('(ìg. 11 O) 
é'ollocflto in un 'piano orizzontale, la sezion !retta 1è una ourva 
identica alla curva DJIE, la quale risulta 'inn na gi'nanclo ~a•gli<ala la 

""slJ.perficie d'intrados de'Ila volta mediante un piano verticale per
pendicolare alla linea d'imposta A n e passante pel punto Ji) . Es· 
sendo poi 

2 c la corda D C dell 'arco eli testa D IC'C, 
m 'la sua monta HK, 
tt Ldig·dlo 'E DC il qi1ale misura l'obliqùità della v&lla, 

ev id entemente si ha: che la m·onta Gl élella sczion ·retta è egua.Je 
alla monta Ì-I K= m dell 'a rco di testa_; e che la cot•dà D E delta 
stessa sezion retta vien dala da 

'.La lunghezza deJ.Ia c rd a della sezion rella si può anche ottenere 
co'lla misura diretta, fissando un filo in 'uh punto qualunque L 
della 1linea d'imposta 'AD e drsteudendo questo lfi!o fi1nche, arri
-vand-o 'all'altra linea d'imposla B C, descrive un ·arco at1 essa ' an
gente cb! purtto l\~ in cui 'la tocca. La parte di filo clis1Leso, iìiter
cetta fra i punti L 'ed 1\1, misura ·evidentemente la corda 1t~ella 
sez'ion retta . . ' ' 

Finalmente quando si ha una volta a botte rampante, ossia una 
·volta a botte coi piani di testa verticali ·e colle sue generaHici 
inclinate all'orizzonte, la sezion retta è una curva identica -aHa 
cnrva IGK (fìg. 1H) che ris11lta immaginando tì:lgliala la sùpedìci·e 
'd'irilrndos della volla con un piano pflssan te pel punto G e per
pen8icolflre nlle generatrici. Segue da ciò che, dicer11lo 
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'2c la corda AB dell 'areo di testa, 
m la sua monta G E, 
p I'angòlo GEL misurante l'inclinazione delle gene1·atrici colla 

verticale, 
risulta essere eguale alla c01'da AB dell'arco di testa la corda TR 
della sezion retta, e potersi ottenere la sua monla G L dal t d an· 
gol o rettangolo EL G ponendo 

G L=msenf3. 

La lunghezza della monta G L della sezion retta si può anche 
ottenere direttamente prendendo sulle linee d' imposta due punti 
I' e K' rispettivamente equidistanti da A e da B, distendendo fra 
questi due punti un filo, fissando il suo punto di mezzo L', po· 
nendo una squadra con un suo cateto lungo la generatrire su
prema G I-1 e faeendola avanzare fìnchè l'altro cateto passa pel 
punto L'. La parte di quest~ullimo cateto, intercetta fra la gene· 
ra!rice suprema della vOlta ed il punto L', misura evidentemente 
la monta della sezion retta. 

Quando si conoscono la corda e la monta della sezion retta di 
una vòlla a botte, riesce facile il procurarsi o esattamente o per 
approssimazione il suo sviluppo L, seguendo le norme che ven
nero date nei numeri 21, 25, 24, 50, 52, 56, 57, 41 e 42. 

Sovente avviene di dover considerare delle volte coprenti aree 
trapezie, e la loro superficie si ottiene moltiplicando lo sviluppo 
della sezion retta per la semi-somma delle lunghezze delle due 
linee d'imposta. Infatti essendo ABCD (fig. 112) il trapezio coperto 
dalla volta, se immaginasi il reltangolo HK I G equivalente al detto 
t1·apezio ed i cui lati G H cd I K passano rispettiVamente pei punti 
di mezzo E ed F dei lati non paralleli A D e B C, i due triangoli 
DGE e CIF sono rispettivamente eguilli ai triangoli AHE e BKF, 
e quindi invece dci fusi cilindrici coprenti gli ultimi due triangoli 
si possono sostituire quelli insistenti agli altri due. Segue da ciò 
che alla superficie d'inlrai:los della vòlla a botte, coprente il tra
pezio AB C D si può sostituire quella della volta a botte, di egual 
sezion retta, coprente il rettangolo I-I K I G, la qual ultima si ot
tiene rnolliplicando lo sviluppo della sezion retta per la lunghezza 
della retta G I eguale alla retta E F, ossia ancora eguale alla 
semi-somma dell~ due basi pa1·allele All e f)(; costituenti appunto 
le rlne linee d'imposta rlella vòlta coprente il trapeziÒ A Ben. 
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102. Superficie delle vòlte a collo d ',oca. - La superficie d'in
trados di una di queste volte, le quali generalmente coprono delle 
aree rettangolari, non è altro che quella di una superficie cilin
drica avente per sezion retta la curva AB C (fig. H 5) posta nel 
piano di testa ed avente le sue generatrici costantemente eguali 
alle linee d'imposta AA' e C C'. Segue da ciò che, dicendo 

L lo sviluppo dell'arco di testa ABC contenuto in un piano 
normale alle generatrici ed 

a la lunghezza della linea d'imposta, 
si ottiene la superficie ~r dell'intrados della volta mediante la 
semplicissima formola 

~r==La. 

La curva AB C o è una curva policentrica, oppure una curva 
progettata col traccial'la a mano libera in modo da soddisfare a 
date condizioni. Nel primo caso si può calcolare l'igorosamente 
il suo sviluppo colle norme che vennero date parlando dello svi
luppo delle curve policentriche ; nel secondo si ottiene esso appros
simativamente coi metodi già su tale proposito esposti al numero 21. 

105. Superficie delle vòlte anulari. - Le volte anulari sono 
quelle che frequentemente si impiegano per coprire delle superficie 
poste in piani orizzontali aventi la forma di corone circolari, e 
la regola di Guidino (num. 97) si presta a meraviglia per calco
lare la superficie d'intrados di queste volte, sia che coprano esse 
delle iritiere corone, sia che ne coprano soltanto delle parti. 

Avendosi la corona circolare chiusa dalle due circonferenze con
centriche di raggi CA e CB (fig. H4), contornata da un muro 
che si eleva verticalmente attorno alla circonferenza maggiore ed 
avente nel suo mezzo il maschio cilindrico di raggio CB, la vòlta 
anulare che la eopre è generala o da una mezza circonferenza di 
circolo, o da un arco di circolo, o da una mezza ovale o da una 
mezza ellisse, di . corda eguale alla larghezza AB della corona, e 
rotante attomo alla verticale determinata dal centro C in modo 
da passare sempt·e il suo piano per la verticale medesima, colla 
corda orizzontale e cogli estremi sul piano d' imposta. Il centro 
di gravità della curva generatrice descrive evidentemente la cir- · 
conferenza avente per raggio il raggio medio é1f fra C A e CB, 
per cui, dicendo 

R il raggio maggiore C A della corona, 
L'ARTE DI FABBRICARE, Geometria pt·atica, ecc.- 15. 
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r it Mggi.o minore CB, 
t : ·ltt :Jungltezzii d~lla èti<"Fva · gèn·ei·alrice . e 
t, • l:i . superficie ttomà_mlatì:t, · . 1 

• . • l 

Ìii'ìuHa . 1 • 

l •. 

C D== R.-J--IT . • 
. ' 2 

1 
1 1, 

. . '• . . 
~.==rr(R+1~)L. 

f . , ' .• • . , ·. 
Se la volta anulare, invece di coprire un'· ifttiet;lf t'tG'l'Ù'hà: ci.Pòo ~ '·· . 

lare, copre soltanto una parteA.EF G,H B cui corrisponde l'angolo · 
A CF·" a 0 , la lunghezza dell'arr,o DLI descritto dal centro di gra-
'\·ità della curva generatrice .vien espressa da 
f l . ,l .,, ' . . l ,. . 

,. , r l ; l. l 

. . '.: 
o; O 

S60~ rr(R+ r) ' · , . 
l ' 1' • \. ·' 

p e~ ;c~JÌ ~ij'ottie~è. 1a 's~111erfìcie i .. de.lla ' vòlta .me~li~nl~ la smnpli ~ 
cissima formola. 
l • j . . . . ' 

• l 
. l. l 

Evidmtternetl'te · l>a oregoJa: di Guidino; serv~ a;nche · a troval'e la 
superfièie (].( u'na ·volta :muta-re. coprente' una •coron::t e soltanto ìmà 

" . . . , . ~ 

p€H'Zioné· d~ 'éoroM· ndn circolare, · purchè àbbi.a essa · larghezza · 
costante -in '·mp!d<O' da · non -Catlgiar.. di ·fO>rma l'arco . generatore . . 

'Ht41; . Sa~erfibie de H e< v6lte étieeidati. · ,;_ . Le volte- elicoidaJi. 
sono· q~elH~' ohe. s:impiegano per lai . costruzi()IHl. de.Ue sgale .a chio c..; 
c~ol·a, ed 'ammètlono esse: per supérficie 11'intrados quelfa dell'eli
ooi·de ' a _~_pidno direltO}'C (num. 99 c fìg. 109). Per ca}c6lare la su
perfh~ie d'inlr<ldds 'di. una di · q;u·este v.olte, · cono·sce.IHlosl i raggi 
R ed '1: 1 del) oilindrQ maggiore e del cilindt•o mìnore, il passo p 
delle e:liche . descritte sui dètti cilindri e limitanti la domandata 
sup€im6ciè~- ~ · l'altezza a della generatt·ice pit~ . elevata de.ll' eli~?.oi:de 
s~iHa .genèr:atrice Jliù bassa, s'incomincia dal trovare le inclina
oziolii ,r è: )y-. d'elle. acceJlnate due eliche mediante le forme le 

·, . ·' .. , f' ' • 

tangr==L 2rrR 



_P ' 
tangy- 2 - , -rr r 

' ' 

facili a dedursi dalle equazioni (2)' del cita~o numero 99, e quindi 
si passa al,! a .deduzio11.e ~lella richiesta superficie . ).;. appli can~o la 

l ' ' . . . . " ' 
formala, (5) dello s~esso numero e pon.endo 

_ap ( ·cotT .· coty 1 • . r 1 · y) 
).;. -1:'-J. ·---~+-1(log.cot 2- - 1\Fog.cot-2 . 

q. -rr se n r sen y r 

L~ superficie d'intrados delle vòlte elicoidali si può anche otte
net·e per approssimazioue, supponendo che ad essa sia applicabile 
la regola di Guidino, e dicendo .che vien data dalla lunghezza 
della relta generatrice òi detta superficie per la lunghezza del
l'alìco d'elica descritto da\ suo centro di gravità. Ora è facile il 
vedere: che l'arco d' èlica·descrilto d alt' accennato centro ha lo stesso 
passo delle· eliche limilanti l'elicoid·e e poste sui cilindri di raggio R 

R+r 
ed ,. ; che travasi esso su un cilindro di raggio -

2
-, e che ha le 

sue estremità sui piani delle sezioni rette medesime sulle quali 
esistono le generatrici est1·eme dell 'elicoide. Essendo adunque a 
la differenza d'altezza fra la generatrice più elevata e la gene
ratrice più bassa della • ~'ll)lerficie costituente J'intrados della volta 
élicoidale e p il' passo, risulta: che la lunghezza della retta gene
ratrice vien espressa da 

R- r ; 

che la pt·oiezione sul piano di una sezion retta dell 'arco d'elica 
descritto dal centro di gravità di questa retta vien data da 

che la lunghezza o sviluppo dello stesso arco d'elica (num . · 44) 
ammelle per valore 
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e finalmente che la superficie approssimata ~. della volta elicoi
dale si può calcolare colla formola 

Questa formola dà una superficie un po' diversa dalla vct·a, e 
nelle ordinarie circostanze della pratica basta moltiplicare il risul
tato a cui essa conduce p et' il coefficiente 1,05 per ottenere un 
risultamento che ben di poco scostasi da quello che ottiensi colla . 
formola esatta. 

105. Superficie delle vòlte anulari ed elicoidali . - La super
ficie d'intrados di queste volte, le quali s'impiegano pure per le 
scale a chiocciola, è generata da una cut·va direttrice che suol 
essere una mezza cit·confet·enza di · circolo, oppure un arco di cir
colo, e una mezza ovale o una mezza ellisse, rotante in modo da 
mantenersi sempre nel piano verticale passante per l'asse comune 
delle due superficie cilindriche fra cui cade la chiocciola, e coi 
suoi estremi conservantisi allo stesso livello su due eliche di egual 
passo, descritte sulle accennate superficie cilindriche. Segue da 
ciò ,che vi ha una certa analogìa fra le superficie d'inlrados delle 
volle elicoidali e delle volte anulari elicoidali: per quelle si può 
dire che la superficie d'iutrados · è generata da una retta che 
seorre su due eliche di egual passo coi suoi estremi allo stesso 
livello ; per queste invece la supet·ficie d'intrados è generata da 
un arco che scorre nello stesso modo sn due eliche pure di egual 
passo. Ora, se riesce applicabile la regola ili Guidino per ottenere 
approssimativamente la superficie di una volta elicoidale, la stessa 
regola deve pnre dare un risultato di sufficiente appt•ossimazione 
per la pratic11, quando si applichi alle volte anulari elicoidali, e 
quindi sembra potersi stabilire: che la superficie d'intraùos di 
una volta anulare elicoidale approssimativamente si ottiene mol
tiplicando la lunghezza o sviluppo della curva generatrice per la 
lunghezza o sviluppo dell 'arco di elica descritto dal suo centro di 
gravità. Segue da ciò che, chiamando 

H il raggio del cilindro maggiore fra cui cade la volta, 
r il raggio del cilinrlt·o minore, 
a la diffet·enza di livello fra il punto più alto ed il punto più 

basso dell 'arco di elica percorso da uno dei due ' estremi della 
curva generatrice 

p il passo Jelle eliche direttrici, 
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L la lunghezza o sviluppo dell'arco generatore e 
~" . la superficie domandata, 

si deve avere, analogamente a quanto si è trovato nel precedente 
numero, 

~ _aLJI 2 2(R )2 ~ •• -- p +1!" +r . . p 

J,a luughezza L dell'arco generatore si ottiene colle regole che 
già su tale argomento vennero date in questo volume. 

106. Superficie delle vòlte coniche. - Le volte coniche che 
più di frequente avviene di dover considerare nella pratica coprono 
trapezii isosceli, e la loro superficie d'intrados è una porzione di 
superficie convessa di tronco di cono retto a basi parallele quando 
i due archi di testa A E D e B F C (fig. H 5) sono due archi cir
colari simili. In questo caso, dicendo 

2 c ed m la corda AD e la monta G E dell'arco insistente alla 
base maggiore · del trapezio, 

2 d' la corda B C dell'arco insistente alla base minore, 
si ha che la monta NF di quest'ultima vien data da 

- c' 
NF==-m; c 

e, immaginando la sezione K L I prodotta nella superficie d'intrados 
della volta da un piano egualmente distante dai due piani deter
minati dagli archi di testa, si ha che la corda e la monta di que
st'arco sono rispettivamente 

- 2c+2c' , 
Kl == 2 =c+c, 

ML
_ m+RF _ c+ c' 
- 2 _m 2c · 

Ora, conoscendosi corda e monta dell'arco medio K~I, riesce fa
cile il trovare la sua lungh.ezza (uum. 24) e, moltiplicando questa 
lunghezza per quella della generatrice AB, evidentemente risulta 
la superficie d'intrados ·della ·volta eonica consid.erata. In generale 
adunque, chiamando 

L lo sviluppo dell'arco medio di una vòlta conica coprente un 
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trapezio isoscek. cd avente .due _archi circolari s:imili·pel' archi di . 
L es la, 
· .. a la lupghczza .della generatrice della superficie d' i~1trados, 

~c il valore di questa superficie 
si' ha 

A.U.orqua.nd(), e.ssendo sempre un trapezio i_soscele l'area coperta 
dalla vòlta, i due archi di . testa · A E D c H F C uon sono due are h i 
:eircolad simili, ma sibbcne due serHi-ellissi u due semi-ovali si
mili, le generatrici della superficie d'intrados della vòlta nou 
hanno più lunghezza costante, t! neUe quistioni pratiche conviene, 
o valutare questa superficie facendone lo sviluppo colle normt.) 
che yenner.o . dale al nqmero 92, oppure allenersi al metodo em
pirico adottalo da molti pratici e che consiste nel trovare corda 
p mopta: ~cH'arco . medio I L K? nel calcolare la sua lunghezz-a e 
nel molliplicarla per la media aritmetica delle · lunghezze delle 
tre gene~·atrici A.B, D C ed E F, '.ass~mte le due prime a_ll'impo
sla e l'altra alla sommità della superficie d'intrados della vòlla. 
lnve.ce di co.nsider~r~ · t1·e sole generatrici per p1~enderne la m~dia 
aritmetica, se ne possono eonsiderare cinque, sette, nove ed in 
generale un numero impari q~lal-uri-qLte, non dimenticando però 
quella più alLa e le due d'imposta, c preudendo le illtre simme
tricamente , poste rispetto alla prima. 

Se la vòlta ·conica di cui vuolsi trovare la superfici~ copre, 1ion 
~m trapezio isoscele, ma sjbbene un quadrilatero AB CD (jig. H 6) 
app-artenente ad un Lriaug~lo V A D isoscele sulla base AD, uel 
caso in cui J' arco di testa A E D è una mezza circonferenza di 
circolo, riesce faf:ile i~ calcolai\C la SL'I~)erficie applicando quanto si 
è dello al J}LHTiero 92 -sul \nodo di tro-vaJ'e la superficie convessa 
di un tronco di co11o rello a basi non parallele. La fìgura B F C 
è 'una mezza ellisse ·ehe si pr.oietta sul piano DEA pure in uua 
mezza ellisse B' F' C', e la >Superfide ri~~i{)sta si otliene togliendo 
dall'area del semi-circolo A E D quella della mezza · ellisse B' F' C', 
e dividendo la differeuza per il coseno dell 'angolo 'D AB:= A D C, 
misurante l'inclinazione delle gcneralriei della superficie conica al 
piano di testa A D E. 

Quando una volta conica insisl..e acl un quaclrilatero che fa parte 
da un triangolo isoscele senza avere una mezza circonferenza p~r 
arco di lesta conispondente alla base di questo triangolo, e quando 
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copre 'un ;qua.d~·ilatem qualunque, il metodo •C'h e cotiviene segui,t;é i~i 
pra<tica pe~· m•ovare ·la sua swp.el1fici;e consis\tJe nel farne ·Io svdn.ppo 

· pr-o.oodendo cf.l~!Le norme ch.e veBlil'e!'@ date iwl citato Bum~etl'.o 92. 
Hl7. Sup~e·rfinie '<ielle v6lte e.onoUliche. - Le volte conoidiche, 

aa p.ari . delle .coniche. s'impi1e~ano sovent~ per Cftprire Lr~ezii 
hwtweli ifl'OS!À in ,piani .orizwntali, il la lor<G sut~er.tìtCie d'-intTadi(i)s è 
g.etlerat;:~ da una .linea retta cons~rv~nt,esi oostanlemenle oriz~on- · 

tak e m~wentesi in m .odo da !Passa re semtlne per m1 arco A E D 
(fig. H 7) e per uoo :retlil V U dct<ermina~a dall' intersezioue (dei 
due [lÌ ani werl4cali passanLi t~er le ·ijltt;J!(l li!lee d'im~@sta AB e D C. 
Questa .superficie .cl'inkados è sghe~nba, e ·per t>ttooeda in m<Gdo 
rigoms.Q hisognereblw scriv.er~ la SVil equaz·iot~e rispetto a tre 
assi col)tidin.ali, vroc-H-t·.:u·si ·il differmuzi~e dell'area e tl.f<IJI,iBdi inhe
grare fm limiti .conven.ienLi con un p1·oce~so ·aili!ralogo a q:LWU:6 te
~mlo nel llHfll&O ,99 tHW f,e.liooide a pi.an.o din~Hore. Nella prat~ca 
però q#.es-lo . tHelo~.o rdi valulazioe~ esalta d<elJ~ S<t~perfièie :Oonoidica 
vien gtu~~ralmelilte ,riputato llroppo djffl~Le, ~d ·or1.linruri~am~nte si 
ric~nç a mete.di d'apiPrtGs&ima~ion,e. 

Uno di !lfl<1esti metedi CDusisle nell'immagi·nare l'a.r€o I !\'Il' rap
prese:n~nle Jl'inters~z i@Ji~ de.lla superficie .d'·intrados tieUa wòlta col 
pi~no <v~mticale eg;uaJq~~nte dis-tant~ 1tilai d~W piiid~i <i;li tesl·a AED e 
B F C, nel pro cacciarsi J,a hm ghezza .~i quest'arco e ii~ el molljt:ili
ca4'Jja per la medi.a .aa·ittt1et,ica deJ.Ie hwghezze -ieHe tre ;ge.nerab,ici 
AB, iD C ~d E F ~corrispoodenli, le d11.1e prime all'imposta ·mella 
vollta e b rnrza aJJra sua t>Ominità. lmrooe d( oo~~'Sid·e-rare tre soie 
generatri~i nel prenqe~e la u~.e~ia ariillm1etica, se ne pos.sotw coB
sid.erar,e cinque, sette; u'Ove · ed in ge,n era~:e un tH.UTl.Oro impa•ri 
qu:ah~.mque. Le dtae g<C•lij·era{rici d'imposta pe-~·~ e quell:a vosta aUa 
sO'Ll1ll'liJà delia u,p.edìoi.e cd'iut.J·al(ji@S 1100 .a;i de'WJU'(i) mai dimentiw.re, 
e si àewono t'~<reM.tl~.j') ·Je · é\d;tre -n m.otd~ da ~t·ovarsi esse silinme
tricament.e t:Hspes te a·ispe;tcte .acl :j)iatlll'l •verticai!C G VNE, d4vi·rl·e~all! 
pet· mez!Zo la v&l.la ll{ll senso l<mgitudinale.• , 
. Per 6Het~~re ·la · lunghezza deH'ant~ a~di.o I lH K irnp(wta di 
pr•)!D~!il saperselo q,esctivere, ,ed ecoo com·e tmò es-se t'\6 condotla que· 
st'.otlerazione : asst~nto _per ·pÌalilt(i) or~,zzontale d'i pmiezione il1lian0 
d'im~losta, sti il·iseg·ni i t trapezio AB C P (fig. H 8) .e@.perto da Ha 
tolta; pnendasi Ja Jin(%t di tema ncll-a direli;ione D'A' perp(<}l~d:ico
lar.e itlla retta V O pDstittiente l'~iil~Jezza del .LrJ·a.ngol-e isosceb~ cui 
il . Jd~HP tr~&pezi<;l ·ap;p;artie.ne ; ed in ~ro~zio,le verticaLe si disegni 
l'.ar·co . dire:ttm·e D'E'~, ·~ri.ZI':O•IJ~aJ~ente prtlieUato in D A, non oh e 
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la dit'ettrice V'U' orizzontalmente proiettata nel · punto V. Imma
ginando un piano· verticale qualunque, parallelo al piano di testa 
la cui traccia orizzontale è D A, la traccia orizzontale di quel piano 
riesce · una retta l{ I parallela a D A, e la sua intersezion~ colla 
superficie d'intrados della volta risulta un arco ·di corda l{ I e di 
monta V'E'. Abbassando dai punti l{ ed I due perpendicolari alla 
linea 'di terra si ottengono in l{' ed I' le due estremità del deLLo 
arco il cui punto più elevato trovasi in E'. Per ottenere poi un 
punto qualunque dell'arco medesimo s'immagini una generatrice 
qualunque della superficie d'intrados della volta, per esempio quella 
orizzontalmente proiettata in VO. Questa generatrice incontra l'arco 
di testa nel punto di proiezione orizzontale O, e la proiezione 
verticale dello stesso punto risulta conducendo per O una per
pendicolare alla linea di terra fino a·d incontrare in O' l'arco 
D' E' A': la proiezione verticale dell'accennata generatrice si ha 
nella parallela alla linea di terra O' v'; e finalmente oltiensi il 
punto o' della curva domandata conducendo per o una perpendi
colare alla linea di terra fino ad incontrare la proiezione verticale 
dell'indicata generatrice. Il metodo tenuto per deterniinare il punto 
o' dell'intersezione della superficie d'intrados della volta col piano 
K l, serve a trovare quanti altri punti si vogliono e quindi alla 
completa descrizione della stessa intersezione. 

Volendosi maggior esattezza nella valutazione della superficie 
di una volta conoidica coprente un trapezio isoscele, sembra po
tersi procedere nel seguente modo : divisa l'altezza P Q (fig. H 9) 
del trapezio in parti eguali piuttosto piccole, s'immaginino pei 
punti di divisione le rette Ai D p A~ D2, A3 D3, ....... parallele alle 
]Jasi ; si facciano separatamente e col · metodo già esposto le su
perficie delle vòlte conoidiche coprenti i trapezii A Ai D1 D, Ai A2 D2 D P 

A2A3 D3 D2, .... .. . ; e finalmente pt·endasi per superficie della volta 
proposta la somma tlelle superficie parziali così" ottenute. 

i 08. S uper ficie di una vòlta con strombature. - Una volta 
con strombature, che sovente impiegasi per coprire trapezii iso- • 
sceli disposti in piani orizzontali, è quella la cui superficie d'in
trados, limitata dalla mezza circonferenza D' E' C' (fig. :f. 20) insi
stente alla base minore del trapezio, dall 'arco circolare A' F' B' 
insistente alla base maggiore e dai due archi eguali A' D' e B' C' 
proiettati orizzontalmente nei lati non paralleli dal trapezio, è co
stituita da una superficie sghemba generala da una retta costan
temente passante per la linea discoritinmi. D' A' F'B' C', per la mezza 
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cil'<:onferenza D' E'C' e per la retta Oo uniente i due punti di 
mezzo delle basi del trapezio d'imposta, ossia del trapezio coperto 
dalla vòlta al livello dei due punti D' e C'. La determinazione 
esalta della superficie d'intrados di questa vòlta è problema serio 
del quale, per quanto a me consta, non venne ancora data la ri
soluzione, ed è sufficiente per la pratica il metodo d'approssima
zione che immediatamente passo ad esporre. . 

Rappresentata la superlìcie d'inlrados della vòlta mediante la 
sua proiezione orizzontale falla sul piano d'imposta nel trapezio 
AB CD, e_ mediante la sua proiezione])' A' F' B'C' E' sopra un piano 
verticale parallelo alle basi del detto trapezio, s' immagini essa 
tagliata mediante tanti piani verticali non molto lontani fra di 
loro, paralleli al piano vertical e di proiezione e quindi determinati 
uni camente dalle loro tt·acce orizzontali ai bp a~ b2, a3 b3, ••• •••• Le 
inlersezioni di questi piani colla superficie d'intrados della vòlta 
sono facili a determinarsi, e considerandone una, per esempio 
quella corrispondente al piano a~ b~ , ecco come si procede per la 
sua costruzione. Pei due punti a2 e b2 si conducono due per
pendicolari alla linea di terra fino ad incontrare gli at·chi A' D' 
e B' C' in a~' e b~ ' , e si ottengono così i due estremi dell'in
tersezione domandata. J!intersezione della superficie d'inlrados 
della vòlla col piano di profilo O U è la r etta E'" F"' determinata 
col prendere sulla linea di terra I"' J{"'==IK e col portare per
pendicolarmente ad essa le lunghezze I"' E"' e J('"F"' rispellivamente 
eguali ad O' E' ed O' F'; cosicchè, prendendo I"' d"' -"IC;, condu
cendo cl"' c~'" perpendicolar·mente ad A" l{'" e prendendo O' c2'=d'" et', 
risulta in c2' il punto più alto dell'intersezione che si sta cer
cando. Segnando in proiezione verticale le due generatrici O' A' ed 
O' B', trovando le proiezioni orizzontali G ed H dei punti in cui 
queste generatrici incontrano la mezza circonferenza D' E' C', e fi
nalmente tirando le due rette G A e B H, che prolungate devono 
incontrarsi in uno stesso punto V della retta OV, si determinano 
i due punti m2 ed n2 le cui proiezioni verticali m2' ed n2' danno 
due punti appartenenti pure all'intersezione domandala. Per tro
vare un punto qualnnque di questa curva basta condurre una 
generatrice O' P' sulfa proiezione verticale ; trovare le proie
zioni orizzontali ·Q e P dei punti Q' e P' in cui la detta retta 
incontra gli archi D'E' C' ed A' F' B'; segnare la proiezione oriz
zontale Q P di questa generatrice; e finalmente condurre dal punto 
t•2, in cui questa retta incontra la traccia a2 b2, la perpendicolare 
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~tlla liuea di · tet·t•a ·fino ad ' inconu·are iu rg' ·la' rélta ' O'P', per otle
tlerè uel punto ·r2' un pnnto .rle'lla curva richiesta. lltJrocedirnento 
tenuto ·pet· trovm·e il punt<i t·~' toma in acc.Oncio 1~er ti·ovat·e qt~an:ti 
altri ptmti si 'iVogliono. Corno si è >descritta la curva a~' c2' b~' si 
p·o·ssono' descrivet·e le allt·e curve • ct/ ·c/ b /, a,' c3' b3'; ... .' . .. , • rap
presentanti le intersezioni della superficie d'intrad'Os deHa volta coi 
pinui verticali determinati dalle loro tracce o.-izzonta'li al bt. a3 b~, 
.~ .... .' parallele alle basi Jel trapezio d'imposta·. Così facendo · si 
scolllpone la della snped]cie d'intrados in tante zone limitave 4a: 
CH'l'Ve poste in p-iani paralleli, delle I(UaJi SÌ possono approssima
tivamente avere le hw ghez11e; la supcl'iìcie di ciascuna di queste 
zone non può esse•·e mollo di~ersa da quella ehe risulta dal two
dol'lo della semi-somma deHc lunghezze · dei due arcl~i {ra cui 1la 
zona eade. per la ltmghezza effe tli~· a ddla parte di gencnh·ice s•1~ 

prema E'F' che fra essi si lt'Ova; e nella sotMma d~ tu:Ui questi 
pr(l doW r-isulta approssimativamente i~ valore deNa supe.rfìci'e d1itt" 
tt·ados delta vOlta pr{)posta . Le parti poi (Ji genet·atrice sopt·ema 
E' F' corrispondenti aH~ diverse zone sono ; F"' c/" per la Z<ma 
A, F' B' l. ' . ' ' -,---,, l l l b ' b ' ' ' --,-,------,; · 1i ci al ; c1 c2 per a zona al C1 1 2 C2 1~2 ; c2 c3 !Jet• 
l ' ' i b ' b' , l . ' · . Cl zona a.2 c2 ~ 3 c3 a3 , .. .... . 

'l 09. Superficie delle volte a ba'Cino Sl\ pianta ciroolare. - .La 
su perficie d?iutradas di qu este volte è quasi sempt·e una soperficie 
di riv0luzione generala dn un quarto eli cit·c.onfemnza di cir.colo, 
o da un a1·co circolat·e; o da un quarto di ovale o <da uu qt~arLo. 

di ellisse. L'asse di riwoluzione è determinato dal! a · retta condotta· 
pel centro del circo~o coperto dalla vòHa perpeudicolanmente a~· 

suo · piano: ,la cut·va generatrice ha un suo estremo sHJI'asse ltoRa 
range11te in qnest' eslnemo p erpew~icolare aH'as~ mcdesimtJ, etlt ha 
ralll.ro estremo disiall.le dall'asse ài una quan~i-tà eg-Lrtale al ra.g:~io 

del detLo r:in.olo coperto dalla vòlia. 
AU1n·quaudo una \'ròHa a bacino è a tutta monta (fìg. t2t ), r0ss~a. 

aU<Grquando la pr.oiezione· C D deila cuna get~erat ·ice dcU'Iia.Jtrados 
sull'asse è egual-e al raggio C A clel .circolo · che serve di base ·a'lla 
voN.a, la cnr"' a genel'at.rice A D è genera4mente un qnarlo di cir
conferenza <li circolo , e la su perJ:i.cie d'intraùos una mezza sf-era, 
Segue da dò che dicendo r ilraggi.o AC dei circolo <COilert.o dàH:r 
volta, la S'liperficie :S( dei SUO intrad~s vicn data in <(JRCStO iCaSO da 

Se una volta a bacino è a monta depressa, ossia se hi pro ic zio{~e 



'CD ((tg. 122) della curva generatrice delfiutrados · sull'asse risttlta 
minore del raggio C A del circolo coperto dalla vòlla, e se la detta 
curva generatrice è. Ul~ . .arco ·circolare, ~a superficie d'intrados :2J19, 

è quella di una calotta sferica, e si ottiene essa mediante la sem
plicissima formala (nurn. 94) 

~r=n(c2+m2), 

dove c ed '11'/. rCJppresenlauo rispetlivCJmeule la curda C A e la m o uta 
c.D dalla volta . 
' l.a ,superficie d' iulrados I,.p d'una volta ' a bacino a monta Je
pressa. generata · dalla rotazione di dna semi-ellisse attorno al suo 
semi-asse minor·e (fig. 1 02), e per la quale sono nDte la semi-corda 
c e la·.· monta· m, si · òt.tiene· calcolando prima la qt~antità e me-
diante . la formala (num. 96) · 

V c2 - m2 
e=-- - -

c 

ed impiegando pasci a : o la formala 

nella quale l( = 0,43429448 .: ..... ; oppure l'altra . 

('1) , 

(~), 

(3), 

la quale conduce ad un risltllalo lauto più esatto quanto mag
giore è il numero dei termini di cui ,o;;i .tien conto nella serie rap
'presantaLa dal' fattore chiuso fra parentesi . 

Molti pt·aiici, inveee di adopèéare le formale ('l ), (2) e (5) pel 
calcolo delle superficie d'intraclos delle vòlte a bacino su pianta 
circolare, ellissoidiche ed a monta depressa, impiegano : o .la sem
plice formala 

(4), 

ci1e si oLLiene Lenendo coulo solljU}lo ùei prin1i tre termini del fal-
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tore svolto in serie nell'equazione (5) ; oppure la formo la empil'ica 

~~ ==2nc[m+~(c-m)J (5). 

La formola (4) dà risultati un po' maggiori del vero e l'ultima 
f'ormola invece conduce a risultati un po' minori del vero· per le 
vòlle a nwnta piuttosto depressa; ma ambedue somministrano ri
sulta Li assai prossimi al vero pe1· le vòlte la cui monta è poco di
versa dalla semi-corda. 

Per le volle a bacino su pianta circolare, a monta rialzata e 
colla superficie d'inlrados generala dalla rivoluzione di una semi
ellisse alloruo al suo semi-asse maggiore (fig. i 05), essendo c la 
semi-corda ed m la moula, si calcola la superficie ::;~ , trovando 
prima la quantità < mediante la formola (num. 96) 

c 
(6), 

ed impiegando poscia la formala 

(7). 

Quando il valore di < è una frazione, si può anche adottare la 
formola 

(8), 

la quale conduce a risultati lauto più prossimi al vero quanto più 
grande è il numero dei termini che si prendono nella valutazione 
del fattore svolto in set·ie. 

Invece della formola (8), la quale è solo applicabile quando < 

è una frazione, conviene generalmente trovare la quantità n po
nendo (num. 96) 

'1) ==---
m (9), 
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e calcolare quindi la supedìcie 'fp coll'equazione 

'\.._ 

-2. (1 11 2 1 .11 ' 4 1.1.3 1 ' 6 ) 
~[3- ncm -23'1l -2.45ì'J -2.4.b 7ì'J - ....... ('10), 

Tenendo conto soltanto dei due primi termini del fattore svolto in 
serie e ponendo per 'fJ il suo valore, si ha la semplicissima formola 

(11)' 

la qualJ;: dà sempre risultati nn po' maggiori del vero, ma tanto 
più prossimi alla verità quanto più piccola è la differenza fra la 

. semi-corda c e la monta m, 

Anche per le volle a bacino su pi anta circolare, ellissoidiche (~d 

a monta rialzata, usnno molti pratici impiegare la semplicissima 
formola empirica 

(12) 

invece delle formole più complicate (6), (7) , (8), (9), (10) ed (H ), ed 
i risultati che con essn si ottengono, si possono considerare come 
assai prossimi al vero soltanto pet· le volte a bacino a monta 
non molto rialzata. 

Può anche. avvenire il caso di dover trovare la superficie d'in
trados di una volta a bacino su pianta circolare generata dalla 
rivoluzion·e di un quarto di ovale attomo ad un suo semi-asse. 
Questa superficie esatlamenle si può ottenere applicando la regola 
di Guidino, come si è detto al numero 97; e, volendosi procedere 
speditamente, ma per appt·ossimazione, possono servit·e le formole 
empirjch~ (5) e ('12). La prima di queste formole va adottata quando 
la volta è a monta depressa e la seconda quando la volta è a 
monta rialzata. ,.. 

H O. Superficie delle vòlte a bacino su pianta ellittica e su 
pianta ovale. - La superficie d'intrados di una volta a bacino 
su pianta ellittica è generalmente un mezzo ellissoide a tre assi 
(fig. 125), e quindi si può essa ottenere col metodo esalto svolto 
al numero 96, impiegando •le tavol e delle funzioni ellittiche. 

Qualor.(\poi vogliasi rinunciare al metodo esatto, per impiegare 
qualche ,metodo d'approssimazione facile e spedito, si può far uso 
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di fo1·mole empiriche: e, per non altont<llnarsi da Cft~eHe che ·,·en"' 
nero date per le volte a bacino su pianta circolare, si può calco
lare la ·superficie ~E di ·una VOlta a ·bacino di monta m ed insi
stente ad lln"a pianta ei:Iittica oppure ad una pianta ovale di semi
assi a e b e di periferia L: mediante la formola 

'. 

quando 

è rri'ediant"e l'altea formola 

nel caso in cui 

a+b , . -r/ m, 

a+b < -2- m . 

Affiuchè ~uéste ·forni o le diano risultati non molto lontani dai 
veri si richiede ·che. i tre semi-assi a, b ed m siano poco differenti 
tra loro. In quanto poi alla lunghezza o sriluppo L della periferia 
dell' ~llisse o d è )l'ovale coperta dalla volta, si deve essa ot~nr.re 

colle n, orme · che vennero date al capitolo III della ·prima parte, 
parlando .degli sviluppi delle semi-ellissi e delle semi-ovali. 

f Ì ~. S~perfìcie delle volte a conca. - Quesle volte coprono 
aree rettangolari e la lot·o superficie d'intrados è generata da una 
semi-ellisse G VH (fig . 124) , posta primitivamente in modo da 
trovarsi in un piano perpenrlicolare n q:uello del rettangolo AB C D 
~be serve .di base alla volla, col suo asse intiero G H nel piano 
di detto rettangolo eguale in lunghezza al lato A H e col suo semi
asse O V eguale alla monla della volta. Questa semi-ellisse, can
giando di fqrma, si muove parallelamente a sè medesima in modo. 
da conset·varsi l'asse inliero, sempre lungo come AB, nel piano .del 
detto rettangolo d'imposta ABCD, ed in modo che la metà dell"al
tro asse varii di lunghezza come le ordinate di una semi-ellisse fissa 
E V F., disposta in un piano perpendicolare al piano del rettangolo 
coperto dalla volta ed aJ piano deiia semi-ellisse generatrice, col-
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l'asse in ti ero E F uguale al lato A D del rettangolo e col semi-asse, 
O V eguale alla monta della vòlta. 

Se la . wt1erficie d'intra.cl:os ·di questa . volta immagi.nasi tagliata 
.con piani perpendicolari a quello del rettangolo d'imposta AB C D 
e parillle~~ al lato AB, le sezioni sono evidentemente le stesse semi
ellissi generatrici; : ed .è facile il: dirnostt·are che, imn.1aginando ta7 

,gliata la delta superficie d'intrados con piani pme p0rpendicolari a 
quello delraccenHato rettangolo e paralleli al l,ato A D, le sezioni 
sono pure semi-ellissi, cosicchè la superficie indifferentemente si 
può immaginare generata in due modi, prendencfo cioè per diret
tl·ice o la semi-ellisse E VF opppme l'altra G VH. Per dimostrare 
questo, si·Mnsitlmri llfia semi-ellisRe gene1'él'trice qmrlunqne a vb; snlla 
periferia ,rJi qùes.ta curva p1·emlasi un pui1to qunlunque M; s'imma
gini per (}ue~to punto un ptano perpe~1diwlare a quello del rettan
golo AB CD e parallelo al lato AD; suppongasi che questo piano 
tagli la semi-ellisse G V H nel punto tt; e si faccia vedere che la 
se.rni-ellisse avente per asse in ti ero la retta d c==D A e per semi
asse Ia retta t· u, rappresentante un'ordinata della semi-ellisse 
G V II, passa pel punto l\1. Perciò si osservi : che, supponendo distinti 
l'uno 'dalralt1:o i due punti proiettati in P ed appartenenti uno alla 
semi-ellisse avb e !"altro alla semi-ellisse eu d, le loro altezze al 
disopra del piano: AB C D sono rispeldvamente espresse da 

rtt 1;-2 -p·' -=- r ?'C - r -
?'C l . ' . (1); 

che o v, considerata come ordinata della semi-ellisse EV F, vie n 
data da 

- ov 1/- - . 
o v=-=:- r 0F"~O o2 ; 

OF · . 

l 

c!w il v::J!Qre di~"'· per ,essere essa ordinata della semi-ellisse G V 
H, l'isulta 
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che 

oa==OG, o P==Or, 

che le espressioni ( 1 ), sostituendovi i trovati valori di o v, nt, o a, 
o P, re ed 1· P, si riducono ad avere lo stesso valore 

che per conseguenza la semi-ellisse ctt d di semi-assi r c ed rtt 
passa pel punto M dell'altra semi-ellisse di semi-assi O(i ed ov; e 
finalmente ancora che la semi-ellisse cttd, come incontra la genera
trice qualunque a vb, deve incontrare tulle le altre, e trovarsi quindi 
per iutiero sulla superficie rl'inll'lldos della volta. 

Ciò premesso, si può ottenere la supedlcie della volta a conca 
col seguente metodo d'approssimazione. Si consideri la quarta parte 
della superficie d'intrados di questa volta e, per fissare le idee, 
quella proiettata nel rettangolo AFOG (fig. 125) equivalente alla 
quarta parte del rettangolo totale d'imposta AB CD. 

I lati qpposli OG-eri FA si dividano in parti eguali piuttosto pic
cole; e lo stesso si faccia sui lati opposti O F e G A; ed i punti cor
rispondenti si unisc:mo mediante rette in modo da t'comporre in 
tanti rettangoletti il rettangolo A F O G. Egli è evidente che la somma, 
delle parti di superficie d'intrados della volta a conca coprenti i 
delli rettangoletti, rià la superficie rl'intl·ados coprente il rettangolo 
A F O G, e che, quadruplicando questa somma, ne rleve risultare la 
superficie d'intrados della volta. Ora, considerando la parte di su
perficie d'intrados pt·oiettata in uno dei ret.tangoletti, per esempio 
quella che corrisponde al rettangolelto a {o g, è essa una supedìcie 
curva chiusa da quattro archi di ellisse proiettati nelle rette af, 
fo, og, e ga; e, qualora le rette rnn e pq, rs e tu siano abba
stanza vicine, ai detti archi ellittici si ]1ossono sostituire le loro corde 
ed alla superficie curva fra i medesimi compresa, le due facce piane • 
triangolat·i proiettate nei triangoli afo ed ago. Per le dette facce piane 
triangolari, essendo i due vertici proieltati in a ed f sulla semi-el
lisse generatrice di asse tU ed i due vertici proiettati in o e g sulla 
semi-ellisse generatrice rli asse-;:;, è facile trovare le altezze dei 
loro vertici al disopra del piano d'imposta, si può quiodi passare al 



- 24i-
calcolo dci loro lati, giacchè per ciascuno tli questi è nota la proiezion e 
ot·izzonlale e la diiTerenza di livello degli estremi, e dedutTe final
mente la loro superficie dietro la conoscenza dei lati di ciascuno di 
essi. Il metodo esposto per trovare la superficjc, che per appros· 
simazione si sostituisce alla vera superficie d'intrados coprente il 
reltangoletto afog·, si applichi alla ricerca approssimata delle di
vet·se superficie coprenti l reltangoletti in cui venne scomposto il 
rcllangolo A F O G; si sommino i risultati che così si ottengono, ed 
il quadruplo della somma che ne risulta dà un valore approssi 
mato della superficie tl'intrados della vòlta a conca . Il risultamento 
a cui conduce l'esposto metodo è sempre un po ' minore del vero, 
e tanto più si accosta a questo quanto più grande è il numero delle 
parti rettangolari in cui si scompone il rettangolo A FO G. 

H 2. Superficie delle vòlte a vela sferiche. - Le vòlte a vela 
sferiche si possono soltanto costrurre per coprire aree poligonali 
a cui è cit·cosct;ivibile un circolo, e la superficie d ~ intrados di una 
di queste vòlte risulta imm<~ginando l'emisfero (fig. 126) insistente 
al circolo circoscriLto al poligono d'imposta che essa copre, sup
ponendo elevati pei diversi lati fii questo poligono dei piani ad 
esso . perpcncl!'t!olari e togliendo le semi-calotte che questi piani 
separano dall'emisfero. Evidentemente in tutte le vòlte a vela sferi
che la monta t: V noll cosliluiscr. un dato arbitrario, ma sibbene 
è sempre eguale al raggio CA del circolo circoscl'itto al poligono 
coperto dalla vòlta. 

L'indicato modo di genet·azione t!ella superficie d'intrados di 
una volta a veh1 sferica, facilmente condncc a stabilire doversi 
ottenere questa superficie p1·ocurandosi prima quella della mezza 
sfera avente per raggio quello del circolo circoscritto al poligono 
coperto dalla vòlta, c togliendovi post.:ia la somma delle superficie 
di tante semi-calotte sferiche quanti sono i lati del dello poligono. 
Quando il poligono copet'lo dalla vòlla è regolare, tutte le semi
calotte sono eguali ; la corda di ciascuna di esse è il lato del 
poligono, e la saeUa .è la d ifl'erenza fra il suo raggio ed il suo 
apotema. Quando invece la vò_lta copre un poligono non regolare, le 
semi-calotte non sono pi1'1 tutte eguali fra di lot·o; la corda ùi 
ciascuna di esse è un lato dell ' indicato poligono e la saetta è .la 
differenza fra il raggio del circolo circoscritto e la perpenclicolat·e 
abl)assala dal ceulro del circolo stesso sul Ialo il quale serve di 
corda alla semi-calotta che si considera. 

115. Superficie deUe vòlte a vela sferiche su pianta regolare . 
. L'ARTE DI FABBRICARE. Geometria pmtica, ecc. - 16. 
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- Per una vòlta a vda sferiea coprente un poligono regolare, 
se chiamasi 

r il suo raggio, ossia il raggio del circolo circoscritto, 
a l' apotenia, 
n il numero dei suoi lati e 
~y la superficie d'intrados rlella volta, 

si ha: che la superficie dell 'emisfero insisleule al circolo di raggio 
r vien espressa da 

che la superficie ùi ognuna delle semi-calotte vale 

7r1'(T-a); 
. 

e fin.almenl~ che la superficie ~ ' della volla a vela si puÒ C:11CO-
Jnre colla semplicissima formola 

~,== rrr [2r - n (1·-a)]. 

Generalmente i poligoni regol:1ri sono rleterminati per la conoscenza 
del numero n dei loro lati e della lunghezza l di questi, ed allora si pos
sono dedurre i v:1lori delle due quantità a crl r osservando che, imma
gillando unito il centro C (fig . 64) di un poligono regolare cogli 

180° 
estrervi A e B di un suo I:1Lo AB, si ha per valQre del-

n 
l'angolo ACD e quindi 

r == '180o o 

2 sen -
n 

114. Superficie deHa vòha a vela sferica su pianta rettang·o
lare. - Per nna volla a reln sferica eoprente un rett:mgolù A BCH 
(fig . 127), chi:1rnanùo 

a e bi suoi du e lati AB e BC, 
r il raggio O A tl el cin.: olo <Hl esso circoscrillo , 
~ ~ la · superficie d' inlrados tlella volta, 



- 245-

risulta: el]e la ~uperfir.i e 1lell 'emisfero copl'enlc il circolo cin~ o

scritto al rettangolo è 

che la somma delle superficie delle .tlue semi-ealoll.e eguali, avl:)nti 
per cnrtle i !ali Alle DC -di lunghezza a e per saf)llr~ le retle . 

'l E F e G-1-J di lunghezza r- 2 b, vale 

che la somma delle supedìGie delle due semi-calotte eguali, te cui 
corde sono i lati -B C e -XD di lunghezza b e le cui saette sono le 

re ILe IK ed L M lnngh c r -- ~a, vien espressa da 

e finalmente che la superficie ~v si ottiene colla formola 

~ _ 2 ·(a+b ·) "-'v-: rr l - 2--1 , , 
Il rnggio r del circolo -circoscritto al t'etlangolo è un elemento fa
cilissimo a cleterminarsi in funzione clei lati a e fJ, giacchè dal Lrian
g o lo rettangolo O E A, i cui cateti E A ed E O sono rispettivamente 
1 ·1 
~a ed 2 b e la cui ipotenusa O A vale r , immediatamente si deduce 

115. Superficie delia vò}ia a vela su pianta re.ti:angolare col
l'intrados genera~o da un arco di circoìo di forma variabile. 
- Allorquando occorre di rlover coslrurr.e una vòlla a vela su 
pianta• retl.<lllgolarc e che uon riesce possibile adollare per monta 
il raggi o del circolo cit'coscrillo al rettangolo coperto dalla vòlta, 
per soddisf:1l'e a tutte le esigenze 1\i bellezza e di facile esecuzione, 
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p}lrmi potet·si immaginare generata la sua superficie rl'intrados nel 
morlo che vado a espone. Ammellendo che sia orizzontale il piano 
d'imposta e quindi il rett}lngolo A BCD (fig. 128) ·avente i suoi 
vertici nei quattro punti più bassi della volla, nei piani verticali 
determinali dai quattro lati AB, BC, CD e DA s' immaginino de
scritte le semi-circonferenze A E B, lH' C, C G D e D HA; vertical
mente al di sopra del centro O del rettangolo d'imposta si sup
ponga determinalo il punto V in modo da risnllare la retta OV 
eguale alla monta della volta; e. quindi immaginisi l'arco circolare 
determinalo chd punto V e dai Llue punti F ed H posti nel mezzo 
1lelle · due semi -circonferenze H F C ed A H D. Supponendo ora che 
un an:o circolare di forma variabile, mnnlenendosi sempre in un piano 
parallelo a quello del semi-circolo B F C, si muova in modo da 
conservarsi sempre colle sue due estremità sulle mezze circonfe
renze BEA e CGD e col suo mezzo sull'arco FVH, genera esso 
una superficie che può essere assunta come superficie d'inlrados 
della vòlta a vela . 

L'intersezione della superfìcie d'inlrados genet·ata nel modo de- -
scritto con un piano verticale parallelo a quello del semi-circolo · 
B F C è sempre un arco di circolo, ed assai facilmente può essere 
clelermiuala uel segue n le modo. Segnala la traccia I K, parallela 
alla retta BC, del piano segante col piano d'llnposta, si detenniniuo 
sulle due mezze circonferenze AEB e DGC i due pnuti l\1 e P ver- . 
liealrncnte posti al di sopra dei punti I e 1\, e si misuri UI=I(P 
non che la lunghezza della verticale LN compresa fra il mezzo L 
di IK e la superficie d'iutrados della volta. L'intersezione di questa ' 
superficie col piano verticale determinato clalla retta IK è l'arco 
cit·eolare passante pei tre punti M, N e P, la corda di quest'arco è' 
- - - ! _ . - - - --- ___ / 

·MP=IK=BC e la sna monla è la retta NQ=LN-LQ=LN' 
-I M. Couoscentlosi corda c monta di quest'arco riesee facile lt·ovare 
la sua lunghezza colle norme che veunero dale al numero 24. 

Volendosi ora determinare la superficie d' intrados di una volta a. 
vela su pianta rettangolare coll' inlrados generrtto da nn arco eli circolo 
di forma variabile, si può tenere il seguente metodo d'approssima
zione: immaginare t:HJti pinni verticali, paralleli al piano del semi
circolo B F C piullosto vicini fra di loro ; trovare la lunghezza degli 
archi cireolari RST, MNP, UXY, .. ..... ,rappresentanti le interse·
zioni di questi piani colla supcrfìcie cl'inlt•ados della volta ; procu
rarsi le lunghezze delle parti FS, SN, NX, ... . : .. dell '.arco direttore 
culminante F V H; ottenere approssimativamente le superficie delle 
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zoue in cui venne così sco mposta la mezza vòlta B F C G V E, molti. 
plicatlllo le semi-somme delle lunghezze dei due archi fra cui esse 
cadon o per le rispettive larghezze misurate sull'arco F V; sommare 
lutti questi prodotti, e Hnalmenle prendere il doppio della somm<l. 
Questo modo di trovare la superlicie della vòlla conduce ad un 
risullato il quale tanto più è pt·ossimo al vero, quanto più grande è 
il numero delle zone in cui si scompone la semi-vòlta B FC G VE. 

Quando si reputi sutricienle un 'appt·ossimazione grossolana nel 
valutare la superficie d'intrados della vòlta in quistione, si può adot
tare la regola di moltiplicare la media aritmetica dello sviluppo 
dell 'arco fl ' imposta ll F C c dell ' arco all a chiave ad esso parall elo 
EVG, per la media aritmetica degli sviluppi dell 'altro arco d'im
posta A E B e dell 'a rc o pm·allelo HV F posto all a chiave. 

'l l 6. Superficie delle volte a padig·lione. - Le vòltc a padi 
f! li onc hanno la loro su perlìcie d'intrados cosl}tuita da tanti fu si 
cilindrici quanti sono i lati d.ei poligoni che esse coprono , e quindi 
per trovare la detta superficie vale la regola generale di fare le 
sup erficie dei diversi fu si componenti colle norme che vennero date 
al nuntero 39 , e di prendere quindi la loro somma. 

1 '17. Supm·ficie delle vòlte a padiglione su pianta regolare. -
1" Quamlo una vòlta a padiglione copre llll poligono regolare e 
quaudo la perpeudicobre calala dal punto più alto della sua su
perfici e d'intrados , in cui si riuniscp no i vertici dei diversi fusi, è 
eguale all'apertura del detto poligono, tutti i fusi sono eguali cd a 
tulta monta, la loro direttri ce è un quarto di cireonl'ercùza di eir
eolo, la loro superfici e rie .3G·e calcolabile colla formola ( 1) del uu
Juero 139, e, chiamando 

a il Jato AB (fig. 129) del poligono regolare, 
n il numero dei suoi lati, 
m la monta o v della volta e 
~ P la sua superficie d'intrados, 

si ha 

Siccome poi, per essere i fusi a tutta monta, ri sulta che la mont<l 
O V è eguale all 'apotema O D, e siccome in un poligono regolare, 

aven te n lati , l'angolo AOD vaie 'l~Go , evidentemente il valoredi m 

è funz ion e r1ei due rlati a ed n, e risulta esso dalla semplicissima 
formala 



-- '2 -Hi -

l '180° 
rn=

2
-acot--, 

n 

che immecliat<~m~nte si detlnee Ù<ll lri;mgnlo r·ellangolo ADO. 
2° Qnaudo tnja vòlta a padiglione, copre nte un poligono regolare 

ha la sua sl1perfìcie d'in irarlos cos tituila da tauti fusi cilindriei a 
monta depressa aventi per direttrice nn arco circolare, l<l cui super
ficie vien data rlalla formola (2) del num ero 89, riten endo le deno
minazioni gi:'1 stabilite per quanto si rifer·i s t ~ c alla lunghezza dei 
lati rlel poligono regolare, al loro num ero, alia monta della vòlta et! 
alla sua supel'licie, e dicc11do c l'apotema del poligono regolare 
costituente la semi-corda dei diversi fu si, si ha 

essendo le du e quanlitit a e c legale fra loro rlalla semplici ss illla 
relazione 

1 ·l 80o 
c:= - acot - -

2 n ~ i )' 

che imn1edialarnent c ric;nasi dCllla eo ll sidcrazionc rl t> l lr·iall fHll o r Pl

tan golo ODA . 
5° Per il caso di nna vòlta a parliglioue cop rente un poligonò 

regolare avente i suoi fu si a monta rlcpl·cssa cou direllriec ellittiea, 
conserva nd o alle lettere a,, c, m erl n i significati che già loro ven
nero attribuiti nei rlL\e casi esaminati , non 1iimenticando che fra 
a e c esiste sempre la relazione (1) ed osservando che pel cnlcolo 
di ciascun fuso riesce applicabile la fomio!a (5) del nnn1ero 89, si 
ottiene la ·snpel'licie :sp dell 'intrados della volto, calcol <mdo prim a 
la quantità ausi liari a e mediante l'espressione 

Jlc2 - m2 
e==----

c 

etl impiegando poscia la fol'li1ola 

(2), 
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uella quak H= log. '2,7-1 828,13'2 ...... = 0,45429448 ..... . . 
Invece dalla formola (2) si può anche adottare r cquazioue 

(3), 

di cui è facile rendersi ragione, in seguito a quaulo si è dello nel 
già citalo numero 89, e che dà 1' isultali tanto più prossimi al vero, 
quanto più grande è il numero t.lei termini di cui si tien conto nel 
fatto re svolto in serie. 

Finalmente, bastando uua valutazioue approssiruata della super
ficie cl'inlrados della volta, la super!lcie di ciascun fuso può essere 
ottenuta eolla formola (7) del citato nuruero 89, e quindi .riesce 
applicabile al ca! c? lo di ~ P la semplicissima formo la pratica 

la quale dà risultamenli uu po ' maggiori del vero, e conduce a 
l'is1dlali che tanto più si accostano alla verità, Lluauto più l'apo· 
tema c è poco ditrereute dalla monta m. 

4° Presentandosi il caso di clover trovare la superficie di 
una vt1lta a padiglione a monta rialzata, coprente un poligono re
golare e ~ ~o lia sua superflcie 11'iutrados costituita da fusi cilillllriei 
eg uali aveuti per direttrice LIIJ quarto di ellisse e quindi caleo
lahili colla fo:·mola (9) del numero 89, rilenule le denon1inazioni 
già stabilite per quanto tii riferisce al numero dei lati del poli-
go no coper dalla vòlli:l, alla loro lunghezza, all 'apolema cd alla 
monta, s'inc incia dal calcolare la quantità E mediante l'equazione 

E=----
c 

e quindi si vrocede alla deduzione della supei·ficie rr applicando 
la fonnola 

La superlìcie di cia;:;cuBu ùei fusi cili11drici ellillici a woula ~· iai-



- 248-

zata, componenti l'iutrados della volla a padiglione su pianta 
regolare di cui vuolsi valutare la superficie, si può anche valu
tare colla formola (15) del numero 89 ; per cui, ottenuta la 
quantità fl col pol'!'e 

si può dedurre la superficie ~P ·dalla formola 

(4), 

la quale dà uu 'approsimazione . tanlo maggiore, quanto più grande 
è il numero dei termini di wi si tien conto nel fattore svolto in 
serie. 

Finalmente, nelle ordinarie circostanze in cui basta llll valore 
approssimato di ~P ' si può ricorrere alla fonnola pratica (14) del nu
mero 89 per valutare la superficie d'nn fuso, ed adotta re quindi 
nel ealcolo della superfieie domandata la semplicissima formola 

la quale conduce sempre a risultati uu po ' maggio1·i del vero. 
1.1 S. Superficie della volta a pa(liglione su pianta rettango 

lare. - I dati necessarii a conoscersi onde pote1· procedere al 
calcolo della supel'ficie d'intrados ~Jl di una vòlta a padiglione su 
pianta rettangolare , sono i due lati A B=a e B C-= b (fig . 150) 
dell 'indicata pianta e la monta EV= m della vòlta. 

1. • Quando la monta E V è più piccola della metà del lato 
minore B C del rettangolo copet'to dalla volta e quando i quattro . 
fusi cilindrici componenti la domandata superficie ~Jl hanno per 
diJ'etlrice un arco di circolo, si h!": che la superfieie di ciascun · 
fuso deve essere calcolata applicando la fo1·mola (2) del numero 89 ; 
che la somma delle superficie dei due fusi V AB e V C D, ciascuno 

'l 
dei quali ammette 2 b per•semi-corda, a per lato ed m per monta , 

vale 
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che la somma delle superficie dei due fusi VB C e VDA, cia

scuno dei quali ha ~a per s.emi-corda, b per lato ed m per monta, 

si esprime con 

e finalmente che la superficie rl 'inlt•ados della vòlta a padiglione, 
somma delle due espressioni trovai e, si ottiene coli H formo la 

'2" Se la monta EV è ancot·a più piccola della metà del 
Ialo minore B C del rettan golo copet'Lo dalla vòlla, ma se i iJUatlro 
fusi cilindrici componenti la sua superficie cl'iutrados sono a di
rettrice ellitlica, la superficie di ciascuno di essi si deve calcolare : 
eoJla fonnola (5) del numero 89 quando vuolsi il valore esatto 
della superficie ~P; eolla formo la (6) dello stesso numero, lenendo 
conto d' un sufficiente numero di termini nel fattore svolto i11 serie, 
quando si vuole il valore della superficie ~p con una gt·ande ap
prossimazione ; e colla formula (7) del medesimo numero, quando 
si desidera quell'approssimazione che generalmente basta nelle 
ordinal'ic circostanze delhi pratica. 

Quando vuolsi applicare la formola (5) del citalo numero 89 
nel calcolo della superficie di ciascun fuso, si ha: che la somma 
delle superHcie dei due fusi V AB e V C D, le cui semi-corde, lati 

e monte sono rispettivamente ~b, a ed m, vieu espressa da 
. "' 

essendo 

(1); 
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(;he la sornrua delle su pedici e dei due fusi V Ife e VDA, aventi 

. . '1 b l l . l nspellwarneute 0 a, ed m per semi-corte, alJ e monte, va e ... 

dove 

'l ( -1- e't 'l + e' ) 
2 ab '] + 2 e'If lo.g l - ·-e' . ' 

J! a2 - 4rn2 

e'=---
a 

(:2); 

e che la superficie ,:1' ddla volta (l parligllone, so mma clèlle due 
espressioni trovate, risulta dalla forma la 

Le fun\lol e ('l) e (2) servono rispettivamente al calcolo delle rltle 
quantità e ed e', c l'ultima formala si presta al calcolo della su
pm·ficie ~p - Il va lore rli K poi r, r·appresentato da log. 2,71828182 
... .... = 0,45429MS ....... 

Qumrdo invece vuolsi èlpplicar·c la formula (6) del num ero B9 
al calcolo della SUp'el"ficic di CÌctSt; llll fu~o, Si ha : che la SO)llllta 
Jellc superficie dei due fusi VAB c V C D viea espressa da 

dre la sorn!ua delle SUJ1el'lìcie dei due J'nsi VB C e V D A vi eu rap
presentata da 

e che quindi la superficie ~P risulta dalla formula 

2--_i_ (e2+e'2)- _i_ (e4+e'4) '1.3 3.5 J 1 ( · 6 .. '6) . - 5.7 e+e . -- ....... 
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11 el!a quale ~~ t! C\ OllU porre per e ed e' i valori che risultan o 
dalle equazioni (i ) e (2). 

Se invece si crede sufficit~ule l'approssimazione a cui eouduce 
l'equazione (7) del numero 89 nel calcolo della snperlicie di eia
scuno dei l'usi, ri sulta: che la somma delle superficie dei due l'usi 
V AB e V C D ammelle per va l ore 

9 h1 +28 b2 m2
- '16 rn 4 

a 'l 5b3 ; 

che la somma delle superfici e t lei due fusi VB C e V D A vi e n 
espressa da 

e che la superficiè 1:~' vien dala dalla formola 

... _ 18 a4 b~ +28a~b2 w~~(a 2 +b2)- 16m4 (a 1+b1) 
.:-P _ 'l 5a3 b3 

;:;o Quanti o la monta ~~ V è egtrale alla metit del lato minore 
ne del rellau golo che essa copi·e, i due fusi ci lindrici V AB e 

VCD risulLano a Lul lCJ ruunla, e gli a:tri due VB C e V D A si ton
servano a mon ta llcp ress :~ . Il valore eli e daLo tlnlla (l ) tlivPula 

zero per m=~&, il valore di e' daiu tlalla (2) ~i r iduee a 

V a~-b2 
e'=----

a 

e la. superficie ~" tlell ' inlratlos della volla a padiglione si ottiene: 
colla formola 

1 [ 1 - e'2 1 + e' ~P= 2 et b 3 + 2 e' I[ log 1 -e' J . 
q\tanf o v\wlsi il 'stio valore esàtlo ; collà formnlà 

• 
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tenendo conto di un sullidenle numero òi termini nel fattore 
svolto in serie, qnaudo vuolsi valutare la superficie ~r con una 
grande approssimazione; e finalmente colla formola 

quando si crede sutllcienle quell 'approssimazione che dà la forrnola 
(7) del numero 89 nel calcolo della supedìcie di un fuso cilin
drico con dit•etlrice ellittica a monta depressa. 

4• Quando la monta E V è maggiore della metà tlel lato ma g
giore All del rellangolo copr.rto dalla vòlta, i qnaltro fusi cilin
dt·ici componenti la sua :,;uperficie d'inlratlos sono a rnoula rial
zata e generalmente con 1lirettrice ellillica, per cui le loro super
ficie si devono ottenere: colla fonuola (9) del numero 89, quando 
vuolsi avere la superficie d'intrados della volta colla ntassirna 
esattezza possibile ; colla formo la ('l :i) dello stesso numero, leuendo 
conto d'un sufficiente JlUrnero di termini nel fattore svolto in serie, 
ttnando si desidera avere il valore della detta superficie con una 
grande approssimazione; c colla formola (U ) del medesimo un
mero, qn:mdo vuolsi operare spedilamenle ed ottenere quell 'ai.JPI'OS
simazione che genenllrnente basta uelle ordinarie circostanze della 
pratica. 

Nel caso in cui si vuoi applicare la citala formola (9) al cal
colo della superficie d'intrados ~r della volla , si ha: che la somma 
delle superficie dei due rusi V AB e V C D, le cui semi-corde, lati 

. . '1t d . l e monte sono nspett1vamente 2 1, a e m, va e 

'l ,- 'l+ E:~ J 
0 a b 'l+-- are (tang= z) , 
.. - c 

essendo 

(3) ; 

che la somma delle superficie dei due fusi VB C e V D A, le cui 

. dl' t .. 'l b l . sem1-cor e, ali e mon e sono r1spettJvamente 2a, ec m, v1en 

espressa da 

• 
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rs~end o 

, Jl ;l. mg -- a ~ 
e;:= ----

c clw quinJi la formola Jetcrminatrit'r della superficie tl'intradns 
~ ~ · ddl'int.iera vòlta risulta 

1 +z~ 
2+ - ,-··· are (tang= e; ) 

c 

·l -1- e;'~ + - · ,- arc(tang=<') 
c l 

dove si devono porre per < etl s' i valori somministrati dalle 
equazioni (5) e (4). 

Vokndosi applicare la forn10la (13) del numero 39 al calcolo 
delle superficie llei fusi componenti la ' superficie ~l' della volta a 
pnrliglionc, conviene osservnre : che la somma delle superficie rlei 
dn e fusi' V AB e VC D vien espt·essa da 

essendo 

• 
y4m2-=-62 

·Il = 2m (5); 

che !a somma delle superficie dei due fusi VB C e V D A vien dala 
rlall' espressione 

nella quale 
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(6); 

e r.he la snperOcie 1l'intrndos 2" del!'inliera v.ìlla a padiglione pu) 
essere cletcrrninata mediante la formola 

[ 

( b) 1 1 ( -- 2 b- ' Z) '1.1 1 ( . 4 b. '4) l a+ -2·3 ar: + r: _ - 2.ft."5 a'f/ + 'fJ 

~" =2m , 
- '1.1.3 1 ( . 6 b- ' 6) -

-G)~r;·7-a"l + fì - ...... 
... 'f.v 

nella qua le per ·r, cd -r;' si clcvouo porre i valori dati dalle equa
zioni (5) e (6). 

Qnando si vuole sollanlo 1111 Vjllore approssimato della superficie 
L:", e che ct·edesi sufficiente l'a pprossimazion,e a cui condnce la 
formola (14) del numero ù9. nel calcolo dei fusi che la compon
gono, vien espressa da 

la somma flelle superficie dei due fusi V AB _ e V CD, e da 

b 20m2+n2 

112m 

la somma delle superfìcie dei due fusi VB C e V D A. Il valore 
approssimato di ~P' somma delle due espt·cssioni trovate, sarà 
adunque dato da 

• 
5" Presenl.antlo:;i il caso in Citi l;) monta dellet volla risnlta 

egnnle alla 1n età del lal.o ma ggiot·e AB ,]eJ reU.an go lo che essa 
copre, SllllO a monta i·i·arzata i d Il e fusi v AB c v c n ed a LuUa 

monln gli ali l'i rlue VRC c VD A. Per m=~a il valore rli ,, clat.n 

dall a (?1), si ri1lucc a 



}l a~---' b2 

r::= -- b--- ' 

e rlivenla zrro il valore rli -/ dalo dalla (4). n valore e~r~ l!o de lh 
snperfìcie d' inll'::trlns ~l' rlell:1 vùì!n ~i oll.irne colla fn rmola 

'l · 1 +s~ . -, 
:EP==i!l,ab [3+ - s-arc(tang= s)j; 

t~ rl il suo valore grandemente approssimato si pnò dedurre dalln 
formola 

,~ ·--- t 2 ( 1 'l 1 2 -1.1 1 . 4 'l. L3 1 . 6 ) 
- 'p ___ CL i + rt -··- c;, . ::1 f/ - G\/, . [=' r, - G'l~6. . '-' r, -- · · • · · · · , z ,_, :z..LJ! 0 z. ~!· . l 

lenendo conto d'un conveniente numero tli termini nel fattore 
svolto in serie, e ponendo in essa 

a 

Finalmente, con quell 'approssimazione che permette l'impiego 
della formoln (11) tl elnumei'O 89 nel calcolo della superficie dei fusi, 
si può dedurre la superficie ~r dalla semplicissima formola 

'l i 9. Superficie delle vòlte a botte con tesi e di padig·lione. 
- Queste volle generalmente si co~truiscono per coprire aree 
r·euau "olari, ma nulla o sta che si possano anche fare sopra aree 
parallelograrnrniche e sopra aree Leapezie. Esaminando il caso più 
generale tli nn a vòlta a boll.e eon tes te t! i padiglione coprente un 
trap ezio AB C D (fig. i 51 ), h sua ~uperficie d'inlrados si compon e 
di qu::ttlro tli ~ tiute parli ABF'E', CDE'F', BCF' e DAE', co
prenli rispettivamente i due lrapezii ABFE, CDEF ed i due trian
goli Jl CF e D A E aventi le loro altezze E L, E G, F K ed E1 
eguali fra di loro. Immaginando poi condotti pei du e punli E cd 

l 
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F due ptam perpendicolari alle basi AB e D C del trape zi o, 
tagliano essi la superficie d'inlrados della vòlta secondo due curve 
LE'G etl MF'H, e la detta superficie rimane scomposta nelle se
guenti sette parti: nella superlìcie cilindrica retta LMF'HG E' co
prente il rettangolo LMHG; e nei sei fusi cilindrici B MF', B CF' , 
CH F', DG E', D A E' ed A L E' CO]ll'enti rispell.ivamente i triangoli 
BMF, BCF, CHF, DGE, DAE ed ALE. Le semi-corde della 
supet·ficie cilindrica retta e de' sei fusi sono tutte eguali ft·a di 
loro: lo stesso fallo si verifica per le monte ; c per ottenere 
la snperficie d'intrados dell ' intiet'a vòlta bisogna procnrarsi sepa
ratamente le superficie delle selle parti di cui essn si compone e 
prenderne quindi la loro somma. Chiamando 

b e b' la base maggiore A B. e la base minore D C del trapezio 
eoperto dalla volta, 

l ed l ' i due lati non ~m·alleli A D e B C, 
se dal vet'tice D del trapezio s'immagina condotta la retta D N 
parallela a B C, risulta il triangolo D A N i cui lati sono 

A N= AB - D C== b - b' . 

L'altezza DO di questo tt·iangolo si deduce (num. 65) dalla 
fot·mola 

(1 ), 

e la metà di quest'altezza eostiluisce h~ semi-corde c della vòlta a 
botte e de ' sei fusi cilintll'iei . Se si considerano i . due tt·iang0li 
A O D etl N O D rattangoli in O, se ehiamansi rispettivamente A e 
B i tlnc angoli DAB ed ABC e se osservasi che AND == ABC == B 
risufta 

2c 
senA== -y, 

2c 
senB== y· 

Ma i tlue triangoli rettangoli AI E e AL E sono eguali siccome 
aventi l'ipotenusa eomune ed i due cateti i l~ cd L E eguali fl'a 
rli loro ; lo stesso snecede pet· le coppie di tt·ian goli B M F e R KF, 

~ 
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CKF e CHF, DGE e DIE; le rette AE, BF, CF e DE dividono 
per metà gli angoli A, B, C e D; gli angoli B C D e CD A valgono 
rispellivamente 180. -B e J 80"- A; e quindi, dicendo 2 c il va
lore trovato dell'altezza bO, immediatamente si ha 

- 1 
AL=ccot 2A 

(2) . 
- 1 
CH=ctang 2B 

- 1 
pG=ctang 2 A 

Togliendo dalla lunghezza b della base maggiore AB la somma di 
AL con Bl\i, risulta la lunghezza Ll\i della superficie cilindrica 
retta e que:;ta lunghezz:1 vien data da 

Si può ora dire che, quando si conosca la monta E E' della 
vòlta, sono noli tutti gli elementi necessarii per trovare la super
ficie cilindl'ica coprente il rettangolo Ll\iHG co.me si è dello al nu
mero 101, e per calcolare le superficie dei sei fusi cilindrici insi
stenti ai triangoli ALE, lll\iF, BCF, CHF, DGE e DAE co1le 
norme ehe vennero date nel numero 89. 

120. Superficie della volta a botte con teste di padiglione su 
pianta rettangolare. - Nel caso di una vòlta a bo tte con teste 
di padiglione su pianta t'éltangolare si ha (fig. 151) DC=AB e 
B C =A If Il valore di DO dato dalla formo la ( 1) del numero pre
cedente, per essere b'=b, l'=l, b-b'=O ed l2'- l'=0 ed in 
seguito a soppressione del fattore b- b' che diventa comune al 

numeralot·e ed al çlenominatore, diventa eguale ad l: i lati A L, 
- - -- 1 'l 
Bl\i, CH e DG dati dalle formole ('2), per essere 2A= ~B=4.5• , si 

L'ARTE DI FABBRICARE. Geometria pratica, ecc. - 17. 
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'l riducono semplieemeule ad 2 t; c risulta b - l pet· lunghezza Ll\1 

della superficie cilindl'ica retta. Segue da ciò che la superficie 
d'intrados di una VOlta a bolle COli teste di padiglione, coprente 
un rettangolo, consta: della parte centrale, che è una superficie 
cilindrica retta lunga come la differenza fra il lato maggiore ed 
il lato minore del rellangolo, avente per dit·etLrice un arco di corda 
eguale alla larghezza u lato minore dello stesso rettangolo e di 
monta eguale a quella della volta; e delle rlue parli laterali che 
assieme unite formano quallro fusi cilindrici eguali, aventi eia~ 
scuno per lato la larghezza ael rettangolo, pet' semi-corda la metà 
di questa lat·ghezza e per monta quella della volla. La parte cen
trale costituisce una vòlla a botte su pianta rettangolare e le dne 
parti laterali messe assieme compongono una volta a padiglione 
su pianta quadrata; pel' cui si può auche dire ehe la supel'ficie 
d'intrados di una volta a bolle con teste di padiglione su pianta 
rettangolare equivale alla somma delle superficie d'intrados di dne 
volte aveMli la stessa monta della volta proposta, l'una a botte di 
lunghezza eguale alla differenza fra il lato maggiore ed il lato 
minore e di corda eguale al Jato minore della pianta rettangolare, 
e l'altra a padiglione insistente ad un quadrato di lato eguale al 
lato minore della detta pianta. 

121. Superficie delle vOlte a schifo. - Le volte a schifo s'im-· 
piegano per coprire aree poligonali qualunque e, come risulta 
dalla figura 152, la loro superfìcie d'intrados consta: delle super
ficie cilindriche AB G'F', H CH' G', C DI'H', D EK'I', EL M'K', L A F' 1\f' 
aventi tutt.e la stessà sezion retta, e coprenti i trapezi i AB G F, B C HG, 
CDIII, DEKJ, EL~'IK, LAFl\1, ~guaii in nurnero ' ai lati ùel poli
gono coperlù dalla volta; del poligono F' G' H'I'K' M' coprente il 
poligono eguale F G H I K M il cui per·imelro è costituito dalle basi 
minori degli accennali trapezii. La sezion retta ùi tutte le parti 
cilindriche di una vòlta a schifo è una curva la quale ha gene
ralmente la tangente orizzontale nel suo punto più elevalo, ed i 
trapezii che esse coprono costituiscono una zona di larghezza . co
stante compresa fra il perimetro del poligono coperto' dalla volta 
ed il perimett·o entro il quale si proietta la pnrle piana della su
perficie ù'inlraùos. Immaginando poi condo LI i per ciascuna delle 
rette FF', GG', HH', II', KK', !HM', perpendicolari al piano d'im
posta ABCDEL, dnc piani perpendicolari ai lati AB ed AL, BA 
e BC, C D e CD, DC e DE, ED ad EL, LE ed L A, ciascuna 
delle superficie cilindriche resta scomposta in una superficie ciliu-
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drica retta ed in due fusi; e, per essere eguali fra di loro i tlue 
triangoli rettangoli AaF ed Aa' F, non che le altre co ppie di 
triangoli rettangoli BuG e nb'G, CcH e Cc'II, Ddi e Dd'I, 
E eK ed E e'K, Lll\1 ed L l' M siccome aventi le ipotenuse comuni ed 
eguali i cateti perpeud icolari al pet·imetro An C D E L, agevolmente 
si deduce essere ùue a due eguali fra di luro i fusi cilindrici 
A aF' ed A a' F', BbG' e n t/ G', C c H' e Cc' H', Dd l ' e Dd' I', 
Eel\' ed Ee'K' , LlM' eù Ll' M'. 

Premesso questo, ecco come si procede per trovare la superficie 
della vòlta a schifo co~) rente un poligono qualunque. Essendo · 

l', l", l"' , l" , l', l''' le lunghezze dei lati AB, B C, CD, D E, E L, L A 
del poligo no coperto dalla vòlla, 

A, B, C, D, E, L le ampiezze dei suoi angoli interni L A n, A n C, 
nCD, CHE, DEL, ELA, 

c la distanza del perimetro FGHIKM del perimetro ABCDEL, 
per la considerazione dei trian goli rettangoli adiacenti alle rette 
AF, BG, CH, DI, EK, LM immediatamente si deduce 

- - , 1 
Aa=Aa =ccot 2A 

- ~ 1 
D d= D cl'= c co t 2 D 

- - 1 
Ee=Ee'=ccot 2 E 

- - 1 
Ll=Ll'=ccot 2L; 

e quindi 

- ( 1 1 ) ab'= l' -c cot 2 A+cot 2 B 

b c' = l" -- c (co t~ B + co t ~ C) 
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( 
'l '1 ) cd'==l"'-c cot 2 C+ cot 2IJ 

Per le diverse superficie cilindriche, le quali si possono riguar
dare siccome le superficie d'intrados di altrettante mezze volte a 
botte rette, si conoscono ot'a le semi-corde e le lunghezze; per i 
diversi fusi si conoscono oltre le semi-corde anche i lati, e per 
H poligono costituente la parte piana della vòlla a schifo, sono 
noti i lati e gli angoli. Quando abbiasi conoscenza · della monta 
della volta, la quale è pure la monta delle mezze volte a botte -e 
Ilei fusi, riesce facile calcolare le superficie delle parti cilindriche 
rette, dei fusi e del poligono, e sommando tutte queste superficie 
p-arziali , visulta la totale' superficie d'intraùos della volta a schifo. 

122. Superficie della volta a schifo su pianta rettangolare. 
- Pet· una volta a schifo su pianta rettangolare (fig. 155) si ha 

A== B ==C== D== 90°, 

e quindi 

1 1 1 1 
co t 2 A == co t 2.B == cot 2 C= co t 2 D=::.cot45°= l. 

I lati Aa, Aa', TI, Bb', CC, Cc', Dd e Dd' degli otto fusi di
ventano tu~ti eguali alla larghezza c rlella zona ABCDFGHI co
l~erta dalla parte curva della superficie d'inlraclos della vòlta, e 
si trova che le quattro superiìcie cilindriche rette due a due di
ventano eguali, giacchè risulta ab'== c d' e b c'== da'. Segue da ciò 
<the la superficie d'intraclos di una volla a schifo su pianta ret
tangolare consta: di quattro superficie cilindriche che assieme unite 
oompongono una volta a botte retta eli lunghezza eguale alla somma 
dei due lati del rettangolo diminuita dal quadruplo della larghezza 
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della zona coperta della parte curva della superficie d'intrados, ùi 
semi-corda eguale alla detta la1·ghezza e di monta eguale a quella . 
della volla; e di otto fÙ si cilindrici i quali messi assieme costi
tuiscono una volta a padiglione su pianta quadrata avente per Ialo 
il doppio della larghezza dell'indicata zona ed avente pure per 
monta la monta stessa della volta. ' 

123. Superficie delle vòHe a padiglione sopra schifo. - So
venti volte, allorquando si ha disponibile un 'altezza piuttosto grande, 
alla parte piana F' G' II' I'K' M' ((ì,q. 132) di una volta a schifo si 
sostituisce una volta a padiglione, e, affinchè l'immediato succe
dersi di due superficie curve, quella costituita dalle superficie ci
lindriche della volta a schifo e quella formante l'inlrados della 
volta a padiglione, non abbia da produrre uno spiacevole aspetto, 
suolsi elevare il piano d'imposta della volta a padiglione, facendo 
in modo che fra la linea poligonale F' G' I-I' I' K'l\f e l'imposta del
l'ultima accennata volta risulti una superficie prismatica retta. 

Evidentemente la superficie d'inlrados di una volta a padiglione 
sopra schifo si ollerrà : trovando, come si è detto nel numero 121 , 
la supedicie curvà componente l' inlrados della volta a schifo ; 
calcolando, come si è insegnato nel numero 116, la superficie 
della volta a pa<liglione insistente al poligono F' G' H'I'K' l\1'; e cer
cando la superficie della parte prismalica inlercella fra l'indicato 
poligono ed il piano d'imposta della volta a padiglione. La somma 
dei tre ris.ullati che così si ottengono dà la superficie della volta 
a padiglione sopra schifo. . . 

124. Superficie delle volte a crociera con unghie cilindriche. 
- L'a superficie tl 'inlrados di una volla a crociera con unghie 
cilindriche, coprente un poligono qualunque ' AB CDE (fig. 134) 
consta ùi tante di queste unghie quanti sono i lati dell'accennato 
poligono. Supponendo che sia orizzontale il poligono d'imposta 
della volla, tutte le unghie hanno per direttrice le mezze ellissi 
A G B, B H C, C ID, D 1{11 ed E L A contenute nei piani yerticali de
terminali dai lat.i dell'indicato poligono; i loro assi inlieri sono 
eguali a questi stessi lati , ed i loro semi-assi verticali, tutti eguali 
fra di loro, sono lunghi come la monta f' V della volla, ossia come 
l'altezza del punto V in cui si riuniscono i vet'lici delle unghie 
al di sopra del piano d'imposta. Si ottiene la superficie d'intrados 
della volta, calcolando separalamenle le superficie delle unghie di 
cui essa si compone colle norme che vennero date al numero 91 
e facendo quincli la loro somma. 
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125. Superficie della volta a crociera su pianta regolare e con 
unghie cilindriche. - 1 • Quando la vòlta a crociera con unghie 
cilindriche deve coprire un poligono regolare, si fa generalmente 
in modo che le diverse lunelte (fig. 154) A G B, B H C, C I D, D K E, 
E L A siano semi-circoli. Allora la monta V F della volta e delle 
unghie che ne compongono la sua superficie d'intrados eguaglia 
la metà del lato del poligono regolare, il vertice V si proietta 
nel ceutro del poligono, e tutte le unghie sono eguali ed a tutta 
mouta. In questo caso , assai frequente nella pratica , come SI e 
trovato nel nume1·o 91, la superficie di ciascun'uughia deve egua-

gliare gli ; dell'area del triangolo che essa copre, e quindi la 

superficie d'intrados di tutta la vòlta a crociera deve risultare 

gli ~ dell'area del poligono regolare sul quale essa si proietta oriz· 

zontalmente. Segue da ciò che, dicendo 
2 c il Iato . del poligono regolare costituente la corda ed 
a l'apotema rappresentante la lunghezza di ciascun'unghia, 
n il numero dei lati del poligono e 
~e la superficie d'intrados della volta, 

si ha 

Fra le quantità a, c ed n esiste poi la nota relazione 

180° 
a=:::. c co t -

n 
.. 

(1 ),, 

che sempre passa fra la metà del lato, l'apotema ed il numero 
dei lati del poligono regolare. 

2· Se le diverse lunette AGB,BHC, CID, DKE, ELA, sonò 
mezze ellissi eguali e se i loro semi-assi M G, N H, O I, P K, QL, • 
eguali alla monta F V· della volta, hanno lunghezza minore della .· 
metà del lato del poligono regolare coperto dalla volta, tutte le 
unghie sono eguali ed a monta depressa cou direttrice ellittica. 
Segue da ciò che, rite'nute le denominazioni già stabilite per quanto 
si riferisce al lato, all'apotema ed al numero dei lati del poligono 
regolare e detta m la monta della volta, si ha che la sua super-
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ficie ~" somma di n unghie cilindriche eguali di corda 2c, di lun
ghezza a e t.li monta n1-, vien data (num 91) da 

[ ( 
1 -e~ 1 +e)] 

~c ==na L-c 1+ 2 eK log· 1-e . 

In questa formola devesi porre: per L lo sviluppo della semi
ellisse direttrice d'un'unghia i cui semi-assi sono c ed m, il qual 
sviluppo si ottiene con una delle regole che vennero date nei nu· 
meri 41 e 42; per e il valore che ricavasi dalla formola 

c 

e per K il noto numero 0,45429443 ....... 
Invece d'impiegare la formola (5) del numero 91 nel calcolo 

della superficie di ciascun'unghia componente la superficie d' in
trados della volta a crociera, si può anche far uso della formola 
(7) dello stesso numero, ed allora la superficie ~. della vòlta a 
crociera su pi~nta regolare vien data da 

1 [(1.3.5)2 2 J 6 -5 2.4.6 1r-7 e - ....... 

Questa furmola dà risullamenti sempt·e un po' maggiori del vero, 
i quali tanto più si approssimano alla verità, quanto più grande è 
il HumerQ d.ei termini..,.di cui si tien conto nel fattore svolto in 
serie. 

Quando ~i crede sufficiente l'approssimazione a cui conduce l'ap
plicazione della f01:mola (9) del citato numero 91 nel calcolo della 
superficie dell 'unghia cilindrica a monta depressa con direttrice 
ellittica, la superficie .~ , può essere calcolata mediante la sempli
cissima forrnola 
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5° Pt·esentandosi il caso di dover trovare la superficie di una 

vòlla a crociera su pianta regolare, colla superficie d'intrados co
stituita da unghie cilindriche con direLLrice elliLLica a monta rial
zata , la superficie di ciascun'unghia si deve calcolare colla for
mola (10) del numero 91, e quindi la superficie d'inlrados :s. della 
volta vien dala da 

nella qual formola devesi porre per L lo sviluppo della semi-ellisse 
di semi-asse maggiore rn e di semi-asse minore c, e per è il nu
mero che ricavasi dall 'equazione 

Jl rn2-c2 

t:: = --- -
c 

II ealcolo della superficie di ciascun'unghia cilindrica, compo
nente la superficie d'intrados della volta a crociera in quistione, 
può anche essere fatto mediante la formola ( 12) del numero 91, 
e così si può adottare nella determinazione della superficie~c la 
formola 

:Se= n a m 
(-rr-2)-! (!TI-~) YJ 2 - '!J. (~TI-~) YJ4 2 - 2 2 2.4 2.4 5 

1.1.3 (1.3.5 - 2). 6 
-2.4.6 2.4.6TI-7 YJ -- ....... 

In questa formola bisogna porre 

Jlmz-cz 
Y)=----

m 

ed i risultati a cui essa conduce, sempre un po' maggiori del vero, 
sono tanto più esalti quanto p-iù grande è il numero ùei termini 
di cui si tien conto nel fattore· svolto in serie. 

Stimandosi sufficiente l'approssimazione a cui conduce la for
mola (14) del numero 91 nel calcolo della superficie di ciascuna 
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delle unghie componenti l'intraclos della volta a ' crociera con un
. ghie cilindriche a monta rialza la, la superficie 2;, si può dedurre 
dalla formola 

f 26. Superficie della vòlta a crociera su pianta rettangolare 
e con unghie cilindriche.- Sia AB CD ((tg. i 55) il rettangolo co
perto dalla volla e si chiamino 

a il lato . maggiore AB e 
b il lato minore B C dell'indicato rettangolo, 
m la monta o-v e 
2;, la superfic.ie d'intrados della volta. 

f • Se la monta O V della volla è minore della metà del lato 
minore B C del rettangolo che essa copre, le quattro unghie cilin
driche VAEH, VBlfC, VCGD e VDHA sono a monta depressa 
e, essendo semi-ellissi le loro direttrici, si 11a: che la somma delle 

superficie delle due unghie VAEB e VCGD, aventi ~apersemi-
1 

corda, . 2b per lunghezza ed m per monta, vien espressa, per la 

formola (5) del numero 91, da 

[.,. 1 ( 1-e2 1+e)J 
b L - 2 a 1 + 2 e K Iog 1-e ' 

essendo L lo sviluppo della semi-ellisse eli semi-asse maggiore 

~a e di semi-asse minore m, e risultando il valore di e dalla for

mota · 

Jl a>~-4m2 

e=---- (1); 

che la somma delle superficie 
.1b . t1 1 avent1 2 per semt-cor a, 2a 

' 
analogamente vien espressa dà 

a 

delle due unghie VB lf C e V D H A, 

per lunghezza ed m per monta, 
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dove L' rappresenta lo sviluppo della semi-ellisse di semi-asse mag

giore ~b e di semi-asse minore m, ed e' il numero che ricavasi 

dall'equazione 

(2) ; 

e che la formola determinatrice della superficie ~., somma delle 
due espressioni trovate, risulta 

~ -'"'c -

bL+aL'-ab 

1ab(1-e2

1 1+e 'l-e'2

1 1+e') 
- 4 K - e- og e- e+ - e-, - og 1-e' 

Gli sviluppi L ed L' delle due semi-ellissi, aventi rispettivamente 
1 1 ' ' 
- a ed c; b per semi-assi maggiori ed m per semi-assi minori, fa-2 ., 
cilmente si ottengono colle regole che vennero dale nei numeri 
41 e 42 ; i valori di e ed e' si deducono dalle formo le (i) e (2); 
e per valore di K si assume il noto numero 0,434294413 .. .... . 

Invece dell'ultima formola, si può- adottare, nel calcolo della 
superficie della volla in quistione, quella che risulta applicando la 
formola (7) del numero 91 alla determinazione della superficie di 
ciascun'unghia, e facilmente si arriva alla seguente equazione de
terminalrice tli ~. 

,, _ab 
"'c- 2 

1 [ (1.3.5)! 2]( 6 ' 6) 

1 
-5 2.11-.6 11-7 e +e - .. ..... 
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I valori di a e di e' da porsi in questa formola, si ottengono dalle 
~quazioni ( 1) e (2), ed i risultati a cui essa conduce, sempre maggiori 
del vero , tanto più si accostano alla verità quanto più grande è 
il numero dei termini di cui si tien conto nel fattore svolto in serie. 

Allorquando nel calcolo della superficie delle quattro unghie com
ponenti l'intrados della volla a crociera si reputa conveniente 
la formola d'approssimazione (9) d'el citato numero 91, la super
ficie ~e vien data dalla semplice formola 

43a! b2 +10 m2 (a2 + b2) 
~c== -----.-42,.-----a 'b --'--------'- · 

2" Se la monta O V della volta a crociera su pianta rettangolare 
è eguale alla metà del lato minore BC, lè due unghie VAEB e 
V C G D riescono ancora a monta depressa, mentre le altre due 

1 
VBFC e VDHA sono a tutla monta. La formola (1), per m::= 2b, 

si riduce a 

a 

la formola (2) dà e'== O; lo sviluppo L diventa quello della mezza 

Il. l ' . . 1 cl' . . 1 b l . e 1s~e c 1 semi-asse maggiOre 2 a e 1 semi-asse mmore 2 ; o svi-

luppo L' si riduce a ~ 1T b, ossia a quello della semi-circonferenza ... 

di raggio ~ b; e la superficie ~. vien data, o dalla formola 

~:=hL+ -- ?T -- 3- --log - -ab( ·1-e2 1+e) 
c 2 2eK 1 - e ' 

oppure dall ' i\ltra r -

[(') )! 2 '] 1 [(1 3)! 2 J l 2(?T - 2) - 2 ?T-0 e2- 2 2:4 ?T-5 é 
~ ab v 

~c== 2 1 [(1.3.5)~ 2 J - r 
-5 2.4.6 ?T-7 e - ....... } 
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la quale dà risultati tanto più esatti quanto più grande è il nu
mero dei termini di cui si tien conto nel fattore svolto in serie. 

Qualora poi si creda di raggiungere una sufficiente approssima
zione impiegando la formola (9) del numero 91 per il calcolo della 
superficie delle due unghie a monta depressa V A E B e V C G D, 
siccome per superficie delle altre due unghie si possono assumere 

gÙ; dell'area che esse coprono, si arriva alla seguente semplicissima 

formola determinatrice della superficie ~. 

5o Quando la monta O V di una volta a crociera su pianta ret
tangolare è maggiore della metà del lato maggiore AB, le quattro 
unghie é omponenti la sua superficie d'intrados sono a monta rial
zata, e si ha: che la somma della superficie delle due unghie 
VAEB e VCGD, le quali hanno rispellivamente per semi-corda, 

per lunghezza c per monta ~a,~ b ed ·m, vien espressa da 

l 1 [ 1 + ~ 2 J l b L - 2a 1+-z- arc(tang=z) , 

essendo L lo sviluppo della mezza ellisse di semi-asse maggiore 

m e di semi-asse minore ~a, ed essendo z la quantità che risulta 

dalla formola 

Jl4m2-a2 

z=----a 
(3); 

che la somma delle supedìcie delle due unghie VB F C e V D H A, 

le quali hanno rispettivamente ~ b, ! a ed m per semi-corda, per lun

ghezza e per monta, vale 

~ , 1 l- 1 + e'
2 J l a { L - 2 b 1 + - z, - are ( tang =e') , 
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dove per L' si deve assumere Io sviluppo della mezza ellisse di 

semi-asse maggiore m e di semi-asse minore ~ b, e dove si deve 

prendere per valore di e' quello dato dalla formola 

Jl 4m2-b2 
.c'::=--b-- (4); 

e che quindi la superficie d'intrados I:, della v~lta in quistione 
vien data dalla formola 

bL+ a L' -ab 

~c == 1 [ 1 + e~ 1 + e'
2 J · - 2 ab -e- arc(tang::= e)+ - .-€-,- are (tang== e') 

l 

Gli sviluppi L ed L' si ottengono con una delle regole che ven
nero date nei numeri 4l e 42, ed i valori di e e di e' si deducono 
dalle formole (5) e (4). 

Quatora esprimasi la superficie di ciascun'unghia applicando la 
formola (i 2) del nul!lero 9f, la superficie ~. dell a volta a cro
ciera su pianta rettangolare e con tutte le sue un ghie a monta 
rialzata, può essere cakolata mediante la formola 

(rr - 2) (b+ct) - ~ (~ rr -i) (b l/2 + ctl/'2) 

1.1(1.3 2)(b·4 .'4) - 2.4 2.4 rr - 5 Il +a Il 

1.1.3 (1 .3.5 2) (b· 6 . ' 6) 
- 2.4.6 2.4.6 rr-7 Il +a Il - • • · ···· 

I valori di 1/ e di 1/
1 che entrano in questa formola sono dali 

dalle equazioni 
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Jl 4rn2-b2 

71, == 2m 

e conduce essa a risultamenti tanto più esatli quanto più grande 
è il numero dei termini di cui si tien conto nel fatlore svolto in serie. ' 

Nei casi poi iu cui è sufficiente l' appro.ssimazione che dà la 
formola (14) del numero !H nella valutazione della superficie del
l'unghia cilindrica retta con direttrice ellittica a monta rialzata, si 
può calcolare la superficie ~. mediante la formola 

..., _ (31888m2 +86!:16ab)(a+b) m2-327 (a 3+b3)ab 
"-'c- 53760m3 • 

4° Avvenendo il caso in cui la monta O V della volta in qui
stione è eguale alla metà del Ialo maggiore AB del rettangolo 
che essa copre, risultano a tutta monta le due unghie cilindriche 
VAEB e VCGD, a monta rialzata le altre due VBFC e VDHA. 

i 
Per m=2a il valore di e diventa zero, e vien dato dalla formola 

quello di e'. Lo sviluppo IJ diventa~" a ossia quello della mezza 

cii·conferenza di raggio ~a; lo sviluppo L' si riduce a quello della 

11. d" . . 1 d" . . i b mezza e tsse · 1 semi-asse maggtore 2 a e 1 sem1-asse mmore 2 ; 
e la formola determinatrice della superficie ~. risulta 

L, a b [ ., 1 + e'z ( , )] 
~c=a + 2", 7!-.:J- -

0
-, - are t~ng= e • 

Se poi si osserva che per m==~ a il valore di Yi diventa zero, 

riesce facile il dedurre come la superficie ~. si possa anche rica
vare dalla formola 
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quando in essa si faccia 

J! a2-b2 
'lì'·==----

a 

e quando tengasi conto d'un sufficiente nn m ero di termini nel 
fattore svolto in serie. 

Finaln1ente, qualot'a basti l'approssimazione a cui conduce l'uso 
della formola (U) del numero 91 nella valutazione della super
ficie delle due unghie a monta rialzata, assumendo per superficie 

delle altre due unghie gli ; dell'area che esse coprono, si arriva 

alla seguente formola determinatrice di ~. 

127. Superficie delle vòlte a crociera con unghie cilindroidi
che. - P et' ottenere che le curve A G B, 13 H C, C I D, D K E, E L A 
(fig. i 54) siano mezze circonferenze e qnindi mezzi circoli le lunette 
corrispondeuti, e per rendere possibile la costruzione di vòlte a 
crociera col loro veri ice V avente qualsiasi altezza al di sopra 
del piano d'imposta, ben di frequente si costruiscono le volte a cro
ciera con unghie cilindroidiche. Considerando una qualunque delle 
unghie componenti la superficie d'intrados di una· di queste vòltc, 
per esempio quella che copre il triangolo FA B, la sua superficie 
sarebbe generata: per la parte V G B da una retta che si muove 
passando per un punto del · quarto di circonferenza G B e per un 
punto del quarto di ellisse VB, e conservandosi parallela al piano 
verticale determinato dai due punti G e V; ed analogamente per la 
parte V G A da una retta che si muove passando per un punto del 
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quarto di eirronferenza G A e per nn pnnlo dd quarto <li ellisse VA, 
e manteuendosi parallela allo stesso piano verticale. Adottando per 
tutte le altre unghie il sistema ùi generazione or ora indicato, si 
viene a definire l'intrados di una vòlta a crociera con unghie c.ilin. 
droidiche, e per valutare la sua superficie bisogna generalmente 
procedere separatamente al calcolo di quella delle diverse unghie e 
sommare quindi i risultati che si ottengono. -. 

La superficie di un'unghia cilindroidica è un elemento difficile a 
valutarsi, e mi limito a suggerire due metodi d'approssimazione 
che credo utili e sufficienti nelle ordinarie circostanze della pratica. 

Supponendo che debbasi trovare la superficie di un'unghia cilin
droidica coprente un triangolo qualunque, s'incominci dal segnare 
la sua proiezione sul piano d'imposta, che suppongo orizzontale, 
nel triangolo A CB (fig. 1. 56). Si rappresenti la sua proiezione ver
ticale su un piano parallelo al piano verticale determinato dall'al
tezza CE dell'indicato triangolo, la qual proiezione consta della 
retta A' D' perpendicolare alla linea di terra e lunga la metà di 
AB, del quarto di ellisse A' C' di semi-assi A' C/= E C e C/ C' 
eguale alla monta dell'unghia, e della t·etta D'C'. Finalmente si 
faccia un ribaltimento sul piano verticale di pr·oiezione della semi
circonferenza già rappresentata nelle relle BA e A' D'. 

Fatto questo, s'immagini tagliata l'unghia mediante due sistemi 
di piani verticali, gli uni paralleli alla mediana D C del tl'Ìan golo 
coperto dall'unghia e gli altri paralleli alla base AB dello stesso 
triangolo. Le tracce orizzontali dei piani appartenenti al primo si
stema sono le rette ab, c d, c(,....... parallele a D C, mentre le 
tracce orizzontali dei piani appat·tenenli al secondo sistema sono le 
rette lì b, i d, h f, ....... parallele ad A n. Quando a!Jhiasi l'a vver~ 
tenza di fare in modo che le tracce orizzontali del seconclo si
stema incontrino le relte A C e B C negli stessi punti b, d, f, ....... 
in cui sono incontrate dalle tracce orizzontali del primo sistema, 
la proiezione orizzontale AB C dell'ungh ia rimane scomposta in 
triangoli e parallelogt·ammi, e hasla procurarsi, almeno approssi
matiYamente, le parti d'unghia coprenti tutte queste figure, per ot
tenere nella loro somma il valore approssimato dell'unghia intiera. 
Per giungere allo scopo, è necessario conoscere le altezze al di 
sopra del piano d'imposta di tulli i punti della superficie dell 'un
ghia, proiettati nei vertici delle figm·e elementari in cui venne seom
posto il triangolo AB C; ed ecco come facilmente si arriva alla 
loro determinazione. Quando trattasi di un punto, come quello 
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proiellato in c, posto sulla mezza circonferenza, le cui pr01ezwui 
orizzontale e verticale sono rispettivamente A n ed A' D', si prende 
A" c/' -A c, si segna l'ordinata c/' c" nella semi-circonferenza 
A" D" B" : quest' onlinata rappresenta l'altezza del punto dell'unghia, 
orizzontalmente proiettato in c, al di sopra del piano d'imposta. 
Quando il punto dell'unghia pel quale vuolsi l'altezza al disopra 
del piano d'imposta travasi, come il punto d, proiettato sulla retta 
A C, da d si conduce la dd' perpendicolare alla linen di terra, 
prendesi l'ordinata d t'cl' del quarto di ellisse A' C', e quest'ordinata 
rappresenta la voluta altezza. Quando il punto dell'unghia, pel quale 
cercasi l'altezza al di sopt·a del piano d'imposta, proiettasi in uno 
dei vertici posti nel triangolo AB C, per esempio nel vertice m., 
osservasi: che la proiezione orizzoutale della generatrice pils
sante per un tal punto è la retta e(; che la proiezione verticale 
della stessa generatrice risulta prendendo A'' e/'= A e, tirando l'or
dinata e/' e" nella semi-circonferenza A" D" B", determinando il 
punto e' coll'assumere A' e'=e/'-;;" ed il punto f' coll'abbassare da 
r una perpendicolare alla linea di terra fino ad incontrare il quarto 
di ellisse A' C' e condncendo ·la retta e' f'; che la proiezione ver
ticale del punto dell'unghia pi·oietlato orizzontalmente in m è il 
punto m' in cui la perpendicolare alla linea di terra, condotta per 
m, incontt·a la retta e'{'; e finalmente che si ba l'altezza doman
data nella retla m/ m'. - Uua volta determinate le altezze di tutti 
i punti dell'unghia proiettati nei vertici dei triangoli e parallelo
grammi in cui venne scomposta la sua proiezione orizzontale ABC, 
anche i parallelogrammi si scompongono in triangoli, ed alla su
perficie dell'unghia s'immagina sostituita la superficie poliedrica a 
facce triangolari, aventi i loro vertici nei punti dell'unghia di cui 
vennero cletem1inate le altezze e proiettantisi orizzontalmente nei 
triangoli in cui travasi scomposta la proiezione orizzontale AB C del
l'unghia. Per ciascuna delle delle facce triangolari, riesce faeile il 
calcolo dei lati, giacchè sono note le lunghezze delle loro proiezioni 
orizzontali, non che Je differenze di livello dei loro estremi; e, 
conosciuti i lati, si può passare al calcolo dell 'area. La somma 
poi delle aree delle facce triangolari componenti la snperficie po
lidrica, che si sostituisce all'unghia, dà approssimati,•amente la su
perficie di qnesta, la quale evidentemente riesce tanto più pros
sima al vero, quanto più sono vicine fra di loro le rette ab, c d, 
e(, ....... ,, bh, di, (k, ....... 

L'esposto metodo per trovare la superficie di un'unghia conoi-

L'ARTI! DI FABBRICARE Geometria pratica, ecc. - 18. 
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dica riesce generalmente lungo e faticoso, cd i prntici preferiscono 
l'impiego d'una formola empirica, tuttochè non sappiasi precisare 
il grado d'approssimazione a cui essa conduce. Considerando in
nanzi tutto il caso d'un'unghia conoidica retta, ossia di un'unghia 
conoidica coprente un triangolo C AB (fig. 157) isoscele sulla base 
AB, e chiamando 

2c la corda AB, 
l la lunghezza CD dell'unghia, 
m la monta CV ed 
S la superficie domandala, 

empiricamente suolsi calcolare la superficie S mediante la sempli
cissima formola 

Quando l'unghia non è retta, ossia quando il triangolo C AB 
è un triangolo qualunque, si assume per lunghezza l ddl'un
ghia la sua mediana D C, ossia la retta che unisce il suo ver
tice col mezzo della sua base, per semi-corda c si prende la per
pendicolare- D F calata dal vertice B sulla detta mediana, e si ot
tiene la superficie colla stessa formola. 

128. Superficie della volta a crociera su pianta regolare 
con unghie cilindroidiche . - La superficie d'intrados di questa 
volta è costituita da tante unghie cilindroidiche rette eguali, quanti 
sono i lrtti del poligono regolare che essa copre. Tutte queste unghie 
hanno per corda il lato dell'aecennaro poligono regolare, per lun
ghezza l'apotema, e per monta la retta ~.;bé unisce il centro dello -
stesso poligono col punto in cui vengono a riunirsi i vertici delle 
diverse unghie. La superficie d'inlrados poi dell'intiet·a volla a cro
ciera si ottiene procurandosi p t· ima la superficie d'una mezz'unghia, 
applicando il metodo d'approssimazione esposto nel precedente 
numero ragionando sulla figura 156, e moltiplicrtndo il risultato 
che si ottiene per il doppio del numero dei lati del poligono regolare. 

Quando, invece dell'accennato metodo d'approssimazione, si crede 
opportuno di adottare la formola empirica che venne data nel 
precedente numero per valutare la superficie di ciascun' unghia 
componente la superficie d'intrados della volta, chiamando 

2 c il lato, 
a l'apotema ed 
11 il numero dei lati del poligono regolare che essa copre, 
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m la monta della volta a crociera c 
~. la sua superficie d'intrados, 

si ha la formala 

e l'l'a le quanti Là rt, c ed n esiste la nota relazione ( 1) del n u· 
mero 125. 

129. Superficie del a vOlta a crociera su pianta rettangolare 
con unghie cilind1·oidiche. - La volla a crocie ra con unghie 
cilindroitliche di cui vnolsi trovare la superficie, sia quella rappre
sentata nella figma 153, e si chiamino 

a il lato maggiore AB, 
h il lato minore B C del rettangolo AB C D coperto dalla volta 
m la monta OV, 
~c la supedìcie d'intradl•S che vuolsi valutare. 
Adottando la formol a empirica che venne data nel precedente 

numero per trovare le superficie delle quattro unghie componenti 
la superficie d'intrados della volta in quistione, si ha che la somma 
delle superficie delle due unghie VAEB e VCGD vale 

che la somma delle superficie delle due unghie VBFC e VDHA 
ammette per valore l'espressione 

e finalmente che la fol'mola detenninatrice di ~c risulta 

Se la monta O V della volta è eguale alla metà del lato maggiore 
AB del rettangolo che essa copre, le due unghie V A E B e V C G D 
diventano unghie cilindriche a tutta monta, le altre due restano 

cilindroidiche e facendo m==~ a nell'ultima formala si trova 
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i 50. Superficie delle vòlte a crociera con unghie dette sfe·
riche generate da un arco circolare di forma variabile. -
Invece delle volte a crociera con unghie cilindroidiche, vantaggiosa
mente si possono impiegare le volte a crociera con unghie dette 
sferiche, generale da un arco di forma variabile, giacchè, senza 
nuocere alla facilità d'esecuzione, le seconde riescono più belle e 
più eleganti delle prime. La superficie d'intra.dos di una di tali 
volte consta di tante unghie, quanti sono i lati del poligono che 
essa copre; i vertici delle diverse unghie si riuniscono in uno stesso 
punto che si proietta verso il mezzo del poligono coperto dalla 
volta o nel suo centro, se è regolare ; e ciascun'unghia ammette 
il sistema di generazione che vado acl indicare ragionando splla 
figura i59, che suppongo rappresentare un'un.ghia sferica generata 
da un arco di forma variabile e facente parte d'un'intiera vòlta a 
crociera, la quale copre un poligono, cui appartiene il triangolo 

' d'imposta FA B coperto dall'indicata unghia. Nel piano verticale 
determinato dalle due rette V F ed F B s'immagini descritto un 
quarto d'ellisse VB avente pet' semi-assi le lunghezze delle accen
nate due rette, ed analogamente nel piano verticale delle due rette 
V F ed FA s'immagini descritto il quarto d'ellisse V A di semi
assi lunghi come le ultime due rette; un arco circolare, tracciato 
colla condizione di passare pel punto più alto H della semi-cir
conferenza A H B non che p el vertice V e di avere la tangente 
orizzontale in questo vertke, suppongasi descritto nel piano ver
ticale HG F V; e finalmente s' immagini che un arco di circolo di 
forma variabile si muova in un piano verticale parallelo a quello 
della semi-circonferenza A H B passando pei tre punti in cui questo 
piano taglia le tre curve V A, V H e V B. L'arco di forma varia
bile, movendosi come si è detto, genera una supedìcie, che im
propriamente suolsi chiamare ttnghùt sferica. 

La determinazione della superficie d'un'unghia sferica, generata 
come si è detto, costituisce un problema che non si sa ancora 
risolvere in modo esatto; e, per le ordinarie circostanze della pra
tica, può bastare la seguente risoluzione approssimata. Supponendo 
che vogli asi trovare la superficie di un 'unghia sferica coprente un 
triangolo isoscele, s'incominci a segnare la sua proiezione sul piano 
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d'imposta, che suppongo orizzontale, nel triangolo CAB (fig. 140). 
Si rappresenti dopo la sua proiezione verticale su un piano paral
lelo al piano verticale, determinato dall ' allezza C D dell'indicato 
triangolo, la qual proiezione consta della retta A'-D' perpendico
lare alla linea di terra ed eguale alla metà di AB, del quarto di 
ellisse A' C' di semi-assi A' C/ = D C e C/ C' eguale alla monta 
dell'unghia e dell'a t· co circolare D'C' passante pei due punti dati 
D' e C' ed avente la sua tangente orizzontale nel punto C'. Fatto 
questo, s'immagini tagliata la superficie dell'unghia mediante tanti 
piani di profilo assai vicini fra di loro; e per fissare le idee, siano 
b rn', d n', [o', .. ...... rette perpendicolari alla linea di 'terra deter-
minanti le tracce di alcuni di questi piani. La superficie dell'unghia 
resta intersecata da questi piani secondo archi circolari le cui 
corde sono evidentemente le rette ab, cd, ef, ..... .. .. ed aventi 
rispettivamente per sa elle le rette a' rn', c'n', e' o', ......... Conoscendosi 
le corde e le saette di questi archi cin~olari, riesce fac:ile ottenere 
le loro lunghezze. Gli archi D'm', m'n', n'o', ........ , in cui gli ac-
cennati piani seganti scompongono l'arco di circolo D'C', sono 
anche tali da potersi facilmente tronre le loro lunghezze; molti
plicando le semi-somme degli archi che limitano le zone d'unghia 
proiettate nei trapezi i ABba, ab d c, c d f e, ........ per le lunghezze 
corrispondenti D'm', m'n', n'o', .... .. .. mislu·ate sull'arco D'C', si 
può dire che si ottengono approssimativamente le superficie delle 
accennale zo.nc; e finalmente nella somma di queste superficie 
risulta quella dell'unghia, la quale evidentemente riesce tanto più 
1wossima alla vera, quanto più i piani seganti di tracce orizzon-
tali JLb, cd, ef, ........ si conducono vicini l'uno all'altro. 

151. Superficie delle vòlte a crociera con unghie dette sfe
riche generate da un arco circolare di raggio costante. - Le 
unghie impropriamente denominate unghie sferiche, che s'impie
gano per comporre la superficie d'inlt•ados delle VOlte a CI'OCiera, 
non sono sempre generate come si è detto nel precedente numet·o, 
e qualche volta ammettono questo secondo sistema di generazione. 
Supponendo che sia F AB (fig. 159) un triangolo il quale fa parte 
di un poligono da coprirsi con una volla a crociera, ed essendo 
AB quel la t o del triangolo che appartiene al perimetro del detto 
poligono, si descl'iva nel piano verticale delel'minato dal lato AB 
la mezza cil'conferenza di cit·colo AHB, nei due piani AFV e BFV 
si traccino rispellivamente i due quarti d'ellisse A V e B V col 
semi-asse comune 1.fv eguale alla monta della volta , e si faccìa 
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scorrere la mezza circonferenza A H B in modo da conservarsi il 
suo piano pa1·allelo · a quello in cui trova vasi nella sua P,Osizione 
iniziale, colla tangente orizzontale nel suo punto di mezzo. Le suc
cessive parti di ques ta mezza circonferenza, le quali rimangono 
intercette fra i due quarti d' ellisse AV e BV, costituiscono evi
dentemente una superficie di facile esecuzione nella pratica, che 
può assumersi siccome quella d'un 'unghia che serve a coprire il 
triangolo FA J;J e che impropriamente suolsi anche chiamare tmghict 
sfm·ica. 

Per determinare la superficie d'un 'unghia sferica generata da un 
arco di circolo di raggio costante, si può seguire il seguente me
todo d'approssimazione da chi possiede le sole nozioni di mate
matiche elementari. Posto il caso più frequente della pratica, in 
cui l'unghia deve coprire llll triangolo isoscele, che si suppone 
contenuto nel piano orizzontale d'imposta, si faccia la sua proie
zione orizzontale nel trian golo A n C (fig . 14i) ; si assuma la linea 
di terra perpendicolare alla base A n di questo triangolo; si rap
presenti nella retta A1D', egnale alla metà di An e pe•·pendicolare 
alla linea di terra, la mezza circonferenza di circolo orizzontalmente 
proiettata in AB ; si fissi il punto C' sulla perpendicolare alla linea 
di terra abbassata da ç eù elevato su questa linea della quantità 
C/ C' eguale alla monta dell'unghia; e si descriva il quarto di ellisse 
A' C' i cui semi-assi sono A' C/== D C e C/ C'~ Fallo questo, si 
passi a fare la proiezione dell'unghia su un piano di profilo ossia 
su un piano parallelo a quello che contiene la mezza circonferenza 
proiettata orizzontalmente in AB e vqrticalmente in A'D~ Questa 
terza proiezione si riduce alla mezza circonferenza A" D' ' B" di 
diametro A" B" = AB ed alla mezza ellisse A" C" B" di semi -assi 
D/' A" e D/' C", rispettivamente eguali alla metà della corda AB 
ed alla monta C/C', e rapprese1~ta n te i due quarti di ellisse pro
iettali orizzontalmente nelle rette CA e CB. Se ora imm:.1ginasi 
tagliata l'unghia mediante tanti piani di profilo assai vicini fra di 
lo~;o e le cui tracce sono le rette b m', d n'' r o', .. ..... . , le interse-
zioni di ques ti piani colla superficie dell'unghia sono tanti archi 
circolari di raggio eguale alla metà di A B. Le corde di questi 
archi sono le relle ab, c d, e f, ........ , e i e lo ro saette risultano : 
portando le dette rette in a/' b/', c/' d/', e/'(/', ........ , metà a 
dritta e metà a sinistra del centro D/' ; conducendo nella semi
ellisse A" C" B" le ordinate corrispondenti agli estremi a/' e b/', 

" d " " d f " d l . . . " b" " et e f , ef c f , ........ pe•· e errmnare 1 punii ~~, e , c e 
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d" " d (' f d . t ' " " " , e e , ........ ; acen o centro nei pun 1 a , c , e , ........ con 
raggio eguale a D/' A" e tagliando la retta D/' C" in 1, 2, 5, ........ , 
d . d l' h' "b" "d" "('' l h t' escnven o g 1 are 1 a , c , e , ........ c 1e anno ques 1 

centri e l'accennato raggio; e conducendo dai punti m", n", 
o", ........ delle parallele alla linea di terra fino ad incontrare in 
m', n', o', ........ le direzioni ba', dc', fe', ......... Le lunghezze delle 
rette a' m', c'n', e' o', ........ rappresentano le saette degli archi 
circolari secondo cui i piani verticali di tracce orizzontali ab, c d, 
ef, ........ tagliano la superficie dell'unghia, ed i punti D', m', n', 
o', ......... C', uniti fra di loro mediante una curva, determinano 
l'intersezione dell'unghia col piano verticale di traccia orizzontale 
CD. Gli accennali archi circolari, per cui si conoscono corde e 
saette, scompongono la superficie dell'unghia in tante zone, e quando 
i detti archi siano sufficientemente vicini, si può ritenere che la 
superficie di ciascuna di esse sia data dalla sua larghezza misurata 
sulla curva culminante D'n' C' per la semi-somma delle .lunghezze 
degli archi circolari fra cui si trova. La somma delle superficie di 
tutte le zone comprese fra i varii archi circolad, tracciati sull'un
ghia nel modo indicato, dà il ·valore approssimato della sua super
ficie totale. 

Per quanto a me consta, i metodi di ·generazione delle unghie 
sferiche descritte in questo e nel precedente numero, vennero ideati 
dal distinto architetto Carlo Promis, Professore d'architettura civile 
presso la R. Scyola d'applicazione degli Ingegneri in Torino; e la 
prima volla vennero pubblicati per le stampe nel volume di que
st'opera sull'arte di fabbricare il quale tratta dei Lavori generali 
d'architettura civile, strad1tle ed idraulica , al capitolo VII ed a 
numero 260. II problema della determinazione analitica delle loro 
superficie, che sembra presentare delle difficoltà per le unghie sfe
riche generate da un arco di circolo di raggio variabile, si può 
risolvere per l'unghia sferica generata da un arco di raggio costante, 
ed ecco come sono giunto a stabilire la formola conveniente al 
caso più frequente della pratica in cui l'unghia copre un triangolo 
isoscele. 

Essendo V A HB l'unghia che si considera (fig. 159) ed AB F i 
triangolo isoscele che essa copre, si chiamino : 

2 c la base AB déll'indicato triangolo, ossia la corda dell'unghia 
ll'allezza FG dello stesso triangolo, ossia la lunghezza dell'unghia 
m la sua monta V F ed 
S la sua superficie . 
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Immaginando un piano qualunque ab b' a' parallelo a quello della 
lunetta A HB, questo piano taglia l'unghia secondo un arco circo
lare a' d' b' di raggio c, e dicendo x la lunghezza della retta Fd 
che misura la distanza di questo piano dal punto F, si ha per la 
similitudine dei due triangoli Fa b ed FA B 

e quindi 

- - c 
ad=a'e=yx. 

Se osservasi che, supponendo descritta l'intiera circonferenza cui 
appartiene l'arco a' d' b', la semi-corda ({e è media proporzionale 
fra i due segmenti adiacenti dal diametro, si ha 

-, -,- cg e 
ed (2c-ed )- 71 x, 

dalla quale, per essere ed' minore di c, si ri cava 

Essendo i triangoli F G B ed F d~ rettangoli in G ed in d, ed i loro 

cateti essendo FG=l e BG c, Fd x ed ad=yx risulta 

- v c~ Fa=x 1+7}, 

per cui l'ordinata a a' nel quarto di ellisse V a' b vie n data da 
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Se ora si assume per origine di coordinate il punto F, se le due 
direzioni ortogonali F x ed F y si prendono per assi coordinati onde 
riferirvi la curva V d'H e se chiamasi y l'ordinata del' _de+ ed', 
per essere de eguale ad aa', si ha 

(1), 

la quale, isolando il termine contenente il radicale, elevandola al 
quadrato e portando lutti i termini nel primo membro, conduce 
all'equazione 

(m-c) 
Y2+ l2 X

2-2cy-m(m-2c) =0 
l ' 

che, parago nata coll'equazione generale del 2° grado a due varia
hili e coi criteri i da cui si conosce qua le delle tre curve del 2" 
grado rappresenta, porta a con chiudere essere un arco ellittico la 
curva V d'H-. Prendendo per area elementare d S dell'unghia la 
zona infinitesima compresa fra i due archi infinitamente vicini 
a' d' b' e a~' d" b", dicendo L la lunghezza di uno di essi e d s l'arco 
infinitamente piccolo della curva V H fra essi compreso, si ha 

dS=Lds 

L'arco L, avendo per semi-corda la retta 7rl di lunghezza f x ed 

appartenendo ad una circonferenza di raggio c, vien dato dalla 
formo la 

L=2carc ( ~en=1), 

la quale, svolgendo in serie il fattore are ( sen = y), si riduce a 

(8). 

n valore di d s vien dalo da 
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V-(dy)1 
ds==dx 1+ dx , 

ossia, svolgendo il radicale in serie, da 

[ 1 (dy)% 1.'1 (dy)4 ' 
ds==dx 1 +2 dx -2.4 dx + ....... J; 

e, siccome dalla ( 1) ricava si 

x 
dy_ m-c T 
d x-- -l- _V ____ x_2 , 

'l-l'l 

sostilnendo nell'ultimo valore di d s, risulta 

Se ora osservasi che 

e se, per essere il rapporto 7 una reazione finchè x, si riferisce ad 

un punto dell'arco V d' H posto sull'unghia, con un 'approssimazione 
sufficiente per la pratica si trascurano le sue potenze superiori 
alla quarta, il valoee di d s si ricluce a 
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Questo valore di ds non che quello di L dato dall'equazione (5), 

trascurando in quest'ultimo le potenze di I superiori alla quarta, 

si pongano nell'equazione (2), e si ottiene 

d x, 

che, effettuando i prodolli e stando nei limiti della presta!Jilita 
approssimazione, si riduce a 

Se ora · si iutegra~tuest'equazione e, se l'integrale si prende fra 

limiti x= O ed x= l, ossia fra I= O ed l= 1, risulta 

(4). 

Il metodo seguito per dedurre questa formola chiaramente fa vedere 
come essa conduca soltanto a risultati d'approssimazione nel va
lutare la superficie delle unghie, dette sfe'riche, generate da un 
arco circolare di raggio costante, coprenti triangoli isosceli le cui 
basi costituiscono le corde; e, volendosi altre formole che diano 
risultamenti più approssimali di quelli a cui concluce la formola 
stabilita, basta tener conto di una o più potenze superiori alla 

quarta della frazione T negli svolgimenti in serie pei quali convien 

passare nel procurarsi il valore dell'area elementare d S. 
Quando l'unghia, invece di coprire un triangolo isoscele copre 
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nn triangolo qualunque, ossia quando è obliqua invece di essere 
retta, se chiamasi a. l'angolo d' obliquità A G U (jìg. 139) , che la 
corda AB==2c fa colla perpendicolare GU alla mediana FG==l, 
non si va lungi dal vero assumendo la seguente formola determi
natrice della superficie S dell'unghia 

Ora che si conoscono i metodi i quali conducono in pratica a tro
vare la superficie delle unghie dette sferiche generate da un arco di 
circolo di raggio costante, riesce facile il calcolo della superficie 
d'una volta a crociera avente il suo intrados composto di tali unghie, 
giacchè separatamente basta fare le superficie delle unghie com
ponenti e sommarie. 

132. Superficie della vòlta a crociera con unghie sferiche su 
pianta regolare. - Quando le unghie componenti la superficie 
d'intrados di questa volta sono generate da un arco di circolo di 
raggio variabile, si ottiene la superficie di un'unghia, col metodo 
d'approssimazione che venne dato nel numero 130, ed il risultato 
ottenuto si moltiplica per il numero dei lati del poligono regolare 
coperto dalla vòlta. 

Quando invece le dette unghie sono generale da un arco circo
lare di raggio costante, si può far uso della formola ( 4) per la 
valutazione della superficie di ciascun'unghia, ed allora, chiamando 

2 c il lato, 
a l'apotema ed 
n il numero dei lati del poligono regolare coperto dalla vòlta, 
m la monta e 
I:. la superficie che vuolsi valutare, 

si ha 

Tra le quantità a, c ed n ha luogo la nola relazione ( 1) del nu
mero 125. 

13 5. Superficie della vòlta a crociera su pianta rettangolare 
con unghie sferiche. - Se le unghie formanti la superficie d'in
trados di questa volta sono generate da,un arco di circolo di raggio 
variabile, si trovano prima col m~todo che venne dato nel numero 
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150 le superficie delle due unghie differenti V A E B e VB F G (fig. 
t42), si sommano i due risultati, e si prende il doppio della somma : 
questo doppio rappresenta la domandata superficie della volta a 
crociera. 

Se le deUe unghie sferiche sono generate da un arco di cit·colo 
di raggio costante, si può adottare la formo la ( 4) del numero 151 
nella loro vallollazione e, chiamando 

a il lato maggiore AB e 
b il lato minore B C del rettangolo AB C D coperto dalla volta, 
m la monta O V, 
};. la snperfìcie della volta a crociera coprente il ~etto rettangolo, 

si ha : che la somma delle superficie delle due unghie V A E B e 

V C G D, di semi-corda ~a, di lunghezza ~ b e di monta m, vien 

espressa da 

l 

che la somma delle superficie dellr, due unghie VBFC e VDHA, 

di semi-corda ~ b, di lunghezza ~a e di monta m, vale 

-~ b l-13 (2rn-b)2J. 
8a 3 + a2 ' 

e finalmente che la superficie };. , somma delle due espressioni 
trovate, può essere calcolata mediante la formola 

,, _ 1 b [13 (2rn - a)2 (2m - b)1 J 
""c- 4a s+ 2b2 +-2~ . 

Se, come sovente si fa nella pratica per ottenere che colla minor 
monta possibile risultino semi-circoli le quattro lunette A EB , 
BFC, CGD e DH A, si assume la monta OV eguale alla metà del 
lato maggiore AB del rettangolo AB C D, la superficie };. , che si 

può dedurre dall'ultima formola facendo in essa m==~ a, vie n 

data da 
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154. Superficie delle volte lunulate. - La denominazione ge
nerale di volte lunulate si dà a quelle volte a botte, a bacino, a 
conca, a padiglione, a botte con teste di padiglione, a schifo, nella 
cui superficie d'intrados si trovano delle un ghie cilindriche o cilin
droidiche o sferich e poste in luogo di altrettanti fusi tolti dalla su
perficie d'intrados delle accennale volte. 

La definizione stessa che venne data delle vòlte Junulate indica 
con qual regola si ùeve procedere per la valutazione delle loro su
perficie ù'intrados: si deve incominciare ad otlenere la superficie 
tl'intrados ~ dell'intiera volta in cui si trovano le unghie, suppo
nendo che queste non esistano; quindi si passa a cercare le su
perficie dei fusi che da essa vennero tolli per sostituirvi le unghie, 
e si fa la somma F di queste superficie; dopo si procede alla de
terminazione delle superficie delle diverse unghie esistenti nella 
volta, e si effetlua pure la loro somma U. La superficie ~ ~ della 
volta lunulata vien evidentemente data da 

.r~==~-F+ U. 

P et' applicare l'esposta regola generale ad un caso pratico deb
hasi trovare la superficie d'intrados della volta a botte a tutta 
monta lunulala, di cui in pt·oiezione orizzontale, in sezione longi
tudinale secondo la retta I K ed in sezione trasvers<1le secondo la 
retta HU si ha la rappresentazione nella figura 145, ed in cui 
trovansi quattro unghie cilindroirliche eguali copren ti i quattro 
tt·ian goli EGF, LNl\1, OPQ ed RST. Suppongasi che le quattro 
unghie debbano essere generate da una retta che si con:;;erva pa
rallela al piano verticale H U, e si chiamino 

p il lato maggiore TI e 
q il lato minore B C del rettangolo coperto dalla volta, 
a la corda E F == E'F' delle unghie, 
l la lunghezza HG:= E"Gt" delle medesime. 
La superficie .r dell'intiet·a volta a botte a tutta monta coprente 

il rettangolo AB C D vie n da t a da 

('l). 
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Considerando il fuso incompleto che copre il triangolo E G F, l' au
golo G" l" X== a, che il raggio I" G" condotto al vertice G" fa colla 
verticale, vie n dato dalla formola ( 1) del numero 90 facendo in 

1 
essa r ==i q e c== l, per cui si ha 

q- 2l 
sena==--

q • 

e la superficie di questo fuso, espressa dal secondo membro del
l' equazione (2) del citalo numero quando in esso si pongano i già 
notati valori di ,. e di c, vale 

. ~~ [q cosa - (q -- 2l) (~- a)]. 

l\ia, nel caso par\icolare che si considera, i fusi tolti dalla super
ficie della volta a botte coprente · il rettangolo AB C D per sostituirvi 
le unghie, sono in numero di quallro e quindi la somma F delle 
loro superficie vien data da 

(3). 

Venendo ora al calcolo della superficie U, rappresentante la somma 
delle quattro unghie cilindroidiche sostituite ai quattro fusi, si ha: che 

ciascuna di queste unghie, avente per semi-corda~ a, per lunghezza 

l e per monta 

ammette per esp~essione approssimata della sua superficie (num . 12 7) 

e che per conseguenza la superficie U vien data da 

(4). 
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La formo la ('l) serve a calcolare la superficie ~ . la formo la (2) 
si presta a dedurre l'angolo a: il quale viene in acconcio per tro
vare F ed U mediante le formo! e ('5) e ( 4). Togliendo il valore di 
F dal valore di ~ ed aggiungendo alla differenza il valore di U, 
si ha la superficie d'intrados SI della volta a bolte lunnlata di cui 
venne data la rappresentazione nella figura 145. 

155. Superficie delle vòlte a fascioni. - Le volte a fascioni 
sono di svariatissime forme, e la generazione della loro superficie 
d'intrados può essere spiegata immaginando : che sul poligono da 
coprirsi con una di queste volte già insista l'intrados di una volta 
la qnale, a seconda della figura dei detto poligono, può essere a 
botte, a conca, a padiglione, a botte con teste di padiglione, a 
schifo, a bacino ; che sul poligono d'imposta si trovino tracciate 
tante linee per guisa che, sollevando per esse dei piani verticali, 
vengano questi a tagliare la superficie d'intrados secondo zone; che 
tanti solidi arconi appoggiati ai piedritti e con vicendevole contrasto 
ft·a di loro, siano gettati su queste zone; e che dagli spazii non 
coperti dagli arconi vengano tolte le parti corrispondenti di vòlta 
primitiva per sostituirvi delle convenienti volte a cui servono di 
pieddtti i fascioni non ehe i muri contro i quali essi appoggiano. 

Le superficie d'intrados di queste volte si calcolano trovando 
separatamente quelle dei fascioni, non che quelle delle volle fra 
essi corriprese e prendendo quindi la loro somma. Per ragionare 
su un caso particolare si consideri la volta a fascioni su pianta 
rettangolare ABCD (fìg. 1.44) colla sua superficie d'intrados gene
rata, immaginando insistere una vòlta a padiglione al reltangolo 
A1 B1 C1 D1 avente il suo perimetro di poco equidistante dal peri
metro del rettangolo AB C D; supponendo tirate le d ne rette E1 l\1 

ed F 1 11 parall ele ai lati di maggior lunghezza del dello rettangolo 
e da questi equidistanti, non che le altre due M1 G1 ed L1 H1 pa
rallele ed eqnidistanti dai lati di minor lunghezza del medesimo 
rettangolo e talmente spazi ate fra loro rla essere l\11L1 =:E1 F1 ; 

considerando le rette E1 R, F 1 O, 11 P e 1\1 Q non che le altre G1 O, 
H1 P, L1 Q ed M1 R siccome le tracce orizzontali di tanti piani ver
ticali innalzati fino a tagl iare la già definita volta a padiglione; 
immaginando sulla parte di questa vòlta la quale copre la super
ficie cruciforme F 1 O GtH1P 11 K1 QL1 M1 n g1 costrutti d ne arco n i ap
poggiali ai muri che circuiscono il rettan golo ABCD; e tìnalmente 
supponendo coperte le quattro aree rettangolari AGO F, B HP I, 
CLQK e DMRE mediante volle a padiglione aventi i loro piani 
d'imposta allo stesso livello , ma al eli sopra dei punti più alti 
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esistenti sull 'intrados dei delli m·coni. La superficie d'intrados della 
descritta volta a fascioni si può evidentemente ottenere: trovando 
prima la superficie d'intrados S dell'arcone proiettato nel rettan
golo E1F1 11 1(1 , considet·andola per approssimazione siccome quella 
di una volta a botte retta; facendo la superficie tl'intrados S' della 
porzione dell'altro arcone proiettata nel rettangolo G1 H1 P O, con
siderandola pure come una porzione di superficie d'intrados di volta 
a botte retta; calcolando la superficie S" di una delle quattro volte 
a padiglione eguali impostale sui muri laterali e sui detti m·coni ; 
e deducendo finalmente In superficie ~r della volta a fascioni col 
porre 

~ r==S+2 S' +4S". 

Quanto si è detto doversi fare per la volta a fascioni su pianta 
rettangolare rappresentata in proiezione orizzontale nella figura 144, 
si applica in tesi generale a qualunque allra volta a fascioni. 

- i 56. Superficie delle vòlte a cupola composta. - Queste volte 
risultano generalmente dalla combinazione: di una volta a vela 
sferica troncata con un piano orizzontale passante al di sopra dei 
suoi at·chi perimeteali; di una parte cilindriéa di qualche altezza, 
avente per cieconferenza della sua !Jase la sezione fatta dal detto 
piano nella superficie d'intrados della volla a vela; e di una volla 
a bacino insistente alla base superiore dell 'accennata parte cilin
drica. 

Le volte a cupola composta, che più di frequente avviene di 
dover considerare nella pratica, coprono generalmente un' area 
quadeata, e, per trovare la superfici e d'in tratlos di una di queste 
volte di cui, in proiezione orizzontale etl in sezione secondo la 
retta X Y passante pei mezzi dei due lati A n· e B C si ha la rap
presentazione nella figuea 145, s'incomincia a calcolare la super
ficie. d'intrados della volta a vela sferica coprente il quadrato ABCD, 
da questa superficie si sottrae quella della calotta sferica coprente 
il circolo HPIS secondo cui venne tagliata la della volta a vela 
dal piano orizzontale H' 1', ed alla differenza si aggiunge la super
ficie convessa del cilindro retlo H' K' L'l', non che la superficie 
d'intt·ados della volta a cupola K' M'L'. Così, chiamando 

a il Iato AB del quadrato coperto dalla volta, 
1' il raggio O A del circolo eircoscrilto a questo quadrato, 
b l'altezza N'P' del piano orizzontale secondo cui venne tagliata 

la volta a vela al disopra del piano d'imposta, 
L'ARTE DI FAll1lRICARE. Geometria pratica, ecc. - 19. 
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b' l'altezza H'If della parte cilindrica, 
c supponendo che la superficie d'intrados della volta a bacino 
K' M'L' sia a tutta monta, si ha: che la superficie della volta a 
vela sferica ·coprente il quadrato ABCD vien espressa (num. H 5) da 

~ 1r r(a-1·) ; 

che la saetta P' R' vie n data da 

che la superficie della calotta sferica H' R' I' vale 

che la retta H' P', come immediatamente si deduce dal triangolo 
rettangolo H' P' N', si olliene ponendo 

che la superlìcie della parte cilindrica H' I' L' K' ammette per 
valore 

che la parte emisferica K'M'L' vale 

e finalmente che la superficie :re dell'intiCJ·a volta a cupola com
posta vien data dalla formola 

nella quale si deve porre per· r il valore che ricavasi dall'equazione 
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che immediatamente si deduce dalla considerazione del triangolo 
rettangolo O T A. 

13 7. Conclusione sulla misura delle superficie delle vòl te. 
- Oltre le vòlte delle quali si è parlato, la cui superficie d'intrados 
ha una generazione geometricamente ben definita, molte altre se 
ne costmiscono seùza una generazione geometrica fissa o con una 
generazione geometrica arbitraria, per cui risulta impossibile lo 
stabilire le formole atte ~ trovare la superficie d'intrados delle 
volte in tutti i casi della pratica. I molteplici esempli però che 
vennero considerati ed i metodi che vennero esposti per trovare le 
superficie d'intrados delle volte d'uso più frequente, sono sufficienti 
per far comprendere come il costruttore deve procedere in ·ogni 
caso, e per tracciare al medesimo una guida sicura onlle arrivare 
almeno approssimativamente alla determinazione delle superficie 
d'intrados delle vòlte anche più complicate, e per cui riesce im
possibile il dare una definizione geometrica ben determinata. 



PARTE TERZA 

DEI VOLUMI 

CAPITOLO I. 

Misura 
dei volumi dei solidi poliedrici. 

J58. Norme generali. - Il volurl)e di un solido poliedrico '. 
qualunque si deve determinare colle seguenti norme generali: 1" 
eseguire quelle misure di lunghezze e di angoli che servono alla 
completa determinazione del solido di cui vuolsi il volume; 2• 
scomporre questo in solidi geometrici, di ciascuno dei quali sap
piasi eseguire la cubatura; 5• dedurre dalle lunghezze e dagli · 
angoli misurati i fattori che sono \H~cessarii pel calcolo di questi 
solidi parziali e pei quali non vennero falle le misme dil'elte; 4•. 
effettuare il calcolo dei volumi dei diversi solidi componenti il corpo 
proposto ed eseguire la loro somma algebrica. 

I solidi risultanti dall'indicata scomposizione devono essere pa
rallelepipedi, prismi, tronchi di prisma, piramidi e tronchi di pira
mide, ossia solidi di cui si possa trovare il volume applicando le 
regole a cui conduce lo studio della g~ometria elementare; ed in 
alcuni numeri che immediatamènte seguono trovansi esposte formole 
e metodi per trovare la cubatura degli accennali solidi nei di versi 
casi che si possono presentare all'ingegnere costruttore. Non si dà 
dimostrazione alcuna delle formole derivanti dalle regole più ovvie 
ed a tutti note eli geometria elementare; e si dà invece una traccia 
delle dimostrazioni dei metodi di valutazione dei volumi di quei corpi 
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che, pei dati da cui sono determinati e per la loi'o figura, non ven
gono abitualmente considerali nei corsi di geometria elementare. 

159. Volume di un prisma. - I prismi dei quali avviene di 
dover trovare la cubatura sono i parellelepipedi rettangoli, retti ed 
o1Jliqui, i prismi retti ed obliqui aventi per base un poligono qua
lunque. Questi solidi possono essere determinali in molti modi, e 
quindi molte sono le formole dalle quali si può desumere il loro 
volume V. Quelle però che avviene di dover considerare nella pra
tica delle costruzioni si riducono ad un numero assai limitato, e 
principalmente alle tre che immediatamente passo acl esporre. 

t o Per mi prisma eli altezza a ed avente per base un poli
gono qualunque di area A, si ha 

V =:.A a. 

'2° Per un parallelepipeclo rettangolo, in cui sono b e c gli spi
goli diversi contenuti in quella faccia che si assume come base ed 
in cui il terzo spigolo è a, si ha evidentemente 

A=::. be , 

e quindi 

V =:.a be. 

5• Per un prisma obliquo, in cui A è l'arca della sua base 
ABCDE (fig. 146) ed in cui uno spigolo laterale CF=:.d fa colla 
sua proiezione C G sul piano della base l'angolo F C G =::.a, si ha 
che l'altezza F G del prisma vien data da 

...L...... 

F G=:. cl se n a, 

e che per conseguenza 

V=::. A cl se n a . 

-140. Volume di un tronco di prisma. - I tronchi di prisma 
sono solidi poliedrici di cui ben di frequente deve il costruttore 
trovare il volume V; ed ecco le norme che in tutti i casi della pra
tica conducono a questa determinazione. 

r Per un ti'onco di prisma a sezione retta ti·iangolare, come 
insegna la geometria elementare, si ottiene il volume moltiplicando 
la superficie A della sua sezione retta, ossia della sezione falta n el 
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corpo perpendicolarmente ai suoi spigoli, per il terzo della somma 
delle lunghezze dei tre spigoli medesimi, cosicchè, chiamando a', a" 
ed a"' queste lunghezze, si ha 

V=A a'+a'~+a'" (1) . 

2• Per un tronco di prisma il quale ha pet· sezione retta un pa
rallelogramma ABCD (fig. !47), se chiamansi 

A l'area dell'indicata sezion retta ed 
a', a", a"', a" le lunghezze dei quattro spigoli El, FK, GL, Hl\1, 

si ha che il suo volume V, somma dei due tronchi di prisma trian
golare EFGIKL ed EHGIML, aventi per sezioni rette i triangoli 
ABC e CDA eguali fra di lot·o ed equivalenti in superficie alla metà 
di A, vien dato da 

V=~ (2a' +a" +2u"' +a1v). 

Il volume V si può anche considerare siccome la somma dei tron
chi di prisma triangolare EFHIKM e GFHLIOU, aventi per sezioni 
rette i triangoli AB D e CB D di superficie pure eguale alla metà di 
A, e quindi si può esso ottenere mediante la formola 

A 
V= 6 (a' +2a" +n"' +2a"'). 

Se ora si sommano membro a membro le due equazioni determi-. 
natl'ici di V e se le due somme si dividono per 2, si ottiene 

a'+ a"+ a'"+ an 
V=A · 

4 
(2), 

• 

ossia che il volume del tronco di prisma a sezione retta parallelo
grammica si ottiene moltiplicando l'area della sezione retta per il • 
quarto della somma dei quattro spigoli. 

Immaginando condotta per il punto N, in cui s'incontrano le 
due diagonali AC e B]) della sezion retta, la retta O P parallela
mente agli spigoli del tronco di prisma, evidentemente essa passa 
pei punti di mezzo O e P delle diagonali E G ed F H, IL e KM delle 

.. 
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due facce parallelogrammiche E F G H ed I KL M, per cui, chiamando 
a la lunghezza della fetta O P, la quale è simultanearneDte la semi
somma delle h asi parallele dei due trapezii EGLI e F HM J{, si ha 

a' +a"' 
a= 2 

a" +a'v 
a=-~-2 

Queste equazioni divise pef 2 e sommate membro a membro dànno 

a' +a" +a"' +aiY 
-----.------=a' 4 

per cui l'ultima forrnola determinatrice di V diventa 

V=Aa, 

ossia che il volume del tronco di prisma avente per sezione retta 
una parallelogramma, si ottiene anche moltiplicando l'area della 

· sua sezione retta per la lunghezza del suo asse, intendendo per asse 
la retta che unisce i punti d'incontro delle diagonali condotte nelle 
due faccie parallelogfammiche opposte. 

5• Quando un tronco di prisma ha per sezione fetta un trapezio 
ABCD (fig . 148), si ottiene il suo volume immaginando condoUa 
nell'indicata sezione retta una diagonale, per esempio AC, suppo
nendo scomposto il dcll.o volume nei due tronchi di prisma a se
zioni rette triangolari ABC ed A D C mediante il piano determinato 
dagli spigoli E I e G L, c prendendo la somma dei volumi degli ac
cennati tronchi di prisma. Perciò chiamando 

b' la base maggiore AB del trapezio AB C D, 
b" la sua base minore D C .. e 
h la sua allezza, ossia la distanza fra le due facce pafallele E F 

IO ed HGLM del tt·onco di prisma, 
a', a", a"' ed a" le lunghezze dei quattro spigoli E I, FK, G L ed HM, 

si ha: che il volume del tfonco di prisma triangolm·e, avente per 
sezione retta il triangolo AB C di base b' e di altezza h ed avente 
per spigoli le tre lunghezze a', a" ed a"', vien espresso da 

l/ h T (a' +a" +a"'); 
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che il volume del tronco di prisma triang~lare, la cui base è il 
triangolo CD A di base b" e di altezza h, ed i cui tre spigoli sono le 
lunghezze a', a"' ed a", vale 

b~ h (a'+ et''' +et"'); 

e finalmente che il domandato volume V del proposto tronco di 
prisma a sezione retta trapezia, somma dei volumi dei due tronchi 
di prisma triangolare già considerati, vien dato dalla formola 

V=: b~t (a' + a"+ a"')+ b'~h (a'+ et"' +arv), 

la quale si riduce anche a 

_ (a'+ a"') ( b' + b") + l/ a"+ b" et"' V_h 
6 

(3). 

4° Quando un tt·onco di prisma ha per sezione retta un poligono 
qualunque, si ottiene il suo volume scomponendo il poligono costi
tuente l'indicata sezione relta in tanti triangoli, trovando i volumi 
dei prismi tronchi corrispondenli a questi triangoli e prendendone 
quindi la loro somma. 

i4f . Volume di una piramide. - Semplicissima è la regola 
che vien data in geometria elementare per trovare il volume V di 
una piramide avente pet· base un poligono qualunque, e chiamando 

A l'area della base della piramide, 
a la sua altezza, 

si ha 

1 
V=: 2Aa. 

i 42. Volume di un tronco di piramide a basi parallele. -
Le due Lasi di un Lt·onco di piramide a basi parallele sono due po!i
goni simili, e chiamando 

A la superficie della base maggiore del tronco , 
A' la superficie della sua base minore, 
a la sua allezza ossia la distanza delle basi, 
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come insegna la geometria elementare, si ottiene il suo volume V 
àdottando la formola 

l4S. Volume di un poliedro qualunque. - Il volume di un 
poliedro qualunque si ottiene scomponendolo in tante piramidi, fa
cendo i volumi di tutte queste pit·amidi e pt·endendo la somma di 
tutti questi volumi. La scomposizione di un poliedro in piramidi 
può farsi in più maniere, ed una di queste consiste nel supporre 
unito il vertice di uno stesso angolo solido a tutti gli altri vertici 
per mezzo di altrettante rette o diagonali. Il poliedro si può così 
immaginare scomposto in piramidi aventi pet· basi le diverse facce 
del poliedro, eccettuate quelle che comprendono il primo angolo 
solido; ed il numero di queste pit·amidi è generalmente eguale al 
numero ·totale delle facce del poliedro, meno il numero delle facce 
conconenti nel vertice comune delle piramidi. 

Se avvenisse di dover trovare il volume di un poliedro chiuso 
lateralmente da facce che s'intet·secano secondo spigoli paralleli, 
potrebbe tornar utile la scomposizione del solido in tronchi di pri
sma a sezione retta triangolare. 

144. M isura delle ghiaie e delle sabbie. - Le ghiaie e le sab
bie che avviene dover considerare nelle costl'Uzioni si valutano a 
volume, e prima d'impiegarle si dispongono generalmente i cumuli 
aventi una forma geometrica onde facilmente poter procedere alla 
loro misura. In pratica questi cumuli si fanno in due modi diversi : 
i piccoli come risulta dalla figura 149; i grandi come vien indicato 
nella figura 150. 

1 • Il cumulo rappt·csentato nella figura 149, geometricamente 
consideralo, è eviden temente un tronco di prisma avente per sezione 
rella un triangolo, e quindi, chiamando 

a', a" e a"' le lunghezze dei suoi tre spigoli paralleli AB, DC e l{ l, 
b la sua larghezza eh~ è eguale alla base FG della sua sezione 

retta FIG, 
h l'altezza M N del cumulo eguale all'altezza ET dell 'indicata se

zion retta, 
il suo volume V, per la formola (1) del numero 140, vien dato da 

a'+ a"+ a"' 
V::::::::bh 

6 
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Nel determinare il valore della larghezza b conviene gener·almente 
misurare le larghezze alle due estremità del cumulo, ed assumere 
la loro media at·itmetica. Analogamente convien generalmente pren
dere per valore di h la media· aritmetica di due o di tre altezze del 
cumulo misurate alle due estremità, oppure alle due estremità ed 
in un sito intermedio. 

Se il cumulo è collocato su un'area rettangolare orizzontale AB 
CD, e se quindi sono eguali i due spigoli AB e D C, si può de
durre il terzo spigolo IU partendo dalle seguenti considerazioni : 
essendo costante l'angolo corrispondente al natura! declivio per una 
stessa qualità di ghiaia o di sabbia da misurarsi, le quattro facce 
del cumulo devono risultare egualmente inclinate all 'orizzonte ; gli 
spigoli BI e C1 devono proiettarsi sul piano orizzontale AB C D in 
modo da dividere per mezzo i due angoli retti ABC e DCB; la 
figura F L B risulta un triangolo rettangolo ed iscoscele sulla base 
B L, e quindi 

Segue da ciò che, per essere AE==BF, si ha 

e 

K i :=0 L== AB- (A E+ B F)== AB-Bé ; 

cosicchè, quando il cumulo si trova su un 'area rettangolare oriz
zontale, si può assumere per lunghezza a"' del suo spigolo IO la 
diffet·enza a' -b fra la lunghezza e la larghezza del cumulo. 

2° Il cumulo, di cui si ha la rappresentazione nella figura 150, 
è un tronco di prisma avente per sezion retta un trapezio. Si pos
sono assumere siccome spigoli laterali di questo tronco di prisma 
le quattro rette parallele AB, D C, HG ed E F, e per sezion eetta il 
trapezio I L MI{ che risulta tagliando il detto solido con un piano 
peependicolare agli accennati spigoli. Segue da ciò che, chiamando 

a', a", a'" ed a" le lunghezze rispettive dei quattro spigoli AB, 
DC~ iiG ed EF, 
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b' e b" le larghezze inferiore e superiore del cumulo, rispettiva

mente eguali alle basi fK ed 1M della sezion retta, 
h la sua altezza P O eguale all'altezza LN della stessa sezione 

retta, 
cd applicando la formola (5) del numero 1.40, si ~a che il volume 
V del solido rappresentato nella citata figura i 50, supposto diviso 
nei due tronchi di prisma aventi per sezioni rette i due triangoli 
11\M ed .MLI, vien data da 

_ (a'+ a"') (b' + b") + b' a"+ b" al v v - h - 6 . 

Nel determinare i valori delle larghezze b' e b" conviene general
mente misurare le larghezze inferiori e superiori alle due estremità 
del cumulo ed assumere, per valore di b' la semi-somma delle due 
larghezze inferiori e per valore di b" la semi-somma delle due lar
ghezze superiori. Analogamente convien prendere per valore di h la 
media aritmetica di due o di tre altezze del cumulo, misurate alle 
due estremità oppure alle due estremità ed in un sito intermedio. 

Allorquando la figura AB C D, sulla quale trovasi collocato il cu
mulo di cui vuolsi il volume, è un rettangolo posto in un piano 
orizzontale ed allorquando è pure un rettangolo orizzontale la faccia 
superiore E FG H, si può dedurre il Ialo F G conoscendosi gli altri 
tre AB, E F e B C. Infatti, per una stessa qualità di ghiaia o di 
sabbia formante il cumulo, si ha: che gli spigoli B F, C G, D H ed 
AE si proiettano rispettivamente sul piano AB C D in BQ, CR, DX 

ed A Y sulle rette che dividono per mezzo gli angoli retti ABC, DCB, 
A D C e D A D; che le sezioni rette passanti per gli spigoli F G ed 
E H tagliano la base AB C D secondo le rette S T ed UV eguali e 
parallele a BC; che i triangoli BSQ, CTR, DVX ed AUY, retlan-' -~ - ·- . - - - -
go li in S, T, V ed U ed isosceli sulle basi B Q, C H, D X ed A Y, 
danno rispèttivamenle 

SQ=TR .VX-UY=:BS:=:CT DV=AU; 
• 

che pet' conseguenza 

e finalmente che 
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FG=ST -(SQ+·T R)=B C-(AB -E F), 

ossia che la larghezza superiore F G del cumulo è eguale alla lar
ghezza inferiore BC, diminuit a di AB-EF esprimente la differenza 
fra la sua lunghezza inferiore AB e la sua lunghezza superiore E F. 

f45. Misura delle travi e dei legnami squadrati ricavabili dai 
fusti naturali delle piante. - Per ottenere il volume d'una trave 
usano generalmente i costruttori mism·are i due lati della sua 
sezione perpendicolare agli spigoli e la lunghezza del suo asse, e, 
considerando la tra:ye siccome un parallelepipedo rettangolo, ne de
ducono il volume facendo il prodotto delle accennate tre lunghezze . 

Soventi volle avviene nelle costruzioni di dover valutare il volume 
della trave ricavabile da un dato fusto grezzo. In questo caso si 
considera il fusto siccome un cilindro circolare avente per circon
ferenza la periferia media che corrisponde alla metà della sua lun
ghezza, e, stando a quanto l'esperienza ha confermalo essere gene
ralmente poco lungi dalla verità, si considera la trave da esso 
ricavabile siccome un parallelepipedo rettangolo a base quadrata 
avente per perimetro i 4/ 5 della detta periferia media. Segue da 
ciò che si otterrà il volume della trave ricavabile da un fusto grezzo, 
misurando la sua lunghezza non che la sua periferia media, pren
dendo la quinta parte di questa per ottenere il valore approssimato 
del lato della· sezione del pezzo squadrato, facendo il quadrato del 
numero ottenuto e moltiplicando questo quadrato per la lunghezza 
del fusto. 

146. Misura del volume dei muri pieni. _:_ I muri che hanno · 
grossezza maggiore della dimensione massima del maltone si misu
rano generalmente a volume; ed ecco le norme da seguirsi nel 
calcolo del volume dei muri pieni tracciati con direzioni rettilinee 
ed aventi facce piane. 

1 • Quando un mm·o è compreso fra due facce verticali paral
lele e quando alle estremità è pure limitato da due piani verticali 
paralleli perpendicolari ai primi, ha esso spessore uniforme, il solido 
geometrico che rappresenta è un parallelepipedo rettangqlo AB (fig. 
151) e quindi si ottiene il suo volume facendo il prodotto della sua 
lunghezza A C, per la sua spessezza A D e per la sua altezza A E. 

2° Quando invece il muro è a riseghe da una parte, ossia quando 
presenta una sola faccia verticale da una parte e delle facce alterna
tivamente orizzontali e verticali dall'altra (fìg. 152), e quando alle 
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due estremità è limitato da due piani vet•ticali paralleli perpendico
lari alla sua lunghezza A G, si ottiene il suo volume: immaginandolo 
scomposto nei parallelepipedi rettangoli AB, CD, E F mediante 
piani orizzontali condotti alle altezze delle riseghe; misurando i tre 
spigoli per ciascuno di questi parallelepipedi; calcolando i volumi 
di ognuno di essi; e finalmente prendendo la ~omma dei volumi 
parziali ottenuti. 

5° Se il muro, sempre limitato alle due estremità da due piaì1i 
verticali p~relleli perpendicolari alla sua lunghezza, è a scarpa da 
una parte (fig. 155), rappresenta esso un prisma retto a base trape
zia, ed il suo volume si ottiene misurando la larghezza inferiore AB, 
la larghezza superiore CD, l'altezza A C e la lunghezza BE, calco
lando l'area del trapezio AB D C e moltiplicandola per la lunghezza 
BE. 

Soventi volte non si conosce la larghezza inferiore A n· del muro, 
ed in sua vece vie n data l'inclinazione della faccia BE G D all' oriz
zonte mediante la sua sca rpa, ossia mediante il rapporto della 
distanza orizzontale B F fra 'il p~nto B ed il punto D alla loro diffe-

renza di livello DF. In questo caso, chiamando m l' indicato rap-
n 

porto, il quale non è altro che la t.,ngente trigonometrica dell'an
golo BDF, si ha 

e quindi 

·- m BF==- FD 
n 

- ~ m -
AB==CD+- FD. 

n 

In alcune cieco stanze la larghezza inferiore AB del muro è nota e 
non si conosce la larghezza superiore C D, a dedurre la quale serve 
l'ultima equazione quando si pongano in essa le quantità note AB, 
- m 
FD ed-. 

n 
4° Se il muro, ancora limitato alle due estremità da due piani 

verticali paralleli e perpendicolari alla sua lunghezza BE (fig. 154), 
da una parte è a scarpa e dall'altra a riseghe, s' immagina condotto 
pet· lo spigolo DG il piano verticale D F H G. Il volume del solido 
A G si trova come si è detto per quello rappresentato nella figura 
152; il volume del solido F B D H E G, il quale è un prisma retto 
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triangolare avente pet• base il triangolo rettangolo D F B, si ottiene 
moltiplicando 1/2 F B p et· D F e per BE; e, sommanflo i due volumi 
indicati, si ottiene quello dell'intero muro con scarpa e riseghe, rap
presentato nella figura 154. 

5• Sia ora un muro terminato alle due estremità da due piani 
verticali non paralleli AB e C D (fig . 155) ed avente le due facce 
AD e CB verticali e parallele. Questo muro, geometricamente 
considerato, è evidentemente un prisma retto avente per base il 
trapezio A ECG; per cui si ottiene il suo volume procmandosi 
l'altezza A F di questo trapezio, non che le lunghezze delle basi 
EC ed AG, oppure la lunghezza della retta III che unisce i due 
punti di mezzo dei lati non pat·alleli A E e G C, calcolando la su
perficie dello stess-o trapezio, e moltiplicandola per l'altezza E B 
della muraglia. 

6• Se invece un muro, terminato da due piani verticali non 
paralleli AB e C D, ha da una parte la parete verticale CB e dal
l'altra è tagliato a riseghe come le dimostra la figura 156, all'altezza 
delle diverse riseghe conviene immaginare condotti tanti piani oriz
zontali; calcolare come si è detto ragionando sulla figura t 55 ; 
i volumi dei diversi prismi retti A F, Il I e K L le cui basi sono 
rispettivamente i trapezii ' AECG, Hl\IF!N, KOIP e le cui altezze 
sono A Q, H R, K S; e sommare tutti questi volumi, il cui complesso 
costituisce eviclentemente il volume dell'intiera muraglia rappre
sentata nella figma 156. 

7• Quando un muro, limitato alle sue estremità da due piani 
verticali non paralleli AB e CD (fig. 157), da una parte presenta 
una parete verticale AD e dall'altra una parete a scarpa CB, si 
può ottenere il suo volume considerandolo come un tronco di prisma 
a sezione retta trapezia. Perciò si determineranno la larghezza AE 
dal muro al suo piede, la larghezza FG in sommità, la sua altezza 
A F, non che i cruattt·o spigoli A l, I-1 C, B K ed F D, e, applicando 
la formala (5) del numero 140 riescirà facil e la determinazione · 
del suo volume. 

a· Quando un muro, sempre limilato alle sue estremità da 
due piani verticali non parelleli, presenta delle riseghe dalla parte 
opposta a quella in cui trovasi la faccia a scarpa (fig. 158), s'im
magini per lo spigolo B K il piano verticale BKLM e si consideri 
il volume da trovat·si siccome la somma dei volumi dei due solidi 
posti l'uno da una parte e l'altro dall'altra del detto piano. Il solido 
BMHKLC è un tronco di prisma a sezione retta triangolare e quindi, 
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applicando la formola (1) del numero f40, si sa calcolare il suo 
volume allorquando si conoscano la hase l\'lP~ l'allczza H l\'1 della 
sua sezione retta, non che i tre spi gol i M L, H C c D K : l'altro solido 
A l{ poi è facilissimo a calcolm·si col metodo, che venne indicato 
nel 6o caso considct·ato, rngionando sulla figm·a t 56. 

Può ancora avvenire di dovet· consiclcrare dei muri pieni e ret
tilinei a facce piane, aventi forma diversa da quella dei muri già 
esaminati . Comunque sia però, la de terminazione dei loro volumi 
non può mai riuscire opel'azionc difficile, e quanto si è detto è più 
che sufficiente per far comprendere come, in tulli i casi della pratica, 
si · deve procedere per tale determinazione. 

147. M isura del volume dei muri con speroni. - In molte 
circostanze avviene di dover cosli'UI'I'e dei muri rinforzati da speroni, 
ed il loro volume si determina calcolando prima quello dei muri 
senza gli speroni ed aggiungendovi la somma dei volumi di questi 
ultimi. I pochi esempli che immediatamente seguono, indicano a 
sufficienza come si deve procedere in quei casi della pratica in cui 
gli speroni, terminali da facce piane, trovansi a rinforzo di muraglie 
tracciate con direzioni rellilinee ed aventi 1mre facce piane. 

1 o Quando gli speroni .. come quello rappresentato nella figura 
159, trovansi ad dossati alla pat·cte verticale AB di un mul'o e sono 
terminati litteralmente da due piani verticali CD e E F perpendi
colal'i alla qetta parete, anteriormente dal piano E D parallelo alla 
stessa parete e superiormente dalla faccia inclinata D F, geome
ll'icamente considerati sono prismi retti a base tt·apezia , e pet· 
ottenere il volume di uno di essi si misurano: la sua sporgenza 
CG dalla pare te AB del muro cui trovasi addossato; le due basi 
C H c G D del trapezio C D, od anche solamente la sua base media 
I 1{, c finalmente la sua l argh ez~a G E. Colle prime tre lunghezze 
si può calcolare la supet·ficie del trapezio C D la quale, moltiplicata 
per la la~ghezza G E, dà evidentemente il volume dello sperone. 

2° Se gli speroni prescnlano, come quello disegnato nella figura 
t 60, lateralmente due facce quadrilatere CD ed EF contenute in 
piani verticali perpendicolari alla parete verticale A D, anterior
mente una faccia inclinata D E e superiormente una faccia inclinìJ.ta 
D F, geometricamente considerali sono pt·ismi relli a base quadri
latera; ed il volume di un o di essi si ottiene moltiplicando l'area 
del quadrilatero C D p et· la sua larghezza G E. L'area del detto 
quadrilatero si ottiene immaginando condotta per D la verticale 
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DH' e prendendo quindi la somma dell'area del trapezio C D con 
quella del triangolo rettangolo D H G. . 

5" Se gli (speroni, sempre addossati alla parete verticale AB 
di un muro rettilineo, sono terminati, come lo dimostra la figura 
t61, lateralmente dalle due facce triangolari H C D e G F E ed 
anteriormente dal quadrilatero DG, per guisa che diventi un trapezio 
la base CDEF, geometricamente considerati sono essi tronchi di 
prisma a sezione retta triangolare. Questa sezione retta è il triangolo 
rettangolo I KL che nasce immaginando tagliato lo sperone con un 
piano verticale perpendicolare alla parete AB e passante per un 
punto L dello spigolo D E; ed i tre spigoli sono le tre rette HG, 
D E e CF. Misurando l' alt_ezza N{' I K dello sperone non che la 
sua sporgenza K' L'== K L dalla parete AB del muro cui tt·ovasi 
addossato, si hanno gli elementi necessarii al . calcolo della sua 
sezione retta ; misurando al piede dello sperone la larghezza mas
sima C'F'==CF non che la larghezza minima DE, ed alla sommità 
la larghezza HG, si ottengono i tre spigoli. L'area della sezion 
retta per il terzo della somma dei tre spigoli dà il volume. 

4" Venendo a considerare il caso di un muro compreso fra 
due facce inclinate AB e CD rinforzato da speroni come lo indica 
la figura f 62 , se ammettesi che il muro sia terminato alle sue 
estremità da due piani verticali paralleli A E ed F D, è esso un 
prisma retto avente per base il trapezio ACEG, per altezza la sua 
lunghezza A F, e quindi assai facile riesce la determinazione del suo 
volume. In quanto poi al volume di uno sperone , supponendolo 
terminato lateralmente dai due quadrilateri H l e K L disposti in 
piani verticali paralleli e perpendicolari alla lunghezza del muro 
cui lo sperone serve di rinforzo, anteriormente dal rettangolo IK 
disposto in un piano inclinato e . superiormente dal rettangolo I L 
posto pure in un piano inclinato, si ottiene assai facilmente con
siderandolo come ·un prisma retto avente per l}ase il quadrilatero 
Hl e per altezza la larghezza MI\. Per ottenere l'area del quadri
latero Hl conviene immaginare condotte dai vertici I ed N le verticali 
I O ed N P e dire che essa consta della somma delle aree del trian
golo rettangolo I O M, del trapezio N P O I e del triangolo rettangolo 
NPH. 

f 48. Misura del volume del complesso di più muri, - Ben 
sovente i muri, che al costruttore conviene di dover misuoore nel 
valutare il costo delle sue opet·e, risultano dal complesso di più 
muri rettilinei della forma di quelli che vennero considerati nel 



- 505-
.numet·o f 45, ed i lo t· o volumi si possono ottenere, o facendo se
parata mente i volumi delle diverse parti rettilinee applicando le 
-norme che vennero date nel citato numet·o :145 e quindi somman
doli, oppure procedendo coi metodi risultanti dall 'esame dei casi 
che immediatamente seguono. 

t• Trattandosi di un . muro costituito da più muri rettilinei 
AB, CD, EF ((ìg. J 65), ci<1scuno dei quali è limitato da pareti ver
ticali, si ottiene il suo volume considerandolo siccome un prisma 
retto avente per base la zona poligonale A C E G Hl K L e per al
tezza l'altezza LM del muro. La superficie dell'accennata zona po
ligonale si può ottenere come si è detto ::ti numero 76, quando essa 
ha larghezza costante ; diversamente si deve riguardare siccome 
somma d'ei trapezii ACI\L, CEIK, EGHI. 

2" Nel caso complesso di un muro come quello rappresentato 
nella figura 164 in proiezione orizzontale ed in sezione secondo il 
piano verticale determinato dalla retla X Y, il quale esternamente 
ha le sue facce a scarpa menti·e internamente presenta delle rise
ghe, convien decomporlo come segue per calcolarne il volume. Dai 
tre spigoli AR Be e C D, posti alla sommità delle tre facce incli
nate A BF E, B C G F e C D HG, s'immaginino condotti tre piani vet'
ticali, i quali separano dal masso murale i tre tronchi di prisma 
a sezione retta triangolare, proiettati orizzontalmente negli accennati 
tre trapezii ed aventi ciascuno per sezione retta il triangolo rettan
golo di cui un cateto è l'allezza del muro e l'altro cateto la lar
ghezza orizzontale della sua faccia a scarpa, non che la muraglia 
a riseghe proieUata orizzontalmente in ABCDl\1LIU. I volumi degli 
accennati tronchi di prisma a sezione retta triangolare sono facilis
simi ad otlenersi applicando la formola (J) del numet'o 140; e 
riesce pure della massima facilità il calcolo del volume della parte 
di muraglia a scarpa, giacchè si compone esso di tre prismi retti, 
aventi rispettivamente per basi le zone IABCDMLK, NABCDQPO 
e RABCD UTS e per altezze le tt·e parti L'L/, P'~' - e T'T/ in 
cui i piani orizzontali posti al fivello delle riseghe dividono la totale 
altezza del muro. 

Il complesso di più muri, di cui devesi trovare il volume, si può 
presentare al costrullore in isvacialissime guise e solto forme ben 
diverse da quelle che si riscontrarono nei due casi esaminati. Co
munque sia però, il problema è sempre di assai facile risoluzione, 
e basta quanto in questo e nei du~: ultimi numeri si è detto per far 
comprendere come in ogni caso si deve procedere. 

L'AliTE DI FABBI\ICARE. Geometria pratica, ecc. - 20. 
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149. Misura del volume dei vani praticati nei muri ed aventi 
forma poliedrica. - Allorquando in j.m muro trovansi dei vani di 
dimensioni un po' considerevoli, è necessario togliere il loro VO · 

lume da quello del muro, supposto pieÒo, se vuolsi avere la quan
tità effettiva di muratura in esso contenùta; e quindi la cubatura 
dei vani praticati nei muri costituisce un prohlema il quale ben di 
frequente si presenta nella pratica delle coslruziorli. 

i· Essendo MN (fig. t 65) la sezione orizzontale, secondo un 
piano X Y, fatta in un muro a pareti verticali dove trovasi un vano, 
per· esempio quello di una finestra di luce retlangolare, si ottiene il 
volume di questo vano scompouendolo uelle due parti D'C'C/D/ ed 
E'F'F/E/G'H'H/G/ aventi rispettivamente per sezioni orizzontali 
il rettangolo ABCD ed il trapezio EFHG. Il primo volume è evi
dentemente quello di un parallelepipedo rettangolo i cui tre spigoli 
sono AB, AD e D'D/ e che si ottiene facendo il prodotto degli 
accennati tre spigoli. ll secondo è un tronco di pr·isma a sezione retta 
trapezia EFHG ed avente per spigoli le rette E'E/, F'F/==E'E/, 
H'H/ e G'G/=:H'H/, del quale si calcola il volume applicando la 
formola (5) del numero 140. 

2" Quando in un muro a scarpa tt·ovasi praticata un 'apertura 
la quale, come in elevazione ed in sezione secondo il piano ver- ' 
ticale XY lo dimostra la fi gura \66, consta delle parti le cui sezioni 
sono il reltangolò AB CD, il trapezio A F H K ed il quadrilatero 
BIG E, ·si ottiene il · suo volume procura n dosi quelli delle tre parti 
e sommandoli. Il solido che ammette il rettangolo AB C D per se
zione secondo il piano X Y è un parallelepipedo rettm1~olo il cui 
volume vie n dato dal prodotto dei suoi tre spigoli A D, D C e C'C/. 
Il solido tagliato dal detto piano XY secondo il trapezio AFHK è 
un tronco di prisma avente per sezione retta questo trapezio, per 
spigoli le quattro rette a' a/, F' F/ · a' a/, H' H/ e K'K/==H'H/ e 
quindi facilissimo a calcolarsi applicando la formola (5) del numero 
140. Il solido intersecato dallo stesso pi ano segante secondo il qua
drilatero BE G I è un tronco di prisma a sezion retta quarlrilatera, 
e per ottenere il suo volume conviene immaginare per lo spigolo 
G' G/ il piano verticale L' G' G/ L/ il quale divide il detto solido 
nei due rappresentati sulla sezione nel trapezio B LG E e nel trian
golo LI G. Il primo di questi due solidi è un tronco di prisma 
a sezione retta trapezi a B L G E, avente per spigoli le rette f/ b /, 
L'L/==G'G~ G'G( ed E'E/, e quindi riesce facile ottenere il suo 
volume applicando là formola (5) del numero 140. II secondo è 
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un tronc.o di prisma la cui sezione retta è il triangolo L I G, che 
ha pet· spigoli le rette L'L/=G'G/, l'I/ e G'G/ ed il cui volume 
assai facilmente si calcola applicando la formo la ( 1) del già citato. 
numero UO. · 

I vani di forma poliedrica ·che s'incontrano nei muri possono 
anche avere forma diversa da quella dei due vani che vennero con
siderati; la determinazione della loro cubatura però non può mai 
presentare difficollà, e sono sufficienti -i due esempli considerati per 
far comprendere qual è la via che conduce alla risoluzione del pro
blema in tutti i casi della pratica. 

CAPITOLO II. 

Misura dei voluDli dei solidi terDlinati 
da superficie curve, 

e priqcipalmente dei voluDli 
delle volte. 

t 50. Assunto del presente capitolo. - Oltre i solidi poliedrici, 
di cui si parlò nel precedente capitol.o, avviene al costruttore di 
dover considerare parecchi solidi terminati da superficie curve, e 
fra questi meritano di essere citati i cilindri, i coni, la sfera, gli 
ellissoidi ed altri corpi che sono parti di questi, . alcuni solidi termi
nati da superficie rigate ed altri generati da superficie di forma 
costante o variabile secondo una data legge e moventisi in modo ben 
determinato. 

I volumi di alcuni di questi solidi si ottengono applicando le 
semplici regole che si apprendono nei corsi di geometria elementare; 
per altri è necessario ricorrere ai processi d'integrazione sulle cuba
ture;. e finalmente s'impiegano i metodi d'approssimazione, quando 
sono insufficienti le regole somministrate-dalla geometria elementare, 
e quando -le integrazioni riescono impossibili od anche soltanto 
troppo difficili . 

Le regole e le fot·mole che si prestano al calcolo deivarii volumi 
terminati da superfiCie c·urve, che più di frequente avviene di dover 
considerare nella pratica delle costruzioni, e soprattutto quelle che 
si riferiscono alla cubatura delle volle, costituiscono l'assunto di 
questo eapi~olo. Senza dimostrazioni sono riportate le formole deri
vanti da regole, ben note a tutti coloro cui questo corso è dedicato, 
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le quali servono a dedurre quei volumi che si considerano nella geo
metria elementat·c; si dimostra come, convenientemente applicando 
quanto s'apprende dalla geometria elementare, si possono dedurre 
alcuni volumi che sovente avviene al costruttore di dover conside
rare nella pratica; trovansi svolti i calcoli che conducono alla 
valutazione di quei volumi, cui convien applicare il pt·ocesso delle 
integrazioni ; e finalmente si indicano ·quei metodi che servono alla 
ricerca approssimata dei volumi di quei solidi la cui determinazione, 
per la loro forma e per la natura delle superficie da cui sono termi
nati, non si può eseguire coi metodi rigorosi delle cubature. 

15 L Volume dei cilindri e dei tronchi di cilindro. - 1" Il ci
lindro, potendosi considerare come un prisma avente per basi due 
poligoni eguali, di nn numero infinito di lati, in conformilà di quanto 
insegna la geometria elementare, si ottiene il suo volume moltipli
cando l'area della sua base per la sua altezza, ossia per la perpen- • 
dicolare abbassata da un punto qualunque d'una delle due basi sul 
piano dell'altra. Segue da ciò che dicendo : 

S l'area della base di un cilindro qualunque, 
a la sua altezza e 
V il suo volume, 

risulta : 

V=S a. 

2o Supponendo di avere un tronco di cilindro la cui base AB CD 
(fig. 167) è dotata di centro, e le cui generatrici sono pet·pendico
lari al piano della base, riesce facile il dimostrare che anche l'alt t· a 
faccia piana E F G H del tronco è fornita di centro, e che un tal punto 
trovasi in P dove questa faccia è intersecata dalla parallela alle 
generatrici del cilindro condotta pel centro O della base. Inoltre , 
supponendo che sulle direzioni delle generatrici AE e CG, passanti 
per gli .estremi di uno stesso diametro A C, si prendano i prolunga
menti E A' e G C' rispettivamente eguali a C G ed A E e praticando 

· una costruzione analoga sulle infinite coppie di generatrici passanti 
fra gli estremi degli infiniti diametri che si possono condurre nella 
base AB CD, risulta un secondo tronco di cilindro in tulto eguale 
al primo, e formante con questo un cilindro a basi· parallele A C C'A', 
di asse O O' eguale a due volte l'asse O P del tronco primitivo e colle 
sue generatrici perpendicolari al piano della base AB C D. Ora il 
volume di questo cilindro evidentemente vien dato dal prodotÌu 
dell'area 'della base AB C D per il suo as!le O 0', il quale ne costi-
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tuisce l'altezza; e quindi quello del tronco in quistione si ottenà 
moltiplicando l'area della stessa base per la retta OP metà di O 0'. 
Segue da ciò che il volume di un tronco cilindrico, la cui base abbia 
centro e le cui generatrici siano perpendicolari al piano di detta base, 
si ottiene moltiplicando l'area della base stessa pel suo asse; e 
quest'enunciato, se ben si riflette, sussiste ancora quando nessuna 
delle basi è perpendicolare alle generatrici, giacchè, considerando 
per esempio j.l cilindro E'G'G E, basta immaginare in esso una sezione 
retta qualunque AB CD per poter conchiudere: che il volume del 
cilindro A G è dalo dall 'area di questa sezione retta pet· la lunghezza 
del corrispondente asse O P ; che il volume ..del cilindro A G' è dato 
dall'area della stessa sezione retta per la lunghezza dell'asse O P' ; 
e quindi che il volume di tutto il tronco E G', somma dei volumi dei 
due tronchi indicati, deve risultare dal prodotlo dell'indicata sezione 
retta per tutta la lunghezza dell'asse P P' ad esso corrispondente, 
ossia per la congiungente dei centri P e P' delle due basi. Quando 
le basi di un tronco di cilindro non ammettono centri di figura, l'e
nunciata regola sussiste ancora, pm·chè si sostituiscano i centri di 
superficie, o centri di gravità delle basi medesime ai detti centri di 
figura, per cui, chiamando : 

S la superficie della sezion retta fatta in un tronco di cilindro 
qualunque, 

b la lunghezza della retta congiungente i centri di figura od i 
centri di superficie delle due basi e 

V il suo volume, 
si ha la relazione : 

V=:.Sb, 

la quale serve al r.alcolo del volume di un tronco cilindrico qualunque. 
152. Volume degli spicchii cilindrici. - Chiamo col nome di 

spicchio cilindrico il solido terminato dalla superficie V AB (fig. 92) 
di un fuso cilindrico, dal triangolo C AB coperto da questa super
ficie e dalle due facce piane CAVe CBV contenute nei piani deter
minati dalla monta C V del fuso e dai lati C A e CB del triangolo 
che esso copre. 

1. • Considerando lo spicchio cilindrico avente una mezza ellisse 
per direttrice del fuso ad esso corrispondente, se prendonsi su questa 
direttrice due punti l\'1 ed l\i' (fig. 94) infinitamente vicini fra di loro, 
e se per questi punti s'immaginano condotti due piani perpendicolari 
alla direzione O x, il volume elementare di ~picchio che fra questi 
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piam rimane compreso si può considerare come un prisma avente 
per base il rettangolo mnqp e di altezza dx. La base di questo 
prisma, quando si ritengano le denominazioni già stabilite nel nu· 
mero 89, ha per lati 

e quindi, per essere 

pm=PM==y==.mcosrt 

a 
p q= -x= a se n rp ; c 

e chiamando d V l'indicato volume elementare, si ha 

d V=acmsenlpcos~ rp dcp. 

Ora 

sen rp d q>==. -d cos cp , 

cosiccbè" 

1r 

J:
2 1 

V==.-acm 
0 

cos~cpdcoscp==. 
3 

a cm (i), 

ossia il volume V dello spicchio cilindrico è dato dal terzo del pro
dotto del lato, della semicorda e della saetta o monta. 

Nel dedurre il valore del volume dello spicchio cilindrico, il cui 
fuso ha per direttrice una mezza ellisse, non venne fatta distinzione ·· 
delle tre diverse relazioni che possono esistere fra la monta e la 
semi-corda, per guisa che la semplicissima formo la (i) vale per gli 
spicchii cilindrici a tutta monta, aventi per direttrice un quarto di 
circonferenza di circolo, per quelli a monta dep1·essa la cui diret
trice sia un quarto di ellisse e per quelli a monta rialzata aventi 
pure per direttrice un quarto di ellisse. Quando lo spicchio è a tutta 
monta, si ha .m==.c e quindi · il volume V vien dato da 

(2). 

2" Allorquando vuolsi trovare il volume di uno spicchio cilin- . 
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drico il cui fuso ha per direttrice un arco di circolo VD (fig. 95), 
bisogna cangiare l'espressione di d V, dedotta nell'ipotesi di urio 
spicchio cilindrico avente per direllrice un quarto di ellisse, in 
quella che conviene al caso in cui questa dit·ettrice diventa un 
quarto di circonferenza di circolo VDD' di raggio C'D':=C'V==t·. 
Allora il valore di d V vien dato dall'equazione 

d V== a r2 sen tp cos2 tp d q> , 

ed il valore di V, essendo l'integrale di d V fra i limiti q>== O e q> 

eguale all'angolo ex che il raggio C'D fa col raggio C'V, si ottiene 
col porre 

Chìamando ora c la semi-corda D C dello spicchio cilindrico V AB C 
di cui vuolsi il volume ed m la sua monta C V, dal triangolo avente 
i suoi vertici nei punti D, C, C' e rettangolo in C si ha 

r-m 
coscx=:--, 

r 

e quindi il valore di V si riduce a 

V- 1 3r(r-m)+m' 
_3am r 

Ma (num. 24) 

per cui il volume V dello spicchio cilindrico avente per direttrice 
un arco di circolo di corda c e di monta m, vien dato da 

($). 

:s· Il volume di uno spicchio cilindrico, avente per direttrice 
del fuso che lo cotn·e una curva qualunque V D (fig. 92), assai facil· 
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mente si può oltenet·e, considet'ando questo solido siccome un 
tt·onco cilindrico, e quindi moltiplicando la superficie della sua sezione . 
rella, ossia la superficie della sezione VCD in esso fatta da un piano 
passante per la sua monta C V e perpendicolare al suo Ialo AB, 
per la lunghezza della rella la quale unisce i centri di superficie 
delle due facce VCA e VCB. La superficie S della sezion retta VCD 
è sempre un elemento facilissimo ad ollenersi colle norme che ven
nero date nel capitolo I della parte seconda, e la lunghezza della 
retta che unisce i centri di superlìcie delle due facce piane misti
linee V CA e V CB si può ottenet·e: cercando con metodi geometrici 
o con metodi pratici il centro di gravità o centro di superficie della 
sezione retta V C D; trovando la distanza d di questo centro dalla 
relta C V; immaginando per lo stesso centro una rella parallela alle 
generatrici del fuso e limitata ai punti i-n cui interseca le due facce 
V C A e V CB; e trovando la lunghezza b di questa retta col porre 

d 
b=-a, c 

essendo a il Ialo AB e c la semicot·da CD dello spicchio. 
Applicando il metodo generale ora esposto al caso dello spicchio 

cilindrico avente per direllrice un quarto di circonferenza di cir
colo, di lato a e di semi-corda c, si ha: che la sezione retta è un 
quarto di circolo di raggio c, e che quindi la sua superficie S vien 
data da 

che il centt·o di superficie di questa sezione retta cade sul raggio eh e 
fa angolo di 45" colla semi-corda e che la sua distanza dal cèntro 

della direttrice è quarta proporzionale dopo la lunghezza ~r. c della 

direttrice stessa,.la corda cv'2 ed i 2/5 del raggio c, cosicchè vien 
essa data da 

che la distanza d di questo centro di superficie dalla monta dello 
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spicchio risulta moltiplicando per il seno di 45" la ti·ovata distanza 
dal centro della direttrice, per modo che 

che 

e finalmente che il domandato volume V dello spicchio vien dato da 

1 
V=SXb= 3 ac~, 

come già si è trovato per altra via. 
15 ?i. V o lume dello spicchio cilindrico incompleto. - Sia lo 

spicchio cilindrico v AB o (fig. 92) terminato dalla supedìcie del 
fuso incompleto vAB, dal triangolo oAB e dalle due facce piane 
o A v e o B v contenute nei piani determinati dalla monta ov del 
fuso e dai clue lati o A ed o B del triangolo che esso copre. Suppon
gasi che il detto fuso v AB a buia per direllrice un ar·co di cir
colo Dv, colla sua tangente nel pnnto D perpendicolare al piano 
del triangolo o AB; si ritenga no le denominazioni già stabilite nel 
numero 90 per quanto si riferisce al lato AB, alla semi-corda D o, 
al raggio CD ed all'angolo v C X; e si dica V il volume domandato. 

Immaginando condotte sulla superficie del fuso v AB due gene
ratrici infinitamente vicine rs e tu e per queste due piani perpen
dicolari alla retta C D, il volume elementare d V compreso fra 
questi piani si può considerare come un prisma avente per base 
di rettangolo rs17p e di altezza eguale alla distanza infinitesima 
che esiste fra questi piani. La llase rli questo prisma ha p.er lati 

p r= è; z= 1·cos rp 

- c-·r (1-sen rp) 
prr=a , c 

e per altezza l'espressione 

rcos rp d rp. 
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Il volume elementare d V risulta adunque 

ed il volume totale V dello spicchio cilindrico v A Bo vien dato da 

Ora si sa che 

cosicchè prendendo questi integrali fra i limiti ex e ~ si ottiene 

(1 ). 

Conoscendo il raggio t'dell'arco circolare Dv e la corda Do==c 
del fuso v AB, si calcola, mediante la formo la (i) del citalo nu
mero 90, l'angolo vCX==a del raggio Cv condotto al vertice v 
del dello fuso colla perpendicolare C X al piano del ·triangolo che 
esso copre, e quindi applicando l'ullima formola si può determinare 
il volume V dello spicchio v AB o. 

i54. Volume del cuneo cilindrico . - Col nome dt cuneo ci
lindrico chiamo il solido , come A D B G V (fìiJ . 9 6), compreso fra 
un'unghia cilindrica V A D .B, il triangolo G AB che essa copre ed 
i dne piani AGV e BG V determinali dai lati AG e BG dell'accen
nato triangolo e dalla monta G V dell'unghia. 

II volume del cuneo cilindrico A DB G V, analogamente a quanto 
si è visto essere vero (n um . 91) pet· l'unghia cilindrica V AD B, è 
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la differenza fra il volume del cilindro ADBEVF avente la stessa 
direttrice AD B e la stessa lunghezza C G del cuneo e quello dello 
spicchio cilindrico VAHG di lato AH doppio dell'accennata lun
ghezza, di saetta, di semi-corda e di sezion retta eguali a quelle 
del cilindro cui il cuneo appartiene. 

i· Se la corda AB del cuneo cilindrico è perpendicQlare alla 
sua lunghezza G C, ossia alla retta che unisce il vertice G colla 
metà di AB, si dice che esso è retto, e, essendo una semi-ellisse la 
direttrice ADB, quando si ritengano le denomina1.ioni già stabilite 
nel citato numero 91, per quanto si riferisce alla corda, alla lun
ghezza ed alla monta, si ha : che la superficie della semi-ellisse 
A D B vie n data (num. 75) da 

1 
21rcm ; 

che il volume del cilindro ADBEVF risulta 

che il volume dello spicchio cilindrico V AH G vale (num. 152) 

2 
3acm ; 

(l); 

( Il); 

e finalmente che si ottiene la formola determinatrice del volume V 
del cuneo cilindrico ADB G V col fare la differenza fra le ultime 
due espressioni trovate, e quindi col porre 

1 
V:= 6 (31i-4)acm 

Q f l d 
22 l d" . "d. uesla ormo a, assumen o 7 per va ore 1 "• s1 n uce a 

19 
V==.

21 
acm 

(1). 

(2). 

Se la curva direttrice AD B è una mezza circonferenza di cir 
colo, ossia se l'unghia V AD B è a tutta monta, si ha m:= c, ed il 
volume del cuneo cilindrico vien dalo, o dalla formola 
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(3), 

oppure dall'altra 

(4), 

la quale risulta dalle (5) assum~ndo 2
7
2 

per valore di TI. 

2• Quando il cuneo cilindrico ADBGV non è retto, ma obliquo, 
e che l'angolo d'obliquilà B' AB vale a, il volume del cilindro avente 
la stessa direllrice e la stessa lunghezza del cuneo si otliene can
giando a in acos a nell'espressione (1), ed il volume dello spicchio 
cilindrico di lunghezza doppia e di sezion retta eguale a quella del 
detto cilindro risulta dall'espressione (Il) cangiando in ·essa c in 
c cosa. Segue da ciò che il volume V del cuneo cilindl'ico con diret
trice semi-ellittica vie n dato dal secondo membro della formola ( 1) 
o della formola (2) moltiplicato per il coseno dell'angolo d' obliquità a. 

5• Il volume del cuneo cilindrico rello od obliquo con diret
trice qualunqu~ assai facilmente si può determinare, immaginandolo 
scomposto nelle due parli A D V G C e B D V G C mediante il piano 
C V determinato dalla sua lunghezza C G e dalla sua monta G V, 
facendo separatamente il volume di ciascuna di queste parti col 
considerarle siccome tronchi di cilindro e quindi coll'operare in 
modo affatto analogo a quello tenuto nel numero t 52 per trovare 
il volume di uno spicchio cilindrico avente per direttrice una curva 
qualunque, e finalmente prendendo la somma dei due volumi che 
c osi si ottengono. 

j 55. Volume dei coni e dei tronchi di cono. - Ques ti volumi 
si ottengono applicando quanto insegna la geometria elementare. 

f " Essendo 
A l'area della base , 
a l'altezza e ' 

V il volume di un cono qualunque, 
si ha 

2• Per il tronco di cono a basi parallele, essendo 
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A ed A' le aree delle due basi ed 
a l'altezza' 

si ottiene il volume V mediante la formala 

5° Per un tronco eli cono a basi non parallele si ottiene il . 
volume, togliendo dal numero esprimente la solidità del cono in
tiero quello che dà la solidità del cono reciso. 

156. Volume dell'unghia conica. - Generalmente chiamasi vo
lume d'unghia conica quello compreso fra la base ADBE (fìg. iOO) 
di un cono, un piano D P E intersecante questa base e la superficie 
della corrispondente unghia D A E F. Questo volume è facilissimo 
ad attenersi, giacchè, immaginando condotte le due generatrici VD 
e VE, risulta agevole il vedere che esso ·è la differenza di due 
solidi entrambi di natura conica, uno che ha per base la figura 
E A D facente parte della base del cono cui l'unghia appartiene, e 
per altezza quella ilei cono stesso e l'altro che ha per base la 
figura E F D e per altezza la perpendicolare calata dal vertice del 
cono sul piano di questa figura. 

i 57. Volume della sfera e delle sue parti. - La geometria 
elementare somministra le formale per trovare il volume V della 
sfera, dello spicchio e ile l settore sferico, della piramide sferica 
e dei segmenti sferici ad una ed a due basi. 

i o Chiamando r il raggio di una sfera ed essendo n il noto 
rapporto della circonfel'enza col diametro, il volume V vien dato 
dalla superficie della sfel'a moltiplicata ' per il terzo del raggio, 
cosicchè 

2° Per lo .spicchio sferico limitato da due semi-cil'coli massimi 
i cui piani fanno -fra loro un angolo eli n· ed appartenente ad una 
sfera di raggio r, si ottiene il volume V moltiplicando la superficie 
del fuso ad esso corrispondente per il terzo del raggio, per cui si ha 

Se poi, invece dell'ampiezza dell'angolo formato dai due piani 
.. 
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limitanti lo spicchio, si conosce !<1: lunghezza l deWarco di circon
ferenza massima della sfera cui lo spicchio appartiene, misurante il 
detto angolo, risulta 

V- 2l ~ -s r . 

s· Il volume del settore sferico si ottiene moltiplicando la su
perficie della corrispondente calotta per il terzo del raggio, per 
g.uisa che, avendosi un settore dl raggio r e di saetta m, · si ha 

Quando non si conosce il raggio del settore, ma sibbene.la corda 
2 c della calotta che gli corrisponde, la superficie di questa vale 

. ~+ ~ 

(num. 94) 7i (c~ +m~). il raggio risulta (num. 24) m 
2 
~c e quindi 

il volume del settore vien dato da . 

4• Il volume della piramide sferica appartenente ad una sfera 
di raggio r si ottiene moltiplicando la superficie del poligono sfe
rico ad essa corrispondente per il terzo del raggio. Segue da ciò 
che il volume. V della piramide sferica triangolare vien dato da 

dove A0

, Bo e c· sono le ampiezze dei tre angoli del triangolo 
sferico. 

5" Il volume V del segmeiifo sferi.co ad tina sola base vale la 
metà_ del prodotto della base del segmento per la sua altezza, più 
una sfera di diametro eguale all'altezza medesima, cosicchè, es
sendo 2 c la corda ed m l'altezza del segmento, risulta 

6• Il · volume V del segmento sferico a ·due. basi parallefe. ha 
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per misura ta semi-somma delle aree delle due basi moltiplicata 
per l'altezza del segmento, più il volume di una sfera di diametro 
eguale al\1altezza medesima, cosicchè, essendo c e c' i raggi delle 
due basi del segmento ed m l'altezza, si ha 

i 58. Volume del cuneo sferico. - Sia A EB CV (fig, iO!) il 
cuneo sferico di cui vuolsi trovare il volume, che si può conside
rare siccome la differenza fra il volume del mezzo spicchio sferico 
AFBCV, e quello del mezzo segmento sferico ABEF. 

Ritenendo le denominazioni già stabilite al numero 95, per quanto 
si riferisce alla base AB ed all'altezza C D del trilltgolo isoscele 
AB C, e chiamando V il volume domandato, si ha : che il raggio 
C A, la saetta ·F D e l'angolo A CD:=C si ottengono dalle equazioni 

' 
c 

tangC:=
a 

(t); 

che il volume del mezzo spicchio sferico A F B C V vie n espresso da 

che il volume del mezzo segmento sferico AB E F vale 

finalmente che la formola determinatrice del domandato volume V 
del cuneo sferico risulta 



, 

- 520 -
L'angolo C si calcola mediante la formola (f ) prendendo per 

unità il grado, e quindi si passa alla deduzione del volume V ap
plicando la formola (2). 

!59. Volume degli ellissoidi. -Considerando l'ellissoide a ll·e 
assi, del quale per ottavo si ha la rappt·esentazione nella figura f68 , 
e chiamando rispettivamente a, b ed m i tre ~emi-assi principali 
O A, O B ed O C, si ha : che una sezione qualunque E D F, .. paral
lela al piano y z e distante ùa questo piano di O D= x, è un qua
drante ellittico i cui semi-assi D F ed -E D, desunti dalle equazioni 
delle sezioni principali A O B ed A O C, sono rispettivamente e
spressi da 

' 
che l'area del detto quadrante ellittico vale 

1 rr b m ( 2 2). --- -a -x 
4 a2 

' 

che l'elemento di volume dell 'ottavo di ellissoide, il qual elemento 
si può considerare come un cilindro infinitesimo avente per base l'or 
indicato quadrante e ili tlico e di altezza d x, risulta 

1 rr bm 
--- (a2 -x2) d x· 
4 a2 

' 

e finalmente che il volume dell'ottavo di ellissoide si ottiene inte
grando quest'espressione fra i limiti x = O ed x== a, cosicchè vie n 
esso dato da 

1 rr bmr.a( 2 2) d - 1 b z- - 2- a -X X- 6- rr a m. 
'Jo a • o 

Chiamando poi V il volume dell 'elissoide a tre assi, eguale ad otto 
volle quello or ora trovato, si ha 
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Quando l'ellissoide di cui vuolsi il volume è di rivoluzione attorno 
all'asse m, ponendo c invece degli altt·i due semi-assi, i quali diven
tano allora eguali fra di loro, si ottiene la formola 

Ll• . 
V= 0 rr c2 m, 

v 

la quale serve tanto pel calcolo del volume dell 'ellissoide schiacciato, 
quanto p el caìeolo del volume dell'ellissoide allungato. 

160. Regola di Guidino per ottenere i volumi dei solidi di 
rivoluzione. - Questa regola si enuncia nei seguenti termini: il 
volume del solido generalo dalla rotazione di una superficie piana 
intorno ad un asse fisso, contenuto nel piano e posto da una sola 
parte di essa, ha per misura il pt·odotto dell'area genet·atrice per la 
lunghezza dell'arco descritto dal suo centro di gravità. 

La verità dell'enunciata regola assai facilmente si può dimostrare. 
Per giungere allo scopo si consideri una superficie piana qualunque 
ADCF (/ì9. 169) rotante attorno all'asse ZZ' contenuto nel suo piano, 
e si chiamino : 

S l'area della detta figura piana, 
xi la distanza P G · del centro di gravità di quest'area dall'asse 

di rotazione ZZ', 
w una parte infinitP.sima abcd dell'at·ea genet·atrice ABCF, cui 

si può assegnare una forma rettangolare con due Iati paralleli all'asse 
ZZ', 

x la distanza p 9 del punto di mezzo 9 di questa parte infini
tesima dal dello asse. 

Supponen(lo che la superficie AB CF si riduca ad una lastt·a di 
spessezza unifot•me ma piccolissima, il momento del suo peso totale 
rispetto al piano proiettato nell'asse ZZ' ' deve eguagliare la somma 
dei momenti di tutti i pesi elementari conispondenli alle aree infi
nitesime, analoghe ad ab c d, rispetto allo stesso piano, cosicchè 
risulla l'equazione 

nella quale il simbolo ~ rappt·esenta una somma estesa a tutti i 
L'ARTE DI FABBRICARE. Geometria pratica, ecc. - 21. 
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prodotti delle accennate aree infìnitesime per le distanze dei loro 
mezzi dall'asse ZZ'.- Se ora si moltiplica la stabilita equazione per 
271", se chiamansi u e v i due lati infinitesimi ab ed ad dell'area 
elementare c.1, e se scrivesi per primo il secondo membt·o, si ottiene 

Il prodotto 2 ir x dà la lunghezza della circonferenza di raggio 
eguale a p g, ossia di raggio eguale alla distanza che il punto di 
mezzo del lato ab ha dall'asse Z Z'; 2 1t x. u rappt·escnta la super
ficie della corona circolare descritta dall'or indicato lato nella rota
zione della figura AB CF altorno al dello asse Z Z'; 2 1t x. tt. v non è 
altro che il volume d'un cilindro infìnitesimo avente per base la 
definita corona circohù·e e per allezza v; e quindi ~ 2 TI" x. u. v es
prime la somma dei volumi elementari generali da tutte le aree 
infinitesime analoghe ad ab c d, in cui s'intende scomposta l'intiera 
figma piana A BCF, ossia il volume di rivoluzione generato da tutta 
questa figura nel descrivere un in t i ero p;it·o a Horn o all'asse Z Z'. Il 
secondo membro poi dell'ultima equazione è il prodoll.o della super
ficie generatrice S pet·la circonferenza 2 1r xj tlescritta dal suo centt·o 
di gravità, cosicchè in quest'equazione trovasi contenuto l'enuncialo 
della regola di Guidino. 

La regola di Guidino per la valutazione. dei volumi rlei solidi di 
rivoluzione, non solo è vera quando la superficie generatrice descrive 
un intiero giro attorno all 'asse di rotazione, ma anche quando desct·ive 
una parte di giro ; e questo percbè risultano sempre eguali i due 
membri della stabilita equazione, quand.o si dividono le lunghezze 
delle due circoliferenzc 2 TI" X e 2 1tXf per uno stesso numero. 

Un volume il quale colla massima facilità può essere calcolato me
diante la regola di Guidino, è quello generato dalla rotazione di una 
mezza circonferenza di circolo, di un arco circolare, di una mezza 
ellisse o di una mezza ovale intorno ad un asse O Y (fig. 1 06) con
tenuto nel piano della figura generatrice e disposto perpendicolar· 
mente alla dit·ezione O AB della sua corda. In questo caso il centro 
di gravità dell'area generatl'ice A CB trovasi sulla saetla O C-, per 
cui la lunghezza dell'arco descritto dal detto centro nell'intiera rivo
luzione della figma A CB attomo all'asse O Y risulta eguale alla 

. f d" . OD OA+01f I cu·con erenza 1 raggw == 
2 

. l domandato volume poi 

si ottiene moltiplicando l'area della figura A CB, facile a calcolarsi 
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mediante le norme che vennero date ai numeri 70, 71 e 75, per la 
lun ghezza della cit·conferenza di raggio O D. 

161. Metodi approssimati per la valutazione dei solidi di rivo
luzione. - Avvenendo di dover tt·ovare la cubatura di un solido di 
rivoluzione, generalo da un'area piana EABCD (jig.170), compresa 
fra una c·urva A n C, fra due relle E A e D C con~otte dagli estremi 
di questa cmva perpendieolat·mcnte all'asse di rotazione Y Y' e rra 
quest'asse stesso, se non riesce facile l'adottare la rego~a di Guidino 
e se incontrasi qualche difficoltà nell'applicazione dei procedimenti 
di calcolo integrale alla cubatura dei solidi di rivoluzione, si può 
procedere approssimativamente come segue. Divirlasi la curva A C 
in archi talmente piccoli che si possano ad essi sostituire le cot·de 
corrispondenti; dai punti di divisione F, B, G, ... si abbassino le 
perpendicolari F H, BI, G K, ... sull'asse di rotazione; e si assuma 
la somma dei volumi generali dall a rotazione dai trapezii EA FI-I, 
H F BI, I B G K,. :. intorno all'asse Y Y', siccome rappresentante il 
volume domandato. Ques ti volumi generali dai trapezii sono poi faci
lissimi acl ollenersi, giacchè sono essi tanti tronchi di coni retti a 
basi circolari, i cui rnggi sono E A. ed H F, H F ed I B, I B e l{ G, ... 
e le cui altezze sono rispettivamente EH, H1, lK, .. .. . 

L'esposto metodo per la valutazione approssimata dei solidi di 
rotazion e, secondo che la curva AB C è concava o convessa verso 
l'asse YY' eonduce a un, risullato un po' minore opput·e un po ' 
maggiore del vero; .e l'errore, che generalmente vi ha nei risulta
menti finali, è tanto più piccolo quanto più è grande il numet·o delle 
parli in cui si divide la curva · A C. 

Qua·ndo, invece dei volume generalo da mw area piana, la qttnlt· 
termina all'a~se di rotazione come avviene pet· quella rappt·esenlata 
nella figura ·170, vuolsi il volume ge neralo da un'area chiusa tla un 
perime tro AB CF (fìg 16:)) di cui non fa parte il detto asse, col 
metodo indicato si ottengono i volumi generali dalle due aree piane 
E CB A D eù E_(:; FA D: la differenza di questi due volumi dà il vo
lume domandato. 

Nella determinazione approssimata dei volumi dei solidi di rivolu
zione si possono anche considerare i solidi genet·ati dalle aree piane 
((!,q. 170) EAFH, HFIH, IBGK, ... aventi le loro altezze E~ Hl, 
Il{, ... assai piccole, come altrettanti cilindretti circolari coi loro raggi 
rispettivamente eguali alle rette ab, cd, ef, ... perpendieolari all'asse 
YY', dividenti per metà le dette a}tezze e prolungate fino ad incontrare 
la curva AB C nei punti b, d, f, ... 
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Un altro metodo di facilissima Jpplicazione e che sempre conduce 
a risultati assai soddisfacenti consiste: nel determinare il centro di 
gravità dell 'area generatrice; nel misurare la distanza di questo 
centl'o dall 'asse di rotazione; e nel molliplicare il numero esprimente 
l'indicata area per la circonfet·enza avente per raggio l'accennata 
distanza. Il centro di gravità della figura generatrice assai facilmente 
si può ottenere in diversi modi, ed uno di questi consiste nel disegnare 
su cat·ta di spessezza uniforme e ben omogenea la figura generatrice 
coll'asse di rotazione ; nell'estrarre da questo disegno il solo pezzo 
di cat·ta su cui trovasi la figura generatrice e nel determinarne il 
centro di gravilù o col farlo stare in equilibrio su una punta verticale, 
oppure sospellllendolo per due dei suoi punti. Tl'ovalo così il centro 
di gravità del pezzo ùi carla foggiato precisamente come la figura 
gene!'atrice, si rimetta esso a sito sul disegno da cui venne estratto , 
e riescirà allora facile il determinare la distanza del centro di gravità 
della figura generatl'Ìce dell'asse di rotazione. 

f 62. Volume compreso fra due superficie cilindriche con
centriche, una loro sezione retta ed una porzione di elicoide a 
piano direttore. - Considerando l'elicoide a piano dit·etlore di cui 
già venne trovata la superficie nel numero 99 e ritenendo le denomi
nazioni nel medesimo nnmet·o già stabilite, egli è evi1lente che per 
elemento di volume, compreso ft·a le due superficie cilindriche con
centricbt~ ùi "raggi OtAt ed OtEt (fig. 109), fra il piano orizzontale 
rappresentato nella retta O A e fra la superficie elicoidale, si può 
prendet·e il prisma elementare insisten.te all'area infinitamente piccola 
di primo ordine limitata dal raggio qualunque O t l\'11 e dal suo infi
nitamente vicino, facente con esso l'angolo misurato dall'arco d e ed 

avente p et· altezza l'ordinata P M:= Z. . Ora, essendo ~ (R+ r·) il rag-

gio medio, ~ (R+r) d e l'arco medio corrispondente alla detta area 
..... 

elementare, ed R- r la larghezza della corona cui la stessa area 
elementare appartiene, l'elemento di volume d V vien dato da 

Ma dall'equazione 

y:= x tang e, 

che venne trovata al numero 99, si ha 
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e 

e== are ( tang == ~ ) , 

cosicchè il valore di z, dato dall'equazione (1) del citato numero, 
risulta 

Sostituendo questo valore di z sull' espt·essione di d V, si trova 

Se ora si vuole il volume V compreso fra le due superficie cilin
driche di raggi O l Al ed O l EP fra il piano orizzontale rappt·esentato 
nella rella O A e fra la parle di supel'fìcie elicoidale la cui genera
trice snp1·ema dista della quantità a, minore di p, dal detto piano 
orizzontale, bisogna integrare il valore di d V fra i limiti 9 ==O e 

a 
e==2 'IT-' cosicchè risulta 

p 

(Il) ' 

!facendo in quest'equazione a==p, si ottiene quel valore partico
lare Vt del volume V che corrisponde ad un intiero giro di elicoide, 
e risulta 

(2). 

165. Metodi approssimati per la valutazione di volumi qua
luu.que. - Allorquando dèvesi determinare il volume di cot·pi limi
tali. da superficie di cui non si conosce la generazione geometrica, 
od anche da superficie la cui generazione geometrica è ben delìnita, 
ma per le quali non riescono applicabili i metodi esposti nei prece-
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denti numeri per impossibilità od anche solamente per difficoltà che 
s'incontrano nell ' effelluat•e l è integrazioni, è necessal'io aver t'i corso 
a metodi d'appt·ossimazione, di alcuni dei quali immediatamente si 
dà un breve cenno. 

Un primo metodo consiste: nell 'immaginat·e tagliato il solido, di 
cui vuolsi trovare il volume, mediante un sistema di piani parallel.i 
equidistanti o non, ma talmente vicini che i diversi solidi fra essi 
compresi si possano senza grave errore considerare come altrellanti 
prismi: nel determinare le aree delle di v erse sezioni prodolle dai

1 detti pinni seganti non che le loro distanze; nel fare i volumi delle 
singole parti, moltiplicando la srmi-somma delle aree delle sezioni 
l'ra cui cadono p et· le distanze dell e sezioni medesime; e finalmente 
prendendo la somma di tutti i prodotti così ollenuti. 

Un secondo metodo consiste: nel proiettare il corpo di cui vuolsi 
il volume su un piano; nell ' imm<1ginare divisa questa proiezione in 
triangoli talmente piccoli, da potersi essi considerare come le pro
iezioni di altrettanti triangoli aventi i loro vertici sulla supertìcie 
del Corpo di cui vuolsi il volume e costituenti una superficie pol ie
drica che poco si scosta e che per approssimazione si sostituisce 
alla sua superficie effettiva; nel valutare le aree dei vari triangoli 
segnati sulla detta proiezione; non che le rette proieLLantisi nei loro 
vertici per le pat·ti intercelle nel corpo; nel calcolare i volumi di 
tutti i tronchi di prisma aventi per sezioni t'elle i triangoli di cui si 
determinarono le aree, e per spigoli le rette di cui si tt·ovat·ono le 
lunghezze; e finalmente nel fare i volumi di tutti questi tronchi di 
prisma, e nel sommarli. 

Avvenendo poi di dover trovare il volume di nn corpo facile a 
trasportarsi, e che senza inconvenienti si può immergere nell'acqna, 
convien adottare il seguente semplicissimo metodo. In un recipiente 
prismatico o cilindrico disposto colla sua base in un piano orizzontale 
si versi tant'acqua, che il corpo di cui vuolsi il volume ver inliero vi 
pos~a rimanere sommerso ; si segnino le posizioni del livello del 
liquido prima e clopo la sommersi o ne; si calcolino i volumi dei prismi 
o dei cilindri aventi per base quella del recipie11le e per altezze le 
distanze fra le accennale due posizioni del li vello del liquido dal 
piano della della base, ed evidentemente la differenza fra questi 
due volumi rappresenta quello del corpo stato posto nel t•ecipienle. 
- Allo stesso risultato si arriva, riempiendo totalmente d'acqua 
m't recipiente prismatico o cilindrico in cui pet· intiero il corpo 
da misurarsi possa rimaner sommerso, e misurando, vuoi la quan
tità di liquido che da questo si riversa per la lotale immersione del 
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detto corpo, vuoi il volume della parte di recipiente che rimane 
senz' acqua in seguito all'estrazione dello stesso. corpo. 

Il peso assoluto di un corpo si ottiene moltiplicando il suo volume 
per il suo peso specifico, convenientemente riferito all'unità adottata 
nel valutare il volume. Segue da ciò che si può determinare il volume 
eH un corpo di forma per quanto si vuole irregolare, ma omogeneo 
e tale da potersi pesare, determinando il suo 'peso assoluto e divi
dendo questo pel suo peso specifico. 

164. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta 
a botte ed il suo piano d'imposta. - Il volume compreso fra la 
superficie d'intrados di una vòlla a botte coprente un rettangolo 
oppure un parallelogramma ed il suo piano d'imposta, è quello di 
un cilindro avente per base la figura limitata da uno degli archi di 
testa e dalla corrispondente corda, pèr cui, chiamando 

S l'area dell'indicata figura, 
b la perpendicolare abbassala da un punto qualunque di uno dei 

due piani di testa sull'altro, e · 
vb il volume domandato, 

si ha la semplice formala 

Se la vòlta a bolle è retta, ossia se copre un rettangolo posto in 
un piano orizzontale e se ha le sue generatrici pure orizzontali, 
l'altezza b del cilitldl:O è eguale alla lunghezza costante delle gene
ratrici. 

Quando invece la vòlta a botte è obliqua, ossia quando coprendo 
un parallelograquna AB C D (fig. H O) collocato in un piano oriz
zontale, ha le sue generatriei pure orizzontali, l'allezza b è la per
pendicolare comum~ ai due lati paralleli AB e ·n-c del detto paral
lelogramma. Siccome poi, immaginando abbassata dal punto F una 
perpendicolare sulla ba~e CKD, questa pèrpendicolare fa con FH 
un angolo eguale ali' angolo E D C della sezione retta E I D col piano 
di testa C l{ D, se si ritengono le denominazioni già stabilite al 
numefo 1. 01 per qqc;mlo si riferisce al detto angolo ed a Ila lun
ghezza delle generatrici, si ha che il valore di b vien dato da 

b=:.acos o:: . 

Finalmente se la vòlta a botte è rampanle (fig. Hi), l'altezza b, 
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che è orizzontale e che è lunga come la proiezione orizzontale di 
una generatrice, si oltiene mediante la fot·mol à 

b=::asen ~' 

dove a e ~ hanno i significati che già loro vennero attribuiti nel 
citato num ero 101. 

Avvenendo il caso di dover trovare il volume compt·eso fra il 
piano d' imposta e la superficie d'intraùos di una volla a bolle 
coprente un trapezio, siccome questo volume _ è quello di un tronco 
di cil indro, basta per attenerlo moltipli ca t·e la supet·ficie della sua 
sezione re t t a per il suo asse. Qu es t'asse poi si proietta in gran
dezza naturale sulla retta E F (fig. 112), la quale unisce i punti di 
mezzo E ed F dei due lati hon paralleli del trapezio. 

165. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta 
a collo d 'oca ed il piano orizzontale passante per la sua gene
ratrice più bassa. - Qu esto volume non è altro che. quello di un 
cilindro rello avente per base l'area chiusa fra la curva direttrice 
AB C (fig. 11 5), fra la proiezione orizzontale e la proiezione :verlicale 
di questa curva, et! avt~nte per altezza la lunghezza AA' llelle diverse 
generatrici L'area S della base del tl elìnito ci lindro si può otlenere 
esattamente allorquando la curva AB C venne descritta con metodi 
geometrici, ed in tutti i casi la stessa area si può valu tare con 
grande approssimazione applicando le regole che vennero date nei 
numeri 7 4 e 75. Chiamando poi V r il volume domandato ed a la 
lunghezza della generatrice A A', si ha 

166. Volume compreso fra la superficie d 'intrados di una 
vòlta anulare ed il suo piano d 'imposta. - Qu esto volume assai 
facilmente si ottiene applicando la regola di Guid ino quale venne 
enunciata nel numero 160. Ragio nando sulla volta anulare rappre
sentata in proiezione. orizzontale nella figura 114, per la quale già 
si insegnò a trovare la superficie d'intrados nel numero 105, rite
nendo le denominazioni in questo numero stabilite per quanto si 
riferisce ai due raggi C A e CB della corona circolare coperta dalla 
vòlta e chiamando 

S la supet·ficie della figura generatl'ice che genet·almente suol 
essere un mezzo circolo, o un segmento circolare , o una mezza 
ellisse, o una mezza ovale , 
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V. il volume domandato, 

si ha: che l'arco descrilto dal centro di gravità della figura genera

trice nel produrre il volume v. è la circonferenza di raggio 

e che quindi questo volume vien dato dalla forrnola 

V.==rr(R+r) S. 

R+r 
-2-

Quando la volla anulare non copre un 'inliera corona ci1·colare, 
ma sibbene una parte AEFGHB cui co1Tisponde l'angolo ACF==a·, 
la lunghezza dell'arco D L I descritto dal centro di gravità dell'area 
geueratrice vien espressa da 

8~~o TC (R+r), 

per cui il volume V., compreso fra la superficie d'intrados della 
volla eù il suo piano d'imposta, vien dalo da 

La regola di Guidino si presta an~:he a trovare il volume rac· 
chiuso f1·a il piano d'imposta e la superficie d'intrados di una volta 
anulare coprente una corona o soltanto una porzione di corona non 
circolare; purchè abbia essa larghezza costante, in modo da non 
cambiare di forma la figura generatrice. 

t 6 7. Volume compres? fra la superficie d ' intrados di una 
volta elicoidale ed il piano orizzontale passante per la sua ge· 
neratrice più bassa. -Ritenendo le denominazioni che già vennero 
stabilite al numero 104 per quanto si riferisce ai raggi dei cilindri · 
fra cui si ti·ova la superficie elicoidale, al passo delle eliche diret· 
trici cd all'altezza della generatrice più alta sulla generatrice più 
bassa dell'elicoide, si ha che il volume V. vien dato : dalla for-. 
mola ( 1) del numero f 62 e quindi da 

quando la volta elicoidale fa meno di un giro ; dalla formola (2) 
dello stesso numero e quindi da 
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quando la volta fa un giro intiero . 
Se poi la volta elicoidale fa più tli un giro intiet·o, convien im

maginare condotti, per la generatrice più bassa, per le generatrici 
che corrispondono a gil'i intieri e pet· la generatrice più alta, al
trettanti piani perpendicolari all'asse dei cilindri ft·a cui la volta 
si frova, e separatamente calcolare colle formole che vennero sta
bilite tulli i volumi compresi fra questi piani considerati succes
sivamente a due a due, giacchè questi volumi sono appunto quelli 
che nella pratica importa di conoscere per giungere alla determi
nazione del volume della mtlralut·a da impiegarsi nella costruzione 
di una volta elicoidale. 

16B. Volume comp;.·eso fra la superficie d' intrados d'una · 
v òlta anulare ed elicoidale e la superficie dell'elicoide a piano 
direttore , determinata dalle due eliche d'imposta. -Per trovare 
la fot·mola determinatrice di questo volume si ritengano le deno
minazio ni già stabilite nel numero 105 pet· quanto si rifel'isce ai 
raggi dei cilindri fra cui trovasi la vòlta, alla differenza di livello 
fra il punto più alto e il punto più basso dell'urco di elica descritto 
da uno dei due estremi della curva generatl'ice della superficie 
d'inti·ados ed al passo delle eliche dil'eltrici; si chiamino poi 

S l'area della figura generatrice del volume che vuolsi valutat·e, 
la qual area è quella compresa fra la eurva generatrice della detta 
superficie d'intrados e la sua corda e 

V, . il volume domandato. 
Considerando la figura generatrice in due posizioni inllnilamente 

vicine, cosicchè i loro piani facciano col piano corrispondente alla 
posizione iniziale della stessa fi gura gli angoli misurati dagli archi 
e e O+ d e. di raggio eguale all 'unità, il volume elementare com
preso fra qu es te due posizioni infinitamente vicine si può consi
derat'e siccome un piccolissimo spicchio di solido di rivoluzione 
e quindi si può esprimet·e mediante la regola di Guidino. Ora, es-

sendo ~ (R +r) d e l'arco desct·itto dal centro di gravità dell'a~ea S 

nel generare il dello volume elementare , si ha che vien esso 
espresso da 

~S(R+r)d9; 
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per cui il volume totale V •• , quando vogliasi per una differenza 
di livello a fra il punto più basso ed il punto più alto dell'arco 
di elica desçritlo da uno dei due estremi della curva generatrice 
della superficie d'intrados, si ottiene integrando fra i limiti 9=: O 

e 9=:2rr~, e ponendo quindi 
p 

a 
V.c== -rr(R+r)S. 

p 

169. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta 
conica ed il suo piano d'imposta. - Nel caso ben frequente della 
pratica iu cui lrallasi di una volla conica che, avendo gli archi 
di lesta · contenuti in piani verticali, copre all'imposta un trapezio 
ADC D collot:ato in un piano orizzontale (fig. 115), il volume che 
vuolsi trovare è quello di un tronco di cono a basi parallele, per 
modo che, chiamando 

A ed A' le aree delle due figure simili A E D e B li' C, 
a l'altezza del trapezio coperto dalla volla, la qual ~ltezza è pur 

quella !lei tronco di cono di cui si deve trovare il volume, 
V, il volume domandato, 

si ha 

Vc ==~a ( A+A' + J/AA'). 

Quando la figura coperta da una volta conica <llla sua imposta 
non è un trapezio , ma sibhene un quadrilalei'O A BC D, il volume 
compreso f1·a il piano d'imposta e la sup~ rficie d'intrados della 
vòlla si ottiene togliendo dal volume del cono VAED quello del 
cono VBFC. · 

170. Volume compreso fra la superficie d'intrados d'una vòlta 
conoidica ed il suo piano d'imposta. - Il volume compreso fra 
la superficie d'intrados di una vòlta conoidica ed il suo piano d'im
pos~ si può facilmente valutare per approssimazione. 
· S'immagini perciò un sistema di piani, paralleli a quello con

tenente la curva di testa AED; come si è dello nel numero 107, 
ragionando sulla figura H 8 e p el piano segante l{ L in particolare, 
si trovino le intel'sezioni di tutti questi piani colla superficie d'in
trados della vòlta ; si determinino le superficie delle figure comprese 
fra queste intersezioni e le relative corde posle nel piano cl' im
posta ; si calcolino i volumi compresi fra i diversi piani seganti , 
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moltiplicando la semi-somma delle aree delle sezioni fl'a cui si tro
vano per la distanza delle c;ezioni medesime; e finalmente si som
mino tutti questi prodotli per ottenere il volume totale. 

Considerando la volta conoidica coprente alla sua imposta il tra
pezio isoscele AB C D (fig. H 7 e H 8) posto in un piano o rizzo n
tale e colla superficie d'inlrados generala come si è detto nel numero 
107, assai facilmente si può arrivare alla formo la determinatrice 
del volume compreso fra la della superficie d'intrados ed il piano 
·d'i;uposta. Perciò si assuma per origine di coordinate il punto V, 
per asse delle x la retta V G, per asse delle y la perpendicolare 
a. questa retta contenuta nel piano del triangolo V A D e per asse 
delle .z la verticale determinata dal punto V, rappresentata in V U 
sulla figm·a 117_ e proiettantesi verlicalme~c in V'E' sulla figura 
118. Si chiamino 

2 c la corda A D dell ' a1·co di lesta A E D, 
b la distanza V G del piano contenente quest'arco dal punto V, 

ossia dalla retta direttrice V U, 
b' la distanza VH del piano contenente l'altro arco di Lesta BFC 

dalla stessa retta direttrice VU, 
m la monta G E della volta, 
x, y e .z le tre coordinale V L, Lo e V' v' del punto qualunque 

della superficie d'i ntl'ados rappresentato (fi.r;. H8) in o sulla pro
iezione orizzontale ed in o' sulla proiezione verticale, 

V.' il volume domandato, 
e suppongasi che la cu rva direttrice AED proiettata orizzontal
mente in AD e verticalmente in A'E'D' sulla citala figura 118 sia 
una mezza ellisse. L'<Jrtiinala z' =V'v', essendo quella del punto 
O' della semi-ellisse A' E' D' cui conisponde l'ascissa v'O'= GO, 
vien dala da 

e, avendosi pei due ti·iangoli simili O G V ed o L V 

risulla l'equazione 
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la quale, essendo una relazione fra le tre coordinate x, y e z di un 
punto qualunque del la superficie conoidica costituente l'intrados dell u 
' 'Òlta, rappresenta appunto l'equazione di questa superficie. Elevando 
al quadrato i due membri della trovata equazione, si può essa scrivere 

e così dimostra come la sezione I' E' J{', prodotta nella detta super
ficie conoidica da un piano qualunque K I parallelo al piano di testa 
D A e distante dal punto V della quantità V L=x, è una semi
ellisse i cni semi-assi sono 

- ,-, - - ex 
VK:=LK:=b' V'E':=m. 

Premesso questo, se prendesi per elemento del volume che vuolsi 
valutare quello compreso fra la sezione determinata dal piano qua
lunque Il( e la sezione infinitamente vicina, distante da essa della 
quantità d x, il volume e-lementare d V, potendosi considerare come 

ex 
nn prisma avente per base la semi-ellisse di semi-assi b ed m ed 

aveilte l'altez!a d x , vien dato da 

per cui il volume V, essendo l'integrale di d V fra i limiti x:= VH 
::::::.b' ed x VG:=b, risulta dalla formola 

i 7 i. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 
d'imposta d'una vòlta con strombature.- Sia la volta con strom· 
bature la cui superficie d'intrados è rappresentata nella figura 120, 
e vogliasi trovare il volume proiettantesi orizzontalmente nel trape
zio AB C D e limitato, inferiormente dal piano d'imposta A" B" e 
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superiormente dalla snperficie d'intrados A'F' B' C'E'D' della quale 
già venne spiegata la generazione nel numero 108. 

Per ottenere l'inàicato volume non terrò il metodo esalto che 
consiste nel procmarsi prima il sno differenziale e nel passare poscia 
all'integrazione fra limiti conveni enti, giacchè l'appli~azion e di un 
tal metodo induhitatamente deve presentare delle serie difficoltà; ma 
sibbene mi accontenterò di procerlere con un metodo d'approssima
zione. Questo metodo con!'iste nell 'immaginare tagliato il solido di 
cui vuolsi il volume mediante il sistema di piani verticali a1 bP ct2 b2 , 

aaba,····· paralleli alle basi del trapezio AB CD coperto dalla volta; 
nel trovare le intersezioni a/ c/~/, a2' c2' b2', a,' ca' b/ , ... .. di questi 
piani colle supeficie d'intrarlos, come si è detto nel già citato numero 
108; nel calcolat'e le aree comprese fr<;1le curve A'F' B', a/ c/b/, 
a2' c2' b2', a,' c/ ba', .. ... , D'E' C', fra le perpendicolal'i abbassale dai 
loro estremi sulla retta A"B" e fra quest'ultima retta, le quali ar·ee 
sono appunto quelle delle sezioni prodolte nel solido, di cui vuolsi il 
volume, dai piani verticali a1 b 1, a2 b2, a a b3 , •• ••• ; nell'ottenere i volumi 
compresi fra qneste sezioni, moltiplicando le semi-somme delle aree 
delle sezioni, fra cui questi volumi si trovano, per le distanze delle 

, sezioni stesse; e finalmente nel sommare Lutti i pt'odolli che si ollen
gono, onrle ottenere nella somma il volume totaie. 

172. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
·· d 'imposta di una vòlta a bacino su pianta circolare . - Questo 

volume, che vel'l'à indicato con Vp. è sempt·e di rivoluzione, ed ecco 
le norme che generalmente conducono alla sua valutazione. 

1 o Pet· una volta a bacino a tutta monta colla superficie d' intraùos 
generata dalla rotaiione di un quarto di circonferenza di cii·colo, 

BD (fig. 121 ), di raggio CB=1·, il volume VfA è quello di un emi
sfero, e quindi vien esso dato (num. f57 ) da 

... 2° Pet· una volta a bacino colla superficie d'intrados generata 
da un arco ci t·colare D B (fìg. 122), di semi-corda CB= c e di 
monta CD=m, il volume V13 è quello di un segmento sferico ad 
una sol base pet· cui (num. 157) si ha 
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5• Per una volta a bacino a monta depressa od a monta ri
alzata colla superficie d'intrados generata da un · qucu'Lo rli periferìa 
ellittica AB (fig . 102 e 1.05), in modo da essere c la semi-corda 

. C A ed m la monta CB della volla, il volume V J3 è quello ùi un 
mezzo ellissoide, e per conseguenza serve alla sua valutazione la 
formola (num. 159) 

4• Per una vOlta a bacino colla superficie d'intrados generata 
dalla rotazione di un quarto di ~wale attorno aù un suo semi-asse, 
facilmente si può ar·rivare alla determinazione del volume V J3 appli
cando una delie regole che vennero date nel numero 161, le quali 
regole vengono pure in acconcio per le vòlte a bacino colla superficie 
d' intrados generata dalla rotazione di una curva qualunque. 

Allorquando nella valutazione del volume v J3 : per una volta a ba
cino colla ~uperficie d'intrados generata da un quarto di ovale, vuolsi 
procedere con un'approssimazione piuttosto grossolana, ma spedita
mente, si può adottare l'ultima formola ehe venne stahilila in questo 
numero, ossia quefla che conviene. per la vòlta a bacino colla su per· 
fici e d'intrados generata dalla rotaziof! e di un quarto di ellisse. 

175. Volume compreso fra la super ficie d 'intrados ed il piano 
d'im.posta di u na vòlta a bacino su pianta ellittica e su pianta 

. ovale. - Questo volume è generalmente quello di un mezzo ellissoi
de a tre assi, quando la fi gura coperta dalla vòlta al livello del piano 
d'imposta è un 'ellisse, per cui, chiamando rispettivamente a e b. i 
due semi -assi principali CB e C D (fig. !25) di quest'ellisse, m la 
monta CF della volta e v. il volume domandato, si ila (num. 15-9) 

2 . 
Va==. 3n abm . 

Quando la vòlta èopre, non un'area ellittica, ma sibbene un'area 
ovale, si può per approssimazione trovare il volumè V., o applicando 
il primo dei metodi che vennero dati nel numero 165, oppure appli
cando la formola or ora stabilita pel caso della volta a bacino su 
pianta elli.ttica. 

i 7 4. Volume compreso fra il piano d'imposta e la superficie 
d 'intrados d'una vòlta a conca. - In seguito al sistema di gene
razione della superficie d'intrados della volta, quale venne definito 
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nel numero 111, ecco come si può determinare in modo rigoroso il 
volume compreso fra la sua superficie d'intrados cd il suo piano 
d' imposta. Si chiamino 

2 a e 2 b i lati A D ed A B. (fig. i 24) del rettangolo coperto dalla 
vòlta, 

m- la sua monta O V, e 
V.o il volume domandato. 
Considerando una sezione qualunque a vb fatta nel solido di cui 

vuolsi il volume perpendicolarmente al piano del rettangolo d'im
posta AB C D e parallelamente al lato AB, e dicendo x la distanza di 
questa sezione dal centro O dell'indicato rettangolo, si ha: che la 
detta sezione è una semi-ellisse generatrice i c.ni semi-assi sono 

che l'area di questa semi-ellisse vien espressa da 

che il volume elementare, compreso fra la detla sezione ed una 
sezione infinitamente vièina, distante da essa della quantità d x, 
vale 

che l'integt·ale di quest'ultima espressione, preso fra i limiti x== O 
ed x==O F:=a, dà per metà del valore del volume V.o 

e finalmente che la formola determinatrice del total volume doman
dato V.o risulta 

V -1 ~ b co - 41( a m. 
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Il volume compreso fr·a la superficie d'inlrados ed il piano d'imposta 
di una volla a conca si può anche determinare per approssimazione, 
immaginando una serie di semi-ellissi gener·atrici assai' vicine fra di 
loro, a partire dalla G V H fin o a quella eh e si riduce alla retta AB, 
trovando le aree di tutte queste semi-ellissi, e calcolando i volumi 
compresi fra le coppie di due semi-ellissi successive col moltiplicare 
le semi-somme delle loro arce per le loro distanze contate sulla 
retta O F. La somma di tutti i prodotti, che così si ottengono, dà 
)ler approssimazione la metà del volume domandato ; e quindi il 
doppio di qqesta somma somministra tutto intiero questo volume 
con un 'approssimazione tanto più grande quanto più le semi-ellissi 
generatrici vennero assunte vicine le une alle altre. 

t 75. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 
d 'imposta di una volta a vela sferica. - La generazione della 
superficie d'intt·ados di una volta a vela sferica, quale venne definita 
nel numer·o f t 2, chiaramente fa vedere ..che il volume compreso 
fra la superficie d'intrados ed il suo piano d' imposta si ottiene pro
curandosi prima il volume della mezza sfera avente per raggio quello 
d el circolo circoscritto al poligono coperto dalla volta, e togliendo v i 
la somma dei volumi di tanti semi-segmenti sferici ad una sol'i base, 
quanti sono i lati del detto poligono. Quando il poligono coperto 
dalla volta è regolare, tutti i semi-segmenti sono eguali, la corda di 
ciascuno di essi è il lato del poligono, e la saetta è la differenza 
fra il suo raggio ed il suo apotema. Quando invece la volta_ copre 
un poligono non regolare, i semi-segmenti non sono più tutti eguali 
fra di loro , la corda di ciaseuno di essi è un lato dell'indicato poli
gono, e la saetta è la differenza fra il raggio del circolo circoscritto, 
e la perpendicolare calata del centro del circolo stesso sul lato il 
qu ale serve di corda al semi-segmento che si considera. 

f 76. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta di una vòlta a vela sferica coprente un polig.ono re
golare. - Ritenendo le denominazioni che già vennero stabilite nel 
numero H 5 per quanto si riferisce al raggio, al lato, all'apotema 
ed al numero dei lati del poligono regolare coperto della volta a 
vela, e chiamando V. il domandato volume, si ha: che il volume 
dell'emisfero di raggio r vien espresso da 

2 " - rrr• · 
3 ' 

L'AliTE DI FABBRICARE. Geometria pr11tica, ecc. - 22. 
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ohc il volume di ognuno dei semi-segmenti sferici, di corda t e di 
saetta r-a, vale 

e finalmente eh e il volume V v della vòlta a vela, diffet'enza fra quello 
(lell' emisfero e quello di n semi-segmenti, si può attenere colla for
mo la 

nella quale si devono porre per a e per r i valori somministrati 
dalle ultime due formole del eitato numero 115, allorquando il poli
gono regolare è determinalo dal numero n dei suoi lati e dalla loro 
lunghezza l. . 

177. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 
d 'imposta d 'una volta a vela sferica su pianta rettangolare. -
Per o.Llenere la formola déterminatrice di questo volume, si attri
buiscano alle lettere a, b ed r i significati che già Idro · vennero 
dati al numero 114 parlando del modo di trovare la superfieìe d'in
trados della" volta a vela sferica su pianta rèttangolare, e si chiami 
VT il \!olume domandato. Il volume V' dell'emisfero coprente il cir
colo circoscrillo al rettangolo A BCD (fig. f27 ), posto al livello 
dell'imposta tlell a vòlta, vien dato da · 

la somma V'/ dei volumi dei due semi-segmenti eguali, aventi per· 
corde i lati AB e D C di lunghezza et e per saette le rette E F" e G H 

. 1 
di lunghezza .,. - 2 b, risulta 

la somma V"' dei vol.umi dei due semi-segmenti eguali, aventi per 
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corde i lati B C ed Aif eli lunghezza b e le cui saette sono le rette 

l K ed L~i lunghe r- ~a, vie n data da 

e finalmente il volume v\', diffeeenza fea quello dell'emisfero e la 
somma di quelli dei semi-segmenti, risulta dalla formola 

Vv= V'-(V"+V"'). -

Il raggio r del circolo ci1·coscrilto al rettangolo AB C D coperto 
dalla volta è funzione dei due lati a e b, e, per sostituirlo nelle 
formole che danno i valoei di V', V" e V"', bisogna prima calcolarlo 
coll'ullima formo la del. citato numero H 4. 

178. Volume com preso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d 'imposta d'una vòlta a vela su pianta rettangolare coll'intrados 
generato da un arco di circolo di forma variabile. - La gene- · 
razione geometrica della superficie d'intrados di questa vòlta,. qua,le 
venne data nel numero H 5, lascia travedere dovei' presentare dell e 
difficoltà la determinazione del volume compreso f1·a la de tta super
ficie d'intrados ed il piano d'imposta, col metodo esatto di procnrarsi 
prima il suo differenziale e di passare quindi ad integeare fra limiti 
convenienti, pe1· cui mi accontenterò di indicare come si possa esso 
determinare per àp prossimazione. 

Col metodo già esposto nel citato nume1·o 115 si trovino le .inler
sezioni della superficie d'intrados della semi-volla E B F C G V E (fig. 
128) con piani perpendicolari al piano d'imposta AB C D e paralleli 
a B C; si calcolino le aree delle figure piane analoghe ad I M N P K; 
si facciano le semi-somme di queste aree considerandole suc
cessivamente due a due, a {lartire da quella corrispondente alla 
monta O V fino · -alla B F C; e si moltiplichino queste semi-som
me per le distanze fra le sezioni cui si rifel'iscono. Il doppio della 
somma di Lulti questi prodotti evidentemente dà il volume doman
dato , il quale sarà tanto più esatto quan to più grande sarà il numero 
delle falle intersezioni analoghe ad I MN P K. 

179. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta di una v6lta a padiglioné. - Questo volume evi,fenle
meule si compone di tanti spicchi i cilindrici quanti sono i lati del 
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v oligono coperto dalla volta a padiglione, e quindi vale, per deter
minarlo, la regola generale di ottenere i volumi dei di versi spicchi i 
componenti, colle norme che vennero date nel numero i 52, e di 
pt·endere quindi la loro somma. 

iSO. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 
d'imposta ·d'una Tòlta a padiglione su pianta regolare. - i o Quan
do la volta a padiglione è a tutta monta, ossia quando la sua monta 
è eguale all'apotema del poligono regolat·e che essa copre, la culla
tura di ciascuno degli spicchii, componenti il chiesto volume VI', 
vien data dalla formola (2) del numero 152, pet· cui indicando con 
a il lato del detto poligono regolare, con n il numero dei suoi lati 
e con c il suo apotema costituente la semi-cord(! di ciascun spicchio, 
si ha 

2° Se la volta a padiglione è a monta depressa e se la dìreltt·ice 
di ciascuno dei fusi, componenti la sua superficie d'intrados, è un 
arco di circolo di monta m, i volumi degli spicchii risultano dalla 
formola (5) del numero 15'2, e quindi il volume domandalo 'Vv si 
ottiene ponendo 

5° Nel caso in cui ciascuno dei fusi componenti la superficie 
ù'intt·ados della volta ha per direttrice un quarto di ellisse, il volume 
di ciascuno degli n spicchii cilindrici vie n dato dalla formola ( 1) 'del 
numero i 52, e quindi il volume totale VP compreso fra la superficie 
d'intrados. ed il piano d'imposta vien dato dalla formola 

Nelle tre fot·mole or ora stabilite, che servono a dedurre il valore 
di V,, nei tt·e distinti casi di una volta a padiglione coprente un 
poligono regolare coi fusi componenti la sua superficie d'intrados, 
aventi per direllrice un quarto di circonferenza ùi circolo, un arco 
circolare, un quarto di ellisse, si può esprimere c in funzione di a 
e di n mediante la formola (1) del numero H 7. 
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181. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piane 

d'imposta di una vOlta a padiglione su pianta rettangolare . -
Si ri tengano le denominazionf che già vennero stabilite al numero 
113 per quanto si riferisce ai lati del rettangolo coperto dalla volta 
ed all a sua mont a, e si indichi con VP il volume domandato. 

Se i quattro fusi costituenti la superficie d'intrados della volta 
hanno per direttrice un quarto di ellisse, si ha : che la somma dei 
volumi dei due spicchii cilindrici V ABE e VC DE (fig. {50), le cui 

1 
semi-corde, lati e monte sono r ispettivamente 2 b, a ed m, vien es-

pressa da 

che la somma dei volumi dei due spicchii cilindrici VB C E e V D A E, 

aventi rispettivamente ~a, b ed m, per semi-corde, per lati e per 

monte, vale pure 

e fina lmente che il volume Vr, somma de' due volumi trovati, r i
sulta dalla formola 

182. Volume compreso fra la superficie d 'intr ados ed il piano 
d 'imposta d 'una vòlta a botte con teste di padiglione. - Ragio
nando sulla figura 151, già venne indicato nel numero 119 qual 
sia la generazione geometrica della superficie d' intrados di qnesla 
volla nel caso più generale in cui copre un 'area lrapezia, e, da qua nto 
in detto numero venne stabilito, si può conchiudere che il volume 
compt·eso fra la sua superficie d'intraclos ed il sno piano d' impos ta 
consta: del cilindro retto L E' G 1.\'1 F' H ; e degli spicc ti i cilindrici 
F' l\iBF, F' BCF, F' CHF, E'GDE, E' DAE ed E' ALE. 

Le dimensioni lineari poi che, unitamente alla monta della volta, 
servono al calcolo dei volumi delle accennate sette parti facilmente 
si deducono, e ome già s'insegnò nel citato numero H 9, quando si 
conoscano i quatt1·o Iati del trapezio AB C D, pe1· cui , tl·ovate queste 
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dimensioni lineari, alleo non si ha da fare che ottenere il volume 
de lla par·te òlindrica, come si è ·detlo al numero i 51., e calcolar·e i 
voturoa {]egli spicehii come si è insegnato nel successivo numet·o 152. 
La S'Omrna di tutti questi volumi parziali dà il total volume doman· 
d_ato. 

4 8 5. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 
d ·imposta d'una v6lta a botte con teste di padiglione su pianta 
re'ttangGlare. - Questo volume, come fa-cilmente SÌ deduce COil Ull 

ragionamento in tutto analogo a quello tenuto nel numero 120 per 
dare la regola che serve al calcolo della superficie d'intrados d'una 
vòlta a botte con teste di padiglione su pianta reltangolar·e, vale la 
somma dei volumi compresi fra le superficie d'intrados ed i piani 
d' imposta di due vòlte, l'una a botte di lunghezza eguale- alla diffe
renza fra il Iato maggiore ed il Iato minore, e di corda eguale al 
Iato mirwre >tlella pianta rettangolare, e l'altra a padiglione insistente 
1111 un quadrato di Jato eguale al lato minore della detta pianta. La 
mo nta poi di queste due vòite è eguale a quella della vòlta pro-
posta. ' 

!84. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d 'imposta di una volta a schifo. - Nel numet·o 1 'ìi venne spie
gato qual sia la generazione geometrica della superficie d'intraùos 
di una volta a schifo copeente un poligono qualnnque, e, da quanto in 
questo stesso numero venne detto, risulta ad evidenza che il volume 
compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta di una di 
queste volte consta di tante pat·ti cilinclriche (fig. t 52) Fa F' G b'G', 
GbG'Hc'H', HcH'Id'l', Idi'Ke'K', J(eK'Ml'M' ed Mll\fFa'F', quanti 
sono i lati del poligono che essa copre; di tante coppie di spicchii 
cilindr·ici F'AaF e G'Bb'G, G'BbG ed H'Cc'H, H'CcH edl'Dd'l, 
I' Ddl e K'Ee'K, K'EeK ed M'Ll'M, M'LlM ed F'Aa'F', quanti 
sono gli stessi lati; e di un prisma retto FGHilOiF'G'H'l'K'NI'. 
Conoscendosi i lati e gl,i angoli del poligono coperto dalla vòlta 
non che la distanza del perimetro AB C D E L di questo poligono 
dall'altro perimetro F G H Il( M, che corrisponde alla parte piana 
della superficie d' intrados, si calcolano, colle formo le che vennero 
stabilite nel citato numero !24., i lati Aa=Aa', Bb=Bb', CC= 
t..: c', Dd=Dct', E e=Ee', ed Ll=Ll' dei diversi s,picchii, non che 
le lunghezze ab', be' cd', de', el' ed la' delle parti cilindriche. 
Calcolati questi lati e queste lunghezze, si può dire, quando si ag
g iunga la monta della volta, che si hanno tutti gli elementi che 
servono al calcolo dei volumi delle parti cilindriche, degli spicchii 
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e del prisma, i quali volumi parziali dànno nella lot·o somma il 
totale volume domandato. 

185. Volume compreso fra la .superficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta d 'una volta a schifo su pianta rettangolare. - Riesce 
facile il dedurre, con un ragionamento analogo a quello tenuto nel 
numero 1 '2 2 per formulare la regola colla quale si può facilmente 
arrivare alla determinazione della superficie d'intrados della volta 
a schifo coprente il rettangolo A B.C D (fig. i 55) , che il volume 
compreso fra f!Uesta superficie d'inlrados ed il piano d'imposta 
consta: del volume cor~tpreso fra la superficie d'intraùos ed il piano 
d'imposta di una volta a botte retta, di lunghezza eguale alla somma 
dei due lati AB e B C del rettangolo AB C D diminuita del quadru
plo della larghezza Fa della zona coperta dalla parte curva della 
superficie d'intrados, di semi-corda eguale alla detta larghezza, e 
di monta eguale alla monta F F' della volta a schifo ; del volume 
compreso fra la superficie d'inlrados ed il piano d'imposta di una 
volta a padiglione su pianta quadrata, avente per lato il doppio della 
larghezza dell ' indicata zona ed avente pure per monta quella stessa 
della volla proposta; e del volume del parallelepipedo rellangolo, i 
cui tre spigoli sono la monta F F' e le rette F G e G H rispettiva
mente eguali ai lati AB. e BC del rettangolo ABCD diminuiLi tlcl 
doppio della larghezza Fa. 

186. Volume compreso fra la sJ.lperficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta d 'una volta a padiglione sopra schifo. - Da quanto si 
è detto nel numero 125 sulla superficie d'intrados di questa volta 
risulta ad evidenza che il domandato volume è la somma dei seguenti 
tre distinti volumi: di quello corrispondente all'intiet·a volta a schifo, 
da calcolarsi come venne inrlicato nel numero 184; di quello del 
prisma compreso ft·a il poligono P' G'H'I'J{' l\'1' (fig. 152) che limita 
la superficie curva della volta a schifo ed il piano d'imposta della 
sovrastante volta a padiglione; e finalmente di quello compreso fra 
la superficie d'intrados di questa volta a padiglione ed il suo piano 
d'imposta. 

187. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piane 
d'imposta d'una volta a crociera con unghie cilindriche . - Co. 
me già si è dello uel numero 124, la superficie d'intrados di questa . 
volta si compone di tante unghie cilindriche, quanti sono i lati del 
poligono che essa copt·e, per cui, in modo affatto analogo, si ottiene 
il volume compreso fra la sua superficie d'intrados ed il suo piano 
d'imposta calcolando sepat·atamente, colle regole che vennero date 
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nel numero 154, i volumi di Lutti i cunei cilindrici cornspon1lenli 
alle accennate unghie e prendendo quindi la loro somma. 

188. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta d 'una vòlta a crociera su pianta regolare e con unghie 
cilindriche. - I cunei cilindrici, dal cui assieme risulta il doman
dato volume ve, sono tutti r·etti ed eguali fra di loro, e, eome si è 
trovato nel numero ·154, si può ritenere che il volume di ciascuno di 

essi sia dato dai ~~ del prodotto della sua lunghezza eguale all'a

potema del poligono coperto dalla volla, della sua semi-corda eguale 
alla metà del lato dello stesso poligono, e della sua monta eguale 
all'altezza del vertice della volta sul piano d'imposta. Segue da ciò 
che, ritenendo le denominazioni già stabilite nel numero 125 per 
quanto si riferisce al Iato, all'apotema ed al numero dei lati del detto 
poligono regolare, si ha 

dove si può esprimere a in funzione di c e di n mediante l'equa
zione (1) del citato numero 125. 

Se tutte le unghie componenti la superfi~ie d'intrados della volla 
in quistione sono a tutta monta, ossia se la monta della volta è 
eguale alla metà del lato del poligono regolare che essa copre, la 
formola delerminatrice di V, si riduce a 

V _19 ~ 
c - 21 na c . 

189. Volume compreso fra la superficie d 'intrado1 ed il piano 
d 'imposta di una vòlta a crociera su pianta rettangolare e con un
ghie cilindriche. - Alle lettere a, b ed m si attrihuiscano i signifi
cati che già lo t'o vennet'o dati nel numero 126, e si chiami V, il chiesto 
volume. Evidentemente si ha : che la somma dei volumi dei due 

cunei cilindrici A EB O V e C G D O V (fig . i 55), aventi ~a per semi-

i 
corda, 2/J per lunghezza ed m per monta, vien espressa, per la 

formola (2) del numero i 54, da 
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che la somma dei volumi dei due cunei cilindrici BFCOV e BHAOV, 

aventi ~b per semi-corda, ~a per lunghezza ed m per monta, vien 

pure .data da 

119 
221 abm; 

finalmente che il total volume Ve, somma dei due volumi trovati, 
risulta dalla formola 

19 
Ve== 21 ab m. 

190. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta d ' una vòlta a crociera con unghie cilindroidiche. -
Questo volume consta di tanti cunei cilindroidici aventi forma ana
loga a quella dei cunei cilindl'ici considerati nel numero 154, ma 
limitati superiormente dalla super·ficie dell'unghia ci lindroidica, 
quale venne definita nel numero i27. Considerando uno qualunque 
di questi cunei cilindr·oidici, per esempio fJUello insistente al trian
golo CAB (fig. 171); chiamando 

2 c la sua corda AB, 
l la sua lunghezza D C ossia la retta che unisce il vertice C del

l'indicato triangolo colla metà della corda AB, 
m la sua monta CV, 
o: l'angolo B D x che la direzione della detta corda fa colla per·

pendicolare D x alla mediana D C del triangolo C AB, 
ed assumendo per origine di coordinate il punto D e per· assi or
togonali le tre direzioni D C y, D x e D Ez , ecco come ottengo il 
suo volume V. Immagino tagliato il cuneo mediante un piano qua
lunque parallelo al piano y D z, distante da questo della quantità 
D o x, per ottenere la sezione tr·apezia m n q p, le cui basi sono 
mp ed ;;q e la cui altezza è mn ; esprimo l'area di questa sezione 
in funzione dei dati del problema e di x; la moltiplico per d x 
per avere il differenziale . del volume ; e finalmente integro fra i 
limiti x== O ed x == fib, · essendo i)b la proiezione della metà 
della corda AB sull'asse x D x', per avere il volume U del cuneo 
insistente al triangolo C D B. 

Dal triangolo D o m, rettangolo in o, si ha 



per cui 

346 .:.__ 

- x Dm:=
cosrx' 

-- -- x Bm=:DB - Dm:=c- --. 
cos 0: 

I due triangoli B D C e B m n sono simili, ed immediatamente da 
essi si ricava 

mn==l(1--x ) · 
C COS IX 

La lunghezza mp, essendo l'ordinata cotTispondente dell'ascissa Dm 
nel semicircolo A E B di raggio D B c, vie n data da 

Analogamente la lunghezza n q, per essere nel qua e lo di ellisse B V 
. l'ordinata corrispondente all 'ascissa C n, ' si ottiene ponendo 

Ma, per il parallelismo delle relle m n e D C, si ha 

x -----, 
DB CCOSei: 

cosicchè risulta 

nq=:m 

S'i conoscono ora le basi m p ed n q non che l' altezza -;n;, del 
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trapezio mnqp, e si può fare la sua superficie la quale vien espressa 

Questa superficie poi, moltiplicata per d x, dà il differenziale d U del 
volume del cuneo BE D C V insistente al triangolo C D B, cosicchè 

dU=l c+m (l- --x- ) V l- x~ dx· 
2 c coso: c2 cos2 ex ' 

e, siccome 

D b ==c cos o: , 

risulla 

U=lc+mf cco(s; __ x_) 
2 CCOS a 

o 

Per effettuare ·quest'intersezione, si osservi -che 

x 
d x=ccoso: d -

ccos 0: 

--dx==--GCOS<Zd 1- - ---x 1 ( x2 ) 
C cosa '2 c~ cos2 o: ' 

e che quinùi il valore di U può essere scritto 

c+m U==lc-
2
-coso: 

~ 
ccosa 

x2 x 
1- d--

l o V C2_cos2 o: ccoso: 

}

• c coso: ' 

i ~ x9 
+- . 1 x d 1 

2 o V - c2 cos2 o: ( - c2 _cos2 o:) 



-- 543 -
Eseguendo ora le integrazioni coll'osservare che 

Iv x2 x 1 x v x2 
1- d--- - -- 1---

c' cos'l a: c cos"' - 2 c cos"' c2 cos2 « 

+!2 arc (sen==-x-), . c cos C( 

1 x d 1 Iv 2 ( x2 ) 
- c2 cos2 o: - c2 cos2 o: 

e prendendole fra gli stabiliti limiti, risulta 

_cl(c+m) (1 1) u- 2 rrr - 3 cos ~ ' 

ossia che il volume del cuneo insistente al triangolo C D B vale la 

costante ( {n-~) moltiplicata pet' il volume di un prisma rello 

la cui base è il dello triangolo di area ~ cos"' e la cui altezza 

è (c+m). Analogamente il volume del cuneo insistente al trian 
golo C D A vie n dalo dalla citata costante moltiplicata p el vo
lume di un pl'isma retto, la cui base è l'ultimo triangolo anche 

di area ~cos o: e la cui altezza è (c +m) ; eosicchè ne d; riva che 

il volume V di Lutto il cuneo A E B C V insistente al triaugolo C AB 
vale due volte il volume U; e che per conseguenza vie n dalo dalla 
formo la 

22 
la quale, assumendo 7 per valot·e di n, si riduce a 

(1 ), 
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Quando il cuneo è t'elLo l'angolo e1. è di o·, il coseno di cc vale 
l'unità e quindi il valore di V vien dato da 

(2). 

Il volume d' un cuneo cilindroidico si può anche oltenere per 
approssimazione. S' immaginino perciò fatte nel solido D E B C V 
diverse sezioni pat·allele al piano D C V E; si facciano le aree di 
tutte queste sezioni, che risultano tanti trapezii ; e si moltiplichino 
le semi-somme delle aree delle sezioni successive, a partire dalla 
DCVE fino a quella passante pel punto B che ha un 'area nulla, 
per le loro distanze. La somma di tutti questi prodotti sommi
nistra il volume del cuneo insistente al triang.olo C D B, ed il doppio 
di questa somma dà il volume del cuneo insistente al triangolo 
CAB la cui superficie è il doppio di quella del triangolo C D B. 

Dovendosi trovare il vohime compreso fra la superficie d'intrados 
ed il piano d' imposta di una volta a ct·ociera con unghie cilin
dt·oidiehe, converrà fare separatamente i volumi dei diversi cunei, 
o applicando la formola (1) o ricotTendo all'accennato metodo d'ap
prossimazione, e la somma di tutti questi volumi parziali dà il 
volume totale. • 

t 91. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d 'imposta d 'una vòlta a crociera su pianta regolare e con unghie 
cilindroidiche. - Tutti i cunei cilindroidiei componenti il volume 
domandato V, sono retti ed eguali fra di loro; ciascuno ha pet' 
corda il lato 2c, per lunghezza l'apotema a del poligono regolare 
coperto dalla vòlta e per monta m quella della volta stessa; e 
quindi, essendo n il numero dei lati del detto poligono regolare, 
si ba l'equazione 

Ve =:; 1~n c a (c+m ), 
nella quale si può esprimere a in funzione di c e di n mediante la 
nota relazione ( 1) del numero i 25 . 

192. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 
d ' imposta d'una vòlta a crociera su pianta rettangolare e con 
unghie cilindroidiche. - Sia la volta a croeiet·a con unghie cilin
droidiche rappresentata nella figura t 58, si ritengano le denomi
nazioni già stabilite nel numero 1'29 per quanto si riferisce ai Iati 
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del rettangolo AB C D; e si chiami Ve il volume domandato. La 
somma dei volumi dei due cunei cilindroidici retti A E BO V e 

CGDOV, ciascuno dei quali ha ~a per semicorda, ~b per lunghezza 

ed m per monta, vien dato da 

la somma degli altri due cunei cilindroidici retti BFCOV e DHAOV, 

aventi rispettivamente ~ b, ~a ed m per semi-corda, per lunghezza 

e per monta, risulta 

e quindi si ottiene 

. 19 ( . 4 ) Ve== 168 ab a+b+ m 

pel' formola determinatrice del volume V •. 
f95. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 

d'imposta d'una vòlta a crociera con unghie dette sferiche gene
rate da un arco circolare di forma variabile . - Questo volume 
è la somma dei volumi di tanti cunei aventi forma analoga a quella 
del cuneo rappresentato nella figura 171, ma limitati superiormente 
dalle liuperficie di unghie, quali vennero definite nel numero i50, 
e per la valutazione di uno di questi cunei può servire il seguente 
metodo d'approssimazione. 

S'immagini tagliato il cuneo mediante tanti piani paralleli alla 
faccia A H B (fig. 159) ed assai vicini fra di lDI'o. Si trovino le 
intersezioni di questi piani col cuneo. le quali si riducono al semi
circolo A H B pel piano segante dete1·minato dalla corda Aif; ed 
a figure analoghe alla ab b' d'a', composta di nn rellangolo ab b' a' e 
di un segmento circolare a' b' d' per uno qualunque dei detti piani 
seganti; alla retta FV per quello determinato dal punto F. Si ca l" 
colino le arù delle lìgure risultanti da queste intersezioni e si mol
tiplichino le semi-somme di tutte le aree delle sezìoni successive, 
a parth·e dalla A H B fino a quella passante pel punto F, per le 
rispettive loro distanze. La somma dei prodotti che eosì si otten-
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gono rappt·esenta approssimHLivamente il volume domandato, ed il 
risultato a cui si arriva, tanto più s'avvicina al vero quanto più 
i piani seganti vennero condotti vicini fra di loro. 

f 94. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d 'imposta d 'una ~òlta a crociera con unghie dette sferiche, ge
nerate da un arco circolare di raggio costante. - Sommando i 
volumi di tanti cunei, eguali in numero a quello dei lati del poligono 
coperto dalla volta, della forma di quello rappresentf).to nella figura 
159 e terminati superiormente da unghie quali vennero definite 
nel numero f 5i, si ottiene il volume la cui determinazione costi
tuisce lo scopo del presente numero. 

II volume approssimato di uno dei detti cunei può essere determi
nato : immaginari dolo tagliato mediante un sistema di piani 13 A, ba, 
d c, f e, ... ..... paralleli alla faccia semi-circolare proiettata su tt·e piani 
ortogonali in AB, in A' D'ed A"D"B" (fig. Hi); tt·ovando le in
tersezioni di questi piani col cuneo ' le quali intei·sezioni, facili a 
determinarsi come si è detto nel numero 1 51, sono il semi-circolo 
A"D"B" l fi " "m" b"b" " " "d"d" " " "["(" ·"'- , e e gure at a t , et c n ~ , et e o 1 , 

........ ; calcolando re aree delle figure . costituenti le delle interse
zioni ; e moltipliCando le loro semi-somme, considerandole succes
sivamente due a due a pa1·tire dalla A" D" B", per le loro distanze 
Dp, p q, q;:: ........ contate sull'altezza del triangolo CAD. La somma 
di tutti questi prodolti somministl'a il volume del cuneo, e l' esallezza 
del risultato a cui si al'riva è tanto più grande, quanto più i piani 
seganti AB, ab, c d, e f, ........ vennero condotti vicini l'uno all'altro. 

Il volume del cuneo AHBFV (/ìg. 159), terminato superiormente 
da un'unghia sferica generata da un arco circolare di raggio costante, 
può anche essere determinalo in modo rigoroso, ed ecco con quale pro
cedimento sono arrivato a questa, determinazione, nel caso generale 
in cui. il cuneo insista ad un triangolo qualunque FA B. Attribuiti alle 
lettere c, l, m ed a i significati che loro vennero dati nel numero 
i 90, s'immagini una sezione qualunque ab b' (l'a' fatta nel solido 
parallelamente al piano della lunetta AH B e si chiami x la hm
ghezza F d. Ragionando come già si fece nel citato numero 151, 
si trova 
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L'ordinata aa' del quarto di ellisse BY vien data da"' 

e, per essere 

risulta 

Se ora si vuoi l'area della sezione ab b' d'a', riesce facile l' ottenerla 
quando si consideri essa come equivalente alla somma delle aree 
del reltangolo ab b' a', del settore a' o b' diminuita dell'area del trian
golo a' o b' isoscele sulla base a' b'. L'area del reltangdlo ab b' a', i 
cui lati sono ab ed a a', vie n dala da 

l'area del settore circolare a' o b' di raggio c, ed a cui conisponde 
l'arco b' d'a' che ha per lunghezza 

2 c are (se n== I ) , 
vien espressa da 

c2 are ( sen == T ) ; 

l'area del triangolo isoscele a' o b', di base a' b' == 'ib e di al

tezza oe== Voa'•-ea'2 ==1 J!z·-x·, vale 
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e . quindi l'area S della sezione ab b' d'a' vie n data da 

Considm·ando nel cuneo. una seziDne infinitamente "vicina a quella 
di cui venne trovata l'area S, si può prendere per elemento del 
volume da calcolarsi V il prisma infinitesimo compreso fra · queste 
sezioni; e, siccome la perpendicolare condotta dal punto F sulla 
retta A n fa con F G un angolo eguale a n G U' ==o:, si ha che la 
distanza fra le dette sezioni, ossia l'altezza dell'indicato prisma 
elementare, vale d x. cosa, per guisa che risulta 

dV==~ (2m-c ) x Jll2 -x~ dx.cos o: 

+c~ are ( sen ==l) d x. coso:. 

Integrando il valore di d V fra i limiti x== O ed . x== l risulta il 
domandato volume V del cuneo, per cui 

· c( ) fl-V==7} 2m-c coso: 
0 

Jll2-x2 xdx 

Per effettuare le due integrazioni contenute nel valore di V si os
servi che 

L'ARTE DI FABBRICARE. Geometria pratica, ecc. - 23. 
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che 

fare (sen=j') dx=xarc (sen='l ) -f x v/" x• 

==x are (sen == 02 ) + !Jd (l2
- x!) 

l 2 Jll2-x2 

==xar~ (sen ==[) + Jll2 -x2
, 

e che pet· cqnseguenza il valore di V, prendendo questi integrali 
fra gli stabiliti limiti e convenientemente riducendo, vien dato da 

V (3rr-8) c+4m l 
== 6 C COSa. 

Assumendo ~7~ pe1· valore di rr, il trovato valore di V si riduce a 

5c+14m 
V== 21 cl cosa. 

Se il cuneo è retto, l'angolo a si riduce a 00, il suo coseno vale 
l'unità e quindi il valore di V vie p dato da 

V_5c+14m l 
- 21 c. 

195. Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d ' imposta di una vòlta a crociera su pianta regolare e con 
unghie dette sferiche. - AIIGrquando le unghie costituenti la su
perficie d'intrados della volla sono generate da un arco di circolo 
di raggio variabile, si ottiene il volume del cuneo corrispondente 
ad un'unghia col metodo d'approssimazione che venne dato nel 
numero 195, ed il risultato che così si ottiene si moltiplica per il 
numero dei lati del poligono regolare coperto dalla volta. 

Allorquando invece le dette unghie sono generate da un arco 
circolare di raggio costante si può, o determinare per appt·ossima
zione il volume del cuneo corrispondente ad un'unghia col metodo 
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che venne indicato sul principio del precedente numero t 94, oppure 
esattamente otteneee il volume del detto cuneo applicando l'ultima 
foemola dell'or indicato numero. Il volume Ve compreso ft•a la SU· 

perficie d'intrados ed ·il piano d'imposta della vòlta a ceociera vale 
il volume del cuneo corrispondente acl un'unghia, moltiplicato per 
il numero dei lati del poligono regolare coperto dalla volta, per 
guisa che, quando vogliasi questo volume esattamente, risulta 

5c+14m 
Vc==n ~1 ca, 

dove le lettere a, c, m ed n hanno i significati che loro vennero 
attribuiti nel numero t 32 e dove fra le quantità a, c ed n esiste 
sempre la nota relazione ( 1) del numero t 25. 

t96 . Volume compreso fra la superficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta d ' una vòlta a crociera su pianta rettangolare e con 
unghie dette sferiche.- Quando le unghie costituenti la superficie 
d'intrados della volta sono generate da un arco circolare di raggio 
variabile, si tt·ovano prima col metodo d'a pprossimazione che venne 
dato nel numet·o t 95 i volumi dei due cunei differenti A E 13 O V 
e B FCO V (/ìg. t42), si sommano i due risultati e si pren<le il 

• doppio della somma : questa somma rappresenta il domandato vo
.lume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta 
della volta a, crociera. 

Quando invece le unghie, dal cui assieme risulta la superficie 
d'intrados della volta in quistione, sono generate da un arco cir
colare di raggio costante, si può procedere per approssimazione 
come si è indicato pel caso delle unghie generate da un arco di 
raggio variabile; ma, in modo più esatto, convien genet·almente 
impiegare l'ultima formo la nel numero :i 94 nella valutazione di 
ciascuno dei due cunei differenti. Ritenendo le denominazioni già 
stabilite nel numero :i 53 per quanto si riferisce ai lati del ret
tangolo ed alla monta della volta, si ha : che la somma dei vo-

lumi dei du~ .cunei retti AEBOV e CGDOV, di semi·corda ~a, di 

lunghezza ~ b e di monta m, vien data da 

5a+28m b 
84 a ; 
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che la somma dei volumi dei due cunei retti BFCOV e DHAOV, 
1 1 

le cui semi-corde, I unghezze e monte sono rispetti va mente 2 b, 2 a 

ed m, vien espressa da 

5b+28m b 
8" a ; : j. 

e finalmente che il domandato volume V, , somma delle due espres
sioni trovate. si può ottenere mediante la formola 

V _ 5(a+b)+56 m b 
c - R4· a • 

i 9 7. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano 
d'imposta d'una v6lta lunulata. - Già nel numero 154 venne de
finito il modo tli generazione della superficie d'intrados delle volte 
lunulate, e, da quanto in tale numero venne detto, risulta ad 
evidenza che per trovare il volume compreso ft·a la superficie d'in
trados ed il suo piano d'imposta convien procedere come segue: 
cercare il volume V compreso fra la superficie cl ' intrados ed il 
piano d'imposta dell'intiera volta in cui si trovano le unghie, nel
l'ipotesi che queste non esistano ; determinare i volumi degli spicchii 
che da esso vennero tolti per sostituit·vi altrettanti cunei ed otte
nere la somma S di tutti questi spicchii ; passare alla determina
zione dei volumi dei diversi cunei ed eseguire la loro somma C. 
Il volume V1 oompreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'im
posta della vòlta lunulata evidentemente vien dato da 

I volumi V,. S e C talvolta si possono tleterminare cou regole e 
con formole esatte, talvolta è giuocofot·za di accontentat:si di una 
loro determinazione approssimata. 

198. Volume compreso fra la -superficie d 'intrados ed il piano 
d'imposta d 'una Tòlta a fascioni. - Nel numero 155, parlando 
della deterlllinazione della superficie cl'intrados delle volte a fascioni, 
già venne indicato come deb bansi intendere generate queste supet'
ficie, e, da quanto si è detto nell'indicato numero, evidentemente 
si può conchiudere che, per ottenere il volume compreso fra la 
superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una volta a fascioni, 
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conviene tenere la seguente regola : trovare, o con metadi esaLti 
o con metodi d'approssimazjone, il volume V compreso fra il piano 
d'imposta e la superficie d'intrados dei fascioni; calcolare i volumi 
dei prismi compt·esi ft·a il detto piano d'imposta dei fascioni ed i 
piani d'imposta delle volte a cui servono di piedrilli i fascioni stessi 
ed i muri contro i quali questi trovano appoggio, e fare la somma 
V' di questi volumi; determinare i volumi compresi fra le superficie 
d'intrados ed i piani delle imposte delle dette volle insistenti alle 
pat·ti di pianta non coperta dai fascioni, ed ottenere la somma V" 
di questi volumi ; ,inalmente prendere la somma dei tre volumi 
V, V' e V" per avere in essa il domandato volume della volta a _fa
scioni. 

19Q. Volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano . 
d'imp·osta d 'una volta a cupola. - Consideranclo la volta a cupola 
composta, di cui già venne trovata la superficie d'intrados nel numero 
156, il volume compreso fra questa superficie ed il piano d'imposta 
risulta dalla somma di tre volumi, ossia di quello compreso fra la 
superfir.ie d'intrados ed il piano d'imposta della volta a vela sfe
rica copt·ente il quadrato ABCD (fig.145), di quello del cilindro retto 
avente per base un cii·colo di raggio HO==H'P' ed avente per al
tezza H' K' e di quello della mezza sfera insistente al detto circolo 
di raggio H O, diminuita del volume del segmento sferico ad una 
sol base di raggio HO==I-l'P' e di saetta PR'. 

Rirenendo tutte le denominazioni che già vennero stabilite ne 1 
citato numero 156, si ha: che il volume V' compreso fra la su
perficie d'intrados ed il piano d'imposta della volla a vela sfel'ica 
coprente il quadrato di lato À B==a vien dato (num. 176) da 

V'=~,! 16r'~ (2r~ a) [3a' + (2r ~ a)' J l; 

che il volume V" del cilindro retlo di raggio H' P' Jl r~ . b2 e 

e di altezza H' K' == b' risulta dall 'equazione 

che il volume V"' dell'emisfero di raggio K Q'== ìì'P' si ottiene 
}JOnendo. 

• 
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e che il volume V" del segmento sferico di raggio H'P' e di 
saetta P'R'=:r- b vien dato dall'equazione 

1 
v•v == 3 rr (r-w (2r +b).~ 

Se ora si osset·va che 

i valori di V', V", V"' e V" diventano 

V' == 
1
1
2 

rr a3 ( 5 -2 V2), . 

e finalmente il volume V"' compreso fra la superficie d' intt·ados 
ed il piano d'imposta della considerata volta a cupola, vien dato 
da 

V c== V'+ V"+ V"'-V .. . 

'200. Volume compreso fra la superficie d ' intrados e la su
perficie d 'estrados d 'una vòlta qualunque. -Il volume compreso 
fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una vòlta qua
lunque, che nelle ordinarie circostanze della pratica è possibile 
ottenere o coi metodi d' arprossimazione o coi metodi esatti svolti 
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nel presente capitolo, è un elemento indispensabile a conoscersi 
allorquando traUasi di determinare la capacità dei diversi membri 
in cui si scompone un edifizio qualunque; e di più vien esso in 
acconcio per trovare il volume compreso fra la superficie d'intra
ùos e la superficie d'estrados di una vòlta qualunque, giacchè si 
può stabilire , come regola generale, che questo volume vale il 
volume del solido rappresentato in ABB' A' (fig. 172), compreso 
fra il piano d'imposta AB h ella superficie d'intrados, fra il piano 
d'imposta A'B' della superficie d'estrados e le impastature o pul
vinari AA' e BB', più il volume A'B'C' del solido cqmpreso fra 
la supedìcie d'estrados ed il suo piano d' imposta A'B', meno il 
volume AC B del solido limitato dalla superficie d'intrados e dal 
suo piano d'imposta A B. 

Quando le superficie d'intrados e d'eslrados della volta' per la 
quale vuolsi trovare il volume della mura tura che la costituisce, 
sono a t litta monta, le impostatm·e AA' e B B' sono orizzontali , 
i piani d'imposta della superficie d'intratlos e della superficie di 
estrados si riducono ad un piano unico, il v>Olume compt·eso fra 
questi due piani è per conseguenza nullo, ed il volume doman
dato si otliene calcolando i due volumi compresi fra il detto piano 
d'imposta e le due supet·ficie d' estt·ados e d'intrados e togliendo 
il secondo dal primo. In questo caso della superficie d'inlrados e 
d'estrados a tutta monta, si ha che le dette superficie sono general
mente parallele, e che per conseguenza la stessa regola che si presta 
al calcolo del volume compreso fra la superficie d' intrados ed il 
piano d'imposta, serve p me alla determinazione dell 'altro volume 
compreso fra la superficie d' estrados e lo stesso piano. 

Il problema che ha pet· oggetto di determinare il volume della 
muratura costituente una dala volta, riesce pure d'una risoluzione 
assai facile allot·quando, senza essere a tutta monta le superficie 
d'inlrados e d' eslrados, sono esse parallele colle loro linee d'imposta 
collocate in una superficie normale alla superficie d'intrados e quindi 
anche alla ~uperficie d' estrados. In questo caso la superficie d'e
slrados è ancot·a della stessa natlll'a della superficie d'intrados, co
sicchè la stessa regola la quale serve a trovare il volume compreso 
ft·a questa ed il suo piano d'imposta, deve pur valere a determinare 
il volume compreso fra quella ed il corrispondente piano d'imposta. 

Generalmente parlando, riesce della massima facilità il problema 
della determinazione del volume della muratura componente una 
data volla di rivoluzione, qualunque sia il suo estrados. In questo 
caso basta applicare la regola i Guidino (num. 160) alla ricerca 
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del volume generato dall'area piana rappresentante la mezza sezione 
meridiana fatla nel masso murale costituente il corpo della volta, 
moltiplirando quest'area per la lunghezza della circonferenza de
scriLLa dal suo centro di gravith. 

Quanto si è detto per le volte di rivoluzione si applica pure alle 
volte anulari; giacchè p el' queste volte evidentemente si può ottenere 
il volume compreso fra la superficie d' intrados, la superficie d'e
sli'ados e le impastature, moltiplicando l'area della sezione prodotta 
in dello volume da un piano normale alla curva descrilla dal suo 
centro di g1·avità per la lunghezza di questa curva. 

Per le vòlle elicoidali e per le volte anulari ed elicoidali, il cui 
masso murale si può intendere generato da un 'area di figura e di
mensioni note, la quale si muove conservandosi costantemente in 
un piano passante per Fasse comune delle due superficie cilindriche 
fra cui trovansi le volte e percorrendo con due dei suoi vertici due 
eliche di egual passo descritte sulle acce~nale superficie, si olliene 
il volume compreso fra le superficie d'intrados e d'estrados e le 
impostature, moltipl icando l'area della figura generatrice, ossia l'area 
della figura che nasce tagliando l'accennato volume con un piano 
pass,ante per l'asse delle due superficie cilindriche già indicate, per 
la lunghezza dell'arco circolare r<~ppresentante la proiezione sopm 
un piano perpendicolare al detto asse dell 'a rco d'elica percorso dal 

· centro di gravità della figm·a generatrice (b). Generalmente questo 
centro di gravità si ll·ova ad egual distanza dalle superfieie cilin
dl'iche, e quindi si proietta sull'accennato piano in nn arco cil'colare 
avente per raggio la media aritmetrica fra i due raggi delle stesse 
superficie. Segue da ciò che, dicendo 

~ l'area della figura generatrice del volume che vuolsi trovare, 
p il passo delle eliche che guidano questa figura nel suo movi

mento, 
a la differenza di livello fra le due posizioni più•bassa e più alta 

di uno stesso punto della figura generatrice, 
R ed r il raggio maggiore ed il raggio minore delle superficie 

cilindriche fra cui si trovàno le volte elicoidali, 
W il volume domandato, 

si ha: che la lunghezza dell 'at·co circolare, rappl'esentante la proie-

(b) La verità di questa semplicissima regola risulta ad evidenza, ragionando come 
si è fallo nel numero 168, per trovare il volume compreso fra la superficie d'intrados 
d'una vòlta anulare ed elicoidale e la superficie dell'elicoide a piano direttore, detèrmi
uata dalle due eliche d'imposta. 
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zio ne sopra un piano perpendicolare all'asse delle dette superlicie 
cilindriche dell'arco d'elica media percorso dal centro di gravità 
della figura generatrice, vien espressa da 

a 
-n (R+r); 
p 

e che quindi il domandalo volume W risulta dalla semplicissima 
formo la 

a 
W== -n (R +r)~. 

p 

Ben di frequente la supel'lìcie d'estrados delle volte è una super
ficie a risalti, giacchè questa disposizione risulta una necessità allor
quando s'impiegano nella sua costruzione dei materiali aventi forma 
parallelepipeda, quali sono i mattoni. La superficie d'estrados è allora 
C"stituita da varie porzioni di superficie pat·allele a quella d'intrados, 
ed inegualmente discoste da quest'ultima, giacchè s'incomincia la 
mut·atura alle imposte con una determinata grossezza, e si con
tinua così per un certo trallo, poi si diminuisce la grossezza e si 
continua la muratura di nuovo fino ad una certa uniforme altezza ; 
poi si diminuisce ancora la grossezza c · con questa si continua la 
mut·atura fino alla chiave, oppure si ra ancora uno o più risalti 
prima di giungervi. II voler misur:ne esattamente il volume della 
muratura costituente una volta così r.ostrulta, conduce generalmente . 
a calcoli lunghi e difficili; e quasi sempre convien riconere ai metodi 
d'approssimazione di cui si tenne parola nei numeri 16f ed ai due 
primi che vennero indicati nel numero i 65, i quali, convenientemente 
applicati, possono sempre condurre a risultati più che sufficienti pel' 
la pratica. 

20L Conclusione sulla misura dei volumi delle volte . - Le 
_volte per le quali si è insegnato a valutare, vuoi il volume compreso 
fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta, vuoi il volume 
compreso fra la superficie d'intrados e d' estt·ados, non sotfo le sole 
che s'incontrano nella pratica delle costruzioni, dove molte se ne 
costt·uiscono senza una generazione geometrica ben definita o con 
Ut}a generazione geometrica arbitraria. Segue da ciò che si deve 
ritenere come impresa assai difficile, per non dire impossibile, quella 
di stabilire le regole e le formole atte a trovare i volumi delle volle 
in tutti i casi della pratica. I molteplici esempli però che in questo 
capitolo vennero considerati ed i metodi che vennero esposti per 



-562-

trovare i volumi relativi alle volte d'uso più frequente, sono sufficienti 
per far comprendere come il costruttore deve procedere in ogni caso, 
e per somministrare al medesimo una guida sicura onde arrivare, 
almeno approssimativamente, alla determinazione dei volumi relativi 
anche alle volte più complicate e per cui riesce impossibile il dare 
una generazione geometrica ben precisa. 

CAPITOLO III. 

Misura degli sterri e degli interri. 

202. Assunto del presente capitolo. - Ogniqualvolta è ·quistio
ne di ridurre la superficie di un determinato tratto di terreno ad 
avere forma diversa da quella che esso presenta, è necessal'io che 
in alcuni siti si abbassi questa superficie, facendo quelle opcl'azioni 
che si dicono scavi o sterri, e che in alcuni altri si elevi la medesima 
superficie mediante quei lavori che si chiamano rialzi o intim·i. Gli 
sterri e gl'interri sono lavori della massima importanza e quasi 
sempre di ragguardevole entità in tutte le costruzioni, che sono del 
dominio dell'architetlura stradale e dell 'architellura idraulica; ed 
in questo capitolo si espongono le norme mediante le quali si può 
arrivare al calcolo dei loro volumi, sia nel caso in cui la superficie 
del terreno che si vuol ridmTe ad altra fol'ma ha la sua0 pl'oiezione 
orizzontale comunque terminata, come nel caso in cui questa proie
zione ori.zzontale è una lunga lista o zona, come succede nella co
struzione di strade, di canali, di argini. 

205. N orme generali per il calcolo degli sferri e degli interri, 
nel caso in cui la superficie del terreno che si vuoi ridurre ad 
altra forma è comunque terminata. - Per risolvere questo pro
blema è necessario avere il piano quotato del teneno sul quale 
vuolsi eseguit·e il lavoro di trasformazione della sua superficie in 
altra ben definita, detta superficie di progetto. In questo piano devono 
essere rqppresentati tali e tanti punti della superficie attuale del 
terreno che, immaginandoli convenientemente .uniti con rette, tutto 
il piano rimanga diviso in Ll'iangoli, proiezioni di altri triangoli aventi 
i loro vertici sulla superficie da trasformarsi, ed il cui complesso 
formi nn a superficie poliedrica da p o tersi con sufficiente approssi
mazione sostituire alla superficie attuale del terreno; e di tutli questi 
punti devono essere note le altezze al disopra di un dato piano di 
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1m·agone. Queste altezze, ed in generale tutte quelle di punli posti 
sulla superficie attuale del terreno, chiamansi ordinate nere, giacchè 
usano i pratici scriverle in nero allorquando le marcano sul piano 
accanto ai punti a cui ·si riferiscono. 

Sul detto piano quotato, da ottenersi come s'insegna nel vo
lume che tratta delle operazioni topografiche, e preferibilmente coi 
metodi della celerimensura, si rappresenta la superficie di progetto 
a cui vuolsi ridurre la superficie attuale del terreno, e, suppo
nendo che quella ~uperficie debba esser poliedrica, si fa la sua rap
presentazione mediante le proiezioni orizzontali degli spigoli che 
limitano le varie sua facce e mediante le altezze dei punti estremi di 
tali spigoli al disopra del piano orizzontale a cui già trovansi riferite 
le altezze dei diversi punti della superficie attuale. Queste altezze, 
non che quelle di altri punti posti sulla superficie di progetto, chia
mansi ordinate rosse, giacchè è generale consuetudine di scriverle 
in color rosso allorquaudo si marcano sul piano accanto ai punti a 
cui si riferiscono. Ciò fatto, si determinano le intersezioni delle due 
superficie poliedriche accennate, e per le rette rappresentanti gli 
spigoli della prima saperficie, per quelle rappresentanti gli spigoli 
della seconda superficie, per quelle rappresentanti le indicate inter
sezioni non che per quelle altre che ancora converrà traccinre, pe1· 
scomporre in triangoli la totale figura rappt·esentata sul piano, 
s'immaginano condotti tanti piani verticali. Evidentemente tutti questi 
piani dividono il solido compreso fra le due superficie anzidette in 
altrellanti tronchi di prisma a sezione retta triangolare ed aventi i 
loro spigoli verticali. Quelli di questi prismi, la cui faccia superiore 
appartiene alla superficie attuale del terreno, sono solidi di sterro; 
e quelli la cui faccia superiore appartiene alla superficie di progetto, 
sono solidi d'interro. Alcuni di questi tt·onchi di prisma possono 
avr.re uno spigolo, due spigoli e persino tre spigoli eguali a zero 
e si verifica il primo, il secondo ed il terzo caso per quei tronchi 
di pris.ma che si proiettano rispettivamente in triangoli aventi un 
vertice, un lato e l'intiero perimetro sull'intersezione delle due 
slìperficie, attuale e di progetto. 

Il calcolo dei volumi degl'indicati tronchi di prisma si fa appli
cando la formo la (1 ) del numero 140. Le lunghezze dei loro spigoli 
si determinano facendo le differenze fra le ordinale appartenenti 
alla superficie attuale ed alla superficie di progello corrispondente
mente ai punti che ne rappresentano le proiezioni; e le loro sezioni 
relle sono i triangoli in cui trovasi scomposto il piano, per cui riesce 
facile il calcolo delle loro aree. Calcolali i volumi dei diversi prismi, 
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si sommano assieme tulli quelli di sterro e quindi tutti quelli d'in
terra per avere finalmente i volumi totali dello steiTo e dell'interro. 

204. M etodo seguìto da molti pratici nel fare il piano quo
tato per operazioni di spianamenti. - Allorquando devesi ope
rare una trasformazione di superficie su una data estensione di 
terreno, invece d'impiegare i vantaggiosi metodi della moderna 
celerimensura pm· troppo non conosciuti dalla maggior part~ dei 
pratici, è abitudine di condurre le operazioni come immediatamente 
viene indicato. Innanzi tutto si traccia sul teneno un allineamento o 
direzione fondamentale, e si scelgono su questa tali e tanti punti i 
quali, successivamente uniti fra di loro, diano un linea spezzata 
che molto si approssimi alla linea effettiva der terreno, rappre~en
tante l'intersezione della sua superficie col piano verticale deter
minato dalla stessa direzione. 

Per ciascuno di questi punti si conducono altrellanti allineamenti 
pe1·pendicolari alla fondam entale, i quali si protendano fino ai confini 
del terreno e nuovamente si individuano su essi tali e tanti punti, 
per guisa che ad ogni linea del terreno la quale Lrovasi negli 
allineamenti medesimi si possa sostituire la linea spezzata avente i 
suoi vertici nei punti individuali. Finalmente, prima di abbandonare 
il teneno, si esamina in qual modo convenga unire fra loro con 
relle lutti i punti scelti sui tracciati allineamenti, aflìnchè la pianta 
del terreno rimanga divisa in triangoli il cni complesso rappresenti 
la proiezione o1·izzontale di uua superficie polieùrica, la quale 
meglio si approssimi alla superficie vera del terreno. 

Di mano in mano che si fanno le indicate ope1·azioni di traccia
mento convien rilevare Lutti i punti che vennero individuati snl 
terreno, e si" ottiene questo, misurando le distanze successive fra i 
varii punti della fondam entale pei quali si sono alzale le direzioni 
ad essa perpendicolari, non che le distanze pu1·e successive fra i 
varii punti determinati su ciascuna di queste perpendicolari. Nell'e
seguire il rilevamento non bisog~a dimenticare il pel'imetto della 
superficie da trasformarsi, i cui vertici si rilevano generalmente 
mediante perpendicolari abbassale sulle perpendicolari alla fonda
mentale che loro si trovano vicine. Terminata l'operazione di rile
vamento planimelrico si può procedere alla Iivellazione, la quale 
generalmente vien compiuta facendo stazione" in diversi punti, e 
determinando le quote dei punti scelti sulla fondamenta:le e sulle 
direzioni ad essa pe1·pendicolari, non che quelle dei vertici del peri
metro della superficie da trasformarsi. Sull'abbozzo, oppure in appo
sito registro, si marcano tutte le quote lette sul terreno ; e da queste, 
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operando come s'insegna nel volume che tratta delle . operazioni 
topograficlie, si deducono in seguito tutte le ordinale dei punti livel
lati per rapporto ad uno stesso piano di paragone passante al di 
sotto di tutti questi punti. 

Servendosi delle misure falle nell'eseguire il rilevamento plani
metrico non che delle anzidette ordinate, si compie il piano quotato, 
e si segnano su esso anche le distanze orizzontali misurate sul terreno, 
non che le rette che valgono a scomporlo in triangoli nel modo che 
si giudicò più conveniente in seguito alle os!ervazioni fatte sul luogo. 

205. Pendenza di una superficie. - PeJ' pendenza di un pianò 
s'intende la pendenza di una rètta in esso condotta perpendicolar
mente ad una sua generatrice orizzontale. Questa retta, fra tutte 
quelle che si possono condurre nel piano, fa il massimo angolo 
coll'orizzonte, e prende quindi il nome di linea di massima pendenza 
o di maggior pendìo. 

La pendenza di una superficie curva· qualunque varia generalmente 
da punto a punto della superficie medesima. In un determinato suo 
punto vien essa data dalla pendenza del piano tangente alla superficie 
nel punto stesso; e quindi vale quella della retta condolla in questo 
piano normalmente ad una orizzontale in esso contenuta. 

206. Condizioni diverse per determinare un piano costituente 
la superficie di progetto in un'operazione di spianamento. -
Essendo un unico piano la superficie di progetto a cui vuolsi 
ridurre la superficie di una data porzione di terreno, general
mente si suoi esso determinare o mediante un'orizzontale ed un 
punto per cui deve passare; o mediante la sua pendenza ed un'o
rizzontale che in esso deve t1·ovarsi; o mediante la sua pendenza 
e due punti che deve contenere; o mediante tre punti pei quali 
si vuole che esso passi. Qualunque però sia il modo con cui il 
detto piano di progetto · vien determinato, è necessario, per ren
deJ;e facili e· spediti tutti i calcoli relativi alle operazioni di spia
namentò, che si detet·mini la sua pendenza non solo, ma anche 
la direzione della sua linea di maggior pendìo, d'onde consegue 
quella delle sue generatrici. 

· 1" Quando il pian è dato mediante una sua generatrice oriz
zontale ed un punto per cui deve passare, la sua retta di mag
gior peridìo vien rappresentata dalla perpendicolare abbassata da 
questo su quella o da una parallela all'anzidetta perpendicolare. 
Chiamando poi 

d la distanza orizzontale fra la generatrice orizzontale ed il 
punto per cui il piano deve passare, 
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a l'altezza di un punto qualunque della detta generatrice 

orizzontale al di sopra di un piano di paragone, 
b l'altezza del punto dato al di sopra dello stesso piano di 

paragone, 
p. la pendenza del piano, 

si ha 
a- b 

p==-d-' 

la quale evidentemente esprime che, andando dalla generatrice 
orizzontale al punto dato, si discende o si sale secondo che p ri
sulta positivo o negativo . 

2• Se il >piano è determinato mediante la sua pendenza ed una 
sua generatrice orizzontale, immediatamente si ottiene la sua li
nea di massimo pendìo, conducendo in un punto qualunque della 
data orizzontale una retta con pendenza eguale a quella del piano. 

5• Nel caso in cui il piano è dato mediante la sua pendenza 
p e mediante due punti A e B (~g. 175) per cui deve passare, 
distanti orizzontalmente della quantità W A' == d ed alti al di sopra 
del piano orizzontale di paragone F G di A A' =a e B B' = b, 
se immaginasi pel punto più basso B un piano parallelo a quello 
di paragone ed in esso una circonferenza di circolo col centro 
. . - , . . -, a-b . . 
m a i sulla verticale A A e di raggw a 1 t.;= --, SI ha: che tu t ti 

' p 
i piani tangenti alla superficie del cono retto, avente l'accennata 
circonferenza per periferia di base ed avente per asse la A a i' 
hanno la data pendenza; che, fra questi piani tangenti , quei due 
che passano per la retta BA soddisfano alla. doppi~ condizione di 
avere la pendenza data p e di passare pei due punti dati A e B; 
che le due tangenti B C e B D, le quali proiettansi rispettivamente sul 
piano di pai·agone in B' C' e B' D', sono due generatrici ·orizzon
tali contenute, una nell'uno , l'altra nell'altro degli accennati due 
piani; e che le due rette A C ed A D, condotte per A perpendico
larmente alle a~cennate generatrici , rappresentano le corrispondenti 
linee di maggio1· pendìo. 

Per fissare ora sul piano orizzontale di P,aragone le proiezioni 
delle generatrici orizzontali che passano pel punto B e che si tro
vano nei due piani che soddisfano ai dati del problema, basta de
scrivere al centro in A', proiezione orizzontale del punto dato A, 

la circonferenza di raggio A' C' ==a-b e condurre dal punto B', 
p 
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protezione orizzontale dell'altro punto dato B, le due tangenti H' C' 
e B'D' all'indicata circonferenza.- Per deterrninare poi nel modo 
più esatto possibile i due punti di contatto C' e D', si possono 
calcolare le-due distanze A' c' e c'C'= c'D'. Perciò ·basta osser
vare che dal triangolo B'C' A', rettangolo in C', assai facilmente si 
può dedurre il segmento dell'ipotenusa A' c' il quale vien dato da 

non che l'altezza c'C' rh e risulta dall'equazione 

c'C'= ad : Jfd2p~-(a-W. 
p -

Per decidere · in ogni càso ·particolare quale dei due piani pas · 
santi pei due punti A e B ed aventi la pendenza p va assunto per 
superficie di progetto, è necessario che alle due condizioni in
dicate aggiungasi se essa deve discendere-- verso dritta o verso si
nistra, per rapporto ad un osservatore che, trovandosi per esempio 
nel punto B, guarda verso il punto A. 

4" Allorquando per determinare il piano, costituente la super
ficie di progetto per una data operazione di spianamento, vengono 
dati tre dei suoi punti A, B e C (fig. 1.76), distanti orizzontal
mente dalle quantità B' C' d, A' C' =e e B' A' = f, ed alti sul 
piano orizzontale di paragone di A' A= a, B'B = b e C'C=c, si 
fisserà la generatrice orizzontale passante, per esempio, pel punto 
B, determinando sulla retta C A un punto D tale che la sua al
tezza D' D risulti eguale . all'altezza B' B. Perciò basta trovare la di
stanza orizzontale. C'D' che il detto punto D, deve avere r. al punto dato 
C. Per giungere allo scopo s'immagini condotta la Ca parallelamente 
a C'A': i due triangoli D C d ed A C a, che così risultano, sono si- . 
mili; i lati Dd, A a e C1t sono rispettivamente b-e, a-c ed e; 
ed il valore di C'D' Cd =l vien dalo da 

l= (b- c) e. 
· a-c 

Avendo ora la generatrice orizzontale BD del piano, la quale pro
iettasi sul piano di paragone, assunto come piano orizzontale di 
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protezwne, iu B' D', riesce facile il determinare la litiea di mag
gior pendìo passante pel punto A, la quale non è altro che la 
perpendicolat'e A E condotta da A su B D, proiettantesi orizzontal
mente nella · retta A'E' passante per A' e perpendicolare a B'D'. 

Se ora immaginasi condotta per E la retta orizzontale E a i' con
tenuta nel piano verticale determinato dalla linea di maggior pen
tlìo, evidentemente si ha che la differenza di livello A ai fra il 
punto A ed il punto E vien data da 

Considerando poi il triangolo A' B 'C' p el quale si conoscono i tre 
lati, ed immaginando condotta la sua altezza B 'F, si ha: che il 
segmento C'F==m vien dato da (num. 65) 

e che l'altezza B'F==n si ottiene ponendo 

La lunghezza FD'==q, differenza fra C'F e C'D', risulta dall'e
quazione 

la lunghezza B' D'== r, ipotenusa del triangolo rettangolo B' F D'·, 
si ottiene col porre 

la lunghezza A'D'::=s, differenza fra A'C' e C' D', vien data da 

s::=e-l; · 

il segmento B'E'==t del lato B'D' del triangolo A'B'D', am
mette il valore somministt'alo dall'e q nazione 
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e finalmente l'altezza fii= D dell'or indicato triangolo, ossia la 
distanza orizzontale Eat ft·a il punto E ed il punto A, si deduce 
col porre 

Se ora vuolsi la pendenza p della retta di maggior pendìo AE, 
la qual pendenza è pur quella del piano determinato dai tre punti 
A, B e C, si ha 

a- b 
p= ----o- . 

La distanza orizzontale D fra il punto E ed il punto A si può 
anche"' dedurre trovando prima la lunghezza A'D', diffet·enza fra 
A' C1 e C'D'; calcolando poscia l'angolo A' del triangolo B' A' C' 
nel quale sono noti i tre lati; deducendo i due angoli A'B' D' 
ed A' D' B' del triangolo B' A'D' in cui si conoscono due lati e l'angolo 
compreso; e finalmente trovando la distanza A'E'==D col conside
rarla siccome cateto del triangolo renangolo A' E' B', nel quale sono 
noti il lato A' B', e l'ilngolo A' B' D'. " 

207. Pendenza di una retta qualunque, contenuta in un piano 
dato. - Nelle operazioni pet· spianamenli continuamente occorre, 
nel calcolo delle ordinale rosse, di dover risolvere il problema 
avente per oggetto di det.erminare la pendenza di una retta qua
lunque contenuta in un piano dato, giacchè, come si è visto nel 
numero qli, l'ordinilta di un. punto qualunque di una retta di
pende dall 'or-dinata nota di un punto di questa retta e dalla sua 
pendenza. Si éonsirlerino perciò un piano m·izzontale O P (fig. i 77) 
ed un piano qualunque MN avente la pendenza p. Siano A P una 
linea di maggior p'endìo ed A C una retta qualunque, contenute 
in ques to piano ; le proiezioni ol'Ìzzontali delle indicate due rette 
siano D B e D C ; . e queste proiezioni facciano fra loro l'angolo 
C D B ==a. Dal triangolo rettangolo A D B, in cui la retta AB ha 
la pendenza p, si ha 

L'ARTE DI fAIBRIGARI Geometria pratica, ecc. - 24. · 
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e d:'~ l _triangolo D ll C, rettangolo in B, immediatamente si deduce 

GD== BD . 
cos 0: 

Se ora si divide la ùiffet·enza di livello AD fra i due punti A e C 
per la loro ·distanza orizzontale C D, si ha nel quoziente la pen
denza p ' della retta A C, la qual pendenza vien quindi data da 

p'== p cos o: . 

208. Ordinate dei varii punti di un piano, posti su una direzione 
qualunque e su una serie di direzioni fraloro parallele. - Sup
pongasi che, per eseguire un'operazione di spianamento, siansi li
vellati diversi' punti della superficie del terreno, posti su un alli
neamento qualunque A X e su una serie di allineamenti paralleli 
A A', B B', C C', D D' ....... (fig. 178) perpendicolari ad A X, oppure 
facenti con A X un angolo noto ; e la proiezione orizzontale della 
linea di maggior pendìo del piano, costituente la superficie di pro
getto, sia la A E, la quale fa colla direzione A X l'angolo da t o 
EAX==o: .. 

Essendo p la pendenza del detto piano e quindi quella della sua 
linea di maggior pendio A E (che si suppone discendere da A verso 
E) la pendenza della retta in esso contenuta e proiettantesi in 
A X vie n espressa, per quanto si è trovato nel precedente numt:)re, 
da 

p cos 0:; 

e, essendo rispettivamente d', d", d"', .... ... le distanze orizz.outali da 
A dei punti dell'ultima accennata retta, proiellaritisi in B, C, D, ....... , 
si ha che le loro ordinate b, c, d, ....... per rapporto al piano- oriz-
zontale di paragone sono rispettivamente date da (numero 46) ' 

b == a - p d' cos o:, c == a - p d" cos o: , 

d== a --- p d'" cos o:, ............. ' 

dove a rappresenta l'ordinata nota del punto A. 
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Se si indica colla lettera f3 l'angolo A 1 A X che la direzione A A' 

e lutle le direzioni acl essa parallele BB', CC',DD', ....... fanno con 
A X, si ha che l'angolo A 1 AE vale ex-:-~. e che la pendenza delle 
rette, appartenenti al piano costituente la superficie di progetto e 
proieltantisi sulle accennate direzioni par·allele, vien data da 

p COS (ex-~). 

Conoscendosi ora le ordinate elci punti dell'ultimo accennato piano 
Jlroiettati orizzontalmente in A, B, C, D, ....... c la pendenza di tutte 
le rette parallele poste nello stesso piano, partenti dai detti punti 
e proiettate in AA 1,BB'CC 1,DD', ........ , riesce agevole il trovare 
le ordinale ài quanti allri punti si voglian'o situati sulle rette me
desime, pmchè si conoscano le loro distanze orizzontali dai punti 
A, B, C, D, ....... pei quali già si hanno le rispettive ordinate a, b, 
c, d, ..... . 

'209. Metodo della rete ortogonale nella formazione del piano 
quotato per operazioni di spianamenti. - Questo metodo consiste 
nel tracciare quattro allineamenti AK, DC, CB e BA (fig. 175) fra 
loro perpendicolari, in modo che le tracce dei medesimi, sul piano . . 
orizzontale di proiezione, costituiscano un rettangolo AB C D, il cui 
pe1·imel1'0 si accosti a quello del terreno sul quale si opera; nel 
dividere in un egual numero tli parli eguali i lati opposti di questo 
rettangolo; e nell'immaginare uniti i punti di divisione due a due, 
per guisa che rimanga esso diviso iu altri rettangoli piccoli, tutti 
eguali fra loro. 

Fatta quest'operazione di tracciamento, si passa a prendere le 
misure necessarie per costrurre il piano, in cui siano rappresentati 
tulli i vertici della rete rettangolare non che il perimetro ; e gene
ralmente si compie quest'operazione determinando le posizioni dei 
diversi punti, per rapporto ai lati dell'accennalo rettangolo, prendendo 
un loro estremo come origine e misurando le coordinate ortogo11'ali 
dei punti che loro passano in prossimità. Così, vennero rilevati i 
punti F, H, I e K col riferidi alla direzione A K del lato A D ed 
all'origine A; le posizioni dei punti 1\'I ed N vennero determinate 
col l'iportade alla direzione del lato DC ed all'estremo D assunto 
come origine; c le posizioni dei punti P e Q vennero fissate assu
mendo prr asse dr Ile ascisse la direzione del lato CB ed il punto c· 
per origine di coordinate. Le posizioni dei vertici della rete orlogonale 
posti sul perimetro del rettangolo AB C D restano fissate dietro la 
conoscenza delle lunghezze dei lati, che sono di metri 70.93 pei . 
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lati maggiori AB e D C, e di metri 54,59 pei lati minori A D e B C; 
le posizioni dei vertici situati nell'interno dello stesso perimetro 
sono determinate in seguito ai numeri sei e tre d.i parti eguali . in 
cui vennero rispetlivamente divisi i suoi lati maggiori ed i suoi lati 
minori ; e le posizioni dei vertici appartenenti al perimetro del 
terreno risultano dalle misure riportate nel seguente quadro: 

INDICAZIONE 
dei ASCISSE ORDINATE 

VERTICI 

m m 
F AE=11,55 EF=8,20 

H AG=27,56 GH=8,50 

I AD=34,59 DI=6,oo 

K AK=45,59 o 

M DL=40,82 LM=6,10 

N DC=70,98 CN=7,50 

p C0=11,53 OP=8,50 

Q CB=34,59 BQ=4,50 

Alle operazioni di rilevamento planimetrico devono tener dietro 
le operazioni altimetriche, che consistono nel livellare tutli i vertici 
che vennero determinati mediante le prime, eseguendo una livella
zione raggiante, semplice o composta, secondo le accidentalità e 
secondo l'estensione del terreno da spianarsi. Nel caso particolare 
rappresentato nella figura t 75 si suppone d'aver fallo stazione nei 
due punti S ed S', ed i risultati della livellazione trovansi marcati 
nelle prime tre colonne della tavola che segue : 

• 
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z 
E: QUOTE ORDINATE ORDINATE 0 -

N ~ dei dei < ::::> 
LETTE PIANI DI MIRA PUNTI LIVELLATI E-o "" <n 

m l '" m s A 3,99 l 13,99 10,00 

" 

. b 3,97 l 
. i0,02 . c 2,94 . 11,05 . F 4,47 

l 
. 9,52 . E 0,47 . 13,52 . f 1,93 . 12,06 . g 1,67 l . 12,3'2 . h 3,98 l . 10,01 . i 4,98 . 9,01 -. k 0,15 . 13,84 . l 2,03 . 11,96 .. m 3,03 . 10,96 . H 3,46 . 10,53 . G 4,47 

l 
. 9,52 . I 3,78 . 10,21 . D 3,74 . 10,25 . r 1,44 . 12,55 . 8 1,79 . 12,20 . K 3,4::1 . 10,56 . u 1,82 . 12,17 . v 2,22 . 11 ,77 

- - - -- ----
S' a' 2,25 . 10,74 . b' 2,57 . 10,42 . c! 1,41 . 11,58 . B 2,57 . 10,42 . Q 2,44 . 10,55 •• f' 0,98 . 12,01 . g' 0,57 . 12,42 . h' 0,01 . 12,98 . i' . 4,0S . 8,91 . k' 3,37 . 9,62 . 111 2,01> ·12,99 10,!lG . l' 2,75 . 10,26 
• n' 0,53 . 12,46 . o 2,73 . 10,26 . p t,97 . 11,02 . q' 2,49 . 10,50 . L 2,75 . 10,24 . s' 3,06 . 9,93 . . t' 2,63 . 10,36 . c 1,88 . 11,11 . v' 1,61 . 11,38 . M 1,81 . 11,18 . y•· L91 . 11,08 . z' 2,04 . 10,95 . N 2,12 . 10,87 

Come chiaramente risulta dalla riportata tavola, il punto m venne 
livellato dalle due stazioni S ed S', e questo si fece nell'intento di 
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coordinare fra loro le operazioni di livellazione che vennero eseguite 
nelle due stazioni. 

Il piano di paragone, piw rapporto al quale vennero determinate 
le ordinale di tutti i punti livellati, si scelse di 1 O metri al di solto 
del punto A, e, aggiungendo alla ordinata i (l'" la quota 5'",99 rela
tiva al 'detto punto, si ottenne 15m,99 per distanza del piano t-. 
rizzontale iu cui erano contenute le orizzontali date dal livello nella 
prima stazione dal eletto piano di paragone. Togliendo poi da questa 
distanza le quote di tutti i punti livellati dalla prima stazione, si 
deducoM le loro ordinate, che sono tutte quelle registrate nella 
prima parte della quinta colonna. L'ordinata 1 om,96 del punto 
indicato colla lettera m, aggiunta alla quota 2m ,05 letta dalla se
conda stazione sullo stesso punto, servì per determinar·e la distanza 
12m ,99 del piano in cui si trovavano contenute tutte le orizzontali 
dan_e dal livello nella seconda stazione dal piano eli paragone; e, 
togliendo da questa distanza le quote di tulti i punti che vennero 
livellati nella seconda stazione, si ottennero le ordinate di tutti 
questi punti per rapporto al piano di paragone. Per· ottenere il 
piano quotato vennero marcate sul piano del terreno, fra parentesi 
ed accanto ai, punti a cui si rifel'iscono, tutte le ordinate contenute 
nella quinta colonna · della tavola. 

21 O. Determinazione della superficie di progetto. - Come si 
è detto nel numero 206, molte sono le condizioni colle q~ali, su un 
piano quotato costrutto nello scopo di studiare un dato lavoro che 
richiede una trasformazione della superficie del terreno, si può 
determinare la superficie di progetlo, che generalmente si suppone 
costituita da una o più facce piane. Per fissare le idee ~uppongasi 

di dover spianare il terreno di cui si ha il piano quotato nella figura 
175, e di dover ridurre la sua superficie ad un piano inclinato, 
avente le sue generatrici orizzontali parall!~le al piano verticale 
determinato dalla re~ta A Q, passante di metri 1,58 al di sopra del 
punto A e di metri 0,80 al di sopra del punto K. 

Pet• ben definire la superficie di progetto conviene riferirla al 
piano dì paragone per rapporto al quale già si hanno le ordinate 
dei vari punti rappresentati nel piano quotato, e · determinare l' ordi
nata di una generatrice orizzontale della superficie piana costituente 
la detta superficie dì progetto, non che la pendenza di quest'ultima. 
Considerando la generatrice orizzontale, la quale proiettasi nella retta 
A Q, ammette essa per ordinata 
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ossia l'altezza del pu.nto A, appat'lenente alla supo.:wfide attuale -~.lei 
terreno, aumentala dell'altezza dell'accennata generatrice sopra lo 
stesso punto. Per trovare poi la pendenza della superficie di progetto 
si osserva: che essa è una superficie piana la quale passa di metri 
0,80 al di sopra del punto K, la cui altezza al di sopra del piano 
di paragone è metri t 0,56; che per conseguenza viene la medesima 
a pàssare per il punto proiettato in J{ avente per ordinata 

che là retta collocata sull'indicata superficie di progetto e passante 
pei due punti proiettati in A ed in K è a'ppunto una linea di maggior 

. pendìo ; che la pt·oiezione orizzontale di questa linea è lunga 

che la differenza di livello dei suoi due estremi è 

11,58 - 11 ,36 == o m ,22 

e finalmente che la sua pendenza (num. 45), rappresentante quella 
del piano, è data dal quoziente · 

0,22 22 
. 43 59 == 4~59 , 

' 
che, tenendo conto di sei cifre decimali, si riduce a 0,005047. 

21 i. Determinazione delle ordinate rosse e delle quote rosse. 
- Una volta determinata la superficie di progetto, si deve passar~ 
al calcolo delle ordinate rosse, ossia al calcolo dèlle altezze di quei 
punti di questa superficie, che trovansi orizzontalmente proiettati 
sul piano quotato nei punti della superficie attuale del terreno, pei 
quali già vennero determinate le ordinate nere. 

Immaginando per la retta AK un piano verticale, è facile il vedere 
che esso taglia la superficie di progetto secondo una retta la quale, 
come si è trovato nel p.umero precedente, ammette per ordinata del 
punto proiettato in A 

10 +1,58 == 11m,58, 

e che ha la pendenza 
4
;;

9
. Ora, essendo rispetti vamenle 1 i 'U,.55, 
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25m,06, 2700,56, 54m,59 e 45m,59 le distanze orizzontali dei punti pro
iettati orizzontalmente in E, i, G, D e K dal punto proiettato in 
A, si hanno (num. 46) le seguenti ordinate rosse, con errore minore 
di mezzo centesimo nei risultati finali : 

l 

pel punto proiettato in E 
22 m 

H,58-
4359 

11,55=:11 ,52; 

i 
922 

i {,58-4359 25,06 ==i i ,46; 

22 
(( G. H,58-

4359
27,56=:11,44; 

(( D H,53-
4
;;

9 
34,59 ==H ,41; 

l\ 
22 

11,58 - 4::3
59

45,59=:H,56. 

Siccome poi sulle rette A Q, F k', h P, HG ed I C tt·ovansi proiettate 
altrettante generatrici orizzontali del piano costituente la suped:ìcie 

. di progetto, risulta: che l'ordinata t'ossa H m,58 è quella di tutti 
i punti proiettati sulla retta A Q; che l' ot·dinata rossa H m,52 conviene 
a tutti i punti proiettati sulla retta F k'; che l'ordinata rossa Hm,46 
si adatta a tutti i punti della retta h P; che l'ordinata rossa i 1m ,44 
vale per tutti i punti della retta di proiezione_ HG; e che l'ordinata 
rossa H m ,41 s'addice a tutti i punti che hanno la loro proiezione 
orizzontale sulla retta IC. 

Per calcolare le ordinate rosse dei punti della superficie di progetto 
orizzontalmente proiettati sulla retta K M in u, v, v' ed M, bisogna 
prima determinare le distanze ru, s ve q' v' dei punti u, v e v' dalla 
retta I C. Immaginando perciò condotta per K la retta K ~ parallela 
all'ultima indicata retta, si ha 

l\1 à" == 'DK- L M== 9- 6, 10:= 2m ,90, 

e, per la simili tu dine dei triangoli K ex u, K ~v e l{ y v' col triangolo 
l{ ~M, risulta 
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- -- ~ 23.66 ' 
sv==DK-~v==9-

40 82 2,90==7m,32, 
' 

" DK -, 9 35 '
49 

2 90 6m 48 q v== - yv == -40,81 ' == ' · 

Osservando ora che i piani verticali passanti per le rette r u, s v, q' v' 
ed LM tagliano il piano costituente la superficie di progetto secondo 
rette determinate dall'ordinata t 1 m,41 comune a tulli i punti o-

, 22 
rizzontalmente proiettati in r, s, q' ed L c dalla pendenza 

4359
, 

e stando sempre all'approssimazione di mezzo centesimo nei risul
tati finali, si ottengono (num. 46) le seguenti ordinate rosse : 

pel P.unto proiettato in u 
22 lll 

11,41- 43598,16==11,57; 

(( 

22 
v 11,41-4559 7,52== 11,57: 

22 
v' H,4t -

4359
6,48 == 11,53; " 

(( M H,4t- 4~~9 6,10==11,58. 
Come vennero determinate le ordinate rosse dei punti u, v, v' ed 

M orizzontalmente proiettati sulla retta K M, si possono anche de
terminare quelle dei punti y', z' ed N le cui proiezioni orizzontali 
si trovano sulla retta MN. Immaginando tirata per N la retta N À 

parallela alla retta D C, si ba 

M1 ==D - L M == C N - LM == 7, 50 - 6,1 O == 1m ,40 ; 

e per la similitudine dei triangoli N), M, N e y' ed N y z' si ottiene 

..,-,-CN -'-7 50 23•66 1 40-6m 40 
S ?J - - E y - ' - 30 16 ' - ' ' . 

' 

..,..,_CN -,_7 50 11•83 140-6m 95· t z - - Y) z - ' - 30 16 ' - ' ' 
. ' 
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e, sempre . nei limiti dell'approssimazione di mezzo centesimo, ri
sultano lo seguenti ordinate rosse: 

pel punto proiettato in y' 
22 lU 

11,41-4359 6,40 =11,58 ; 

« 

Le ordinate rosse, ottenute coi calcoli or ora instituiti, sono 
quelle marcate sul piano rappresentato nella citata figura i 75 
mediante i numeri non posti fra parentesi, e vennero esse mar
cate soltanto in un punto per le generatrici orizzontali, ciascuna 
delle quali ammette la stessa ordinata da un estt·emo all'altro. 

Togliendo dalle ordinate rosse le corrispondenti ordinate della 
superficie naturale del terreno, si ottengono le quote rosse. Queste 
quote rappresentano la distanza fra due punti posti sulla stessa 
verticale, appartenenti uno alla superficie attuale del terreno, e 
l'altro alla superficie di progetto ; e nel caso particolare rapprc· 
sentato nella figura t 75, per cui si hanno le ordinate nere e le 
ordinate rosse, si ha : 

per quota rossa del punto A H,58-t0,00= 1,58 ; 
« b . 11,58-10,02= 1,56 ; 
(( c H,58-H,05= 0,55; 

(J, 
l H,58-i0,74=.: 0,84 ; « 

bi i1,5U-10,42= 1,16; 
c l 11,fi8-1.1,58= 0,00; « 

« B 1.1,58-10,42= t ,16; 
« Q H,58-10,55= 1,05; 

F 11,52- 9,52= 2,00; 
« E 11 ,52--i5,52=-2,00; 

f 1.1,52-i2,06=-0,54; 

fJ 11,52-12,52 =-0,80 ; 
(' 11,52-12,01 =-0,49; 
g l 11,52-12,42 =-0,90 ; « 

« h' 11,52-12,98 == - 1,46 ; 
•l 11,52- 8,91= 2,61 ; « t 

"' k' 1.1 ,52 - 9,62 == 1,90 ; 
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m 

per quota rossa del punto h H,46-i0,01== {,45; 
(( i 11,46--..:. 9,01 == 2,45; 
(( k i i ,46--:-15,84 __.__-2,33; 
{( l 11,46-11,96==-0,50; 

m 11,46-10,96 == 0,50; 

" l' 11,46-1.0,26_~ 1,20; 
(( n' 1i,46-i2,46~-1,00 ; 
(( o ti,46-10,26== 1,20; 

p 11,46-11,02== 0,44; 
(( H 1 f,44-·l0,55 == 0,91; 

G H,44- 9,52= 1 ,92; 
I 

--./ 
11.,41- 10,21== 1,20 ; 

« D 11,41-10,25=: 1,16; 
1' 1. i ,4! _-12,55=:-1,14; 
s H,41-12,20-:--0,79; 
q ' i i,41-1 0,50= 0,9-t ; 
L H,41-i0,24==· · 1,17 ; 
s ' 1.1,41- 9,95 == '1 ,48; " 
t' 11,41-10,_56== 1,05; 
c 11,-i 'l-11,11 == 0,50; 
)( 11,56- 'l 0,56 == 0,80; 
u 11,57 -12,17==-0,80; 

(( v 1.1,57 -1.1,77==-0,40; 
' H,38-H,58== 0,00; \ " v 

(( M H,58-H,18== 0,20; 
' 11,58-H,OB== 0,50 ; y 
' 11,57-10,95== 0,42 ; z 

N 11,57 - 10,37 == 0,50. 

In tutti quei punti in éui le ordinate nere sono minori delle 
corrispondenti ordinate rosse si deve fare un interro, mentre de
vesi eseguire uno sterro in tutti quei punti pei quali le ordinale 
nere sono magggiori delle corrispondenti ordinate rosse. Segue da 
ciò che le quote rosse, secondo che sono positive o negative, in
dicano un rialzo oppure uno scavo da farsi nei punti ai quali esse 
si riferiscono. 

2i 2. Determinazione dell'intersezione della superficie attuale 
, del terreno colla superficie di progetto. - Ultimati i calcoli di 

cui si . parlò nel precedente numero, sopra una copia esatta del 
piano del terreno di cui vuolsi trasformare la super~cie, si marchino 
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in color rosso ed accanto ai diversi punti le relative quote rosse, 
e non si dimentichi il segno da cui esse sono affette. Egli è 
evidente che, trovandosi due punti successivi uno colla quota 
rossa positiva e l'altro colla quota rossa negativa, fra questi due 
punti deve trovarsi un punto della linea di passaggio ossia dell'in
tersezione della superficie attuale del terreno colla superficie di 
progetto, e che appartengono già a questa intersezione tutli quei 
punti pei quali risultano nulle le quote rosse. 

Ragionando sul caso particolare di cui si ha il piano quotato 
nella figura t 75, e del quale si ha nella figura t 7 4 una copia 
esatta, colle quote rosse relative ai diversi punti livellati , è 
facile riconoscere: che i punti c' e v' sono due punti della proie
zione orizzontale della linea di passnggio; che su ciascuna delle 
rette AE, bf, cg, a'(, b' g', FE, h' i' , Ei, f'm, g' l', ik, lm, l'n', 
n' O, n' t' , Dr, sq e Ku deve trovarsi un punto della proiezione 
orizzontale della stessa linea ; che la posizione di ciascuno di questi 
punti può essere determinata cercando le distanze orizzontali che 
esso ha dai due punti vicini della superficie attuale del terreno fra cui 
si trova e per cui sono cognile le quote rosse, positiva una e ne
gativa l'altra. Qneste distanze si ottengono risolvendo il problema 
già svolto nel numero 47 pel caso della figura 44, ed i calcoli de
vono essere instituiti applicando la formo la (i ) del citato numero, 
come appare dalla tabella che segue: 

A~_ 11 ,53 X 1 ,58 _ 5m og 
[) - '1 ,58+ 2 - ' 

El\_ 11,53 x 2_6 4,Ll, 
[)- 2 + 1,58 - ' 1

' 

b (J.I _11,53 x 1,56 _ 5 87 
[)- 1,56+0,54- ' 

re'- 11,53 x 0,54 -5 66 
- 0,54+1 ,56 - ' ' 

7 -11,53 x 0,53_4 59 
c - o 53 + o 80 - ' 

' ' 
7- 11,53 x 0,80-6 94 
g - o 80 + o 53 - ' ' 

' ' 
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~ 11 58 x 0,84. == 7!\128 
a' S"'== O,S4+ 0,49 ' 

- 11,53 x 0,49 ==4/~5, 
re"'== 0,49 + 0,84 . 

- 11,58 x 1,~~ == 6,49 
b'e•v =n6+0,90 

- 11,53 x 0,90 -=5,04, 
g'e·~== 1,16+0,90 

- 8,20 x 2 ==4,10 
Fp. ::= 2+2 · 

- 8,20 x 2 ==4,10, 
E p.== 2+2 

_. _ 11,83X1,46=4,24 
h' p.'== 1,46 + 2,61 

- 11,83 x 2,61 ==7,59' 
i' p.' == 2 61 +.1 ,46 

' 
- 11 ,53 x 2,00 ==5,18 
E v == 2 00 + 2,45 

' 
11,53 x 2,45 == 6,35' 

i v == 2,45+2,00 . 

11 53 x 0,49-5 71 r v' =-o,49 + o,5o- ' 
-, 11,53 x 0,50 == 5,82' 
m v == 0,50 + 0,49 

- 11 53 x 0,90_4 94 
- Il ' - ' g' v == 0,90 + 1,20 . 

_ 11,53X1,20==6,59, 
l ' v"== 120 + 0,90 

' 
-:---." 11,83 x 2,45 == 6,00 
~ l; == -2,45 + 2,38 

-. 11 ,83 x 2,38 == 5,83' 
k ~ == 2 38 + 2 A5 

' 
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l
t"' _ !1._,83 X 0,50 _ 

5
m
91 

<, - 0,50+0,50 - ' 

---,:, . 11 ,83 x 0,50 5 9Gl 
m :; == 0,50 + 0,50 ' ~' 

l'~"_ ~83 X 1_:_2_2 _ 6 A5 
c; - 1 '20 + 1 '00 - ' ~ 

-----;-w;-__ 11 ,83 x 1,00- 5 38 
n c; - '1,00+1,20- ' ' 

, ~,,_H ,83 X 1,00 _ 
5 08 

n <, - 1 J 00 + 1 '~.w - ,v 

o t,"'- 11,83 x 1,20-6 45 
- 1,20 +1,QO- ' ' 

-,- 11,53 x 1,00 5 62 
n P== 1,00+1,05 == ' · 

t'- ~1 ,53_01_,05- 5 91 
p - 1 05 + 1 00 - ' ' 

' ' 

---; 11,83 x 0,79 
s Tr == O, 79 + 0,91 5•50 

-,-, _11,83 0 0,91-6 03 
q rr- 0,91 +0,79- ,v· 

Il punto <li passag.gio O' si proietta nel mezzo della rella K u, 
giacche sono eguali le due quote rosse in K ed in u. 

Unendo con linee rette i punti di passaggio, in modo da risul
tare negative tutte le quote rosse dei punti contenuti nella linea 
poligonale da essi determinata, si ottiene la linea di passaggio 
O"rrt;vp.BB'B"B'"e••c'l'·'t,"'pt,"v"v'ç'rr'v'. Sul terl'eno che proiettasi 
esteriormente a questa linea devesi effettuare un rialzo, e devesi 
invece eseguire uno scavo per la parte di terreno che si proietta 
entro la linea medesima. 
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2t 5. Calcolo dei volumi degli sterri e degli interri. - Una 

volta eseguiti tutti i calcoli delle quote rosse e, determinata la 
linea di passaggio, si può passare alla ricerca dei volumi degli 
sterrì e degl' interri. Perciò bisogna suddividere in triangoli le 
divet'Se figure nelle quali già trovasi scomposto il piano, Sll cui 
venne descritla la linea di passaggio; marcare in esso le misure 
che valgono a dare l'area di tutti i detti triangoli; e quindi fare 
il volume di sterro e d'interro proiettato in ciascuno di essi, mol· 
tiplicando la sua superficie per il terzo della somma delle tre quote 
rosse relative ai suoi vertici. 

La tavola che segue,_ nella quale a mo' d'esempio sono ripor
tati gli elementi che servono al calcolo ed i volumi calcolati dei 
solidi rappresentati sulla figura 17 4 nei triangoli 1, 2, 5, 4, 5, 
6 e 7, è atta a dare il riassunto del calcolo degli stetTi e degli 
interri per spianamenti di terreni 

.~ :§ SEZIONI RETTE SOMMA 
SESTUPLI VOLUMI 

"O- AREE DE l VOLUMI D OMAN.ATI 
... o ------------ dei tre -------- -------------O"' 
~ ..... DOPPIE • SPIGOLI "' BASI ALTEZZE STERRI [NTI:;RRI STERRI [NTERRI Z;""' 
-- -- --

m m mq m mc 
1 5,09 8,20 41 '7380 3,58 . 149,422 

2 4,10 6,44 26,4040 2,00 . 52,808 
mc 

3 4,10 6,44 26,4040 2,00 52,808 . 
4 5,09 11 ,1:!3 G0,2147 3,14 . 189,07 4 

5 5,87 11 ,83 69,4421 1,56 . 1 08,?i30 

6 6,44 t 1,83 76,1852 2,00 152,370 . 
7 5,66 11,83 66,9578 2,54 170,073 . 

-- --- mc mc 
375,251 499,63! 62,542 83,272 

~ 
Si ottenne il doppio delle aree delle sezioni rette dei diversi 

tronchi di. prisma triangolare, per non prendere sempre la metà di 
uno dei fattori che servono ~ conseguirle, ed invece dei terzi delle 
somme dei tre spigoli vennero inscritte nel casellario le somme 
intere. Segue da ciò che i prodotti inscritti nella sesta e nella sel· 
tima colonna rappresentano i sestupli dei volumi parziali degli 
sterri e degli interri, e che le due somme di quelli e di questi 
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devono essere divise per sei, pet' rappt·esenlare il complesso degli 
sterri e degli interri da porsi rispettivamente nell'ottava e nella 
nona colonna. • 

'214. Norme generali per il calcolo degli sterri e degli interri, 
nel caso in cui la proiezione orizzontale della superficie del 
terreno, che si vuoi ridurre ad altra forma, è una lunga lista 
o zona, come succede per la costruzione di strade, di canali, di 

argini e simili. - In questo caso, invece del piano quotato per 
rappresentare i dati della quistione e per farvi sopra le operazioni 
occorrenti pel calcolo di quelle lunghezze che servono a determi
nat'e i domandali volumi, si soglio no adoperare i profili: un profilo 
longitudinale, ossia una sezione verticale fatta secondo l'asse della 
zona, nella quale sezione si vedono in conseguenza le due linee 
secondo cui viene tagliata la superficie del terreno e quella in cui 
questa si vuole trasformare ; e varii ·profili trasversali o sezioni 
fatte da piani verticali normali all'asse a distanza più o men grande 
le une dalle altre a seconda delle accidentalità, in ciascuna delle 
quali si vedono pure le due linee secondo cui ciascuno di questi 
piani taglia la superficie attuale del terreno, e quella in cui essa 
si vuol trasformare. Mediante questi profili, una volta de~erminate 
le quote rosse, i , puuti di passaggio e le distanze orizzontali fra 
i diversi vertici colle norme che vennero date nel capitolo IV della 
parte prima, riesce facile il determinare, ove occorra, la proiezione 
orizzontale compiuta del tetTeno, e disegnare su di essa le inter
sezioni della superficie attuale colla superficie di progetto, separare 
gli stetTi dagli interri, e quindi procedere al calcolo degli uni e 
degli altri . Nei numeri che immediatamente seguono, premesse le 
regole atte al calcolo dei movimenti di terra per la costruzione 
di strade, di canali, di argini e simili, si fa vedere in qual modo 
debbasi procedere nella pr·atica loro applicazione. 

215. Metodo delle sezioni ragguagliate. - Si consideri un 
solido A CB D F E (fig . t 79) compreso fra due facce parallele e 
verticali A CB e D F E, suppongasi che la sup erfici~ la quale limita 
questo solido sia tale che, andando dalla prima alla seconda delle 
dette facce vet·ticali, le diverse sezioni crescano proporzionalmente 
alla distanza orizzontale che hanno dalla sezione A CB, e si chiamino: 

A la superficie della sezione estrema ACB, 
A' la superficie dell'altra sezione estrema D F E, 
l la distaqza orizzontale I l{ fra queste due sezioni e 
V il volume domandato ACBDF E. 
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Essendo x la distanza I P' di una sezione qualunque A' C' B', 
fatta nel solido parallelamente alle facce estreme, dalla prima sezione 
A CB, per l'ipotesi stabilita si ha: che quel! è maggiore di questa 
di 

, A' - A 
- lx ; 

che la superfieie della sezione A' C' B' vale 

A' - A 
A+ - z-x; 

che il volume elementare, il quale si può ·considet·are come un 
prisma avente per area della sua base la trovata superficie e per 
altezza d x, vie n espresso da 

A' - A 
Adx+ l xdx; 

e finalmente che il domandato volume V risulta dall'equazione 

f l A'-Aj·z 
V=:::.A clx+ l xd x , 
. o . o 

d'onde 

(1 ). 

Questa formola dice che si calcola, col metodo delle sezioni rag
guagliate, il volume compreso fra due facce piane parallele, moltipli
cando la distanza orizzontale delle due facce per la semi-somma 
delle loro superficie. 

Allo stesso risultamento si può arrivat·e con considerazioni affatto 
elementari. Immaginando perciò costrutto un trapezio la cui altezza 
ab sia eguale ad l, e le cui basi parallele · ad e be siano tali da 
contenere tante unità lineari quante sono quelle superficiali contenute 
in A ed A', supponendo tagliato il solido con tanti piani paralleli 
·alle sezioni estreme, assai ·vicini fra di loro, quali sono quelli 
determinanti le sezioni A'C'B'; A"C"B", ..... , e supponendo anche 

L'ARTE l>l FABBRICARE. Geometria pratica, ecc. - 25. 
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condotte nel trapezio le rette a' d', a" d", ... .. parallele alle h asi e 
dis tanti da ad di quanto le sezioni nel corpo si sono fatte distanti 
dalla faccia estrema A CB, facilmente si deducono le seguenti con
seguenze: che -per ipotesi le superficie delle sezioni A' C' B', A"C"B", 
...... sono maggiori della superficie A di quantità proporzionali alle 
distanze orizzontali I P', I P", ..... ; che, supponendo vicinissime fra 
di loro le dette sezioni, i volumi compresi fra due sezioni parallele 
successive si possono considerare come prismi aventi per basi le 
medie aritmetiche fra le aree del le due sezioni che li comprendono, 
e che per conseguenza sono dati da 

- ACB+A'C' B' 
lP' - -=----

- 2 . 
--A' C' B' + A" C" B" 
P' P" -----;;

2
--- , ........ , 

che le rette a' d', a" d", ..... , condotte nel trapezio parallelamente alle 
sue basi, per la teoria delle linee proporzionali, sono maggiori della 
retta a d di quantità proporzionali alle distanze a a', a a", ..... , e che 
per conseguenza, rappresentando a d e bG tante unità quante sono 
1mità superficiali in A CB e D F E, anche a' d', a" d", ..... , devono con
tenere tante unità quante sono unità superficiali in A'C'B', A"C"B", .... . ; 
che le sÌ1perftcie rlei trapezii aa'rl'rl, a'~~"rl"cl', ..... , rlate da 

--;--l, " d" .,.--, a a + a 
a a 2 . , ........ , 

contengono tante unità superficiali quante sarebbero le unità cube 
contenute nei volumi ACBA'C'B', A'C'B'A"C"B", ..... ; che sommando 
le aree dei trapezii a a' d'd, a' a" d" d', ..... , ossia che trovando la su
perficie del trapezio totale ab c d, si avranno tante unità quante 
sono le unità cube nella somma dci volumi A CB A'C' B', A'C'B' A"C''B", 
..... ; e che finalmente il volume domandato V, dovendo contenere 
tante unità cube quante sono nuità nel trapezio ab c d di allezza . 
ab=l e di basi ad e bc lunghe rispettivamente tante unità quante 
sono le unità superficiali contenute in A ed A', risulta dalla sta
bilita fot·mola ( 1 ), ossia dalla distanza fra le due sezioni estreme 
A CB e D F E per la semi-somma delle loro aree. 

Sovente avviene nelle pratiche applicazioni di dover trovare due 
volumi ABCDEF e GHIKEF (fig. 1130), uno di sterro e l'altt·o d'in
terra, compresi fra due facce piane verticali e parallele A BCD e 
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GHIK, e di conoscere solamente le aree delle delle due facc:e 
verticali e la loro distanza orizzontale OQ. In questo caso è ne
cessario di prima cercare quali sono le lunghezze dei due volumi 
distinti, e per questa ricerca valgono le seguenti considera
zioni. Se immaginasi condotta la orizzontale ag lunga come 
O Q, se elevansi ai suoi ldue estremi le perpendicolari ad e g h 
lunghe rispettivamente tante unità quante sono le unità superficiali 
contenute nelle due basi estreme AB C D e G H I K, e se tira si la 
retta d k, questa retta interseca la a g in un punto e. Siccome poi 
le perpendicolari a'd', a"d", ..... alla ag diminuiscono pmporzional-
mente alle distanze aa', a a", ..... da a, ne viene che le loro lunghezze 
contengono tante unità quante sono unità superficiali nelle sezioni 
A'B'C'D', A"B"C"D", ..... fatte parallelamente alla sezione 1\BCD 
con distanze orizzontali OP'==aa', OP"=aa", ..... da questa. &3gue 
da ciò che il volume 'dello sterro AB C D E F contiene tante unità 
cube quante sono unità nell 'area del triangolo aed; che il volume 
dell 'interro G H I K E F risulta di tante unità cube quante sono unità 
nell'area del triangolo gek; e che le lunghezze di questi due solidi 
sono rispettivamente O P ==ae e Q P~ ge. Premesso questo, si 
chiamino " 

A, l'area della faccia ABCD, 
Ai qudla della faccia G H I K, 
L la distanza O Q· a g fra le dette facce, 
l, la lunghezza O P== a e del solido di sterro AB C D E F, 
li la lunghezza Q P ==ge del solido d'interro G H I K E·F, 
V, e V, i volumi degli ultimi indicati solidi. 

Essendo le due rette ad e gk lunghe tante unità quante sono le 
unità supèrficiali ç~ntenute in A, ed A., per la considerazione dei 
due triangoli simili aed e geh si hanno le seguenti formole deter
minatrici di l, e di li, 

Osserv.ando ora che i due volumi ABCDEF e GHIKEF devono 
rispettivamente contenere taÌ1te unità cube quante sono unità nelle 
aree dei due triangoli a e cl e g e k, o altrimenti che essi sono due 



- :'138-

volumi da calcolarsi colla formo la (f) nell'ipotesi della sezione 
estrema E F di area nulla, si hanno le equazioni 

le quali, ponendo per l., e pet· l; i valol'i già trovati, diventano 

(2). 
1 LA 2 

V - l 

i-2-A A· .+ l 

Queste formole, tt·adotte in linguaggio ordinario, danno origine 
alla seguente regola: quando fra due sezioni verticali e parallele 
trovansi due volumi, uno di sterro e l'altro d'interro, si ottiene 
il primo moltiplicando la distanza delle due sezioni per il qua
drato della superficie della sezione di sterro, dividendo questo 
prodotto per la somma della superficie delle due sezioni e pren
dendo ancora la metà del risultato ; analogamente si ottiene il se
condo, cioè si moltiplica la distanza delle due sezioni per il qua
drato della superficie della sezione d'interro, si divide il prodotto 
delle superficie delle due sezioni e si prende la metà per la somma 
dal risultato. 

~16. Volume del prismoide. - Sia ABCD (fig . f31 ) un tra
pezio disposto in un piano orizzontale, e trovis1 sovr' esso un solido 
AB C D E F G H lateralmente limitato da quattro piani verticali 
ABFE, BCGF, CDHG e DAEH. Questo solido poi suppongasi 
superiormente chiuso da una superficie sghemba, generata da una 
linea retta la quale si muove passando per le due relle F G ed 
E H e conservandosi parallela al piano verticale AB lf E preso come 
piano direttore. 

Se nel trapezio A BC D si conduce l'altezza D N e se nel definilo 
solido immaginasi fatta una sezione qualunque parallela al piano 
direttore AB F E, evidentemente questa sezione risulta un trapezio 
ab f e. Se poi immaginansi pei punti H e G condotte le rette H E i 
e GF1 rispettivamente pa1·allele a DA e CB, la prima inconti·ante 
la a e in ei e la seconda incontrante la b r in {.(, si deduce dalm 
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simililudine dei due triangoli H e et .ed H E E~., dalla similitudine 
degli altri due triangoli G fft e G F F t e dalla teoria delle linee 
proporzionali: 

Analogamente, supponendo condotta per D la retta D O parallela 
a CB, si ha 

Se ora chiamansi 

- -Dg 
ah=AO--=

DN 
(8). 

p e q le due basi AB e D C del trapezio nel quale proiettasi il 
prismoide ·di cui vuolsi il volume V, 

h l'altezza D N del medesimo trapezio, 
a, b, c e d i quattro spigoli -A E, B F, C G e D H, 

si ha 

Dicendo poi y la distanza Dg, del piano determinato dalla sezione 
abfe, dal piano DqGH, risulla dalle (1), (2) e (5) 

-_ y 
ah-(p-q)h. 
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Molliplicando l'area del trapezio ab {e per dy, si ha l'espressione 
del volume elementar·e d V, e l'integt·ale di quest'espressione fra 
i limiti O ed h rappresenta il volume domandato V, cosicché, per 
essere 

si ha 

- y ae==d+(a-d) li 

- y bf==c+(b-c) li 

- y 
ab==q+(p-q) li' 

h y y 

f d+ (a-d) - +c+(b - c)-
V== o h 2 h[q+(p-q)t]dy, 

ossia ancora 

V _q(d+c)(hd (d+c)(p-2q)+(a+b)q (h d 
- --2-Jo v+ 2h )o y y 

(p-q)(a+b -c- d) (h 2 + 2h2 J o y cly . 

-
Effettuando le integrazioni e riducendo, si trova la fonnola 

V 
' 

2a+2b+c+d 1 a+b+2c+2d 
==pt 12 +qt 12 (4), 

la quale può anche essere scritta 

l [-v= ,1 ~ _(2p+q)(a+b)+(p+2q)(c+d)J 

Alla formola (4) si può anche arrivare, senza far uso d'integra
zioni, col seguente metodo. Supponendo pt•olungati, lo spigolo A E 
della quantità iiT.~ BF, lo spigolo BF della quantità FK=AE, 
lo spigolo C G della quantità G L== DH e finalmente lo spigolo D H 
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della quantità HM==CG, le due verticali TI e BK risullano di egual 
lunghezza, tali risultano pure le altre due D M e C L, le due rette 
IK ed M L si trovano orizzontalmente di-sposte e, giacendo esse in 
piani verticali paralleli, sono contenute in uno stesso piano I KL 1.\L 
Segue da ciò che il solido AB C D I K L 1.\i è un tronco di prisma a se· 
zione retta trapezia: che, immaginando condotta per H la retta 
H E! arallela ad MI, risulta 

che, essendo 

si ha, per la ('ì), u 2 == l ff ; che, per essere 

~b ! == b ff + fft == CG + (fj 

i c= i e2 + e e~ == 1-I M +e e~ , 
e per l'eguaglianza di CG con Hl\l e di f/'f con -ee2, si deduce 
br i e; che analogamente deve risultare a;== k ( ; che i due tra
l)ezii ab (e ed ik( e componenti il réttangolo ab ki, avendo le 
basi rispettivamente eguali e la stessa altezza, sono eguali ; e 
finalmente, che l' ullimo accennato rettangolo ba superficie doppia 
di quella del trapezio ab (e. Se ora s'immaginano condotti tanti 
piani verticali paralleli al piano A BI{ I e vicinissimi fra di loro, 
questi piani tagliano il solido proposto ABCDEFGH in tante fette 
sottilissime ABbaEFfe, abb'a'ef('e', ...... che si possono consi
derare come prismi di piccolissima altezza, e tagliano il tronco di 
prisma ABCDIKLM anche in tante fette sottilissime ABbaiKki, 
ab b' a' i kk' i', . . . . . le quali si possono pure considerare come al
trettanti prismi di piccolissima allezza. Siccome poi i prismi , in 
cui trovasi decomposto il solido di cui vuolsi H volume, hanno 
basi metà delle basi dei prismi corrispondenti del tronco di pris 
ma a sezione ·retta trapezia , risulta che ciascuno di questi è ri
spettivamente doppio di ciascuno di quelli e che , per conse· 
guenza, il prismoicle ABCDEFGH è la metà del tronco di prisma 
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ABCDIKL M. - Premesso questo, si ritengano le denominazioni 
che in questo numero già vennero stabilite per quanto si riferisce 
alle basi ed all' altezza del trapezio AB C l) , ai quattro spigoli 
AE, B F, C G e D H ed al volume domandato. P el modo con cui 
si è formato il tronco di prisma AB C D I KL M, si ba 

AI==BK==a+b, 

-CL==DM==c+d. 

Sir.come poi il volume cercalo V vale la metà del volume del 
tronco del prisma ABCDIKLM, il quale si compone dei due 
tronehi di prisma ABDIKM e BCDKLM, le cui sezioni rette sono 
rispellivamente i due triangoli ABD e BCD, aventi la stessa al
tezza del trapezio AB C D, rammentando che il volume di un tronco 
di prisma triangolare vie n dato dall'area della sua base per il terzo 
della somma dei tre spigoli, si ha l'equazione 

Gl\r-! 1 (a+b)+(a+b)+(c+d) 
~ -2P L 3 

1 
1
_ (a+b)+(c+d)+(c+d) 

+Giqt G) ' 
~ 0 

dalla quale, dividend~ per 2 ed iu seguito a semplicissime ridu
zioni, immediatamente si deduce la fot·mola (4), che è quella da 
adoperarsi nella pratica per la determinazione del volume . del 
prismoide. 

Allorquando la base ABCD del pt·ismoide ABCDEFGH, invece 
di essere un trapezio, è un parallelogramma, si ha q==p, ed 
allora la formola ( 4), determinatrice del volume V, diventa 

V l a+b+c+d 
==p L 4 (5). -

Osservando che p h esprime l'area del parallelogramma , l'ultima 
fot·mola conduce a conchiudere che il volume del solido insistente 
ad un parallelogramma orizzontale, chiuso lateralmente da quallro 
piani vertieali e superiormente da una superficie rigata avente per 
piano direttore uno degli accennati piani verticali, vien dato, come 



-595-
pel tronco di prisma a sezione retta parallelograrnmica (num.UO), 
dall'area di base per il quarto dalla somma di quattro spigoli. 

Se la base AB C D del prismoide si riduce ad un triangolo, nel 
qual caso q= O e d=: c, la formo la (4) diventa 

, 1 _ 
1 

a+b+c 
-P L 6 (6), 

la quale equazione esprime che il solido si è ridotto ad un tronco 
di prisma triangolare, pet·chè, scomponendo il denominatore 6 in 
2 X 3 e ponendo il 2 divisore al prodotto p h , si ha appunto 
l'area di base moltiplicata per il terzo della somma dei tre spigoli. 

Sovenli volte, nel calcolo dei volumi' degli !llerri e degli intetTi 
avviene dì dover considerare dei corpi, come E F G H I K L M (fig. 
i 132), proietlantisi orizzontalmente in trapezii, come AB C D, chiusi 
lateralmente da quattro piani verticali e limitati superiormente 
ed infel"iormei~te da superficie sghembe, generate da rette paral
lele ai piani verticali A BK I e D C L M. In ques to caso, ritenute 
le denominazioni già stabilite per quanto concerne alle basi ed 
all'altezza del tt·apezio AB C D, nel quale orizzontalmente pt·oietlasi 
il' solido di cui vuolsi il volum e, e chiùmando rispellivamente 

a, b, c e d i quattro spigoli verticali ET, F K, G L ed H M, 
a', b', c' e d' le lunghezze delle verticali AE, B-.F; CG e D H, 
a", b", c". e d" quelle delle verLicali A l, BK~ CL e D M, 
V' e V" i due volumi AB C D E F G H ed AB GD I K L M , a 

ciascuno dei quali riesce appli ca1lile la formo la ( 4), 
si ham1o le equazioni 

\1
, 

1 
2a' +2b' +c' +d' 

1 
a' +b' +2c' + 2d' 

· =p L ')2 +q t '12 ' 

, 2 a"+~ b" +c"+ d" a" + b" + 2 c"+ 2 d" 
v =ph '12 +qh 12 . 

Sollt'aendo membro a membro queste equazioui ed osservando 
che 

V"-V'=V 

a'' - a'=a • 
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//'- b'== b 

c"- c'== c 

d" -d'==d, 

si olliene per formola determinatrice di V 

V- h2a+2b+c+d 1 a+b+2c+2d 
-}J --12 +q ~ ---1~ ' 

che è la stessa formola ( 4) applicata al caso più generale della 
pratica, in cui il prismoide proiettantesi OI'izzontalmente in un 
trapezio trovasi superiormente ed inferiormente chiuso da una su
pel'fìcie rigata. 

Analogamente la fot·mola (5) vale anche pel caso di un solido 
proiettantesi orizzontalmente in un parallelogramma chiuso lateral
mente da quattro piani verticali e limitato da superficie rigate al 
di sopra ed al di sotto, quando per p ed h s'intendano rispetqva
mente la base e I' altezza del parallelogt·amn:ta nel quale proietta si 
il corpo, e quando per a, b, c e d s' intendano i quattro spigoli 
verticali del corpo. 

217. Metodo delle altezze ragguagliate. - Alcuni pratici, in
vece di applicare la formo la ( 4) del numero precedente nel calcolo 
del volume proiettanlesi orizzontajmente in un trapezio, chiuso la
teralmente da quattro piani verticali e chiuso superiormente ed it 
feriormente da superficie alle quali venne assegnala una genera
zione geometrica nella deduzione della citata formola, usano mol
tiplicare l'area del trapezio in cui il solido si proietta per il quarto 
della somma dei quattro spigoli, ed usano così il metodo delle al
tezze ragguagliate . Questo metodo, applicato al calcolo del volume 
del solido E F G H I KL l\1 rappresentato nella figura 182, conduce 
alla formola 

1 a+b+ c+d \ == (p+ q) h 8 . , 

nella quale le lettere a, b, c, d, p, -q, h e V .hanno i significati che 
loro vennet·o attribuiti nel precedente numero. 

Quando il solido, invece di proiettarsi nel trapezio AB C D, si 
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proietta in un parallelogramma, si ha q:=p, e l'ultima formola 
si riduce a 

come già venne trovato nel precedente numero pel prismoide a 
sezione retta parallelogrammica. 

218. Calcolo degli sterri e degli interri per ~trade, canali, 
argini e simili, col metodo delle sezioni ragguagliate. - Per 
eseguire questo calcolo è necessario avere diversi profili tras
versali del terreno su cui si vuoi costrurre l'opera progettata, 
disegnare su questi la linea di pt·ogetto colle norme che vennero 
date nel numero 55 , e determinare i volumi di sterro e d'in
ten·o compresi fra due sezioni successive, distinguendo i seguenti 
quattro casi: t o quando fra due sezioni successive il volume da 
calcolarsi è totalmente in rialzo ossia un in t erro; 2o quando fra 
due sezioni successive il volume da calcolarsi è totalmente in 
iscavo, ossia uno steno; 5° quando fra due sezioni successi ve si 
presentano due distinti volumi, ossia uno sterro ed un interro, 
essendo però tutta in rialzo una sezione e tulta in iscavo l'altra 
sezione; 4° quando, in una sola oppure nell'una o nell'altra delle 
due sezioni suçcessive, il solido da calcolarsi si presenta per una 
,parte in rialzo e per una parte in iscavo. 

Nel primo caso, qual è quello rappresentato nella figura 185, si 
calcolano le aree delle due figure ABCO edA' B' C'D';"nella formola 
(1) del numero 215 si pongono, invece eli A l'area della prima figura, 
invece di A' l'area della seconda figura ed invece di l la distanza 
ft·a i due piani verticali in cui si trovano le due sezioni trasver
sali AB CD ed A' B' C'D'. Il valore di V, che così si trova, si as
sume siccome rappresentante il volume del rialzo od interro da 
farsi fra le stesse sezioni. 

Nel secondo caso in cui le due sezionì indicano uno scav~ (fig. 
·184), si trovano amh_e le aree A ed A' delle figure AB C D ed 
A' B' C'D ' ; si so-stituiscono nella citata formo la ( 1) del nnmero 
~H 5 questi valori di A e di A', non che quello della distanza oriz 
zontale l fra i piani verticali in cui si trovano le dette sezioni ; 
ed il prodotto si assume siccome rappresentante il volume dello 
S!Cavo {) sterro che ft·a esse si deve eseguire. 

Nel terzo caso, essendo nota la distanza orizzontale L dei due 
piani verticali in cui trovansi le due sezioni tt·asversali AB C D ed 
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A' B' C'D' (fig. f 35), e già essendosi calcl)late le aree A; ed A, 
si ottengono i voltìmi V; del rialzo posto dalla parte della sezione 
AB C D e V, dello scavo posto dalla parte delia sezione A' B' C'D', 
applicando rispettivamente la seconda e la prima delle formole 
(2) del numero 215; ed i risultati a cui queste formole condu
cono si assumono siccome rappresentanti i volumi dell'interro e 
dello sterro da farsi fra le dette due sezioni trasversali. 

Nel quarto caso bisogna immaginare condotti pei punti di pas
sagio P, Q ed R (fig. 186), che vi sono sui profili trasversali, i 
piani verticali rappresentati nelle loro tracce orizzontali P S, Q T 
ed R U parallele alla retta AB che unisce i punti che sono co
muni ai profili trasversali ed al profilo longiludinale a cui questi 
trovansi collegati, e considerare separatamente: il volume di sterro 
corrispondente alle due sezioni P. E F ed SI KL da calcolarsi colla 
formola (f ) del numero H 5; i due volumi, il primo d'interro 
conispondenle alla sezione P Q A e l'altro di sterro corrispon
dente alla sezione L B M T S, da otlenersi applicando le for
mole (2) dello stesso numero; il volume di slerro corrispon
dente alle due sezioni Q V R ed M N U T, tla trovarsi colla citata 
formola (1); ed i due volumi, uno cl'inlerro e l'altro eli slerro cor
rispondenti rispettivamente alle due sezioni RD C cd N HG U fa
cili a calcolarsi coll'applicazione delle indicate formo le (2). 

P1·csentandosi il caso di dover eseguire col metodo delle sezioni 
ragguagliate il calcolo di sterri e d'interri per la costruzione di 
strade, di canali , di argini e simili, dove queste opere devono 
presentare degli andamenti curvilinei, si procede con un metodo 
in tutto analogo a quello che già venne esposto nell'ipotesi che fra 
due sezioni successive le opere a cui i calcoli si riferiscono, se
guano un andamento rettilineo . Quando due sezioni successive 
sono tali da appartenere o tutte e due ad uno scavo, o tutte e 
due ad un rialzo, oppure una totalmente ad uno scavo e l'altra 
totalmente ad un rialzo, si assume per loro distanza lo sviluppo 
della curva costituente la direttrice orizzontale della superficie ci
lindrica in cui trovasi il profilo longitudinale, al quale trovansi 
collegale le due sezioni trasversali che si considerano. Quando poi 
in una sola, oppure nell'una e nell'altra di due sezioni succes
sive, si presentano contemporaneamente degli scavi e dei rialzi, 
invece di separare gli sterri dagli interri con piani vet·ticali, si 
devono essi dividere mediante superficie cilindriche, generale da 
rette verticali, che si muovono sopra curve parallele a quella co
stituente la già accennata clirellrice orizzontale; e per lunghezze 

, 
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dei solidi parziali compresi fra queste superficie cilindriche si 
possono assumere quelle delle direllrici orizzontali di superficie 
cilindriche equidistanti da quelle che limitano gli stessi solidi. 

219. Calcolo degli sterri e degli interri per strade, canali, ar
gini e simili, scomponendoli in prismoidi.- Allorquando nel cal
colo degli sterri e degli interri, p et· l'esecuzione di un lavoro re
lativamente al quale si hanno il profilo longitudinale e parecchi 
profili trasversali, si vuol arrivat·e a risullamenti più esatti di 
quelli a cui conduce il metodo delle sezioni ragguagliate, conviene 
generalmente dividere i solidi di cui si vuole la cubatura in pris
rnoidi, calcolare i volumi di questi solidi colle formale che ven
vero date nel numero 2f 6, e sommare separata mente fra di loro 
sia i volumi che rappresentano sterri, sia quelli che rappresen
tano interri. 

Allorquando è quistione di trovare il volume d'interro compreso 
fra due sezioni successive, quali si vedono ribattute sul piano oriz
zontale di proiezione nella figura 187, si pt·ocede come segue ; 
si conducono pei punti B ed E, che sono i punti appartenenti 
simultaneamente al profilo longitudinale ed .ai profili trasversali le 
rette VX ed Y Z perpendicolari a BE e rappresentanti le proie
zioni orizzontali dei detti profili ; dai punti A e C, D ed F si ah
bassano rispettivamente delle perpendicolari su VX e su YZ, e 
si hanno in A' C' e D'F' le ; roiezioni orizzontali di detti profili ; 
si conducono le rette A' D' e C' F' onde far risultare il trapezio 
A'C'F'D', clie si può ritenere siccome' i·appresentaute la proie
zione orizzontale del total solid~ da calcolarsi; e si conducono 
da tutti i vertici, tanto delle due linee del terreno quanto di 
quelle del progetto, tant~ rette pat·allele a BE, le quali rappre

•sentano le tracce orizzontali di tanti piani dividenti il total vo
lume da calcolarsi in parti facilmente calcolabili. Il volume I, p!'O
ieltato orizzontalmente nel trapezio A' G' H' D', è facile a calco
larsi colla formala (4) del numero 2t 6, giacchè le lunghezze con
tenute nel secondo membro di qu es ta .formala sono rappresentate 
da D' H' la base p ~ da À'G' la hase q; da i-I'G' . l'altezza h; 
da zero lo spigolo a corri;;pondente ~-vertice D', da Hh lo spigolo 
b corrispondente al vertice H', da G g Io spigolo c che corrisponde 
al ve1·tice G' e da zero lo spigolo d il quale corrisponde al ver
tice A'. - Il volume II proiettato nel rettangolo H'K' I 'G' si 
può anche calcolare 1\olla citata formala ( 4), ma più sempliee
mente colla formala (5) ponendo in essa, invece di p il lato H'I\', 
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invece di h il Ialo K' l', invece di a, b, c e d le lunghezze o 
quote rosse H h, 1\k, I i e G g. - I volumi III, ,IV, V e VI. pro
ieLtandosi orizzontalmente in aree rettangolari, si calcolano come 
il volume II ; ed il volume VII, il quale pt·oietlasi orizzontalmente 
in un trapezio, si ottiene come il volume l. 

Quando trattasi di calcolare non un volume d'interro, ma sib
bene un volume di sterro, il metodo da seguirsi non differisce 
punto da quello ora esposto, e, fermando l'attenzione sulla figura 
t 88, agevolmente si conosce: doversi calcolare i volumi I e IX, 
i quali si proiettano orizzontalmente su aree trapezie, come si è 
detto pel volume I del caso pl'ecedente; e dovel'si calcolare i volumi 
intermedii Il, IIT, IV, V, VI, VII e VIII, che orizzontalmente si 
proiettano su figure rettangolah, come si è indicato pel volume II. 

Nel caso in cui una delle due sezioni (fig . 1 89) si presenta 
tutta in interro e l'altra tutta in isterro, due volumi di divet·sa 
natura, ossia un primo d'interro ed un secondo di sterro, sono 
da calcolarsi ; ed importa innanzi tutto di procedet·e a determinare 
sul piano la linea di passaggio, ossia quella che demarca il sito 
in cui finisce l'interro per incominciare lo sterro. 

Incominciando dal determinare il punto di passaggio posto sulla 
retta orizzontalmente proiettata in AB, si osserva che, immagi
nando il piano vet·ticale avente per traccia orizzontale la detta 
retta, questo piano taglia la superficie del terreno secondo una 
linea che, per l'ipotesi stabilita nel numero 216 per la deduzione 
del volume del prismoid·e, è una retta rappresentabile in A1 n:, e 
taglia la supel'lìcie dell'opera progettata pure secondo una retta 
rappresentabile in a1 b1 • I due punti A1 ed ai sono su una stessa 
verticale lunga come A a, i due punti B1 e bi sono pure su una 
medesima verticale lunga come Bb,' la distanza a'b' fra le dette 
verticali eguaglia la distanza orizzontale AB fra le due sezioni 
considerate; e, per essere simili i due triangoli Ai m' a1 e B1m ' b1, 

nei quali sono note le due quote rosse Aia1 A a e B1b1 ==B b non 
che la distanza orizzontale a' b' AB che indico rispettivamente 
colle lettere i, s ed L, risulta facil e il calcolo delle lunghezze 
a' m' e b' m' le quali vengono date da 

-,-, Li 
a m=-.

~+ s 

b
-;--; _ Ls m--.- . 

~+s 
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La somma di queste due lunghezze dà la distanza A B ==L, e, por
tando il valore di a' m' in A m, si ottiene in m il p un t o di pas-., - - --
saggio domandato, ed i valori di a' m' e di b' m' rappresentano 
le distanze orizzontali di questo punto di passaggio dalle due se
zioni trasversali fra cui si trova. - Il metodo seguito per la de
terminazione del punto di passaggio m vale per fissare le posizioni 
degli altri punti di passaggio n, p e q. Per giungere ora a sta
bilire la proiezione orizzontale ~el fondo del fosso che si sup
pone esistere nelle parli in iscavo, della sua controscarpa e della 
parte di scarpa del rialzo che ancora manca, si può tenere la se
guente via: per il punto C in cui la retta H' 1', rappresentante 
lo spigolo interno del fondo del fosso, incontra la linea K E, rap
presentante sulla sezione in inlerro la scarpa - sinistra dell'opera 
da farsi, si conduca la retta ausiliaria CD lunga come la larghezza 
del fondo del fosso e si tiri la retta FD; si trovi il punto di pas
saggio r, supponendo che d D valga i e che F f valga s; unendo 
r con G ', proiezione di G su B G', si ha in rG'F' la proiezione 
ol'Ìzzontale della controscarpa; e, unendo q con E ', proiezione di 
E su A E', si ottiene in q E T la proiezione orizzontale della parte 
di scarpa che manca a completare tulla la scarpa sinistra dell'in
terro fra le due sezioni trasversali considerate. Il metodo tenuto 
per detrrminare la linea di pa~saggio m n p q r facilmente conduce 
anche alla determinazione dell 'altra parte mstuvx. 

Separato così il solido d'interro dal solido di steno, agevol
mente si vede che , tanto l'uno quànlo l'altro si compongono di 
tante parti che# si proiettano sut piano orizzontale in trapezii ed 
in triangoli, e che quindi assai facilmente si possono determinare 
·colle formole ( 4) e (6) del numet·o 216. 

Quando finalmente devesi calcolare un movimento di terra tale 
ehe in una sezione si presenta parte in interro e parte in rsterro, 
e che nell'altra sezione si mostra o tutto in isterro (fig . 190) o 
tutto in interro, od anche parte in isterro e parte in interro, si 
cerca ancora la linea di passaggfo, e sempre si ottengono dei vo
lumi proiettantisi in trapezii, in rettangoli ed in triangoli,_ che si 
sanno calcolare colle formole ( 4), (5) e (6) del già citato nume~o 
216. In questo cas~ la proiezione M' del punto di passaggio M 
sulla retta AB', rappresentante la proiezione orizzontale del pro
filo trasversale in cui trovasi il detto punto di passaggio, è già 

· un punto della linea di passaggio segnata in M'pqrs. 
Avvenendo che fra due sezioni successive sia curvilineo l'an-
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damento del profilo longitudinale a cui trovansi collegate le due 
sezioni trasvèrsali che si considerano, bisogna operare la scom
posizione dei solidi d'inlerro e di sterl'o che fl'a queste sezioni si 
trovano, non già con piani verticali, ma sibbene con superficie 
cilindriche a generatrici vel'ticali, aventi pee diretll'ici delle curve 
parallele a quella che costituisce la dil'ettrice orizzontale della 
superficie cilindt·ica nella quale esiste il detto profilo longitudi
nale. Le lunghezze delle accennate curve costituiscono gli ele
menti da p o esi invece delle altezze h nell'applicare le formo le ( 4) 
(5) e (6) del numero 21 6 al calcolo dei volumi parziali. 

La formola (5) del numeeo ~f6, conveniente alla determinazione 
del volume del prismoide proiettantesi orizzontalmente in un pa
rallelogramma, può essere scritta 

]J (a+ b) q (c+ d) 
2 + - 2-

V==. 
2 

h, 

. pr a+b) q( c+d ) . . 
1 e siccome -'-

2
-- e 

2 
rappresentano !'lspettivamente e 

, 
aree delle due facce parallele EFKI ed 1-IGLl\1 (fig. f82) distanti 
fra loro di h, si vien a conchiudere che il volume dell"accennato 
prismoide si può anche ottenere applicando il metodo delle sezioni 
raggùagliate. Segue da ciò che, avendosi diversi prismoidi proiet
lantisi orizzontalmente in rettangoli di eguale altezza, il volume del 
loi'O complesso risulta dalla semi-somma delle aree dei due poligoni 
paralleli fra cui essi si trovano per la detta altezza eguale alla 
distanza dei piani verticali in e+1 i gli indicati poligoni ~ono con
tenuti. Quest'osservazione permette di semplificare il calcolo de
gli sterl'i e degli interri mediante la scomposizione in prismoidi 
nei due casi rappl'esentati nelle figure 187 e f 88, giacchè con un 
sol calcolo si possono ottenere, tanto i volumi II, III, IV, V e VI 
della figura f 37, moltiplicando la semi-somma delle aree delle due 
figure G L lB g ed H M m E h per la distanza orizzontale BE fra le 
due sezioni in cui esse si tJ·ovano, quanto i vo1umi II, III, IV, V, 
VI, VII ed VIII della figura f 88, col moltiplicare la semi-somma 
delle aree delle due figuee G gAl L ed H h B m M per la loro distanza 
orizzontale AB. 
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loro superficie, pag. 241 n. 113; loro 
volume, pag. 537 n. 176. 

V6lte a vela, sferiche, su pianta rettango
lare: loro superficie, pag. 242 u. 
H4 ; loro volume, pag. 358 n. 177. 

Volte a vela, sferiche, su pianta rettango
lare coll'intrados generato da un arco 
di circolo di forma variabile: loro 
superficie, pag. 343 n. 115; loro vo
lume, pog. 3 59 n. 1 78. 

Volte a padiglione: loro superficie, pag. 
245 n. 116; loro volume, pag. 339 
n. 179. , 

Vòlte a padiglione su pianta regolare: 
loro superficie, pag. 245 n. 117; loro 
volume, pag. 540 n . 180. 

Volte a padiglione su pianta rettangolare: 
loro superfic ie, pag. 248 n . 118; loro 
volume, pag. 541 n. 181. 

V61te a botte con teste di padiglione: loro 
superficie, pag. 255 n, 119 ; loro vo. 
lume, pag. 341 n. 182. 

Vòlte a botte con teste di pad iglione su 
pianta rettangolare: loro superficie, 
pag. 257 n. 120 ; loro volume, pag. 
342 n. 185. 

Vòlte a schifo: loro supepfìcie, pag. 258 
n. 121 ; loro volume, pag. 342 n. 184. 

Volle a schifo su pianta rettangolare: loro 
superficie, pag. 260 n. 122; loro vo
lume, pag. 545 n. 185. 

Volte a padiglione sopra schifo: loro su
perficie, pag. 261 n. 125; loro vo
lume, ,pag. 343 n. 186. 

Vòlte a crociera co'n unghie cilindriche: 
loro superficie, pag. 261 n. 124; loro 
volume, pag. 543 n. 187. 

Volte a crociera su pianta regolare e con 
uughie ciliudriche: loro superficie, 
pag. 262 n. 125 ; lor·o volume, pag. 
:'144 n. 1RS. 

Vòlte a crocier·a su pianta re ttangolare e 
con unghie cilindriche: loro super
ficie, pag. 265 n. 126; loro volume, 
pag . 544 n . 189. 

Volte a crociera con unghie cilindroidi
cbe: loro superficie, pag. 271 n.127; 
loro volume, pag. 345 n. 190. 

Volte a crociera su piant~ regolare con 
unghie cilinclroidiche: loro super
ficie, pag. 274 n. 128; loro volume, 
p a g. 349 n. Hl l. • 

Volte a crociera su pianta rettangolare 
con unghie cilin(lroidicbe: loro su
perficie, pag. 275 n. 129; loro vo
lume, pag. 549 n. 192. 

Volte a crociera con ungb:e, dette sferi
che, generate da un a1·co circolare 
di forma variabile; loro superficie, 
pag. 276 n. 13Q; loro volume, pag. 
550 n. 193. 
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Volte a crociera con unghie, dette sferi

che, generate da un arco circolare 
di raggio costante: loro superficie, 
pag. 277 n . 131; loro volume, pag. 
351 n. 194. 

Volte a crociera con unghie, dette sferi
cbe, su pianta regolare: loro super
ficie, pag. 284 n. 132 ; loro volume, 
pag. 554 n. 195. 

Volte· a crociera con un ghie, dette sferi
che, su pianta rettangolare: loro su
perficie, pag . 28!1. n. 133; loro vo
lume, pag. 355 u. 196. 

Volte lunulate: loro superficie, pag. 286 
n. 134; loro vo lume, pag. 356 n . 
197. 

Volte a fascioni: loro superficie , pag. 2~8 
n. 135; loro volume, pag. 356 n. 
198. 

Volte a cupola composta: loro superficie, 
pag. 289 n. 136 ; loro volume, pag. 
357 n. 199. 

Voltimetria: superficie delle vòlte, da pag. 
222 a 291 e da n. 101 a 137; vo-

lumi delle v61te, da pag. 527 a 562 
e da n. 164 a 201. 

Volume compreso fra la superficie d'in
trados e la superficie d'estrados d'una 
vòlta qualunque, pag. 358 n. 200. 

Volumi dei so lidi poliedrici, da pag. 292 
a 307 e da n. 138 a 149. 

Volumi dei cumu li di ghiaie e di sapbje, 
pag. 297 n. 144. 

Volumi dei solidi terminati da superficie 
curve, da pag. 307 a 361 e da n. 
150 a 201 , , 

Volumi dei solidi di rivoluzione, pag. 521 
n. 160, pag. 323 n. 161. 

Volumi terminati da superficie qualunque, 
· pag. 325 n. 163. 

z 
Zone piane comprese fra due linee paral

lele: loro area, pag. 142 o. 76. 
Zone sferiche; loro superficie, pag . i 93 

n. 94. 

, 
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ERRATA-CORRIGE 

invece di 

Y•-•=Yn-s+ a._,cos (an_za1) 

Yn-1 = Yn-t + a._, cos (Un-t a t) 
Yn = Yn-1 + Un-1 cos (Un-t at) 
AX' 
AX 
z 
«t 

"t 
della direzione 
Dividendo G A, G C, H C ed HB 

per metà nei punti l, K, L 
ed M, 

Per continuare iltracciamento, 
si fa 

successivi devono 

3" dedurre dai numeri 
Resistenza dei m:1 teriali, 
m 

C2 

(tang-•) 
CD' 
P'f 
i cumuli 
di rettangolo 
dai trapezii 
nel fare i volumi di tutti questi 

tmnehi di prisma, e nel som
m~rli 

t1ella sua costruzione 
e per 
delle superficie delle due sezio

ui c si prende la metà pt>.r la 
somma dal risultato 

leggasi 

Y•-•=Y•-• +Un-a se n (an-a a1) 

Yn-1 = Yn-1 +Un-l se n (an-l at) 
Yn = Yn-1 +Un-l se n (an-l a1) 

A1 X' 
A1 X 
y 

rx' 
rx' 
delle direzioni 
Calcolando la tangente del-

l'angolo ~ A O B, data da 

1 
r tang 8 (> e portandola in 

IT,cK, BM, e CL, 
Per continuare il tra cciamen fo 

nell'ipotesi che d sia piccola 
in confronto di R, si fa 

successivi ed il loro punto di 
coutatto devono 

tJ. 

3• dedurre dalle lunghezze 
Geometria pratica, 
m~ 

c2 

Loy 
(tang=•) 
C' U' 
p 
in cumuli 
il rettangolo 
dei trapezii 
nel sommare i volumi di lutti 

questi tronchi di prisma. 

nella loro costruzione 
per 
per la somma delle superficie 

delle due sezioni e si preude 
la metà del risultato. 
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Tavola l. 

'Figure i e 2, per la determinazionr. delle voltate e delle deviazioni dei lati di una 
linea poligonale rilevata per camminamento. 

3 e 4, per la determinazioue delle coordinate dei vertici di una linea poligonale 
rilevata per camminamento. 

Figura 5, per la determinazione delle coordinate dei vertici di una refe trigonome· 
trica stabilita fra due punti dati. 

Figure 6 e 7, pel traccia mento d'un allineamento determinato da due punti molto 
lontani e tali cbe da uno di essi non si possa scoprire l'altro, e per la misura 
della distanza orizzontale degli stessi punti. 

8 e 9, per la determinazione dell'angolo di due direzioni intersecantisi in uu 
punto inaccessibile ed invisibile, e per fissare la posizione di questo punto. 

Figura iO, pel tracciamento di una linea poligonale. 

Tavola Il . 

Figure H, 12, t3 e U, per la determinazione degli elementi necessarii alla costru· 
zione di un arco circolare per punti. 

i 5 e 16, p el tracciamento d'una risvolta circolare passante per un punto preso 
su una delle direzioni da raccordarsi, e d'una risvolta circolare di raggio 
dato. 

- Figura 17, pel tracciamento d'una risvolta circolare di piccolo raggio. 
Figure iR e 19, pel tracciamento d'una risvolta circolare passante per un punto preso 

fuod delle direzioni da raccordarsi. 
Figura 20, pel tracciamento d'una risvolta circolare col metodo delle tangenti. 
Figure 21 e 22, pel tracciamento d'una risvolta circolare col metodo delle seganti. 

23 e 24, pel tracciamento delle risvolte circolari in galleria. 

Tavola III. 

Figure 25, 26 e 27, pel tracciamento delle risvolte paraboliche. 
28 e 29, per la determinazione approssimata dello sviluppo di una curva qua· 

lunque. 
30 e 51, dirette a far vedere quali sono i calcoli c.he occorre instituire sulle 

mezze circonferenze e sugli archi circolari, assunti come curve direttrici. 
52 e 55, sulle quali si fa vedere quali sono i calcoli da instituirsi pel traccia· 

mento delle semi-ovali. • Figura 34. - Semi-ovale a sette centri, tracciata coll'uso delle tavQie di Michal. 
55. - Semi-ovale a tre centri cogli archi della stessa ampiezza. 
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Tavola IV. 

Figura 36- Semi-ovale a nove centri, tracciata coll'uso delle tavole di Lerouge. 
- 37 - Semi-ovale a cinque centri avente i suoi archi presso a poco della stessa 

lunghezza, e tracciata coll'uso delle tavole di Micbal. 
38, per dedurre la formo la determiuatrice dello sviluppo della mezza ellisse. 

Figure 39 e 40, relative al tracciamento ed alla determinazione dello sviluppo del. 
l'elica_ _ 

41, 42, 43, 44, 4.5, 46, 47 e 48, per dedurre le fprmole fondamentali da impie. 
garsi nella trasformazione dei profili. : 

Figura 49, pel tracciamento di due rette a pendenza e contropendenza eguali, passanti 
per due punti dati e per un punto da determinarsi su una stabilita orizzon
tale. 

Tavola V. 

Figura 50, pel tracciamento di due rette a pendenza e contropendenza eguali, passanti 
_per due punti dati e per un punto da determinarsi su un dato profilo. 

51.- Saggio di profilo longitudinale. , 
52, sulla quale si fa vedere quali sono le condizioni diverse colle quali si può 

determinare la linea di progetto su un profilo longitudinale. 
Figure 53 e 54, dirette a far vedere come si tracciano le linee di progetto sui profili 

trasversali . 

Tavola VI. 

Figure 55 e 56, relative al tracciamento ed ai calcoli da instituirsi sui profili trasversali. 
57 e 58, per la determinazione del punto d'incontro di uu profilo trasversale 

colla superficie cilindrica avente per direttrice una data risvolta ed avente le 
sue generatrici verticali. 

Figura 59, per far vedere come si determinano più punti posti su una retta di dato 
pendio. 

Figure 60, 61, 62, 63 e 64, riferentisi al calcolo delle aree del triangolo, del paralle
logramma, del trapezio, del quadrilatero e del poligono regolare. 

Figura 65, per la determinazione dell'area di un poligono qualunque, pel quale si hanno 
le coordinate dei vertici, rispetto a due_ assi ortÒgonali condotti nel suo 

~M. l 

Figure 66 e 67, per la determinazione dell'area di un poligono rilevato per irradia· 
mento. 

Tavola VII. 

Figure 68 e tl9, relative alla determinazione delle aree di due poligoni rilevati per 
camminamento e per intersezione. 

Figura 70, per la determinazione dell'area del circolo e delle sue parti. 
71, per la determinazione dell'area del segmento parabolico. 

Figure 72 e 75, per la determinazione delle aree dell'ellisse e dei segmenti ellittici. 
74, 75, 76 77 e 78, per la determinazione delle aree comprese fra rette e 

curve qualunque. 
79 e 80, per la determinazione delle aree di zon'e comprese fra linee pa· 

rallele. 
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Figura 81, per la determinazione delle aree di d'ue appezzamenti, scomponendo il 

loro piano col metodo della triangolizzazione . 

Tavola VIII. 

Figura 82. - Planimetro ortogonale. 
Figure 83, 84 e 85, per spiegare la teoria e l'uso del planimetro ortogonale. 
Figura 86. - Planimetro polare. 
Figure 87, 88 e 89, per spiegare la teoria e l'uso del planimetro polare. 

Tavola IX. 

Figure 90 e 9t. - Superficie cilindriche. 
92, 93, 94 e 95. - Fusi cilindrici. 

Figura 96. - Unghia cilindrica. 
Figure 97 e 98. - Superficie coniche. 

99 e 100. - Unghie coniche. 

Tavola X. 

Figura iOt. - Unghia sferica. . 
Figure t 02, i 03 e i o.t, per dedurre le formale che servono al calcolo delle super· 

ficie degli ellissoidi. 
i05, 106, i07 e 108, per dedurre le regole che servono a determinare le 

superficie di rivoluzione. 
Figura 109, per dedurre le formale le quali si prestano alla determinazione di 

superficie e volumi relativi all'elicoide sghembo a piano direttore. 
Figure ti O e 1t 1. - Rappresentazione di volte a botte. 
Figura H 2, per far vedere come si può ottenere la superficie d'intrados ed il vo

lume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta della 
volta a botte coprente un trapezio. 

Tavola XI. 

Figura i 13. - Superficie d'intrados della volta a collo d'oca. 
1 t4, per far vedere come si ottiene la superfi.cie d'intrados ed il volume 

compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una volta 
anulare. 

Figure 115 e 116. - Rappresentazione di due vòlte coniche. 
Figura 117. - Rappresentazione di una vòlta conoidica. 
Figure tt 8 e H 9, per far vedere come si può determinare la superficie d'intrados 

ed il volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta 
d'una vòlta conoidica. 

Figura 120, per far vedere come si può ottenere la superficie d'intrados ed il vo· 
lume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una 
volta con strombature. 

Figure 121, 122 e 123. - Rappresentazione delle vòlte a bacino. 
124 e 125, per far vedere come si,. può ottenere" la superficie d'intrados ed 

il volume compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta 
• d'una vòlta a conca. 

Figura 126;. - Rappresentazione di una volta a vela sferica. 
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Tavola XII. 

Figura 127, per dedurre come si può ottenere la super6cie d'intrados ed il volume 
compreso fra la superficie d'intrados ed il piano d'imposta d'una volta a 
vela sferica su pianta rettangolare . 

. 128, per far' vedere come si può ottenere la super6cie d'intrados eù il VO• 

lume compreso fra la superficie d'intrados ed li piano d'imposta d'una 
,- volta a •vela a monta depressa su pianta rettangolare. 

Figure 129 e 130. - llappresentazione di due volle a .. padiglione, una su pianta 
esagonale e l'altra su pianta rettangolare. 

Figura 13L - Rappresentazione di una volta a botte con teste di padiglione. 
Figure 132 e 133. - Rappresentazione di due volte a schifo, una su pianta esa

gonale e l'altra su pianta rettangolare. 
134 e t 35. - Rappresentazione di due volte a crociera, una su pianta pen· 

tagonale e l'altra su pianta rettangolare. 
156 e 157, per far vedere come si può determinare la superficie d'un'unghia 

conoidica, 

Tavola XIII. 

Figura 138. - Rappresentazioue d'una volta a crociera su pianta rettangolare con 
unghie conoidiche. 

139. ~ Rappresentazione d'un'unghia detta sferica. 
Figure 140 e 14 t. - Per far vedere come si possono determinare le superficie delle 

unghie, dette sferiche, eù i corrispondenti volumi. 
Figura 142. - Rappresentazione di una volta a· crociera sp pianta rettangolare con 

unghie sferiche. 
143. - Rappresentazione d'una volta Iunulata. 
144. - Proiezione orizzontale della superficie d'intrados di una volta a fascioni. 
145. - llappresentazione di una volta a cupola composta. 
146. - Prisma obliquo. 

Figure 147 e 148. - Tronchi di prisn1a, uno a sezione retta parallelogrammica, e 
l'altro a sezione retta trapezia. 

Tavola XIV. 

Figure 149 e 150. - Cumuli secondo i quali si dispongono le ghiaie e le sabbie 
per la loro misura. 

-151, 152, 153, 154, 155, 156, 157 e 158 rappresentanti altrettanti esempli 
di muri pieni. 

159, 160, 161 e 162, rappresentanti quattro esempli di muri con speroni. 
Figura 163, rappresentante un primo esempio .del complesso di più muri. 

Tavola XV. 

Figw·a 164, rappresentante un secondo esempio del complesso di più muri. 
Figure 165 e loti, rappresentanti due esem[lli di coperture praticate entro muraglie. 
figura 167. - Tronco di cilindro. 

168. - Ottava parte di un'ellissoide a tre assi. 
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Fig.ura 169, sullà quale vengono instituiti i ragionamenti per trovare i volumi dei 
·solidi di rivoluzione, applicando la regola di Guidino. 

170, sulla quale vengono instituiti i ragionamenti per la determinazione ap· 
prossimata dei volumi dei solidi di rivoluzione. 

171, rappresentante un cuneo conoidico. 
172, sulla quale vengono instituiti i ragionamenti che conducono a dedurre 

la regola mediante la quale si determina il volume compreso fra la super
ficie d'intrados, la superficie d'estrados ed i pulvinari di una volta qualunque. 

173. - Piano quotato di una porzione di terreno, sul quale vuolsi eseguire 
un'operazione di spianameoto. 

Tavola XVI. 

Figura 174. - Pi;mo di una porzione di terreno, sul quale vuolsi eseguire un'ope
razione di spianamento, colla liuea di passaggio e con tutte le quote che 
servono alla dete.rminazione dei volumi degli sterri e degli interri. 

Figure 175, 176, 177 e 178, relative alla determinazione di alcuni elementi della 
superficie di progetto, indispensabili a conoscersi nelle operazioni di spia· 
namenti. 

i79 e 180, riferentisi alla determinazione dei volumi degli sterri e degli interri 
col metodo delle sezioni ragguagliate. 

181 e 182, relative alla determinazione dei volumi dei prismoidi che avviene 
di dover considerare nel calcolo dei volumi degli sterri e degli interri. 

Tavola XVII. 

Figure t 83, t R4, 185 e 186, dirette a far vedere come si deve applicare il metodo 
delle sezioni ragguagliate nel calcolo dei volumi degli sterri e degli in· 
terri per strade, canali, argini e simili. 

187, 188, 189 e 190, relative al calcolo dei volumi degli sterri e degli in· 
terri per strade, canali, argini e simili, scomponendoli in prismoidi. 
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