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Fenomeni di diffusione di correnti transitorie in conduttori
Si estende al caso delle correnti transitorie lo studio della distribuzione della densità di corrente nella
sezione trasversale dei conduttori, ch'è in genere limitato al caso delle correnti periodiche. Si esaminano
i comportamenti per impulsi di corrente costante e per impulsi di corrente smorzata con legge esponenziale.

IV N E L L O S C R I V E R E A G L I I N S E R Z I O N I S T I C I T A R E Q U E S T A R I V I S T A

Lo studio della distribuzione della densità di
corrente nella sezione trasversale dei condut tor i è
di impor tanza fondamentale per il calcolo di cadute
di potenziale, perdi te di potenza, forze, coppie. In
genere l 'esame viene l imita to al caso di correnti
per iodiche; t u t t a v i a l ' importanza odierna sempre
crescente della tecnica degli impulsi in radiocomu-
nicazioni e in radiomisure fa desiderare che l 'esame
venga esteso alle correnti t ransi tor ie .

J. A. S t ra t ton (1) ha t r a t t a t o il caso generale
della soluzione transi toria dell 'equazione delle onde ;
K. W. Miller (2) ha esaminato la diffusione di
correnti di t ipo Io • U(t), dove U(t) è la funzione
uni tar ia di Heaviside, nell ' interno di condut tor i .
Scopo del presente lavoro è di s tudiare la distri-
buzione della densità di correnti di forma I0[U(t) —
— U(t — To)], Ioe¯at • U(t), Ioe¯at [U(t) -U(t — To)].
Considereremo in primo luogo un'onda impulsiva
piana TEM, incidente perpendicolarmente su una
superficie piana (di equazione z = 0), limite di
separazione fra un mezzo dielettrico perfetto e un
« buon » conduttore. Assumeremo che entrambi i
mezzi si estendano all'infinito in tutte le direzioni,
eccetto alla superficie di separazione, e che l'asse z
sia positivo nell'interno del conduttore.

Dalle equazioni di Maxwell, trascurando le cor-
renti di spostamento, si trova che la distribuzione
spaziale del vettore di campo magnetico viene
descritta dalla equazione differenziale alle derivate
parziali

(3)

La corrente fluisce in direzione perpendicolare a Hy

e si distribuisce nell ' interno del condut tore , se
questo possiede condut t iv i tà f ini ta. La corrente
totale per una striscia di larghezza uni tar ia è

ove h2 = 1/σμ (σ = condut t iv i tà , μ = permeabil i tà
del mezzo; nel caso del rame σ= 5,6 X 107 Ω— 1 m— 1,
μ = 4πX10—7 H/m, h2 = 0,0142 m/s1 / 2). Analoga-
mente la distribuzione della densità di corrente nel
condut tore è descri t ta dall 'equazione differenziale

(4)

L'equazione (4) è ottenuta con l'ipotesi di condizioni
iniziali di riposo. Essa presenta la forma della curva
di probabilità normale, se si considera t come para-
metro. Tale curva appartiene alla famiglia di erf(u)
e delle sue derivate
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Se le equazioni (1) e (2) si r iducono
rispet t ivamente alle seguenti

Le equazioni (3) si ot tengono anche nell 'analisi
della propagazione di un 'onda TEM che si propaga
lungo un piano di condut t iv i tà infinita ; ta lvol ta esse
sono considerate come pr ima approssimazione per
descrivere la propagazione di un 'onda TEM che
viaggia lungo un piano di condut t iv i tà f inita. La
correttezza di tale assunto dipende dalle condizioni
ai l imi t i ; la questione appare specialmente delicata
quando si considerano campi t ransi tor i , t u t t av i a
essa non verrà discussa nel presente lavoro.

1. - Impulsi di corrente costante.

Mediante il metodo della t rasformata di Fourier
o di Laplace si dimostra che la distribuzione della
densità di una corrente, che fluisce paral lelamente
alla superficie del condut tore ed ha forma i = I0U(t),
per una striscia di larghezza uni tar ia della superficie
del condut tore è



e a z costante

La distribuzione è s ta ta discussa da K. W. Miller
con riferimento all 'equazione (6). Egli ha osservato
che : a) la densità di corrente è infinita a z = 0, t = 0 ;
b) le aree sot to le curve corrispondenti a valori
differenti di t sono t u t t e uguali alla corrente tota le
i per striscia di larghezza un i ta r ia ; c) il pun to di
ordina ta m e t à della massima si muove in profondità

nuovamente per t . D a t o che

\ /
i valori di massimo di J(z, t) sono

(8)

e var iano inversamente alla profondità z.
Si consideri ora la distribuzione di densi tà di

un impulso di corrente costante I0[U(t) — U(t — To)].
Per t To la distribuzione è identica alla (7), ed
in particolare per t = To la densi tà raggiunge un

prossimazione si può assumere come profondità
equivalente di penetrazione δ il valore z'

(9)

P o n e n d o ora R t = 1/σδ' si può calcolare la pro-
fondità corrispondente ad u n a eguale resistenza per
corrente cont inua

(10)

Il valore (10) è dello stesso ordine di grandezza
del valore (9), da to che δ' 0,89 δ .

2. - Impulsi di corrente smorzata esponenzialmente.

Quando la corrente tota le per u n a striscia di
larghezza uni tar ia della superficie del condut tore
è di t ipo esponenziale smorzato, i{t) = I0e¯atU(t),
la distribuzione della densità nella sezione t rasver-
sale del condut tore , nell ' ipotesi di condizioni iniziali
di riposo, è

(12)

ove J(z, s) è la t rasformata di Laplace di J(z, t).
La soluzione della (12) è del t ipo

ATTI E RASSEGNA TECNICA DELLA SOCIETÀ DEGLI INGEGNERI E DEGLI ARCHITETTI IN TORINO - ANNO 6 - N. 8-9 - AGOSTO-SETTEMBRE 1952

B = 0. D 'a l t ro lato in tegrando J(z, s) nella sezione
trasversale del condut tore si ott iene

(13)

La serie (14) è convergente assolutamente e unifor-
memente per t u t t i i valori di ξ, m e n t r e la serie (15)
converge solo per valori di ξ non zero, nel pr imo

Di conseguenza il te rmine (13) può essere scritto
appross imat ivamente

L'esame della (16) mostra che per piccoli valori di ξ,
cioè nelle vicinanze della superficie del condut tore
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(5)

In fig. 1 sono rappresen ta t i i grafici delle funzioni
Φ0 , Φ1 , Φ2 , Φ3. Se si pone u 2 =z 2 /4h 2 t , l 'equazione (4)
viene scri t ta a t costante

(6)

con u n a velocità proporzionale a d) la pen-

denza della curva è zero a z = 0 ed a

dato che a t t raverso la superficie di separazione con
un mezzo non condut tore non ha luogo alcuna
migrazione di corrente ; e) il sottilissimo piede della
curva che si protende all'infinito corrispondendo ad
u n a assurda velocità di diffusione infinita si deve
considerare come il r isul ta to matemat ico di aver
t rascura to la corrente di spostamento nella (2).

La dipendenza dal t empo della distribuzione di
densità può essere s tudia ta per mezzo della (7),
prendendo z come pa ramet ro . A profondità z
costante la densità di corrente comincia da zero a
t = 0 e raggiunge un massimo a t = z2/2h2 (cioè in
corrispondenza di u2 = 1/2), indi tende a zero

valore massimo in corrispondenza di
Per t > To , invece, i massimi di J oltre la profondità
z' si r iducono rap idamente . Pe r t an to in pr ima ap-
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Alla definizione della profondità equivalente di
penetrazione si può anche giungere a t t raverso la
considerazione delle perdite di potenza nel condut -
tore . Dalla perdi ta di potenza per un i t à di volume

si ha la perdi ta di potenza istan-

tanea tota le per un i ta di superficie del condut tore

e la perdi ta di potenza media fino

al t empo t, . P rendendo come rife-

rimerito la potenza media fino al t empo To ne
risulta la « resistenza t ransi tor ia » Rt = Pm / (I2)m

per un i t à di superficie del condut tore

(11)

ove

per il rame) . L 'equazione (11) si ott iene nel modo
seguente. L 'equazione (2), t raspos ta nel piano com-
plesso, diviene :

ove, in forza delle condizioni iniziali, A = J ( 0 , s),

ove I(s) è la t rasformata di Laplace della corrente

tota le , cioè Ne segue

la cui t rasformata inversa è la (11).
La (11) è somma di un termine rappresentan te

la distribuzione per una corrente costante brusca-
mente applicata e del termine

che tende a zero quando a 0. La funzione erfc(ξ),
che appare in (13) con argomento complesso, n o n
è s ta ta calcolata per ogni valore della fase dello
argomento. T u t t a v i a una interpretazione approssi-
m a t a della distribuzione si può ot tenere facendo
ricorso ai due sviluppi in serie

(14)

(15)

quadran te . Nel caso presente la variabile

ha modulo che è fun-

zione delle due variabili z e t ed
minimo a 2 = 0, t = 0, ment re per

un valore minimo in corrispondenza di

Per valori di ξ sufficientemente piccoli si può
assumere in accordo con la (14)

(16)

e la distribuzione totale per valori di ξ sufficiente-
mente piccoli diviene
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e al t e m p o la distribuzione è somma di

una dello stesso t ipo , ma di ampiezza minore, di
quella corrispondente ad una corrente costante ap-
plicata bruscamente , e di un ' a l t r a consistente di
una onda sinusoidale smorzata che possiede zeri
ed inversioni di segno in corrispondenza delle pro-

fondità Per il rame il pr imo zero ha

Per valori di ξ sufficientemente grandi, cioè alla
superficie per at > 0 o vicino alla superficie per

la funzione erfc(ξ) può venire rappre-

sen ta ta appross imat ivamente con pochi termini
dello sviluppo asintotico (15),

Corrispondentemente la (13) diviene

e la distribuzione to ta le della densità di corrente
per valori di ξ sufficientemente grandi si può
scrivere

(17)

Ad esempio per at = 0 la distribuzione è nuova-
mente quella corrispondente alla corrente costante

applicata b ruscamen te ; per la (17) può es-

sere semplificata scrivendo

Tale profondità è proporzionale a e per un
condut tore di r ame è appross imat ivamente δ = 0 , 1 7

Ad esempio δ = 0,1 mm per T = 1 0 - 6 s ,
ò = 0,5 mm per To = 10~ 5 s .

assume valore
assume

luogo in corrispondenza di metr i .
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È da notare che le precedenti formule asintotiche
non contengono alcun termine ondulatorio, in
accordo col fat to che questo è smorzato esponen-
zialmente nella (16).

Si consideri ora il caso in cui la corrente appli-
cata è impulsiva di forma

(20)

Per valori di a piccoli si può sviluppare il radicale
in potenze di a e terminare la serie al te rmine di
pr ima potenza, o t tenendo

Per t = To la profondità z' per cui la densità di
corrente raggiunge un valore massimo è quindi

Per t rovare il valore di u per cui J(z,u) diviene

(22)

Tale valore può essere assunto in p r ima approssi-
mazione come profondità equivalente di penetra-
zione di un impulso di corrente di forma espo-
nenziale smorzata .

Lucio Vallese

Brooklyn, U.S.A. - Polytechnic Institute.
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Variazione dell'isolamento di conduttori con la temperatura
Si espongono i risultati di alcune misure di variazione della resistenza di coperture isolanti di con-
duttori in funzione della temperatura, entro e poco oltre i limiti normali di esercizio. L'entità della va-
riazione è maggiore di quanto comunemente si crede ed il valore della resistenza, per una data tempera-
tura sotto i 100 °C, può essere molto diversa secondo il ciclo di temperatura a cui è stato sottoposto in

precedenza il materiale e l'umidità dell'ambiente.

Generalità. — La variazione della resistività
degli isolanti solidi ed anche delle perdi te dielet-
t r iche, col variare della t empera tu ra , è un feno-
meno universalmente noto, ma non tut t i forse, an-
che se elettrotecnici, hanno un ' idea abbastanza pre-
cisa del l 'ent i tà e de l l ' andamento della variazione.
Sta il fatto che essa può essere molto diversa da un
isolante al l 'a l t ro e cambiare secondo le condizioni
di prova.

Uno dei casi più interessanti in pratica è quello
degli isolanti che r icoprono i conduttori delle mac-
chine e degli apparecchi elettrici e, in questo caso,
è par t icolarmente difficile la misura in condizioni
analoghe a quelle di esercizio, specialmente r iguar-
do alla costanza delle superfici di contatto ed alla
misura esatta della t empera tura dell ' isolante.

Si descrive brevemente, di seguito, una serie di
misure i cui risultati pot ranno forse avere qualche
interesse anche per chi non è elettrotecnico, pu r se
eseguite, pe r la maggior pa r te , parecchi anni or
sono.

Apparecchio usato per le prove. — È costituito
da una scatola di metallo (fig. 1) aper ta alle due
estremità, entro la quale si dispongono i pezzi ta-
gliati dal conduttore isolato in prova, lunghi 14 cm,
in due strati sovrapposti in modo che, met tendo
a nudo il conduttore ad uno degli estremi per il
pr imo strato e al l 'a l t ro estremo per il secondo strato
e collegando tut t i gli estremi di ciascuno strato, si
possa appl icare fra i due strati una tensione con-
t inua per misurare la resistenza ed eventualmente
una alternata per misurare capacità e perdi te .

Sul fondo e sui fianchi della scatola e sopra i
due strati di conduttori si met te un foglio di mica-
nite , come indicato nel disegno. Sopra ai condut-
tori si posa un pezzo di ferro a T, forato in più
punt i per diminuire la sua inerzia termica e per
in t rodurre il bulbo di un te rmometro . Sopra an-
cora si dispone un blocco di p iombo per mante-
nere una determinata pressione, che nelle misure
eseguite era di circa 110 gr /cm 2 pe r la vaschetta
larga 4 cm.
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Fig. 1. - Apparecchio usato per le prove.

Fig. 2. - Cotone bianco non impregnato; umidità amb. 70%.

Procedimento della misura. — L'apparecchio
sopra descritto viene in t rodot to in un termostato e
i capi dei due strati si collegano a due passanti mu-
niti di anello di guardia.

Il rilievo della t empera tura viene fatto per mez-
zo del t e rmomet ro infilato nel blocco di ferro a T
e per mezzo di una coppia termoelettr ica filiforme
collocata al posto di uno dei fili del provino. Si
regola la t empera tura del termostato finchè i due
termometr i indicano lo stesso valore, entro circa
mezzo grado, e si mant iene a tale valore per 15 mi-
nu t i . Si esegue allora la misura di resistenza appl i -
cando ai conduttori una tensione continua di circa
300 V.

La misura delle perdi te si può eseguire even-
tualmente subito dopo, col ponte di Schering a
50 Hz e col ponte di Wien a 1000 Hz.

I risultati delle misure hanno soltanto un valore
relativo, hanno cioè significato solo i rapporti fra
i diversi valori . È perciò essenziale eseguire tu t te le
misure di seguito, compiendo possibilmente un
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(18)

per striscia di larghezza uni tar ia . Una valutazione
approssimata della profondità equivalente di pene-
trazione si può ot tenere seguendo un ragionamento
simile a quello usa to per un impulso di corrente
costante . Per valori di z sufficientemente piccoli
la (16) può essere semplificata t rascurando l 'ult imo
termine , o t tenendo

(19)

Se si pone e si considera z costante ,

tale relazione si può scrivere

i(t) = Ioe
-at [u(t) - u(t - To)]

massima, bas ta eguagliare a zero la der ivata ,

ot tenendo così la seguente equazione b iquadra t ica

(21) 4h2u4 — 2(h2 + az2)u2 + 3az2 = 0
in cui è s ta to fa t to uso delle relazioni (5). La
radice posit iva della (19) è

(5) J. BARKLEY ROSSER, Theory and application of
, Mapleton House, Brooklyn, N. Y., 1948.

Fig. 3. - Cotone bianco impregnato; umidità ambiente 66%.
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